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Estimadores del Total Poblacional en Muestras con Observaciones Censuradas.

Title in English
Population Total Estimators in Censored Data Samples

Resumen: La presente tesis plantea el diseno de varios estimadores que permitan
hacer inferencias sobre el total poblacional de una variable de interés en muestras
que contienen observaciones censuradas. Los estimadores propuestos consideran la
censura (entendida como una restriccion en los valores de la variable de interés) como
una caracteristica propia de los datos que es incorporada en el proceso de estimacion.

Abstract: This thesis proposes some estimators allowing to make inference about
the population total of a variable in samples with censored observations. The pro-
posed estimators take into acount the censoring (understood like a restriction over
the values of the variable of interest) like a data characteristic being incorporated
in the process of estimation.
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INTRODUCCION

El estudio de la censura y el truncamiento tiene una larga historia en la estadisti-
ca. Cohen (1991, p. 2) comenta que el estudio de muestras truncadas y censuradas
inicia con los trabajos de sir Francis Galton en el afio de 1887 sobre registros de
velocidad de caballos americanos de carreras. Sobre estos datos asume normalidad
y proporciona un estimador de la media. Karl Pearson hacia el afio de 1902 ajus-
ta parabolas al logaritmo de las frecuencias muestrales sin que esto represente una
mejora del trabajo de Galton. Hacia 1908, Karl Pearson y Alice Lee aplican el mé-
todo de momentos para estimar la media y la desviacion estandar de la distribucién
normal de una muestra simplemente truncada a izquierda. R. A. Fischer en 1931,
emplea el método de maxima verosimilitud basado en muestras simplemente trun-
cadas a izquierda para los parametros de una distribucion normal. En 1937 Stevens
deriva ecuaciones de maxima verosimilitud para muestras simple y doblemente cen-
suradas del Tipo I donde la cantidad de datos censurados es conocido. Cohen en
1940, presenta su tesis doctoral en la cual deriva estimadores de momentos para
las distribuciones de Pearson. Tobin (1958) propone el primer modelo de regresién
censurado, empleando el método de méaxima verosimilitud para la estimacion de
los pardametros. Unos anos después Amemiya (1973) y Olsen (1978), uno tras otro,
demuestran propiedades asintoticas sobre los estimadores derivados por Tobin. A
partir de este momento numerosos autores han continuado desarrollando teoria re-
lacionada con las muestras truncadas y censuradas. Amemiya (1984) presenta un
resumen de los trabajos realizados hasta ese momento y Cohen (1991) presenta su
libro sobre muestras truncadas y censuradas.

A pesar del amplio estudio existente alrededor de la censura y el truncamiento, la
mayor parte de la literatura en muestreo concierne a muestras irrestrictas o comple-
tamente observadas. En la realidad el panorama es muy distinto. Es probable que
los investigadores, en la practica, se encuentren con muestras que son censuradas
o truncadas. En algunos casos, este fendmeno puede ser de menor impacto en los
analisis y se justifica que pueda ser ignorado. Esto no siempre es posible y por tanto
representa un aspecto a tener en cuenta al momento de trabajar con este tipo de

XI



XII INTRODUCCION

muestras. Ejemplos de encuestas donde se presenta censura se tienen en los datos de
las encuestas actuales de poblacion' del Bureau de Censos de los Estados Unidos.

Precisamente ese es el contexto donde se considera la elaboracion del presente trabajo
de tesis. Situaciones de muestreo en donde no es posible ignorar el fenémeno de la
censura. Es por eso que estd tesis plantea la construccion de un estimador que
permita hacer inferencia sobre el total poblacional de una variable de interés en
muestras que contengan observaciones censuradas. Esto es, disefiar un estimador que
considere la censura (entendida como una restriccién en los valores de la variable de
interés) como una caracteristica propia de los datos y la incorpore en el proceso de
estimacion del total poblacional.

Para la consecucion de este objetivo suponemos que la aproximacion que puede ser-
vir para solucionar el problema de estimacion se encuentra en el uso de estimadores
asistidos por modelos de regresion o que involucran modelos de regresiéon. En parti-
cular se supone que el uso del modelo de regresiéon Tobit permitira el disefio de un
estimador del total apto para el trabajo en muestras con observaciones censuradas.
Para probar la idea anterior, se dividié el trabajo de investigacion en dos grandes
partes. La primera consiste en el diseno, con base en los elementos tedricos, de posi-
bles estimadores que puedan servir para abordar el problema propuesto. La segunda
consiste en el disefio y aplicacion de un experimento simulado por computador, don-
de se ponga a prueba los estimadores disefiados y se evalué la solucion optima al
problema asi como su aplicaciéon en un contexto real.

El presente documento se construyo para dar cuenta del trabajo mencionado an-
teriormente. Este se encuentra organizado en tres capitulos. En el capitulo uno se
abordan las ideas y conceptos tedricos que dan sustento a la propuesta. El capitulo
se desarrolla en cuatro secciones iniciando por la presentacién general de la nota-
cion que serd usada a lo largo del trabajo asi como de algunas ideas basicas sobre
muestreo probabilistico. La segunda seccion se dedica a precisar el concepto de esta-
distico y estimador. La seccion tres se centra en presentar tres estimadores comunes
en la teoria de muestreo: el m-estimador, el estimador de regresion y los estimadores
asistidos por modelos lineales generalizados. La seccién cuatro trata exclusivamente
ideas, definiciones y resultados existentes en la literatura sobre datos censurados.
Esta seccion hace énfasis en el modelo Tobit como el modelo principal para trabajar
con datos censurados.

El capitulo dos aborda el problema de estimacién en muestras con datos censurados
y presenta la solucion al mismo. El capitulo se desarrolla en cinco secciones. La pri-
mera seccién presenta en detalle el problema de estimacién en muestras censuradas
proponiendo ejemplos y determinando la pregunta de investigacion. En la segunda
seccion se proponen algunos estimadores del total especialmente disenados para dar
solucion al problema de estimacion. La seccion tres presenta el experimento que fue
disefiado para estudiar y describir el comportamiento de los estimadores propuestos.
El experimento hace uso de simulaciones de Monte Carlo de los estimadores pro-
puestos sobre miles de muestras extraidas de un conjunto de datos especialmente

'En Inglés se conocen como Current Population Survey of Income and Program Participation
(SIPP), ver (Short et al., 1991) .
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construido para el experimento. En la seccién cuatro, se usan los resultados obte-
nidos en la simulacién y se hace la seleccién de los estimadores que dan soluciéon
al problema de estimacion analizando en detalle sus propiedades, especialmente el
sesgo y la varianza. La seccién final esta dedicada a presentar las conclusiones de
todos los anélisis realizados a lo largo del capitulo.

El capitulo tres presenta un ejemplo en el cual es posible hacer la aplicacién de los
resultados obtenidos en el capitulo dos. En cada caso se hace un desarrollo detallado
del proceso de aplicacion de los estimadores, mostrando las rutinas implementadas
para los calculos y los resultados de la aplicacion.

Las conclusiones generales del trabajo, asi como posibles rutas de trabajo futuro se
presentan en el ultimo capitulo. En los apéndices siguientes se presentan algunos
resultados anexos de la simulacién asi como la rutina de programaciéon que fue
disenada para la realizacién de los calculos presentados en el capitulo dos y los
conjuntos de datos utilizados para la aplicacion.
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Capitulo

PRELIMINARES TEORICOS

En este capitulo se exponen algunos elementos conceptuales y tedricos basicos para el
desarrollo del presente trabajo de tesis. Inicialmente se exponen elementos tedéricos de
los estimadores para totales poblacionales, seguido de algunos resultados de la teoria
existente sobre las observaciones censuradas o por debajo del limite de deteccion.

En la seccion sobre los estimadores del total poblacional, se abordan dos grandes
conceptos, el de m-estimador y el de estimador asistido o estimador de regresion.
En cada caso, se presentan resultados clasicos y posiciones recientes con respecto a
estas tematicas. Se siguen principalmente las ideas de Sarndal, Swensson & Wret-
man (1992) y las de Rondoén, Ferraz & Vanegas (2012). Se toman también algunas
referencias de los textos de Lohr (1999) y Groves, Fowler-Jr., Couper, Lepkowski,
Singer & Tourangeau (2004).

Para la censura se hace una breve exposicion de su significado, de los tipos de censu-
ra que se pueden presentar y de los modelos de regresion existentes para este tipo de
datos. Para esto se sigue lo expuesto por Tobin (1958); Amemiya (1973); Amemiya
(1984); Olsen (1978); Millard & Neerchal (2000); Greene (2007); Bolfarine, San-
tos, Correia, Martinez, Gémez, Bazan & ABE-Associacao Brasileira de Estatistica
(2013).

1.1. Notacion e Ideas Basicas

Sea U la poblacion objetivo o universo sobre la que se quiere realizar algin proceso
de muestreo. Se puede definir la poblacién objetivo como el conjunto

U={1,....k...,N}, (1.1.1)

donde N es el tamanio de la poblacién. Sobre U se puede definir una variable y
denominada variable de interés o de estudio. Con y; se representa el valor de y para
el k-ésimo elemento de U.
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El interés inicial es poder calcular funciones de los valores de y sobre toda la pobla-
cion. Tales valores se denominan parametros poblacionales y se representan de forma
general con 6. Ejemplos de estos parametros son el total o la media de y sobre U
definidos como

t= ZU Yk = ZkGU Yk, pardametro para el total de y (1.1.2)
t
yy = N ZR[yk. pardmetro para la media de y (1.1.3)

De U se extrae una muestra aleatoria s de tamano n seleccionada de acuerdo con
algin esquema probabilistico de seleccion. Bajo este esquema de selecciéon se puede
definir la funcién p(+) tal que p(s) es la probabilidad de seleccionar s. La funcién p(+)
se denomina diseno muestral. Sea . el conjunto de todas las posibles muestras s y
sea S una variable aleatoria donde s es una realizacion de dicha variable. Se tiene
entonces que p(-) es la funcién de probabilidad de S.

El evento aleatorio de que un elemento k£ de la poblacion sea incluido en la muestra
s es expresado por medio de una variable indicadora de pertenencia muestral I, que
es una variable aleatoria definida como

1 ikeS
=45 HHRE (1.1.4)
0, en otro caso.

La probabilidad 7 de que un elemento k sea incluido en una muestra o probabilidad
de inclusion de primer orden es determinada por el diseno muestral p(-) como sigue

7 = Pr(k € 5) :Pr(Ikzl):ﬁ[:Ikp(s):Zp(s). (1.1.5)

La probabilidad de inclusion de dos elementos k y [ con k # [ se llama probabilidad
de inclusion de sequndo orden o m v se define como

™=

Tl = Pr(k;,l € S) = Pr([kll = 1) = ]k.]lp(s) = Z p(s) (116)

s3k,l

~
I
=

Para la variable indicadora de pertenencia dada por (1.1.4) se tiene las siguientes
propiedades

1.1 Proposicién (Esperanza, Varianza y Covarianza). Para la variable I}, son ver-
daderas las siguientes propiedades

E[l,] = m (1.1.7)
COV(]k,Ik) :Var(]k) :ﬂ'k(l—ﬂ'k) (118)
COV(Ik,Il) = T — T (119)

Estas propiedades son facilmente demostrables si se tiene en cuenta el hecho de que
la variable I es una variable aleatoria Bernoulli. Acorde con la notaciéon dada por
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Sarndal et al. (1992, p. 36) se tiene que Cov (I, Ix) = Var(ly) = Ag y Cov(ly, [)) =
Akl-

En lo que sigue se exponen los conceptos relacionados con los estimadores en mues-
treol.

1.2. Estadistico y Estimador

1.1 Definicién (Estadistico). Sea la muestra s una realizacién de la variable alea-
toria S bajo un diseno muestral p(-), cualquier funciéon @ = Q(.S) de la forma

Q:—R
s+ Q(s)

es un estadistico.

En la definicién anterior se establece como condicién, para que una funciéon puede
ser llamada estadistico, que se pueda calcular el valor de tal funciéon para la muestra
una vez sea seleccionada y los valores de los distintos individuos de la muestra hallan
sido recolectados. En lo que sigue, la escritura Q(S) se usara para el estadistico y
Q(s) para la realizacién del estadistico.

La naturaleza aleatoria de Q(S) se deriva del hecho de que S es una variable aleato-
ria. Por tanto Q(S) es también una variable aleatoria sobre la cual se puede definir
las siguientes caracteristicas.

1.2 Definicién (Esperanza y Varianza). La esperanza y la varianza de un estadis-
tico @ = Q(5) son definidas respectivamente por:

E[Q] = Y p(s)Q(s) (Esperanza), (1.2.1)
s
Var(Q] = E{[Q - E(Q)]"}
=Y p(s)[Q(s) — E(Q)]? (Varianza). (1.2.2)
s

1.3 Definicién (Covarianza). La covarianza entre dos estadisticos Q1 = @1(5) y
Q2 = Q2(9) es definida como

Cov[Q1, Q:] = E{[Q1 — E(Q1)][Q2 — E(Q2)]}
= > p(s)[Qi(s) — E(Q1)][Q2(s) — E(Q2)] (Covarianza). (1.2.3)

ses

Para definir el concepto de estimador piénsese en un estadistico disenado con el
proposito de dar un valor aproximado a una cantidad desconocida de la poblacién

!Para estudiar en mayor detalle lo expuesto en esta seccién se pueden consultar los textos de
Sérndal, Swensson & Wretman (1992); Lohr (1999); Groves, Fowler-Jr., Couper, Lepkowski, Singer
& Tourangeau (2004) entre otros.
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U. Esto es, piénsese en disenar una funcion de valor real que permita estimar el valor
de la cantidad desconocida con base en la informacién contenida en la muestra. La
funcion que permite esta estimacion es llamada estimador.

Llamese pardmetro a la cantidad desconocida de la poblacién U y nétese de manera
general con 6. Supdéngase que es posible observar y medir una variable de interés,
por ejemplo y, sobre todo el universo. Esto es, se puede medir el valor de y para
cada uno de los individuos del universo desde 1,...,k,..., N. Se puede pensar a 0
como una funcion de yq, ..., Y%, ..., YN, asi

0 =0y, Yky--UN)-

Algunos ejemplos de lo anterior se encuentran expresados en las ecuaciones (1.1.2)
y (1.1.3) de la seccién anterior. Tanto ¢ como yy son funcién de los valores de y para
todos los elementos del universo. Por tanto, ambos son parametros. Retomando el
concepto de estimador, este se puede definir de la siguiente forma.

1.4 Definicién (Estimador). Sea 6 un pardmetro de la poblacién y s una realizacion
de la variable aleatoria S bajo un diseno muestral p(:), cualquier funcién 6 = 6(S)
de la forma

0:.7 =R

s 0(s)
serd un estimador de 6.

De acuerdo a lo anterior, 6 es una estadistico disenado para calcular un valor que
aproxime el valor desconocido del pardmetro poblacional # en funcién de s. Otra
forma 1til de ver a # es como funcién de los valores y presentes en la muestra.

ézé(yl,...,yk,...,yn) para k € s.

Dado que 6 es una variable aleatoria, se puede definir, al igual que con @), las mismas
propiedades que se establecieron en la Definicién 1.2.

1.5 Definicién (Esperanza y Varianza de un Estimador). La esperanza y la varianza
de 0 estan dadas por

E[)] = Z;ﬂp(s)é(s) (Esperanza), (1.2.4)
Var(f) = >~ p(s){0(s) — E(9)}* (Varianza). (1.2.5)
EISS %

Dos medidas de la precision del estimador se definen a continuacién

1.6 Definicién (Sesgo y Error Cuadratico Medio de un Estimador). El sesgo de 0
se define como

B(0) = E[f] — 0 (Sesgo). (1.2.6)
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f se dice insesgado para 6 si

B(f) = 0,
de donde se tiene que E[f] = 6. El error cuadrdtico medio (ECM) de 0 se define
como

ECM(@) =E[0 — 0> = > p(s)[d(s) — 6] (ECM) (1.2.7)

De donde se puede verificar que
ECM(f) = Var(d) + [B(0)]*. (1.2.8)

Si  es insesgado, entonces ECM(0) = Var[f].

Para finalizar es necesario precisar la diferencia entre estimador y estimacion. Por
estimacion se entendera que el nimero é(s) es calculado después de que una muestra
s del conjunto aleatorio S es seleccionada y han sido observados y recopilados los
valores para la variable de estudio y para cada elemento k € s. El estimador no es
otra cosa que la funcién é(S ) que permite estimar el valor del pardmétro 6.

1.3. Estimadores para el Total Poblacional

Se presenta en esta secciéon tres estimadores para la estimacion del total ¢ de una va-
riable y. Se expondra brevemente el estimador de Horvitz-Thompson o m-estimador,
el estimador general de regresion o GREG y una extension de estos ultimos, los
estimadores GERFEG. Del primero se resalta la idea de la m-expansion como medio
de alcanzar la poblaciéon y asi estimar el total. De los otros dos se resalta la imple-
mentacién de la informacion auxiliar en el proceso de estimacion del parametro.

1.3.1. Estimador de Horvitz-Thompson (H-T) o m-estimador

1.7 Definicién (m-expansion). Sea yy el valor de y para un elemento de la muestra
s de la poblacién U. Al resultado de dividir y; entre la probabilidad de inclusién de
primer orden 7 definida por la ecuacion (1.1.5) de la forma

L (1.3.1)
Tk

se denomina m-expansion, y al valor ¢, se le denomina y,-expandido.

La m-expansion tiene el efecto de expandir el valor de los elementos en la muestra.
Dado que la muestra tiene pocos elementos, esta expansion es necesaria para alcanzar
el nivel de la poblacién. En general, un estimador que involucre la 7m-expansiéon como
modo de alcanzar la poblacion total, se considerara un m-estimador.
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1.8 Definicién (El 7-Estimador del Total). Sea t = >y yx el total poblacional de
la variable de interés y, el estimador

~ Yk
tr, = = 1.3.2
- (132)

es el m-estimador del total poblacional de y.

Equivalentes a la expresion anterior, se tienen las siguientes formas

=3 szl’z, (1.3.3)
e =" 0=y Ol (1.3.4)

donde I es la variable indicadora de pertenencia definida en la ecuaciéon (1.1.4) y
Ur = yr/ 7. Para el m-estimador del total se tienen las siguientes propiedades.

1.2 Proposicién (Esperanza). La esperanza del estimador de Horvitz-Thompson o

m-estimador es t.
Elt,] =t (1.3.5)

Demostracion.

= [l

1.9 Definicién (Insesgamiento y Varianza). De la ecuacién (1.2.6) y de la propo-
sicién 1.2 se deriva el hecho de que el m-estimador definido por (1.3.2) es insesgado
para t = > yyx vy tiene como varianza

Vit,) =Y ZU AUl (1.3.6)

donde Ay, esta dado por la ecuacién (1.1.9)2. Un estimador insesgado de V (i) esté
dado por

V(t,) = > Zs At (1.3.7)

donde Akl = Ay/ T ¥ T es la probabilidad de inclusién de segundo orden definida
por la ecuacién (1.1.6).

2Ver Sérndal et al. (1992, Resultado 2.6.1, p. 36) donde se demuestra este resultado.
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1.3.2. Estimadores de Regresion

La idea de involucrar informacion auxiliar de la poblacion en el proceso de estima-
cion del parametro 6 tiene como fin disefiar un estimador del parametro de interés
que sea mas preciso y eficiente en comparacion con otro tipo de estimador. A con-
tinuacion se presentan algunas ideas al respecto.

1.10 Definicién (Informacién Auxiliar). Una variable o conjunto de variables se
considerara informacion auxiliar si la informacién para estas variables se encuentra
disponible, antes del proceso de muestreo, para toda la poblacién objetivo en el
marco muestral. En general se tiene que el vector de informacién auxiliar para el
k-ésimo elemento de U esta dado por

L. = (fL’kl,l‘kQ,...,l'kj,...,l'kJ>

donde k =1,...,Nyj=1,...,J donde J es la cantidad de variables auxiliares
existentes. El conjunto de los k vectores de informacién auxiliar conforman la matriz
X de diseno o de informacién auxiliar donde X = {zy;}, siendo ésta una matriz de
tamano N x J.

La definicién anterior no restringe de ninguna manera la naturaleza de la informa-
cion auxiliar. Es decir, se puede tener dentro del marco de datos en uso variables
cualitativas o cuantitativas que funcionaran como variables auxiliares, siempre y
cuando éstas estén disponibles para todos los elementos dentro del marco muestral.
Otra manera de abordar el uso de la informacién auxiliar, en especial para las varia-
bles de tipo cuantitativo, es cuando solamente se dispone de los valores muestrales
del conjunto de variables auxiliares xj. y se conoce de una fuente confiable el total
poblacional para cada una de las variables auxiliares, t;, = (ts,,,---,ts,,)- Para el

caso de las variables cualitativas se deberia contar con el total de cada una de las
categorias que contenga dicha variable.

Teniendo en cuenta que se desea poder estimar el pardmetro t, = > yy; cuando
se han observado parejas (yi, Tr.) para k € s y que xy. es conocido para toda la
poblacién, se puede definir un estimador acorde con lo expuesto anteriormente.

1.11 Definicién (Estimador de Regresién®.). El estimador de regresion, denotado
por fyr se define formalmente como

by = tyn + > Bj(te; — Lajn), (1.3.8)
j=1
donde
b=, =3 0
ym S 7rk S

3En la construccién del estimador de regresién Sirndal et al. (1992) primero desarrollan un
estimador denominado estimador de diferencia y a partir de éste definen el estimador de regresién
(Sérndal et al., 1992, p. 221-225)
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es el m-estimador de ¢, = >y yi,

bre =20, 2 =3 g

87Tk:

es el m-estimador del total conocido de @.;,

tzj = ZU L

es el total conocido de x.; y

/ -1 /
B=(B,....5) = (Z w’“f’“‘) 3 Dk (1.3.9)

S OpTg S O'z’ﬁk

donde o} son varianzas asociadas a cada una de las observaciones y, consideradas
como variables aleatorias.

1.1 Nota. La forma particular del vector de pardmetros dado por la ecuacion (1.3.9)
puede ser deducida de la siguiente manera.

B= (P, Bs)
. <Z mk.m;,>_lz fﬁfc.yk
U Jl% U 0% )
0
B =XZIX)'X'2y
donde

Y= (y1,---,yn)

y X es una matriz diagonal de tamano J x J

=

Haciendo
B=T"t

donde

T= ZU 0'13 y t= ZU O-I% '

El m-estimador para T y t estarda dado, respectivamente por

/ /
~ L. T ~ Ty Yk
p— k. t p— k. .
1 ZS o2 y ZS o?
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y por tanto

B=T7"% (1.3.10)

de donde se deduce la expresién dada por (1.3.9).

Con respecto a la varianza del estimador de regresion se tiene la siguiente definicién

1.12 Definicién. El estimador de regresién dado por la ecuacién (1.3.8) es aproxi-
mado por linealizaciéon de Taylor como

fyTO = fyﬂ + (tm - fwﬂ')ﬁ

=S w+> E (1.3.11)

donde Ek = B/, By = yp — y,g y yg = wk,é El estimador fyr es aproximadamente
insesgado para t = Yy yx con varianza aproximada? dada por

AV(f,) =3 A ELE). (1.3.12)

El estimador de la varianza de (1.3.12) viene dado por

Vit = > Zs Ara(Grstrs) (g1s1s), (1.3.13)
donde
v €ks
ek?S - R
Tk
€ks = Yk — gku
?jk = 33k37

J N
= Zj:l Bjxkj,
Grs = 14+ (bo—tp )T 2y )02

En lo que respecta a la definicién del estimador de regresion se pueden deducir seis
expresiones alternativas a la mostrada en (1.3.8)°. Como ejemplo se tiene

by =D 06+ D Chs (1.3.14)

que es equivalente a la expresion dada en (1.3.8).

4La demostracién de este resultado se encuentra en (Sirndal et al., 1992, p. 236).
SPara estudiar otras formas del estimador de regresién ver (Sirndal et al., 1992, p. 234).
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Un aspecto fundamental en el planteamiento del estimador de regresion es la elec-
ciéon de los coeficientes Bj en la ecuacién (1.3.8). La escogencia estd basada en
la suposicion sobre la forma de la dispersion de los puntos de la poblacién finita
{(Yk, Tk1, - xry) - k= 1,..., N}. Es decir, se supone que la dispersion de los N
puntos de la poblacién luce como si hubiera sido generados por un modelo de re-
gresion lineal, denominado &. Aqui y, v =1, ...,z son respectivamente las variables
respuesta y regresoras del modelo. El modelo £ puede ser formalmente caracterizado
como sigue.

1.13 Definicién (Modelo de regresién). El modelo £ que asiste al estimador de
regresion tiene las siguiente caracteristicas

i yp,...,yn se asumen como realizaciones de variables aleatorias independientes
Yi,...,YN.

i Ee(Yy) =27 Bjanjconk=1...,N;y

iii Varg(Yy)=o0fconk=1,...,N

donde E¢ y Var¢ denotan el valor esperado y la varianza con respecto del modelo §

y donde B3i,...,8; vy 0,...,0% son los pardmetros del modelo.

El papel del modelo es describir puntualmente la dispersién de la poblacién fini-
ta. En este sentido se espera que el modelo £ se ajuste razonablemente bien a la
poblacién o que se pueda pensar que la poblacién finita parezca haber sido gene-
rada en conformidad con el modelo £. Sin embargo, estos supuestos no significan
de ninguna manera que se piense que la poblacion fue realmente generada por el
modelo £. Las conclusiones sobre los parametros de la poblacién finita son por lo
tanto independientes de los supuestos que se tengan sobre el modelo.

A

Por otra parte, el modelo sirve como medio para encontrar apropiados 3 que pue-
dan ser puestos en la formula de la ecuaciéon (1.3.8) del estimador de regresién. Por
ultimo, la eficiencia del estimador en comparacion con el m-estimador depende de la
bondad de ajuste del modelo a la dispersion de los datos. Sin embargo, las propie-
dades del estimador de regresién (su aproximada insesgadez o los estimadores de su
varianza) no dependen de si el modelo £ ajusta o no.

En lo que sigue se mostrard una extension sobre el modelo £ usado en el estimador
de regresion hacia modelos probabilisticos de la familia exponencial.

1.3.3. Estimadores Asistidos por Modelos Lineales Generali-
zados (MLG).

En esta seccién se aborda el caso general del estimador de regresion en el cual el
modelo & que explica la relacion existente entre la variable de interés y las variables
auxiliares puede ser descrita de mejor forma por modelos lineales generalizados di-
ferentes al normal. El resultado es un estimador de regresion asistido por modelos
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lineales generalizados o GEREG (en inglés generalized linear model regression esti-
mator). Para lo anterior, tomaremos como referencia el articulo de Rondén et al.
(2012) el cual desarrolla estos aspectos.

En los modelos lineales generalizados, el vector (y, . .., yn) son realizaciones del vec-
tor (Y7,...,Yy) de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
donde Y es la variable de interés que tiene una funcién de distribuciéon de probabi-
lidad de la familia exponencial. Es decir la funcién de distribuciéon de probabilidad
para y es de la forma

[y — ()]
o

en donde ¢(+) es una funciéon conocida, 6y es el parametro canénico del modelo y
E(Y;) = . = b'(6k). Esta funcion corresponde al componente aleatorio del modelo
lineal generalizado. El componente sistemético esta dado por

£ 00, 6n) = exp{ +ely, ask)} (1.3.15)

J
9(u) = e = Y _ Bjwwg = 1. B; (1.3.16)

j=1
donde xy. = (xy1,...,2xs) es un vector de J variables explicativas para los k ele-
mentos, 8 = (5,...,0;) un vector de pardmetros y ¢(-) una funcién mondtona

diferenciable denominada funcion de enlace.

Para la estimacion de los parametros se emplea el método de maxima verosimilitud
y se puede considerar en tres escenarios distintos: estimacion sobre la poblacién
total, estimacion sobre la muestra o estimacion sobre la muestra incluyendo pesos
muestrales. Lo anterior implica que para los parametros poblacionales p y b se
tendran estimadores g, fi5, a5 BU, BS y 5“ respectivamente. Teniendo en cuenta
que estos usan la informacion contenida en la poblacion, en la muestra o en la
muestra con pesos muestrales. La Tabla 1.1 resume lo anterior (Rondén et al., 2012,
p. 682).

) » Con informacion sobre s
Con informacion sobre U

Pesos muestrales Sin pesos muestrales

I6] ﬁAU = arg max Ly(f) B;r = arg max L7(f) BS = arg max Lg(f)
1k iy =g ("1 By) =g\ ('B,) i =g Y (='xB,)

TABLA 1.1. Estimacion de 8 y u.

Bajo este ultimo escenario (estimacion sobre la muestra incluyendo pesos muestra-
les) los autores hacen uso de la idea de pseudoverosimilitud, que no es més que la
inclusién de los pesos muestrales 1/m en la funcién de verosimilitud definida sobre
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la muestra s seleccionada bajo el disefio muestral p(-)®. El logaritmo de la funcién
de verosimilitud que incluye los pesos muestrales puede ser escrito como

£208) = 3 2210085 @y) — b(6(B; )], (1.3.17)

kes Tk

de donde se tiene que B, = arg méx L7(B) y o5 = g_l(:ck,ég) son los estimadores
pseudomaximos verosimiles de 8 y p. Con lo anterior es posible definir el estimador
de regresion asistido por modelos lineales generalizados o GEREG.

1.14 Definicién (GEREG). El estimador de regresion asistido por modelos lineales
generalizados para t, = >y yx se define como

fGZZ’fGUﬂZJFZW (1.3.18)

kes

AT A

donde fij = g7 (xxB,) y con 5: como el estimador basado en la muestra s.

Ahora bien, el modelo & que describe la relacion existente entre la variable respuesta
y las variables auxiliares y que asiste al estimador de regresion, se define del siguiente
modo.

1.15 Definicién. El modelo & que describe la dispersion de los datos de la poblacién
se expresa como

E¢[Yi] = e
Var,(Y;) = ¢, ' Var(u) (1.3.19)

J
g(pr) = ]; BjTr; = k. B

donde B es un vector columna que contiene los parametros desconocidos del modelo,
g(+) es la funcién de enlace, &y = (1, ..., 2xs) es el vector de informacién auxiliar
para el k-ésimo elemento de la poblacién. Eg(-) y Varg(-) son respectivamente, el
valor esperado y la varianza de la variable Y) bajo modelo &.

1.4. Censura

La censura es un fenémeno que se presenta sobre una variable cuando, para los
posibles valores que ésta puede tomar, sélo se sabe que estos estan por encima o
por debajo de un valor limite de censura T. En ocasiones a este tipo de datos, en
especial en ciencias medioambientales, se les conoce como observaciones por debajo
del limite de deteccion (Millard & Neerchal, 2000, p. 600).

6La funcién de verosimilitud o de log-verosimilitud en la muestra s que considera los pesos
muestrales se denominard como verosimilitud m-ponderada o pseudoverosimilitud y logaritmo de
la verosimilitud 7m-ponderada o logaritmo de la pseudoverosimilitud respectivamente.
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Existen cuatro grandes formas de clasificar muestras que contienen observaciones
censuradas, que pueden ser combinadas para la descripcion detallada de las mis-
mas. Cohen (1991) y Millard & Neerchal (2000) hacen esta distincion. La Tabla 1.2
presenta de forma sencilla estas cuatro formas. Las definiciones formales se dejaran
para los casos correspondientes a censura a izquierda y censura a derecha. Estos
casos son estudiados en el presente trabajo.

1.2 Nota. Para poder definir algunas ideas presentes en este apartado es necesario
introducir notacion extra. Se considerara de ahora en adelante que la muestra s sera
una muestra censurada de acuerdo a algunas de las categorias expuestas en la Tabla
1.2. En estas ¢ denotara la cantidad de observaciones que se consideran censuradas
y ¢ la cantidad de observaciones no censuradas. Como consecuencia de lo anterior
tendremos que la diferencia n — ¢ = ¢. En el caso simple, el punto de censura o
truncamiento se denotard como 7' independientemente de si se tiene censura por
derecha o por izquierda.

1.16 Definicién (Observaciones censuradas). Sea s una muestra aleatoria de ta-
mano n y yi una variable observada y medida para cada individuo k € s. Si se tiene
que

Y sty >T

T siy<T
entonces y, = T serd una observacion censurada a izquierda para ciertos k € s. Si
por el contrario se tiene que

siyp, <T
D (1.4.2)
T siy>T

entonces yr = T serd una observacion censurada a derecha para ciertos k € s.

Relacionada con y existe una variable no observada denominada y* la cual es cono-
cida, en algunas ocasiones, como variable latente. Esto es debido a que la variable no
puede ser observada directamente para algunos valores, pero estos se pueden inferir
de los valores de otras variables que si fueron medidas directamente a través de un
modelo (ver Greene (2007, p. 871)). En este sentido, en su definicién de censura,
Bolfarine et al. (2013, pag. 1) mencionan lo siguiente:

“Censura ocurre cuando los datos sobre una variable dependiente (res-
puesta) no estan disponibles para algunas unidades de la muestra. Sin
embargo para estas unidades, los datos para variables independientes (re-
gresoras) estdn disponibles. Por ejemplo, personas de todos los niveles de
renta son incluidas en una muestra pero, por alguna razon, las personas
con un alto nivel de ingreso tienen una misma categoria $1°000.000” 7.

La justificacién de la existencia de y* estd en el hecho de que la variable y es el
resultado de un proceso de observacion bajo una condicién de censura 7' de la varia-
ble y*. En otras palabras y* y y serian la misma variable si la condicién de censura

"Traduccién libre del portugués



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES TEORICOS

Forma de Clasificacion Clasificacion

Descripcion

Observado

El caso general en el que no se presen-
ta ningun tipo de censura. Los valores se
usan tal y como son originalmente.

Forma 1 Censurado

Los wvalores censurados son los que se pre-
sentan como menores que algin valor li-
mite T, mayores que algin valor limite T'
o en un intervalo (77, 7%).

Truncado

Los valores truncados son aquellos que no
se presentan si el valor excede cierto limi-
te.

Censura Izquierda

Un valor censurado por izquierda es aquel
del que sblo se sabe que es menor que cier-
to valor limite T'.

Censura derecha
Forma 2

Un wvalor censurado por derecha es aquel
del que sélo se sabe que es mayor que cier-
to valor limite T

Censura Intervalo

Un valor censurado en intervalo es aquel
que se presenta como si estuviera dentro
de un intervalo especifico.

Tipo I

Muestras censuradas tipo I son aquellas
en las que el valor limite de censura es
conocido previamente, pero la cantidad de
datos censurados y los no censurados en la
muestra son aleatorios.

Tipo IT
Forma 3

Muestras censuradas tipo II son aquellas
en las que el nimero de observaciones cen-
suradas y no censuradas en la muestras
son conocidas previamente, pero el valor
del limite de censura es aleatorio.

Censura Aleatoria

Muestras aleatoriamente censuradas son
aquellas en las que tanto el ndmero de
observaciones censuradas, no censuradas y
el valor del limite de censura son valores
aleatorios no conocidos.

Censura Simple

Una muestra presenta censura simple si
sOlo existe un limite de censura 7.

Forma 4

Censura Multiple

Una muestra presenta censura maultiple
si existe mas de un limite de censura
Ti,...,T,.

TaBLA 1.2. Formas de clasificacién para muestras con observaciones censuradas.
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no existiera. En consecuencia, el papel de la variable y* serd determinante para la
definicion del modelo de regresion Tobit, ademas de ser ésta la variable sobre la que
se esta interesado en hacer inferencia del total. Este hecho se aclarara mas adelante
cuando se presente el problema de investigacion.

Por ultimo, se usaran indistintamente las expresiones wvariable latente o wvariable
no observada para referirse a la variable y* y las expresiones variable censurada o
variable observada para referirse a la variable y.

1.4.1. Distribucion Normal Censurada

Otro factor de clasificacién para las muestras censuradas (asi como para las trunca-
das) es el tipo de distribucién que sigue la variable de interés. Por ejemplo, muestras
obtenidas de una variable que se distribuye normalmente y que incluyen censura en
para algunas observaciones, seran consideradas como muestras normales censuradas.
Cohen (1991) presenta distintas opciones de distribuciones que permiten modelar el
comportamiento de la variable de interés cuando ésta contiene observaciones cen-
suradas. En lo que sigue, se expondra el desarrollo para el caso donde se asume
normalidad sobre la variable de interés y* o variable latente.

Como se menciond antes, se supone que y* es una variable latente que se distribuye
N(u,0?) con punto de censura a izquierda T igual a una constante a y que existe
una variable censurada y tal que

* 3 * >
y = {y ny—a (1.4.3)
a siy* <a.

Se tiene entonces que si y = a

fy(y)zPr(yza)zPr(y*Sa)zPr<y*_M < a_“> :cI>(a_“>. (1.4.4)

o o o

Cuando y > a

fry) = i¢ (y_’”L). (1.4.5)

g

Aqui ¢ y @ denotan las funciones de densidad y distribucion acumulada de una
normal estandar respectivamente. La funcién fy es una combinacién de una funcion
de distribucion de probabilidad discreta en y = a y una funcién de densidad continua
para y > a. Se define ahora una variable indicadora de censura de la siguiente forma

1 siy* >
5= { Sy (1.4.6)
0 siy* <a.

De acuerdo a (1.4.4) y (1.4.5) se puede definir lo siguiente.

1.17 Definicién (Distribucién Normal Censurada a Izquierda). Sea y* ~ N(u, o?)
una variable latente y y la variable censurada a izquierda con punto de censura
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T = a segun (1.4.3). La funcién de distribuciéon censurada para y esta dada por

a— o a
f@)=¢(“‘“f4<1¢G””ﬁ){=‘T<;;Z o (1.4.7)

g g g ¢< ) siy > a.
o o

1.4.2. Modelo de Regresiéon Censurado o Modelo Tobit

El modelo deriva su nombre de Tobin (1958) por ser pionero en la investigacién de
modelos de datos censurados. A partir de ese ano diversos autores continuaron ex-
tendiendo los resultados sobre datos censurados. En lo que sigue se exponen algunas
ideas sobre el modelo Tobit.

Sea yj, una variable censurada a izquierda en el punto 7'y sea yj, su correspondiente
variable latente. Suponiendo, sin perdida de generalidad, que el punto de censura es
T = 0 se tiene que

yr siy; >0
yp =48 Tk (1.4.8)
0 siy;<O0.
Sea
1 siy;>a
5 = LY (1.4.9)
0 siyi<a,
y X la matriz de variables auxiliares con &k. = (Tg1,. .., Tkj, - - ., Tks) SUS vectores
filasy B8 = (B1,...,0;,...,8s) un vector columna de pardmetros. Consideremos el

modelo lineal

=z Btep sty >T
T siyp <T

(1.4.10)
Donde €4, ...,y son variables aleatorias iid.
Con g, ~ N(0,0?).
Notemos que
yi ~ N(z1.B,0%). (1.4.11)

1.8 Nota. Se considerard para este trabajo que el modelo ¥ es un modelo de regre-
sion multivariado con intercepto. En general cuando se haga referencia al vector de
pardmetros B o a su estimador 3 se asumird que su primer elemento corresponderé,
al intercepto del modelo y que la matriz X de informacion auxiliar contara con un
vector columna de unos. Adicionalmente se considerara que el modelo es de varian-
za constante u homocedastico. El caso heterocedéstico es un caso especial para este
tipo de modelos y supone grandes dificultades en la estimacién de los pardametros
del modelo. Amemiya (1984, p. 23) menciona que para el caso heterocedastico la
consistencia del los estimadores se pierde. La consideracion de modelos con estruc-
turas distintas a la especificada anteriormente, es decir, modelos sin intercepto o
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modelos heterocedasticos exceden los alcances de este trabajo, razén por la cual no
son tratados en el presente documento.

Por (1.4.7) y T'= 0 y dado que las y; son independientes, se tiene que la funcion de
verosimilitud viene dada por

L(B,0%) = kf:v[l[cb <_w’“ﬂ> o 14 <W>6k] (1.4.12)

o o g

y su logaritmo estarda dado por

In £(8,0%) = f: [(1 — &) In® (“”’“‘ﬂ> + 6 In <01¢ (W))}
s 1 agmo <_w’“ﬂ>

g

Q

k=1 g
+0y (—;lna2 — ;ln27r — 222(% — wkﬂ)Qﬂ
= i[(l — ) In® <_m0k/6> - (chna2 — %IDQW
k=1
O 2
—@(yk — x.0) 1 (1.4.13)

1.4 Nota. El modelo de regresion Tobit descrito en esta seccion estudia el caso de va-
riables simplemente censuradas a izquierda. Sin embargo este no es el inico caso que
se puede presentar. Thompson & Nelson (2003) estudian modelos de regresion cuan-
do la variable observada presenta dos tipos de censura a la vez, censura a izquierda
y en intervalo. Estos autores presentan y evalian una aproximacién mediante es-
timacion maximo verosimil a los pardametros del modelo estudiando el impacto del
sesgo y el porcentaje de censura en las estimaciones.

1.5 Nota. Desarrollos recientes sobre modelos de regresiéon en datos con observacio-
nes censuradas pueden ser encontrados en los trabajos de Michalek, Gupta, Kulkarni,
Tripathi & Selvavel (1998); Aboueissa & Stoline (2004) y Carson & Sun (2007). Tan-
to estos trabajos como el de (Thompson & Nelson, 2003), presentan extensiones o
variaciones del modelo clasico propuesto por (Tobin, 1958).
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1.4.2.1. Estimacién de los Parametros del Modelo

Varios métodos pueden ser usados para la estimaciéon de los pardmetros B y o.
Amemiya (1984) describe algunos métodos para realizar esta tarea, pero en general
el método mas usado corresponde al de Maxima Verosimilitud. A continuacién se
presenta en detalle este método.

Maximizar (1.4.13) es equivalente a maximizar

In £(B, 0? Z[ (1—=09,) Ind <_wkﬁ> — %1 O —(yr — zr.B)*| (1.4.14)

o 202

dado que ambas funciones tendran su maximo para los mismos valores de B y o2.
Haciendo que
—Zk.

z= (1.4.15)

g

y derivando parcialmente e igualando a cero la ecuacion (1.4.14) se tiene lo siguiente

mngﬁﬂjv 5211—5,9( i;)( )xk]Jrék(l(yk—wkﬂ)wkg)]

o
321— (22) 125kyk_$kﬂ)$k]—0(1416)

k=1

1 N ¢ N 5 1 N

2—2:: (1 — ) (@((z))) kB — l;%;+%1];5k(yk_wk-ﬁ)2
1 N 1 &
IR VA

(1.4.17)

Donde & = %, 8, o la cantidad total de datos no censurados. Amemiya (1973) de-
mostro que el estimador maximo verosimil del modelo Tobit es fuertemente consis-
tente y asintéticamente normal y aclaré, al igual que Tobin (1958), que las ecuaciones
(1.4.16) y (1.4.17) no son lineales en sus pardmetros y por tanto deben aproximar-
se sus soluciones por métodos iterativos. Olsen (1978)%, por su parte, demuestra la
concavidad global del In £ en términos de los parametros transformados e = /o
y h = 071, lo que implica que los métodos iterativos como Newton-Raphson o el
método de scoring siempre convergen al méaximo global del In L.

8Gourieroux (2000, p. 176) presenta de otra manera la demostracién del resultado dado por
Olsen (1978). Ademds anexa algunos detalles y comentarios utiles para la interpretacién del resul-
tado.
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La ecuacién (1.4.14) queda expresada en términos de los nuevos pardmetros o y h
de la siguiente manera

InL(e,h) = g: [(1 —0) In O(—xp.c0) + 0, Inh — (;k(hyk — wka)Z] (1.4.18)

k=1

Esta transformacion provee de expresiones mucho més simples para las derivadas
del logaritmo de la funcién de verosimilitud expresada por (1.4.14).

I llt) 31 6 s ) ) + O~ on ]
= kf:l —(1- 6k)m% + 0 (hyr — k. a)xkjl
= é [(1 — 5'“)‘?((:::«3%] + kzl [5k hyx — . a)xk]] =0
(1.4.19)
amg;a h) kél (1—6) + 5,% + %Q(hyk - mk.a)ykl
[ am v
2 ﬁ: 5x(hye — Toc)ys] = 0 (1.4.20)

WL(a,h) D [

80@60@- N aai el (I)(— Z
= 0 ¢(—xp.«x N
= — kzzjl [(1 Ok ) T Do i((—xk.a)) + ];::1 [(5161’1@] p) z‘(hyk — a}ka)‘|
- i[ékxk’w’”} (1.4.21)

?InL(a,h) 9 [é
8aﬁh N 8ai
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InL(a,h) e
Ohoh  Oh|h

k=1
: N
=72 kzz:l [5kykah(hyk — X 0‘)]
¢ X )
=2 A (1.4.23)
k=1

Para la estimacion de los parametros se procede usando las primeras derivadas con
respecto a By o2 (ecuaciones (1.4.16) y (1.4.17)) o méas simple con respecto de a y
h (ecuaciones (1.4.19) y (1.4.20)). Independientemente de la eleccién, las ecuaciones
anteriores no pueden ser resueltas analiticamente y se deben emplear métodos nu-
méricos. En parrafos anteriores se comenté que Newton-Raphson era una eleccion
adecuada.

Para la maximizacién de la funcién expresada por la ecuacion (1.4.14) o (1.4.18)
existen rutinas de programacion que se encuentran en algunos paquetes del software
estadistico R. Especialmente se tienen los paquetes AER disenando por Kleiber &
Zeileis (2008), survival disenando por Therneau & Grambsch (2000); Therneau
(2015) y censReg disenado por Henningsen (2016). En general estas rutinas hacen
uso de la funcién maxlik del paquete maxlik diseniado por Henningsen & Toomet
(2011) que estd especialmente programado para la maximizacién de funciones de
verosimilitud usando el método de Newton-Raphson.

1.4.2.2. Estimaciéon de los Pardmetros en el Modelo Tobit con Pesos
Muestrales

La inclusion de los pesos muestrales en el proceso de estimacion de los parame-
tros del modelo tiene como propésito dar estimadores de los parametros del modelo
en la poblaciéon. Chambers & Skinner (2003, p. 22-23) denominan a este tipo de
estimacion como estimacion analitica, distinguiéndola de la estimacion descriptiva
encargada de hacer inferencia de parametros descriptivos de la poblaciéon como el
total o el promedio de una variable. El proceso de estimacién se conoce como pseu-
doverosimilitud y no es otra cosa que la inclusién de pesos muestrales en la funcién
de verosimilitud que permite la estimacién de los pardmetros del modelo Rondéon
et al. (2012) utilizan este método para hacer la estimaciéon de los pardmetros del
modelo que asiste al estimador GREG ?.

9Chambers & Skinner (2003) y Sdrndal et al. (1992, p. 517) abordan en més detalle lo rela-
cionado con la pseudoverosimilitud y los contextos en los que este método de inferencia puede ser
usado.
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Usando la expresion (1.4.14) e incluyendo los pesos muestrales se tiene

In £7(B, o Z[ 1 o (—:B;,B) — ;’:k Ino?

5k
27,02

(Y — a:kﬂ)Q] (1.4.24)

donde el superindice 7 representa la inclusion de los pesos muestrales en la funcion
de log-verosimilitud. La expresion (1.4.24) no es otra cosa que el m-estimador del lo-
garitmo de la funcién de verosimilitud dado por la ecuacién (1.4.14). Las expresiones
para las primeras y segundas derivadas no presentan mayores modificaciones

omLi(B.o%) 1 z”: (1 - &) <¢(z))xkj

08, oI m \2(2)
+ ;2 Zn: Z(yk — azkﬂ)xkj, (1.4.25)
k=1
OmLr(B,0%) 1 (1) 62) N
AR T§ (q><z>>*’”kﬂ‘zaz§m
21 z”: i (4o — 20 8)2. (1.4.26)

De manera similar se tiene el m-estimador del logaritmo de la funciéon de versomilitud
dada por (1.4.18)

lnﬁz(a, h) = Z [(1—514) In ®(—zp.a) + 5— Inh — ;k(hyk — zcka) (1.4.27)

Tk Tk Tk

y las primeras y segundas derivadas para la expresion (1.4.27) estaran dadas por

Ol Li(a,h) ‘Z: l(l — 6) O(—zp.) ]

Ja; =l @(—wk.a)%j
" | Ok
+ 57| = (b — me) T | (1.4.28)
k=1LTk
oL (a,h) g1 & lak ]
) 72— = 2| (hye — @Ry 1.4.29
oh h k; - k; 7Tk;( Uk — T.O) Yk ( )
PILI(o,h)  [(1— ) d(—p.cx) O(—xp.a
dai0c; kz::l[ e P(—xpa) TR P(—xp.) Thj ki
)
-2 [éxk;fﬂml (1.4.30)
k=1
Phnlilonh) o, L)
aazah _kzl ﬂkykxkl ’ S



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES TEORICOS

LT (e, h ¢ )

1.4.2.3. Estimacion de la Matriz de Varianzas y Covarianzas

Amemiya (1973) prueba que los estimadores méximo verosimiles son fuertemen-
te consistentes y asintéticamente normales con matriz asintotica de varianzas-

covarianzas igual a
0*In L
- == 1.4.33
( 06006’ ) ( )
donde § = (B',0?) y In L esta dado por las expresiones (1.4.14) o (1.4.18). Amemiya

(1984, pg. 17) sugiere como estimador de (1.4.33) el uso de la inversa de la Matriz
de Informacion de Fisher o MIF dada por

2L\
—(E|——— . 1.4.34
(%o ) (.43
En adelante se denotara la MIF con F y a su inversa como F'. Para el calculo de

F es necesario el uso de las siguientes expresiones (ver (Arellano-Valle et al., 2012,
p. 455))

E[0x] = Pr(yx > 0) = &(—xp. ) (1.4.35)
E[0xyr] = E[0g] Elyx | yr. > 0] = }1L((—:1:k.a)<1>(—:1:k.a) + ¢(—xzp.x))  (1.4.36)
E[ékyi] h12 ((1 + —xg. a)(I)(—a:k.a) + (—mk.a)ng(—:vk.a)) (1437)

Partiendo de (1.4.18) y de las expresiones de su segunda derivada y haciendo g, =
xj o se tendrd entonces que los elementos de F vienen dados por

Z(l - 5k)£((:f]];)) <Qk - gi:ég)xkﬂm

k=1

B 9?InL(a, h) _ g
80@-00@'

- i 5k90kj$k¢]
al o(—qr.) O(—qr)
kg (1—dg) B(—qr) (CJk; - q)(_qk)>$kj$ki]

N
Z kxk]$kz]

—E
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Capitulo

DISENO DE ESTIMADORES PARA EL
TOTAL POBLACIONAL

2.1. Problema de Estimacion

Las muestras censuradas son de frecuente aparicion en muchos contextos disciplina-
res como la econometria, la ecologia, la biologia, etc. En estos contextos la presencia
de observaciones censuradas en las muestras puede ser ocasionada por problemas
con los instrumentos de medicién o por problemas en el disefio metodologico y de
recolecciéon de la informacion. Los siguiente ejemplos ilustraran estas situaciones.

2.1 Ejemplo.

Medicion de sustancias o compuestos quimicos para los cuales las maquinas encar-
gadas de su medicién tienen un limite de deteccion por debajo del cual no es posible
detectar la cantidad del compuesto y éste se registra con dicho valor limite. Ver
(Helsel, 2012, p. 1).

2.2 Ejemplo.

En evaluaciones medioambientales, la medidas de las cantidades de contaminantes
en ocasiones son reportadas por los laboratorios como “no detectado” o “rastros”, en
cuyo caso los datos pueden ser censurados a izquierda o en intervalo respectivamente.
Muestras debajo del limite de “no deteccién” tienen niveles de contaminante que se
consideran por debajo del limite de deteccion y muestras con “rastros” tienen niveles
que estan por encima del limite de deteccién pero debajo del limite de cuantificacion.
Thompson & Nelson (2003, p. 224) presenta como ejemplo de esta situacién un
estudio que buscaba la exposicion a pesticidas en nifios mayores de 6 afos.

2.3 Ejemplo.

Encuestas en las que se preguntan por los ingresos de una persona en un determinado
periodo. Se puede tener situaciones en las que ingresos por debajo de un salario
minimo se registren en una categoria un salario minimo o menos o por el contrario,

25
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ingresos por encima de cierto tope se registren en categorias del estilo 10 salarios
minimos o mds.

2.4 Ejemplo.

Un caso interesante de censura se debe a la capacidad de almacenamiento de datos.
Hacia la década de los setenta la Oficina de Censos de los Estados Unidos trunca-
ba los datos a cinco digitos particularmente para los datos de ingresos salariales,
ingresos independientes e ingresos agricolas. En la actualidad la capacidad de al-
macenamiento no es un problema, pero la Oficina de Censos sigue censurado la
informacion de manera interna, en parte debido a las preocupaciones sobre la fiabi-
lidad de los datos de las personas que reportan un valor de ingreso extremadamente
alto y en parte debido a la confidencialidad. Burkhauser, Feng, Jenkins & Larrimore
(2011, p. 8).

En los ejemplos anteriores la solucion éptima consiste en evitar la presencia de obser-
vaciones censuradas. Para el caso del ejemplo 2.3 se podria evitar las observaciones
censuradas desde la etapa de diseno y planeacién de la encuesta. Corregir de an-
temano, eliminando preguntas o categorias de respuesta que generen observaciones
censuradas o capacitando mejor a los encuestadores para que hagan un registro mas
preciso de la informacién. En el caso del ejemplo 2.1 la situacién no es tan sencilla de
solucionar. Se podria pensar en usar nuevos instrumentos de medicion o técnicas di-
ferentes para la recoleccion de la informaciéon como forma de evitar las observaciones
censuradas.

Sin embargo no siempre es posible controlar la aparicion de observaciones censuradas
en las muestras como en los casos anteriores. Factores econémicos, de organizacion
o procedimiento pueden hacer imposible esta correccion previa. Por tanto es nece-
sario considerar la censura como un fenémeno a tener en cuenta en el proceso de
estimacion de un parametro poblacional. Para ilustrar la situacion anterior veamos
el siguiente ejemplo.

2.5 Ejemplo. Supongase que se tiene una muestra s conformada por n = 10 ele-
mentos extraidos de manera aleatoria acorde con un muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento de una poblaciéon de tamano N = 100. En la Tabla 2.1 se registran
los elementos de la muestra. En la primera fila se encuentran las observaciones no
censuradas. En la segunda fila las mismas observaciones pero censuradas a izquierda
en un punto limite de censura T" = 0. Al final de las filas se encuentran las esti-

A

No censura 0.41 -0.11 0.23 -0.03 -1.01 -0.68 -0.72 1.01 1.93 0.37 ¢, =14
Censura 041 0 023 0 0 0 0 1.01 1.93 0.37 fy:39.5

TABLA 2.1. Ejemplo de estimacién con datos censurados y no censurados.

maciones hechas mediante el estimador de Horvitz- Thompson del total de las dos
variables. Dado que se conoce el verdadero valor del pardametro, t = 16.4, se sabe
que la estimacion fy* es la mas cercana al verdadero valor poblacional. Sin embargo,
en la practica solamente se cuenta con la informacion contendida en la segunda fila
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esto conlleva a una mala estimacion del parametro dado que sélo se cuenta con la
informacion de la variable para observaciones por encima del limite de censura.

La situacion expresada en el anterior ejemplo muestra la dificultad que supone la
realizacion de estimaciones en muestras con observaciones censuradas. Esta dificul-
tad radica en el hecho de que el interés real esta en estimar el total de la variable
latente para lo cual sélo se dispone de la informacién de la variable censurada. Esto
es, deseamos hacer inferencia sobre la variable latente o no observada contando 1ini-
camente con la informacién de la variable censurada u observada. Lo anterior lleva,
naturalmente, a plantear la siguiente pregunta: £ Como hacer estimaciones del total
de una variable de interés cuando se sabe que la informacion con la que se cuenta
en la muestra presenta observaciones censuradas?

La respuesta a este interrogante estara mediada por la intervencion del modelo de
regresion Tobit y el diseno de estimadores especiales para muestras con observaciones
censuradas.

2.2. Estimadores para el Total

En la seccion anterior se describi6 el problema de estimacién del total en muestras
con observaciones censuradas. En lo que sigue se presentaran varias opciones de
estimadores como posibles soluciones al problema de estimacién. Se consideraran
los siguientes grupos de estimadores:

1 Estimadores para el total de la variable censurada.
2 Estimadores para el total de la pseudovariable mixta.

3 Estimadores para el total de la pseudovariable latente.

En el primer grupo de estimadores se usa la variable censurada y, definida por
(1.4.8) como aproximaciéon de la variable latente y;. Dentro de este primer grupo se
consideran los siguientes estimadores.

 Estimador de Horvitz-Thompson (H-T) o m-estimador.
o Estimador de regresion o estimador GREG.

o Estimador de regresion Tobit.

En el segundo grupo de estimadores se usara una pseudovariable y;ﬁ como aproxima-
cion de y;. La pseudovariable y;g serd una mezcla de valores por encima del limite
de censura y de estimaciones de los valores censurados hechas a través del modelo
Tobit. En este grupo se considera el siguiente estimador:

o Estimador mixto.
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Para el tercer grupo de estimadores se usard una pseudovariable latente 3 como
aproximaciéon de y;. La pseudovariable yz/ estard completamente conformada por
estimaciones hechas a través del modelo Tobit tanto de los valores censurados como
de los no censurados. En este grupo se consideran los siguientes estimadores:

o FEstimador Tobit sintético.

o m-estimador Tobit sintético.

Para los estimadores mencionados anteriormente se consideraran algunos supuestos
o condiciones generales bajo las cuales se asume el diseno y el comportamiento de
los mismos. En general, se tienen las siguientes condiciones

C.1 y* (la variable latente) se distribuye N(u,c?).

C.2 Existe una matriz X de informacion auxiliar disponible para toda la poblaciéon

U.

C.3 yesuna variable observada a través de la muestra s y es simplemente censurada
a izquierda en el punto limite de censura 7.

C4T=0.

La primera condicién sera requisito indispensable dado que, sobre esta condicion es
que se deriva todo el analisis de regresion Tobit. La condicion C.2 es una condicion
deseable y sera indispensable para algunos estimadores, pero su negacién dara lu-
gar al planteamiento de otro tipo de estimadores. La condicién C.3 es el caso de
estudio para el presente trabajo de tesis. Otros casos, como censura miltiple o pro-
gresiva exceden los alcances del presente trabajo. El caso de censura por derecha no
representa mayores complicaciones o teoria adicional a la presentada en la seccién
1.4. Basta con hacer uso de la definicién de censura a derecha dada en (1.4.2) en
las ecuaciones (1.4.4) y (1.4.7) y consecuentemente redefinir las expresiones deriva-
das de estas. La condicion C.4 es el caso mas comun en la literatura relacionada.
Cualquier otro limite de censura puede ser considerado y llevado al caso general de
censura en cero. Basta con restar el valor del limite de censura a cada uno de los
valores de la variable censurada y sobre esta variable trabajar. El proceso puede ser
invertido sumando el valor del punto de censura, con lo que se restaura la dimension
original de los datos.

Por ltimo, para algunos estimadores se considerara la estimacion de los parametros
del modelo de regresién haciendo uso de los pesos muestrales y sin estos. Esto se
verd en la seccion de la simulacion y tiene implicaciones serias en la estimacion del
parametro.
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2.2.1. El Total de la Variable Latente y el Total de la Variable
Censurada

En la seccion 2.1 se hace evidente la diferencia que existe entre el total asociado a
la variable latente y el total asociado a la variable censurada. Las siguientes propo-
siciones precisaran esta diferencia.

2.1 Proposiciéon. Sea t,« = >y yi y ty, = >y yk los totales de las variables latente
y censurada respectivamente. Se tiene que

ty <t, (2.2.1)

siempre que T esté definido y yi sea una variable simplemente censurada a izquierda
en el punto T'.

Demostracion. Dado el limite de censura T' se puede descomponer

te =D et D Wi (2.2.2)
Y

B <T yp>T

como la suma de los valores de y; < T mas los valores y; > T'. Por la ecuacién
(1.4.3) y consecuentemente con la descomposicién anterior

ty= > T+ > uk (2.2.3)

ye<T Yy >T

De la ecuacion (1.4.3) se tiene que si y; > T entonces y; = y; por tanto

doYn= D Yk (2.2.4)

y;;>T Yy >T

De forma semejante se tiene que si y;;, <71 entonces y; = 1" de donde se deduce que

o< DT (2.2.5)

y <T yr<T

y por tanto
Ly < 1y (2.2.6)

[
Siguiendo el mismo argumento usado para deducir (2.2.1) se puede deducir

2.2 Proposicion. Sea t, = >y yi y t, = >y yk los totales de las variables latente
y censurada respectivamente. Se tiene que

ty >t, (2.2.7)

siempre que T esté definido y y. sea una variable simplemente censurada a derecha
en el punto T'.
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2.2.2. Estimadores para el Total de la Pseudovariable Latente

Los estimadores considerados en este grupo tienen en comun el uso de una pseudo-
variable latente construida a partir del modelo de regresion Tobit. Estos estimadores
seran considerados como apropiados en la tarea de la estimacion del total poblacional
en muestras con observaciones censuradas. En secciones posteriores, primero bajo
simulacion y luego de forma analitica, se deduciran sus propiedades y se mostraré
la razoén por la cual estos estimadores se consideran adecuados. En lo que sigue se
expondra la deduccién de estos estimadores.

2.2.2.1. Estimador Tobit Sintético

Sea t, = > yy* el parametro que se desea estimar. Bajo las condiciones C.1 a C.4
y considerando el modelo ¢ dado por (1.4.10) para la estimacién de los parametros
B se puede definir la pseudovariable latente

yp = xp.B. (2.2.8)

Siguiendo lo expuesto en la seccion 1.4.2.1 sobre la estimacion de los pardmetros de
un modelo Tobit (), se tendra que el vector de pardmetros B estara dado por la
maximizacion del logaritmo de la funciéon de verosimilitud o por la maximizacion
del logaritmo de la funcion de pseudo-verosimilitud, es decir B estara dado por

B, = argméx(log L,(5)) (2.2.9)
BT = argméx(log LT(3)) (2.2.10)

En (2.2.9), § es el argumento que maximiza el logaritmo de la funcién de versolimi-
litud dada por (1.4.14) o por (1.4.18). En (2.2.10), 3 es el argumento que maximiza
(1.4.24) o (1.4.27).

2.1 Nota. De acuerdo a la notacién dada por Rondén et al. (2012) en adelante se
usard el superindice 7 cuando se haga una estimacion que involucre pesos muestra-
les. Se notara con B7 a los estimadores de los parametros que incluyan los pesos

muestrales y con 35 a los estimadores que no los incluyan.

A partir de esta pseudovaraible se puede definir el estimador

Z?sin = ZU ka
=> v (2.2.11)

como estimador del total de la variable latente y*. Si en (2.2.11) se usa (2.2.9) para

calcular 3, el estimador toma la forma

tAsin = ZTU mk-/és
=D LV

(2.2.12)
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Si por el contrario se usa (2.2.10), el estimador toma la forma

tzrm = ZIU Cllk,é;r
=> (2.2.13)

Tanto (2.2.12) como (2.2.13) se llamaran estimadores Tobit Sintético con o sin pesos
muestrales. El nombre particular de estos estimadores se debe por un lado a la
semejanza que tienen con los estimadores sintéticos que menciona Sédrndal et al.
(1992) cuando habla de los estimadores de regresion aplicados a la estimacién de
dominios y por otro, al uso del modelo Tobit dentro del estimador.

2.2.2.2. m-Estimador Tobit Sintético

Los estimadores (2.2.12) y (2.2.13) son la suma sobre toda la poblacién de valores
estimados a través del modelo Tobit. Para esto, es necesario hacer uso de la informa-
cion auxiliar que se encuentra disponible para todos los elementos de la poblacién.
Sin embargo ésta no es una situaciéon comun, en la mayoria de los casos la infor-
macion auxiliar estard disponible tinicamente para los elementos contenidos en la
muestra s, razén por la cual los estimadores Tobit Sintético dados por (2.2.12) y
(2.2.13) no pueden ser usados. En tal circunstancia se puede proponer un estimador
usando el principio de m-expansion como forma de alcanzar el nivel poblacional a
partir de los datos contenidos en la muestra.

Sea t,» = > yy* el parametro a estimar. Bajo las condiciones C.1, C3y C4y
considerando el modelo 1 dado por (1.4.10) para la estimacién de los pardmetros 3
se puede definir

=3 % (2.2.14)

como el estimador de t,.. Usando (2.2.9) para calcular B el estimador (2.2.14) se
expresa como

2?7rTS = Zs mkﬁ

Tk

=3 i (2.2.15)

Sﬂ-k

Por el contrario, si se usa (2.2.10) para calcular B , el estimador se puede expresar
como

o Z wk/é;r

TS — s T
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=5 % (2.2.16)

S ﬂ-k‘
Los estimadores dados por (2.2.15) y (2.2.16) se llamaran w-Estimador Tobit Sintéti-
cos con o sin pesos muestrales. Su nombre deriva de los estimadores Tobit Sintéticos
definidos anteriormente y del hecho de que usan el principio de m-expansién como

forma de alcanzar el nivel poblacional, lo que los convierte en 7 estimadores del
total.

2.2.3. Estimadores para el Total de la Variable Censurada y
la Pseudovariable Mixta

Los estimadores considerados en esta seccion no son adecuados para el problema
de estimacion del total poblacional de una variable en muestras con observaciones
censuradas. A pesar de esto, se considera que su exposicién es importante ya que:
primero, los estimadores que se expondran son considerados como aproximaciones
naturales a la soluciéon del problema y segundo, estos estimadores permiten ana-
lizar el fenomeno de la censura y el comportamiento de ésta en la estimacion del
total poblacional. En secciones posteriores, especialmente bajo simulacion, se daran
argumentos del porque estos estimadores no son considerados como soluciones al
problema de estimacion.

2.2.3.1. m-Estimador o Estimador de Horvitz-Thompson (H-T)

Una aproximacion natural a la solucion del problema es hacer inferencia del total de
la variable latente usando la variable censurada. Bajo las condiciones C.2 a C.4, se
puede definir el estimador de Horvitz-Thompson o 7m-estimador dado por la ecuacion
(1.3.2) sobre la variable censurada y;. Sobre esta variable el parametro que se estima
es

by =Y Uk (2.2.17)

y su correspondiente m-estimador es

b= = % (2.2.18)
S S ﬂ-k
donde 7 son las probabilidades de inclusién de primer orden definidas en (1.1.5).
Sin embargo, el total dado por (2.2.17) no es el pardmetro buscado, de hecho (2.2.17)
siempre serd mayor que t,» = > yy* como se demostré en (2.2.1).

Como se verd méas adelante, el m — estimador definido por (2.2.18) serd un buen
estimador para el total de la variable censurada y no de la variable latente. Por otro
lado, se puede interpretar esta situacion de forma distinta y ver al m-estimador como
un estimador de y; que sobreestima el valor de su total. Esta interpretacion permite
dar cabida al estimador que se mostrara a continuacion.
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2.2.3.2. Estimador de Regresion o Estimador GREG

Bajo las condiciones C.1 a C.4, se pude aplicar el estimador de regresiéon dado por
la definicion 1.3.8 sobre la variable censurada y;. El uso de este estimador como una
solucién natural para el problema de estimacién se sustenta bajo el hecho de que se
dispone de informacién auxiliar (condicién C.2) y sobre la interpretacién que se le
puede dar al estimador de regresion, por la cual el estimador de regresion es el 7-
estimador del total mas un término de ajuste negativamente correlacionado (Sérndal
et al., 1992, p. 230). Es decir, se puede pensar que el estimador de regresién ajusta
la estimacion del total corrigiendo la sobreestimacion que hace el m-estimador dado
por (2.2.18) cuando se usa la variable censurada.

Usando (1.3.14) como la forma del estimador de regresion, se tiene que

tAyr _ Zng _|_ZS ykﬂ-_kyk

(2.2.19)

con §Jr = xr.B como el estimador de regresion aplicado sobre la variable . Como
se mencion6 anteriormente se consideran dos opciones en el calculo del vector 8. La
primera opcién esta dada por

BS - (X;Xs>_lxsys
- (Zs wk-wk-)il (Zs wkyk) ) (2.2.20)

que es la estimacién de minimos cuadrados ordinarios. La segunda opcion serd por
minimos cuadrados ponderados

BT = (X, 'X,) X

_ (Z m’“'mk'>_1 <Z “”“'y’“) (2.2.21)

s olm, s o2y,

Usando (2.2.20) el estimador dado por (2.2.19) puede escribirse como

- wk-/Bs

; 5 y
ly = xuBetY = -
=Y+, (2.2.22)
k

que es la version del estimador de regresion sin pesos muestrales y usando (2.2.21)
puede escribirse como

o an
D DI N i s

Tk

=y ey (2.2.23)
Tk
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que es el estimador de regresion con pesos muestrales o usual. El modelo & que asiste
a los estimadores dados por las ecuaciones (2.2.22) y (2.2.23) se define como

Yk = Tr.B + ey
Donde ¢4, ..., ey son variables aleatorias iid. (2.2.24)
Con g, ~ N(0,0?).

2.2.3.3. Estimador de Regresiéon Tobit

Bajo las condiciones C.1 a C.4 y haciendo uso del modelo ¢ dado por (1.4.10) se
tendra un estimador de regresion asistido por el modelo Tobit. El estimador de
regresion asistido por el modelo Tobit sera

5 N Y — ¥
brob =Yy O+ ’“ﬂk i (2.2.25)

donde 7, = x. B . Si B esta dado por (2.2.9) el estimador top tendra la forma

ftob = ZU wk.Bs + ZS Ui — ThePs _;Bkﬂs

k

=Y gty (2.2.26)
Tk

Por otro lado, si se usa (2.2.10) el estimador #,,, serd

tiop = ZU zckB;r + ZS Ui~ ThePs ZiB;

Tk

=y gy B (2.2.27)

Tk

2.2.3.4. Estimador Particionado

Sea t,« = >y y* el total de la variable latente. Bajo las condiciones C.1 a C.3 y con
T # 0 se puede descomponer este parametro de la siguiente manera

ty,: = Z[U ylt

=D 0y + >, (1= )ui (2.2.28)

donde 0y, esta definido por la ecuacién (1.4.9). El primer término del lado derecho de
la ecuacion (2.2.28) corresponde a la suma de los valores y; cuando y; > a (6 = 1) y
el segundo término corresponde a la suma de los valores y; cuando y; < a (0 = 0).
Es decir que la ecuacién (2.2.28) representa una particion entre los valores que se
encuentran por encima del limite de censura 7' = a mas los valores que son iguales
o inferiores a este limite. Aplicando este mismo razonamiento al total de la variable
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censurada ¥ se tiene que

tyk - ZU yk

=Dy Owys+ >, (1 =0T (2.2.29)
Si para este estimador se asume la condicién C.4 donde T' = 0 se tiene que
ty = Dy Ok (2.2.30)

Usando el modelo de regresion Tobit podemos calcular valores ¢, que son esti-
maciones de y, a través del modelo. En particular podemos tener estimaciones
para aquellas observaciones en donde y;, = 0, es decir cuando y; < 0. Entonces, es
razonable suponer que bajo el modelo Tobit se tiene que

U = Up = :Izk.,é para y; <0 (2.2.31)
donde B esté dado por (2.2.9) o (2.2.10). Se puede definir una variable . tal que
=y siy;>0
vo=go 0 (2:2.32)
Ye =Yr  siyp<0.
Usando (2.2.28) y (2.2.32) se puede escribir ¢,, como
ty, = Dy 0k + >, (1= 0G5 (2.2.33)
Usando el principio de m-expansion, se puede definir el estimador
par—t/ —Z 5kyk+z 1_(5k
= Z(Sk o+ Z (1- 5k (2.2.34)

como el estimador para el total expresado por (2.2.33). Si B esta dado por (2.2.9)
el estimador sera

bpar =1 Zék +Z (1— 6 w’“ﬁs
_ & Y/
=3 5% +> (1 5,€)7Tk
= > o+ > (1= 045, (2.2.35)

pero si estd dado por (2.2.10) es estimador serd
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= > o+ > (1= 00 (2.2.36)

2.3. Simulacion

En lo que sigue se presentara una simulaciéon de Monte Carlo que permite estudiar
el comportamiento de los estimadores propuestos y asi seleccionar el estimador més
adecuado para la estimacion del parametro ¢ = Yy y;.

2.3.1. Diseno de la Simulacion General

Para la simulacién se credé una poblacién de tamano N = 1000 conformada por
una variable y* (variable latente) y una variable = (variable auxiliar) relacionadas
mediante la ecuacion y* =5+ 2z + ¢ donde € ~ N(0,1) y x ~ N(1,1).

En la Tabla 2.2 se presentan algunas medias resumen para las variables y* y .
Ademas se presentan algunas medidas resumen para la variable y, que es la variable
que resulta de censurar artificialmente la variable y* en el punto limite de censura
T = 4. La Figura 2.1 (a) y (b) muestra un histograma de frecuencias con densidad
estimada por kernel para la variable latente y para la variable censurada respec-
tivamente. La figura 2.2 (a) y (b) muestra la dispersién de la variable latente y
censurada cada una con respecto a la variable auxiliar. La Figura 2.2 (a) muestra
el limite de censura mediante una linea punteada sobre la ordenada 4, se incluye la
linea de regresiéon estimada mediante regresiéon clasica. La figura 2.2 (b), muestra
la linea de regresion estimada mediante regresién censurada. Se realizan cuatro

*

) ) Z

Min. : 0.03556 Min. : 4.000 Min. :-2.5091
Ist Qu.: 5.44955  1st Qu.: 5.450  1st Qu.: 0.3575
Median : 7.07091 Median : 7.071 Median : 1.0185
Mean : 6.99809 Mean : 7.107 Mean : 0.9949
3rd Qu.: 8.45880 3rd Qu.: 8.459 3rd Qu.: 1.6691
Max. :14.09196 Max. :14.092 Max. : 3.9340
ty» = 6998.0940 ¢, = 7106.6347 1, = 994.8667

TABLA 2.2. Algunas medidas estadisticas de los datos poblacionales simulados.

ejecuciones distintas de las simulaciones de Monte Carlo. En cada una se extraen
M = 20000 muestras bajo un muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento sobre
toda la poblacion U simulada. En cada ejecucion de la simulacién se varia el tamafio
de las muestras n = (200, 400, 600, 800). En el Apéndice A como resultado de la
simulacion, se presentan histogramas de frecuencia que aproximan las distribuciones
de los 10 estimadores propuestos.
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FIGURA 2.1. Histograma con curva de densidad kernel (a) y (b).
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F1cURrA 2.2. Gréfico de dispersion de la variable latente con linea de regresion clasica
(a) y la variable censurada (b) con linea de regresién censurada.
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Para evaluar los estimadores y determinar el mas adecuado como soluciéon al pro-
blema de estimacion se calcularan las siguientes medidas:

S 1 M
t. = — tm 2.3.1
e93 23.1)

m=1

el cual es una estimador del valor esperado de los estimadores E[t ],
1 M

B= o7 (f — 1) (2.3.2)

m=1

como estimador del sesgo e indicara la exactitud de los estimadores, el sesgo relativo
dado por

SR = — (2.3.3)

como medida del tamano del estimador del sesgo y por ultimo se presentard un
estimador del error cuadratico medio dado por

ECM = — tm — 1)? 2.34
77 2 (1) (2.3.4)

m=1
el cual es una medida de precisién para los estimadores propuestos.

Para la seleccién de los estimadores mas adecuados para la estimaciéon del total de
la variable latente ¢« se tendran en cuenta los siguientes criterios.

I El estimador cuyo valor ¢. se encuentre mds cerca del valor t,-.

IT El estimador cuyo valor B en comparacion con el resto de los estimadores sea
menor.

IIT El estimador cuyo valor ECM en comparacion con el resto de los estimadores
sea menor.

2.3.2. Resultados de la Simulacion

La Tabla 2.3 muestra las medidas resumen calculadas mediante las ecuaciones
(2.3.1), (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4) para cada uno de los estimadores propuestos en cada
una de las cuatro ejecuciones de la simulacion con respecto al parametro de interés
ty«. De los resultados de la simulaciéon presentados en la Tabla 2.3 e implementando
los criterios dados por I, IT y III se puede mencionar lo siguiente

1 El verdadero valor del total poblacional para la variable latente es ¢, =
6998.0904. De los diez estimadores propuestos, solo los estimadores (1) y (3)
tienen el valor de £ més cercano al valor ty-. Los demas estimadores se en-
cuentran considerablemente més lejos. Una caracteristica interesante de los



2.3. SIMULACION 39

Estimadores

(2.2.12) (2.2.13) (2.2.15) (2.2.16) (2.2.18) (2.2.22) (2.2.26) (2.2.27) (2.2.35) (2.2.36)
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10)

200 7005,16 7105,72 7007,50 7109,15 7109,15 7105,72 7106,81 7105,72 7116,63 7074,81
400 7005,14 7106,12 7005,38 7106,82 7106,82 7106,12 7106,58 7106,12 7114,09 7073,18

S|

600 7004,82 7106,07 7005,17 7106,60 7106,60 7106,07 7106,26 7106,07 7113,76 7073,10
800 7005,31 7106,62 700546 7106,83 7106,83 7106,62 7106,69 7106,62 7113,95 7073,45
200 7,06 107,63 94 111,06 111,06 107,63 108,72 107,63 118,53 76,72
g 400 705 10802 728 10872 10872 108,02 10849 10802 11599 7509
600 6,73 107,98 7,07 1085 1085 107,98 108,16 107,98 11567 75,01
800 7,22 108,52 7,36 108,74 108,74 108,52 108,59 108,52 115,86 75,35
200 0,001 0,0154 0,0013 0,0159 0,0159 0,0154 0,0155 0,0154 0,0169 0,011
gr 400 0,001 00154 0001 00155 00155 00154 00155 00154 00166 0,0107

600 0,001 0,01564 0,001 0,0155 0,0155 0,0154 0,0155 0,0154 0,0165 0,0107
800 0,001 0,0155 0,0011 0,0155 0,0155 0,0155 0,0155 0,0155 0,0166 0,0108

200 4169,66 15305,04 20685,05 29379,94 29379,94 15305,04 15715,64 15305,04 31024,11 24974,17
400 1621,08 13091,85 7712,15 18178,49 18178,49 13091,85 13259,62 13091,85 19798,61 12754,4
600 724,04 122838 3474,26 14621,04 14621,04 12283,8 12347,69 12283.8 16213,77 8800,69
800 312,54 12014,88 1340,42 12888,42 1288842 12014,88 12041,48 12014,88 14486,86 6872,24

TABLA 2.3. Estimacion de la esperanza, el sesgo, el sesgo relativo y el error cuadratico
medio con respecto del pardmetro t,«. Simulaciones con M = 20000 y
n = (200,400, 600, 800).
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estimadores propuestos con respecto al valor ¢, es que este valor se mantienen
estable mientras el tamano de muestra aumenta. En el caso particular de los
estimadores (1) y (3) esto significa que la variacién de los tamafios de mues-

tras no produce alteraciones significativas en el valor ¢ manteniéndose cerca
del valor ¢,

2 Para los estimadores (1) y (2) el valor B es el méds pequefio de todos los
estimadores propuestos. Sin embargo el valor de B para estos estimadores no
es cero ni cercano a cero. Lo cual es un indicio de que los estimadores (1) y (3)
no son insesgados. Esto mismo se tiene para los otros estimadores, sélo que el
valor del sesgo es mucho mas grande y en todos los casos positivo.

3 Dado que todos los estimadores son sesgados, el valor SR permite determinar
si la medida del sesgo es grande o pequena. Para los estimadores (1) y (3) el
valor del sesgo relativo es del orden de 0,1 %, muy cercano a cero, mientras que
para los otros estimadores este valor es del orden de 1.5 %. Lo anterior indica
que a pesar del sesgo de los estimadores (1) y (3), este sesgo es pequeno, al
punto de que se podria hablar que son aproximadamente insesgados.

4 Comparando los valores ECM para los diez estimadores se observa que para

(1) y (3) sus valores ECM son los més pequefios. Siendo menor para el caso del
estimador (1). En general, para todos los estimadores, se tiene que con forme

el tamafio de muestra aumenta el valor de ECM disminuye. Esto indica que
la precision de los estimadores mejora conforme el n aumenta, especialmente
en el caso de los estimadores (1) y (3).

De los analisis anteriores es claro que, de los diez estimadores propuestos, solamente
los estimadores (1) y (3) (dados por (2.2.12) y (2.2.15) y simbolizados como f, y
fﬁTS) pueden ser considerados como apropiados para la tarea de estimacion del total
t,~ de acuerdo con los criterios de seleccién (I, II, IIT) dados en la pagina 38. Ahora
bien, con el proposito de comparar entre estos dos estimadores, se usara la eficiencia
relativa definida por -
ECM(t,)
ECM (t,7s)
como modo de determinar el mas eficiente. Valores cercanos a uno indican que los
dos estimadores son igualmente eficientes, menores que uno indican que se gana
eficiencia usando el estimador t,;,, y mayores que uno indican que se gana eficiencia
usando el estimador ¢,7g. Usando los datos de la simulacién del valor ﬁ/l cuando
n = 800 para estos dos estimadores se tiene que

ER (Lin, Lrrs) = (2.3.5)

A 312,54
ER (tsin, trrs) = m = 0.233165.

Dado que ER(me,tA,rTS) < 1 se concluye que se gana mayor eficiencia al usar el
estimador t;, y por tanto este estimador es el mejor estimador para el total ¢,-.
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Las medias presentadas en la Tabla 2.3 muestran el desempeno de los estimadores
en relacion con el total ¢+, que es el objetivo del presente trabajo de tesis. Por otro
lado, es interesante observar el desempeno de los estimadores con respecto al total de
la variable censurada t¢,. La tabla 2.4 muestra las medidas (2.3.1), (2.3.2), (2.3.3),
(2.3.4) calculadas con relacién al total t,. De la Tabla 2.4 se puede mencionar lo

Estimadores

(2.2.12) (2.2.13) (2.2.15)

(1)

(2)

(3)

(2.2.16) (2.2.18) (2.2.22) (2.2.26) (2.2.27) (2.2.35) (2.2.36)

(4) (5) © ™ ®

9)

(10)

200 7005,16 7105,72 7007,50 7109,15 7109,15 7105,72 7106,81 7105,72 7116,63 7074,81
~ 400 7005,14 7106,12 7005,38 7106,82 7106,82 7106,12 7106,58 7106,12 7114,09 7073,18
600 7004,82 7106,07 7005,17 7106,60 7106,60 T106,07 7106,26 7106,07 7113,76 7073,10

800 7005,31 7106,62 7005,46 7106,83 7106,83 7106,62 7106,69 7106,62 7113,95 7073,45
200 -101,48 -0,91 -99,14 251 251 -091 0,18 -091 9,99 -3182
g 40010149 -052 10126 018 018 052 -005 052 745 -3345
600 -101,81 -0,56 -101,47 -0,04 -0,04 -0,56 -0,38 -0,56 7,13 -33,53
800 -101,32 -0,02 -101,18 0,2 02 -002 005 -002 7,32 -3319
200 -0,0143 -0,0001 -0,014 0,0004 0,0004 -0,0001 0  -0,0001 0,0014 -0,0045
g 400 -0,0143 -0,0001 -0,0142 0 0 -0,000l 0 -0,0001 0,001 -0,0047
600 -0,0143 -0,0001 -0,0143 0 0  -0,0001 -0,0001 -0,0001 0,001 -0,0047
800 -0,0143 0  -0,0142 0 0 0 0 0 0,001 -0,0047

200 14417,22 3721,98 30425,22 17052,95 17052,95 3721,98 3896,03 3721,98 17073,5 20101,7
400 11872,4 1423,1 17911,93 6357,64 6357,64 1423,1 1490,3 1423,1 6399,41 8235,47
600 11044,42 624,45 13720,11 2847,85 2847,85 624,45 649,04 624,45 2885,38 4299
800 10526,32 237,22 11523,18 1064,83 1064,83 237,22 248,93 237,22 1117,36 2295,94

TaBLA 2.4. Estimacién de la esperanza, el sesgo, el sesgo relativo y el error cuadratico
medio con respecto del pardmetro t¢,. Simulaciones con M = 20000 y

siguiente:

n = (200,400, 600, 800).

1. El comportamiento general de los estimadores propuestos mostrado en la Tabla
2.4 es completamente opuesto al mostrado en la Tabla 2.3. Los estimadores
(1) y (3) con respecto al total ¢, no son estimadores 6ptimos.

2. El verdadero valor del total poblacional de la variable censurada es ¢, =
7106.6347. El valor £ para los estimadores (2), (4), (5), (6), (7) y (8) se encuen-

tra muy cerca del total t,. Para estos estimadores el valor de ¢ se mantiene
estable con forme el tamafio de muestra n aumenta. Para el estimador (10) el

valor ¢ no se encuentra cerca de ninguno de los totales t,- ni t,.

3. El valor del estimador del sesgo B para los estimadores (2), (4), (5), (6), (7) y
(8) es cercano a cero y se acerca a este valor conforme n aumenta. Esto indica
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que estos estimadores son insesgados o aproximadamente insesgados para el
total ¢,.. Para los estimadores (2), (6), (7) y (8) el sesgo es negativo a diferencia
del estimador (5) para el cual es sesgo es positivo.

4. Para (2), (4), (5), (6), (7) y (8) el valor SR es préacticamente cero, indicando
que los estimadores mencionados son insesgados para el valor de ¢,. En el caso
del estimador (9) el sesgo es del orden de 0.1%, siendo este muy pequetio,
indicando que (9) podria ser un estimador aproximadamente insesgado para
el valor ¢,,.

5. De los estimadores (2), (4), (5), (6), (7) y (8) que mostraron ser estimadores
para el total ¢,, sélo los estimadores (2), (6), (7) y (8) tienen un valor de ECM
menor en comparacion con los otros estimadores. Estos cuatro estimadores son
mas precisos para estimar el valor de la variable censurada y en general seran
los mejores estimadores para el verdadero valor de esta variable.

6. Para los estimadores (2) y (4), que involucran pesos muestrales en la estimacién

del vector de parametros B, el valor de ¢ esta mds cerca de ty que de t,-.
Esto indica que la inclusién de los pesos muestrales en la estimacion de los
parametros A no mejora la exactitud de la estimacién para t,-. La anterior
afirmacion tiene lugar si se comparan estos estimadores con sus homoélogos (1)
y (3). Los parejas de estimadores (1)-(2) y (3)-(4) tienen la misma estructura,
se diferencian en la forma de calcular el vector de parametros que hace parte
de su definicién. Para (1) y (3) (que no involucran pesos muestrales) el valor

t es mds cercano al valor real ¢} en cambio para (2) y (4) (que si involucran

pesos muestrales) el valor  esta més lejos de t, y mas cerca de t,.

2.4. Estimadores para el Total Poblacional en
Muestras con Observaciones Censuradas.

De acuerdo con los resultados de la simulaciéon presentados en la Seccion 2.3.2; los
estimadores apropiados para la tarea de estimacién de la variable latente en muestras
con observaciones censuradas corresponden a los estimadores Tobit Sintético y m-
estimador Tobit Sintético dados por las ecuaciones (2.2.12) y (2.2.15) y presentados
en la Tabla 2.3 como estimadores (1) y (3). En esta seccion se presentard un analisis
mas detallado del comportamiento de estos dos estimadores. Por un lado, se daran
expresiones analiticas para su esperanza y su varianza. Y por otro, se presentara
una nueva simulacién que permitira estudiar con detalle el comportamiento de los
estimadores.
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2.4.1. Esperanza y Varianza para el Estimador Tobit Sintéti-
co

Para el estimador dado por (2.2.12) y que involucra el modelo de regresion Tobit 1)
dado por la expresion (1.4.10) tiene como esperanza

=Y @ By [B] (2.4.1)

Dado que este estimador no involucra la informacién de los pesos muestrales, la es-
peranza de este estimador no depende del diseno muestral. Unicamente depende del
modelo 9 lo cual queda indicado por la expresion E,, {ﬁs} en la ecuacion (2.4.1). Con

respecto al comportamiento de la estimacion de los parametros B , Amemiya (1973,
p. 1004) demuestra la fuerte consistencia de los estimadores méaximo verosimil. En
particular demuestra que para muestras finitas los estimadores de los parametros
convergen al verdadero valor del pardametro. Acorde con esto, se espera que confor-
me el tamano de muestra n aumente, el estimador ,é converja a B y por ende la
esperanza del estimador toin S€ acerque al verdadero valor t,-. Sin embargo, el hecho
anterior no garantiza el insesgamiento de las estimaciones, lo cual se comprobé en
las simulaciones.

Para este estimador la varianza estara dada por
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De la ecuacion (2.4.2) se observa que la varianza del estimador toin depende de la
matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores B de los parametros del modelo.
Un estimador de Cov(@i, BJ) estd dado por la inversa de la matriz de informacion
de Fisher F~! dada por la ecuacién(1.4.34). De acuerdo con lo anterior se sigue que

J
{ sm} Z Z ’F‘igltffkitxmj (2.4.3)

i=1j5=1

serd un estimador de la varianza dada por (2.4.2).

2.4.2. Esperanza y Varianza para el m-Estimador Tobit Sin-
tético

El estimador dado por (2.2.15) involucra en su célculo el modelo de regresién Tobit

dado por (1.4.10) y el principio de m-expansién expresado en la Definicién 1.7. Por

tal razén el calculo de su esperanza dependerda de dos elementos aleatorios. Uno

debido al modelo Tobit () y otro debido al diseno muestral (p(-)). Razén por la
cual la esperanza de este estimador estara dada por
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= ]; . By | B] (2.4.4)

En la expresién (2.4.4) el subindice p y ¥ denotan el célculo de la esperanza con
respecto a los elementos aleatorios del disefio y del modelo. La esperanza de este
estimador presenta la misma dificultad que la esperanza del estimador dado por
(2.4.1). Por esta razon la esperanza del estimador ¢,75 convergers al verdadero valor
del total t,~ conforme el tamano de las muestras aumenten, pero no necesariamente
seran insesgados. La varianza de este estimador estara dada por

Var{ wTs] Var, (Ew [tAﬂTS | SD +E, [Vaw (tAWTS | 3)} (2.4.5)
tomando el primer término del lado derecho de la ecuacién (2.4.5) se tiene que
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= Varp(Ew [Z Lt | D
By L | 5])

Iy Ey [yk: | 3])

Var, (2
Var, (2

i Mz i MZ

= kZVarp It) E2[ | 5]

+2;ZCOVp(IkEw[ v 8] L By li, | )

N

= ZVarp Ix) EQ[ | 5]

+23° % Covy (I, Ln) Byl | 5] Ey[d, | ]
E m

I
NE

A B 18] +2303 Awn Byl | s Eyli, | 5]
k m

e
Il
—

ko By [0 | By 9]

Il
hE
M=

>

k=1 m=1
NN z. Ey[B Ty E 3

=Y A v[P] v[B] (2.46)
k=1m=1 Tk Tm

con Agx y Ay dados por las expresiones (1.1.8) y (1.1.9) respectivamente y con
Iy, definido por (1.1.4). La expresién (2.4.6) no es otra cosa que la varianza del 7-
estimador dada en la ecuacion (1.3.6). Por otra parte, tomando el segundo término
del lado derecho (2.4.5) se tiene que

E, [Van/, (fﬂTS | 5)} =E, {Varw (ZS 7 3)]
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juntando (2.4.6) y (2.4.7) se puede reescribir la varianza del estimador ,7¢ dada
por (2.4.5) de la siguiente manera

N N A A
Var{ ﬂTS} = kz_:l 2::1 Ak, Tk S}:ﬁ ) mm'iib Al

(2.4.9)

De la ecuacién (2.4.8) es claro que la varianza del estimador ,7g es la suma de la
varianza debida a la aleatoriedad del disefio muestral p(-) més la varianza ocasionada
por la aleatoriedad del modelo .

2.4.3. Segunda Simulacién

Se realiz6 una nueva simulacién con el proposito de analizar inicamente los estima-
dores ty, v trrs. En esta nueva simulacién se extrajeron M = 50.000 muestras de
tamatio n = (200, 400,600, 800) de la poblacién. Las muestras fueron seleccionadas
mediante un muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento.
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En esta nueva simulacién, ademés de las medidas dadas por (2.3.1), (2.3.2), (2.3.3),
(2.3.4), se calcula

R % (fm — 5)2 (2.4.10)
M—-1/:"=
como estimador de la varianza,
= 1 M .
V= Mmz:le(ﬂ (2.4.11)

que indicara el valor esperado del estimador de la varianza de los estimadores. Un
intervalo de confianza para la estimacién t,, con nivel de significancia o« = 0.05

t4 21 ap(V(E)Y2 (2.4.12)

Y por ultimo, se hara el conteo de intervalos de confianza R que contienen al ver-
dadero valor del total de la variable latente ¢, y asi determinar la cantidad R/M
o tazas de cobertura empirica (TCE) como una estimacién del valor del nivel de
confianza. La Tabla 2.5 muestra los resultados de esta simulacion.

Con respecto a los resultados de la segunda simulacién y en concordancia con los
resultados de la primera, se puede comentar lo siguiente:

1 Se mantiene que el valor de i para los estimadores ty;, v trrg se aproxima al
valor real de la variable latente ¢,

2 El valor de B que estima el sesgo para los dos estimadores es aproximadamente
de 6.8 y 7.25 respectivamente. Acorde con el valor SR estos valores de ses-
go son muy pequenos. Esto indica que los estimadores son aproximadamente
insesgados.

—
3 Con respecto a la precision de estos dos estimadores ECM, se tiene que el
estimador tg;, es mas preciso que t,rg.

4 La cantidad St? estima el verdadero valor de la varianza con un grado de
precision obtenido con M = 50000 muestras. Acorde con este valor el estimador
toin €s mas eficiente que el estimador #,7g. La eficiencia de los dos estimadores
aumenta conforme el tamano de muestra aumenta.

5 El valor V(f) que es la esperanza del estimador de la varianza esta préximo

al valor St?. Esto indica que el estimador \Af(fsm) y V(tAWTS) son estimadores
insesgados o aproximadamente insesgados de la varianza.

6 El valor TEC que indica la tasa de cobertura estimada para los estimadores
tsm vy tﬂTS es muy alta para los dos estimadores y se encuentra muy cerca de
la tasa nominal de 95% alcanzada por la técnica de intervalos de confianza.
Conforme n aumenta, la taza de cobertura aumenta.
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Estimadores

A A

tsin thS

n =200 7004,36 7004,72
n =400 7004,99 7005,19
n =600  7005,1 7005,29
n =800 7005,01 7005,04

Shy|

n=200 627 6,63
5 m=400 689 7,09
n = 600 7 7.2
n=2800 6093 6,94

n =200 0,000 0.0009

Rp =400 0.001 0.001
n=600 0.001 0.001

n =800  0.001 0.001

n =200 4227.46 20761.60
—— n =400 1599.27 7791.01

ECM n =600  737.06 3490.36
n =800  301.93 1334.94

n =200 237107,01 3552862,02
g2z = 400 22426,95  192751,7

b n=600 434242  18119,36
n=2800 927,87 1478,96

n =200 5112,64  16662,69

~ n=400 2561,07  6571,61
( ) n =600 1708,05  3352,09
n =800 1281,58 1846,47

n = 200 0,97 0,92
TCcE "= 400 0,99 0,93
n = 600 1 0,95
n = 800 1 0,98

TABLA 2.5. Medidas resumen para los estimadores tsin y tzrs. M = 50000,
n = (200, 400, 600, 800).



2.4. ESTIMADORES PARA EL TOTAL POBLACIONAL. 49

De los resultados comentados anteriormente se debe resaltar que los dos estimadores
tsin V trrg junto con sus estimadores de varianza \Af(fsm) y V(fﬂg) se encuentran
diseniados bajo el cumplimiento de los supuestos expresados por C.1, C.2, C.3y C.4
de la pagina 28.

2.4.4. Analisis de la Censura en el Comportamiento del Esti-
mador

Un aspecto importante de analizar corresponde con el porcentaje de censura dentro
de la muestra y el comportamiento de los estimadores Ein y tors.

Para este andlisis hay que tener presente el porcentaje maximo de observaciones
que pueden ser censuradas. En la poblacion, la cantidad de observaciones que son
iguales o menores al limite de censura 7" = 4 corresponde a 92 observaciones. Es
decir que el porcentaje maximo de observaciones censuradas serd de 9.2 %. Es claro
que el porcentaje de censura dentro de las muestras puede variar en un rango de
(0 %,46 %), (0 %,23 %), (0%,15.3%) o (0%, 11.13 %) para los tamanos de muestras
dados.

Para analizar el comportamiento de los estimadores a diferentes niveles de censura
se construyeron las graficas 2.3 y 2.4 con base en los datos de la simulacion de
las muestras de tamafnio n = 200. Cada grafica agrupa las muestras de acuerdo al
porcentaje de censura que contienen. En esta simulacién las muestras se separaron
en 30 grupos con porcentajes que varian entre el 2.5% y el 17% de censura en
las muestras. La linea roja horizontal representa el valor verdadero del total de la
variable latente fy* y la linea negra horizontal representa el valor verdadero del total
de la variable censurada fy. El rombo representa el valor esperado del estimador del
total en cada grupo calculado mediante la ecuacién (2.3.1). La linea negra vertical
representa el valor de censura maximo en la poblacion.

De las gréficas 2.3 y 2.4 se puede comentar lo siguiente

1. El valor t, que es la estimacion de la esperanza del total y estd representado
por un rombo en las graficas, varia conforme el porcentaje de censura cambia
dentro de la muestra. En general se aprecia que para porcentajes de censura

muy bajos o muy altos el valor ¢ se encuentra muy alejado del valor real
del total. Esto es, para porcentajes de censura muy bajos tanto el estimador
tsin como el estimador t,7g tienden a sobreestimar el valor del total y para
porcentajes muy altos de censura estos estimadores subestiman el valor del
total. Esto indica que la precision del estimador varia conforme el porcentaje
de censura cambia.

2. Comparando las dos graficas, se evidencia que esta sobreestimacién o subes-
timacién del pardmetro cambia més rapido para el estimador ;75 en compa-
racién con estimador fg,. Se puede decir que el estimador tein €5 Mas estable
ante el cambio del porcentaje de censura.
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3. El comportamiento anterior indica la existencia de una relaciéon inversa entre
el porcentaje de censura y la exactitud del estimador.

4. Tanto para tg, como para t,rg las estimaciones son mas precisas cuando el
porcentaje de censura dentro de la muestra se acerca al porcentaje de censura
maximo en la poblacién.

2.5. Conclusiones
De la simulaciones presentadas anteriormente se pueden concluir los siguiente

1. Como se comento en la Seccién 2.1 en el proceso de estimacion del total en
muestras con observaciones censuradas la variable observada es la variable
censurada. Sin embargo esto representa un problema, ya que como se ha men-
cionado a largo del presente trabajo, el interés no esta en hacer inferencia sobre
la variable censurada sino sobre la variable latente o no observada.

La solucion a este problema se aproxima, haciendo uso de la asociacion natural
que existe entre estas dos variables. La variable censurada adquiere valores de
acuerdo a los valores que toma la variable latente en relacién con un limite de
censura. Esta asociacion sugiere que un punto de partida para dar solucién al
problema de estimacion es asumir la variable censurada como una aproxima-
cion de la variable latente y a partir de esta hacer la estimacion. La simulacion
mostré que esta aproximacion y la aproximacion que crea una pseudovariable
latente conformada por observaciones de la variable latente cuando estas son
mayores que el limite de censura y estimaciones de las observaciones a través
de un modelo de regresion Tobit cuando son menores o iguales que el limite
de censura son aproximaciones erréoneas ya que llevan a estimar, contrario a
la intuicion, el valor del total de la variable censurada y no el de la variable
latente. Bajo estas aproximaciones fueron disenados los estimadores (5) al (10)
de la Tabla 2.3 y que como se coment6 fueron estimadores del total censurado
y en algunos casos (6), (7) y (8) fueron buenos estimadores de este total.

Se comprob6 que la estrategia que permite hacer la estimacion del total de
la variable latente se basa en la creaciéon de una pseudo variable latente y,";l,
conformada enteramente por observaciones estimadas a través del modelo de
regresiéon Tobit. Creada esta variable, se asume que es una aproximacién de
la variable latente y a partir de ella se hace la estimacion del total. Bajo
esta aproximacion se disefiaron los estimadores (1) al (4). De estos, s6lo los
estimadores (1) y (3) mostraron ser estimadores 6ptimos para el total de la
variable latente.

2. De lo anterior se tiene que los estimadores més cercanos al total de la variable
latente t = >y y; son los estimadores (1) y (3). De de estos dos estimadores,
el mejor es el estimador (1), dado que presenta los sesgos, varianzas y errores
cuadréticos medios mas pequenos que el estimador (3). Ademéds es més estable
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al cambio del porcentaje de censura dentro de las muestras. Sin embargo el
estimador (3) puede ser una buena opcién si se cuenta con muestras de tamanos
grandes, ya que el sesgo y la varianza estimada disminuyen y se incrementa su
exactitud conforme aumenta el tamano de la muestra.

. Por otra parte, con respecto al uso de pesos muestrales en la estimacion de los
parametros del modelo regresion Tobit. Se puede decir que esta inclusion se
presenta como un problema en la estimacion del total de la variable latente.
Sarndal et al. (1992, p. 518-519) discuten el uso de los pesos muestrales en
la estimacion de los parametros de un modelo superpoblacional. Al respecto
comentan que bajo los supuestos 1 y 2 del modelo expresado por (2.2.24) se
cumple que ) .

Eel(B, — B)21s,X] < Ee[(BT — B)%/s.X]. (25.1)

Dado que esto se cumple para todo s, se sigue que
E¢E,[(Bs — B)’|s,X] < E¢E,[(BT — B)*|s. X]. (2.5.2)

Estas relaciones se mantienen inclusive si ,és es el estimador maximo verosimil
de B. La desigualdad dada en (2.5.2) conlleva a que

EeE,|(XiBs — XiB)?|s, X] < EeE,[(XiBT — XiB)?|s, X]. (2.5.3)

Por tanto los totales que no involucran pesos muestrales en la estimacion de
los valores de yj o y, serdn menores que los totales que si los involucran.
Esto se evidencia en la Tabla 2.3 si se comparan los valores de las esperanzas
para estimadores que usan pesos muestrales contra los que no los usan. Los
primeros siempre son mas grandes que los segundos. En el caso particular de
la estimacion del total de la variable latente, los estimadores que involucran
pesos muestrales mostraron ser estimadores de la variable censurada y no de
la latente como se podria suponer.
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Capitulo

EJEMPLO DE APLICACION

3.1. Ejemplo de Aplicacién. “Poblacién C0O124”

El primer ejemplo que se expondra se basa en el andlisis del conjunto de datos The
CO124 population presente en el libro de Sarndal et al. (1992, p. 662)(ver seccién
B). Para este ejemplo se considera que la variable de interés es la poblacién para el
ano de 1983 y como informacién auxiliar las variables importaciones, exportaciones,
producto interno bruto y poblacion del ano 1980.

P83 Poblacién en 1983 (en millones).

IMP Importaciones en 1983 (en millones de dolares).

EXP Exportaciones en 1983 (en millones de dolares).

GNP Producto interno bruto en 1982 (en decenas de millones de dolares).

P80 Poblacién en 1980 (en millones)

El problema es estimar el total de la variable de la poblacién para el ano de 1983.
Para esto se supondra que la informacion con la que se cuenta es una muestra de
n = 40 en la que la variable de interés se encuentra simplemente censurada a derecha
del limite de censura T' = 100. Es decir, valores de la variable iguales o mayores que
cien fuero registrados en la muestra con este valor.

3.1.1. Procedimiento

Para la solucién de este ejemplo se comentara paso a paso el procedimiento desa-
rrollado mostrando el codigo que fue usado en el software R para la realizacion de
los calculos. En general se mostrard como aplicar la censura, extraer la muestra y
realizar los calculos sobre la muestra para encontrar la estimacion.

25
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a Se llaman las librerias necesarias y se cargan los datos al software.

library(censReg)

library(optimx)

library(sampling)

library(maxLik)

source("codigo_funciones.R")

set.seed(98)
datos<-read.table("datos_thecol24population.txt",header=T)

V V V V V V V

Se crea una copia de la variable de interés para censurarla y se crea ademas
un nuevo marco de datos solamente con la informacién necesaria.

P83C<-datos$P83
T<-100
N=124
n=40
for(i in 1:N){
if (datos[i,3]>=T){
P83C[i]<-T
}

+ + + VvV V V VvV V

+

+

> datos2<-data.frame(cbind(datos$P83,P83C,datos$IMP,
datos$EXP,datos$GNP,datos$P80))

> colnames(datos2)<-c("P83","P83C","IMP","EXP","GNP",6"P80")
> head(datos2)

P83 P83C IMP EXP GNP P80

1 20.5 20.5 10395 11163 4535 18.7

2 3.7 5.0 131 63 122 3.4

3 6.6 6.6 288 57 135 6.1

4 4.4 5.0 194 76 122 4.1

5 9.1 9.1 1217 940 715 8.5

6 2.4 5.0 127 109 76 2.3

> (totallatente<-sum(datos2$P83))

[1] 4544.8

> (totalcensurado<-sum(datos2$P83C))
[1] 2573.4

Dado que se tiene el conjunto de datos completos, se sabe que el total de la
variable P83 (variable latente o y*) es t,» = 4544.8 millones y de la variable
P83C (variable censurada o y) es t, = 2573.4 millones.

Del nuevo marco de datos se extrae una muestra n = 40 bajo un muestreo
aleatorio simple

> a<-sample(l:dim(datos2) [1],40,replace = F)
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> mues<-datos2[a,-1]
> head(mues)
P83C IMP EXP GNP P80

87 0.2 1456 3384 595 0.2

121 15.3 19393 20594 16904 14.7

72 100.0 13562 8304 18413 663.6

43 5.2 891 735 356 4.7

8 1.6 807 977 234 1.5

112 4.1 13890 18920 5884 4.1

> summary (mues)

P83C IMP EXP

Min. : 0.20 Min. : 127.0 Min. : 57.0
1st Qu.: 3.40 1st Qu.: 647.8 1st Qu.: 477.5
Median : 7.90 Median : 1460.5 Median : 1553.5
Mean : 20.35 Mean : 12336.2 Mean 112344 .1
3rd Qu.: 24.98 3rd Qu.: 10233.0 3rd Qu.:11537.0
Max. :100.00 Max. :103734.0 Max. :93310.0
GNP P80

Min. : 76.0 Min. : 0.200

1st Qu.: 256.2 1st Qu.: 3.275

Median : 816.5 Median : 7.100

Mean : 10176.6 Mean : 37.815

3rd Qu.: 7390.2 3rd Qu.: 23.800

Max. :156300.0 Max. :663.600

d Para la estimacion de los parametros del modelo de regresion Tobit se usa la
funcién censReg. Para llevar los datos al caso genérico de censura en cero, a
la variable P83C se le resta el punto de censura 7" = 100. La funcién censReg
internamente hace las transformaciones necesarias y devuelve los resultados
de las estimaciones en la magnitud original.

> mod2<-censReg(P83C~IMP+EXP+GNP+P80,data = mues,right = 100)
> mod2$estimate

(Intercept) IMP EXP GNP
-1.970808e-02 -1.698455e-05 7.170272e-06 -3.125745e-05
P80 logSigma

1.086087e+00 -5.884320e-01

e Se calculan los estimadores propuestos como mejores estimadores para el total
toin = Dy Ui Ec. (2.2.12)

ters = Z—’“ Ec. (2.2.15)
k
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También se calculan el estimador de Horvitz- Thompson y el GREG para com-

parar resultados

b= =3 ii Ec. (2.2.18)
=3 gy S Ee. (2.2.23)
U S ﬂ-k

{ En el orden mostrado anteriormente las estimaciones son

#Estimador Tobit Sintético
> m<-as.matrix(cbind(1,datos2[,c(3,4,5,6)]))
> (mest<-sum(mj*%mod2$estimate[-length(mod2$estimate)]))
[1] 4618.77
covmat<-vcov(mod2)
cs<-colSums (m)
va<-0
for(i in 1:dim(m) [2]){
for(j in 1:dim(m) [2]){
va<-va + covmat[i,jl*cs[il*cs[j]
}
}
va
219.716
> (incmest<-c(mest-1.96*sqrt(va) ,mest+1.96%sqrt(va)))
4588.748 4648.792
#pi-Estimador Tobit Sintético
> f<-as.matrix(cbind(1,mues[,2:5]))
> (mestimacion2<-
sum ( (£%*%mod2$estimate [-length(mod2$estimate)])/(n/N)))
[1] 2648.704
> css<-colSums(f)

v + + + + V V Vv V

> vai<-0

> for(i in 1:dim(f)[2]){

+ for(j in 1:dim(f) [2]){

+ vai<-vai + covmat[i,jl*css[i]*css[j]
+ )

+ }

> vai

1

14.90048

> pssd<-N"2*((1-(n/N))/n)*

var (f/%*/mod2$estimate [-length(mod2$estimate)])

> ddd<-vai+pssd

> (incmest<-

c(mestimacion2-1.96x*sqrt(ddd) ,mestimacion2+1.96*sqrt(ddd)))
[1] 1737.703 3559.705
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> #pi estimador

> (ht<-124/40*sum(mues[,1]))

[1] 2580.44

> (varht<-N"2*((1-(n/N))/n)*var (mues[,1]))
[1] 189657.8

> (intht<-c(ht-1.96%*sqrt(varht) ,ht+1.96%*sqrt(varht)))
[1] 1726.865 3434.015

>

> #greg

> 1lmr<-1m(P83C~IMP+EXP+GNP+P80,data = mues)
> summary (1lmr)

Call:
Im(formula = P83C ~ IMP + EXP + GNP + P80, data = mues)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.6404 -0.3596 -0.1237 0.1459 5.4904

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 3.778e-02 3.038e-01 0.124 0.90174

IMP 1.852e-04 5.178e-05 3.577 0.00104 *x*
EXP -4.053e-05 ©5.768e-05 -0.703 0.48698

GNP -3.608e-04 4.664e-05 -7.736 4.4e-09 *x*x
P80 1.097e+00 1.176e-02 93.237 < 2e-16 **x*

Signif. codes: 0 *%*x 0.001 *x 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 1.416 on 35 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9975,Adjusted R-squared: 0.9972
F-statistic: 3534 on 4 and 35 DF, p-value: < 2.2e-16

>

> a<-sum(m¥*%1lmr$coefficients)

> b<-sum((mues[,1]-(1lmr$fitted.values))/(40/124))

> (greg<-atb)

[1] 4534.114

> (vargreg<-N"2*((1-(n/N))/n)*var (mues[,1])*(1-0.7694))
[1] 43735.1

> (intgreg<-c(greg-1.96*sqrt(vargreg) ,greg+l.96*sqrt (vargreg)))

[1] 4124.220 4944.007

La Tabla 3.1 muestra las anteriores estimaciones, sus varianzas y el intervalo

de confianza para la estimacién.
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Estimador Estimacion Varianza Int. Confianza

Foin 4618.77 219.716  (4588.748,4648.792)
frs 2648.704  216035.7 (1737.703,3559.705)
fry 2580.44 189657.8  (1726.965, 3434.015)
Fyr 2534.114  40560.46  (2141.980, 2931.454)

TABLA 3.1. Estimaciones del valor de la variable P83 mediante los estimadores tg;n, tr7s,
t}y y tAyT. Estimacién de la varianza y del intervalo de confianza.

En este ejemplo, a pesar de que no se cumplen los supuestos para el modelo de
regresion Tobit, el estimador dado tyin = 4618.77 produjo la estimacién mas cercana
al valor real de la variable que es de 4544.8.

3.2. Ejemplo de Aplicacién 2.

El presente ejemplo se desarrollarda con el mismo conjunto de datos trabajados en
la seccién anterior pero variando el diseno muestral p(-). Para este ejemplo se usard
un diseno estratificado MAS o ESTMAS.

3.2.1. Estimadores Bajo Muestreo ESTMAS

Antes de aplicar los estimadores a los datos veamos primero la forma particular de
los estimadores. Bajo un diseno muestral ESTMAS, el estimador Tobit Sintético
(2.2.12) del total de la variable latente ¢,- es

I
M=
=,
=

H A
=S a, B (3.2.1)

donde tgpn, = >ou, y,’;/ es el estimador del total del estrato h. Se tiene que Bh sera
la estimacion de los parametros del modelo de regresion Tobit para los datos de
la muestra para cada estrato h. Es decir que para cada estrato h se tendra una
estimacion B 5, de los parametros 8. De manera analoga, se tiene que el m-estimador
Tobit Sintético dado por (2.2.15) y bajo un diseno muestral ESTMAS sera de la
forma

~ s
lars = Zs Y
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- f: TionOn (3.2.2)

*/

donde t,pg, = >ou, i’; es el m-estimador Tobit Sintético para el estrato h. m, =

np/Np, con nj, como el tamano de cada estrato en la muestra s y N, el tamano
del estrato en la poblaciéon U. Dado lo anterior se tiene que bajo un ESTMAS el
m-estimador Tobit Sintético es

H
tars = > Naliy (3.2.3)
h=1

—; ’
con gy, = 3, Yi /Tn-

3.2.2. Procedimiento

Del ejemplo anterior, que consideraba un muestreo aleatorio simple, se mantienen sin
modificacion los literales (a) y (b) del procedimiento. El conjunto de datos CO12/
tiene una variable categoérica que representa los continentes a los cuales pertenecen
cada uno de los paises. Se usara esta variable para estratificar la poblacién y a partir
de ahf realizar el proceso de estimacién. Partiendo de los literales (a) y (b) tenemos

¢ Las categorias 6 y 7 de la variable CONT tienen en total s6lo 4 paises. Junta-
mos estas categorias en la categoria 4 correspondiente al continente asiatico.
De esta manera el total de paises de la base de datos quedaran agrupados en
cinco estratos.

> datos3<-data.frame(cbind(datos$P83,P83C,datos$IMP,
datos$EXP,datos$GNP,datos$P80,datos$CONT))

> colnames(datos3)<-c("P83","P83C","IMP","EXP",6 "GNP",6 "P80",
"CONT")

> datos3$CONT<-as.factor(datos3$CONT)

> # Level is the stratifying variable

> summary(datos3$CONT)

1 2 3 4 5 6 7

38 14 11 33 24 3 1

> levels(datos3$CONT) [c(6,7)]1<-c("4","4")

> levels(datos3$CONT)

[1] |l1|| l|2|l |l3|| ”4" |l5||
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d Calculamos el tamano de cada estrato en la poblacién y con base en esto
determinamos la asignacién 6éptima del tamano de muestra. Para este ejemplo
optaremos por determinar que el tamano de la muestra n = 50.

Ni<-summary (datos3$CONT) [[1]]
N2<-summary (datos3$CONT) [[2]]
N3<-summary (datos3$CONT) [[3]]
N4<-summary (datos3$CONT) [[4]]
N5<-summary (datos3$CONT) [ [5]]
> N1;N2;N3;N4;N5

[1] 38

[1] 14

(1] 11

[1] 37

(1] 24

> Nh <- c(N1,N2,N3,N4,N5)

> (nh<-ceiling(50%Nh/124))

[1] 16 6 5 15 10

V V V V V

e Con base en estos datos podemos extraer la muestra acorde con los tamanos
establecidos.

> library(TeachingSampling)
> sam <- S.STSI(datos3$CONT, Nh, nh)
> data <- datos3[sam,]

f Con la muestra seleccionada, se puede proceder a calcular los estimadores.
El siguiente bucle for esta disenado para calcular el modelo a lo largo de los
diferentes estratos hacer las estimaciones necesarias.

> st<-levels(datos3$CONT)

> ests1<-0

> espits<-0

> for(i in 1:length(st)){

+  a<-subset(data[data$CONT==st[i],])

+  if (sum(a$P83C==100)>0){

+ mrt<-censReg(P83C~IMP+EXP+ GNP+ P80,data = a,
right = 100)

+ coefi<-mrt$estimate[-length(mrtestimate)]
+ Yelsed{

+ mrt<-1m(P83C~IMP+EXP+ GNP+ P80,data = a)

+ coefi<-mrt$coefficients

+ }

+ #estimador tobit sintético

+ matdis<-model .matrix(P83C~IMP+EXP+ GNP+ P80,
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data = datos3[datos3$CONT==1i,])

+  estsl<-estsl+sum(matdis¥*Ycoefi)

+ #pi-estimador tobit sintético

+ matdis2<-model .matrix(P83C~IMP+EXP+ GNP+ P80,data = a)
+  espits<-espits+Nh[i]*mean(matdis2)*Y%coefi)

+ }

> estsl

[1] 4509.816

> espits

[1] 3713.577

El bucle calcula para cada estrato en la muestra un vector de parametros B
Usa la informacion auxiliar disponible para calcular los valores yz/. Dependien-
do de si se usa el estimador Tobit Sintético o el m-estimador Tobit Sintético,
la informacién auxiliar correspondera a toda la informacion disponible para el
estrato h o correspondera solamente con la informacion auxiliar disponible en
la muestra.

El valor del estimador %, = 4509.86 y el valor del estimador t.rs = 3713.577.
Nuevamente, el estimador mas cercano con el verdadero valor de la variable
latente es el estimador Tobit Sintético.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

4.1. Conclusiones

De lo expuesto en los capitulos anteriores podemos concluir lo siguiente

1. Como solucién al problema de estimacién del parametro total en muestras con
observaciones censuradas se encontré que el estimador dado en la ecuacion
(2.2.12) y que tiene la forma

A _A _ */
b = 1 = X

es el mejor estimador posible. Bajo simulacién se encontré que en comparacion
con los demés estimadores propuestos, el estimador £, tiene el sesgo, la va-
rianza y el error cuadratico medio mas bajo y ademas es bastante estable ante
la variacion del porcentaje de censura de dentro de la muestra. Sin embargo
no es un estimador insesgado.

2. El estimador dado en la ecuacion (2.2.15) y que tiene la forma

y*/
A _ A _ k
lars = ty;:' = E s T,

es una opcion aceptable como solucion al problema de estimacién. Bajo si-
mulacién mostré que conforme aumenta el tamano de la muestra el sesgo, la
varianza y el error cuadratico medio disminuian. Sin embargo mostr6 un com-
portamiento poco estable frente a la variacion del porcentaje de censura dentro
de la muestra. A pesar de que este estimador tampoco es insesgado la tasa de
cobertura estimada muestra que los intervalos de confianza calculados a partir
de este estimador tienen mejor cobertura del valor real del total de la variable
latente.

3. La escogencia del estimador depende enteramente de la disponibilidad de in-
formacion auxiliar para toda la poblacién objetivo. Es decir, la aplicabilidad
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de la solucion 6ptima depende enteramente de la existencia de la informacion
auxiliar para la poblacion.

. La aplicabilidad de estos estimadores depende del cumplimiento de supuestos

muy fuertes. Se debe cumplir supuestos relacionados con el modelo, distribu-
ciéon de la variable latente, varianza constante de las variables, poseer infor-
macién auxiliar para toda la poblaciéon y conocer el porcentaje méaximo de
censura en la poblacién para determinar si la estimacion esta méas cerca del
valor real del parametro.

4.2. Trabajo Futuro

De lo desarrollado en el presente trabajo quedan pendientes los siguientes aspectos

1. Siempre se trabajo bajo el supuesto de normalidad en los errores, independen-

cia y homecedasticidad en el modelo que asiste al estimador propuesto. Queda
pendiente entonces estudiar el comportamiento del estimador bajo la modifi-
cacion de algunos de estos supuestos. Especialmente queda pendiente trabajar
con el modelo Tobit cuando no se tiene el supuesto de varianza constante dado
que en este caso se pierde la propiedad de consistencia en los estimadores ,3
y por tanto se afectara las propiedades de los estimadores del total. Algunos
autores que han presentado desarrollos sobre el modelo Tobit en presencia de
heterocedasticidad son Hurd (1979); Arabmazar & Schmidt (1981); Dooley
(1983).

. En la literatura existen otro tipo de modelos de regresion propuestos para

trabajar muestras con datos censurados que presentan comportamiento dis-
tintos al normal. Cohen (1991) presenta varios casos de muestras censuradas
que proviene de conjuntos de datos para los cuales la variable de interés si-
gue distribuciones probabilisticas distintas a la distribuciéon normal. Especifi-
camente, en su libro Cohen trabaja los casos para distribuciones lognormal,
inversa gausiana, gamma, exponencial, Rayleigh, Pareto, normales bivariadas
y multivariadas, y distribuciones discretas. Queda pendiente la exploracion del
problema de estimacion haciendo uso de otro tipo de modelos de regresién que
siguen distribuciones distintas a la normal.

. Bajo simulacion se encontrd una relacion inversa entre el porcentaje de censura

y la exactitud del estimador. Queda pendiente hacer una revisiéon analitica de
esta relacién y determinar su influencia en el estimador. Por ejemplo, si esta
relacion puede ser usada para construir una medida de precision del estimador
0 para mejora su exactitud.



Apéndice

Distribucion de los Estimadores Simulados

En el presente apéndice se presenta un conjunto de histogramas de frecuencia que
muestran la distribucion de los 10 estimadores propuestos a lo largo de las cuatro
ejecuciones de la simulacion presentada en el Capitulo 2.

Para todo el conjunto de graficas la linea roja representa el valor del total de la
variable latente en la simulacion que es igual a t,~ = 6998.0904 y la linea negra
representa el valor del total de la variable censurada ¢, = 7106.6347. El orden de las
Figuras corresponde con el presentado en la Tabla 2.3 del Capitulo 2.
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F1GUrRA A.5. Histograma de frecuencias para los estimadores (9) y (10) de la Tabla 2.3.



Apéndice

Conjuntos De Datos

B.1. ‘Poblacion C0124”

LABEL Identificador de los individuos de 1 a 124.

COUNTRY Las abreviaciones, con algunas excepciones, son las de los nombres
de los paises del Comité Olimpico Internacional.

P83 Poblacién en 1983 (en millones).

IMP Importaciones en 1983 (en millones de dolares).

EXP Exportaciones en 1983 (en millones de dolares).

GNP Producto interno bruto en 1982 (en decenas de millones de dolares).
MEX Gastos militares en 1981 (en millones de dolares).

P80 Poblacién en 1980 (en millones)

CONT 1=Africa, 2=Norte y Centro América, 3=Sur América, 4=Asia(Sin la par-
te Soviética), 5=FEuropa (Sin la parte Soviética), 6=Oceania y 7=Unién de
Republicas Socialistas Soviéticas

LABEL COUNTRY P83 IMP EXP GNP MEX P80 CONT

1 ALG 20.5 10395 11163 4535 675 18.7 1
2 BEN 3.7 131 63 122 23 3.4 1
3 BUR 6.6 288 57 135 41 6.1 1
4 BRI 4.4 194 76 122 23 4.1 1
5 CMR 9.1 1217 940 715 82 8.5 1
6 CAF 2.4 127 109 76 12 2.3 1
7 CHA 4.7 109 o8 36 62 4.5 1
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100 BUL 8.9 12164 12130 4603 964 8.9
101 TCH 15.4 16325 16522 8514 2900 15.3
102 DEN 5.1 16946 16221 6314 1546 5.1
103 FIN 4.8 12854 12530 5235 632 4.8
104 FRA 25 103734 93310 62731 23633  53.7
105 GDR 16.7 21254 23793 11727 4394 16.7
106 FRG 61 152899 169425 75709 25509  61.6
107 GRE 9.8 9632 4459 4089 2184 9.6
108 HUN 10.6 8503 8696 5542 810 10.7
109 IRL 3.5 9182 8612 1757 246 3.4
110 ITA 56.8 80367 72681 38223 8184 56.4
111 HOL 14.3 60743 64816 15428 4931 14.1
112 NOR 4.1 13890 18920 5884 1484 4.1
113 POL 36.5 10179 11478 14561 2467 35.6
114 POR 10.1 8134 4566 2472 779 9.9
115 ROM 227 9836 11714 7109 1285 22.2
116 ESP 38.2 28812 23544 20424 3682 374
117 SWE 8.3 25046 26313 11541 3175 8.3
118 SUI 6.4 29475 25865 10856 2000 6.4
119 GBR 95.7 105477 94562 53673 19901  55.9
120 YUG 22.8 11104 9038 7053 2936 22.3
121 AUS 15.3 19393 20594 16904 3508 14.7
122 F1J .6 484 240 128 4 .6
123 NZL 3.3 2283 5272 2539 393 3.1
124 URS 2774 80410 91336 156300 118800 265.5

TABLA B.1. Datos del libro de (Sarndal et al., 1992), The CO124 Population
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Apéndice

Codigo de Simulacion

A continuacién se presentara el c6digo implementado para la realizacion de las simu-
laciones y la modificacién de la funcién para calcular el modelo de regresion Tobit
que incluye pesos muestrales.

C.1. Informacioén Técnica

Lenguaje R Todas las simulaciones fueron disenadas bajo el lenguaje R (R Core
Team, 2016) con las siguientes especificaciones de sistema

> sessionInfo()

R version 3.3.2 (2016-10-31)

Platform: x86_64-pc-linux-gnu (64-bit)
Running under: Debian GNU/Linux 8 (jessie)
nickname Sincere Pumpkin Patch

e implementadas a través de la interfaz grafica de RStudio Version 1.0.44 12009-2016
RStudio, Inc. (RStudio Team, 2016).

Paquetes de R
1. maxLik

> packageDescription("censReg")

Package: censReg

Version: 0.5-20

Date: 2013/08/20

Title: Censored Regression (Tobit) Models

Author: Arne Henningsen <arne.henningsen®@gmail.com>
Description: Estimation of censored regression

7
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(Tobit) models with cross-section and panel
data

. censReg

> packageDescription("maxLik")

Package: maxLik

Version: 1.3-4

Date: 2015-11-08

Title: Maximum Likelihood Estimation and Related
Tools

Author: Ott Toomet <otoomet@gmail.com>, Arne
Henningsen <arne.henningsen@gmail.com>, with
contributions from Spencer Graves and Yves
Croissant

Description: Functions for Maximum Likelihood (ML)
estimation and non-linear optimization, and
related tools. It includes a unified way to
call different optimizers, and classes and
methods to handle the results from the ML
viewpoint. It also includes a number of
convenience tools for testing and developing
your own models.

. optimx

Package: optimx

Version: 2013.8.7

Date: 2013-08-07

Title: A Replacement and Extension of the optim()
Function

Author: John C Nash [aut, cre], Ravi Varadhan
[aut], Gabor Grothendieck [ctb]

Description: Provides a replacement and extension
of the optim() function to unify and

streamline optimization capabilities in R for
smooth, possibly box constrained functions of
several or many parameters. This is the CRAN
version of the package.

. survey

Package: survey

Title: analysis of complex survey samples
Description: Summary statistics, two-sample tests,
rank tests, generalised linear models,
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cumulative link models, Cox models, loglinear
models, and general maximum pseudolikelihood
estimation for multistage stratified,
cluster-sampled, unequally weighted survey
samples. Variances by Taylor series
linearisation or replicate weights.
Post-stratification, calibration, and raking.
Two-phase subsampling designs. Graphics. PPS
sampling without replacement. Principal
components, factor analysis.

Version: 3.30-3

Author: Thomas Lumley

Maintainer: "Thomas Lumley"
<t.lumley@auckland.ac.nz>

. sampling

Package: sampling

Version: 2.7

Date: 2015-06-30

Title: Survey Sampling

Author: Yves Tillé <yves.tille@unine.ch>, Alina
Matei <alina.matei@unine.ch>

Maintainer: Alina Matei <alina.matei@unine.ch>
Description: Functions for drawing and calibrating
samples.

. TeachingSampling

Package: TeachingSampling

Type: Package

Title: Selection of Samples and Parameter
Estimation in Finite Population

Version: 3.2.2

Date: 2015-04-28

Author: Hugo Andres Gutierrez Rojas
<hugogutierrez@usantotomas.edu.co>
Maintainer: Hugo Andres Gutierrez Rojas
<hugogutierrez@usantotomas.edu.co>
Description: Allows the user to draw probabilistic
samples and make inferences from a finite
population based on several sampling designs.
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C.2. Cdbdigo

C.2.1. Funciéon que Permite Calcular el Modelo Tobit

###(1)logaritmo de la funcidén de verosimilitud con la
#transformacién de olsen

1fvtb.olsen<-function(start,x,y,n,cen_izq,sin_cen){

##parametros
b <- start[-length(start)]; sig <- start[length(start)]
alf <- b/sig; h <- 1/sig

##datos

xa<-x%*%half

hyxa<-h*y-xa

11<-rep(NA,n)

grad<-matrix(NA, ncol = length(start), nrow = length(y))

##logaritmo de la funcidén de verosimilitud
11[cen_izql<- pnorm(-xal[cen_izq],log.p = T)
11[sin_cen]<- log(h) - (1/2) * ((hyxalsin_cen])"2)
11<-sum(11)

##vector gradiente

grad[cen_izq] <- cbind(exp(dnorm(-xalcen_izql, log = T) -

pnorm(-xalcen_izq], log.p = T))*(-x[cen_izq, , drop=F]), 0)

grad[sin_cen] <- cbind(hyxalsin_cen] * x[sin_cen, ,drop = F],
(1/h - hyxalsin_cen] * y[sin_cen]))

attr(1ll,"gradient")<- grad <- colSums(grad)

##salida

return(1ll)

}

###(2) logaritmo de la funcidén de verosimilitud con la transformacién
#de olsen y pesos muestrales

wlfvtb.olsen<-function(start,x,y,n,cen_izq,sin_cen,pik){
##paradmetros
b <- start[-length(start)]; sig <- start[length(start)]

alf <- b/sig; h <- 1/sig

##datos
xa<-xY*x%alf
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hyxa<-h*y-xa
11<-rep(NA,n)
grad<-matrix(NA, ncol = length(start), nrow = length(y))

##logaritmo de la funcién de verosimilitud

11[cen_izql<- (1/pik) [cen_izq]*pnorm(-xalcen_izq],log.p = T)
11[sin_cen]<-((1/pik) [sin_cen]*log(h)-(1/(2*pik)) [sin_cen]
*x(hyxa[sin_cen])~2)

11<-sum(11l)

##vector gradiente
grad[cen_izq]<-cbind ((1/pik) [cen_izq]
xexp(dnorm(-xalcen_izql, log = T)
- pnorm(-xalcen_izql], log.p = T)) * (-x[cen_izq, , drop=F]), 0)
grad[sin_cen]<-cbind((1/pik) [sin_cen]*hyxal[sin_cen]
* x[sin_cen, ,drop = F], (1/(h*pik)) [sin_cen] - (1/pik) [sin_cenl]
xhyxa[sin_cen] * y[sin_cen])
attr(ll,"gradient")<- grad <- colSums(grad)
##salida
return(11)
}

###(3)Logaritmo de la funcidén de vorosimilitud
lfvtb<-function(start,x,y,n,cen_izq,sin_cen){

##pardmetros
b <- start[-length(start)]; sig <- exp(start[length(start)])

##datos

xb<-x%*%b

yxb <- y-xb

11<-rep(NA,n)

grad<-matrix(NA, ncol = length(start), nrow = length(y))

##logaritmo de la funcidén de verosimilitud

11[cen_izq] <- pnorm(-xb[cen_izq],log.p = T)

11[sin_cen] <- (-1/2)*log(sig~2)-(1/(2*sig~2))*(yxb[sin_cen]) "2
11<-sum(11)

##vector gradiente

grad[cen_izq] <- exp(dnorm(-xb[cen_izql/sig, log = T)

- pnorm(-xb[cen_izql/sig, log.p = T))

*x cbind(-x[cen_izq, , drop=F]/sig, xblcen_izql/(2*sig~3))

grad[sin_cen] <- cbind((1/(sig~2))*yxb[sin_cen]*x[sin_cen, , drop=F],
(-1/(2xsig~2))+(1/(2*sig~4) ) *yxb[sin_cen] "2)
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attr(1l,"gradient") <- grad <- colSums(grad)
##salida

return(11)

}

###(4)logaritmo de la funcidén de verosimilitud con pesos muestrales
wlfvtb<-function(start,x,y,n,cen_izq,sin_cen,pik){

##parametros
b <- start[-length(start)]; sig <- exp(start[length(start)])

##datos

xb<-x%*%b

yxb <- y-xb

11<-rep(NA,n)

grad<-matrix(NA, ncol = length(start), nrow = length(y))

##logaritmo de la funcidén de verosimilitud

11[cen_izql <- (1/pik) [cen_izq] * pnorm(-xb[cen_izql]/sig,log.p=T)
11[sin_cen] <- ((-1/(2%pik)) [sin_cen]*log(sig~2)

- (1/(2xpik*sig~2)) [sin_cen]*(yxb[sin_cen]) ~2)

11<-sum(11)

##vector gradiente

grad[cen_izq,]<- exp(dnorm(-xb[cen_izql/sig,log=T)
-pnorm(-xb[cen_izql/sig,log.p=T))

*xcbind ((-1/(sig*pik)) [cen_izqg]l*

x[cen_izq, ,drop=F], (1/(2*pik*sig~3)) [cen_izq]l*xb[cen_izql)
grad[sin_cen,]<- cbind((1/(pik*sig~2)) [sin_cen]
*xyxb[sin_cen]*x[sin_cen, ,drop=F], (-1/(2*sig~2*pik)) [sin_cen]
+(1/(2*sig~4*pik)) [sin_cen]*(yxb[sin_cen])"2)

attr(1l,"gradient")<-grad <-colSums(grad)
return(11)
}

#funcidén para maximizar el modelo tobit

tob<-function(fml,dts,1lc=0, weight=NULL ,wstart=FALSE,
fun.ver="1fvtb"){

#requerimientos

require (maxLik)

##condiciones de control

if (class(fml) !'="formula")q{
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stop("El argumento ’formula’ debe ser una formula")

+

if (is.data.frame(dts) !=TRUE){

warning ("Preferiblemente ingrese un objeto del tipo ’data.frame’.
Los datos automaticamente se transformaran en un objeto del tipo

’data.frame’.")
dts<-as.data.frame(dts)
}

##variables internas o de trabajo

# if (is.null(weight)){

# mf<-model.frame(fml,data=dts)

# I else {

# mf<-model.frame(fml,data=dts,weights=weight)
# w<- model.weights(mf)

#

mf<-model.frame(fml,data = dts)

if (Lc!=0){
y<-model.response(mf)-1c
} else {
y<-model.response (mf)

}

x<-model .matrix(attr(mf,"terms"),data=mf)
n<-dim(mf) [1]

c_izqg <-y <=0
sin_c <- lc_izq

##procedimientos

if (wstart==FALSE){

model<-1m.fit(x,y)

b<-model$coefficients
sig<-log(sqrt(sum(model$residuals~2)/length(model$residuals)))
para<-c(b, sigma = sig)

} else {

if (is.null(weight)){

stop("Para usar el argumento ’wstart=T’ debe proporcionar el
arugumento ’weight’.")

} else {

model<-1m.wfit(x, y , w = weight)

b<-model$coefficients
sig<-log(sqrt(sum(model$residuals~2)/length(model$residuals)))
para<-c(b, sigma = sig)
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#procesos

if (!fun.ver=="1fvtb"){

if (is.null(weight)){

stop("Para usar el parametro ’wlfvtb’ debe proporcionar un
\part{ vector de pesos")

} else{}

max<-maxLik(wlfvtb,start = para,x=x,y=y,n=n,cen_izg=c_izq,
sin_cen=sin_c,pik=weight)

b

} else {

max<-maxLik(lfvtb,start = para,x=x,y=y,n=n,cen_izq=c_izq,
sin_cen=sin_c)

}

b<- c(max$estimate[1]+1lc,max$estimate[-c(1,length(max$estimate))])
s<- max$estimate[length(max$estimate)]

z<-list(betas=b,sigma=s)

z$estimate<-max$estimate

z$code<-max$code

z$message<- max$Pmessage

z$betas<- b
z$sigma<- s
zPx<- x

if (1c!=0){

yesti<- x%x*%b

z$y_esti <- yesti
z$residuals<- (y+lc) - yesti
z$y<- y+lc

} else {

yesti<- x%x*%b

z$y_esti <- yesti
z$residuals<- y - yesti

z$y<- y

}
z$dt.cen<-sum(ifelse(y==0,1,0))
z$dt.sin.cen<-sum(ifelse(y==0,0,1))
z$start<-para
z$maximum<-max$maximum
z$iterations<-max$iterations
z$call<-match.call()

z

}
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C.2.2. Funcion que Permite Ejecutar la Simulacion de Mon-
tecarlo (2)

sm<-function(formula,data,m,tm,lc=0,metodo,aux,esti=c(seq(1,11)),

guardar=TRUE,,nombre="muestra",seed=NULL) {

###verificacidébn de parametros,Paso de control

if (class(formula) !="formula"){

stop("El argumento ’formula’ debe ser una formula")

b

if (is.data.frame(data) !=T){

warning("Preferiblemente ingrese un objeto del tipo ’data.frame’.
Los datos automaticamente se forzaran a ser un objeto del tipo
’data.frame’.")

data<-as.data.frame(data)

b

if (!is.numeric(m)){

stop("El argumento ’m’ debe ser un nimero entero positivo.")

}

if ('is.numeric(tm)){

stop("El argumento ’tm’ debe ser un nimero entero positivo.")

+

if (!is.numeric(1lc)){

stop("El argumento ’lc’ debe ser un nimero.")

+

if (!is.character(metodo)){

stop("El argumento ’metodo’ debe ser una cadena de caracteres que
indica el método de muestreo a usar. ’mas’,’bernouli’,’pipt’,
’estrat’.

Se usa por defecto ’mas’.")

b

if (metodo=="pipt"){

if (!is.vector(aux)){

lis.numeric(aux)

+

b

if (missing(nombre)){

warning("El argumento ’nombre’ estad vacio, se usara por defecto el
nombre ’simulacion’ como prefijo para los archivos que se generen.")

3

#llama funciones
require(TeachingSampling)
require(sampling)

##tvariables auxiliares
N <- dim(data) [1]
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mf <- model.frame(formula, data = data)
y <- model.response(mf, type = "any")
x <- model .matrix(attr(mf,"terms"),data=mf)

#creacién de matrices para almacenar resultados

nombres <- c("tsin","wtsin","pitsin","wpitsin","ht","greg",

"wgreg","regtob","wregtob","parti","wparti")
estimaciones <- matrix(NA, ncol = length(esti)+1l, nrow =
colnames(estimaciones) <- c("censura",nombres[esti])
auxiliar <- matrix(NA, ncol = dim(x) [2]*4 , nrow = m)

colnames (auxiliar) <- c(paste("A.",colnames(x),sep = ""),
paste("B. " ,colnames (X) , Sep = n n) ,
paste(”C. " colnames (x) ,sep = ) ,
paste("D.",colnames(x),sep = ""))

#for que aplica los estimadores

ptm <- proc.time()

for(i in 1 : m) {

#setseed

if(!'is.null(seed)) set.seed(seed)

#seleccidén de muestras de acuerdo a método de muestreo

if (metodo=="mas"){

s <- sample(1l:N,tm,replace = F)

muestra <- mf[s,]

piks <- c(rep(tm/N,tm))

xs <- model .matrix(attr(muestra, "terms"), data=muestra)
ys <- model.response(muestra)
muestra<-cbind(muestra,piks)

} else if (metodo=="pipt"){

s <- S.piPS(tm, datal,aux])

muestra <- mf[s[,1],]

piks <- s[,2]

xs <- model .matrix(attr(muestra, "terms"), data=muestra)
ys <- model.response(muestra)

muestra<-cbind (muestra,piks)

} else if (metodo=="bernouli"){

s <- S.BE(N, tm/N)

muestra <- mf[s,]

piks <- c(rep(tm/N,dim(muestra) [1]))

xs <- model.matrix(attr(muestra, "terms"), data=muestra)
ys <- model.response(muestra)
muestra<-cbind(muestra,piks)

3

#calculo de modelos

m)
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lineal <- 1m(formula, data = muestra)

wlineal <- lm(formula, data = muestra, weights = piks)
modtob <- tob(fml=formula, dts=muestra, lc=lc, weight=NULL ,
wstart=FALSE, fun.ver="1fvtb")

wmodtob <- tob(fml=formula, dts=muestra, lc=lc, weight=piks ,
wstart=FALSE, fun.ver="wlfvtb")

auxiliar([i,] <- c(lineal$coefficients, wlineal$coefficients,
modtob$betas, wmodtob$betas)

estimaciones[i,1] <- modtob$dt.cen/tm

#defincidén de contador
j<-2

if (any(esti==1)){

tsin <- sum(x%*%modtob$betas)
estimaciones[i,j] <- tsin

j <= j+1

}

if (any(esti==2)){

wtsin <- sum(x)*%wmodtob$betas)
estimaciones[i,j] <- wtsin

j <= j+1

}

if (any(esti==3)){

pitsin <- sum(modtob$y_esti/piks)
estimaciones[i,j] <- pitsin

j <= j+1

}

if (any(esti==4)){

wpitsin <- sum(wmodtob$y_esti/piks)
estimaciones[i,j] <- wpitsin

j <= j+1

}

if (any(esti==5)) {

ht <- E.SI(N,tm,ys)
estimaciones[i,j] <- ht[1,2]

j <= j+1

}

if (any(esti==6)){

greg <- sum(x%*%lineal$coefficients) + sum(lineal$residuals/piks)
estimaciones[i,j] <- greg

j <= j#1

}
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if (any(esti==7)){

wgreg <- sum(x)x%wlineal$coefficients) + sum(wlineal$residuals/piks)
estimaciones[i,j] <- wgreg

j <= j+1

}

if (any(esti==8)){

regtob <- sum(x’%*/modtob$betas) + sum(modtob$residuals/piks)
estimaciones[i,j] <- regtob

j <= j+1

}

if (any(esti==9)){

wregtob <- sum(x%*)wmodtob$betas) + sum(wmodtob$residuals/piks)
estimaciones[i,j] <- wregtob

j <= j+1

}

if (any(esti==10)){

ci <-ys <=0

sc <- lci

parti <- sum(ys[sc]/piks[sc])+sum(modtob$y_estilcil]/piks[ci])
estimaciones[i,j] <- parti

j <= jH1

}

if (any(esti==11)){

ci <-ys <=0

sc <= lci

wparti<- sum(ys[sc]/piks([sc]) + sum(wmodtob$y_estilcil]/piks[ci])
estimaciones[i,j] <- wparti

j <= j+1

}

Hifin del for

time<-proc.time()-ptm

print (time)

if (guardar==TRUE) {
estimaciones<-as.data.frame(round(estimaciones,4) ,row.names = NULL)

write.table(estimaciones, paste(nombre,".txt",sep = ""),

sep = "\t",row.names = F)
auxiliar<-as.data.frame(round(auxiliar,4) ,row.names = NULL)
write.table(auxiliar, paste(nombre,"auxiliar.txt",sep ="_"),
sep = "\t",row.names = F)

}

z<-list(esti=estimaciones,aux=auxiliar)
z$tamafio<-tm

z$muestras<-m

z$censura<-1lc

z

Htfin de la funcidén
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