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Resumen

La regresion logistica bivariable considera una respuesta que contiene dos variables dicoto-
mas que tratan de ser explicadas por un conjunto de variables y que permite tener en cuenta
el nivel de asociacion que existe entre las variables dicotomas a diferencia de los modelos
marginales usualmente utilizados. Este tipo de modelo no ha sido desarrollado en la literatu-
ra para tablas de contingencia.

En este trabajo se desarrollard la metodologia para la estimacion de modelos logisticos biva-
riables para datos en tablas de contingencia utilizando metodologia GSK. Esto incluye tanto
la estimacién del modelo como la evaluacion de la calidad del modelo la cual incluye pruebas
de hipdétesis y diagnésticos.






Introduccion

Los métodos analiticos para respuestas de datos categéricos empezaron a tener impor-
tancia gracias al trabajo de Karl Pearson a principios del siglo XX. Hoy en dia uno de sus
aportes: las tablas de contingencia, son un elemento muy utilizado por los investigadores so-
bre todo en las dreas sociales (Correa, |2017). Durante los afios 60 se empezaron a trabajar
los modelos para datos categéricos tales como modelos Loglineales y los modelos GSK. Es-
tos modelos son similares a los modelos de regresion para respuestas continuas pero estos
asumen respuestas de tipo binomial, multinomial y Poisson. Uno de los modelos que recibe
especial atencion es el modelo de regresion logistica o también conocido como modelo logit,
el cual aplica para respuesta binaria y asume una distribucién binomial. Para el caso donde
se modelan individuos, via regresion logistica, existe un extenso desarrollo. Para el anélisis
de estos modelos se utiliza principalmente la maxima verosimilitud para la realizacién de in-
ferencias (Agresti, |1996a). Existen otros métodos con propiedades asintoticas similares, uno
de estos métodos es los minimos cuadrados ponderados.

Para la modelacion de tablas de contingencia existe una metodologia de cardcter general

conocida como GSK. Esta es una metodologia para el andlisis de tablas de conteo, la cual
puede ser mucho mas facil de aplicar que los métodos de méxima verosimilitud. El método
GSK permite respuestas correlacionadas y no requiere varianza constante, ademas los célcu-
los tienen una forma estandar facil de aplicar para gran cantidad de modelos (Correa, 2017).
La regresion logistica bivariable considera una respuesta que tiene dos variables dic6tomas
que tratan de ser explicadas por un conjunto de variables. Los investigadores usualmente ajus-
tan dos modelos marginales los cuales no tienen en cuenta el nivel de asociacion que existen
entre las variables dicétomas (Correa, 2017).
En este trabajo se propone el desarrollo de la metodologia para la estimacion de modelos
logisticos bivariables para tablas de contingencia utilizando metodologia GSK, incluyendo la
parte inferencial del modelo, pruebas de hipotesis, intervalos de confianza, e implementacién
de una funcién en R que permita la estimacion y evaluacion de la calidad del modelo. Ade-
mas se realiza una aplicacion del modelo a una situacion real utilizando una de las bases de
datos de calidad de vida del municipio de Medellin.
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Capitulo 1

Marco Teodrico

1.1. Metodologia GSK

La metodologia GSK fue desarrollada por Grizzle, Starmer y koch (Grizzle et al., [1969),
esta metodologia permite la estimacion de parametros de modelos lineales generalizados co-
mo es el caso de modelos con variable respuesta de distribuciéon multinomial. Es una meto-
dologia flexible y poderosa para aplicar en diversas situaciones relacionadas con el manejo
de tablas de contingencia.

La metodologia GSK esté definida en tres pasos: la definicién de la variable dependiente
la cual no se refiere en si a individuos sino a probabilidades o funciones de probabilidad,
la definicion del modelo el cual depende del esquema de muestreo que se asume, si solo se
tiene una variable respuesta, o hay variables independientes o fijas, estas definiran estratos y
se debera considerar la construcciéon de una matriz de disefio, y la estimacién y validacion
del modelo donde se debe asegurar un tamafio de muestra para poder garantizar resultados
asintdticos. La justificacion teérica del método se basa en lo descrito por Neyman (Neyman,
1949) y Wald (Wald, 1943).

El modelamiento de variables categoricas utilizando la metodologia GSK puede utilizar
funciones de la variable dependiente del modelo, cuya variabilidad queremos explicar, 1la-
mada funcién respuesta. Para el caso de variables respuesta con distribucién multinomial la
funcién respuesta formada se basa en las probabilidades de la variable respuesta o en las
tasas de ocurrencia. El objetivo es que esta funcidn consiga linealizar la relacion entre el pre-
dictor lineal y la esperanza de la variable respuesta, facilite la estimacion de los pardmetros
ampliando un espacio paramétrico restringido hacia los reales, y debe ser interpretable.

Para la formacion de las funciones de la variable respuesta se parte de la tabla de frecuen-
cias de un conjunto datos hipotéticos donde se tienen J categorias con [ factores o poblacio-

2



Poblaciones (factores) | 1 2 ... J | Total
1 nyiy N ... nig nq
2 No1 Moo ... Ta g o
1 np Ny ... nry nr

Tabla 1.1: Distribucidén de Frecuencias

Poblaciones (factores) | 1 2 ... J | Total
1 T T2 ... ™1 1
2 721 T9292 ... T2 Up)
1 T Tro2 o ... TrJ Tr

Tabla 1.2: Tabla de Probabilidades

nes diferentes que permiten obtener la Tabla[I.I|donde cada celda de la tabla corresponde al
conteo de datos pertenecientes a la z-esima poblacion en la j-esima categoria de respuesta.

A partir de la tabla de frecuencias se genera la TabldI.2]en la cual las celdas representan
las proporciones en lugar de conteos, donde 7;; es la probabilidad de que un sujeto de la i-
€sima poblacion tenga la j-ésima categoria. Asi se tienen variables respuesta multinomiales
a partir de las probabilidades de cada celda de la tabla de contingencia.

Sea 7’ = [r'y,...,7';] donde 7’; = [m, T, ..., miy] vector que denota la distribucién
de Y en el nivel ¢, se tiene asi que a partir de las probabilidades de cada celda de la tabla
de contingencia se define a f (7) como una funcién de los elementos de 7, estos elementos
tienen derivadas continuas hasta el segundo orden con respecto a m;;, y f(7) es un vector
con u funciones respuesta, u < (J — 1) I. Asf se tiene [f (7)) = [fi(7), ..., fu(7)] (Grizzle
et al., [1969).

A partir de las respuestas observadas se tiene el vector 7 = [7y,...,7;| donde 7} =

n

< la proporciéon muestral es decir la frecuencia observa-

ng

(71, ..., 7y). Se denota 7;; =
da de la i-esima subpoblacion perteneciente a la j-esima categoria sobre n; que es el total
de observaciones de la i-esima subpoblacién y E [#;;] = m;. Se tiene asi que [f (7)]' =
[f1(7), ..., fu(7)] denota las funciones respuesta muestrales.

La matriz de varianzas y covarinzas de 7 es V' una matriz /.J x [ J:



[V, 0 ... 0 ... 0]
o Vo ... 0 ... 0
v : R L1
O o0 ... V. ... 0 (I.D
0o . 0
0O O 0 Vi
V (7;) es el estimado de V' (;):
(1l —mq) —mame ... — T g
1 —T;2T; Tio(1l — m; ce —T;27;
Vi=V(m)=— el T o (1.2)
— T 1 —TigTie ... mig(l—my)

V (7) es una matriz bloque diagonal con V' (7;) en la diagonal principal.

La matriz de covarianza asintética de f (7) depende de la matriz H de dimensiones u x
1J:

b | 2ot

(97?1-]'

/
T = 7%”:| (13)

para m=1,...,u con m la m-esima funcién f construida y todas la /.J combinaciones
(¢, 7). La matriz de covarianzas asintética de f (7) es V; = HV H’, y la versién muestral de
esta matriz de covarianzas es Vf se obtiene substituyendo las proporciones muestrales en la
matriz V'y H (Agresti, |1996a)(Grizzle et al., [ 1969).

Se asume que f(m) = X[, donde X es una matriz de disefio conocida u x vy (3 es
el vector de pardmetros v x 1(Agresti, [1996a)(Grizzle et al., |1969). Si el modelo hipotético
ajusta los datos, la mejor estimacion asintdtica normal de [ estd dada por b cuando éste es el
vector que minimiza

(F=x0) 777 (7 - x5)

El estimado de [ es ) L
b= (XVIX) XV

La prueba de bondad de ajuste del modelo usa el termino de residual
f’f/};l f— b’(X’Vf_lX)b,

el cual comparalas funciones respuestas muestrales con los valores del modelo predicho.
Bajo la hipétesis nula Hy : f(7m) — X3 = 0 el estadistico es asintSticamente x* con u X v

4



grados de libertad (Agresti, 1996a).

Las hipotesis sobre los contrastes y otros efectos de las variables explicativas tiene la
forma Hy : C8 = 0, la cual es producida por métodos convencionales de regresiéon multiple
ponderada donde C' es una matriz (d x v) de constantes arbitrarias de rango completo d < v.El
estadistico esta dado por

. 1 -1
W, =VCOXVIX ) o,

la cual tiene asintticamente una distribucién x? con d grados de libertad si H, es cierta

(Grizzle et al.,|1969) (Agresti, |1996a)(Grizzle et al., |1969).

1.2. Regresion Logistica

Los modelos lineales generalizados (MLG) introducidos por Nelder y Wedderburn (Nel-
der and Wedderburn, 1972) permitieron extender los modelos de regresion que solo permitian
distribuciones normales de la variable respuesta a modelos con respuestas de distribucio-
nes diferentes, incluidas distribuciones para variables categdricas. Los modelos de regresion
logistica desarrollados por David Cox (Cox,|1958) forman parte de los modelos lineales gene-
ralizados, son modelos de regresion en el cual la variable respuesta es categdrica y se estudia
la relacion entre esta respuesta y una o mds variables predictoras.

El modelo de regresion logistica asi como en general los MLG, tiene tres componentes:
La variable respuesta y que es una componente aleatoria y su correspondiente distribucion de
probabilidad perteneciente a la familia exponencial con funcion de densidad de probabilidad
o funcién de masa de probabilidad que se puede expresar como:

f(y,10) =h(y)c()erp (Z w; (0) t; (y)> (1.4)

Aqui h(y) > 0yt (y),...,t (y) son funciones de valor real evaluadas en la observa-
cién y y no dependen de 0, ¢ (0) > 0y wy (0),...,wy (0) de valor real evaluadas en 6 y no
dependen de y (Casella and Berger, 2002).

Considerando una situacién donde la variable de respuesta tome solo dos posibles valores
0 o 1, se tiene un modelo de la forma

yi =2’ + €, (1.5)
donde y; es la i-esima observacion, ’; = [1, 1, ..., %], B = [Bo, - - -, Bk) con y; varia-
ble aleatoria Bernulli y distribucion de probabilidad P(y; = 1) = m;y P(y; = 0) = 1 — 7.

5



Lo que significa que la respuesta esperada Ey;| = 1m; + 0(1 — ;) = m; es la probabilidad
de que la variable respuesta sea 1.

Los términos del error solo toman dos valores por lo que no tienen varianza constante ni dis-
tribucién normal: ¢; = 1 — 2/; 5 cuando y; = 1y ¢, = —2’; 8 cuando y; = 0, y la varianza esta
dada por:

ol = E{y; — By}’
=(1—m)*m+ (0 —7m)*(1 — ;)
=m(l —m)
= Ely:](1 = Elyi])

(1.6)

Como FEly;| = 2/;8 = m; la variancia de los errores es igual a la varianza de las observa-
ciones y es funcién de la media.

El modelo planteado inicialmente y; = x’;5 + ¢; debe cumplir con la restriccion 0 < y; <
1. Debido a que es una respuesta binaria que solo toma valores de 0 y 1, no hay respuesta
lineal si no una funcién mondétona creciente o decreciente en forma de S o S invertida, segtiin
sea el caso, esta es llamada funcién de respuesta logistica y tiene la forma:

 eopla')
1+ exp(a';8)

Esta parametrizacién garantiza un curso monétono de la curva de la probabilidad 7; bajo

la inclusién del enfoque lineal exp(z’;5) sobre el rango de definicién [0, 1] (Rao et al., 2008)
(Montgomery et al., 2015).

Esta funcion de respuesta logistica se puede linealizar definiendo una parte del modelo en
términos de la funcion media de la respuesta. Para este MLG la funcion de enlace, llamada
logit por lo cual el modelo de regresion logistica también es llamado modelo logit, estd dado
por:

In (1 jlﬂ) = log(odds) = logit(n) = x';8 (1.8)

La regresion logistica es utilizada como alternativa al andlisis discriminante lineal para
el modelamiento de datos categdricos ya que €sta es menos restrictiva; la regresion logisti-
ca no requiere seguir una distribucién normal multivariada con igual matriz de varianzas y
covarianzas para todas las variables (Efron, 1975)). Los resultados de la regresion logistica
han sido reportados en términos de logit, relaciéon de odds, riesgo relativo, probabilidad pre-
dicha, probabilidad marginal y el cambio en la probabilidad predicha. Estos términos no son
equivalentes entre ellos por tanto su significado no es intercambiable (Peng and So,|2002).

6



1.2.1. Estimacion de los Parametros del Modelo de Regresion Logistica

El método mas cominmente utilizados para la estimacion de pardmetros de un modelo de
Regresion Logistica es el método de maxima verosimilitud (?). Existes otros métodos para
la estimacion de los coeficientes no tan ampliamente utilizados, estos métodos son minimos
cuadrados ponderados no iterativos y el analisis discriminante (Hosmer Jr and Lemeshow,
2004).

1.2.2. Evaluacion del Modelo de Regresion Logistica

Para la evaluacion general del modelo se evalaa si el modelo logistico provee un me-
jor ajuste que el modelo nulo (modelo sin predictores). El modelo se examina mediante
tres pruebas las cuales se distribuyen como chi-cuadrado con grados de libertad igual al
numero de predictores y éstas son: La prueba de Wald la cual se obtiene de un célculo de
la matriz de covarianza La significancia de $ es equivalente a la significancia del efecto
de x en m. Para determinar si /3 es significativo se utiliza la siguiente prueba de hipotesis:
Hy : =0y H1 : 8 # 0. En esta prueba de hipdtesis se calcula el estadistico de Wald
7% = B/(COUB )71 B ~ X?lf’ donde df son los grados de libertad y se refiere al numero de com-
ponentes del vector 3 (Rao et al.,[2008). También se tiene la prueba de razén de verosimilitud
cual se basa en la diferencia en deviance y la prueba de puntaje (score test) la cual se basa en
la distribucion del gradiente del log de verosimilitud (Hosmer Jr and Lemeshow, 2004).

La prueba estadistica de los predictores individuales se realiza mediante la razon de vero-
similitud, la prueba de Wald y la prueba de puntaje (score test) siendo la prueba més potente
la razon de verosimilitud (Tabachnick and Osterlind, [2001)).

Para evaluar el ajuste del modelo con respecto a los datos se tienen las pruebas Brown
chi-cuadrado, prueba Pearson chi-cuadrado, prueba basada en deviance y la prueba Hosmer-
Lemeshow. Con respecto a las medidas descriptivas existe la rho de McFadden (Menard,
2000)

Para la validacién de las probabilidades predichas se busca el grado de asociacién en el
cual las probabilidades predichas coinciden con las respuestas actuales, esto se puede expre-
sar en tablas de clasificacion o medidas de asociacion. Entre las medidas de asociacion se
encuentran Tau-a, Gamma, estadistico d de Somers y el estadistico ¢ (DeMaris, 1992). Para
las tablas de clasificacion existen tres tipos, la tabla de éxito de predicciones, histograma de
probabilidades predichas, y la tabla de dos vias de clasificacion, cuando el objetivo del andli-
sis es la clasificacidn, la tabla de clasificacion es la més apropiada (Hosmer Jr and Lemeshow,
2004).



El grado en el cual los datos coinciden con las predicciones se puede mostrar graficamen-
te a través de una curva ROC (receiver operating characteristic) o un grafico de superposicién
de sensibilidad y especificidad versus probabilidades predichas (Afifi et al., 2003).

1.2.3. Estadisticos de diagnostico y outliers

El andlisis diagndstico para el modelo de regresion logistica se hace con el objetivo de
identificar potenciales outliers y entender el mal ajuste de ciertas observaciones. Los estadisti-
cos de diagnostico fueron propuestos por Pregibon (Pregibon, |1981), y se calculan a partir
de patrones de covarianza. Varios software contienen estadisticos de diagndstico como lo son
los residuales Pearson y Deviance.

1.3. Regresion Logistica bivariable

La regresion logistica se puede extender para el caso en que se tiene una respuesta mul-
tinomial, en el caso de una respuesta bivariable donde se asume el caso en que dos variables
respuesta Y7 y Y5, cada una de ellas asumiendo dos posibles valores que corresponden a
asignaciones arbitrarias de una respuesta cualitativa, al ser relacionadas en una tabla de con-
tingencia con algunas covariables dan lugar a una combinacién que genera una respuesta
categdrica Y con J=4 categorias. Este modelo multicategdrico describe el Odds para los tres
pares de categorias generadas.

Sea m; (r) = P (Y =j | x) para un conjunto de valores de X (conjunto de variables
explicativas) con Z}]:1 7; (r) = 1. Para un conjunto de observaciones se toma el conteo
de las J=4 categorias de Y en cada subpoblacién como una multinomial con probabilidades

[m1 (x), ..., 74 (z)] = [mo0, T01, 710, 711]-El modelo tiene la forma:
g (WY Z o 4 px (1.9)
Ty (2) T

Se describe asi el efecto de X en los 3 logits generados. Los efectos varian de acuerdo
a la respuesta emparejada con la ultima categoria tomada como referencia. Las 3 ecuaciones
generadas determinan los pardmetros para los logits de otras categorias respuestas pareadas

(Agresti, [1996a):
() () () o

3
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McDonald (McDonald, |1993) estima los parametros de regresion logistica considerando
los datos binarios bivariados, con posibles diferentes covariables para cada observacion bina-
ria marginal y suponiendo que la correlacion entre las observaciones pareadas es una molestia
utilizando ecuaciones de estimacion de independencia (Independence Estimating Equation,
IEE), con varianza corregida. Este estimador asume que las respuestas son independientes
y estima via iteraciones, asumiendo que las ecuaciones normales cada vez se ajusta mejor a
la respuesta (Fitzmaurice, 1995). El estimador obtenido puede ser muy eficiente y robusto
comparado con el de méxima verosimilitud o el estimador de Liang y Zeger.

Schmidt y Strauss (Schmidt and Strauss, |1975) desarrollaron un modelo que se considera
una version de ecuaciones simultdneas del modelo logit multivariado, en el cual las variables
dependientes son cualitativas y puede ser estimado por maxima verosimilitud. Este modelo
estd disefiado para tratar la prediccion conjunta de dos variables cualitativas, donde cada una
puede tomar un niimero arbitrario de valores, pero no se limita a dos variables dependientes,
pueden considerarse mds variables, pero la funcién de verosimilitud se torna mas compleja a
medida que el nimero de variables incrementa.

Cessie y Houwelingen (Le Cessie and Van Houwelingen, 1994) consideran el modela-
miento de respuestas binarias correlacionadas donde las probabilidades de respuesta margi-
nales permanecen logisticas, consideran diferentes medidas de asociacion para la dependen-
cia entre las observaciones correlacionadas y para datos pareados correlacionados evaluan
la verosimilitud completa. Para un nimero arbitrario de de observaciones correlacionadas se
utiliza seudo-maxima verosimilitud para estimacion de los parametros.

Cengiz (Cengiz, 2005) analiza el caso especifico de modelos de regresion para respuestas
bivariadas tipo Bernoulli y los analiza usando enfoque bayesiano. Para la aplicacion de los
modelos de regresion logistica bivariada usando un enfoque Bayesiano, utiliza método de
cuadratura, aproximacion Laplace y muestreo Gibbs. Este enfoque da mejores resultados que
otros métodos como ecuaciones generalizadas estimadas.



Capitulo 2

Regresion Logistica Bivariable para
Tablas de Contingencia usando
Metodologia GSK

Para el analista de datos es comtin obtener informacion de interés donde se tiene dos va-
riables respuestas dicétomas Y] y Y5, y se quiere determinar la relacidon que existe entre estas
variables bajo unas condiciones especificas, que son las que determinan cierto estrato. Para
ilustrarlo se tiene el siguiente ejemplo: teniendo en cuenta la informacién recolectada en la
encuesta de calidad de vida del municipio de Medellin del afio 2011, donde se tiene informa-
cion de la posesion de vehiculos motorizados, es decir la posesion de moto y carro, por parte
de los hogares del municipio y se quiere relacionar estas dos variables con la disponibilidad
de garaje y un determinado estrato socioecondmico de los hogares, tenemos asi que MC'
corresponde a tener moto y carro, M C' tener moto Yy no tener carro, MC no tener moto y
tener carro y M C no tener moto ni tener carro. Una subpoblacién o estrato definido para este
ejemplo serian los hogares de estrato 1 y que no tienen garaje y se relacionarian las variables
categéricas como se muestra en la Tabla[2.1]

Moto

No Si
No | 62534 3667

Camo oo 1401 7

Tabla 2.1: Tabla de contingencia para posesion de vehiculos motorizados en el estrato 1 y sin
disponibilidad de garaje en el hogar

En muchas circunstancias hay informacién adicional sobre estas tablas 2 x 2, como es el
tener mas covariables cada una de ellas con diferente nimero de categorias. En la Tabla
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se ilustra la situacion para el caso del ejemplo de la posesion de vehiculos motorizados en la
ciudad de Medellin, donde se obtiene una tabla de contingencia 6 x 2 X 4, se generan para
este ejemplo 12 subpoblaciones o estratos, que corresponden a las posibles combinaciones
de los diferentes niveles para diferentes categorias de las covariables seleccionadas, para este
ejemplo la disponibilidad de garaje con 2 niveles y el estrato socioecondmico con 6 niveles.
A partir de esta tabla se puede obtener simultineamente informacion de todos los estratos
socioeconémicos y de aquellos hogares que disponen o no disponen garaje, relacionado con
la posesion de vehiculos motorizados.

’Garaje ‘ Estrato‘ MC ‘ MC ‘ MC ‘ C’M‘
1 62534 | 3667 | 491 | 75

2 92104 | 8964 | 2282 | 514
No 3 51027 | 6852 | 5192 | 824
4 5516 | 751 | 2179 | 277
5 1245 | 118 | 1596 | 170
6 174 16 913 8
1 340 45 19 )
2 983 153 | 214 | 41
S 3 2687 | 499 | 1309 | 255
4 1834 | 256 | 2213 | 296
5 1283 | 136 | 3200 | 244
6 235 15 | 1553 | 92

Tabla 2.2: Tabla de contingencia para posesion de vehiculos motorizados en el municipio de
Medellin segin la encuesta de calidad de vida de 2011.

Sean Y7 y Y5 dos variables respuesta, cada una de ellas asumiendo dos posibles valores
que corresponden a asignaciones arbitrarias de una respuesta cualitativa. Se puede obtener
asi 1a Tabla[2.3] una tabla 2 x 2, que relacionan a Y; y Y5, cada una con dos posibles categorias
una correspondiente a fracaso, 0 y otra correspondiente a exito, 1 . Cada celda de la tabla
representa la probabilidad de ocurrencia de dos de las categorias, una categoria de Y; y una
categoria de Y5, simultidneamente.

Teniendo en cuenta lo descrito en la Tabla se define w;? donde

= ¢ se refiere al estrato al que pertenece el sujeto.

= ¢ se refiere a la clasificacion en la tabla con respecto a la variable Y5 donde ¢ = 2
corresponde a la categoria 1 y ¢ = 1 a la categoria 0.

11



Yi

0 1
BT E
2 1 (4) (4) (4)
To1 T2 Mot
T

Tabla 2.3: Tabla de contingencia para Y7 y Y5

= [ se refiere se refiere a la clasificacion con respecto a la variable Y; donde [ = 2 corres-
ponde a la categoria 1 y [ = 1 a la categoria O.

(2)

Entonces 7rq§ es la probabilidad de que un sujeto del i-ésima subpoblacién este en la

g-ésima categoria de Y5 y la [-ésima categoria de Y;. Esto se puede reexpresar como una
multinomial con j = 1,2, 3,4 categorias donde j corresponde a una de las ¢ x [ posibles
combinaciones generadas por las categorias de las varibles Y] y Y5.

La Tabla se puede representar como se muestra en la Tabla 2.4, En ésta se puede
observar como se clasifican las unidades de la poblacién en I subpoblaciones o estratos, las
celdas contienen las probabilidades Wfl? donde se tiene en cuenta lo descrito para la Tabla

Subpoblacién | MA MA MA AM
1 myoomy omy o my
2 M omy  my T
3 T Ty
1 My omy oy
5 My Ty My
6 My Ty My
7 Mo oms my o my
8 R PO
9 T Ty My
10 T my m T
11 i)t
12 M my)

Tabla 2.4: Distribucién de Probabilidades para posesion de vehiculos motorizados en el mu-
nicipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011.
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2.1. Elementos basicos del Modelo

Se tiene que Y7 y Y5 al ser relacionadas en una tabla de contingencia con k variables re-
gresoras, cada una de ellas con un determinado niimero de categorias como se muestra en la
tabla[2.5]siendo I = P, x P, x --- x P}, combinaciones que corresponden a las diferentes
subpoblaciones como se muestra en la Tabla [2.6] donde P corresponde al nimero de cate-
gorias que tiene cada covariable y el subindice corresponde a la covariable a la cual pertenece
determinado P, siendo £ el niimero de covariables utilizadas y CI(DIZ) la ultima categoria de la

variable k.
Subpoblacion Categoria
X1 Xk;—l Xk 1 2 3 4 Total
I E—1 3 I T T 1
Cl( ) Clik ) C’lik) W%l) 7T£2) Wélz ﬂ%% 1
1 1 2 2 2 2
C§ ) Cy ) Cy ) 7T11) 77%2) 751 Too 1
1 k—1 k P, P, P P,
O Lol o | B |
L S ) B R R A
o Ll o |l plf e e |
1 k-1 k 2P 2P 2P 2P
O | AP R g g |
1 k-1 k i i i i
o e/ e il i CONE  RE / CON  VI I
1 k-1 k i+1 i+1 i+1 i+1
A e B ) P U U
1 k-1 k I I I I
01(31) e Cj(ﬁk,l) CI(Dk) 77%1) 7T§2) 7T§1) 7&2) 1

Tabla 2.5: Tabla de distribucién de probabilidades tedrica

Subpoblaciéon | 1 2 3 4 | Total
T T 1 T
e
2 2 2 2
2 Ty T Tor T
N R R
I I I I
I 7751) 752) Wél) 7T§2)

Tabla 2.6: Distribucion de probabilidades para / subpoblaciones generadas.
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Asi se tiene que la distribucién de la poblacion es conceptualizada como el producto de /
subconjuntos multinomiales, donde cada subpoblacion tiene el mismo nimero de categorias y
cada celda representa una combinacion determinada de atributos como se muestra en la tabla
Se tienen asi 4 categorias respuesta e / subpoblaciones con las siguientes restricciones:

m e,y 7wy >0 2.1)
A DO R U (2.2)

La muestra tomada de la poblacion puede ser representada como la Tabla[2.7]1a cual tiene
la misma estructura del modelo poblacional. El modelo asume que de cada subpoblacion se
toma una muestra aleatoria e independiente.Para el modelo poblacional se asume que cada
subpoblacién es independiente de las deméds subpoblaciones.

Subpoblacion | 1 2 3 4 | Total
i T T i

1 né% ng% nglz n%% ni
2 2 2 2

2 1y ”52 ”;1 D) n2

i n ) ns) nd | on
I I I I

I ”§1) ng2) ”51) né2) ny

Tabla 2.7: Tabla de muestras

A esta tabla se le ajusta un modelo multinomial para la ¢-ésima subpoblacién con la

funcién de masa de probabilidad

i i i i) @ i i i 1 )" i n{d i ng) i ng)
P (ngl)’ n§2)7 nél)’ n§2) |7T§1)7 7T§2)7 71-51)’ 71-é2)> = (z)' (z)' (z)‘ (l)l 71—%1) ' 7T§2) b ﬂ-él) - 7T§2) ”
Nq{ N
(2.3)

IRGPRUSIRUSIE

Las n; observaciones fijas de Y en la subpoblacién ¢ de X tienen distribucién de proba-
bilidad [ﬂ?,ﬂ? ), Wég)] = |:7T((]ZO), 7 2 71 los conteos n,(;) cong=12yl=1,2
satisfacen nﬁ? + n§2 + ngl) + n§2 = n; y como las muestras de los diferentes conjuntos de
X son independientes la funcién de probabilidad conjunta para todo el conjunto de datos es

el producto de funciones multinomiales y tienen la forma:
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! OISO RO R0

i i i i) (i i i i n; Q)" Q)" i)n i)"
P (ngl)v ngQ)v ngl)v ngQ) |7T§1)7 7752)7 W£1)7 71—;2)) = H (i)' (i)' (i)' (i)| 71—51) b 7T§2) b 7751) - 71-;2) -
i=1 1011102 o1 Mg -

(2.4)

i=1,2,...,1

2.2. Definicion del modelo

La tabla de contingencia generada con las dos variables respuesta para cada estrato o sub-
poblacidén y las k covariables se distribuyen segtin se muestra en la Tabla|2.6| y a partir de ella
se generan dos funciones f; y fs, dos funciones logit que estan relacionadas con las variables
binarias Y7 y Y5 que consideran los eventos de interés. Y; y Y5 generan 4 categorias en las
cuales puedo clasificar los individuos de cada uno de mis estratos, para ilustrarlo considere
los eventos de interés tener carro y tener moto, tener carro y no tener moto, tener moto y no
tener carro o no tener ninguno de los dos vehiculos, estas corresponden a las 4 categorias que
es lo que describe la Tabla La metodologia propuesta permite modelar la probabilidad
de éxito para cada variable de interes simultaneamente, para ello es necesario definir unas
funciones que tienen una distribucion bernulli con probabilidades de éxito distintas, donde:

™ (X) = P(W; = 1|X) 2.5)

7 (X) = P(W, = 1]X) (2.6)

Para ilustrarlo considere que se puede estar interesado en la probabilidad de que los ho-
gares tengan moto y carro y la probabilidad de que los hogares tengan carro, sabiendo que Y;
es la variable respuesta tener o no tener moto y Y5 es la variable respuesta tener o no tener
carro .

m (X) = P (W) = 1|X) = P (Tener moto y carro| X)
7o (X) = P (W3 = 1|X) = P (Tener unicamente carro| X))

Mie{i=1Y,=1}
{We} & {Y1=0,Y, =1}
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En este caso se tiene que para la ¢-ésima poblacion:

(X)) = 7l (2.7)

) (X) =7} (2.8)

Asi vemos que Wy y W5 son dos nuevas variables condicionadas a X que surge permi-
tiendo modelar la probabilidad de éxito de un evento especifico relacionado con mi tabla de
contingencia, ya que dicho evento puede involucrar combinaciones de las categorias del par
de variables Y; y Y, como se mostré en el ejemplo.

El modelo lineal paramétrico que relaciona las variables de interés con un conjunto de
covariables para cada subpoblacién es:

f=XB+e (2.9)

dénde f es la funcidn respuesta muestral.
Como se tiene un modelo con dos respuestas, asi f esta dado por:

— (1

L J2

donde fl(i) y fz(i) son las dos funciones respuestas generadas para la :-ésima subpoblacion
que van a ser modeladas linealmente. Como se va a trabaja el modelo logistico tenemos:

. (1) .
£9 — log (1 il m) — logit (ﬁ”) (2.10)

, 0 |
£9 — Jog 1 2| = logit <7r§”) 2.11)

A continuacién se presenta la definicion de la matriz de disefio y de los demés elementos

del modelo.
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2.2.1. Definicion de la matriz de diseno
Matriz de Diseno para un Modelo Naive

En el modelo Naive los coeficientes generados son validos tanto para fl(i) como para fQ(i)
lo cual lo hace un modelo no tan realista ya que genera las mismas probabilidades para ambas
respuestas, pero el real propdsito de su construccion es el que es un modelo auxiliar que me
va a permitir la construccion posterior del modelo general que es el modelo definitivo.

L L N LI LI e N I L o
1 O 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 O 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 O 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabla 2.8: Elementos de la Matriz de disefio X para un Modelo Naive
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Enla ecuaci(’)n la matriz X es una matriz de disefio de dimensiones 21 X <1 + Pl(l) —14---+ Pk(k) — 1) ,

/3 es un vector de pardmetros desconocidos de dimensién (1 + Pl(l) -1+ 4+ Pk(k) - 1) X
1y e se distribuye aproximadamente normal. La matriz de disefio puede contener informacion
del estrato o subpoblacién expresado en términos de la variable categdrica asociados con el
estrato o subpoblacion.

Para cada nivel de la variable X definimos una variable indicadora, es decir una variable
que toma el valor 1 para denotar la presencia de un atributo cualitativo y usa el valor 0 para
denotar la ausencia de este atributo, es decir si el nivel de la categoria considerada es o no
observada en una subpoblacién (Dutta, [1982). Sea la variable zf«k) donde 7 es el r-ésimo nivel
de una variable X conr =1,..., P, — 1y k se refiere a la k-ésima varible X tal que:

0 el nivel r para la covariable k£ no es observado
(k) —
zy =

1 el nivel r para la covariable k es observado

Los coeficientes del modelo para la variable indicadora 2 estan dados por 55”, donde

k hace referencia a la covariable X y r a la r-ésima categoria de esta covariable y el primer
componente del vetor es (3, . Se obtiene el vector de parametros 3

1 1 k—1 k 1 k 1 k
6,:[6(% () 7"'a6](31)_1)"'76£ )76 ) /BPk 1)_17"‘7 §)a a"')BPk 1

El vector de error € es

18



En el ejemplo de la posesion de vehiculos motorizados por parte de los hogares segin
la encuesta de calidad de vida del municipio de Medellin del afio 2011 aparecen las cova-
riables X; = estrato socioeconémico del hogar definido en los niveles 1,2, 3,4, 5y 6y
Xy = disponibilidad de garaje con dos niveles: si tiene garaje y no tiene garaje. Para cada ni-
vel de cada covariable se define una varible indicadora, por ejemplo para la covariable estrato
socioecondmico en el nivel estrato 1 se tiene:

0 No pertenece al estrato 1 socioecondmico.
2P = (2.12)
1 Pertenece al estrato 1 socioecondmico

Asi, cada nivel de cada covariable se convierte en una variable indicadora y se tiene como
nivel de referencia a el ultimo nivel para cada covariable, es decir para el caso de estrato so-
cioecondmico seria el estrato 6 y para el caso de la disponibilidad de garaje en el hogar seria,
el si tiene garaje. Se genera la siguiente matriz de disefo ilustrada en la Tabla

Bo
(1)
1
(2)
1
g= ¥ (2.13)
(2)
3
(2)
4
(2)
L ~5
El modelo para la i-ésima poblacion es:
10 = Bo+ B0 4 P 4 500 1 YD 1 BT 4 50+
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2 3
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0

e N e S e S e e e e S S e T T S S e g S G S T Y =
S O = = O O O O O O O O OO == OO o o O O
—_—_ 0 O O O O O O O o O =, = O OO o o o o o o

Tabla 2.9: Elementos de la Matriz de disefio X para un modelo sencillo en el Ejemplo vehicu-
los motorizados
Matriz de Diseno para el Modelo General

Para generalizar ya que el modelo Naive planteado genera las mismas probabilidades para
las respuestas f; y fo y se quiere determinar las probabilidades de manera independiente para
cada respuesta planteada, se debe considerar el modelo:

~

[=[00X]B+e (2.14)
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dénde O es una matriz de iguales dimensiones que la matriz de disefio construida para el
modelo Naive, cuyas columnas son iguales con respecto a sus elementos contenidos y tienen
la siguiente estructura:

0

1

0

1

0

1

Entonces la matriz O tendria la forma:

[0 0 0 ... 0]
1 1 1 o1
0 0 0 .0
O=1]11 1 .1
.0 ...0
11 ... 1 1

Esto permite hacer referencia a la primera o a la segunda respuesta. Al realizar el produc-
to Hadamard entre la matriz O y la matriz X, se produce la matriz de disefio para el modelo
general. Es importante aclarar que debido al surgimiento de nuevos parametros relacionados
con f, se debe introducir una notacién para distinguirlos, siendo asi 57@2) la notacidn estable-
cida, donde £ hace referencia a la covariable Xy, r a la r-ésima categoria de esta covariable
y el numero ’2 hace referencia a su relacién con fo.

Para ilustrarlo teniendo en cuenta el ejemplo de posesion de vehiculos motorizados en
el municipio de Medellin, un modelo pardmetrico mas realista que relaciona las variables de
interés con un conjunto de covariables da como resultado modelos diferentes para f; y fo.
La matriz de disefio X generada tienen en cuenta los parametros tanto para f; como para
f2, en este caso se generan en total 14 pardmetros. Los primeros 7 pardmetros se relacionan
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con la respuesta f; y para la segunda parte del modelo que
parametros restantes. . En forma mas general la matriz de di

se refiere a f5 se incorporan los 7
sefio para probabilidades distintas

de f1y f- esta dada por los nuevos parametros que surgen de una dicotomizacién ingresando

una variable indicadora que me indique si estoy trabajando con la respuesta 1 o la respuesta

2 como se muestra en la Tabla2.10I

e e e e e e e e e e e T e e e e e e T e e T e T e T e
et ek el el el el e e el e e em O O O O O O O O O O O
S O O O R P O O O O O O O OO OO - P, OO o O O Oowy

2 4
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
1 0
0 0
0 0
0 1
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
1 0
0 0
0 0
0 1
0 1
0 0
0 0

S O O O O O O O == O OO O oo o oo o = —=O0O
—_ O = O = O = O = O = O M= QO = O M O = O M= QO =
_0 = O = O = O = O = O O O O O O O O O o O O

—_—_ 0O O O O O O OO oo == O OO0 o oo oo

By Zgl) Z§2) R He) Zéz) B(()’z) z§1’2) z§2’2) 252,2) z§2’2) Z£2’2) es)
0 0 0 0 0 0 0

SO O O O OO OO R OO OO0 OO0 oo o —~=0o oo
=l ool e =N = >Neleleleleleolieolelell el eol ol =)

O O O O = O OO OO oo oo oo —~,0O 0o o oo
SO O P OO O O OO OO o000 =000 0o oo oo

— 0O 0000000000 —~0c0c0co0cocococoooolf

Tabla 2.10: Elementos de la Matriz de disefio X para un Modelo General en el Ejemplo

vehiculos motorizados

) (1)

Se tiene para fi: z§l
mo es el nivel de referencia para la primera variable, z§2
z§2’ = Estrato 3, zf) = Estrato 4, zéz) = Estrato S y zé2)

referencia para la segunda variable.
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= No dispone de garaje, 2z, ° = Sidispone de garaje , este ulti-

) = Estrato 1, zSQ) = Estrato 2,
= Estrato 6 la cual es el nivel de




1,2) (1,2)

Con respecto a fo: z§ ™ = No dispone de garaje , z, =’ = Si dispone de garaje , este ulti-
mo es el nivel de referencia para la primera variable, z§2 2 = Estrato 1, z§2’2) = Estrato 2,
z§2’2) = Estrato 3, zflm) = Estrato 4, zéz %) = Estrato 5 y 26 %) = Estrato 6 la cual es el

nivel de referencia para la segunda variable.

El vector de parametros (3 estaria dado por :

1 2 2 2 12 2,2) 2,2 2,2 2,2 2,2
B = 581", 87, 687, 80, 82, 8%, 67, 82, 802, 532, 602, 532, 82|

El vector de error € es
(EIe)) () _(4) n (D

6 6172,...7617627...761 ,62

El modelo para la i-ésima poblacion es:

FO = By + gD 4 g3 4 gD, 3 4 gD @ 4 g1 @) 4 g3, @) | )

A0 = (Bo+ 887) + (817 + 807) 20+ (B 4 32) 227
R ) 0 (4 ) 0 (£ £07)

+ <55 + 552 2 ) Zém) + ES)
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2.3. Estimacion del Modelo via GSK

En esta seccion se describe la estimacion del modelo propuesto via GSK (Grizzle et al.,
1969).

2.3.1. Formacion de funciones para la variable respuesta

La tabla [2.5| puede ser representada como un vector donde, los primeros 4 componentes
corresponden a la primera subpoblacion y asi hasta los Gltimos 4 componentes que corres-
ponden a la dltima subpoblacion I.LEste vector permite bajo ciertas operaciones generar la
funcion respuesta que permite modelar las variables categdricas bajo el enfoque GSK, asi se
tiene que:

Para definir las probabilidades para cada estrato o subpoblacién en términos de m (x) y
7o () el vector 7 se multiplica por una matriz A de dimensiones 4/ x 41 que es una matriz en
bloque y cuya estructura dependera del problema que se esté abordando. El resultado es un
vector 4/ x 1 en el cual cada 4 componentes aparecen las probabilidades de éxito y fracaso
en términos de 7 () y 7y (x) para cada estrato o subpoblacién:
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0]

A

@ (2.16)

1-— 7T§I)

)

i 1-— 7T§I)

Para ilustrar la construccion de la matriz A se considera el ejemplo donde se esta interesa-
do en la probabilidad de que los hogares tengan moto 7m; = P (Tener moto) y la probabilidad
de que los hogares tengan carro m, = P (Tener carro), de acuerdo a las ecuaciones generadas
para este caso especifico se tiene:

) (X) = mly + w5y 2.17)
(X)) = 7l + 7l (2.18)
01010000 00001 [ ] [ ad+ny ]
1 1
10100000 0000/ =Y T+ Ty
00110000 0000/ 50+ e
11000000 0000 ) D4 7l
00000T101 0000 r? 4 7
000010710 0000]|]| 72 4 7l
00000011 0000 ]| a2 |=| a2+
2 2
00001100 0000/ =2 72 47
000000O0O00O 0101 i W§2>+<>
12
000000O0O 1010 (12) PR
00000000 001 1 e 1D | (2
(00000000 110 0] ]| 212 4 (2
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e ][]
A el ] 1
) iy )
R I
D iy e
R
i
e | 1oa
WDl ||
Il I R
Al ||

e | [ 1o

Tomando el logaritmo componente a componente:

[ log (71'5”) ]
i 7r§1) ] log (1 — ng)
1— 7r§1) log <7T£1)
2 log (1 — Ty )
1-— Wé ) )
0 o (")
_ @ log (1 — 7"
1—m 0g 1
Q = log W(i)l = (0 (2.19)
2 : 0g | T
O
L= log (1 — 7T§ )>
(n :
T
e log (ﬂ”)
7T§I) log (1 - 751)
| 1= Wél) i log <7r§1)
log (1 — 7Té”>

Multiplicando por una matriz K, una matriz de dimensiones 2/ x 4/ tal que K premulti-
plicando a () de dimensiones 4/ x 1 genera el vector respuesta f :
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log (1 — 7r§1)>

log <W§1)>

log (1 — 7T§1)

N—

7

log <7r1 )
log <1 — ¥
log (W(i)

log (1 — W;i))

log (71'5”)

log <1 — 7T§I))

log (Wé”)

log (1 — 71'5[)

[ log <7r§1)> |

N—
L

27
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1))

log (7r
log <1 — 7r§1)>

log (W§1)>

log (1 — Wél)

log (w@)

log (1 — 7T1i)>

log <7r§i)>

log <1 — ﬂéi)>

log (ﬂ[))

log (1 — 7r§”>

log (77';[))

log (1 — Wél)

N———

N—
L

(2.20)



Un estimador de méxima verosimilitud para 7 es 7, donde:

(7) (%) (@) (2)
~(1) _ T ~(1) _ T2 ~ (1) _ M1 ~ (1) _ T2
1 g’ 12 g’ 21 T Yy 292 T

Con nﬁ), n%), ngl) Y nég) frecuencias observadas en la ¢-ésima subpoblaciéon y n; el

total de observaciones de la ¢-€sima subpoblacion (Grizzle et al.,|1969).

- 1 -
”(11)

C () ] e
7T11 12
sy D
~(1 n
ﬂél) nd)
(1) T
T2 )
~ (4) "g?

11 "
(i) n{y
A T2 “n;
T = » = i (2.21)
,ﬁ.(z) n(21)
21 -
(i) )
22 N2
. n
(I :
51) n(lll)
~ (I) n
P) )
(I Nz
21 "
(D) nsy
L T2 th
N2
L ny .

Los valores esperados de los estimadores para la :-ésima subpoblacién son:
() =28, B(i0) =0, B()=r y B(8) =
El analisis via GSK requiere estimar las varianzas y covarianzas de 7. Como cada subpo-
blacion corresponde una variable multinomial, para la ¢-ésima subpoblaciéon de una muestra

aleatoria de tamafio n; se tiene que las varianzas de los estimadores en la 7-ésima subpobla-
cidén son:

(2

i L @ i ~ (i L @ i ~ (i L i
var <ﬁ'§ )> = n—ﬂ%f (1 — 7T§1)> , var (7?8) = n—ﬂz) (1 — 7r§2)> , var (71'53) = n—ﬂ'él) (1 — ﬂéf)

y var (i) = 2nd (1 - 7))
1
En el caso de la distribucién multinomial, 1a matriz de covarianzas no es de rango comple-
to y frecuentemente requiere ser trabajada con una inversa generalizada (Tanabe and Sagae,
1992).Las covarianzas estan dadas por:

28



; i 1 i) (i i) A0
cov <W§1)7 7T§2)) = <_7T§1)7T§2)> , COU (7T§1)7 77—;1))
n.

7

Sea o
i
o)
"112

(1)
21
n;

(@)

70 —

L n;

USP!

S

La matriz de covarianza estimada en la i-ésima subpoblacion, es decir, para 70

(%)

W) (1-m)  —nidnl

ey 5,2 1| T A (1
ov (77) = = OO OMO
v 11 To1 T19 Mo
G —miysy

()

—m)

200
T2 21

1—7 (l)

) wé?

()

w0n80) o (30,78

)= (-

(2.22)

(@)

—T1 oo

70

=0

T2 Mo

=0

=0

o1 Ta2

ﬂég) <1 —

T

).

Luego Y; es una matriz en bloque diagonal de dimension 4/ x 4] con elementos cero

fuera de la diagonal principal:

S0
0 %
5 = :
0 0 )
0 0

Se define f como el estimador del vector f

— /\(1

KH)
>
—~
~
~

F(I)

£(I)
-y
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Entonces la matriz > i de covarianza de f es (Serfling, 2002) (Grizzle et al., 1969)):

Y= KDjpou AT A Dyt K (2.23)

lineal
Para funciones logaritmicas se tiene una matriz diagonal Dj;,eq; 41 X 41, con su diagonal

principal compuesta por a’;,que es la i-ésima fila de A:

adiym 0 ... 0

0 dyomr ... 0

Dlineal = . . .
0 0 a’417r

La matriz de covarianza estimada del vector de probabilidades estimadas para la ¢-esima

poblacion es:

) (1-40)  -ADA) —ARA) Al

o 1| Al AR(-al)  alm Alad

IR I Al A (1-40) Al
— 1775 #1375 —ia A (1-+2)

La matriz de covarianzas estimada para las / subpoblaciones sera:

[0 0 0
0 % 0 0
27? _ : A: :
0 0 > 0
: 0 0
0 0 0 S
La matriz diagonal estimada es:
a’lfr 0 0
~ 0 Cblgﬁ' 0
Dlineal — .
0 0 a'ym

Entonces la matriz estimada X ; de covarianza estimada de f es:

ASLA'D;L K (2.24)

lineal

ST o
Yy =KD
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2.3.2. Estimacion de parametros del modelo

Para el modelo f = X + ¢, dénde Var () = Sy € ~ AN (0, ;) el estimador via

minimos cuadrados ponderados de (3 el cual es un estimador BAN (best asymptotic normal)

es:
. . -1 .
B = (X’E?X) X' (2.25)
B es un estimador asintéticamente insesgado de 3 y es el valor que minimiza la ecuacion:
. L .
s(8) = (f-x8) £ (f - x8) (2.26)
La matriz de covarianzas de 3 es 4> Y su estimacion esta dada por:
. . —1
5, = (X’EJ?X) 2.27)
La estimacion de f denotada f * esta dada por:
fx=Xp (2.28)
Entonces la matriz estimada de varianzas y covarianzas de f+ denotada ¥ fi S
. . -1
= X(x8x) X (2.29)
Estos resultados son asintoticos (Agresti, [1996a), (Grizzle et al., [1969) y (Rao et al.,
2008).

2.3.3. Inferencia sobre el modelo

1.

Prueba Global Sobre el Modelo

La prueba global para el modelo tiene en cuenta todos los coeficientes que componen a B
excepto a By y 5(%’2). Se plantea la siguiente hipétesis:

1 k,2)=0
HO: :&):---:B(Pk_)l

H, = Al menos uno de los pardmetros 651), e ,5}]:3)1 < 0

L AN asintéticamente normal
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El estadistico de prueba esta dado por:

donde g es el rango de la matriz C'.

Para el caso del modelo completo en el ejemplo utilizado la matriz C' seria:

01 0000O0OO0OO0OO0OO0OO0GO0OO
00100O0O0O0OO0O0OO0OO0®O0O®O
000100O0O0OO0OO0OO0OO0®O0O
000010O0O0OO0OO0OO0OO0®O0O
0000O0O1TO0O0OO0OO0OO0OO0O®O0OO0
00000O0O1O0O0O0OO0OO0®O0OO
01 000O0O0O0O1O0O0OO0O0O®
001000O0O0OO0OT1O0O0O0O0
000100O0O0OO0OO0OT1O0®O0O0
000010O0O0O0OO0OO0OT1TO0®O
0000O0O1O0O0OO0OO0OO0OO0T1TO®O
0000O0O0O1O0O0O0OO0O0®O0T1

C

Para el caso en que solo se quiera evaluar f; la matriz C' es:

01 0000O0OO0OO0O0OO0O0O0O
0010O00O0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0OO
000100O0O0OO0OO0OO0OO0®O0OO
000010O0O0O0O0OO0OO0OO0®O0OO
0000O0O1O0O0OO0OO0OO0OO0®O0O®O
0000O0OO0O1O0O0O0OO0OO0®O0O

C

Para el caso en que solo se quiera evaluar f> la matriz C' es:

010000O0O0OT1TO0OO0OO0®O0O

001000O0O0OO0O1TO0O0O0O®O

000100O0O0OO0O0OT1O0®O0O
000010O0O0O0OO0OO0OT1TTO0O
0000O0O1O0OO0OO0OO0OO0OO0T1®O
0000O0O0OT1O0O0OO0OO0OO0¢O0T1

C
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2. Pruebas a Coeficientes individuales
Teniendo en cuenta que para el caso general f; y fs tienen probabilidades diferentes y se
generan coeficientes adicionales, se tiene que para f; se generan la parte inferencial similar
a la descrita para el modelo Naive. Por tanto esta seccion se centrara en la inferencia para

fo-

Para el caso de f5 la evaluacién de la significancia de cada pardmetro estimado teniendo
en cuenta que los coeficientes para esta parte del modelo son de la forma (6,@ + ﬁﬁk’z) )
que es el parametro asociado con la j-esima categoria asociado a la i-esima variable, se
debe generar asi un vector fila C' tal que C B sea el estimador del efecto de interés. Para
ilustrarlo teniendo en cuenta el ejemplo de vehiculos motorizados el vector asociado a

(504 517 e

C:[01000000100000]

La hipdtesis serfa:

Hy=p" 4+ 58 =0 j=1,2..,F—1
El estadistico de prueba es:
N /oo N s
(8) (¢5)  (¢B) ~xdy (2.30)

3. Intervalos de Confianza

Un intervalo de confianza para (5@ + Bﬁk’2)> esta dado por:

CB & Zay/CB5C (2.31)

donde C'X BC/ es la varianza estimada de C' B

4. Pruebas Individuales Sobre las Variables
Teniendo en cuenta lo mencionado en el modelo Naive y siguiendo con el ejemplo utili-
zado para el caso de f; se tiene la siguiente hipdtesis nula para X :

Hy: B =0

Entonces el vector /3 lo debo multiplicar en este caso por la matriz:

C:[Oloooooooooooo]
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Asi el estadistico de prueba esta dado por:

= (CB)' (CiBC’)_l(JB ~ ¥

Para determinar si X5 es significativa se plantea entonces la hipétesis nula:

Hy : 552) =
5 =0
i) =0
=0
@ _

Entonces el vector B lo debo multiplicar en este caso por la matriz:

0010000000O0O0GO0O
0001000000000 O
C=[00001000000000
00000100000O0GO0O
(0000001000000 O]

Asi el estadistico de prueba estd dado por:
2 2\ AT 2
2= (c,B) (0230 ) CB ~ %
Para el caso de f5 la hipétesis nula para X :

Hy: 1 + 517 = 0

Entonces el vector 3 lo debo multiplicar en este caso por la matriz:

02[01000000100000
Asi el estadistico de prueba esta dado por:
2 2\ AT 2
2= (05) (0230) CB ~ )
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Para f5 la hipétesis nula de X5 es :

Ho: B+ B2 = 0

B + 5 =0
?()2) n 5:52’2) —0
B+ 57 =0
g5+ B =0

Entonces el vector /3 lo debo multiplicar en este caso por la matriz:

001000O0O0OO0O1TO0O0O0O®O
000100O0O0OO0O0OT1O0®O0O
C=100001000O0O0O0OT1O0°0
0000O0O1O0OO0OO0OO0OO0OO0T1®O
1 00000O0T1TO0O0O0O0OO0O0T1]

Asi el estadistico de prueba esta dado por:

= (08) (08,¢') B~ v,

5. Pruebas de Contraste Sobre las Variables

Para f; y siguiendo con el ejemplo de posesion de vehiculos motrorizados tenemos que
para Xs:

H, - EQ) _ 52) _ 5352) _ 552) _ 59

En este caso C' es una matriz:

Oo01 -1 0 O O O0OO0OOOOD©OODOQO
C_0010—1000000000
1001 0 0 -1 0 00O0O0DO0OTO0O

o001 O O 0 -1 00O0DO0DO0OWVOTGOQO

4=Cp
Sy = C8;C



En este caso el estadistico de prueba esta dado por:

R N —1
X* = 7’(0250’> y~ Xy
Para f, tenemos que para X,:

Hy: B2 + %Y = P 4 g®2 = g» | g@2 _ g» | g2 _ g | g(2.2)

En este caso C' es una matriz:

001 -1 0 0 0 001-1 0 0 0
0_0010—1000010—100
“loo1 o0 0 -1 0 001 0 0 =1 0
001 0 0 0 —-1001 0 0 0 -1

¥ =0Cp

g:c%a

En este caso el estadistico de prueba esta dado por:
2 _ 0 S N\ T 2
X =7 (0230) Y~ X
AV -1 .
= (e8) (e,c) ~(0)

2.3.4. Interpretacion de los Parametros

La regresion logistica bivariable para tablas de contingencia tiene dos probabilidades de
interés 7 y 72 de acuerdo a lo establecido en las ecuaciones (2.5) y (2.6) y de acuerdo a ello
se construyen las variables respuesta como se establece en las ecuaciones (2.10) y (2.11).

El signo de los pardmetros representa una influencia negativa o positiva en la variable
dependiente en este caso es la influencia sobre el logit de W%Z) y 7r§l). Por cada unidad que in-

crementa la covariable el logit de 7 incrementa 3 unidades cuando la covariable es continua.

En general el término 7 se conoce como el Odds, el cual entrega el nimero de €xitos
por cada fracaso obtenido. Si el Odds es mayor a 1 implica que la probabilidad de éxito es
mayor a la probabilidad de fracaso. Si el Odds es igual a 1 la probabilidad de éxito es igual
a la probabilidad de fracaso y se el Odds es menor a 1 existe mayor probabilidad de fracaso.
Para variables no continuas como es el caso de aquellas que solo toman valores de 0 6 1 para
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el modelo de regresion logistica log (ﬁ) = [y + X, se tiene para el caso univariado:

siz =20 log(ﬁ)zﬁo
siz=1 log () =050+

Tomando diferencia de las anteriores expresiones se obtiene:

l T
°9 1—m

También se puede escribir como Odds Ratio (OR):

l T .y T
°d -7/ x4 9 1—m

En este caso general 3; es el log (OR) y OR = ¢, se puede interpretar como una medi-

g _ Lo (%)\

X=0 - log (E)‘X:()

da de riesgo donde se entrega el nimero de éxitos cuando X = 1 sobre el nimero de éxitos
cuando X = 0 por cada fracaso (Rao et al., 2008).

Al trabajar con variables indicadoras es importante tomar por cada variable un nivel de re-
ferencia, como ya se habia mencionado en este capitulo. La matriz de disefo se construy6 de
tal forma que permite trabajar cada nivel de cada covariable como una variable indicadora
Z,(k), el efecto promedio de los niveles de referencia puede ser percibido mediante 5, y cuan-
do las observaciones muestrales se refieren a una sola variable indicadora los pardmetros que
no estéan relacionados con estas variables se convierten en cero.

Para ilustrarlo tengamos en cuenta el ejemplo de vehiculos motorizados las cuales corres-
ponden a: disponibilidad de garaje (Si tiene y No tiene) con nivel de referencia es Si tiene

garaje y estrato socioecondmico (1,2,3,4,5 y 6) con nivel de referencia el estrato 6.

Asi se tiene para f:
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Zfl) = 1 No tiene garaje
= 0 Otro
Zél) = 1 Sitiene garaje
= 0 Otro
Z§2) = 1 Estrato 1
=0 Otro
ZéQ) = 1 Estrato 2
= 0 Otro
Z§2) = 1 Estrato 3
= 0 Otro
Zf) = 1 Estrato 4
= 0 Otro
ZéQ) = 1 Estrato 5
= 0 Otro
ZG(2) = 1 Estrato 6
0 Otro
Para fo:
A 51’2) 1 No tiene garaje
= 0 Otro
22(1’2) = 1 Sitiene garaje
= 0 Otro
Z§2’2) = 1 Estrato 1
0 Otro
Z§2’2) = 1 Estrato 2
= 0 Otro
Z?()2 D=1 Estrato 3
= 0 Otro
Z f’z) = 1 Estrato 4
= 0 Otro
ZéQ’z) = 1 Estrato 5
= 0 Otro
ZéQ’Z) = 1 Estrato 6
0 Otro
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Para el modelo mas general las respuestas f; y f; en el que se determinan las proba-
bilidades de manera independiente para cada una de las respuestas planteadas, estan dadas
por:

A T
fimtog (1) = ot 8020+ B0 24 67 204 50204 50204 50 2
1

f2=10g<1i2ﬂ_ ) — <5O+5(()12)>+(5 +ﬁ(12> 12)+<52)+5(22)> 7(2:2)
(5 +5(22> 22)+<5 + B2 ) (22)_|_< (2)+5422)> 7(22)
4 (@2) +ﬁ§2’2)> Zéz,z) L

Las funciones se puede interpretar como a continuacidn, nétese que este andlisis supone
la aditividad lineal de los coeficientes de las variables indicadoras. Para f; se tiene:

Si garaje + Estrato 6 E [f (71| X)] = 5o

No garaje + Estrato 6  E [f (71| X)] = fo + 69)
Estrato 1 + S garaje  E [f (71| X)] = fo + ﬁf)
Estrato 2 + Sf garaje  E [f (m| X)] = B + 5;2)
Estrato 3 + Sf garaje  E [f (71| X)] = Bo + 8%
Estrato 4 + Sf garaje  E [f (71| X)] = Bo + ﬁf)
Estrato 5 + Si garaje  E[f (m|X)] = fo + @9

No garaje + Estrato 1 E [f (m] X)] = 8o + A + g?
No garaje + Estrato 2 E [f (m| X)] = o + BP + ,3§ )
No garaje + Estrato 3 E [f (m| X)] = Bo + 5@ + 5§2)
No garaje + Estrato4  E [f (m| X)] = fo + 6§1) + 54(‘2)
No garaje + Estrato 5 E [f (7| X)] = 5o + 59) + 59
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Para f; es:

Si garaje + Estrato 6 E [f (m2| X)] = B + B(()Q)

No garaje + Estrato 6 E [f (m2| X)] = (8o + 87 ) + (82 + p*?

Estrato 1 + S garaje  F [f (m2| X)] = (8o + 5(()2) + 5 + 3(2 ?)

Estrato 2 + S garaje  E [f (m| X)] = (fo + 5(()2) + 5 + 5(2 &

Estrato 3 + S garaje  E'[f (ma| X)] = (8o + 562) + 5 + 5(2 ?

Estrato 4 + Si garaje  E'[f (ma| X)] = (8o + 5(()2) + 5 + 5(2 2)

Estrato 5 + Si garaje  E'[f (ma| X)] = (8o + 5(()2) + 5 + 5(2 2

No garaje + Estrato 1 E [f (me| X)] = ( fo + 5(()2) + 5 + 5(1 )+ 5 + 5(2 ?
No garaje + Estrato 2 E [f (me| X)] = ( fo + 5(()2) + 51 ﬁ(l D) ¢ 52 + 3(2 ?)
No garaje + Estrato 3 E [f (ma] X)] = (fo + 5(()2) + 5§ + 5(1 ) + 53 + 5(2 2
No garaje + Estrato 4 E [f (w2 X)] = (o + 5(()2) + 5§ 5(1 ) 4+ 54 + 5(2 ?)
No garaje + Estrato 5 E [f (me| X)] = ( Bo + 5(()2) + 5§ + ﬁ(l ) + 55 + 3(2 ?

Cada valor de la variable indicadora indica una traslacion paralela de la linea de regre-
sion, puesto que afecta el intercepto manteniendo constante la pendiente. Asi las variables
indicadores tienen impacto solamente en el nivel de la variable dependiente, representado
por el intercepto de la ecuacion (Dutta, |1982).
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Capitulo 3

Analisis de Residuales y Diagnoésticos

3.1. Residuales en el Modelo GSK

Para el modelo GSK se pueden definir los residuales para la funcién de la respuesta y la
tabla original de conteos. Los residuales han sido utilizados en el anélisis de datos categori-
cos para determinar valores atipicos de celdas. Estos valores atipicos nos dan indicios de la
calidad del modelo que queremos ajustar a la tabla de contingencia.

En general para estos modelos como se habia definido en el capitulo 2, B es el estimador
de §y X5 es la matriz de varianzas y covarianzas de j:

~ R -1 R .
b= (XX) x5
A PSS —1
55 = (X571X)
Los residuales se definen como la diferencia entre los valores observados de f denotados
f y los ajustados denotados f *:

~ ~

e=f— fx (3.1)

La matriz de varianza y covarianza de los errores seria (Agresti, |1996a):

~1
;- X(X’Z;1X> X' 3.2)

La matriz de varianza y covarianzas estimadas para el error es:
“ “ —1
S X (X’Z?X) X' (3.3)
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3.1.1. Residuales para la Respuesta

Los residuales para la respuesta son la diferencia entre los valores observados de f deno-
tados f y los ajustados denotados fx*, también llamados residuales crudos. Asi se tiene que
é; es el t-ésimo elemento del vector é:

& = fr— f*, (3.4)

r, = ft - f*t
s.e <f>|<t>

donde, f *, corresponde al t-ésimo elemento del vector predicho por el modelo y ft es el

(3.5)

t-ésimo elemento observado. Cada subpoblacion genera dos residuales, por tanto, el nimero
de residuales generados sera 1° = 2/, se tienen asi los residuales para los bloques de obser-
vaciones.

Estos residuales son la desviacion entre las f observadas y las f ajustadas 6 una medida
de la variabilidad de la variable respuesta que no explica el modelo ajustado.

Un residual psesudo estandarizado para el ¢-ésimo elemento del vector predicho por el
modelo serfa:

S e i)
sz(f ) ¢ \/d_ t
t

donde d; es el t-ésimo elemento de la diagonal principal de la matriz Se.

(3.6)

3.1.2. Residuales para la Tabla

Teniendo en cuenta que el modelo genera un f que no es la probabilidad de las tablas si no
una funcién de dichas probabilidades sobre las muestras, se debe reconvertir estas funciones
f en las probabilidades de la tabla.

Como se habia mencionado en el capitulo 2 se tienen dos funciones con distribucién binomial
y probabilidades de éxito distintas denotadas 7, y 7, para la i-€sima subpoblacion se tiene :

w0 = £ (70,79, 480, #0)

7%2 =g (ﬁ'ﬁ),ﬂ'%), Aél)ﬂ%é;))
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Obteniéndose pares de residuales para cada celda, cada uno correspondiente a los dos
modelos ajustados .

Como se habia establecido en el capitulo 2 tenemos que para la i-ésima subpoblacion:

(2) (%) (2) (4)
~(1) _ T ~(1) _ T2 ~ () _ a1 NORL
v = T = T = — T =

11 n; 12 n; 21 T Y 29 T

Se tiene de la primera probabilidad de éxito el logit de 7 y el logit de 5, el cual es
el modelo propuesto, donde 7% y %5 son las probabilidades obtenidas a partir del modelo
estimado:

~

logit (%) = X'

logit (7%5) = X'3

Entonces haciendo la transformacion inversa tenemos:

eX'8
T = ————= (3.7)
14 eX'8
. X'
Thy = ———— (3.8)
1+eX'8
Los i-ésimos residuales para 7; y 75 en la i-€sima subpoblacién serian:
ri) = a —dxy (3.9)
r® =70 — sl (3.10)

Como 7, y 79 tienen distribucion binomial un residual pseudo estandarizado seria:

(i) _ ﬂi) - ﬁ*gi)

r
pﬂ—l fr*gi) (1—7?*@)

ng

() ﬁgl) - ﬁ*éz)

e ) (1-7")

ng
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3.2. Diagnésticos

Remover y adicionar unidades de observaciones (o individuos) de una de las celdas en la
tabla de conteos considerada es otra manera de establecer la robustez del modelo. Después de
remover o adicionar observaciones se estima nuevamente el modelo, si al remover unas pocas
observaciones de las celdas nos deja como consecuencia el rechazo del modelo podriamos
pensar que el modelo no es robusto. Teniendo en cuenta esto el método propuesto busca de-
terminar la contribucién de las observaciones en el modelo por adicién o remocidn de estas en
una celda de la tabla de contingencia mientras las demds celdas permanecen constantes.Este
proceso se repite por cada celda.

El objetivo del método es identificar la influencia de la celda j de la subpoblacion ¢ cuan-
do se han removido s observaciones de esta celda en la estimacion del parametro 6 mediante
una diferencia o cambio con respecto al modelo que contiene todas las observaciones. Es im-
portante aclarar que este pardmetro # en esta seccion hace referencia a un valor del estadistico
de prueba, a un valor p para una prueba de hipotesis, a un valor de un parametro del modelo
(es decir uno componente de ) o a una prediccion como se describira posteriormente con
mas detalle(Correal, [2017).

De manera general tenemos que AY y Ai) son los cambios sobre del pardmetro ¢ remo-
(@)

viendo o adicionando s individuos del la categoria j de la subpoblacion 7 con s < n;

A g g (3.11)
A =0, a.12)

Donde:

] éj(% es el valor del pardmetro 6 evaluado que tiene en cuenta todas los individuos del la

categoria j de la subpoblacion 7.
5(1)
" 03’7—5
de la subpoblacion .

es el valor del pardmetro # evaluado removiendo s individuos del la categoria j

o

Jits
de la subpoblacion .

es el valor del pardmetro ¢ evaluado adicionando s individuos del la categoria j

De acuerdo a lo anterior se pueden definir los cambios relativos de la siguiente manera:

4(7) H (%)

A _ 0,2 — 0o
Rel— A1)
j70

(3.13)
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) _ 4w

AGy), = e 0 (3.14)

(i)
9]70
Ya definido el concepto general, en las siguientes subsecciones se aplica dicho concepto

para diferentes propuestas que podrian ayudar evaluar la robustez del modelo teniendo en
cuenta diferentes pardmetros 6.

3.2.1. Efecto en el Test Global

El efecto en el test global se basa en los valores Chi cuadrado obtenidos para la prueba
global sobre el modelo definida en el capitulo 2 seccion 2.3.3 numeral 1. Se tiene en cuenta
asf la siguiente notacion:

] X?\“:Chi cuadrado calculada para el modelo ajustado utilizando todas los individuos.

= X3, (if)—s" Chi cuadrado calculada para el modelo ajustado removiendo s individuos
de la categoria j de la subpoblacion 7

= X3, (i) s: Chi cuadrado calculada para el modelo ajustado adicionando s individuos
de la categoria j de la subpoblacion .

Una medida de sensibilidad de la bondad de ajuste para el modelo GSK, teniendo
en cuenta el cambio de la chi cuadrado ya sea adicionandoA; ; ;) 1,2 © quitando

individuos Ay (; jy,—sy2 individuos de la categoria j de la subpoblacién i es:

—sx

At i) —sx® = Xa(i.j)—s — X210 (3.15)

AM,(@'J)#SXQ = X%W,(i,j)ﬁrs - X?\/[,O (3.16)

El cambio relativo estaria dado por:

2 2
XM i g),—s ~ X0 Awrig),—sx?
ARelyg (i) -z = —0 = =D (3.17)
XM,0 XM,0

2 2
XM (i) s ~ XMO DM i) +sx2

2 2
XM,0 XM,0

ARGZM7(i,j),+SX2 = (318)

Estos cambios también podrian trabajarse no con el valor de la chi cuadrado sino con
el valor p para la prueba del test global como se indica a continuacién, donde P indica
el valor p para cada chi cuadrado definida anteriormente:
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Apariy—sz = P (X .5)-s) — P (X3r0) (3.19)

)

Apigyrse = P (Xrig)es) — P (Xaro) (3.20)

_ P (X?\J,(i,j),—s) - P (X?\J,O) _ ApM7(i’j)7_SX2
- P (Xiro) P (Xiro)

P (Xﬁ%(i,j)#s) — P (o) _ AParig) s
P (X?w,o) P (X?\/],O)

ApRelM,(i,j),+SX2 - (3.22)

3.2.2. Efecto en un Test especifico
Para la prueba de hipétesis Hj : ﬂﬁk) = ( se tiene que:

° pﬁﬁk)(i,j)pxz es el valor p calculado para la prueba de hipotesis ajustando el mo-
delo utilizando todas los individuos.

° pﬂ,@ (i.j),—sx2 ©8 el valor p calculado para la prueba de hipotesis ajustando el mo-
delo removiendo s individuos de la categoria j de la subpoblacién i.

o pp" (i.j),+sx2 €8 €l valor p calculado para la prueba de hipétesis ajustando el mo-

delo adicionando s individuos de la categoria j de la subpoblacion .

Los cambios se calculan de igual manera que se hizo para el test global, es importante
tener en cuenta que tambien se puede hacer el cambio para el valor chi cuadrado.

3.2.3. Efecto en los Parametros

Sea:

. Bﬁk )(i, j),0 €l coeficiente estimado de Bﬁk) utilizando todos los individuos.

° ﬁﬁ )(i’ j),—s €l coeficiente estimado removiendo s individuos de la i-€sima subpo-
blacion de la j-ésima categoria.

° ﬁﬁ )(i j)+5 €l coeficiente estimado adicionando s individuos en la i-€sima subpo-
blacién de la j-ésima categoria.
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Los cambios para los pardmetros del modelo removiendo y adicionando indivi-
duos de una celda especifica de la tabla de contingencia y los cambios relativos
estan dados por:

(k) — Bk _ alk)
ABT (i»j)yfs_ﬂr‘ (4,9),—s 57" (4,4),0 (323)

(k) _ nk) k)
ALY s = P tigyas = B (a0 (3.24)

(k) (k) (k)
— ﬁT (i,j),—s B ﬁ?" (i,j),O _ Aﬂr (i,j),—s

(k)
ARelB™ ; 5y 0 = (3.25)
Br i Br
T (4,4),0 T (4,9),0
8 s = B wino _ DBy
(k) _ (4.4),+s (4,9),0 _ (6.4),+s
ARl j) s = @) =T (3.26)
T (49),0 T (4.4),0

3.2.4. Grafico de Diagnésticos

El grafico de diagnoésticos es simple, se gréfica el niimero de observaciones re-
movidas o adicionadas vs.el estadistico de interés, permite detectar cuales celdas
pueden tener mds efecto en el modelo propuesto y el peor de los casos seria que
se removiera solo una observacion y el modelo sea rechazado.
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Figura 3.1: Grafico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 1 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.2: Gréfico de diagnodsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-

tadistico de interés para la subpoblacion 2 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados

en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.3: Grafico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-

tadistico de interés para la subpoblacion 3 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados

en el municipio de Medellin segin la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.4: Gréfico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 4 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segin la encuesta de calidad de vida de 2011

51



Cambio beta(0) Cambio beta(0)

8
@
& 8
7 -
&
&g
¢ 5
° o
g % g 8
8 < 8 8
© =
2 | o
2 A
v
3
g &7
&
T T T T T T T T T T
10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
Nro. obs. adicionadas Nro._ obs. adicionadas
(a) Celda 5,1 (b) Celda 5,2
Cambio beta(0) Cambio beta(0)
8 g
8 E
©
<
g ) w
- < 4
. @
5 <
& -
I
=4 o o
£ £ i
(o] o °
~
Q
o |
3
® 3
7 A
©
=] Ir:}
o | 9
© T T T T T ] T T T T T
' 10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
Nro. obs. adicionadas Nro. obs. adicionadas
(c) Celda 5,3 (d) Celda 5,4

Figura 3.5: Gréfico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 5 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011

52



Cambio beta(0) Cambio beta(0)

3
&
- w
=3
&
- &
5 8
& - @ 7
2 <
©
s 5 8
4 5 B
5 8
& 3
b v
8
4 &
8 8
&8 7 2
T T T T T T ' T T T T T
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
Nro. obs. adicionadas Nro. obs. adicionadas
(a) Celda 6,1 (b) Celda 6,2
Cambio beta(0) Cambio beta(0)
8 |
@
~
g | o
& g A
&
o 8 o % 4
£ i g
o S
8
g &
&
8
74
b
8
7 4
b T T T T T T T T T T
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
Nro. obs. adicionadas Nro. obs. adicionadas
(c) Celda 6,3 (d) Celda 6,4

Figura 3.6: Gréfico de diagnodsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 6 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segin la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.7: Gréfico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-

tadistico de interés para la subpoblacién 7 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados

en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.8: Gréfico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-

tadistico de interés para la subpoblacion 8 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados

en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.9: Gréfico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 9 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.10: Grafico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 10 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.11: Grafico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 11 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011
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Figura 3.12: Grafico de diagndsticos removiendo y adicionando observaciones contra el es-
tadistico de interés para la subpoblacion 12 en el ejemplo posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin segtn la encuesta de calidad de vida de 2011
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Capitulo 4

Programa en R para Regresion
Logistica Bivariable para Tablas de
Contingencia usando Metodologia
GSK

4.1. Funciones Auxiliares

Dentro de la funcién principal hay una serie de funciones auxiliares que permi-
ten generar los elementos necesarios para calcular los resultados de interés, estas
funciones se describen a continuacion:

o La funcién crea.bloque permite crear una matriz en bloque a partir de dos
matrices:

crea.bloque<-function (matl, mat?2) {
nfl<-nrow (matl);ncl<-ncol (matl)
nf2<-nrow (mat2) ;nc2<-ncol (mat2)
matl<-cbind (matl,matrix (0, nrow=nfl, ncol=nc2))
mat2<-cbind (matrix (0, nrow=nf2, ncol=ncl), mat2)
matdef<-rbind (matl,mat2)
return (matdef) }
o Lafuncidn ceros.a.S corrige los ceros en 0,5. Esta correccion es cominmente
utilizada en andlisis de tablas de contingencia (Agresti, 1996b) (Upton,|1978)
(Hanley, |1983)).

ceros.a.b5<—-function (Tabla) {
Nro.col<—ncol (Tabla)
if (any (Tabla==0) ) Tabla<-matrix (ifelse
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(as.vector (Tabla)==0,0.5,Tabla),ncol=Nro.col)
return (Tabla)

}

o La funcién identidad permite construir una matriz diagonal con k£ elementos
iguales a 1 en su diagonal principal (tambien puede utilizarse la funcién diag
existente en ).
identidad<-function (k)diag(rep(1l,k))

o La funcién bloque permite construir una matriz donde su primera fila esta
compuesta de ceros y debajo se adiciona una matriz diagonal con k elementos
iguales a 1 en su diagonal principal.
bloque<-function (k) rbind (0, identidad (k))

o La funcidn repita toma dos matrices apartir de las cuales se genera una nueva
matriz de mayor dimension. La primera matriz aparece en las primeras co-
lumnas y la segunda se adiciona ocupando las ultimas columnas de la nueva
matriz generada. Cada fila aparece repetida £ veces una debajo de la otra.
repita<-function (X, X2, k) {
temp<-NULL
for(i in l:nrow(X))temp<-rbind (temp, cbind
(matrix (rep (X[i, ],k),ncol=ncol (X),byrow=T),X2))
return (temp)

}

4.2. Matriz de Diseno

matriz.diseno<-function (nro.vars,niveles) {
niveles<-niveles-1

templ<-bloque (niveles[nro.vars])

for(i in (nro.vars-1):1) {

temp2<-bloque (niveles[i])
templ<-repita (temp2, templ, nrow (templ))

}

temp<-cbind (1, templ)

temp<-temp[rep(l:nrow (temp),each=2), ]
indi<-matrix (rep(c(0,1),nrow(temp)/2),ncol=1)
temp2<-NULL

for(ii in l:ncol (temp)) temp2<-cbind(temp2, indi)
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return (cbind (temp, tempxtemp?2) )
}

4.3. Ingreso de los Elementos de la funciéon Princi-
pal

Para ilustrar el ingreso de los elementos de la funcion principal se utiliza la tabla
de contingencia [2.2] referente a la posesion de vehiculos motorizados en el muni-
cipio de Medellin segun la encuesta de calidad de vida de 2011.

Para este ejemplo la tabla de contingencia /N se ingresa como:

N<-matrix(c(62534,3667,491,75,
92104,8964,2282,514,
51027,6852,5192,824,
5516,751,2179, 277,
1245,118,1596, 170,
174,16,91 ,8,
340,45,19,5,
983,153,214,41,
2687,499,1309,255,
1834,256,2213, 296,
1283,136,3200,244,
235,15,1553,92) ,ncol=4,byrow=T)

El bloque principal de la matriz A para el caso donde se esta interesado en la
probabilidad de que los hogares tengan moto, Ecuacién y la probabilidad de
que los hogares tengan carro, Ecuacion [2.18] esta dada por:

A<-matrix(c(0,1,0,1,
1,0,1,0,
0,0,1,1,
1,1,0,0),ncol=4,byrow=T)

y finalmente se designa el nimero de estratos,nimero de variables, nimero de
niveles y defino la matriz de disefio X:

Nro.Estratos<-12
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nro.vars<-2

niveles<-c (2, 6)

X<-matriz.disefo(2,c(6,2))

4.4. Funcion principal

La funcién principal genera los estimadores de los pardmetros, las matrices de
varianzas y covarianzas, los residuales pseudo estandarizados y las pruebas chi
cuadrado para los pardmetros. Esta funcion tiene como elementos. Se requiere
cargar la libreria MASS:

o N: Es la tabla de contingencia
o Nro.Estratos:Es el nimero de subpoblaciones

o A: Es el bloque representativo de la matriz A, este esta definida por el usuario
de acuerdo al problema que quiera resolver

o X: Es la matriz de disefio

A continuacion se incluye el programa y dentro de €l se describe el propdsito de
cada paso a realizar:

logistica.bivariable<-function (N,Nro.Estratos,A, X,nro.vars,

niveles, alpha, imprimir.inter=T) {

# Construccidén de la matriz A en bloque a partir de la introduccidn
# del blogque principal (Elemento A de la funcidn)

A<-kronecker (identidad (Nro.Estratos),A)
#Convertir la matriz N en un vector
N<-matrix (t (N),ncol=1,byrow=F)

# Convertir los ceros que puedan haber en la matriz N a 0.5

# usando la funcion auxiliar ceros.a.b
N<-ceros.a.5(N)

#calcular el vector pi-gorro
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donde.voy<-0
for(i in 1:Nro.Estratos) {

identifica<-c(’Estrato ', 1)
print (identifica)

temp<-N[ (donde.voy+1l) : (donde.voy+4) ]
print (' Frecuencias de la subpoblacidn’)
print (temp)

donde.voy<-donde.voy+4

n.temp<-sum(temp)
probab<-matrix (temp/n.temp,ncol=1)
templ<—- probab%$x%t (probab)

temp2<-diag (as.vector (probab))
varcov.p<- (temp2-templ) /n.temp

print ("p estimado del estrato’)

print (t (probab))

print ("Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato’)
(

print (varcov.p)
if (i==1) {
varcov.grande<-varcov.p
prob.grande<-probab
}
else({
varcov.grande<-crea.bloque (varcov.grande, varcov.p)

prob.grande<-rbind (prob.grande, probab)

#Calcular el vector Axpi-gorro
Pilis<-A%$x%prob.grande

print (‘pis’)

print (pis)

n.temp<-nrow (pis)
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pis.exitos<-pis[2*(1l: (n.temp/2))-1,]

#calcular log (Axpi-gorro)
log.pis<-log(pis)

#Construccidén de la matriz K
K<-matrix(c(1,-1,0,0,0,0,1,-1),nrow=2,byrow=T)
K<-kronecker (identidad (Nro.Estratos), K)

print ("K’)

print (K)

#Calcular f-estimado
f<-K%x%log.pis
print (£ de interés’)

print (f)

# Calcular (Axsigma pi-gorroxA’)

var.cov.pis<-A%$*%varcov.grande%$*%t (A)

#Calcular de matriz D-lineal
Di<-diag(l/as.vector (pis))
print ("Di’)

print (Di)

# Cdlculo de la matriz de varianzas y covarianzas Sigma f gorro
var.cov.f<-K%*%$Di%$x%var.cov.pis%*3$Di%$*%t (K)
print ("var.cov.f’)

print (var.cov.f)

# Calcular los betas utilizando inversa generalizada y

# matriz de varianzas y covarianzas del modelo

temp<-solve (t (X) $*x%ginv (var.cov.f) $*x%X)
f

o\

beta<-temp%*%t (X) $*%ginv (var.cov.f) %%
print (" Betas estimados’)

print (beta)

Sigma.beta<-temp

print ("Matriz de varianzas y covarianzas del modelo’)

print (Sigma.beta)

#calcular f=*
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f.gor<-X%*%beta
print (" £f.gorro’)
print (f.gor)

# Calcular matriz de varianzas y covarianzas de fx version nueva
B<-X%*%solve (t (X) $x%ginv (var.cov.f) $x%X) $+x%t (X) $*x%ginv (var.cov.f)
Sigma.f.asterisco<-B%*%var.cov.f%*%t (B)
print (" Sigma de las predicciones (fx)new’)

print (Sigma.f.asterisco)

# Calcular los residuales crudos de f

res.f<-f-f.gor

print (" Residuales del Modelo’)

print (res. f)

#Matriz varianzas covarianza error
filasB<—-nrow (B)

Id4<-diag(filasB)

U<-Id4-B
var.cov.e<-U%x%var.cov.f%*%t (U)
print ('var.cov.e’)

print (var.cov.e)

# Calcular los residuales pseudo estandarizados de f

seudo.res.std<-res.f/sqgrt (diag(var.cov.e))
print (' seudo.res.std’)

print (seudo.res.std)

# Calcular los residuales de las probabilidades
pis.pred<-exp (f.gor)/ (l+exp (f.gor))
res.pis<-pis.exitos-pis.pred

print (' res.pis’)

print (res.pis)
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# Calcular los residuales de las probabilidades

#pseudoestandarizados
res.pis.est<-res.pis/sqgrt (pis.pred=* (1l-pis.pred) /Nro.Estratos)

print (' res.pi.est’)

print (res.pis.est)

#Contrastes#########H# 4 #4444 H 44 HHHHHSH RS HEHHHSHSS
# Contrastes para fl

if (any (niveles>2)) {

for(i in l:nro.vars) {

if (niveles[i]>2) {

filas.con<-niveles[i1]-2
# Si la matriz de disefio no tiene incluido el intercepto use...
# Con<-matrix (0,ncol=ncol (X),nrow=filas.con)
# Si la matriz de disefio tiene incluido el intercepto use...

Con<—matrix (0, ncol=ncol (X),nrow=filas.con)

finaliza<-l+sum(niveles[1l:1]-1)

inicia<—-finaliza- (niveles[1]-1)+1

Con[l:nrow(Con),inicial<-1

for(j in l:nrow(Con))Con[j,inicia+jl<- -1

mi.chi<-t (Con%$*%beta) 3+%$solve (Con%*$Sigma.beta%s*%t (Con)) $*x%Con%*%b
gl<-nrow (Con)

valor.p<-pchisg(mi.chi,gl,lower.tail=F)

print (' Variable...’)
print (i)
print ("Matriz de contrastes’)
print (Chi.obs..... Grados de libertad....Valor-p’)

print (c(mi.chi, gl,valor.p))

(’

(

(
print (Con)

(

(c(

} # Fin if
} # for i

} #fin if any

# Contrastes para f2
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if (any (niveles>2)) {

for(i in l:nro.vars) {
if (niveles[1]1>2) {

filas.con<—-niveles[1i]-2

Conl<-matrix (0,ncol=ncol (X)/2,nrow=filas.con)

finaliza<-l+sum(niveles[1l:1]-1)
inicia<-finaliza- (niveles[i]-1)+1
Conl[l:nrow(Conl),inicial<-1

for(j in l:nrow(Conl))Conl[j,iniciat+j]l<- -1

Con2<-matrix (0, ncol=ncol (X)/2,nrow=filas.con)
finaliza2<-1l+sum(niveles([1l:1i]-1)
inicia2<-finaliza2-(niveles[i]-1)+1
Con2[l:nrow(Con2),inicia2]<-1

for(j in l:nrow(Con2))Con2[j,inicia+j]l<- -1

Conf2<-cbind (Conl, Con2)

mi.chi2<-t (Conf2%x%beta) $*%solve
(Conf2%x%Sigma.beta%s*%t (Conf2) ) %$+x%$Conf2%x%beta

gl2<-nrow (Conf2)

valor.p2<-pchisg(mi.chi2,gl2, lower.tail=F)

print (' Variable...’)
print (i)
print ("Matriz de contrastes’)

print (Chi.obs..... Grados de libertad....Valor-p’)

(r
(

(
print (Conf2)
(
print (c(mi.chi2,gl2,valor.p2))

} # Fin if
} # for 1

} #fin if any

#Pruebas individuales sobre las variables

#Pruebas individuales para las variables fl
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for(i in l:nro.vars) {

filas.cv<-niveles[i]-1

Cv<-matrix (0, ncol=ncol (X),nrow=filas.cv)

finalizav<—-l+sum(niveles[1:1i]-1)
iniciav<—-finalizav—-(niveles[i]—-1)+1

for(j in l:nrow(Cv))CvI[j,iniciav-1+j]<-1

mi.chiv<—-t (Cv%+x%beta) %$*x%$solve
(Cvsx%Sigma.beta%*%t (Cv) ) $x%Cvs+xSbeta

gl<-nrow (Cv)

valor.p<-pchisg(mi.chi,gl,lower.tail=F)

print (' Variable...’)

print (i)

print ("Matriz de Pruebas individuales sobre las variables’)

print (Cv)

print (Chi.obs..... Grados de libertad....Valor-p’)

print (c (mi.chiv,gl,valor.p))

} # for 1
#Pruebas individuales para las variables f2

for(i in l:nro.vars) {

filas.cv<-niveles[i]-1

Cvl<-matrix (0, ncol=ncol (X)/2,nrow=filas.cv)
finalizavl<-1l+sum(niveles[1l:1]1-1)
iniciavl<-finalizavl-(niveles[i]-1)+1

for(j in l:nrow(Cvl))Cvl[j,iniciavl-1+3]<-1
Cv2<-matrix (0, ncol=ncol (X)/2,nrow=filas.cv)
finalizav2<-l+sum(niveles[1l:1]-1)
iniciav2<-finalizav2-(niveles[1]-1)+1

for(j in l:nrow(Cv2))Cv2[]j,iniciavl-1+j]1<-1

Cvf2<-cbind(Cvl,Cv2)

mi.chicvi2<—t (Cvi2%+x%beta) $*x%$solve
(Cvi2%+%Sigma.beta%*x%t (Cvi2) ) $*x3CvEi2%x%beta
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glcvi2<-nrow (Cvi2)
valor.pcvi2<-pchisqg(mi.chicvf2,glcvi2, lower.tail=F)

print (' Variable...’)
print (i)
print ("Matriz de Pruebas individuales sobre las variables f2')
print (Cvf2)
print ("Chi.obs..... Grados de libertad....Valor-p’)
(

print (c (mi.chicvf2,glcvf2,valor.pcvf2))

} # for 1

#Pruebas chi cuadrado para los pardmetros individuales para f1l
chi.cua<-beta”2/diag(Sigma.beta)

print (' Pruebas individuales para beta’)

print (chi.cua)

Z<-nrow (beta) /2

print ("z2")

print (Z)

chi.cuafl<-chi.cua[c(1l:2)]

print (' Pruebas individuales para pardmetros fl1')
print (chi.cuafl)
valor.p<-pchisqg(chi.cua,l, lower=F)
valor.pfl<-valor.plc(l:2)]

print (' Valor-p f17)

print (valor.pfl)

#Pruebas chi cuadrado para los pardmetros individuales para f2
Cf2<-identidad (ncol (X)/2)

Cf2<-cbind(Cf2,Cf2)

print (Sigma.beta)

for(i in 2:nrow(Cf2)) {

tempf2<-matrix (Cf2[i,],nrow=1)

S.temp<-tempf2%+%$Sigma.beta%*x%t (tempf?2)
mi.chitempf2<-(tempf2%*%beta)$+%$solve (S.temp) $x% (tempf2%+xSbeta)
gltempf2<-nrow (tempf2)
valor.ptempf2<-pchisg(mi.chitempf2,gltempf2, lower.tail=F)
print (' Coeficiente...’)
print (i-1)
print ("Matriz de Pruebas individuales sobre las variables f2')

print (tempf2)
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print (Chi.obs..... Grados de libertad....Valor-p’)
print (c(mi.chitempf2, gltempf2, valor.ptempf2))
}

#Intervalos de confianza
#Intervalos de confianza f1l
margene<—-gnorm(alpha/2,mean = 0,sd=1, lower.tail = F)
sgrt (diag(Sigma.beta))
extrizqui<-beta-margene
extrdere<-betatmargene
intervalosdeconfianza<-cbind (extrizqui,extrdere)
print (" intervalos de confianza’)

print (intervalosdeconfianza)

########Pruebas globales para los modelos

#Prueba Global para fl

betafl<-betal[c(2:Z2),]
Sigma.betafl<-Sigma.betal[c(2:2),c(2:72)]
mi.chitempflg<-t (betafl)%$*%solve (Sigma.betafl) %$*% (betafl)
print ( Chi cuadrado global para f17)

print (mi.chitempflqg)

y <- gr(Sigma.betafl)

gltempgflg<-yS$Srank
valor.ptempflg<-pchisg(mi.chitempflg, gltempgflyg,
lower.tail=F)

print (Valor p prueba global f1')

print (valor.ptempflyg)

#Prueba global para f2

Z<-nrow (beta) /2

P<-Z+1

betaf2<-betal[-c(1,P), ]
Sigma.betaf2<-Sigma.beta[-c(1,P),-c(1,P)]

mi.chitempf2g<-t (betaf2)%*%$solve
(Sigma.betaf2) $x% (betaf2)

print (' Chi cuadrado global para £f27)
print (mi.chitempf2qg)

y2 <- dgr(Sigma.betaf2)
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gltempgf2g<-y2S$rank
valor.ptempf2g<-pchisg(mi.chitempf2g,gltempgf2g, lower.tail=F)
print (Valor p prueba global £f2')

print (valor.ptempf2qg)

#Crear una lista de resultados gque se van a utilizar

#en la funcion logistica.bivariable.diag.
list (beta=beta)

} # Fin funcidn principal

4.5. Diagnosticos

La funcién para los diagndsticos llamada logistica.bivariable.diag tiene como
principal proposito calcular los resultados para los todos los modelos resultantes
al quitar o poner observaciones en las diferentes celdas de la tabla de contingen-
cia. Es asi como la funcién construida en este apartado contiene los elementos
necesarios para calcular los efectos de los pardmetros en la seccién 3.2.3, mas
especificamente los cambios relativos en el valor de los parametros. Esta funcion
toma resultados auxiliares de la funcion principal donde estin todas las observa-
ciones y finalmente genera un grafico para cada celda de cada subpoblacién que
permite visualizar los cambios relativos de los pardmetros estimados. Este es solo
un ejemplo para el efecto de quitar o adicionar observaciones sobre los paraimetros
estimados pardmetros pero la funcion puede ser facilmente adaptada a cualquiera
de los diagndsticos propuestos. Se describe en el programa a continuacion:

o nro.obs: Entero positivo para adicionar y negativo para quitar obs. de la celda

O

N es la tabla de contingencia

(0]

Nro.Estratos es el numero de subpoblaciones

e}

A es el bloque representativo de la matriz A

X es la matriz de disefio

o}

logistica.bivariable.diag<-function (nro.obs,iii, 333j,N,

Nro.Estratos, A, X,nro.vars,niveles,alpha) {
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#Toma resultados del modelo con los datos completos
resu.aux<-logistica.bivariable (N,Nro.Estratos, A, X,

nro.vars,niveles, alpha)

#Calcula el modelo de una celda especifica a la cual se

# le guitan o ponen observaciones

N[iii, JJJj]<-N[iii, jjjl+nro.obs
if(N[iii, J3J1<0)N[iii,JJJ]1<-0

#Se ponen todos los elemtos de la funcidén principal
#necesario para calcular el diagnostico de interes, en

# este caso para los cambios relativos en beta.

A<-kronecker (identidad (Nro.Estratos),bA)

N<-matrix (t (N),ncol=1,byrow=F)

N<—-ceros.a.5(N)

donde.voy<-0
for(i in 1l:Nro.Estratos) {

identifica<-c(’Estrato ', 1)

temp<-N|[ (donde.voy+1l) : (donde.voy+4) ]
donde.voy<-donde.voy+4
n.temp<-sum (temp)

probab<-matrix (temp/n.temp,ncol=1)

templ<- probab%*%t (probab)
temp2<-diag (as.vector (probab))
varcov.p<- (temp2-templ) /n.temp

if (i==1) {
varcov.grande<-varcov.p
prob.grande<-probab
}

else({

varcov.grande<-crea.bloque (varcov.grande, varcov.p)
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prob.grande<-rbind (prob.grande, probab)
}

pis<-A%$x%prob.grande

n.temp<-nrow (pis)

pis.exitos<-pis[2*(1l: (n.temp/2))-1,]
log.pis<-log(pis)

K<-matrix(c(1,-1,0,0,0,0,1,-1),nrow=2,byrow=T)
K<-kronecker (identidad (Nro.Estratos),h K)

f<-K%*%log.pis
var.cov.pis<-A%$*%varcov.grande%$*%t (A)
Di<-diag(l/as.vector (pis))
var.cov.f<-K%x%Di%*%var.cov.pis%$*%Di%*%t (K)

temp<-solve (t (X) %$*x%ginv (var.cov.f) $*%X

)
beta<-temp%$*%t (X) $x%ginv(var.cov.f) $x%£f
Sigma.beta<-temp

#Calcula el diagnostico de interes
beta.diag<- (beta-resu.auxS$Sbeta) /beta
return(c(iii, jjj,nro.obs,beta.diag=beta.diag))

} # Fin funcidén diagnosticos

# Graficos para los diagndsticos
alpha<-0.05

#Determina la celda en la cual gqueremos generar el
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3 grafico, ejemplo Celda (1,1):

iii<-1

j39<-1

#Genera una matriz donde aparecen los cambios relativos

# para las observaciones eliminadas

#0 adicionados que corresponden a un valor de 1 a 10.
res<-NULL

for(nro.obs in —-10:10) {

res<-rbind(res, logistica.bivariable.diag(nro.obs,iii, jjj, N,
Nro.Estratos,A, X,nro.vars,niveles,alpha))

}

print (res)
#Grafica 1la celda especificada, en este caso 3 hace
freferencia al numero de observaciones y 4 a beta cero

#son posiciones de los vectores respuesta generados.

plot (res[,3],res[,4],type="1’,main=’'Cambio beta(0)’,
ylab=’'Cambio’,xlab="Nro. obs. adicionadas’)
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Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo se aplica el modelo general al ejemplo que se ha venido trabajan-
do en los anteriores capitulos con respecto a la posesion de vehiculos motorizados
en el municipio de Medellin y se muestran los resultados obtenidos.

Como se habia mostrado en la tabla[2.2] se generan 12 subpoblaciones o estratos,
a partir de esta tabla de contingencia se procederd a realizar la estimacion y eva-
luacién del modelo.

Los elementos de la matriz de disefio para este ejemplo se muestran en la tabla
[2.10] La matriz A es una matriz 24 x 48 y esta dada por:

01010000 0000
10100000 0000
00110000 0000
11000000 0000
00000T101 0000
000010T10 0000
00000011 0000
00001100 0000
00000000 0101
00000000 1010
00000000 0011
(00000000 110 0]

Las frecuencias de la tabla y la matriz de varianzas y covarianzas por estrato
calculadas con base en la tabla de contingencia son:
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Frecuencias de la subpoblacion

62534

| 3667

| 491

| 75

p estimado del estrato

0.9366004 | 0.05492234 | 0.007353932 | 0.001123309

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

8.893627e-07

-7.704448e-07

-1.031602e-07

-1.575767e-08

-7.704448e-07

7.774182e-07

-6.049324e-09

-9.240311e-10

-1.031602e-07

-6.049324e-09

1.093332e-07

-1.237249e-10

-1.575767e-08

-9.240311e-10

-1.237249¢e-10

1.680542e-08

Tabla 5.1: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Sbpoblacion 1

Frecuencias de la subpoblacién

92104 \ 8964 \ 2082 \ 514
p estimado del estrato
0.886775 \ 0.08630517 \ 0.02197104 \ 0.004948779

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

9.666977e-07

-7.368604e-07

-1.875854e-07

-4.225192e-08

-7.368604e-07

7.592292e-07

-1.825670e-08

-4.112158e-09

-1.875854e-07

-1.825670e-08

2.068889¢-07

-1.046848e-09

-4.225192e-08

-4.112158e-09

-1.046848e-09

4.741093e-08

Tabla 5.2: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 2

Frecuencias de la subpoblacion

51027

6852

5192

824

p estimado del estrato

0.7986071 | 0.1072384 | 0.08125831 | 0.01289616

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

2.517158e-06

-1.340346e-06

-1.015627e-06

-1.611857e-07

-1.340346e-06

1.498370e-06

-1.363802e-07

-2.164432e-08

-1.015627e-06

-1.363802e-07

1.168408e-06

-1.640066e-08

-1.611857e-07

-2.164432e-08

-1.640066e-08

1.992307e-07
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Tabla 5.3: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 3




Frecuencias de la subpoblacion

5516

751

2179

277

p estimado del estrato

0.6323513 | 0.08609423 | 0.2497994 | 0.03175513

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

2.665174e-05

-6.241178e-06

-1.810856e-05

-2.302006e-06

-6.241178e-06

9.020064¢-06

-2.465469¢-06

-3.134167e-07

-1.810856e-05

-2.465469¢-06

2.148339e-05

-9.093674e-07

-2.302006e-06

-3.134167e-07

-9.093674e-07

3.524790e-06

Tabla 5.4: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 4

Frecuencias de la subpoblacién

1245

118

1596

170

p estimado del estrato

0.3978907 \ 0.03771173 \ 0.5100671 \ 0.05433046

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

7.656558e-05

-4.795509¢e-06

-6.486129¢e-05

-6.908783e-06

-4.795509¢e-06

1.159781e-05

-6.147495e-06

-6.548084e-07

-6.486129¢-05

-6.147495e-06

7.986534¢e-05

-8.856561e-06

-6.908783e-06

-6.548084e-07

-8.856561e-06

1.642015e-05

Tabla 5.5: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacién 5

Frecuencias de la subpoblacién

174

16

91

p estimado del estrato

0.6020761 | 0.05536332 | 0.3148789 | 0.02768166

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

8.289981e-04

-1.153389¢-04

-6.559898e-04

-5.766944e-05

-1.153389¢e-04

1.809627e-04

-6.032090e-05

-5.302937e-06

-6.559898e-04

-6.032090e-05

7.464712e-04

-3.016045e-05

-5.766944e-05

-5.302937e-06

-3.016045e-05

9.313283e-05
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Tabla 5.6: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 6




Frecuencias de la subpoblacion

340

| 45

| 19

| 5

p estimado del estrato

0.8312958 | 0.1100244 | 0.04645477 | 0.01222494

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

3.428926e-04

-2.236256e-04

-9.441970e-05

-2.484729e-05

-2.236256e-04

2.394109e-04

-1.249672e-05

-3.288612e-06

-9.441970e-05

-1.249672e-05

1.083049¢-04

-1.388525e-06

-2.484729e-05

-3.288612e-06

-1.388525e-06

2.952442¢-05

Tabla 5.7: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 7

Frecuencias de la subpoblacién

983

| 153

| 214

| 41

p estimado del estrato

0.7066858 \ 0.1099928 \ 0.1538462 \ 0.0294752

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

1.490158e-04

-5.588092e-05

-7.816024¢e-05

-1.497463e-05

-5.588092e-05

7.037699¢e-05

-1.216533e-05

-2.330740e-06

-7.816024e-05

-1.216533e-05

9.358556¢-05

-3.259990e-06

-1.497463e-05

-2.330740e-06

-3.259990e-06

2.056536e-05

Tabla 5.8: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 8

Frecuencias de la subpoblacion

2687 |

499 |

1309

|

255

p estimado

del estrato

0.5656842 | 0.1050526 | 0.2755789 | 0.05368421

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

5.172328e-05

-1.251087e-05

-3.281909¢e-05

-6.393328e-06

-1.251087e-05

1.979296¢-05

-6.094799¢-06

-1.187298e-06

-3.281909e-05

-6.094799¢-06

4.202846e-05

-3.114576e-06

-6.393328e-06

-1.187298e-06

-3.114576e-06

1.069520e-05
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Tabla 5.9: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacién 9




Frecuencias de la subpoblacion

1834

256

| 2213

| 296

p estimado del estrato

03987823 | 0.05566427 | 04811916 | 0.06436182

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

5.213198e-05

-4.826686¢-06

-4.172444e-05

-5.580856¢e-06

-4.826686¢-06

1.142982e-05

-5.824131e-06

-7.790072e-07

-4.172444e-05

-5.824131e-06

5.428272e-05

-6.734152e-06

-5.580856¢e-06

-7.790072e-07

-6.734152e-06

1.309401e-05

Tabla 5.10: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 10

Frecuencias de la subpoblacién

1283 136 | 3200 | 244
p estimado del estrato
0.2638289 \ 0.02796628 \ 0.65803 \ 0.05017479

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

3.993897e-05

-1.517235e-06

-3.569964¢e-05

-2.722097e-06

-1.517235e-06

5.589999¢-06

-3.784217e-06

-2.885466e-07

-3.569964¢e-05

-3.784217e-06

4.627319e-05

-6.789331e-06

-2.722097e-06

-2.885466¢-07

-6.789331e-06

9.799975e-06

Tabla 5.11: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacién 11

Frecuencias de la subpoblacién

235

15

1553

|

92

p estimado del estrato

0.1240106 | 0.007915567 | 0.8195251 | 0.04854881

Matriz de varianzas y covarianzas estimada del estrato

5.732556¢-05

-5.180020e-07

-5.363048e-05

-3.177079¢e-06

-5.180020e-07

4.144016e-06

-3.423222e-06

-2.027923e-07

-5.363048e-05

-3.423222e-06

7.804946e-05

-2.099576e-05

-3.177079e-06

-2.027923e-07

-2.099576e-05

2.437563e-05
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Tabla 5.12: Frecuencias y matriz de varianzas y covarianzas para la Subpoblacion 12




Matriz K es una matriz 24 x 48:

f estimado:

-1
0
0

>

[ —2,8239112
—4,7618568
—2,2084194
—3,5876037
—1,9911562
—2,2639320
—2,0129556
—0,9367638
—2,2889509

0,2590289
—2,4016760
—0,6519042
—1,9712994
—2,7751895
—1,8197155
—1,4940051
—1,6676568
—0,7115196
—1,9921831

0,1827202
—2,4678765

0,8866812
—2,8160241
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Matriz Dy;,,e,; €stimada:

[ 17,8426 0,000000 0,0000 0,00000
0,0000 1,059373  0,0000 0,00000
0,0000 0,000000 117,9629 0,00000
Diineal = : : : :
0,00000 0,000000 0,00000 0,000000
0,00000 0,000000 0,00000 1,151976
0,00000 0,000000 0,00000 0,000000

Matriz de Varianzas y Covarianzas de f:

™M
|

2,831035¢ — 04
2,183207¢ — 05
0,000000e + 00

0,0000000000
0,0000000000
0,0000000000

2,183207e — 05
1,781890e — 03
0,000000e + 00

0,000000e + 00
0,000000e + 00
0,000000e + 00

0,000000e + 00
0,000000e + 00
1,161023e — 04

0,000000e + 00
0,000000e + 00
0,000000e + 00

Matriz de varianzas y covarianzas del modelo:

>

2,176961e — 04

—1,950895e — 04
—1,950895e — 04  3,067880e — 04
—2,028731le — 04 1,827471e — 04

0,000000
0,000000
0,000000

0,000000
0,000000

1,887054¢ — 04
—1,589452¢ — 04
~1,691330e — 04

7,58

0,000000e + 00
0,000000e + 00
0,000000e + 00

0,000000e + 00

—4,034287e — 05

4,607903e — 03

1,297732e — 04 —1,211366e — 04
1,678692e — 04 —1,534492¢ — 04
1,887054e — 04  —1,589452¢ — 04
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1,972138e — 04
3,767320e — 04
6,463406e — 04




Pardmetro | Estimacion Intervalo de Confianza | Valor chi-cuadrado | Valor p
Bo -2.67752495 | -2.70644329 ,-2.6486066 32931.876665 0.000
ﬁfl) 0.64689198 | 0.61256250 0.6812215 1364.033700 0.000
552) 0.34939761 | 0.22990568 0.4688895 32.844217 0.000
652) 0.57466204 | 0.43851367 0.7108104 68.437842 0.000
B§2) 0.72950584 | 0.667665050.7913466 534.568818 0.000
Bf) 0.06153143 | -0.03371243 0.1567753 1.603305 2.1e-01
65()2) 0.31904553 | 0.28689286 0.3511982 378.240065 0.000
5(()’2) -2.05078149 | -2.10526787 -1.9962951 5442.005812 0.000
B | 1.86452865 | 1.80677797 1.9222793 4004.241086 0.000
92) 4.47827908 | 4.33473129 4.6218269 3738.741370 0.000
52’2) 1.51409551 1.32672422 1.7014668 250.839923 0.000
§2’2) 3.16256539 | 3.07986811 3.2452627 5618.143531 0.000
5&272) 5.53253113 | 5.41294110 5.6521212 8221.554398 0.000
55()2’2) 0.81135995 | 0.76153133 0.8611886 1018.510930 0.000
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Tabla 5.13: Parametros estimados




Bo | Niveles de referencia

B{U No tiene garaje
BEQ) Estrato 1
ﬁém Estrato 2

3(,2) Estrato 3
Bf) Estrato 4
BéQ) Estrato 5

ﬁé’m Niveles de referencia

592) No tiene garaje fo

5?’2) Estrato 1 f5
652’2) Estrato 2 fo
5?()2’2) Estrato 3 f
ﬁf’m Estrato 4 f,
55()2’2) Estrato 5 f5

Tabla 5.14: Asociacion de los parametros con las covariables

Parametro | Estimacion | Valor chi-cuadrado | Valor p

Bo+ YD | -4 i ]

M 202

W gl 2.54 11302.66 0.000

@) 4 522 5.03 16465.47 0.000
) 2.09 937.5051 0.000
P+ I 391 19156.81 0.000

@ 4 g2 5.63 24702.1 0.000

@ 4+ g2 1.18 3724783 0.000

Tabla 5.15: Significancia de los pardmetros para f

Modelo | Valor chi-cuadrado | Valor p
fi 1654.696 0.000
f2 38317.69 0.000

Tabla 5.16: Prueba global para f1 y fo
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Modelo | Variable | Valor chi-cuadrado Valor p
fi Garaje 1.343881e+03 1.469509e-47
fi Estrato 8.546935e+02 2.198732e-43
f2 Garaje 11302.66 0.00
fo Estrato 36048.3 0.00

Tabla 5.17: Pruebas individuales sobre las variables

Modelo | Valor chi-cuadrado Valor p
fi 2.098657e+02 2.839741e-44
Ja 23032.8 0.00

Tabla 5.18: Pruebas de contrastes sobre las variables

fxes:
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[ 26719767
—4,7689087
—2,3607066
—3,5806658
—2,0299302
—2,2288073
—1,7186601
—1,0495645
—2,4396090
0,2600930
—2,1283389
. 1,4393358
—2,0970195
—2,6835848
—1,7857494
—1,5043420
—1,0449075
—0,8616501
—1,6336374
0,3175928
—2,6138504
0,8570552
—2,3025803
| 2,0362981




El signo de los parametros representa una influencia negativa o positiva en la va-
riable dependiente, en este caso es la influencia sobre los logit de m; y 7. Asi se
tiene que para f; segun la tabla 5.13 el ﬁf) el cial esta asociado con el estrato
socioeconémico 5 no es significativo, los demds parametros si son significativos
y tienen una influencia positiva sobre la respuesta.

Para f5 segln la tabla 5.15 todos los pardmetros son significativos y tienen una
influencia positiva sobre la respuesta. En conclusion el tener garaje en el hogar y
el estrato socioeconomico tienen una influencia positiva sobre la variable depen-
diente del modelo.

Con respecto a las probabilidades, se tiene que fl y f2 son los logit de 7, y 79, la
probabilidad de exito 7, y 75 se toman de el vector f donde:

Ef (m|X)] = Bo +ﬁ§2)

1+ exp(f2)

Por ejemplo para la probabilidad de que el estrato 1 con garaje tenga moto seria:

Estrato 1 + S garaje  F [f (m1| X)] = fo + 5?)

La probabilidad estimada es:

Y exp(—2,67752495)
7'(' g
"1+ eap(—2,67752495)

= 0,062
La probabilidad observada es:

_exp(—2,77)
1+ eap(—2,77)

1 = 0,066
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Capitulo 6

Conclusiones y Recomendaciones

6.1. Conclusiones

o La metodologia GSK se ha utilizado para desarrollar el modelo logistico bi-
variable en el caso donde se tengan variables explicativas categoricas, o sea
tablas de conteos. Una ventaja de esta aproximacion es que no requiere espe-
cificar la estructura de asociacion entre las dos variables dependientes

o La metodologia en la parte inferencial se puede desarrollar de una forma di-
recta y simple aun en situaciones complejas tales como pruebas simultaneas.

o El método propuesto permite modelar simultdneamente pardmetros que son
de relevancia en ciertas areas como lo es la epidemiologia, por ejemplo en
el andlisis de sensibilidad y especificidad permitiendo calcularlas de manera
directa y no de manera marginal como si fueran independientes.

6.2. Recomendaciones

o Realizar estudios de potencia, y de efectos de ceros muestrales en las tablas.

o Serfa recomendable buscar situaciones reales donde se pueda aplicar la me-
todologia para ver su complejidad a nivel de interpretacion.

o En este trabajo se propusieron una serie de diagnosticos los cuales atin dejan
un amplio camino de exploracién que puede ser planteada en posteriores
trabajos.

o El programa desarrollado puede mejorarse en su parte algoritmica y se puede
crear una libreria en R.

o Desarrollar aplicaciones como es el caso de la sensibilidad y especificidad en
el area epidemioldgica.
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