::.—"-':lih!'_e,_r_ 2
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

Enfoque Galoisiano de la ecuacion de Schrodinger con
potenciales polinomiales y polinomios de Laurent

Henock Venegas Gémez

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas
Medellin, Colombia
2018






Enfoque Galoisiano de la ecuacién de Schrodinger con
potenciales polinomiales y polinomios de Laurent

Henock Venegas Gémez

Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar al titulo de:
Magister en Ciencias-Matematicas

Director:
Ph.D. David Blazquez-Sanz
Codirector:
Ph.D. Primitivo Acosta-Huménez

Linea de investigacion:
Métodos algebraicos en ecuaciones diferenciales

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas
Medellin, Colombia
2018






Resumen

En este trabajo se estudia bajo que condiciones es posible encontrar integrabilidad en sentido
Liouville para la ecuacién de Schrodinger cuyos potenciales, en este caso polinomios de Laurent,
poseen parametros en sus coeficientes. Se introduce una serie de teoremas basados en el algoritmo
de Kovacic que nos permiten analizar el problema anterior, encontrando entre otras cosas, una
aproximacién a generar potenciales polinomiales cuasi-resolubles de cualquier grado, un criterio de
no integrabilidad para potenciales polinomios de Laurent. También hemos descrito explicitamente
las soluciones Liouvillianas con potenciales conocidos, e.g., el oscilador arménico perturbado y
extendido el nimero de soluciones conocidas del potencial de Morse. Por otra parte, se demuestra
que la integrabilidad Liouvilliana de ecuaciones de Schrodinger con potencial polinomio de Fou-
rier es equivalente a la integrabilidad Liouvilliana de determinada ecuacién tipo Schrodinger con
potencial polinomio de Laurent.

Palabras clave: Ecuacién de Schréodinger, Integrabilidad Liouvilliana, Teoria de Galois dife-
rencial, Algoritmo de Kovacic.

Abstract

In this work we study under what conditions on the potential parameters it is posible to find Liou-
villian integrability to the Schrodinger equation with Laurent polynomial potentials. We introduce
a series of theorems consequence of Kovacic’s algorithm in order to deal with our main problem,
this tools allow us to determine, among others, an approximation to generate quasi-solvable poly-
nomial potentials of any degree, a non-integrability criterion for Laurent polynomial potentials.
we also have explicitly described Liouvillian solutions to the associated Schrédinger equation of
well known potentials as the perturbed harmonic oscillator, we also have extended the number of
known Liouvillian solutions to the Morse potential. On the other hand, we show that the Liouvi-
llian integrability of Schrodinger equations with Fourier polynomial potentials is equivalent to the
integrability of some Schrodinger-type equation with Laurent polynomial potential.

Keywords: Schrodigner equation, Liouvillian integrability, Differential Galois theory, Kova-
cic algorithm.
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Introduccion

El principal objeto interés de este trabajo es la Ecuacién de Schrodinger uno-dimensional,
estacionaria, no relativista e independiente del tiempo

2V = (V-0

donde V' es un polinomio, V € C|z] o un polinomio de Laurent, V € C[z,z7!]. A lo largo de
este trabajo nos interesaremos en estudiar bajo que condiciones se pueden obtener soluciones
Liouvillianas para la ecuacién anterior.

Estructura de la Tesis
Capitulo 1.

Este capitulo es un resumen de algunos aspectos de la teoria de Picard-Vessiot que seran nece-
sarios para el desarrollo de los capitulos posteriores. En él estudiaremos los conceptos de cuerpos
diferenciales, también hablaremos sobre una formalizacion algebraica de las ecuaciones diferencia-
les, las extensiones de Picard-Vessiot, el Grupo de Galois diferencial. En la seccién 1.6 daremos la
nocién de Integrabilidad Liouvilliana y finalmente en la secciéon 1.7 daremos una descripcion del
algoritmo de Kovacic.

Capitulo 2.

En este capitulo se hace un breve estudio del comportamiento asintotico de las soluciones de
ecuaciones diferenciales de segundo orden normalizadas con coeficiente polinomial por medio del
teorema 2.2.8 enunciado por Sibuya & Hsieh en [10]. También se presenta una generalizacién del
teorema antes mencionado para ecuaciones con coeficientes polinomios de Laurent (teorema 2.2.12).
En la seccion 2.3 se describe el método de iteracién asintotica o MIA, asi como una generalizacion
de este método a anillos diferenciales de caracteristica cero. Se presenta también una relacion entre
el MIA y el caso 1 del algoritmo de Kovacic.

Capitulo 3.

En la Seccién 3.1 se presenta el teorema 3.1.2 introducido por Acosta-Huménez y Blazquez-
Sanz en [1], el cual caracteriza las soluciones Liouvillianas de ecuaciones diferenciales de segundo
orden normalizadas con coeficiente polinomial. Luego en la seccion 3.2 se presenta una serie de
resultados que extienden el teorema 3.1.2 y caracteriza las soluciones Liouvillianas de ecuaciones
con coeficientes polinomios de Laurent. En la seccién 3.3 presentaremos una serie de teoremas
introducidos por Ciftci et al. en [12, 13, 27] (Ver también [10]) los cuales dan condiciones necesarias



y suficientes para la existencia de soluciones polinomiales para la ecuacién auxiliar descrita en la
seccion 2.3.1.

Capitulo 4.

Este capitulo esta dedicado a la aplicacién del teorema 3.1.2. Realizamos un estudio desde el
punto de vista Galoisiano del bien conocido oscilador armoénico. También se estudia el potencial
polinomial de grado cuatro, donde encontramos una férmula de recurrencia para la parte polinomial
de la solucién de la Ecuaciéon de Schrodinger. En cuanto al potencial de grado seis, notamos la
existencia de una familia numerable de hipersuperficies cuyos puntos corresponden a valores de
los pardmetros y la energia de potenciales cuasi-resolubles. Finalmente, se estudian las condiciones
suficientes para la existencia de soluciones Liouvillianas de la Ecuacién de Schrodinger con potencial
candnico.

Capitulo 5.

Este capitulo esta dedicado a la aplicacién de los teoremas de la seccién 3.2. Se da el ejemplo
de un potencial no integrable (seccién 5.1), podemos ver una aproximacién similar en [3] con la
diferencia que el teorema 3.2.4 al caracterizar los potenciales de orden impar, permite concluir de
forma mas sencilla. Extendemos algunos resultados del oscilador arménico con una Z%—perturbacién,
estudiados en [1, 5]. Encontramos férmulas explicitas para la parte polinomial de la solucién Liou-
villiana, ademas de condiciones de suficiencia para la existencia de estas. En la seccion 5.3 vemos la
relacién entre los potenciales polinomios de Fourier y potenciales polinomios de Laurent, se realiza
un estudio Galoisiano del potencial de Morse y se extienden algunos resultados en [1, 5].

Algo de Historia

En 1883, E. Picard dio el punto de partida a una teoria para ecuaciones diferenciales lineales
analoga a la teoria de Galois clasica para ecuaciones algebraicas con la publicacién de Sur les
groupes de transformations des équations differentielles linéares (ver [23]), en este trabajo introduce
la nocién de grupo de transformaciones lineales correspondientes a una ecuacion diferencial lineal,
el cual conocemos hoy en dia como grupo de Galois diferencial. En [22] Picard afirmé lo siguiente:

A toda ecuacion diferencial de orden n le corresponde un grupo de transformaciones lineales en n
variables que posee propiedades andlogas al grupo de Galois de una ecuacion algebraica.

Pero no fue hasta 1892 que su estudiante E. Vessiot demostrara este hecho en su tesis doctoral
[31], dandole forma a una nueva teoria de Galois para ecuaciones diferenciales lineales.

Esta teorfa siguié evolucionando gracias a matemdticos como J. Ritt (ver [20]), I. Kaplansky (ver
[17]), E. Kolchin (ver [18]) por mencionar algunos. En 1986, J. Kovacic desarrollé un algoritmo,
basado en la teoria de Galois differencial (ver [19]) para determinar en que casos una ecuacién
diferencial lineal de segundo orden con coeficientes funciones racionales poseia soluciones Liouvi-
llianas, aprovechando la clasificacién de subgrupos algebraicos de SLy(C) y la ecuacién de Riccati
asociada.

El algoritmo de Kovacic ha sido desde entonces, en muchos trabajos herramienta fundamental



para determinar soluciones Liouvillianas de la Ecuacién de Schrédinger. En [1], Acosta-Humanez
y Blazquez-Sanz utilizan el algoritmo de Kovacic para caracterizar las soluciones Liouvillianas de
potenciales polinomiales. En [3] se realiza un estudio Galoisiano del potencial de Lennard-Jones
generalizado. En [1, 2, 5] se realizan estudios Galoisianos de potenciales tanto polinomiales como
polinomios de Laurent.

En [l], Acosta-Humaénez introdujo el conjunto A. Este conjunto consta de todos los valores en
la energia para los cuales la ecuacion de Schrodinger es integrable en el sentido Liouville. Los
potenciales para los cuales el conjunto A es finito se llaman algebraicamente cuasi-resolubles (en
adelante, cuasi-resolubles).

En otros trabajos como [10, 12, 13, 27] en donde se han estudiado potenciales polinomiales de
grado cuatro, seis, ocho y diez, aunque no se hayan desarrollado desde el punto de vista Galoisiano,
guardan cierta sinergia con el algoritmo de Kovacic.

Este trabajo consiste en una extensién y mejoramiento significativo de la tesis de pregrado del
autor, véase [0, 30].



Capitulo 1

Teoria Algebraica

1.1. Anillos y Cuerpos Diferenciales

Definicién 1.1.1. Una derivacion sobre un anillo (R,+,-), es un mapa 0 : R — R que distribuye
sobre la suma y satisface la regla de Leibniz, es decir, para todo a,b € R

1. O(a+b) = da + 0b,
2. d(ab) = bda + adb.

A la estructura (R, 0) la llamaremos anillo diferencial o bien un cuerpo diferencial en el caso que
R sea un cuerpo.

El conjunto Cr = {a € R|0a = 0} es un subanillo (subcuerpo) de R y lo llamaremos anillo
(cuerpo) de constantes.

Ejemplo 1.1.2. 1. Cualquier anillo se puede dotar de estructura diferencial, si consideramos
la derivada nula, i.e., 0 = 0.

2. Sea (R,) un anillo diferencial. Definimos el anillo de polinomios diferenciables en las va-
riables Y1, ,Yn, notado por R{yi,ya,...,yn}, como el anillo de polinomios en infinitas
variables

R[yh yi? yi,7 ce 7y27y§7 yg? <o Yns y;w yg? e ]
La derivada en R extiende a una derivada en R{y1,vya,...,yn} por medio de (ygj))' = yl(j“).

En caso de haber una sola variable indeterminada v,

R{y}=Rly,y,....y™, . ..].
Para P € R{y}, decimos que P es de orden n, si n es el menor entero para el cual

PeRlyy,....y"].

3. El cuerpo de las funciones racionales sobre los nimeros complejos, C(z), junto a la derivada
usual f — %. Forman un cuerpo diferencial, cuyo cuerpo de constantes es C.

4. K((2)), el cuerpo de las series formales de Laurent con la derivada usual es un cuerpo
diferencial, su cuerpo de consantes es K.



Sea (A, d) un anillo diferencial y R un subanilo de A (en el sentido clasico) tal que R es estable
bajo 0. Luego O restringe en R a una derivacién. En este caso diremos que R es un subanillo
diferencial, o bien, que A es una extensién diferencial o simplemente una extension.
si consideramos (Ry,0;) y (Rg, 02) dos anillos diferenciales, un homomorfismo diferencial de anillos

¢ Ry — Ry
es un homomorfismo de anillos que ademas satisface la condicion

P01 = Da9
Ejemplo 1.1.3. Sea R un anillo diferencial y A/R una extension. El mapa

¢: Riyp — A
O

es un homomorfismo diferencial, al cual llamaremos homomorfismo de evaluacion.

1.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales Homogéneos

Consideremos (K,") un cuerpo diferencial. Un Sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden y rango n esta dado por

y = Ay (An)

donde A = (a;j) € Mo(K) y y = (Y1,--.,yn)", los valores y; son indeterminadas sobre el cuerpo
K. Cuando no haya lugar a confusién notaremos el sistema (A4) simplemente por (A). Por lo
general, las soluciones del sistema diferencial (A 4) pertenecen a un cuerpo diferencial mas grande
que K. Por tanto sea F/K una extension de K, el conjunto de soluciones del sistema diferencial
(A,) con valores en E

Solp(Aa) ={y = (1., v) Wi = > aijy;}
j=1

es un Cg-espacio vectorial, basta ver que la suma de soluciones es de nuevo una solucion y el
producto de una constante y una solucién es también una solucién. Sin embargo, este hecho es
trivial debido a la linealidad de la derivacién.

Observacion 1.2.1. La derivacidn en un anillo diferencial R se puede extender a M,,(R) actuando
por componentes. Ast, para A = (a;;) € M,(R), tenemos que A" = (a;;). De lo que se sigue

1. (AB) = A'B + AB', A, B € M,(R).
2. (A7) = —A'A'A"', A e Gl(R).
Definicién 1.2.2. Una matriz F' € Gl,,(F) se dice fundamental para el sistema (A4), si F' = AF.

Lo siguiente es ver que el espacio de soluciones, Solr(A 4), como espacio vectorial tiene dimen-
sion a lo sumo igual a su rango, para esto primero veamos el siguiente lema.



Lema 1.2.3. Sean F, F € Gl,(E) matrices fundamentales para el sistema (Ay). Entonces, existe
una unica matriz C' con coeficientes constantes tal que F = FC'.

Prueba: Consideremos la matriz F~1F y apliquemos derivacion
(F7UFY = (F7)F + FA(FY
= —F'F'F'F+ F'AF
= —FYAFF'F + F'AF
— —F'AF + F'AF
=0
Por consiguiente C' = F~1F € Gl,(E). O
Proposicién 1.2.4. El Cg espacio vectorial Solg(A4) tiene dimension a lo mds n.

Prueba: Suponga v, . .., yns1 € E™! soluciones del sistema (A ), linealmente independientes
sobre Cg. Definamos las siguientes matrices

F=1ly,... oyl F =1, ynp]

Como son soluciones tenemos que

(F) = AF y F = AF.

Supongamos ahora que det(F) = 0. Por tanto ha de existir A = (Ay,...,\,)" € E™*!, diferente
de cero tal que FA = 0. Sea A de tal forma que tenga el niimero minimo de entradas distindas de

cero. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que \; = 1 para algiin ¢ = 1,...,n. Por otro
lado
0= (F)\)
= (FYA+ FX
= AFA+ FX
= FN

Luego, el nimero de entradas distintas de cero en A’ es menor que en A, lo cual viola la minimalidad
de \. Se sigue que X' = 0, por lo que 91, . . ., ¥,, son linealmente dependientes. Lo cual es absurdo, por
tanto det(E) # 0. De forma andloga det(F) # 0, concluimos que F'y F son matrices fundamentales
y por el lema anterior F = FC con C € Gl,(Cg). De aqui que y,+1 dependa linealmente de

Yy - Yn- O

1.2.1. Relacion con los Mdédulos Diferenciales

Definicién 1.2.5. Sea (K, )un cuerpo diferencial. Un mddulo diferencial (M, V) de dimension n
es un K-espacio vectorial de dimension n, equipado con un mapa aditivo (conexion) NV : M — M,
tal que parar € K ym e M

V(rm) =r'm+rV(m).

Diremos que m € M es una seccion horizontal, si V(m) = 0. Dependiendo del contexo NV también
puede ser llamada derivada o derivacion.



Consideremos e = {ey,...,e,} una base de M sobre K. Luego existen elementos a;; € K,

1 <4,j < n tales que V(e;) = — > ajje;. Asi para cada m = Y77 rje; € M, V(m) tiene la
forma . . . L
V(m) =V () rjep) =Y (Fhe; —rV(es) =Y rhe; = > (O ayr;) (1.1)
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1 i=1

es decir, V esta determinada por su accién sobre e. Para cada A € M, (K), sea V4 la conexién
cuya matriz en la base estandar es A, de (1.1) se sigue la férmula

Valy) =y — Ay (1.2)

como consecuencia inmediata de la férmula (1.2) tenemos que las secciones horizontales de (K™, V 4)
satisfacen el sistema diferencial lineal de primer orden y rango n

y = Ay (1.3)
Por tanto obtenemos la siguiente equivalencia

{coneziones en K"} < {Sistemas diferenciales de primer orden y rango n}

1.3. Ecuaciones Diferenciales Lineales Homogéneas

Sea (K, ) un cuerpo diferencial y sea L(y) un polinomio diferencial en K{y}. Una ecuacién
diferencial lineal escalar homogénea es una expresién de la forma

L(y) = 0. (1.4)

Una solucién para la ecuacién (1.4) es un elemento f (posiblemente en una extensién F'/K) tal
que L(f) =0, el conjunto de las soluciones de la ecuacién (1.4) con valores en F’

Solp(L) ={f € K|L(f) = 0}

forma un Cr espacio vectorial.
Supongamos ahora que

Ly) =y +a, 9™V +- +awy, ack.

Entonces, a la ecuacién L(y) = 0 se le puede asociar un sistema diferencial de primer orden y
rango n, Y/ = A;Y, donde

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
AL = : : 0 (1.5)
0 0 0 0 1
| @ —a1 —az2 —as —Qp—1 |




es llamada la matriz companera de L(y) Luego la aplicacién

¢: Solp(L) — Solp(Ay,)
/
f/

f(ﬁ—l)

es un homomorfismo de Cy espacios vectoriales. Mas atin, ¢ es un isomorfismo. Podemos concluir
que las ecuaciones diferenciales lineales escalares son un caso particular de los sistemas diferenciales
de primer orden. Debido a este hecho, por la proposicién 1.2.4 tenemos lo siguiente

Corolario 1.3.1. Sea K un cuerpo diferencial y L(y) € K{y}, tal que el orden de L(y) es n.
Consideremos la ecuacion L(y) = 0, entonces dime, Solk (L) < n.

Definicién 1.3.2. Sea K un cuerpo y sean yi,...,y, € K. La matriz Wroskiana de y1,...,y, es
la matriz

Y1 Y2 T Yn

Y1 Yoot W

n—1 n—1 n—1

N S o

y el wroskiano, al cual notaremos por Wr(y1,...,yn), el determinante de la matriz wroskiana.
Lema 1.3.3. Los valores yi,...,y, € K son linealmente independientes sobre Ck si y solamente

si Wr(yi,...,yn) # 0.

1.4. Extensiones de Picard-Vessiot

Definimos ahora las extensiones de Picard-Vessiot para ecuaciones diferenciales lineales ho-
mogéneas sobre un cuerpo diferencial, estas son el andlogo a los cuerpos de descomposicion de un
polinomio en la teoria de Galois clasica.

Definicién 1.4.1. Sea K un cuerpo diferencial. Decimos que L/K es una extension de Picard-
Vessiot para el sistema diferencial

y =Ay, Ae M, (K) (A)
%
1. dime, Sol(A) = n,
2. L es generado sobre K, como cuerpo, por las soluciones de (A) en L,
3. K y L tienen el mismo cuerpo de constantes, i.e., Cx = Cp.

Teorema 1.4.2. [20, teorema 3.4, pdg 25]-[Existencia] Si K es un cuerpo diferencial, su cuerpo
de constantes es algebraicamente cerrado, entonces existe una extension de Picard-Vessiot L]K
para A.



Teorema 1.4.3. [0, teorema 3.5, pdg 25]-[Unicidad] Si L1/ K y Lo/ K son extensiones de Picard-
Vessiot para A, entonces existe un isomorfismo Ly ~ Lo que deja fijo a K.

Teorema 1.4.4. [20, Lema, pdg 24/-[Minimalidad] Si L1/K y Lo/ K son extensiones de Picard-
Vessiot para A tal que Fy C F,, entonces Fy = F5.

Ejemplo 1.4.5. Considere K un cuerpo diferencial. Sea o un elemento de un cuerpo diferencial
mas grande tal que o = a € K, donde a no es una derivada en K. Decimos que L = K{a) se
obtiene de K mediante la adjuncion de una integral. Veamos que « es trascendente sobre K y L
es una extension de Picard-Vessiot.

Primero, supongamos que a es algebraico sobre K, por tanto a satisface una ecuacion polinomial
sobre K

P(x)=a2"+bia" '+ +b,, b€K. (1.6)
Por tanto
a" + bt b, =0 (1.7)
derivando obtenemos
na" a4+ bt 4 =0 (1.8)

se sique que a = (%)', lo que contradice la hipotesis, por consiguiente « es trascendente sobre K.
n

Veamos ahora que L no posee nuevas constantes. Asumamos que Y bya" !

con b; € K es una

=0
constante, diferenciando obtenemos
na’ + (nboa + b))t 4+ =0 (1.9)
entonces a = —s—éo, lo cual contradice la hipotesis. Ahora asumamos que la funcion racional % con

g monico de grado impar mayor iqual a uno y minimal es una constante. Diferenciando tenemos

f'(a)g(a)a — f(a)g' (a)a
g(a)?

=0 (1.10)

de donde )
@) _ fla)
g(a)  gla)
con ¢'(a) no nulo de grado menor que g, lo que contradice la hipdtesis que la fraccion § estd dada
en términos minimos.

Observe que 1 y a son soluciones de la ecuacion y" — %y’ = 0, linealmente independientes sobre
las constantes, por tanto L/K es una extension de Picard-Vessiot.

(1.11)

Ejemplo 1.4.6. Sea K un cuerpo diferencial, u un elemento que satisface la ecuacion y' —ay = 0,
a € K. Decimos que L = K (u) se obtiene de K por la adjuncion de la exponencial de una integral.
Supongamos que L tiene el mismo cuerpo de constantes que K, entonces es claro de la definicion
que L es una extension de Picard-Vessiot de K.



1.5. El Grupo de Galois Diferencial

Sea K un cuerpo diferencial y F//K una extensién de K, a esta extensién le podemos asignar un
grupo, notado por DGal(F/K), el cual consiste de todos los K-automorfismos diferenciales de F'

Definicién 1.5.1. Consideremos L la extension de Picard-Vessiot para el sistema y = Ay, con
A e M,(K). Entonces al grupo

DGal(Ay) ={c: L — Llo(K) =K, o es un isomor fismo}
lo llamaremos el grupo de Galois diferencial asociado al sistema (A,).

Supongamos que F' es una matriz fundamental para el sistema (A4) en la definicién (1.5.1),
y sea o una simetria en DGal(Ay). Se sigue de célculos directos que oF también es una matriz
fundamental. Por el lema 1.2.3, 0 F' = F(C\, donde C, es una matriz invertible con coeficientes en
Cr. Luego el mapa
gb : DG(I[(AA) — Gln(CL)
o —> C,

es un homomorfismo de grupos, dado que este estd completamente determinado por las entradas
de F, es ademés un monomorfismo, por lo que podemos considerar el grupo de Galois diferencial
DGal(A ), como un subgrupo de matrices de G1,(Cr). Méas ain, DGal(A4) tiene estructura de
variedad algebraica.

Proposiciéon 1.5.2. El grupo de Galois diferencial DGal(A4), es un subgrupo algebraico de
Gl,(CL).

Ejemplo 1.5.3. Siguiendo con el ejemplo 1.4.5, el grupo de Galois DGal(L/K) es isomorfo al
grupo aditivo de las constantes. En efecto, para cada simetria o. en DGal(L/K), o.(a) = a, se
sigue que el elemento « es enviado a a+c, ¢ € Ck. Por tanto, en la base {1, a} la matriz asociada
a o. pertenece al subgrupo aditivo

1
(Ck,+) =G, = { {O ﬂ : cGCk}. (1.12)
Como los inicos subgrupos algebraicos del grupo aditivo son el grupo identidad y el mismo tenemos
que DGal(L/K) ~ G,.

Ejemplo 1.5.4. Continuando con el ejemplo 1.4.6, veamos que si u es algebraico sobre K entonces
u™ € K para alginn € N. Ademds, DGal(L/K) es isomorfo a un subgrupo del grupo multiplicativo
(C3,"). En efecto, Supongamos que u es algebraico sobre K y sea P(x) = 2"+ a, 12" ' +---+ag
su polinomio minimal. Diferenciando obtenemos

n—1
0= P(u) = P(u)u =p'(u)au = anu™ + z:(a§€ + akay)u” (1.13)
k=0

como P es minimal, divide a este ultimo polinomio. Por tanto a) + akay = anay, luego

ay=aln—k)a, 0<k<n-—1 (1.14)
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de donde (%)’ = 0. En particular, u™ = lag donde | € Ck.
Ahora, note que para cada o4 en DGal(L/K), o4(u) = o4(v’) = o4(au) = acq(u). Asi

<ad(u)>’ _ ou(u)'u — ou(u)u’

' " 1.15
_ acq(u)u — oq4(u)au 0 (1.15)

u2

entonces oq4(u) = ud para algin d € Ck. Por lo que podemos identificar DGal(L/K) con un
subgrupo de (C%, ) ~ G,. Si DGal(L/K) es un subgrupo no trivial de G,, este debe ser finito,
como los subgrupos finitos del grupo multiplicativo de un cuerpo son todos ciclicos, DGal(L/K)
es ciclico. Mds aiun, este caso corresponde a u algebraico sobre K, si v = b € K, entonces
o) = o(u") = b, se sigue que d" = 1, por lo que d es una raiz n-esima de la unidad y
DGal(L/K) es un grupo ciclico y finito.

1.5.1. La Correspondencia de Galois Diferencial

Sea y’ = Ay un sistema diferencial definido sobre un cuerpo K y consideremos L/K su extensién
de Picard-Vessiot. Si F' es un cuerpo intermedio entre K y L podemos deducir que L/F es una
extension de Picard-Vessiot, si vemos los coeficientes de la ecuacién ¢y = Ay como elementos de
F, con grupo de Galois diferencial

DGal(L/F) = {o € DGal(L/K)|o|r = Id}. (1.16)

Si H es un subgrupo cerrado (Zariski) de DGal(L/K), denotamos por L al subcuerpo H-fijo! de

L, es decir,
L = {z € Llo(x) = x,Yo € H}. (1.17)

Como los elementos de DGal(L/K) conmutan con la derivada en L, se sigue que L¥ es un sub-
cuerpo diferencial de L.

Teorema 1.5.5 (Correspondencia de Galois Diferencial). Con la notacién anterior, consideremos
los reticulos, G de los subgrupos cerrados (Zariski) de DGal(L/K) y K de los cuerpos intermedios
de L/K y definamos

g

a: G K B: K
F — DGal(L/F) (1.18)

— —
H — L% Y >
Entonces, los mapas o y B son mutuamente inversos.

Corolario 1.5.6. Si el cuerpo fijo de G < DGal(L/K) es K, entonces G es denso (Zariski) en
DGal(L/K).

Prueba: Dado que tenemos la siguiente cadena de grupos G < G < DGal(L/K), el cuerpo
fijo de G’ también es K. Por la correspondencia de Galois se sigue que G = DGal(L/K). O

IConsistente de los elementos invariantes por la accién de H

11



1.6. Extensiones Liouvillianas

El propdsito de esta seccion es dar una caraterizacion a ecuaciones diferenciales lineales ho-
megéneas solubles por cuadraturas. Esto es el andlogo a la caracterizacién de las ecuaciones alge-
braicas solubles por radicales.

Definicién 1.6.1. Sea (K,) un cuerpo diferencial. Una extension F/K se llama Liouwvilliana si
Ck = Cr y ademas existe una cadena de cuerpos diferenciales

K=FCFHC---ClF,=F
tal que K; = K;_1(t;) i =1,2,...,n, donde
v ti € K4, es decir, t; es una integral, o
w t;, 0yt /t; € K; 4, es decir, t; es una exponecial, o
= t; es algebraico sobre K;_ .

Observacion 1.6.2. Sea L/K la extension de Picard-Vessiot asociada al sistema diferencial y' =

Ay donde A € M, (K). Decimos que las soluciones de A4 son Liouvillianas, si existe una extension
Liouvilliana F de K tal que K C L C F.

Teorema 1.6.3. (Caracterizacion de las soluciones Liouvillianas) Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. DGal(A,) es virtualmente soluble.
2. L es una extension Liouvilliana de K.
3. L esta contenida en una extension Liouvilliana de K.

Ejemplo 1.6.4. C(z,e*”, fe‘”Qd:r) es una extension liovvilliana de C(x) ya que existe la cadena
de cuerpos diferenciales

C(z) € Cz, ) C Clx,e*, [ dx)

donde cada extension ha sido construida a partir de la anterior por la adjuncion de exponeciales
de funciones algebraicas y exponenciales de integrales de funciones algebraicas.

1.7. El Algoritmo de Kovacic
Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogénea
y'+ Px)y +Qx)y =0 (1.19)

donde P(x) y Q(x) son funciones racionales con coeficientes complejos. Esta ecuacion puede ser
llevada a su forma normal, por medio de la transformada de D’Alembert. Por tanto, para el resto
de esta seccién, solamente consideraremos la ecuacién

Ly):=y" +r(@)y=0 (1.20)

donde r(x) es una funcién racional con coeficientes complejos.
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Proposicién 1.7.1. Si L(y) = 0 tiene una solucion Liouwvilliana, entonces toda solucion es Liou-
villiana.

Prueba: Si y; es una solucién Liouvilliana, usando reduccién de orden, y» = y; [ y% es otra
1
solucién Liouvilliana. O

Proposicién 1.7.2. DGal(L) C SLy(C)

Prueba: Sea {y;,y2} un sistema fundamental de soluciones para L. Luego,

Wr(y1,y2) = 11y — Y192 (1.21)

Si derivamos Wr(yy, y2) obtenemos

WT’(%, yz) = ylyé’ - y/1/y2

=y1(ry2) — (ry1)y2 =0 (1.22)

Por consiguiente, Wr(yi,ys) es constante. Asi, para cualquier simetria o € DGal(L) tenemos que

o(Wr(yr,y2)) = Wr(yi, y2) (1.23)

Por otro lado, mediante calculo directo

a(Wr(ys, y2)) = det(Co)Wr(y1, y2) (1.24)

con C, € GLy(C). Finalmente concluimos que det(C,) = 1. O

La proposicion 1.7.2 senala que para analizar la existencia de soluciones Liouvillianas para la
ecuacion (1.20), basta clasificar los subgrupos algebraicos de SLy(C). Esta clasificacién estd dada
por el siguiente teorema

Teorema 1.7.3 (Clasificacién de Subgrupos Algebraicos de SLs(C)). Sea G un subgrupos alge-
braicos de SLo(C). Entonces uno de los siguiente casos puede ocurrir

1. G es triangulizable,
_p-1
2. G es conjugado a un subgrupo de Dy, = { {a 0 } , {0 b } , a,p € (C*},

3. G es finito,
4. G = S0,(C).

Prueba: Considere G° la componente conexa de la identidad de GG. Es bien sabido que toda
algebra de Lie dos-dimensional es resoluble, por consiguiente dim(G) = 3, en tal caso G = SLs(C),
o G° es resoluble. En el segundo caso se sigue del teorema de Lie-Kolchin que G° es triangulizable.
Supongamos ahora que G° no es diagonalizable, del teorema de descomposicién multiplicativa de
Jordan-Chevalley para cuerpos algebraicamente cerrados, se sigue que G° contiene una matriz de
la forma

A= [1 ﬂ con x € C* (1.25)
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Ahora, como G° < GG, para cualquier g € G
gAg € G°

es decir g conjuga a A en una matriz triangular, luego

a bl |1 z||d -—=b * *
[c d] {O 1] [—c a} a {—ch *] (1.26)
de donde ¢ = 0, se sigue que G es triangular, este es el caso 1.

Supongamos ahora que G° es diagonal e infinito. Luego, G° contiene una matriz diagonal no-escalar
B, i.e., no es el producto de una constante por la identidad. Como G° < G, para todo g € G

gBg™' € G°

es decir, g conjuga a B en una matriz diagonal,

a bl |lz; O d —b adzy — bexy  ab(zy — x1)
{c d} [c 1'2:| [—c a } - [cd(:z:l —x9) adxy — cbry (1.27)
de donde
-0 a2
como B es no-escalar, x1 # x5 por tanto
ab=0,
o Y (1.29)
a y b no pueden ser ambos cero, pues
det(B) = ad —bc =1 (1.30)
de forma andloga ¢ y d no pueden ser ambos cero. Sia = 0y d = 0 de (1.30) tenemos que b = —c L.

Similarmente para ¢ = 0y b = 0 se sigue d = a~!. Por tanto G es diagonal (caso 1) o G C Dy,
siendo este 1ltimo el caso 2.
Finalmente si G° es finito, entonces GG también es finito, este es el caso 3 O]

Teorema 1.7.4. [19, pdg 8] Hay exactamente cuatro casos que pueden ocurrir,
1. L(y) = 0 tiene una solucion de la forma e/ ™ donde w € C(x).

2. L(y) = 0 tiene una solucion de la forma e/ ™ donde w es algebraico sobre C(z) de grado dos
y el caso 1 no se da.

3. Todas las soluciones de L(y) = 0 son algebraicas sobre C(x) y los casos 1 y 2 no se dan.

4. L(y) =0 no posee soluciones Liouvillianas.
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Prueba: Sea {y;, 92} un sistema fundamental de soluciones a la ecuacion (1.20).
Caso 1: Suponga que DGal(L) es triangulizable, i.e.,

DGal(L) = { {g‘ aﬁl] caeCBe c} (1.31)

Luego, para toda simetria o € DGal(L)

o(y1,y2) = (y1,92) {Of)" ffl} (1.32)

= (aoy1, Boyr + @, 'ya)

Por tanto

U(ﬁ) _ow) _u (1.33)

n g (yl) n

Por consiguiente % € C(z). Por otro lado, como

/
Ln(y,)" = L2 (1.34)
Y

se sigue que (1.20) tiene una solucién de la forma y, = e/ «.
Caso 2: Suponga que DGal(L) C Dy, y el caso 1 no ocurre. Luego

ar, O
o) = ) | ] o (1.35)
0 -5
o(y1,92) = (1, 92) 3 0 (1.36)
se sigue inmediatamente que
o(y1) = st o(y1) = Boype
1.37
{O(m) =o'y ° {0(y2) = =B, (1.37)

denotemos 7 = u y (= % de forma analoga al caso 1 tenemos que o(n) = ny o(() = o

Y1 y2’
o(n) =y o(¢) =n. Por tanto n es cuadratico sobre C(z)

Caso 3: Suponga ahora que DGal(L) es finito por tanto
DGal(L) ={o1,...,04} (1.38)

Note que los polinomios simétricos elementales en o1(y1),...,0,(y1) son DGal(L)—invariantes,
considere el polinomio simétrico elemental

=Y, ouly) oy (1.39)
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Luego, para una simetria o, € DGal(L),

ox(e) = 0k< Yoo ouly)- %(%))

1< <-<ir<n

— Z k(i (y1)) -+ - okl (1))

1<iy<-<in<n (1.40)
= Y o) on(y)
1<k, < Zkr<n

:67"

Considere el polinomio

P(y)=Jw—orm) =y" — ey +e" >+ + (=1)"en (1.41)

k=1

Como Id = 0; € DGal(L) para algun j € {1,2,...,n}, se sigue que y; es una raiz de P. Luego
y1 es algebraica sobre C(z), de forma similar se concluye que y, es también algebraica sobre C(z).
Consecuentemente, toda solucién de (1.20) es algebraica, puesto que esta contenida en C(z)(y1, o).
Caso 4: Supongamos que G = SLy(C). Como SLy(C) es conexo, (SLy(C))° = SLy(C). Ademss,
SLy(C) no es resoluble. Se sigue del teorema de caracterizacién de las soluciones Liouvillianas que
(1.20) no posee soluciones Liouvillianas. O

En 1986, J. Kovacic (ver [19]) presenta ciertas condiciones necesarias para que los casos 1, 2 y 3
antes descritos puedan ocurrir. Ademas, cuando estas condiciones fallan, se obtiene una condicién
suficiente para que el caso 4 ocurra. Antes de enunciar estas condiciones, realicemos las siguientes
consideraciones. El hecho que r(z) € C(x) implica que puede ser expresada como el cociente entre
dos polinomios, r = $. Por tanto, un polo ¢ de r es en realidad un cero de ¢ y el orden de r en c,
o(r.), su multiplicidad. Por el orden de r en 0o, o(7), se entenderd el orden de infinito como cero

de r, Asi o(rw) = deg(t) — deg(s).

Teorema 1.7.5. [19, pdg 8] Las siguientes condiciones son necesarias (mas no suficientes) para
que su respectivo caso pueda ocurrir,

1. Cada polo de r debe ser de orden par o de orden uno. El orden de r en oo debe ser de orden
par o mayor que dos.

2. r debe tener al menos un polo de orden impar mayor que dos o ser de orden dos.

3. El orden de un polo en r no puede ser mayor que dos. El orden de r en oo debe ser al menos
dos.

De ahora en adelante

1. Denotemos por I'" al conjunto de polos (finitos) de r,

I = {c € C|t(c) = 0} (1.42)
2. Denotemos por I' = I U {o0}.

3. si p €T, entonces s(p) € {+,—}.
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1.7.1. El Algoritmo para el Caso 1

Para cada ¢ € I y para oo, definamos funciones racionales [\/7]., [v/T]s ¥ niimeros complejos

+

c?

af, af descritos abajo.

Paso 1: Buscar para cada polo ¢ € I y para oo la situacién correspondiente a cada una de las

que sigue

(co) sio(r.) = 0, entonces
(c1) sio(r.) =1, entonces

(co) sio(r.) =2y

entonces
(c3) sio(r.) =2v>4y

entonces

(009) sio(ree) =2y

entonces

(003) si0(ree) =—20<0y

entonces

Paso 2: Encontrar D # () definido por

D={de, d=at® = T o, ¥is(p)yer

17
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Si D = (), debemos pasar de inmediato al caso 2. Por otro lado, si |D| > 0, entonces para cada
d € D se construye w € C(z) de la siguiente forma

af;(c)
w=5(00) V7l + Y (S(C)[\/ﬂc + ) (1.44)

r—c
cel”
Paso 3: Para cada d € D, buscar un polinomio moénico P; de grado d, tal que
Pl +2wPi+ (W +w?—7r)P;=0 (1.45)

Si tal P, no existe, se debe pasar al caso 2 inmediatamente. En caso que P, exista, entonces una
solucién de (1.20) estd dada por
y = Pyl @

1.7.2. El Algoritmo para el Caso 2

Para cada ¢ € I" y para oo, buscar E. # 0 y E, # 0. Definimos los conjuntos E. C Z y
E., C 7Z como sigue

Paso 1: Buscar para cada polo ¢ € I'' y para oo la situacién correspondiente a cada una de las
que sigue

(c1) Sio(r.) =1, entonces E. = {4}

(co) Sio(r.) =2y
rz---—i—b(x—c)_Q—l—---

entonces

E.={2+kvVI+4b:k=0,+2}
(c3) Sio(r.) =v > 2, entonces E. = {v}
(001) Sio(re) > 2, entonces Eo, ={0,2,4}

(002) Sio(re) =2y
/r':..._|_bx2+...

entonces

B ={2+kvVI+4db:k=0,+2}
(003) Sio(re) =v < 2, entonces Eo, = {v}

Paso 2: Encontrar D # () definido por

1
{dEZ+:d:§<ew—ZeC), Ve, € E,, VpEF} (1.46)

cel”

D

Si D = (), debemos pasar de inmediato al caso 3. Por otro lado, si |D| > 0, entonces para cada
d € D se construye ¢ € C(x) de la siguiente forma

(1.47)



Paso 3: Para cada d € D, buscar un polinomio moénico P; de grado d, tal que
Py +30P) + (30" + 30% — 4r) Py + (0" + 300’ + 6> — 4r0 — 2r") Py = 0 (1.48)

Si tal P; no existe, se debe pasar al caso 3 inmediatamente. En caso que Py exista, sea ¢ = 0 + %.
Entonces
y=el® (1.49)

es solucién de (1.20), donde w es solucién de
1
w2+¢w+§(gb'+¢2—2r):() (1.50)

1.7.3. El Algoritmo para el Caso 3

Para cada ¢ € T" y para oo, buscar E. # 0 y E, # 0. Definimos los conjuntos E. C Z y
E., C Z como sigue
Paso 1: Buscar para cada polo ¢ € I y para oo la situacién correspondiente a cada una de las
que sigue

(c1) Sio(r.) =1, entonces E. = {12}

(co) Sio(r.) =2y
r:..._’_b(l'_c)_Q_f_...
entonces
Ec:{6+k\/1—|—4b:k:O,:I:l,:I:Q,...,:l:6}
(OO) si O(TOO):UEQY
r:+bx2+

entonces 19k
E. = {6+—\/1+4b,kzo,il,iQ,...,i& n:4,6,12}
n
Paso 2: Encontrar D # () definido por
D:{dez+;d:%<eoo—zec>,vepeEp, vper} (1.51)

cel”

Si D = (), entonces (1.20) no posee soluciones Liouvillianas puesto que necesariamente ocurre el
caso 4. Si |D| > 0, entonces para cada d € D y para cada n se construye 6 € C(z) de la siguiente

forma n .
0 =— = 1.52
12 ; T —c ( )

también definimos el polinomio S dado por

S=][@-0 (1.53)

cel”
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Paso 3: Para cada d € D, buscar un polinomio moénico P; = P de grado d, de tal forma que cuan-
do definamos los polinomios P,, P,_1, ..., P_1, recursivamente por las formulas descritas debajo,
entonces P_; es identicamente cero.

pP,=-P,

1.54
P1=—-SP +((n—1)S —SO)P, — (n—i)(n+1i)S*rPyy1, i=n,n—1,...,0. (1.54)

si tal polinomio existe para alguna familia (e.), sea w una solucién del polinomio
> w' =0 (1.55)

< (n—1)!

7=

entonces y = e/ es una solucién para (1.20). Si tal polinomio P no existe, entonces (1.20) no
posee soluciones Liouvillianas.
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Capitulo 2

Teoria Analitica

2.1. Problema de Sturm-Liouville

Un problema de Sturm-Liouville (SLP) es una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo
orden

dr dx

sujeta a condiciones de frontera tipo dirichlet

d (p(az)@) = (r(x) — M(x))y, en (a,b) —oc0o<a<b< (2.1)

ary(a) + azy'(a) =
Bry(b) + Bay'(b)
donde \ es un valor complejo y asumiremos p(x), ¢(x) definidas positivas. Una funcién que satisfaga

el problema anterior es llamada una autofuncion y el valor A correspondiente a esta solucién es
llamado un autovalor. Asf si y,, es una autofuncion para el SLP, relativa al autovalor A,

8 (2.2)

7 (102 ) = 0) = Mt 23)

Por conveniencia en este trabajo, asumiremos p(x) = 1 y ¢(z) = 1, también supondremos que
ag = P = 0. Por lo que el SLP se reduce al problema (RSLP)

d?y

T3 = (r(@) = Ny, en (a,b) (2.4)

sujeto a las condiciones y(a) = y(b) = 0.

Proposicién 2.1.1. Sy, y y,, son autofunciones correspondientes a distintos valores del parame-
tro A, entonces

/yn(x)ym(x)dx =0 (2.5)

Prueba: Dados dos autovalores diferentes A, A,, v sus respectivas autofunciones,
Yn = (1(@) = A)Yn, (2.6)
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y
Y = (@) = An)Ym-
Multiplicando (2.6) por y,, y (2.7) por y,, luego restando

()\m - )\n)ynym - ymy;; - yny:;z

d
= %(ymy; — Ynli)-

Por consiguiente
b

A — M) / YnYmdT = [YmYs — YnYo)o =0

a

como A\, # A\, tenemos
b

[ sl lumla)do =0

a

Proposicién 2.1.2. Supongamos que r(x) es real. Los autovalores del RSLP son reales.

Prueba: Sea A € C un autovalor, y sea y su correspondiente autofuncion,

y" = (r(z) = Ny, y(a) =y(b) =0

tomando su conjugado complejo

y' = (r(z) = Ny, yla) =g(b) =0

Aplicando un argumento similar al utilizado en la proposicon 2.1.1, tenemos
b
A=) [ lde = Iy = s =0

como y es una autofuncién, esta es distinta de cero. Por tanto

b
/|y|dm >0

lo que implica que A = )\, es decir, A € R.

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

]

Asumiendo que 7(z) es real, los autovalores del RSLP son todos de multiplicidad uno. Maés

atn, forma una secuencia que puede ordenarse de forma creciente,

T T Wl T

Ademas A\, — oo, a medida que n — oo. Este orden en los autovalores establece un ordenamiento

natural en sus correspondientes autofunciones

Y1,Y2, - - s Yns Yn+1y - - -

Para més informacién ver [29].
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2.2. Expansiones Asintéticas
Definicién 2.2.1. Un sector abierto S en el z—plano es un conjunto de la forma
S:ta<arg(z)<b, |z2| >M

donde a y b son nimeros reales' y M es un nimero positivo. Andlogamente se definen los sectores
cerrados.
Un subsector S’ del sector S, es un sector tal que S" C S.

Definicién 2.2.2 (Expansién Asintética). Dada una funcion analitica, definida en algin sector S
y una serie de potencias formal f(z) = 3 fnz" € Clz]], decimos que f(z) es asintdticamente igual
a f(z) 0 que f(z) representa a f(z) asintéticamente cuando z — 0 en S, si para todo N € Ny y
todo subsector cerrado S’ de S, existe C' = C(N,S') > 0 tal que

N-1
ri(z,N) = 2| N f(z) = ) fazt| < C (2.16)

Si f representa asintéticamente a f en S, escribiremos f(z) = f(z) en S.

Note que si N = 0, la definiciéon de expansion asintética implica que

lim f(z) = fo (2.17)

z—0

También observemos que para N > 0

ri(z, N+1)= \z\_N

N-1

(2.18)
= |2[7Mrs(z, N) = ful
Por definicién rf(z, N + 1) es acotada en el origen, por tanto
lim(ry (2, N) — f) = 0 (2.19)

lo que nos lleva al siguiente resultado

Proposicién 2.2.3. [73, teorema 8.1, pag 33] Una funcion f(x) puede tener a lo mds una expan-
sion asintotica

> " (2.20)
n=0
cuando z — 0 en un sector dado S.

Observacion 2.2.4. La afirmacion reciproca de la anterior proposicion resulta no ser cierta. Por

ejemplo, la serie de potencias trivial’ representa asintéticamente en el semieje positivo a las dos
; _1

funciones f(z) =0 y g(z) = e =.

1p — @ podria ser mayor a 27, en tal caso S debe ser definido como un dominio en la superficie de Riemann del
logaritmo.
2Aquella cuyos coeficientes son todos cero.
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El siguiente teorema resume el algebra de expansiones asintéticas

Teorema 2.2.5. [77, teoremas 8.2-8.8,8.5] Sea S un sector y a,b € C, supongamos que

f(2)

I

f(z) en S

1%

9(z) = g(z) en S

entonces
1. af(2) +bg(2) = af(2) + bj(2).
2. f(2)9(2) = f(2)3(2).
3. Supongamos que f(z) # 0 para todo z € S y asumamos que fy es no nulo, entonces

1 1

& —enS (2.21)
1) fe)
donde ﬁ es la dnica serie formal h(z) tal que
f@)h(z) = 1. (2.22)

Teorema 2.2.6. [77, teoremas 8.7-8.8] Sea S un sector, suponga que

f(z) = f(z) en S
entonces

1. f'(2) = f'(2) en cada subsector propio de S.

1%

2. [ fw)dw = [ f(w)dw donde el camino de integracion esta en S.

0 0

Los teoremas 2.2.5 y 2.2.6 dotan al conjunto A(s) de las funciones analiticas definidas sobre
un sector S con representante asintotico de una estructura de algebra diferencial. En virtud de la
proposicion 2.2.3

J: A(S) — C
f(z) = (JN)(z) = f(2)

es un homomorfismo de C—algebras diferenciales. Mas atn, la versién compleja del teorema de
Borel-Ritt implica que J es sobreyectivo. Sin embargo, J no es inyectivo.
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2.2.1. Un Teorema de Sibuya

1

Lema 2.2.7. [10, Lema 1, pag. 94] Sean f,h y g polinomios en z~ cuyos coeficientes son lineales

en ay,...,a, € C. Suponga ademds que

f=00G"), h=h+0(=""), g=0(""),

donde hy es una constante no nula independiente de aq, ..., a,. Entonces, la ecuacion
dp 1 h 2
- =2 (f(2) + h(z)p + 9(2)p7) (2.24)

tiene una unica solucion formal
oo
. Z -1
p(Z) = PNZ T,
N=1

donde pn son polinomios en ay,...,a, e independientes de z.
Sea § > 0 lo suficientemente pequena. Entonces existe una tunica solucion p(z) de (2.24) la cual
satisface las siguientes condiciones.

1. Parar > 0, existe una constante postiva N, tal que p(z) es holomorfa respecto a (z,aq, ..., ap)
en el dominio definido por

|z| > N,,
afl + - +]a] <7, (0 <71 <o0), (2.25)
|arg(ho) + (p + 2)arg(z)| < 5 — 6

2.
p(z) = p(z)
uniformemente en cada compacto del (aq, . .., a,)—espacio cuando z tiende a infinito, en todo
subsector cerrado del sector
3
larg(ho) + (p + 2)arg(z)| < >~ ) (2.26)

Teorema 2.2.8. [16, Teorema 1, pag. 84-85] La ecuacion diferencial

y' = a(z)y (2.27)

donde a(x) es un polinomio mdnico de grado p, posee una solucion

y=Yp(z,a1,...,a) (2.28)
tal que:

1. Y, es una funcion entera de (z,ay,...,ap),
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2. Y, admite una representacion asintotica

> N 2 pf2 P+l 4 pt2-N
Vo(z,a1,...,a,) 2™ (1 + Z BN:L’2)e_p+2‘” o A (2.29)
N=1
uniformemente en cada compacto del (ay,...,a,)-espacio, cuando x tiende al infinito en
cualquier subsector cerrado del sector
jarg(x)] < -7
arg(x
g Pt 2
Los valores ,, Axy y Bn son polinomios en ay, . .., a,.

Prueba: La primera parte del teorema es consecuencia inmediata del teorema de existencia y
unicidad, ya que el inico punto singular de (2.27) es x = co. Por otro lado, la ecuacién diferencial
(2.27) es equivalente al sistema

dU
e A(x)U, (A4)
0

donde A(z) = {a(x

) (1)] . Realicemos el cambio de variables

1 0
r=2% U=FV, F:{O zp}'

Aplicando regla de la cadena tenemos que

du

= A A(z):{ X 22],

2za(z) O

luego Ay ~» Ap; donde Ap : & = F[A]V,

FlA] = {(1) zop}_l H%S@) 201 {(1) fp] R {(1) SPH
_ [ 0 2z1’+1]

27 PHlg(z) —pzt

Luego
v 0 22P 11 v
dz ~ |2z7PTa(z) —pzt|
o equivalentemente
av 1 0 2
- [22_2%(2) —pz‘p_Q] v

Ahora, como



tenemos que

A 0 2
_ .n+1
FIA] = = HHZL o _pz_p_QH

luego F[A] se puede escribir como

Np
Pan E AnzN
N=0

donde N, = Maz{2p,p + 2}; Ay son matrices 2 x 2 lineales en ay, ..., a, e independientes de z.
Por tanto Apg se puede escribir como
N,
av +1 - -N
E = 2P (ZANZ V, (AB>
N=0
1
Sea V =TwconT = {_1 1] , entonces
d all
w
i T (z”Jrl Z ANZ_N> Tw.
N=0
Por tanto d
% — 1 B(2)w, (Ap)

donde B(z) = ino Byz™N, con By = T7ANT.
Suponga ahora que

w = {1] el P v(n)dn
p

donde p es una funcién de z. Derivando w obtenemos

dw 0 1 5 pr1
= ( [%] + 2Py (z) M )ef "y (m)dn
remplazando en Ap/ tenemos lo siguiente

{2,,} + 2 (2) m _ () H (2.30)

dz p

sabemos que

establezcamos

5o =[5 )

donde «;, 3; son polinomios en 2!, lineales en ay, ..., a,. Ademds

ai(z) = -2+ 0(z7") fi(z) = 0(z")
ax(2) =2+ 0(z7")  faz) = O0(z7)
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Luego (2.30) tiene la forma

2FTy(2) _ o1 |1 + Bip
L 4 7 y(2)p azp + [

de donde obtenemos las siguientes ecuaciones

7(2) = ai(z) + Bu(2)p
e = 20 T L 230

del sistema (2.31) obtenemos la siguiente ecuacién diferencial
% — 1 (By(2) + (aal=) — ar(2))p — Br(2)?) (2.32)

dz

Aplicando el lema 2.2.7 a la ecuacién (2.32) obtenemos lo siguiente:
La ecuacion (2.32) tiene una solucién p(z) tal que,

1. Parar > 0y cada J lo suficientemente pequeno, existe N, 5 tal que p(z) es holomorfa respecto
a (z,a4,...,a,) en el dominio definido por

|Z| >Nr75,
]a%]+--~+]a2\<r (0 <r<o0), (D1)
arg(=)] < gty — 6

z) & Z pnz N
N=1

uniformemente en cada compacto del (ay, . . ., a,)—espacio cuando z tiende a infinito, en todo
subsector cerrado del sector

3T
< — S1
arg()] < 35 (51)
donde py son polinomios en ay, ..., a,, independientes de z.
Ahora, como y(z) = ay1(z) + p(2)51(2), se sigue que y(z) es holomorfa en (D1). Ademds
z) =24 Z e
N=1
uniformemente en cada compacto del (a4, ..., a,)—espacio cuando z tiende a infinito, en cualquier
subsector cerrado de (S1).
Observacién:yy son polinomios en ay, ..., a,, independientes de z.
Sea y
T=v-(=2+ X85 ),
( ) ,Yp+2€p+2 Zp+2+257v+11 +’721\:sz+271\1
Observacion:
QJE i ot (G (2SR ) ) an

fz np+1 n)dﬂ f 77p-‘,—l( 2+Zp+21 YN N))dn
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como

z p+1
/ (=207 4+ PN+ pan ) dn
N=1
) p+1 y
= = 2 —sz+2*N + Log(z"+2

p+2 szl p+2-N 9")

Se tiene que
w= H E(z)el”m3tmn (2.33)
es solucién de Ap (se integra sobre un camino en S1). Mdas aun, la solucién 2.33 es holomorfa
respecto a (z,aq,...,a,) en el dominio (D1), también
w = | wy + io:wNz_N E(2); wo= 1
’ 0
N=1

uniformemente en cada compacto del (aq,...,a,)—espacio, siempre que z tienda a infinito en
cualquier subsector cerrado del (S1).
Observacion: wy son vectores dos-dimensionales cuyos elementos son polinomios en ay, ..., a, e
independientes de z.
Sea ahora

Ux) = [V L Bzyel™m5tman (2.34)

0 2P 1 1 p(z)
Entonces (2.34) es solucién de A 4. Veamos que U(z) es entera. Sea ®(x) tal que
dd
@) _ 4)(x): ®(0) = Idy
dx

®(x) estd compuesta por entradas enteras de (z,as,...,a,), asi como ®(z)~*. Por tanto existe

C € Gly(C) tal que
U(z) = ®(z)C

en particular U(zg) = ®(x0)C, de donde se sigue que

Ulx) = ®(2)®(x0) U (o).

Sea (al, ... ,ag) arbitrario, pero fijo, y consideremos una vecindad del punto, digamos V. Luego
podemos escoger 7oy = 23 de tal forma que (zg,ay,...,a,) esta en (D1) para todo (ai,...,a,) en
Vo. Luego U(xg) es holomorfa en V. Se sigue que U(z) es entera. O

2.2.2. Soluciones Subdominantes
Realicemos el cambio de variable & = ez, § € R. De la regla de la cadena obtenemos

dy dy dr dz 0
— =¢ 2.
dr  dzxz' dr  * (2.35)
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es decir

dy _ ipdy
L A— 2.
de ~ © di (2.36)
Ademas » 4 di »
Y y\ar 2i0 @Y
LA i e 2.
dz? _ di (m) dz ~ © da? (237)
Por lo que la ecuacion
Ly P(z)y =0 (2.38)
dx? v '
con P(x) =P + ayz?~! + - -+ + a,, se transforma en la ecuacién
%y |
230 —16 2,
e~ P(e i)y =0 (2.39)

Como P(z) = P(e™%%) = e (3P + a;e?3P~1 + - + a,€P), la ecuacién (2.39) se puede escribir
de la forma

Ty _ e g(zyy = (2.40)
dz?
donde Q(&) = 2P + a;e3P~1 + - - - + a,eP. Si tomamos 6 de tal forma que e~*P*+2) = 1, entonces
Vo(#,e®ay, ..., e"a,) es solucién de la ecuacién (2.40).

Sea O, = 2%, k=0,1,2,...,p+1y

Vor(@,0) = Vor(z,a1,. .. a,) = V(e eay, ... e%Pa,) (2.41)
entonces Y, x(z, a) son soluciones de (2.38). En particular, V,o(z,a) = V,(x,a).
Como consecuencia del teorema 2.2.8, tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.2.9. [28, Teorema 7.1, pdg 18] La solucion Y, satisface las siguientes condiciones

1. Ypr es una funcion entera de (x,aq,...,ap).

Vo Z Y, (%2, e%ay, ... e%q)) (2.42)
uniformemente en cada compacto del (ay,...,a,)—espacio siempre que x — 00 en cualquier
subsector cerrado del sector ol 5

T T
arg(x) + < 2.43
gla) + ol < (2,49
donde Yy, es el miembro derecho de (2.29).
Sea S}, el subsector de (2.43) dado por
2k
arg(x) — L g (2.44)
p+2 p+2

Luego el sector (2.43), lo podemos ver como la unién de subsectores Si_1 U Sy, U Sp11
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2k+3
p+2

2k—3

pt2 '

Notemos que los p + 2 sectores Sy, k = 0,1,2,...,p+ 1 (modp + 2) cubren todo el x—plano

Figura 2.1: divisién del plano en 3 sectores
Figura 2.2: division del plano en 4 sectores

col 3

™
4

S1

So

N

@[y

Definicién 2.2.10. Si una solucidn de la ecuacion diferencial (2.38) tiende a cero cuando x — 0o
a lo largo de cualquier direccion en el sector Sy, diremos que esta solucion es subdominante en el
sector Sk. Por otro lado, si una solucion de la ecuacion diferencial (2.38) tiende a infinito mientras

x — 00 a lo largo de cualquier direccion en el sector Sy, diremos que esta solucion es dominante
en el sector Sy,.

Notemos que si z = e, entonces Re(x2®?) = r3®+)Cos(2E2(0 + 2kr)), k = 0,1. Tome

k = 0 el otro caso es igual ya que la funciéon coseno posee un periodo de 27. Como

p+2

Cos( g)>0enSy,y

b1 (2.45)

Cos( 0) <0enSyyS_.
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La solucién Y, = Y, es subdominante en Sy y dominante en S_; y S;. Por tanto, la solucién Y,
es subdominante en Sy y es dominante en Sy_1 y Ski1-

Note que las soluciones Y, o v Vp,1 son linealmente independientes, puesto que ), ¢ es subdominante
en Sy v Vp1 es dominante en Sp. Sea y(x) una solucién subdominante de (2.38) en el sector Sy,
ademas

y(r) = coVpo + 1 p (2.46)
Luego, ¢; debe ser cero, por tanto

y(z) = copo = coYom- (2.47)
Teorema 2.2.11. La solucion Y,(x,a) es la dnica solucion de (2.38) la cual satisface todas las

condiciones requeridas del teorema 2.2.8.

2.2.3. Una Generalizacién al Teorema de Sibuya
El teorema 2.2.8 ha sido generalizado a una ecuaciéon diferencial de la forma
ny// — a(x)y,

donde a(z) es un polinomio ménico de grado p (ver [21, teorema 1, pag 5]). Sin embargo, aqui
presentamos un resultado un poco méas general.

Teorema 2.2.12. La ecuacion diferencial
zly" = a(x)y (2.48)

donde a(z) es un polinomio mdnico de grado p, posee una solucion

y:yp(Iaafla'-'yap) (249)
tal que:
1. Y, es una funcidn entera de (ai, ..., a,) y analitica para |z| >0 y |arg(x)| <,

2. YV, admite una representacion asintotica

(o)
N 9 p*g+2 p—a+1 4 p—q+2—N
yp(g;,al,...,ap)gxf+1(1+§ Byz 2>e para® P Fno Ave e (2.50)
N=1
uniformemente en cada compacto del (ay,...,a,)-espacio, cuando x tiende al infinito en

cualquier subsector cerrado del sector

arg(x)] < —
arg(x _
g p—q+2
los valores T, Ay y By son polinomios en ay, ..., ay,.
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Prueba: Los procedimientos en esta prueba son analogos a los usados en la prueba del teorema
2.2.8. Sin embargo, dada la adicién del punto singular x = 0, se deben realizar algunos cambios.

El dominio determinado por

{ 0 < |z, (D2)

larg(z)| < .

es simplemente conexo. Ademas la funciéon % es analitica en (D2), por lo que la primera parte

del teorema se sigue del teorema de existencia y unicidad aplicado sobre el dominio (D2). Para la
segunda parte, la ecuacién diferencial (2.48) es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales,

du
- = A@)U, (Aa2)
donde A(z) = [xq(c)z (z) 0] . Realicemos el cambio de variables

9 1 0
z=2z°, U=PV, P:{O Zp_q].

Luego el sistema A 49 se transforma en el sistema

2p
d
R O It (852

dz
N=0
donde Ay son matrices 2 x 2 lineales en ay, ..., a, e independientes de z.
De aqui en adelante la prueba es totalmente analoga a la prueba del teorema 2.2.8. O]

2.3. Método de Iteracion Asintotica

El método de iteracién asintética (o MIA) fue introducido por H. Ciftci et al en [12] como
herramienta para solucionar ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de la forma
y" = lo(2)y + ro(z)y (2.51)

donde ly(x) y ro(x) son funciones de tipo C*(a, b). El método se basa en la estructura invariante del
lado derecho de la ecuacién (2.51) bajo derivaciones sucesivas y puede ser resumido en el siguiente
teorema

Teorema 2.3.1. [12, pdg 4] Sean ly,ro € C*(a,b). La ecuacion diferencial

y" = loy + 1oy (2.52)
tiene solucion general
x T t
y = eff a(t)dt(CQ + le ef (lo+2a)d7—dt) (25?))
st existe algun p >> 0 tal que
Tp _Tp1 _ (2.54)
L, 1,1

donde li(x) =U,_{(x) +riq1(x) + lo(x)liq yry =71,y (x) +roliq, i € {1,2,...,p}.
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Sin embargo, el método anterior hace uso tinicamente de la estructura de algebra diferencial
del anillo de funciones, de la solucién de ecuaciones lineales homogéneas de primer orden. Por
tanto, en lo que sigue, podemos fijar R un anillo diferencial de caracteristica cero y suponer que
los coeficientes ly(x), ro(x) son elementos de dicho anillo.

Derivando la ecuacién (2.51) obtenemos la siguiente ecuacién diferencial de tercer orden

(@)Y + lo(x)y" + ro(2)y + ro(2)y
(@)Y + lo(z)(lo(x)y + ro(z)y) + ro(x)y + ro(z)y’ (2.55)
)y +ri(z)y

donde l1(z) = lj(x)+ro(x)+13(x) y r1 = ri(x)+rolo. Ahora, si también derivamos (2.55) tendremos
que

"
Y

/
0
/
0

l
l
l

1

(@)Y + L(2)y" + i (@)y +ri(e)y’
Y + L) (lo(2)y" + ro(x)y) + 11 (2)y + ri(2)y’ (2.56)

derivada serian

y(pH) =l (x)y +rpo1(2)y, y

y(p+2) = lp(:):)y/ + Tp(x)y,

donde l,(z) =1y () + rp_1(x) + lo(x)lp—1 y 7p = r\,_1 () + 7ol,-1. Luego, del cociente entre y#+2

(2.57)

y y®*+D se sigue que

+2 4
2L n(yov) = A = ) (2.58)
dx yor (Y + )

Si existe p lo suficientemente grande tal que

o _Tp1 ., (2.59)
L 1
la ecuacién (2.58) se reduce a
d l
el (p+1)y — _P
den(y ) I (2.60)

Por consiguiente

YD = crel P s (2.61)
Por otra parte, como
lp l;)—l +7rp1+ lolp_l
1 lyi
/
_ l:_: tatly (2.62)

= [Ln(lp)] +a+1o

3Desde el punto de vista del dlgebra diferencial, exp( f “bdt) denota la solucién de la ecuacién diferencial de
primer orden 3’ = by.
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concluimos que
YO = ¢yl el o (2.63)

Luego
L (2)y 4 1pr(z)y = 1l,_qel " (@rio)dt (2.64)

de donde obtenemos la siguiente ecuacion lineal de primer orden
Y+ ay = el (o)t (2.65)
por lo que la funcion
x T t
y = €_f oz(t)dt(c2 + le ef (lo+2a)drdt) (266)
es solucién general para la ecuacién (2.51). Por lo que podemos enunciar una forma general para

el teorema 2.3.1

Teorema 2.3.2. Sean ly y ro elementos de un anillo diferencial R de caracteristica cero. La
ecuacion diferencial

Y =1loy +roy (2.67)

tiene solucion general
y=u""(c2+c1f3) (2.68)

en la extension R{a,u,u',v,3) donde u,v,B son soluciones de v' = au, v' = lyv y ' = u?v,
respectivamente, si existe algun p >> 0 tal que

donde l;(z) = U;_(x) + ri—1(x) + lo(z)lizy yri =7y (x) +1oli—1, i € {1,2,...,p}.

2.3.1. El caso 1 de Kovacic y el MIA

La existencia de soluciones Liouvillianas en el caso 1 depende de la existencia de soluciones
polinomiales para la ecuacién (1.45), la cual llamaremos ecuacién auxiliar. E1 MIA otorga una
caracterizaciéon de estas soluciones por medio de la anulacién de la cantidad 0, := l,rp—1 — l,—17p.
Asi, el siguiente teorema nos da las condiciones bajo las cuales la ecuacién auxiliar posee soluciones
polinomiales

Teorema 2.3.3. [27, Andlogo al teorema 2, pag 3] Sean ly,ro elementos en un anillo diferencial
R de caracteristica cero que contenga a C|x] y considere la ecuacion diferencial

y' =loy' + 1oy (2.70)
1. s1 (2.70) tiene una solucion polinomial de grado p, entonces

lpT’p_l - lp_l’l“p =0 (271)

2. silyly,_1 # 0 y 0, =0, entonces la ecuacion diferencial (2.70) tiene una solucion polinomial
de grado a lo sumo p.
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Prueba:

1. Supongamos que (2.70) tiene una solucién polinomial de grado a lo més p, entonces las
derivadas y*) = 0 para k > p. En particular y®+t") = y®*+2) = 0. Luego como

0 = by — 1,y D — (1 — by 11y = Gy (2.72)
se sigue que 9, = 0.
2. Supongamos que [,l,—1 # 0y 6, = 0, entonces
Lyrp—1 = 1,11y (2.73)

dividiendo por (I,l,—1)~" obtenemos

_ ", (2.74)

y=u""! (2.75)

Por tanto

y =—au = —ay = —Tp_ly (2.76)
L

Luego, y®*t!) = l,_1y" + rp_1y = 0, consecuentemente, y es un polinomio de grado a lo més
p- O
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Capitulo 3

Soluciones Liouvillianas de Ecuaciones
Diferenciales de la Forma 3" = r(z)y

3.1. Caso r € Clz]

Consideremos la ecuacién diferencial lineal ordinaria de segundo orden con coeficiente polino-

mial i
' = (z)y weC. 3.1)
1=0

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el coeficiente de (3.1) es un polinomio ménico,
ya que toda ecuacién de la forma (3.1) se puede transformar en una de la forma

k—1
Y = (xk + Z vizri)y (3.2)
i=0

mediante el cambio de variables x = *Zu,x. (Ver [1, Observacién 5, pag 274])

Lema 3.1.1. [/, Lema 2.4, pag 275] Todo polinomio mdnico de grado par puede ser escrito de
forma unica completando cuadrados, es decir,

2p—1

p—1 2 p-l
agy(z) = 2% + Z v’ = (xp + cixi> + Z dix’. (3.3)
i=0 i=0 i=0
Teorema 3.1.2. [/, Teorema 2.5, pdag 276] Consideremos la ecuacion diferencial

y' =a(z)y (E)

donde a(x) € Clx] es un polinomio ménico de grado k. Entonces, solo uno de los siguientes casos
puede ocurrir:

1. DGal(E) = B,
2. DGal(E) = Sl,(C).

Mas ain, DGal(E) =B si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:
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1. a(x) es de grado 2p, escrito en la forma del lema 3.1.1,
2. dy_1 —p o —d,_1 — p es un nimero par de la forma 2d, d € Z.,

3. emiste un polinomio monico Py, de grado d, tal que:

p—1 p—2 p—1
P} +2(a? + Z c;x') P+ (prP~t + Z(@ + 1)z’ — Z d;x")P; =0, o

=0 =0 i=0

o1 o2 b1 (3.4)
P} —2(z” + Z c;x') Py — (prP~t + Z(z + 1)z’ + Z d;x")Py = 0.

=0 i=0 i=0

En tal caso, una de las soluciones Liouvillianas estd dada por,

1 pptl p—1 ¢ it1 (1 p+1 p—1 ¢ _it1
y:Pdepﬂzp +2iz0 71’ , 0o y= Py (p+13’p +Xizo 1%’ )

3.2. Caso r € Clz, 1]

Teorema 3.2.1. Consideremos la ecuacion diferencial

1 1
y' = L(x, —)y, con L(x, —) =24 A(x), a € C". (3.5)
x x x
Donde A(zx) es un polinomio mdnico de grado k > 0. Luego uno de los siguientes casos ocurre:

1. a) A(zx) es un polinomio de grado k = 2p, escrito de la forma del lema 3.1.1,
b) dy-1 —p 0 —d,—1 — p es un nimero par de la forma 2d +2, d € Z,

c) Eziste un polinomio mdnico Py, de grado d, tal que:

P+ 2(,41(90) + é) P+ <A’1(x) + %@) — AQ(x)) P;=0, o

H)r (e + 2

X

Pl —2 (Al(x) + AQ(:C)) Py =0.

En tal caso, una de las soluciones Liouvillianas de (3.5) estd dada por

zn«l»l n—1 c; i+1 zn«l»l n—1 c¢; i+1
y = P’ n T2ico 51T oy = pPye” wkt 2iz0 #1%

2. La ecuacion (3.5) no tiene soluciones Liovillianas.

Prueba: Consideremos la ecuacién diferencial
/! 1 1 a *
L=y"=Llx,— |y, Llz,—)=—+A(x), acC". (3.6)
T T T

Donde A(z) es un polinomio de grado k£ > 0. En este caso o(Lg) =1y o(Ls) = —k. En virtud del
teorema de condiciones necesarias, esta ecuacién solo puede satisfacer el caso 1 del algoritmo de
Kovacic. Si k = 2p + 1, entonces el paso 1 no se cumple. Por tanto DGal(L) = SLy(C). Por otro
lado si consideramos k = 2p, luego debemos segir las condiciones {¢, 003}
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Observacién 3.2.2. Por el lema 3.1.1 A(z) tiene la escritura A(z) = (Ay(z))* + Ax(z), donde

p—1 p—1
Al =a? + Z Cil'i, Ag = Zdﬁfl, Ci, dl e C (37)
1=0 1=0

Por el paso 1 del algoritmo tenemos que

[VL]o =0, af = 1.
VI = Ai(2), @t = 3,1 — p).
= a2 — a9} Si D =10, el caso 1 no se tiene.

Y del paso 2 tenemos el conjunto D = {d € Z,|d
Por tanto supongamos que |D| > 0. Como af = ag, solo tenemos dos posibilidades para d € D,

1. 2d=dy1—p—2>0,0
2. 2d = —dy , —p—2>0.

De esta forma para d € D, tenemos w € C(z) dada por
L w=4@)+1o0
2. w=—A(z)+ 1.

Ahora, por el paso 3, para cada d € D ha de existir un polinomio ménico P, de grado d, tal que

1. P} + Q(Al(x) + %) P+ (A’l(x) + u+@ — AQ(I))Pd =0,0

2. P — Q(Al(m) — 5) P, — (Ag(:p) 2l AQ(@)pd —0.

En tal caso, el algoritmo de Kovacic provee una solucion dada por,

1. y = xPel M@z 4
2. y = xPjel ~Ai(@)de
Por otro lado, si tal P, no existe, el algoritmo falla y por tanto DGal(L) = SLy(C). O

Teorema 3.2.3. Consideremos la ecuacion diferencial

1 1 b
y' = L<x, ;)y, con L(x, ;) =—+ % + A(z), a € C,b e C". (3.8)

22
Donde A(z) es un polinomio ménico de grado k > 0. Luego uno de los siquientes casos ocurre:
a) A(x) es un polinomio de grado k = 2p, escrito de la forma del lema 3.1.1,
b) d,.1—V1+4b, dyy + V1+4b, —d,_1 — V1 +4b, 0 —d,—1 + V1 +4b es un entero

positivo de la forma 2d+n+1, d € Z,,

c) Eziste un polinomio monico Py, de grado d, tal que:

1.
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c-1) Fj + <2A1<x> + ;*4*’)13;! + <A’1(x) — Az(w) + m/*ﬂ;)a%@)pd =0, 0
c-2) P+ <2A1(a:) + = ;*‘”’)P; + <A’1(x) — Ay(z) — VIHA @) oz A“@“))Pd =0, 0
c-3) P} — <2A1(x) — ”{cm)pcfl - <A’1(x) + Ag(z) + VIEBALE )+a+A1(x)>Pd

c-4) Pj — (2A1(a:) - 1-@) P~ <A’( ) + Ap(z) + A et @)Pd

En tal caso, una de las soluciones Liouvillianas de (3.8) estd dada por,

n gy = g2 (HVIED) pof Ai@)de
- y= x%(1—\/1+74b)pd€ff‘l(x)dm, 0
sy = g3HVIFD) p o= [Ar(@)de
-?J_:L‘%(l\/H‘i4 6fA1(Ix
21
2. a) b tiene la forma {5 — §, conl € Z,

b) I —k es un nimero par de la forma 2d + 2, d € Z,,

c) Eziste un polinomio mdnico Py, de grado d, tal que

an 3 — 3\/1+4 " 3vV144b(—1+ /14 4b) ,
4bv1+4b 4 —4+/1+4b
_( Vit i L+2L’)Pd:0
T X

1—+/1+4b + P
x

/
En tal caso, si establecemos ¢ = 7 Luego y = e/ es solucidn de la ecuacion

(3.8), donde

—¢+ /2§ — ¢ — L)
3. La ecuacion (3.8) no tiene soluciones Liouvillianas

Prueba: Consideremos la ecuacién diferencial

1 1 b
L:=qy" = L(x, —)y, L(:L‘, —) =+ ¢ + A(x), a € C,b e C". (3.9)
T T 2 x
Donde A(z) es un polinomio ménico de grado k. Por tanto, tenemos que o(Lg) =2y o(Ls) = —k.

Luego, por el teorema de condiciones necesarias, la ecuacién (3.9) puede satisfacer el caso 1 o el
caso 2 del algoritmo de Kovacic.

Supongamos que (3.9) satisface el caso 1 (especificamente condiciones {cg, 003}), por tanto k = 2p,
p € Z,. Sabemos por el lema 3.1.1 que A(x) = [A;(2)]* + As(x), donde

p—1
x) = 2P + Zcixi, c; € C.

p—1
=Y da', d;€C.
1=0
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Luego, del paso 1 tenemos que

[VL]o =0, §_§1iv1+4)

(
:%(idp 1—D )

Del paso 2, consideremos D = {d € Z,|d = Al — 048(0)}, luego D = () es decir, el caso 1 falla o
|D| > 0, por lo que

1.2d=dy 1 —p—1—+V1+4b>0,0
2.2d=d, 1 —p—1+V1+4b>0,0
3.2d=—d, , —p—1—+/1+4b>0,0
4. 2d=—dp 1 —p—1++/1+4b>0.

de esta forma para cada d € D, tenemos w € C(x) dada por

1 w=A(z)+ 102 6

2. w=A(z) + 1L o

3. w=—A(z) + 1L o

4. = —Al(ﬂf) —+ %—17 ;+4b.

Ahora, por el paso 3, para cada d € D ha de existir un polinomio ménico P; de grado d, tal que

1 P+ <2A1(x) 1+v1+4) (A’( ) — Ag(x) + V”‘“’Al(ﬁj“%(w)) P;=0,0

2. P// 2A1 1—\/1-&-4 ) (A/( ) Ag(l’) . \/1+4bA1(a;)+a—A1(z))Pd _ 07 o

T

4. P} —

T

3. Py — <2A1 L/l ) Py (A’l(as) + Ay(2) + Vl*“""‘l(m)*“*f‘l(”‘f))Pd =0,0

2,(0) = L) Py (A4(0) + Agle) + /B py

En tal caso, el algoritmo de Kovacic provee una solucion dada por

1. Yy=2x %(1"‘\/1"'4 )P efAl , 0

2. y = x%(17\/1+4b)PdefA1($)d$, o
3. y= %(1+\/1+4 )P e J Ax( :z:)dac o
4. y = x%(l—\/1+4b)Pd6—fAl(x)dx'
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Por otro lado, si tal P, no existe, el algortimo falla y debemos pasar al caso 2 (especificamente
bajo las condiciones {cg, 003}). Por el paso 1 tenemos que

Eo={2+rv1+4blr=-2,0,2}NZ, y
E. ={-k}.
El hecho que los elementos de Fy sean enteros, fuerza a b a tener la forma % — i, con | € Z.
Suponga ahora que |D| > 0, es decir
1. 2d=-k—2>0,0
2.2d=—-k—-2-2y/144b>0,0
3. 2d=—-k—-2+4+2v1+4b> 0.
Evidentemente la tnica posibilidad se tiene en el tercer caso. Entonces, para este d tenemos 6 €

C(z) definida como
VI

x
y busquemos P; un polinomio ménico de grado d, tal que

0

—3vI+4b VI+4b(—1+I+4b
PC’/’+—3 ’ " il P+ (3 + 45( x2+ +4b) —4L>P;,—
AT+ 4b  4—4yT+4b
_( b + L+2L/)Pd:O
xXr s

si tal P, existe, establezcamos ¢ = 0 + i—i y sea w solucion de

w2+¢w+(%¢/+%¢2—l}):0

es decir,

1
w=3(-o+ V=24 — ¢* —4AL).
Entonces, una solucién de (3.9) estd dada por
Y= el

Por otro lado, si tal Py no existe, el algoritmo de Kovacic también falla en el caso 2 y por tanto

DGal(L) = SLy(C).

Teorema 3.2.4. La ecuacion diferencial

1
Y’ = L(w, —)y (3.10)
T

Donde

1 a_
L<x, —) = Gl | a4k, geZt ke T,
€T T q+1

No posee soluciones Liouvillianas
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Prueba: Por las condiciones necesarias, los casos 1 y 3 del algoritmo de Kovacic no ocurren.
Luego debemos seguir el caso 2, especificamente bajo las condiciones {c3, 0c03}. Por tanto

Ey={2¢+1}, y Ex={-k}
Luego, solo existe una posibilidad a considerar para d € Z,
d= 1(—lf —2q—1),
2
o equivalentemente

2d = (—k — 2¢ — 1).

Evidentemente, tal d no existe. Por tanto el algoritmo falla y la ecuacién (3.10) no posee soluciones
Liouvillianas.

Observacién 3.2.5. Suponga que L(:v, %) = P(%) + A(x) es un polinomio de Laurent de grado
2p, p > 1 y orden 2q, ¢ > 2, donde A(x) es mdnico. Por el lema 3.1.1 y usando coeficientes
mdeterminados, L(x, %) tiene la siguiente escritura

L(x, i) _ {P1<i>r +P2<i) A (@) + As(2) (3.11)

A() =Y, ae Pz()= —
A(z) =a?+ Sy e, Aola) = Yg dia

y los coeficientes a;, b;, ¢;, d; son niumeros complejos.

donde

Teorema 3.2.6. Consideremos la ecuacion diferencial

1
y' = L(x, —)y (3.12)
T

donde .
L(x, —) = a,;]q + o dapzt 42k g > 2 k> 0. (3.13)
x

X

Luego, uno de los siguientes casos ocurre

1. a) L(x, %) es de grado k = 2p, escrito en forma de la observacion 3.2.5,

b b b b »
b) d, 1 — %, 0dy_1+ %, 0 —d,_1 — %, 0 —d,_1+ % es un entero positivo
—q —q —q —q
de la forma 2d+p+q, d € Z,,
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c¢) existe un polinomio mdnico P, de grado d, tal que

b_(q+1)

/1 1 a—gq q /
P/ +2 Al+Pl+iT P}

b—_(q+1)

—(g+1)
a_ 1~ T4/b_
+<A’1—A2+P{—P2+“ (A1 + Pr) + o — ( (q+1)+q—2)>Pd:0,o
T 4 T a_q
_ b+ q
P/ +2 A17P1+1L P
2 x
b_(g41) b_(a+1)
P +4q 1— +4q b_
+(A/ Agy — P2++(A1_Pl)+* —q (_ (q+1)+q—2>)Pd:070
T 4 T a_q
1b—<q+1>+q
/" a—q /

bo(q+1) | Eetn gy
+<—A’1—A2+P{—P2+a‘qx(—A1+P1)+ — ( ‘a(q“) +q—2)>Pd:0, 0

b_(q+1)
/1 1- a—gq +q /

—(a+1) 2-(a+l)
e 1= t+4q b_
+(—A’ Ay = P[Py~ —"1 (A + P+ <— a(q“)+q—2)>Pd=0-

x 4 x

En tal caso, (3.12) tiene como inicas soluciones posibles

b
—(g+1)
—q +<1) Pdef(Al—‘rPl)d.’E, 0

b
_ —(q+1)+q

a_q >Pd€f(A1_P1)dz, 0

—(g+1)

a_gq +q) Pd@f(Pl 7A1)dx7 0

—(g+1)
a_g +q) Pdef f(A1+P1)d{L'

2. La ecuacion (3.12) no posee soluciones Liouvillianas.

Prueba: Consideremos la ecuacién diferencial

1
L=y = L(a:, E) Y, (3.14)

donde L(x, %) es un polinomio de Laurent de grado k£ > 0 y orden 2¢ > 2. En este caso o(Lg) = 2¢
y 0(Le) = —k, por el teorema de condiciones necesarias, la ecuacién (3.14) solo puede satisfacer el
caso 1 del algoritmo de Kovacic, luego k£ debe ser un entero par. Si escribimos a L(x, %) de acuerdo
a la observacién 3.2.5, tenemos que

[\/Z]UZPI(%)a ag =
VL= Ai(2), af
Ahora del paso 2 del algoritmo de Kovacic, establezcamos D = {d € Z.|d = a: — a2®}. Luego

D =0, lo que implica que DGal(L) = SLQ(C), i.e., la ecuacion (3.14) no es integrable en el sentido
Liouville o |D| > 0, por lo que al menos uno de los siguientes casos se da

(=2 + q),
%(idp_l— ).

|| N =
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_ by

1. 2d=d,_1 —p o —q>0,0
2. 2d=d,  —p+ =L _g>0,0
3.2d:—1[,_1—p—M qg>0,0
4, 2d:—p1—p+ <q“—q>o.

De esta forma, para cada d € D tenemos w € C(x) dada por

LEICES
1 1«
1.w:A1<LL’>+P1(;)+§ qm , O
—(g+1)
+q
1 a
2w:A1<£L')—P1(—)—|—§ ; , O
. . Poatn)
a,
3. WZ—A1($)+P1<;>+§ q$ , O
—(g+1)
- +q
— _ 1 1 aq
4. w=—A(2) Pl(x) + 3 <
Ahora para cada d € D ha de existir un polinomio ménico P; de grado d, tal que
1 b_a(q+1>+q _<i+1)+q 1 b_;ztl)'W b(g+1)
1. Pc’l’+2(A1+P1+§ — )P&+<A’1—A2+P' P+ T (Ay + Py) + 1= ( - +q—2))Pd:07
(Q+1)+ (q-*—l)Jr ) {L(q+1)+q b_(qi)
2. Pcll/+2<A1—P1+f ;q )P’—F(A’l—AQ—Pl Pz—l— (Al—Pl)'f‘Z ;q ( ajq +q—2))Pd =0,
P-(at1) |, AT CES S P-(a+1) |, .
3. P(;'+2(—A1+P1+7+)Pé+(fA'l*A2+P{*P2+%(*A1+P1)+i — ( ;j” +q72))Pd =0,
<q+1)+ ELETCRS SIS b)) |, ,
4. P;’+2(7A17P1+2 L )Pﬂ’ﬁ(fA’lng—Pl’ngf =1 (A1+P1)+3 = (7 T +q72>)Pd =0

En tal caso, el algoritmo de Kovacic proporciona una solucién dada por

2. y= x%(fb_“(q%nﬂ) Pyl (Ai=Pide
3. y= x%(b_“(qf:%rq) Pyel (Pi-Andz
4. y= x%(fb_“(qf:l)ﬂ) Pye~ J(Ar+Pde,

Por otro lado, si tal P, no existe, DGal(L) =
Liouvillianas

SLy(C), i.e., la ecuacién
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3.3. Soluciones Polinomiales de Ecuaciones de Segundo
Orden con Coeficientes Polinomiales

Teorema 3.3.1. La ecuacion diferencial
(a270x2 + a1 + a22)y" + (10 + a11)y’ — apoy =0 (3.15)

tiene solucion polinomial ygq de grado d si
aoo =d(d—1)ago+ a10d, d=0,1,2,... (3.16)

Ademds, los polinomios y4 pueden obtenerse de la relacion de recurrencia

Yire = (Aqx + Ba)Yar1 + Caya (3.17)
donde,
A, — ((2d + 1)@270 + al}o)(Q(d + 1)a2,0 + a1’0>
d az,0d + a0
By = ((2d =+ 1)a2’0 + a1$0)(2d(d + 1)@2@@271 + 2(d + 1)0,1’00,2’1 — 2a1’1a2’0 + al,oam)

(Cl270d + a170)(2a270d + 0,1,0)
(d+1)(2(d+ 1)ag,0 + a1,0)((4az,2a3 o )d* + (4az,0a1,0a2,2 — a1,003 1 )d + a3 gass — a1,101,002,1 + a2,007 ;)
(a2,0d + a170)(2a270d + al,o)

d =

icitando con
yo=1, y1 = a1p0r + ay .

Prueba: La ecuacién (3.15) tiene la forma

" /
Yy =loy +roy (3.18)
donde lo = —% Y o = ng_f;%. Utilizando el MIA, podemos determinar la

existencia de soluciones polinomiales para la ecuacién (3.15), mediante la condicién dg = lgrq—1 —
l4_17rq. Por conveniencia establezcamos r_; =0y [_; = 1. Luego tenemos para d = 0,1,2,...

0o =0= ap,0 = 0

06 =0= ao,0(ao,0 — a1,0) =0

0y =0 = ao,0(a0,0 — a1,0)(ao,0 — 2a1,0 — 2a29) =0

03 =0= ao,0(ao,0 — a1,0)(ao,0 — 2a1,0 — 2a2,0)(ao,0 — 3a1,0 — 6az o) =0

s =0= ap,0(a0,0 — 61,0)(a0,0 — 2a1,0 — 2a2,0)(ao,0 — 3a1,0 — 6a2,0)(ag,0 — 4a1,0 — 12a209) =0

65 =0=ao,0(a0,0 — a1,0)(ao,0 — 2a1,0 — 2a2,0)(ao,0 — 3a1,0 — 6az,0)(ao,0 — 4a1,0 — 12as,0)(ao,0 — 5a1,0 — 20az,0) = 0
En general tenemos que
d
6= 0= [J(a00 — karo — k(k = Dazg) =0
k=0

Por tanto la ecuacién (3.15) tiene solucién polinomial de grado d , si se satisface la condicién

Qp,0 = d(d — 1)@2’0 + dal’o, a%’o + (Iio 7£ 0. (319)
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Las soluciones polinomiales pueden calcularse explicitamente con la férmula

I ra1()
ya(x) = a0 (3.20)
Asi
pola) = eI O _ 0
yi(xr) =e It e "'1:;’(’]7&1@% =a10r+ a1,
yo(z) =€ J” (az,0 + a1,0)(2a2,0 + a1,0)2* + 2(az,0 + a1,0)(az,1 + a1,1)x + a1,1(az1 + a11)

+ az2(2a2,0 + ai,0)
ys(z) = (2a2,0 + a1,0)(3az,0 + a1,0)(4az,0 + a1,0)2° + 3(2a2,0 + a1,0)(3az,0 + a1,0)(2a2,1 + a1,1)2
+ 3(2a2,0 + a1,0)(3az2,1a11 + 2!1371 +4agpaz,2 + az2a1,0 + ail)r

2 2 3
+ 2a271a171 + 3a2,1a1)1 + Cl171 + 4@2)2&2)1&1)0 + 10(12}2(12)0(11)1 + 3a272a171a170 + 12&2720,271&270

Notemos que estas soluciones polinomiales satisfacen las relaciones de recurrencia

(2a2,0 + a1,0)(azo +aip) o4 (a2,0 + a1,0)(2a21a1,0 + a1,161,0 — 26L2,oa1,1)>

p)
aio ato

+

a%,o
(3az,0 + a1,0)(4az,0 + al,O)m + (3az,0 + a1,0)(4az,1a1,0 + ay1a1,0 + 4az 1620 — 2a2,0a1,1)>y
2

2 2
( (2a2 .0+ aio (112,2‘11,0 —a2101,1a010 + a?,O%,l))
Yo

azo +aig (a2,0 + a1,0)(2a2,0 + a1,0)
2 2 2 2
( (dago + a0)(az20i g — az1a1,101,0 + az 001 1 T4az2a2 0010 — a3 01,0+ 4az2a3 ) — a3 ;a9 0))
Y1
(ag,0 + a1,0)(2a2,0 + a1,0)

En general tenemos la siguiente relacion de recurrencia a tres términos

Yo = (((2d + Dazo +a1,0)(2(d + Dazo +aro)
azo0d+aip
n ((2d 4+ 1)az,0 + a1,0)(2d(d + 1)az,0az21 + 2(d + 1)ag paz1 — 2a1,102,0 + a170a171)>yd+1
(a2,0d + a1,0)(2a2,0d + a19)
(d+1)(2(d+ Dago + a170)((4a2,2a§,0)d2 + (4az,0a1,0a2,2 — a1,oa§71)d + a%oag,g —a1,101,0a2,1 + a2,0a§71)
(a2,0d + a1,0)(2a2,0d + a1,0)

(3.21)

empezando por Yo =1y y1 = a107 + a1 0

Observaciéon 3.3.2. Observemos en el teorema anterior, que dado el caso en que asy = az; =0
Y azo =1, la condicion de suficiencia para la existencia de soluciones polinomiales se ve reducida
a

Qp,0 = CLLOd, d= 0, 1, 2, ce (322)

Ademds, los polinomios yq pueden obtenerse de la relacion de recurrencia

Yd+2 = (Ch,ox + a171)yd+1 + (d+ 1)a1,oyd (3.23)

iniciando con
Yo=1, y1 = arpr +ay .
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Teorema 3.3.3. La condicion necesaria y la condicion suficiente para que la ecuacion
3 2 " 2 /
(asoz” + as1x” + asox + as3)y” — (ag207” + ag1x + az2)y — (a10r +a11)y =0 (3.24)

posea soluciones polinomiales son, respectivamente,

ajo=d(d—1)ago — aspd, d=0,1,2,... (3.25)
Y
a Bo
m o b oM
2 oy B Y2
: . . -0 (3.26)
Ni-2 Qda-2 Pi-2 Ya—2
Ni—1 Qd—1 Ba-1
Na Qg
donde

ar = as1k(k —1) —as 1k —agq kE=0,1,2,..

ﬁk :a372]€(k+1) —CL272(/€+1) ]{ZZO,LQ

’Yk:ag’g(k‘i‘Z)(k’—i—].) k 0,1,2,
77k:agﬁo(k’—l)(k?—Q)—a270(k—1)—a1’0 k=1 , ,

Prueba: supongamos que la ecuacién (3.24) posee una solucion de la forma

d
y=> wva' (3.27)
=0
Reemplazando en (3.24) obtenemos
d d d
Z a370i(i — 1)’UiiEi+1 + Z a3712'(i — 1)7)11'1 + Z a3722'(z' — 1)U¢Z'i71
i=2 i=2 i=2
d d d
+ Z 0,3732.(2. - 1)UZ‘ZL'i_2 -+ Z —CL2702.?JZ‘ZL'i+1 + Z —az,livixi (328)

+Z — Q9,910 +Z —ay gV 2+1+Z apvirt =0

Luego desplazando indices tenemos que

d+1 d d—1
Z (lg}o(k} — 2)(1{3 — l)Uk_ll’k —+ Z a3,1/<:(/<: — 1)UkZL’k + (13’2]{3(1{3 + 1)Uk+1l’k
k=3 k=2 k=1
d—2 d+1
+ Z ass(k+2)(k+ 1)vpgox™ + Z —ago(k — 1)vg— o+ Z —as, Jkvpa® (3.29)
k=0 k=2 k=1
d—1 d+1
+Z —ag2 k’+1)vk+1x —1—2 — Q1 U1 —I—Z allvkx =0
k=0 k=1 k=0
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consideremos el coeficiente de z%t!
_a270dvd —aiovg =0
de donde obtenemos una condicién necesaria
a0 = —a270d.

Ademas, agrupando los coeficientes de los términos restantes y aplicando el principio de identidad,
obtenemos las siguientes férmulas de recurrencia a cuatro términos

MVk—1 + QxVk + BrCror + Yahr2 =0, k=0,...,d. v_1 = V411 = Vg42 = 0. (3.30)

donde

A — ag’lk’(k’ — 1) — (1,2,1]{ — a1

ﬂ]@ = a372]{5(k’ + ]_) — CLQ’Q(]{: + 1)
vk:a373(k+2)(k‘+1) sy 4,0
77k:(I370(]€—1)(]6—2)—&270(]{—1)—(1170 k’Zl,Z,

9 9 PR

0,1,2
0,1,2,...
0,1,2

> >
Il

Por tanto, la condicién de suficiencia para que (3.24) posea soluciones polinomiales esta dada por
el sistema

ag Bo Yo Vo
m oo b §é! U1

N2 a2 Po 2 Vg
SO c | =0 (3.31)
Nd—2 Qd—2 Bi-2 Yd—2 Vd—2
Na—1 d—1 Ba—1| |Vi-1

Nd Qq Uq

Este sistema tiene solucion distinta de cero si la matriz de coeficientes del sistema tiene determi-
nante igual a cero, notemos tal determinante por

ag Bo Yo
m o b 4!
N2 o o 72

Ad+1 - e (332)
Ni2 Qd—2 Pi2 Va2
Ni-1 Q-1 Ba-1
Td Qg
Podemos ver que Ay satisface la relacion de recurrencia a cuatro términos dada por
Agp1 = @gAd — Na(Ba-18d-1 — Na-17Va—20d-2) (3.33)

comenzando por

AOZ 17 A_l :A_QZO.

esta relacion puede ser usada para calcular el determiante Ay y asi poder determinar si el sistema
(3.31) posee soluciones no triviales.
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Cuadro 3.1: Condiciones en los pardmetros de (3.24) para obtener soluciones polinomiales

Agi1

(o7)) =0
apa; — B =0

W N = O,

—afom — iz + apaian + Yomne = 0
—a3fom — apasBing — apa Panz + asyomine + g Y1m2ns + oo s + Bofarnnz = 0

Las soluciones polinomiales puden construirse a partir de (3.30)

vg=1, vp_1 =

— Uk — BrUk+1 — VEVk+2

Nk

;, U1 = VUg+1 = Ugq+2 = 0.

Lema 3.3.4. Consideremos la matriz pentadiagonal Ay, dada por

Qo
d;
€2

bo

ai

da

Co
by
a2

&
by Co

En—14 dn74 Qp—4q
€n—3 dn—3
€n—2

bn74

(p—3
dn—2

€n—1

Cn—3
bn—2
Ap—1

dy,

el determinante de esta matriz es la solucion particular del sistema

A B B A A A
An+1 = enbnflAnfl - dnAn + enenflcnf2cnf3An73 - encn72anflAn72 + anAn7

Af—l = bn72Aﬁ—2 - Cnf3(dnf2A;?—3 - 6%72A5—3)-

Con condiciones iniciales

Donde A2, | es el determinante de A,y1 y AP es el determinante de la matriz auziliar

At =AY =AY = AB = AP =,
Al =1.

Qo
d;
€2

bo
a1

da

Co

by 1

a2 by
€n—4 dnf4

€n—3

20

C2

Qp—4a
dn73

€n—2

bn74
Ap—3

dn—2

€n—1

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)



Prueba: Consideremos la matriz pentadiagonal A,,.; y las matrices auxiliares B,, y C,,, con

ap bo Co
di by C1
ex  ds a2 by Co
C, = R N - - (3.38)
€n—4 dn—4 Ap—4 bn—4 0
€n—3 dn—3 ap-3 Cp—3 0
€n—2 dn72 bn72 Cp—2

€n—1 Aan-1 bn—l_

Notemos por AY al determinante de C,,. Entonces tenemos que
AL = a, A — d, AP + e, A (3.39)

Ahora establezcamos una recurrencia en AZ por medio del teorema de expansién de Laplace en
la ultima fila de B,,, tenemos

B A A B
An = bn—lAn_l - dn—lcn—ZAn_Q + en—lcn—ZAn_Q

3.40
- bn—lA;?_l - cn—Q(dn—lAf_Q + en—lAf_Q) ( )

También, deducimos una recurrencia en A, nuevamente por el teorema de expansién de Laplace
en la ultima columna de C,,, obtenemos

reemplazando (3.41) en (3.39), tenemos que
Aﬁﬂ = enbn_lAffl - dnAf + €n€n_10n_20n_3A£73 - encn_Qan_lA;?fz + anA;?

Por consiguiente, A% 1 satisface el siguiente sistema de relaciones de recurrencia

A B B A A A
AnJrl = €nbn,1An71 - dnAn + enenflcanCnf?)Anfg - encn72anflAn72 + anAnv

B A A B
Anfl = banAn72 - Cnf3(dnf2An73 - €n,2An73).
comenzando por

AA = AL = AL = AB = AB ),

Al =1.
O
Teorema 3.3.5. La condicion necesaria para que la ecuacion
Y — (a307” + a3 12% + azox + az3)y — (ag07” + a1 T + az9)y =0 (3.42)
posea soluciones polinomiales es
aso = —dasg, d=0,1,2,... (3.43)
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Mientras que las condiciones necesarias para que posea soluciones polinomiales, estdn dadas por

a Bo

o a1 B 71

m 02 az P Mo

ALY = —0 (3.44)

Ni-2 Od—2 Cd—2 Ba—2 Yi-2
Ni-1 Od—1 Qd—1 Ba—1

Nna 04 Qg
Y
a Bo
o ar S ge!
n 02 az  fa 7
Ay = —0 (3.45)
Ni2 Oi—2 Qa2 Baao Yae
Ni-1 0a—1 a1 Ba
0 7May1 Oam1
donde
A = —CL372]€—a2727 ]CZO,]_,Q,...
5k:—a373(k’+1), ]{]20,1,2,...
w=(k+2)(k+1), k=0,1,2,...
5k‘ = —CL371(]€ - ].) — a1, k= 1,2,3. ..
N = —a370(k — 2) — 20, k= 2,3,4. ..
Prueba: Suponga que (3.42) posee una solucién de la forma
d
= Zvixz (3.46)
i=0
por lo cual
d d d
Z i(i—l)vixifz—(a370x3+a3,1m2+a3,2:€+a3,3) Z z’vixifl—(a2,0x2+a271x+a2,2) Z Uil'i =0 (347)

desplazando indices y agrupando coeficientes tenemos

d+2 d+1

-2
(Zk+2 J(k+1 Uk+2+z —ago(k — 2)v— 2+Z —ag(k — 1)y 1+Z —az2kvy,
k=0 e k=2 k=1

d-1 d+2 d+1 (3.48)
a_ 3,3(k+1vk+1+z —Q2,0Vk— 2+Z — Q2,1 Vk— 1+Z G22Uk>$ =0
k=0 =2 =1 k=0

por lo tanto el coeficiente de 292 es

—az,odcg — az,0Cq
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Por consiguiente
a20 = —da370

Ademas, por medio del principio de identidad en (3.48) obtenemos la siguiente relaciéon de recu-
rrencia

MVk—2 + OpVk—1 + QkC + BrUry1 + VaUkgo, £ =0,1,2,...,d + 1. (3.49)

donde v_g = v_1 = V441 = Va2 = Va3 = V44 =0y

. = —CL372]{3 — Q22, k= O, 1,2,. ..
Br = —aszaz(k +1), k=0,1,2,...
Y = (k+2)(k+1), k=0,1,2,...

5k = —a371(k‘ — 1) — 271, k= 1,2,3
Ne = —CL370(]€ - 2) — a2, k= 2,3,4. ..

de (3.49) se sigue inmediatamente que las condiciones suficientes para que la ecuacién (3.42) tenga
soluciones polinomiales estan dadas por el siguiente sistema de ecuaciones lineales

as Bo o " oo ]
o o B T UO
M2 Oy Qo B2 V2 !
V2
a a =0 (3.50)
Ni—2 Oa—2 Qd—2 Ba—2 V-2
Vdg—2
Ni-1 Od—1 Qd—1 Ba-1
Vd—1
Ny 04 Qg "
i 0 ayr Oap | LS
este sistema posee solucién distinta de cero si
a Bo Y
o o B 4t
n 02 oy Pa e
AL = SO ST =0 (3.51)
Ni-2 Oa—2 C4—2 Ba—2 Yi-2
Ni-1 Od—1 Qa—1 Ba—1
Ny 04 Qg
y
ap Bo Y
o o B M
m 0y oy B M
Affl _ . . (3.52>
Ni-2 Od—2 Cd—2 Ba—2 Yi-2
Ni—1 Oq—1 Qa1 Ba-1
0 Nat1 Odtr

Al A2 .. : . : :
del lema 3.3.4, Ay7, y A satisfacen los sistemas de ecuaciones en recurrencia (respectivamente)

Afirll = naBa 1 ALY — SaAD - nana 1 Yaava 3D — Nava—20a 1 ALY, + aaAL,

A A
Af_’ll = ﬁd-zAde — 7d-3(5d—2AdL13 — 77d—2A5_’13)-
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A2 B2 A2
Ay = a1 Ay + 0ar1 Ay,

APZ = By ALY — s (00 oA — naoAL2).

Observacion 3.3.6. En general una condicion necesaria para que la ecuacion
k+1 k
y"' = ( Z akz+17j$k+1_j) y - ( Z akaf’fk_j) y=20
j=0 Jj=0
tenga solucion polinomial de grado d es
ago = —dakH,o, k= O, 1, 2...

Mds aiun, una condicion necesaria para que la ecuacion

k2 k1 K
k+2—7 " k+1—7 ! k—j _
( > " g j)y - ( > a1 j)y - ( > " ayx ]>y =0
J=0 Jj=0 Jj=0

tenga solucion polinomial de grado d es

aro = d(d — 1)6Lk+2,0 — dak+1’07 k= 0, 1, 2...

d

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

La prueba de esta observacion se basa en los teoremas anteriores, reemplazando y = > v;x? en

J=0

(5.57) y luego distribuyendo y aplicando el principio de identidad al resultado. El coeficiente de la

mayor potencia de x establece la condicion necesaria.

Lema 3.3.7. Considere la matriz A,+1 dada por

ap by Co

€1 a1 by C1
f 2 €2 a2 by Co
g3 f3 €3 as b3 C3

A _ .
e 9n—4 fnf4 €n—4 QAp—yg bn74 Cn—4
9n-3 Jn-3 €n-3 An-3 bn3 Cn3
Gn—2 fn—Q €n—2 Qp—2 bn—2 Cn—2
9n—-1 fn—l €n—1 Qn-1 bn—l
9o fo e an

El determinante de esta matriz es solucion particular del sistema
Appr = anly — eu A
+ fn(bn—lAf—l - an—lcn—2A£—2 + fn—lcn—an—SArj?—S - gn—lcn—QCn—SAf—?))
- gn(bn—l(bn—2A5—2 - an—QCn—3Aﬁ—3 + fn—ZCn—3Cn—4Aﬁ—4 - gn—2cn—3cn43Af—4>
- an—lcn—2Af—2 + 6n—lCn—2Cn—3A;;1_3 - gn—lcn—an—SCn—4Aﬁ—4)7
AP = by 1A —en 1 A) 5+ fuoacn 2,

B A A B
- gn—lcn—Q(bn—?;Anfg - an—Scn—4An74 + fn—3cn—4cn—5Anf5 - gn—3cn—4cn—5An75>-

o4

(3.59)
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Con condiciones iniciales
Af‘5 = A’i; = Afg = AfQ = AAl =0,
AB.=AB, =AB, = AP, = AB = A} =
Al =1.

donde AP, A y AL denotan los determinantes de las matrices auziliares (respectivamente)

-ao bo Co ]
€1 a1 by &1
Ja e a2 by Ca
g3 f3 €3 as b3 C3
B, = - )
Gn-s5 fas €ns Ans bus Cus 0 0
On—-4 frn—a €p—a Gp-a bp_g chg 0
9n-3 Jfn3 €n3 An3 b3 0
Gn—-2 Jn—2 €n—2 Qn_2 Cp_a
| In—1 fn—l €n—1 bn—l_
—ao bo Co |
€1 ai by C1
fo e a2 by (&)
g3 f3 €3 as bs C3
C, = ’ » Y
On—5 fn-s €n-s5 n_s by_5 Cyhs 0 0
9n—4 fnf4 €n—a Qp_yg bp_4 0 0
On-3 fn-3 €n—3 Qn_3 Cn_3 0
On—2 fn—2 e€n—2 bn_a cCpo
L 9n—1 fn—l Ap—1 bn—l_
-ao bo Co |
€1 ai by (&1
fo e a2 by Ca
g3 f3 €3 as b3 C3
D, = -
Gn—5 Jn-5 €n—5 Gns by_5 Cps 0 0
Gn—4 fn—4 €n—4 QAp—q Cp—g O 0
Gn—-3 fon-3 €n—3 bz chn_z 0
Gn—2 Jn—2 Gn-2 bp_a cp_
| Jn-1 €n-1 Gp-1 bn_q
Prueba: Mediante el teorema de expansion de Laplace tenemos que
AL = a, AL — e, AB 4+ LAY — g, AP (3.61)

Al igual que en el lema 3.3.4 busquemos recurrencias en los determinantes de B,, C, v D,,.
Nuevamente por medio del teorema de expansiéon de Laplace en la ltima fila de estas matrices
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obtenemos que

AS = bn—lAﬁ_l - en—lA;?—Q + fn—lcn—ZAf—Q - gn—lcn—2Ag—2> (362>
Ag = bnflAf_l - anflcanA;?—Q + fnflcn72cn73A7‘?—3 - gnflcanCn%}Af—?n (363>
Ay? = bnflAgfl - anflcnf2A572 + enflcnf2cnf3Aﬁ73 - gn710n72Cn73Cn74Aﬁ74. (364>

Usando la recurrencia (3.63) en (3.62) y (3.64) (respectivamente) tenemos

B A A B
Ay =bna AL —en 1Ay + a1t 20

3.65)
B A A B ( :
- gn—lcn—2(bn—3An_3 - an—Scn—4An_4 + fn—3cn—4cn—5An_5 - gn—3cn—4cn—5An_5>-
y
D B A A B
An :bn—l<bn—2An_2 - an—QCn—3An_3 + fn—?cn—SCn—4An_4 - gn—an—3cn—4An_4) (3 66)
B A A :
- an—lcn—QAn_Q + en—lcn—an—SAn—3 - gn—lcn—QCn—Scn—4An_4-
Por tanto el determinante de A,y satisface el sistema de ecuaciones en recurrencia
A _ A B
Ay = a, Ay — e A
B A A B
+ fa(bn1 Ay — an1cn2 5+ fr1Cn2Cn 305 3 — Gn1Cn-2Cn-3A, ;)
B A A B
- gn(bn—l(bn—ZAn_z - an—QCn—3An_3 + fn—?cn—3cn—4An_4 - gn—2cn—3cn—4An_4) <3 67)
B A A '
- an—lcn—QAﬂJfQ + en—lcn—2cn—3An73 - gn—lcn—2cn—3cn—4An74)7
B A A B
An = bn—lAnfl - en—lAn72 + fn—lcn—2Anf2
B A A B
- gnflcn72(bn73An73 - an73cn74An74 + fn73cn74cn75Anf5 - gn73cn74cnf5Anf5>-
con condiciones iniciales
A _ ANA _ ANA _ ANA _ ANA
AA = AA = AA = A = A4 =,
B __ B __ B __ B __ B __ B __
AB. = AB, = AP, = AB, = AB, = AP =,
A
AO h— 1-
0

Teorema 3.3.8. Las condiciones suficientes para que la ecuacion diferencial

5 4 3 2 " 4 3 2 !
(CL570I + a51% + as o + as 3T + QA5,4T + a5,5)y + (CL470]} + g1 + ayq2% + 7%} + CL4’4)y

- (@3,096’3 + 613,1952 +ago +ass)y =0
(3.68)
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donde a2, + a3, # 0 y al menos uno de los coeficientes as; con i € {0,1,2,3,4,5} es distinto de
cero, tenga solucion polinomial de grado d estdn dadas por las soluciones del sistema

ag Bo Y0
h o I3} N B 7
Vo
N2 02 &%) B Y2
(%1
ps om0z a3 P30 073
. . . . . /1}2
g =0 (3.69)
[d—2 Nd—2 Od—2 Cd—2 Ba—2 Yi—2
Vg—2
fd—1 Na—1 Od—1 Qa1 Ba-1
Vd—1
ta  Nd da Qg
(25
Hdt1 Nd+1 Od+1 L0
i Hd+2  Tda+2
donde
ap = k(k— 1)a573+a4,3k—a373, k= 0,1,2,...
Bk:k(k+1)a574—a474(k:—|—1), ]{?:071,2,...
Ve = (k+2)(k + 1)ass, k=0,1,2,...
(Sk = (k’ — 1)(]{? — 2)&572 — (1472(/'6’ — 1) — a3,2, k = 1, 2,3 Ce
Nk = (k? — 2)([€ — 3)@571 — a471(k — 2) — a371, k’ = 2, 3,4 -
M = (k? — 3)(]€ — 4)@570 — (14,()(]{? — 3) — CL370, k = 3,4, 57 e
Observacion 3.3.9. El sistema (3.69) posee solucion distinta de cero si
ag o Yo
0 o B gal
Ny O o P2 7
0. « 15}
apy = o el 0, (3.70)
Ha—2 Md—2 Od—2 0d—2 Ba—2 Yi-2
Pd—1 Nd—1 Od—1 Qg—1 B
fa N da oy
ag B Yo
h o B gl
N2 02 Q9 B V2
1) «
e —0, y (3.71)

Hd—2 Nd—2 Od—2 Od—2 Ba—2 Yi-2
Ha—1 Nd—1 Od—1 Qg—1 Ba—1
0 fat1 Mat1 Oat1
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ag o Yo

0 o B 4!

e 0y an  Po 7

A3 ps Mz 03 a3 B3 Y3

Agh = L = 0. (3.72)

Ha—2 Md—2 Od—2 0d—2 Ba—2 Yi-2
Hd—1 Mdi—1 Od—1 Cd—1 Ba—1

0 0 Hd+2  Nd+2

Por otra parte, el lema 3.3.7 permite obtener un sistema de recurrencias para cada d € 7. .

Teorema 3.3.10. Las condiciones suficientes para que la ecuacion diferencial

6 5 4 3 2 "
(a670:)3 + Qg1 T + Qg 2T + Qg,3T + Q64T + Qg 5T + a676)y
5 4 3 2 / 4 3 2 _
+ (CL570$ + a51T + as o2& + Q5 3T + Qa5.4T + a575)y _ ((14’0.1' + aq1x + Qgq2X + 4.3 + a4,4)y =0
(3.73)

donde ag’o + aéo # 0 y al menos uno de los coeficientes ag; coni € {0,1,2,3,4,5,6} es distinto de
cero, tenga solucion polinomial de grado d estin dadas por las soluciones del sistema

ar Bo Yo
h o B 71
N2 0y Qo Ba V2 B Yo .
M3 M3 03 as [ 3 "
Ca fa M1 04 o Bi
. 0 . . . . UQ
=0 (3.74)
Ca—2 Md—2 MNd—2 Od—2 Qa—2 Bi—2 Va2 -
Ca—1 Md—1 Ma—1 Od—1 Cag—1 Ba- Ud_l
Ca  Ha Ma 04 0y v;
Cd+1  Md+1 Ma+1  Odt1 L0
Cat2  Md+2 Tdt+2
| Ca+s  Hd+s |
donde
(677 :k’(k’ 1)a64+a54k’ Q4 4, k’ZO,l,Q,...
Bk:k(k+1)a675—a575(k+ ), k:0,1,2,...
Y& = (k +2)(k + 1)agg, k=0,1,2,...
5k:(k—1)(k—2)a673—a5,3(k‘ 1)—&43, k‘—l 2 3
Nk = (k—2)(k—3)a672—a5,2(k 2) —(142, 2,3,4
M = (k—3)(k—4)a671—a5,1(k 3) —Cl41, 3,4,5,...
Ck’: (k—4)(kz—5)a670—a570(k5 4) —Q41, —4,5,6

Teorema 3.3.11. Las condiciones suficientes para que la ecuacion diferencial

7 6 5 4 3 2 "
<a7’0.1' + a71T + Q72T + Q73T + Q747 + a7 5T + 76X + a7,7)y

+ (a670x6 + aﬁ,lx‘r’ + a672x4 + a673m3 + a674x2 + a5 + age)y’ (3.75)

5 4 3 2
— (a5,0x + a5 1T + a5 2% + Q5 3% + Qa5,4T —+ a575)y =0
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donde a3y + ag o # 0 y al menos uno de los coeficientes az; con i € {0,1,2,3,4,5,6,7} es distinto
de cero, tenga solucion polinomial de grado d estdn dadas por las soluciones del sistema

ap Bo Y

o a1 B g

n 02 ax B2 7
ps m3 03 Qa3 B3

V3 B Yo .

Ci pa M O g Py
(%1
ps G M5 s 5 0733 Bs V5 Vs

- - =0 (3.76)

Pi—2 Ci—2 fd—2 MNd—2 Od—2 Qd—2 Ld—2 Vi—2
Vd—2
Pi-1 Ci—1 Hd—1 Ma—1 0d—1 Qa—1 Ba—1 s
Pd Ca  HMd  Ma dd Qg -
Vg
pa+1 Ca+1 M1 Mdg1 Ogqr | B 7 -
Pd+2  Cd+2  Hd+2  TNd+2

Pa+3  Ci+s  Hd+3

i Pa+a  GCd+a |
donde
ag = k(k — 1V)ars + agsk — as 5, k=0,1,2,...
Br =k(k+1)ars — age(k + 1), k=0,1,2,...
Y = (k+2)(k + Darz, k=0,1,2,...
0p = (k—1)(k —2)ars —asa(k — 1) —asqs, k=1,2,3...
e = (k—2)(k—3)ars —aps(k—2) —as3, k=2,3,4...
pp = (k—3)(k —4)ars —aga(k —3) —as2, k=3,4,5,...
Go=(k—4)(k—5)ars —as1(k—4) —as1, k=4,5,6...
pr = (k—5)(k —6)aro —ago(k—5) —asp, k=5,6,7...

Los teoremas 3.3.8, 3.3.10 y 3.3.11 se pueden probar mediante el método de Frobenius
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Capitulo 4

Soluciones Liouvillianas de la Ecuacion
de Schodinger con Potencial Polinomial

Durante este capitulo y el siguiente, estaremos interesados en la integrabilidad de la Ecuacion
de Schrodinger. Al conjunto de todos los autovalores para los cuales esta ecuacién es integrable lo
llamaremos espectro algebraico y lo denotaremos por A C C. Dependiendo de la naturaleza de A
podemos clasificar los potenciales

Definicion 4.0.1. Decimos que el potencial V() € C(z) es:
1. Algebraicamente resoluble, si A es un conjunto infinito, o
2. Algebraicamente cuasi-resoluble, si A es un conjunto finito, o
3. Algebraicamente no resoluble, si A es vacio.

Existe una conexién, no del todo conocida, entre el conjunto A y el Spec(9? — V') en ciertos
espacios funcionales. En muchos casos se tiene que los valores propios del problema de Sturm-
Liouville correspondientes a valores bajos de energia coincide con el conjunto A. En otros casos el
Spec(9? — V) es un subconjunto de A, véase por ejemplo [5, 3, 15, 25].

En este capitulo consideraremos la ecuacién de Schrédinger uno-dimensional (no relativista, esta-

cionaria)
2p—1

V= (V(z) = N, V(z)=a"+ ) wva', —oo<z<+o0 (4.1)
i=0

donde p € Z* y los coeficientes v; € C. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el
potencial V' (z) esta escrito en la forma del lema 3.1.1. Por tanto, podemos reescribir la ecuacién
4.1 de la siguiente manera

v = ((:cp - pz cx) 2 + pi dix’ — >\> v (4.2)

y de esta forma analizar la existencia de soluciones Liouvillianas para la ecuacién (4.1) mediante
los teoremas de caracterizacién Galoisiana.
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4.1. Potencial de Grado Dos

Consideremos el caso cuando V (z) = (x+c)?+dp. Realizando el cambio de variables z = z+c,
basta analizar el caso del oscilador arménico. Por tanto, sin pérdida de generalidad, sea

U= (22 =N, A=\ —d, (4.3)

la ecuacién de Schrodinger en estudio. El teorema 3.1.2 fuerza a A a tener la siguiente forma

—A=2d+1, o
A=2d+1.

Ademas, debe existir un polinomio Py(z) de grado d que satisfaga alguna de las relaciones (3.4),
en este caso

P} (2) +22P)(2) —2dPy(z) =0, o (4.4)
P} (z) — 2xPy(2) + 2dPy(z) = 0. (4.5)

Por tanto, la integrabilidad de la ecuacién (4.3) depende de la existencia de soluciones polinomiales
para las ecuaciones (4.4) y (4.5).

Utilizando el teorema 3.3.1 sobre la ecuacién (4.4) encontramos que sus soluciones polinomiales
estan dadas por

Py(z) =1

Pi(z) =2z

Py(2) = 42° +2

Py(z) = 82 + 122

Py(z) = 162" + 482% + 12
Ps(z) = 322° +1602° + 1202

En general, la solucién polinomial de grado d esta dada por:

1£]
Pafz) = Ha(z) =y m@z)“k (4.6)

Por otro lado, la ecuacién diferencial (4.5) es una ecuacién tipo Hermite, por lo tanto sus soluciones
estan dadas por

SE
Py(z) = Hy(z) = d!y m(%)d’% (4.7)

Por tanto la ecuacién (4.3) es integrable para todo A € 2Z + 1 y las soluciones Liouvillianas estan
dadas por

2

B(z) = {Hd(z)e; si, A =2d + 1,

X . (4.8)
Hy(z)eT si, \=—(2d+1).
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4.2. Potencial de Grado Cuatro

Consideremos la ecuaciéon de Schrodinger

~

V= (V(z) - N (4.9)
donde
V(z) = (2% 4+ a1z + ¢p)® + dyx + dy

aplicando el cambio de variables z = z + =, la ecuacién (4.9) se transforma en la siguiente
ecuacion diferencial

V' = ((2*+a)® +diz — NV (4.10)
siA#(
1. dy debe ser un ntmero entero de la forma
{ 2d+2, o
—2d — 2

2. debe existir un polinomio ménico Py, de grado d, que satisfaga las relaciones (3.4), a saber

Pl 4+2(22+a)P)+ (—2dz+\)P; = 0, o (4.11)
Pl —2(z*+a)Pj+ (2dz+ NPy = 0. (4.12)

Las condiciones de suficiencia para que las ecuaciones (4.11) y (4.12) posean soluciones polinomia-
les, estan dadas por el teorema 3.3.3. En el caso de la ecuacién (4.11) tenemos que

asp = —2, a1 =0, ag2=—2a,
Q10 = Qd, a11 = -\

Por lo que
» Parad =0, Py(z) =1, sujeto a A; = X =0.

= Para el caso del polinomio de primer grado, podemos calcular la condicién suficiente, por
medio de la relacién (3.33)

A271()\) = )\, AQ()\) = )\2 + 4o

Por otro lado, la ecuacién (3.34) nos permite encontrar los coeficientes de la solucién polino-
mial
A
Vo = 5

por lo que

Ag (A
Pi(z)=z+ %(), donde Ay(A) = 0.
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= Para el caso del polinomio de segundo grado, tenemos que
A3,1<)\) = )\, Agz()\) = )\2 + 80(, Y Ag()\) = )\3 + 16X + 16
por otra parte, los coeficientes de Py(z) son

A )\Z—I-
1 27 0 S

y la solucién polinomial de grado dos para (4.11) estd dada por

Py(2) = 2> + A3’;(/\)z + A?”;(/\), donde Az(\) =0.

» Para d = 3, tenemos

A471()\) )\ A473(>\) = )\3 + 28a\ + 48
Asa(N) = N+ 12¢, Ay(N) = A+ 40aX? + 64\ + 14402
los coeficientes de P3(z) son
A A3 AT
UQ—E, ,Ul—g—i-ga, U0—4—8+EO(/\—|—1 (413)
por lo que
Agr(A Aga(A Agsz(A
Py(z) =2 + %()22 + 4’? )z + 4;138( ), donde A4(\) = 0. (4.14)

En general, la solucién de grado d para la ecuacién (4.11) estan dadas por

Agiri(
=2 +Z Qkk, (4.15)
sujeta a la condicién
Ad+1(>\) - >\Ad+1,d()\) + 2[2d0&Ad+1’d71(/\) + 4(d - 1)dAd+1’d,2()\)] - 0 (416)

Ademés, la solucién a la ecuacion (4.10) esta dada por

23
\I/d(Z) = Pde?—kaz (417)

De forma analoga para la ecuacion (4.12), la solucién polinomial estd dada por

d
kA (A) 4
_ .d d+1,k d—k
=20+ Z Qkk! 2 (4.18)
k=1
sujeta a la condicién
Ad+1(>\) - )\Ad+1’d()\) + 2[2dO{Ad+Ld_1(/\) + 4(d - 1)dAd+1’d_2<)\)] - 0 (419)

Por otra parte, en este caso la solucién a la ecuacién (4.10) estd dada por
z3
\Ild(z) = Pd6_7_az (420)
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4.3. Potencial de Grado Seis

Consideremos la ecuaciéon de Schrodinger
U'(2) = ((2° + 12+ cp)? + do2® + dyz — \)U. (4.21)

podemos determinar la existencia de soluciones Liouvillianas por medio del teorema 3.1.2, Por
tanto si A # (), debemos tener que

d2:2d+3,0—d2:2d+3 (422)

Luego, debe existir un polinomio ménico P;(z) de grado d, tal que

Pi 4 (22° +2c12 +2¢0) Py + (—2d2* —diz+ 1 + NPy = 0, o (4.23)
P} —(22° +2c12 + 2¢) Py — (—2d2* + dyz + ¢ — A)P; = 0. (4.24)

Las condiciones de suficiencia para que las ecuaciones (4.23) y (4.24) posean soluciones polinomiales
estan dadas por el teorema 3.3.5. En el caso de la ecuacién (4.23) tenemos que

azo = -2, a1 = 0, as2 = —2¢y, a3,3 = —2¢
asp =2d, asy =di, az2=—(c1+A)

Por lo que

ap = (2k+ 1) + A,
Br = 2(k + 1)cy,

e = (k+1)(k+2),
Op = —du,

e = 2(k — 2) — 2d.

Asi los coeficientes de las soluciones polinomiales pueden calcularse mediante la férmula

—divg_1 + [(2k + 1)ey + Nog + 2(k + Degvgs1 (kK 4+ 1) (k + 2)vgo

o= 4.25
Yk 2d — 2(k — 2) (4.25)
Para la solucién polinomial de grado cero tenemos,
Py(z)=1 (4.26)
Siempre que
d1:O, y)\+C1:0 (427)
Para la solucién polinomial de primer grado tenemos que,
AP = AN = e + A (4.28)
Por lo que
AP = XN +ded+3E +2c0d; =0, y (4.20)
A?’Q(A) = —Ady 4 4cy — dicg =0 '
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Si el pardmetro d; # 0, la condicién necesaria y suficiente para que AZ'(A) = 0y A22(\) = 0
posean una solucién comun esta dada por

Res(A57H (), AS2(N) =0 (4.30)

donde Res(-,-) denota el determinante de la matriz de Sylvester. Por tanto,

siempre que
2cods + 8coeydy + 16¢ = 0

Por otro lado, en caso de que el parametro d; = 0, de las ecuaciones (4.29) el pardmetro ¢, seria
forzado a anularse, mientras que el pardmetro ¢; quedaria libre, por ende el sistema espectral (4.29)
quedaria reducido a una sola ecuacién

N 4 4o+ 362 =0, (4.32)

Para el caso de la solucién polinomial de segundo grado tenemos que,
AN = AEN) =1+ A,

Ay () = Ay (\) = A2+ derh + 3¢ + 2¢q (4.33)

Por lo que

ALY = N 49602 + A (6cody + 23¢ + 8) + ldeoerdy + 1563 — 3262 + 24e, 4+ 2d2 =0,
{A?’Q()\) = —d1>\2 + A (800 — 461d1) — QCod% — 3C%d1 + 86061 + 4d1 =0
(4.34)
De forma similar al caso anterior, el sistema espectral (4.34) posee al menos una solucién si

Res(AL(N), AL (X)) =0 (4.35)

Por tanto g 2 os \
+
Py(z) =22 -2, 4 24 4
»(2) = 2 57t 3 +— (4.36)

siempre que

1638408 — 81920801 + 4608080% + 46080%0? + 20480(2)d1 + 23040301d1 — 22528cgcld1 + 158720(2)c§d1 —
5184c3c3dy —5184c3ctd; +4608c3d3—3968cocr di+1152c3 e, d2 —1728cocid2 +14080c3c3d3—10136¢oct d2 +
4248cocidi+3600coc: d2 +576d5 —1792chd3 +864c,ds —1984c3 ¢y d3 +3668cids — T20c3 3 d3 +2232¢3 d5 —
3168c3c3d3+4365¢;ds —972c3d3 — 7298 d3 — 224c9d] —288cocy di+1664c e df —994cocidt —T20cochdi —
1044cocid} + 64eyds — 144ckeidy + T2¢3ds — T56c3c3d; + 1803 dS — 32¢3dS — 56cqcrd$ — 4dT=0

En caso de que d; # 0 el sistema (4.34) tendrd exactamente dos soluciones si se cumple la
condicién adicional

rem(AL(N), A2 (N)) = 0, (4.37)
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donde rem(-,-) denota el resto de la divisién euclidea de polinomios. Esta condicién puede ser
expresada en términos de los coeficientes del potencial por medio de un sistema polinomial, a
saber,

64c3cy  32cy  H6coct

—48¢3 + 8¢y + 27¢5 + 7 + A + 22¢coc1dy 4+ 2d5 =0, y
1 1 1
4.38
,  64c2  56cyey (4.38)
12+901+3601+—2— +4C()d1:0
dl dl
Observacion 4.3.1. Por definicion
AL = Det(Aapr) (4.39)
donde _ ;
a Bo M
o o B !
N Oy Qo B Y2
Agi = ‘ : - ‘ (4.40)

Na—2 Od—2 Qd—2 Bd—2 Yi-2
Nd—1 Od—1 Q-1 Ba-1
Nd 0 Qg

Por tanto, de la formula de Leibniz para determinantes
d+1
Api) =Y (89%(0) H%a(k)) (4.41)
O’ESd+1 k=1

donde a; j son las entradas de Aqy1. Como ay, son las tinicas entradas dependientes de A, el término
en (4.41) que determina el grado de Ag‘jrll()\) es

d+1 d d
sgn(Id) [ [ arw = [ [ ew = [J((2k + ey + A) (4.42)
k=1 k=0 k=0

de donde concluimos que A?jrll()\) es un polinomio monico de grado d + 1.
De forma andloga, podemos decir que A;?fl()\) es un polinomio de grado d siempre que di # 0. Si
no, deg(A;?fl(/\)) <d-1.

En general, parad € Z, Res(Afjrll()\), Ag‘fl()\)) = 0 da una relacién polinomial entre los coefi-
cientes del potencial de grado seis, la cual es condicién necesaria y suficiente para que Ai’rll()\) =0

A2 s . : . . ,
y A3 (A) = 0 posean una solucién comin. Bajo estas consideraciones hemos demostrado el si-
guiente teorema

Teorema 4.3.2. Existe una coleccion numerable de hipersuperficies Vg1, cuyos puntos estdn aso-
ciados a potenciales cuasi-resolubles de grado seis con un valor de energia.

Sin embargo, puede ocurrir que nuestro sistema espectral posea dos o mas soluciones. Por

ejemplo, la condicion rem(Afjrll()\), Affl()\)) = 0 da lugar a un sistema polinomial en Clcy, ¢y, d1],
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cuyas soluciones convierte a Ag‘fl()\) en un factor de Afjrll()\). También puede ocurrir que Ag‘fl()\)
sea idénticamente cero, en cuyo caso obtendriamos exactamente d + 1 valores para A. Dependiendo
a la circunstancia, pasarfamos de considerar la hipersuperficie V;; a considerar una cadena de
hipersuperficies

Vd,d—l—l C Vd,d C---C ‘/d’Q - ‘/:171 (443)

donde V;;, denota la hipersuperficie cuyos puntos estan asociados a potenciales cuasi-resolubles de
grado seis con k valores de energia.

4.4. Potencial Canonico

Consideremos ahora el potencial
V(z)=2""+u""", peC (4.44)

en virtud del teorema 3.1.2 una condicién necesaria para la integrabilidad de la ecuacion de
Schrodinger

V"= (2P ph = A\ (4.45)
es que
—2d+n,
p=2atm, o (4.46)
—u = 2d+ n.

Observacion 4.4.1. De (4.46) podemos deducir que una condicidn necesaria para que un potencial
de la forma
V(z) = 22 4 p?n (4.47)

sea cuasi-resoluble es que p sea un entero impar. Mas aun, podemos encontrar estados acotados si
W es un entero impar neqgativo.
De forma andloga, si un potencial de la forma

V(z) = 2" 4 pz® (4.48)

es cuasi-resoluble, entonces p es un entero par. Para este caso, solo podremos encontrar estados
anti-acotados.

Con el fin de establecer integrabilidad para la ecuacién (4.45), el teorema 3.1.2 precisa de la
existencia de un polinomio moénico de grado d, que satisfaga una de las ecuaciones de segundo
orden

P) +22"P)— (2dz"' = \)P; =0, o (4.49)
P} —22"P) — (—=2dz""" — \)P; = 0. (4.50)

Por lo que la integrabilidad de la ecuacién (4.45) depende de la existencia de soluciones polinomiales
para las ecuaciones (4.49) y (4.50). Para d = 0, es evidente que Py = 1 es solucién tanto de (4.49)
como de (4.50), siempre que A = 0. Por otro lado, para d = 1 supongamos que P, = z+ «, entonces
reemplazando en (4.49), tenemos

202" P+ Az +ar=0
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de donde oo = 0 y A = 0. Similarmente, reemplazando P; en (4.50) tenemos que
202" 1+ Az +aX =0

de donde a =0y A= 0.
Para analizar la existencia de soluciones polinomiales para d > 2 consideremos la ecuacién dife-
rencial

y' — (az")y — (bz" ' +c)y=0, a,b,ce C,n € Z". (4.51)

de la observacién (3.3.6) tenemos que una condicién necesaria para la existencia de soluciones
polinomiales de grado d esta dada por la relacion

b= —ad (4.52)

para establecer condiciones suficientes, supongamos que la ecuacién (4.51) posee una solucién de
la forma

d
f(z)= Z v (4.53)
i=0
reemplazando f(z) en (4.51) tenemos que
d d
D (= v+ —aiv !
= = (4.54)

d d
E —by; 2 4 E —cv;2" =0
i—0 i—0

Luego, desplazando indices tenemos la siguiente ecuaciéon algebraica

d—2 d+n—1
(k+ 1)(k + 2ok22" + > —alk = n+ Dvg_psa2"
k=0 k=n
d4+n—1 d (4.55)
Z —bvk_n+1zk + Z —cvp2* =0
i=n—1 k=0

Por el principio de identidad, obtenemos la siguiente ecuacion en recurrencia a tres términos
A UL -+ Y Vk+2 -+ 5kvk_n+1 = O, k= 0, 1, 2, e ,d +n — 2. (456)

donde

ap = —c, k=0,1,2,...
e = (k+2)(k+1), k=0,1,2,...
op=—alk—mn+1)—-bk=n—1nn+1,...
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En consecuencia, la condicion suficiente para la existencia de soluciones polinomiales para la ecua-

cién (4.51) viene dada por el sistema de ecuaciones lineales

&%)

0

Y0

ag—2

Og—1

Yd—2

Qq

0

Vo

Vq—2
Vd—-1

5d+n71_

Vg

0 (4.57)

Un hecho a notar es que si d +1 < n no pueden existir soluciones polinomiales para la ecuacion

(4.51). Por tanto, de ahora en adelante supondremos que d + 1 > n.

Figura 4.1: Criterios de integrabilidad y no integrabilidad para un n fijo.

n — recta
-3n+2 -2n -n 0 n 2n 3n-2
L *—© ® *—© ®
No existe solucion polinomial
Existe solucion polinomial con X =0 [ ]

En la siguiente tabla podemos ver algunas soluciones polinomiales para algunos valores fijos de
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Cuadro 4.1: Soluciones polinomiales para (4.49) y (4.50)

d ‘ ‘ A ‘ Py, (p=2d+n) ‘ Py, (p=—(2d+n))
5 14102242 25— 2
6 | 4]0 20432 25— 32
6 |5|0]2542 6—3
7 1510 27—1—%2 2T — 1z
7 16(0]2"+3 27— 3
8 |61]0]28+4z 8 _ 4z
8 | 708412 -1
9 [7]0|2%432 2 — 2z
9 | 8]0 |22+4 94
10810 | 2z04+52 210 — 52

Por otro lado, dado un n fijo, las soluciones para la ecuacion (4.45) estan dadas por

Z7L+1
Vin=PFPipen i, st pu=2d+n, o
do = : (4.58)

zn+1

Uyp = Pype "1, sip=—(2d+n)
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Capitulo 5

Soluciones Liouvillianas de la Ecuacion
de Schodinger con Potencial Polinomio
de Laurent

5.1. Potencial Lennard-Jones 12-6

Consideremos el potencial V(r) = 45 — £ + & donde A >0, B> 0y C > 0. Y la ecuacién de
Schrodinger asociada al potencial,

>V A B C -
Realizando el cambio de variables z = r2, obtenemos que % = %% y % = 4z% 2%. Lo que
nos lleva a la ecuacion
- 1 - A B C A\ =
V' v -+ -——-—|U=0 5.2
* 2z (4z7 424 * 422 42) (5:2)
Ahora aplicando la transformada de D’Alambert ¥ — %\P, obtenemos la siguiente ecuacion tipo
Schrodinger
A/4  B/4 C/4—-3/16 A4
27 24 22 z

Por el teorema 3.2.4 la ecuacién (5.3) no es integrable para ningin valor de los pardmetros A, B, C
o la energia.

5.2. Oscilador Armoénico perturbado

Considere el potencial V(z) = 22 + Z%, b€ C*. Y la ecuacién de Schrodinger asociada

b
\I/// = <Z2 — )\ —|— ?>‘I/ (54)

En virtud del teorema 3.2.6, existen dos casos en los cuales la ecuacién (5.4) podria tener soluciones
Liouvillianas.
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Caso 1: Por simplicidad supongamos que b = m(m + 1), m € C. Entonces, por el item b) en el
numeral 1) tenemos las siguientes posibilidades para A

1. =A=2d+2m+3
2. -A=2d-2m+1
3. A=2d+2m+3
4. N=2d-2m+1

Luego, debe existir un polinomio moénico P; de grado d tal que satisface alguna de las siguientes
ecuaciones de orden dos

2P+ (222 +2m + 2)P)—2dzP; = 0, o (5.5)
2P} 4 (22> —2m)P, —2dzP; = 0, o (5.6)

2P — (22° — (2m +2))P;+2dzP; = 0, o (5.7)
2P} — (22 4+ 2m)P)+2dzP; = 0 (5.8)

El teorema 3.24 nos da condiciones bajo las que estas ecuaciones auxiliares poseen solucién poli-
nomial.
En caso de la ecuacién (5.5)

azo =0, az; =0, aso =1, ass3 =0
ago = —2, a1 =0, azp=—(2m+2) (5.9)
ai1o = 2d7 11 = 0

Por consiguiente,

ap = 0 (5.10)
Br = (k+1)(2m+2+k) (5.11)
Y = 0 (5.12)
m = 2(k—1)—2d (5.13)

Por otro lado, sabemos que Ay, obedece a la férmula de recurrencia con respecto a sus menores
principales dada por
Agy1 = —Nafa-18d41.4-1 (5.14)

como fy1 =d(2m+d+ 1)y ns = —2, tenemos que
Ad+1 = 2d(2m +d+ 1)Ad+1,d71 (515)

Para el caso del polinomio constante, d = 0, A; = 0 trivialmente.
Para el caso del polinomio lineal, d = 1, tenemos

lo que nos lleva a que m = —1. Pero esto es absurdo, ya que b = m(m + 1) # 0.
Para el caso del polinomio cuadratico, d = 2,
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Puesto que el menor de orden uno es cero (g = 0).
Para el caso del polinomio cubico, d = 3,

Ay =6(2m+4)Ays (5.18)
note que Ay 5 = 6(2m + 2), por lo que
Ay =36(2m +4)(2m + 2) (5.19)
en general si d = 2n,
Aonir = —Nafa-1(—na—2Ba-3(- - (=mBolAas1,1) ) (5.20)

Como el menor Agy11 = 0, Agpq = 0 siempre que d sea un nimero par. Por otro lado, podemos
obtener los coeficientes de la solucién polinomial a partir de la relacion (3.34), a saber

Vg = 1, V-1 — _;;Uk:—i-l (5.21)
Mk

de esta forma la solucién a la ecuacién (5.5) estd dada por

k-1
2n —25)2(m+n—j)+1) N
Pn 2n 2(n—k) 5.99
? +Z<H 2d—4(n—j—1) : (522)

Por otra parte, si d =2n + 1

A2n+2 = _ndﬂd—l(_nd—25d—3(' o (—nlﬁoAdH,o) T )) (5-23>

Por tanto, la condicién suficiente para que existan soluciones polinomiales para la ecuacién (5.5)

esta dada por
n+1

[[(m+k) =o0. (5.24)

k=1

Ademas, las soluciones polinomiales estan dadas por

—2j+3)(m+n—j+2) _
P L 2n+1 2n 2(n—k)+1 9
o1 (2 +Z(H 2d—22mn—j+1) -1 )° (5:25)

i=1

En cualquiera de los casos, la solucién de la ecuacién (5.4) estd dada por

2

U(z) = 2" pen” (5.26)

Analogamente, para las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) las soluciones polinomiales existen para todo
A=—2d—2m+1), A =2d+2m+ 3, A = 2d — 2m + 1, respectivamente, siempre que d = 2n 'y
estan dadas por

kfl

(2n —25)(2(n —m —j)—l) 2(n—

J=0

73



e B ([ o

respectivamente.

Por otro lado, la existencia de soluciones polinomiales para d = 2n + 1, al igual que en el caso
anterior, estd condicionado para ciertos valores de m. La ecuacién (5.7) comparte estas condiciones
con la ecuacién (5.5). En cambio las ecuaciones (5.6) y (5.8) comparten la condicién de suficiencia
dada por

n

[ —=m)=o. (5.30)

k=0

Asimismo, las soluciones polinomiales de grado impar para (5.6), (5.7) y (5.8) estdn dadas por

n k . .
22n —2j+3)(n—m—j+1) -
_ ont1 2(n—k)+1
Prae) = #0430 ([T g e )20 o (53
=1 \j=1
n k . .
22n =2 +3)(m+n—7+2)\ om_mt1
Poia(z) = 22" 4 E : (H ; Z0RT (5.32)
~\ir 22 -j+1)-1)-2d
n k . :
22n —2j +3)(n—m—j+1) -
 ontl 2(n—k)+1
Poya(z) = 221 4 ;1: <H R e T I & (5.33)

En cualquiera de los casos las soluciones a la ecuacién (5.4) estan dadas por

Uy(z) = 2Pt o (5.34)
Uy(z) = 2" Pe 2 o (5.35)
Wy(z) = 27" Pye 2% (5.36)

respectivamente.
Caso 2: Si no existe tal polinomio en el caso anterior, pasamos al item 2 del teorema 3.2.6.

a) b es un nimero de la forma % con | € Z. Nota: 24/1 +4b = 1.
b) l=2d+4,deZ,.

¢) debe existir un polinomio ménico P, de grado d, tal que satisface la ecuacién de tercer orden

pr 3= 3\2/1 ¥ 4ch’/ . (3\/1 n 4b(;/21 t4b-1) 4v> P
(5.37)
AbvT+4b  4+4vI+4b
—( 3+ L ArVIE V+2V’)Pd:0
V4 V4
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o equivalentemente, en términos de [,

1
2P+ (3 — ;z) 2P + ( — 42" + 402 + 5 (I —31+2) z) P
(5.38)
+ ((21 —8)zt — (21 - 4)Az2> Py=0

Supongamos que P; = 2% + - .- reemplazando en (5.38) tenemos que
Bdd—1)(d—=2)243 .. ) + (3 — gl) 2(d(d—1)272+..0)
+ ( —42° + 40P + % (I =31+ 2) z) (dz%t 40 (5.39)
+ ((21 —8)2% — (21 — 4))\22> (z'+--)=0

Ahora, del coeficiente de 292 obtenemos que (4d — 21 + 4)A = 0, y como [ = 2d + 4, se sigue
que A = 0 para cualquiera que sea d. Sin embargo, la exclusividad del teorema 3.2.3 implica la no
viabilidad de este caso.

5.3. Potencial Polinomio de Fourier

En esta seccion haremos uso del algoritmo de la algebrizacién Hamiltoniana, véase [1, 5], el
cual describimos a continuaciéon. Consideremos la ecuacién de Schrodinger

U7 = (P(em®,... ") — A\, PeClem,... e, ;e C* (5.40)

donde ﬁ— € Q* 1<i,5 <n. Luego
J

Di * *

y para el cambio de variables Hamiltoniano z = e%z, q = mem(qy, ..., qn), la algebrizacién de la
ecuacion (5.40) es
. 1- 2(P(zm™, .. ., 2™ = \) - i
\IJ”—|——\IJ/—q—2( (Z ) ;Z ) >\Ij, mi:q]i (5.41>
Z o] z 4q;
Note que m; € Z*. Por lo que P(z™,...,2"") = ]5(2, %) Ahora, por medio de la transformada

de D’Alambert obtenemos la ecuacién diferencial tipo Schrodinger

g - & 4P (2 1/,2)—4A—“—2 v (5.42)
B 412 22 ) q? )

5.3.1. Potencial de Morse: V(z) = e % — e

Considere la ecuacién de Schrodinger

V"= (e —e® -\ (5.43)
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Notemos que j; = =2y pus = —1. A través del cambio de variables z = e¢™*, podemos llevar la

ecuacién anterior a una tipo Schrodinger, dada por

1 1
\IJ”:—(zQ—z—)\——)\IJ (5.44)

22 4

En virtud del teorema 3.2.3, existen dos casos en los cuales la ecuacion (5.44) podria tener soluciones
Liouvillianas
Caso 1: De acuerdo al item b) en el caso uno del teorema citado,

—VA=d+1, A\=—(d+1)? (5.45)
Vd=d+1, A=—(d+1)? (5.46)
—V=\=d, = —? (5.47)
Va=d, A=-d (5.48)

donde d es un entero no negativo. Luego, de acuerdo al item ¢, debe de existir un polinomio P; de
grado d, tal que satisface alguna de las siguientes ecuaciones,

2Pl + (22 +2d+3)P;+2(d+2)P; =0 (
2P + (22 — (1 +2d))P) — 2dP; = 0 (
2P — (22 — (1 + 2d))P) — 2dP; = 0 (5.51
2P + (22 — (1 — 2d)) P} + 2dP; = 0 (

La estructura de estas ecuaciones auxiliares, permiten la utilizacién del teorema 3.3.1.
En el caso de la ecuacién (5.49), tenemos que

az =0 az =1 azy =0
aig = 2 ay] = 2d + 3 (553)
app — —2(d + 2)

Esta ecuacién posee solucién de grado d si, —2(d+ 1) = 2d, lo cual es absurdo, ya que d € Z, . Por
tanto, no existen soluciones polinomiales para este caso.

En el caso de la ecuacién (5.50), tenemos que

az =0 az =1 azy =0
a0 = 2 a;p = —(1 + Qd) (554)
Qaop = 2d

La condicién exigida para la existencia de soluciones polinomiales por el 3.3.1 se satisface trivial-
mente. Las soluciones se pueden construir inductivamente mediante la formula a tres términos

Prio= (22 +1)Pyy + (d+ 1)°Py (5.55)
comenzando por Py =1y P, = 2z — 3. Por otra parte, la ecuacién (5.44) tiene como solucién

Uy(z) =27 2 Pye? (5.56)



En el caso de la ecuacién (5.51), tenemos que

QQOZO CL21:1 a22:0
a0 — —2 [ 14 2d (557)
agp = 2d

La ecuacion posee solucion polinomial siempre que d = —d. En este caso, la tinica solucién posible

se da para d = 0. Ademas, la solucién a la ecuacién (5.44) esta dada por

Uo(z) = Vze™? (5.58)

En el caso de la ecuacién (5.52), tenemos que

az =0 az =1 agy =0
a190 = —2 ajp = 1—2d (559)
gy = —2d

Posee solucién polinomial para todo d € Z, . Ademas, las soluciones se pueden construir inducti-
vamente mediante la féormula a tres términos

Piio=(3—22)Py1 + (&> — 1) Py (5.60)
comenzando por Py =1y P, = —2z — 1. Por otro lado, la ecuacién (5.44) tiene como solucién
Uy(z) = 22 Pe (5.61)

Caso 2: De acuerdo al item b) del caso dos en el teorema 3.2.3,

d+1\°
AN =2d, de, A= — (%) (5.62)

Luego, segin el item c) debe de existir un polinomio P; de grado d que satisfaga la ecuacion de
tercer orden

2P} —3dzP) — (42° — 42z — 2d — d) P} + (4dz — (4d +2))P; = 0 (5.63)

d .
Supongamos que P; = > v;2", y luego reemplazando en (5.63) tenemos que

=0
d d d d
Z i(i —1)(i — 2wz + Z —3di(i — 1)v;2" 1 + Z —div; 2T+ Z 4iv; 2"
i=3 i=2 i=1 =1
4 4 4 (5.64)
Z(de + d)iviz"t + Z 4dv;z ! Z —(4d + 2)v;2" =0
i=1 i=0 i=0
desplazando indices obtenemos
d
Z[nkvk_l —|— LU —I— Bkka]Zk = O (565)
k=0
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donde

a =4k — (4d + 2), k=0,1,... (5.66)
Bp = (k+1)(2d2 = 3dk +d + (k — 1)k), k=0,1,... (5.67)
e = A4d — 4(k — 1), k=1,2,... (5.68)

Del principio de identidad tenemos la siguiente férmula de recurrencia a tres términos

Vg = Uk + Br¥ie1 (5.69)

— Tk

Por otra parte, podemos afirmar que la condicion suficiente para la existencia de soluciones poli-
nomiales esta dada por,

a o
m a5
Ay = : . =0 (5.70)
Na-1 Q-1 Ba-1
Nd Qg
Como Ay es el determinante de una matriz tridiagonal,
Agr1 = gDt — NaPa-1Ddv1,d-1 (5.71)

donde Agr10=1y Agp1-1=0

Cuadro 5.2: Valores de Ay para la ecuacién (5.63).
d | Agiy
0 | Absurdo

0

360

0

-1360800

0

27243216000

0

-1750649060160000

CO 1O Ul Wi

En general, estos polinomios solo existirdan para d = 2n — 1, n > 1. Sin embargo, Los valores
que se obtienen para el parametro A

A=— (%)2 = —n? (5.72)

hacen parte del caso anterior. Si bien existen soluciones polinomiales para la ecuacién (5.63), la
exclusividad del teorema 3.2.3 implica la no viabilidad de este caso.
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Observaciones Finales

1. Mediante los teoremas 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.6 podemos caracterizar Galoisianamente las
ecuaciones diferenciales lineales normalizadas de segundo orden con coeficiente polinomio de
Laurent, en particular la Ecuacién de Schrodinger.

2. Dados los resultados en el capitulo 4, en especial el teorema 4.3.2, existe evidencia para con-
jeturar que podrian existir hipersuperficies V', cuyos puntos estén relacionados a potenciales
cuasi-resolubles de grado n con k valores de energia.

3. Conjeturamos que existiran soluciones polinomiales para la ecuacién auxiliar en el caso del
potencial canénico de grado 2n, cuando d iguale a (n 4+ 1)k o (n + 1)k + 1, donde k es un
entero no negativo, ademas \ sera nula en cualquiera de los casos. Al parecer la demostracién
de este hecho requiere técnicas del algebra diferencial, distintas a las desarrolladas en este
trabajo. En caso de ser cierto, podemos afirmar que:

n
_ .n+1
Poi=2"" % >

n -+ 2
2

n+2 :l:

P.io=z2 z.

4. Podemos construir potenciales polinomiales cuasi-resolubles de cualquier grado via potencial
canénico.

5. Debido a que el teorema 3.2.4 otorga un criterio de no integrabilidad para potenciales po-
linomios de Laurent, podemos concluir la no integrabilidad del potencial de Lennard-Jones
12-6 de una manera mds sencilla que en los resultados presentados en [3] referentes a este
potencial.

6. Hemos descrito explicitamente las soluciones Liouvillianas del oscilador armoénico perturbado,
asi como también hemos expresado las condiciones suficientes para la existencia de estas
soluciones.

7. El problema de la integrabilidad en el sentido Liouville de la Ecuacién de Schrédinger con
potencial polinomio de Fourier, puede ser reducido a discernir si existe o no integrabilidad
para determinada ecuacién tipo Schrodinger con potencial polinomio de Laurent.

8. Contrastado con los resultados en [1, 5] referentes al potencial de Morse, no solo extendemos
los resultados, anadiendo més valores para d, el grado de la solucién polinomial de la ecuacion
auxiliar, sino que se reduce al caso uno del algoritmo de Kovacic el analisis Galoisiano de
este potencial.
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Debido a los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo, podemos concluir que el uso de méto-
dos asintéticos incrementa la eficacia de las herramientas de la teoria de Galois diferencial.

Esto induce la necesidad de un estudio profundo de las representaciones asintoticas y el compor-
tamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficiente
polinomio de Laurent en funcién de sus parametros con el fin de mejorar las técnicas ya conocidas
y ayudar a determinar soluciones a problemas establecidos desde el punto de vista de la teoria de
Galois diferencial.
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