





DEFINICION 1.11

Dados dos vectores no nulos V y W en R2 (o} R3 ubicados con punto ini-
cial comin, llamamos la proyeccibn de V sobre W (en ese orden) al vec
tor paralelo a W, con punto de partida el punto inicial comlin a V y

W y con punto final el punto de interseccion de la recta que contiene
a W, con la perpendicular a dicha recta bajada desde el punto final de

V, y (ver Figura 1.9) se nota Per

NOTAS:
1, Como se puede apreciar en la Figura 1.9 el vector Per puede llevar

el mismo sentido que el vector W o sentido opuesto. Llamamos la Com-

ponente de V en la direccibn de W a lallPer|! si Per lleva el mis-

mo sentido de W, y a —||Prwv|| si lleva sentido opuesto.
2, Es evidente que Prvw # Per (Ver Figura 1,9(a))
Dados V y W i{Como determinar Per?

Observando la Fiqura 1.10 tenemos:

Pr.V = AW determinemos A

1%

r V + A=V = - \Y/

Pr. A=V A V - Pr_.
A=V =)W
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Pero A es perpendicular a W,entonces W . A = Q
O=W.,.A=W. (V- 2W

0O=W.V-W. (AW = W.V=2AW,W

\Y W
A= —— = Py V= —22"
1wl 12 W w2
Y por consiguiente
_ v .w
PerH —T
Yy naturalmente si W es unitario IIPIWVII = IV . WI , es decir,

V.W= = IIPerII r lo que significa que el producto interno de un
vector ¢ .pno nulo cualquiera por un vector unitario W es la componente
del vector V en la direccion del vector unitario W. Si W no es uni-

tario entonces V . W es la misma componente pero multiplicada por

1wl

EJEMPLO 1.7

Sea V= (2,1, 3) W= (-1, 2, 1)

V.W==24+2+3=3

vl =v&+T7+%35 = V14 Hwll=vT ¥4 %17 =Veé
vV . W 3 1 1

a. Pr.v = = S, 2, 1) = ey 1, )
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b. PI*W = V==— (2l 1l 3) (7’ 14' 14 )
[v]]
V.W 3
Pr. M by
1 1
c. V= (7,5) W= (77 N
7 5 2
V.w = ) ra
1 . . 2
Como IIWII "y ty - 1, entonces W es unitario, luego 7> es la
camponente de V en la direccion de W.
d. SiV=(-—7, —5) y W = l_,-?'ﬂ)

2 . . 2
V.W=-~- VT s como W es unitario entonces - -»~ es la componente de

V en la direccidn de W.

Ademas de la representacion geometrica de los vectores por medio de
segmentos orientados, hemos visto que también es posible representar-
los analfticamente por medio de puntos en el plano o en el espacio,
esta iltima puede darse con otro tipo de presentacidn usando los lla-
mados vectores coordenados unitarios:

Dado un vector cualquiera V = (v1, v ceey V) € Rn, teniendo pre-

2’

sertte las operaciones del producto por escalar y suma de vectores en
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este espacio, es posible representar a V en la forma:

V= w(1,0, ... 0) +v (0, 1,0, ... 0) + ... Xv. (0, ...0, 1,0,.+0) +
7 o

egto k
* oo +v (0, 0, oeuy 0, 1) pu

A los vectores E? =, 0, ...0), EZ = (0, 1, +200)) weu, Eg = (0,0,...0,1)

. . n
se les llama vectores coordenados unitarios en R, y gozan

de tres propiedades importantes:

. n . . n
a, Generan el espacio R, es decir, que cualquier vector V € R se
puede representar como la suma que se hizo atras, es decir,

vV = v-E? + v En + c.0 + V En
2 2 nn

b. Son ortogonales dos a dos.,
C., Son unitarios,
3
En R estos vectores se acostumbran a notar por:

-
i= @, o0, 0 i= (0, 1, 0) k = (0, 0, 1)

Y naturalmente saliendo del origen reposan sobre los ejes "x", "y" Y

"z" positivos respectivamente (Ver Figura 1.11 (a)).

Ast pues si vV = (a,, a,, a.) entonces
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T+ ad+ak
V=a.i azj a3

2 -, 0 = (0, 1

Un vector V en R3 también queda determinacdo por los &ngulos que for-

ma el segmento que representa el vector con los ejes x positivo,’y* po
sitivo y z positivo, estos tres &ngulos se acostumbram notar aq, B,TF,
respectivamente y se llaman los Angulos Directores de V. (Ver Figura
1411(b)). Los tres nfimeros reales Cos a, CosB y Cos? se llaman los

Cosenos Directores de V,

Naturalmente si Cos @, Cos B , Cos T son los cosenos directores de un
vector V = (v1, Vo v3), o ,B,%,son los d&ngulos que forman este vec-
> 2> >

tor con los vectores i, j, k, respectivamente, por consiguiente como

i, 3, k son unitarios:

(v1, Vor v3) » (1, 0, 0) v

Cos a = 7

lvl] |14l |v]
(v., v, v.) . (0, 1, 0)
Cos B = : - )

vt (5] vl
COST\ _ (v1l v2’ v3)o(0, 0, 1) V3
£ v

observemos que el vector:
v

2 -
(Cosa, Cos B, Cos® ) - ( TTVTT-, TTVTT" T ) = TT%TT-(V1:V2rV3)
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es el mismo vector unitario que tiene la misma direccidn y sentido de

Vl

2 . -
En R 1los angulos directores a y B seradn los que forma el vector
con los ejes x e y, pero como aquf o + B = m/2 entonces Cos B = Sen a,
por consiguiente basta con dar un solo &ngulo digector o y asi el

vector unitario que lleva la misma direccidn y sentido de V serl el

vector

1
(Cos a, Sen a) = m-rr (V1, VZ)

EJEMPLO 1,8

sivs= (1,1, 2 como ||v|] = 2

por consiguiente

Cosa=3 = a= n/3
Cos B = 5 = B = 7/3
Cos? =(-§‘- =2 P = /4

En el plano una recta no paralela al eje "y" queda determinada por un

punto sobre la recta y por un niimero real "m", 1lamado la pendiente de
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la recta, el cual representa la inclinacion de esta recta (rectas con la
misma pendiente son paralelas). Esta pendiente se puede hallar conocien
do dos puntos sobre la recta, pues una recta queda determinada por dos

puntos.

Se trata ahoxa de considerar una recta en el espacio y de determinar su
ecuaci8n: Fijemos un vector V = (a,b,c) # 0 recurriendo a la idea pri-
maria que tenemos de paralelismo, es claroc que existir@n infinitas rec-
tas paralelas a ese vector; pero si ademis de V, fijamos un punto

Po = (xo, Yoo zo), solamente existiri una recta paralela a V que pase

por ese punto Po, es decir, una recta queda determinada por un vector

V que indica su direccidn y un punto Fo sobre la recta,

En la Figura 1.12 tenemos una recta que lleva la direccidn de V =.(a,b,c)

Yy pasa por el puntc Po = (xo, Yor zo), sea P = (x, y, 2) un punto repre-
sentativo de la recta; el vector P - Po como reposa en la recta entonces
lleva la misma direccidn de V, es decir P - Po es paralelo a V, luego

existe un t € R {que depende de P) tal que:

P- Po = tV

Al cambiar de posicidn P, el nlimero real t cambiari, y reciprocamente
si t recorre los niimeros reales,Precorreri todos los puntos de la rec-
ta, Es decir P - Po = tV con t € R es la ecuacidn de esta recta, y se

llama "“ecuacibn vectorial de la recta".
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Si representamos P, Po y V por medio de sus coordenadas tenemos;

(x’ Y, z) - (x°’ YO’ zo) = t(a, b, c)

x - X o Y=Yy 2z- zo) (ta, tb, tc) es decir:

Con t @ R, que son las llamadas "ecuaciones parametricas de la recta",

Si fijamos dos puntos Po = (xo, Yoo zo) Y P1 = (x1, Yq0 z]), estos dos
puntos evidentemente determinan una recta: la recta que pasa por Po

(6 por Pi) Y que lleva la direccion del vector P1 - Po (o Po - P1L el

cual como reposa sobre la recta lleva la direccibn de ella; asf la ecua

cibn vectorial de la recta que pasa por P° y por P, esti dada por:

1

P-P =¢t (P, - P ) con t € R
o) 1 o)
Y sus parametricas por:
- = - )
X =X t(x1 x )
Y-y, = tly, - Yo!
z2 -2z =¢t(z. -2z con t € R
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FIG., 1,12



EJEMPLO 1.9

a, Las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por (1,2,-1) y

lleva la direccion de (2,3,5) son:

x -1=2t
y - 2 = 3t
z + 1 = 5t con t € R

b, Las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por los puntos

R= (5 -7,2) ys= (2,1, -3), estdn dadas por:

X -5=¢t(2 - 5) - X - 5 = =3t
y+7=¢t(1+7) -+ y + 7 = 87
z -2 =t(-3 - 2) -> z - 2 = =5¢ con t € R

Una de las ficuras importantes en el estudio de la Geometrfa del Es-
pacio son Los Planos: intuitivamente un plano en el espacio se puede
considerar como una de las caras de una tabla (sélo la faz, sin con-
siderar ninglin grosor) a la que se han hecho tender sus bordes hacia
el infinito., Con esta idea tratemos de encontrar los elementos esen

ciales que determinan un plano:

Primero que todo diremos que un vector es perpendicular a un plano, si

lo es a cada uno de los vectores que reposan en el (los que tienen
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sus puntos final e inicial sobre el mismo plano), De acuerdo a esto,si
fijamos un vector N = (A, B, C), existiran infinitos planos a los cua-
les es perpendicular ese vector N (todos los infinitos planos "parale-
los"™ a los cuales llega N perpendicularmente), pero solamente uno de
ellos pasara por un punto Po = (xo, Yqr zo). Es decir, un plano queda
determinado por algfin punto conocido que pertenezca a dicho plano, y

por un vector que sea perpendicular (o normal)) al mismo,

En la Pigura 1.13 hemos representado el plano que pasa por el punto

Po = (xo, Yoo zo) y es normal a un vector N = (A, B, C)., Sea P = (x,y,2)
un punto representativo del plano, como P - Po es un vector que reposa
en el, entonces N debe ser perpendicular a P - Po para cualquier P so-

bre el plano, es decir
N. (P-P)=0
o
es la ecuacidn vectorial de ese plano.
Si representamos N, P, P_ por medio de sus componentes tenemos:
@, 8,0 . [x, v, 2) - &, v, 2] =0
(a, B, C) . (x-xo,y-y‘,z-zo) =0
- -+ - - =
A(x xo) B(y yo) + C(z zo) 0

+ + - + =
Ax + By + Cz (Axo Byo + Czo) 0

AX + By + Cz = Ax + By + Cz
o o o
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Como A, B, C, X ., Yqr zo son niimeros dados, entonces llamando
o’ ’
D=AXx + By + Cz , se obtiene la conocida "ecuacion cartesiana" del
o o o

plano que pasa por ¥_y es normal al vector N = (A, B, C):

AX + By + Cz = D

NOTAS:

1) Si se quiere hallar la ecuacidn de un plano que pasa por un punto
Po Y que es normal a un vector N, se puede hallar tambien tomando en
lugar de N cualquier vector paralelo a N, o tambien tomando en lugar
de Po'cunlquier otro punto fijo sobre el plano, Las ecuaciones encon
tradas de una u otra forma difieren en que la una es una constante

por la otra,

2) Un plano de la forma Ax + By + Cz = 0, es un plano que pasa por

el origen, pues tomando Po = (0, 0, 0) entonces D = N.Po = (a,B,C) (0,0,0) =0

DEFINICION 1,12

Dos planos se dicen paralelos si todo vector normal a uno de ellos es

paralelo a cualquier vector normal al otro,

De acuerdo a esta definicién‘dos planos paralelos siempre se pueden

representar mediante ecuaciones que solo difieran en el valor de D.
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EJEMPLO 1.10

a, Para hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (3,2,-5)
y es normal al vector (1/2, 3, 4), hallamos primero D = (3,2,-5),(1/2,3,4)=

= 3/2 + 6 - 20 = - 25/2, entonces la ecuacion es:

N —

b, La ecuacibn que pasa por el origen y es normal al vector (2, -7, 9)

es:

2x - 7y + 92 = 0

¢, Los planos: 3x - 4y + 7z = 32 y
9% - 12y + 21z = 7
son paralelos, pues el vector (3, -4, 7) es paralelo al vector

(9, -12, 21) = 3(3, -4, 7)

Cualquier vector paralelo al plano xy, pasard por todos los puntos de
la forma (x,y,c) para alglin ¢ fijo; en especial pasari por el punto
(0, 0, ¢, y logicamente el vector K = (0, 0, 1) serid normal a el,

por consiguiente su ecuacidn sera:

[

Ox + Oy + 12 (0, 0, & . (0, 0, 1) es decir

zZ = C
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Andlogamente, cualquier plano paralelo al plano xz serid de la forma y = c,

¥y cualquier plano paralelo al plano yz serd de la forma x = c,
DEFINICION 1,13

a. Un vector V se dice paralelo a un plano si V . N = 0 siendo N cual-

quier vector normal al plano.

b. Dos planos se dicen perpendiculares si N1 . N2 = 0 donde N1 es cualc

quier vector normal -3 un plano y N2 cualquier vector normal al otro.

Dados tres puntos no colineales en el espacio, existe solamente un pla-
no que los contiene a todos, es decir, tres puntos no colineales deter-
minan un plano. Surge entonces la pregunta de como encontrar la ecua-
cion de un plano conocidos tres puntos en €l?, pregunta que se respon-
der3d satisfactoriamente si logramos encontrar un vector normal a dicho
plano; como los tres puntos determinan dos vectores que reposan en el
plano, entonces basta con hallar un vector que sea normal a los dos
vectores; para ello introducimos una nueva operacibn entre vectores
llamada el producto vectorial, de gran utilidad en el cidlculo de fun-

ciones de varias variables,
DEFINICION 1,14

- -
Dados dos vectores V = (v1, Vo v3) = v1i +v,j + v.Ky

W= (w1, Wor w3) = wii + w2j + w3k, llamamos el producto vectorial de
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V y W (en ese orden) al vector;

VX W= (vzw3 - v3w2) i+ (v3w1 -.v1w3) j+ (v1w2 ‘-v2w1) k

Frecuentemente se representa el producto vectorial V x W por medio
de un "determinante" con primera fila los vectores i, j, k, segunda

el vector V y tercera el vector W:

i 3 k
VW - v1 V2 v3
Y1 YWy ¥y

Ficilmente se puede comprobar que al desarrollar este determinante se

llega a la férmula que define el producto vectorial,

Esta representacidn no solamente nos es {itil para recordar mis ficil-
mente la definicibn, sino que adem&@s nos permite demostrar las princi-
pales propiedades del producto vectorial ,trat@ndolo como un determinan

te y usando las propiedades conocidas de estos,

EJEMPIO 1,11

si V= (2,5 -3) W= (-1, 1, 4)
i 3 k
VXW = [2 5 =-3| =3i(20+3) -3(8~3) +Kk(2+ 5)
-1 1 4 23i - 5§ + 7k



L 4
Wx V= |-1 1 4 = i(-3 -20) - 33 -8) + k(-5 -2) =
> - -
2 5 =3 = =231 + 5§ - 7k
Como se pudo apreciar en este ejemplo V x W = -W x V, esto se puede de

ducir en forma general y de acuerdo a la representacion en forma de de
terminante que se ha dado a este producto, por el hecho de que cuando
se permutan dos filas en una matriz, su determinante cambia de signo,
En forma similar, usando otras propiedades de los determinantes, o di-
rectamente la definicibn del producto vectorial, se pueden demostrar
las sigquientes propiedades importantes de este producto, que enuncia-

remos antes de referirnos a la interpretacion geométrica del mismo.

1. VX W=-(Wx V)

El producto vectorial no es conmutativo.,

2, Vx0=0

3. (VxW).V=0 (VxW.wWw=20

El vector V x W es perpendicular tanto a V como a W.

4, Vx W=0siysolos-iV=0,W=0, 8, Vy W son paralelos
5. A(Vx W) = (A\V) xW=Vx (AW con ) €R

6. UX (VW) = (UxV) + (UxW

(U+V) XW= (UXW) + (VXW

2 2 2 2
7o v wl [T = V[T [[wl]® - v LW
Identidad de Lagrange
8. |[[vxwl]| =][]|v]] |[w|| sen @ Donde © es el &dngulo comprendido

entre V y W,
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Por cilculo directo se puede verificar que:

- —_ - > 5>
1X(3x3j)=ix0=0
1xj)xj=kxj=-1i

Esto pone de manifiesto que el producto vectorial no es asociativo, por
consiguiente cuando aparezca el producto vectorial de ma@s de dos vecto
res, es necesario tener cuidado con los paréntesis que aparezcan, no

se pueden simplemente suprimir.

Geometricamente y de acuerdo a la propiedad 3. . el producto vectorial
V x W es perpendicular a V y W, luego es perpendicular al plano en el
cual reposan estos dos vectores; con esto respondemos al interrogante
hecho atr&@s cuando se pretendia hallar la ecuacidn del plano conocien-

do tres puntos no colineales Po' P1, P, que lo determinan, pues basta

2
construir los vectores Po - P1 y P, - P1 que yacen en este plano, el
vector (Po - P1) X (P2 - P1) es normal a estos dos vectores, luego es

perpendicular al plano, con este vector y cualquiera de los tres pun-

tos se halla la ecuacidn buscada. (Figura 1,14).

Ya interpretada geom@tricamente la direccidn de V x W veamos que se

puede decir de su norma, para ello recurrimos a la Figura 1,15,

En esta Figura podemos apreciar el paralelogramo determinado por los

vectores V y W; siendo 6 el &ngulo comprendido entre los dos vectores,
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y h la altura del paralelogramo, entonces:

h=||w| sen 6

El area del paralelogramo = l[Vll h = |[V|[ ||W[| Sen 6, como se pue-

de apreciar coincide con [[V x W[[ dado en la propiedad 8.

De acuerdo a esto solo nos falta considerar el sentido de V x W, pues
existen dos vectores perpendiculares al plano donde reposan V y W y
que tienen por norma el 3rea del paralelogramo determinado por V y W,

uno de ellos es V x W y el otro con sentido opuesto W x V,

El sentivo de V x W lo podemos determinar colocando los dos vectores
con un punto inicial comun, e imaginando un tornillo perpendicular al
plano en ese punto, haciendo girar el tornillo de V a W, este entra o

sale determinando el sentido de V x W, Figura 1,16

3 . .
Dados tres vectores U, V, W € R* vamos a estudiar dos productos tri-
ples importantes: el triple producto escalar o producto mixto U. (V x W)
y el triple producto vectorial U x (V x W)

DEFINICION 1,15

. 3 .
Dados tres vectores en el espacio (R") U, V, W, llamamos triple pro -

ducto escalar, o producto mixto, al nfimero real U, (V x W).
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Siu =(u1, Uy u3), vV = (v1, Vor v3), W= (w1, Voo w3) con un

cdlculo directo se puede verificar facilmente que:

u,] u2 u.

l
U, (Vx W)= v, v,
¥ Y2

Antes de presentar una interpretaci®n geométrica de este producto,
enumeremos algunas propiedades de &1, las cuales se pueden demostrar
como consecuencia inmediata de propiedades de los determinantes, del

producto interno y del producto vectorial:
1. U, (VXW) =W, (UxV) =V, (Wx U)

Con solo permutar algunas filas en el determinante que define el tri-
ple producto escalar se pueden verificar estas igualdades, las cuales

se pueden recordar facilmente con el diagrama:

<N,

el cual indica que son iguales los tres resultados que se obtienen
al tamar un vector cualquiera y hacer el producto interno, con el

producto vectorial de los lados restantes en el orden que indican las

flechas,
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El tornillo baja El tornillo sube

(a) FIG. 1.16

FIG, 1.17
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2, U, (VXW) ==-0U, (Wx V)

pues U . (Vx W) =U ., [-(w x Vﬂ -U. (Wx V)
3. U. (VxwW) = ({UxV) . W

Pues U, (VxW) =W, (UxV)=(UxV),W

Esta propiedad indica que en el triple producto escalar es posible
permutar el "punto" y la "x", logicamente colocando el paréntesis de
tal forma que la expresidn tenga sentido. Por ella este producto se
acostumbra a notar [U V W] pues no se presenta ambiguedad colocando
el punto en el espacio que hay entre Uy V y la "x" entre V y Wo

viceversa,

4, Sean U, V, W vectores no nulos, |U, V, W] =0ysolosiU,V, W

son coplanares, es decir si reposan en el mismo plano,

Es claro que si los tres vectores son coplanares, entonces uno de ellos
se puede representar como combinacidn lineal de los otros dos, es de-
cir los tres vectores son linealmente dependientes, luego el deter-
minante de la matriz formada por los tres vectores fila (que es la de
finicidn de [ﬁ \Y W] ) es cero., Reciprocamente al ser este determi -

nante cero los tres vectores son linealmente .dependientes, luego son

coplanares,

Para la interpretacion geométrica del triple producto escalar, consi-

deremos tres vectores no coplanres U, V, W, los cuales determinan un
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paralelepipedo (Ver Figura 1.17).

Como se vio en la interpretacion del producto vectorial, el area del
paralelogramo de la base es IIV X Wll, Ademfs como V x W es perpen~
dicular a V y W, como se puede apreciar en la figura 1,17 la altura
h del paralelepipedo es la norma de la proyeccion de U sobre V x W,

segun esto:

Volumen del paralelepipedo

(Area de la base) (altura)

[V x W | [[Pry, 0l

IVXWHLU , (V. x W)

Hv x W |

lu . (vxw|

Es decir que el valor absoluto del triple producto vectorial de u, vV, W

es el volimen del paralelepipedo determinado por estos tres vectores,

EJEMPIO 1.12

siv= (2, -1, 0), v=1(, 3,4, W= (-1, 7, 2)
2 -1 0
U., (VxwW |1 3 4{=2(6-28) - (-1)(2 +4) +0
1 7 2 {m -44 + 6 = -38
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DEFINICION 1.16

3 . .
Dados tres vectores U, V, W € R, llamamos triple producto vectorial

de U, V, W, en este orden, al vector U x (V x W).

Cuando definimos el producto vectorial vimos que este producto no es
asociativo, lo cual hace necesaria la inclusion del paréntesis en
la definicibn del triple producto vectorial, y en el sitio que apare-

ce allf,no en otro,

Sabemos que V x W es perpendicular al plano que contiene a Vy a W
adem8s U x (V x W) es perpendicular al plano que contiene V x W, por
consiguiente U x (V x W) es paralelo al plano que contiene a V y W

por lo tanto

Ux (Vx W) =av +BW con qa, B€R

¢Como determinamos a y B?

Para determinar a y B en términos de U, V, W consideremos primero un
-)

sistema de coordenadas donde i tenga la direccibn de V, y donde el

vector que va de V a W repose en el plano determinado por i y j, se-

gln esto:

Vv = i
vy i

W= w,i + wzj

ed ->
U= u.i + u.1 + u.k
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i j k
VX W= v1w2k
w2 0
Ux (VXW = |u, u, u, u,vw, i - uv.w, j
0 v1w
e 1
Comoc i = — V
v
1
w
1
entoncesw=w(~-1—\7)+w:r j’=—-—w—1 v
1'v 2 w w
1 2 172
luego:
1 N
Ux (VxW) = uzvj\vlz--;1 vV - u,v,w, (-‘;2- We-—1y)
= u2w2V - u1v1w + u1w1v
= (u2w2 + u1w1) vV - u,v, w
Observemos que U , W = u W, + u,w, y
U.V=uv
Por consiguiente:
Es decir 6=U.,W vy B=-U,V
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EJEMPLO 1,13

Sea U= (1, 2, -1) v= (3, -1, 2) W

(1, =5, 4)

Ux (VxW) =({U.W V- (U,V) W

U.W& @O, 2,1, (1, -5 4=1-10-4=- 13

U.Vv=(,2,-1),(3,-1,2) =3=-2-2=-1

Ux (VW)

-13V = (-1) W= -13(3, -1, 2) + (1, =5, 4)

(-39, 13, -26) + (1, -5, 4) = (-38, 8, -22)

resultado que  se puede comparar, calculando directamente U x (V x W)

pues:
r § K
VW= 3 -1 2| = (6, =10, -14)
1 -5 4
Ux (VxW = 1 J k
1 2 -1 = (-38, 8, -22)
6 =10 =14

B. VECINDADES EN R"

Dada una funcibn f de valor real definida en un intervalo, cuando se
hablaba de la derivada de f en un punto "a", era necesario tratar el

1fmite:
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- f(a + h) - f£(a)
m h I
h-+0

y para ello era necesario considerar f(a + h), es decir, calcular la
funcibn f en puntos, (logicamente dentro del intervalo donde estd defi
nida f), cercano a "a", y, {como garantizar la existencia de esos pun-
tos cercanos a "a" y en los cuales f estd definida?, pues simplemente,
definiendo £ en un intervalo abierto (c, d), pues todo punto dentro de
ese intervalo tiene infinitos "vecinos" a la izquierda y a la derecha,
lo que no se podria asegurar si f estuviese definida por ejemplo en un
intervalo de la forma [c, d] , para el caso a = c 6 a = d, Esto nos
hace pensar, que para tratar algunas caracteristicas de una funcidn, es
necesario referirnos a ciertas propiedades que posea el conjunto donde
ella estd definida (Dom f); y como las funciones que trataremos en los
capftulos siguientes est&n definidas en R' (n ® 2), es necesario carac-
terizar algunos subconjuntos de Rn. Con este propdsito se presenta es-
ta parte de este capitulo. La presentacidn de las definiciones se ha-

n . 2 .
r8 en forma general en R , pero se ilustrarin en R & R3

DEFINICION 1,17

n
Dados dos vectores V, We R, V = (v], Vor cees vn), W= (w1, Wor sees

llamamos distancia de V a W al niimero real no negativo, notado d(V,W)

y dado por:
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Si V y W estén en el espacio R3 (o en el plano), el vector V - W es
aquel que va del punto final de W hasta el punto final de V y, por
supuesto, su norma es la magnitud del segmento de recta que va de V
a W, es decir, del segmento de recta que separa los dos puntos, lo
que coincide con la presentacibn que se dio al comienzo de este ca-

pitulo de la distancia entre dos puntos en el espacio (o en el plano).

Las siguientes propiedades de la distancia nos serin de gran utili-

dad, y se deducen facilmente de las propiedades de la norma:

1, 4, w) 20

2, d(V, W) =0 siysolosi V=W
3, d(V, W) =dWwW, V)
4, d(v, W) = d(v, U) + 4d(u, W para cualquier U ¢ r"

Esta {iltima propiedad se deduce de la desiqualdad triangular, pues:

aw, W =[[v - w[|

v -uv) + w-w]] =[lv-u|]+[lv-w]=

a(v, U) + d(u, W)

DEFINICION 1,18
n
Dado un punto Po € R, y un numero real positivo §, llamamos bola

abierta con centro en Po y radio$§ al conjunto de todos los puntos de

R cuya distancia a Po es estrictamente menor que 8, es decir:
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{PsRnld(p,Po)<6}

{fper| |lp-rol| <6}

B (Po)
G

EJEMPLO 1,14

1. En R, para X € R, §>»0

B,(x ) ={x € R| d(x, x) < ¢}
=fxer|l |x- xol < 6}
={x ER -8§<x- X, < 6}

={x € R| X" § < x < x* 6} = (xo - G, X+ §) Figura 1.18(a)

2
2, En R2, para Po = (xo, yo) ER, 6>0

BG (Po) = {(x, y) € R2l d(p, Po) < 6}
= {(x, y) € RY| ||P—Po||<6}
= {(x, y) € R2[ \/(x - xo)2 + (y - yo)z < 6}
= {(x. y) € R2l (x - xc,)2 + (y - yo)2 < 52}

Que representa el circulo con centro en (xo, y_) y radio § sin incluir

la circunferencia (Figura 1.18 (b)).
2 . . .
En R , usualmente a las bolas abiertas se les llama Disco Abierto,

3, En R3, para Po = (xo, Yo zo) > R3, § >0
By (Po) = {(x, Y, 2) € R3| d(p, Po) < 6}
v 2 2 2
Rx, ¥y, z2) € R l va - xo) + (y - yo) + (z - zo) < 6}

3 2 2 2
{kx, Yr 2) € R | (x - xo) + (y - yo) + (z - zo) < 6}
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Que representa el "interior" de una esfera con centro en Po = (xo,yo,z

y radio § sin incluir el "cascarbn"., (Figura 1.18 (c}}.
DEFINICION 1.19
Sea Po € Rn,

. R R n .
a, Po se dice que es un punto interior de un conjunto A & R s S1i
existe una bola abierta con centro en Po totalmente contenida en A,

El conjunto de todos los puntos interiores de A, se llama el interior

[ ]
de A: A,

. . n .
b, Po se dice que es un punto exterior de un conjunto A = R , Si
existe una bola abierta con centro en Po, cuya interseccibn con A es

vacio. El conjunto de todos los puntos exteriores de A se llama el

exterior de A,

. n .
C. Po se dice que es un punto de frontera de un conjunto A = R , Si
toda bola abierta con centro en Po contiene puntos de A y puntos que
no pertenecen a A, El conjunto de todos los puntos de frontera de A
se llama la frontera de A: 9A,
EJEMPIO 1,15

En Rz, SiA-= {(x, vl o < x° ry° < 4} Q.{(3, 3)}
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Como podemos apreciar en la Figura 1,19:

El punto (0, O) es un punto de frontera, pues todo disco con centro
en (0, 0) contiene puntos que no est@n en A (el(0, 0)) y puntos de A
(vecinos de (0, 0)). Los puntos dentro del circulo, a excepcion del

punto (0, 0) son puntos interiores,

Los puntos sobre la circunferencia son puntos de frontera.

El punto (3, 3) es punto de frontera, pues todo disco con centro en
(3, 3) contiene el (3, 3) que es elemento de A y puntos que no son de
A ("cercanos" a (3, 3)).

El punto (3, 4) es punto exterior de A,

Podemos apreciar que los puntos de frontera de un conjunto A, pueden
pertenecer al conjunto, como en el caso del punto (3, 3) o no pertene-
cer a €1 como en el caso del punto (0, 0), o los puntos sobre la cir-

- 2 2
cunferencia x +y = 4,

A= {(x,y)|o<x2+v <4}

Interior de A

Q),

Exterior de A {(x, y)l x2 + y2 > 4} -

OGbserve que si en lugar de A,hubiésemos tomado el conjunto
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¢ A

D/te D1nA—¢
(3,3) e A D, tiene a (3,3) en A
' p y contiene puntos
v 3 que no son de A

D3n A#p ¥y D3 contimne

puntos que no son de
2 3 A

FIG. 1.19

Sobre el plano xy.

Cualquier esfera con centro en esta
regidn tiene puntos fuera del plano
Xy, los cuales no estén en A,

FIG. 1.
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los puntos sobre la circunferencia x + y = 4,serian tambi&n puntos de
frontera, pero pertenecerian al conjunto; aqui como x2 + y2 puede ser
cero, entonces (0, 0) es punto interior de B, no punto de frontera,
pues se puede construir un disco con centro en (0, 0) totalmente con-

tenido en B,
EJEMPIO 1,16

Consideremos en R3 el conjunto A formado por la esfera con centro en
el origen y radio 1, los puntos que hay dentro de ella, y el interior

del circulo con centro en (3, 3, 0) y radio 1, (Figura 1.20).

Como aquil las bolas ya no son discos como en Rz, sino esferas en el
espacio, entonces los puntos que estln en el interior del circulo con
centro en (3, 3, 0) y radio 1, y también los que estin sobre la cir-
cunferencia, son puntos de frontera, pues toda bola abierta con centro
en cualquiera de estos puntos, tiene puntos en A (el centro) y pun-

tos fuera de A (los cercanos al centro, fuera del plano xy).

Los puntos en la esfera (el cascaron) son puntos de frontera. Los
puntos encerrados por fla esfera son puntos interiores. Los puntos
fuera de la esfera y que no estén en la circunferencia son puntos ex-

teriores:

2 2 i
Interior de A = ﬂx, Y, 2) I X + y2 +z < 1j
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2
Frontera de A [(x, Yy, 2) [ x2 + y2 + z2 = J} v [(X,Yro)[(x—3) +(y=-3)

Exterior de A

2 2
{x, v, 2] %%+ ¥2 422 > 1) = {x,y,00 [ (x=317 + (y-3)
DEFINICION 1,20

a. Un conjunto A C Rn se dice abierto, si todo elemento de A, es pun-

to interior de A.

b. Un conjunto K C R" se dice cerrado,si su complemento es abierto.
EJEMPIO 1.17

1. Toda bola abierta es un conjunto abierto.

2, los conjuntos en R% representados en la Fiqura 1.21(a) y 1.21(b)

son abiertos,

3. El conjunto representado en la Figura 1.21(c) no es abierto ni

cerrado,
4, El conjunto representado en la Figura 1.21(d) es cerrado.

5. El interior de una "superficie cerrada™ en el espacio es un con-

junto abierto.
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6. Una esfera es un conjunto cerrado en R ,

7. El exterior o el interior de una esfera son conjuntos abiertos en
R, pues dado cualquier punto de estos,siempre es ppsible construir

una bola con centro en este punto que no toque la esfera.

DEFINICION 1.21

n . . . n
Sea Po € R, una vecindad de Po,es cualquier conjunto abierto de R

que contenga al punto Po,

EJEMPIO 1,18
1. Toda bola abierta con centro en Po es una vecindad de Po,
2, Sea Po un punto sobre una esfera, esta no es vecindad de Po, pues
a pesar de que el punto estd en el conjunto, como hemos dicho atris
3
la esfera no es un conjunto abierto en R,
. . 2 2 .
3. El interior del circulo x° + y~ = 1 con centro en el origen es
una vecindad de (0, 0). Pero este mismo conjunto considerado como
3 . .
subconjunto de R* no es una vecindad de (0, O, 0), pues como hemos vis-
. . 3
to, una figura plana no puede ser un abierto en R,

4. 8Si Po es punto interior de A, entonces A es una vecindad de Po,
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DEFINICION 1,22

n .
Un punto Po € R se dice que es un punto de acumulacion de un conjunto

A,si cualquier vecindad de Po contiene puntos de A, diferentes de Po,

EJEMPIO 1.19

1. Todo punto interior de A, es punto de acumulacion de A, pues al
ser Po punto interior, cualquier bola con centro en Po contiene una
bola m8s pequefia,tambi@n con centro en Po, totalmente contenida en A,
la cual l8gicamente contiene puntos de A diferentes de Po, Aquf el

punto de acumulacion pertenece al conjunto.

2, Sea A = ﬂx, v | x2 + y2 < 1L Aqul todos los elementos de A son
puntos de acumulacion de A, pues A es abierto,y por tanto todo punto
de A es punto interior. Pero ademis el conjunto de todos los puntos
sobre la circunferencia x2 + y2 = 1, los cuales no son elementos de
A,son puntos de acumulacion de A; observe que todo disco con centro

en cualquier punto sobre la circunferencia contiene puntos del inte-

rior del circulo, es decir puntos de A,

3. En R, el nlmero 1 es punto de acumulacion del conjunto

1 1 1 1
+—|ne N} = {J +1, 1+, 1+= 1+=, ,,.} , pues todo
intervalo abierto (bolas en R) con centro en 1 contiene infinitos
elementos de esta sucesidn., Aquf el punto de acumulacibn no perte-

nece al conjunto,
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4, El punto (0, 0) es punto de acumulacion en R de todos los puntos
sobre la parébola y = x2, pues naturalmente toda vecindad de (0, 0)

contiene puntos de ella,

C. SUPERFICIES CUADRICAS,

R3 es el espacio donde pretendemos ilustxar las ideas del cdlculo dife-
rencial en varias variables, razon por la cual es necesario que conoz-
camos algunas "figuras" alll, es decir, la representacidén gradfica de
algunas ecuaciones en variables x, y, z que generalmente determinan

"superficies" en el espacio,

Hemos conocido en la parte (A) de este capitulo las llamadas ecuacio-
nes paramétricas de una recta en el espacio, lo mismo que la ecuacidn
cartesiana del tipo mas simple de superficie en el espacio: el plano.
Tambien nos hemos referido con alguna frecuencia a la esfera y a su
ecuacibn: como es sabido una esfera es el lugar geometrico de todos
los puntos en el espacio que est@n a una distancia constante "a" de

un punto dado Po = (h, k, 1), esta es la esfera con centro en Po y ra-
dio "a"; si P = (x, y, z) es un punto sobre esta esfera, entonces de

acuerdo a la definicibn:

d(p, Po)

a¢$[|P - Pol[ = a

&S Jx-h) T+ (y-k) T+ (z-1)" =a
2 2 2 2
x-h + (y-%k) 4+ (z-1) =a que es la
conocida ecuacién de la esfera,
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2 2 2 . .
La ecuacibn x + y = 9 representa en R una circunferencia con cen =
tro en el origen y radio 3; pero esta misma ecuacion considerada en
. 3 . .
el espacio R, ya no solamente representa esta circunferencia, pues
. 3 2 2 s g
el hecho de que la ecuacion en R x +y = 9 no contenga z, indica
que z puede tomar cualquier valor, es decir, la ecuacion se puede ver
2 2 ne "
como x +y + 0z =9, luego la "figura" que representa es el lugar

geom&trico de los puntos del conjunto,

2
{(X,y,z)|x2+y=9 yzeR}

. . . 2 2
por tanto,si z = 0 se obtiene la circunferencia x +y = 9 en el pla-

no xy (z 0), si z = 7 se obtiene la misma circunferencia pero a la
altura z = 7, y en general para z = k se obtiene la misma circunferen-
cia,pero a la "altura”" z = k, es decir, la superficie es un tubo ci -
lindrico infinito, (solamente la pared del tubo sin ningfin espesor) de
radio 3 que tiene al eje z como eje principal (ver Figura 1,22); obser-
vemos que al hacer cortes de esta superficie con planos de la forma

z = k (paralelos al plano xy),se obtienen circunferencias x2+ y2 =9

a la altura k indicada (cilindro circular).

El concepto de cilindro es mucho mfs general que lo que estamos acos-
tumbrados: un cilindro es la superficie que representa cualquier ecua-
cibn donde falta una de las tres variables x, y & z, es decir, cualquier
ecuacidn en dos variables (x, y 6§ x, z 8 y, z) es un cilindro, el eje

principal del cilindro est8 determinado por la variable que falta.
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FIG. 1.22 Cilindro Circular
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EJEMPLO 1,20

1. La ecuacion z = x° representa un cilindro con eje principal el eje

y (Figura 1.,23(a)). Observe que los cortes con y = k nos rcpresenta
- 2 cq s .

siempre .a la pardbola z = x (cilindro parabolico).

2, La ecuacion y = |x] + 1 representa un cilindro con eje principal

determinado por z (Figura 1.23 (b)). Observe que los cortes con z = k

nos da siempre y = |x| + 1 a la altura k.

La ecuacidn general de seqgundo orden en tres variables x, y, 2 estd

dada por:

sz + By2 + sz + Dxy + ExZ + Fyz + Gx + Hy + Iz + J = 0

Observemos que haciendo A= B= C =D = E = F = 0 obtenemos ecuaciones

de planos: Gx + Hy + Iz + J = 0, También estin incluidas aquf las

ecuaciones de algunos cilindros: cilindro eliptico, (por ejemplo

sz +Cz +J=0, con Ay C los dos positivos o los dos negativos,

y J con signo opuesto al de A y B); cilindro parabdlico, (por ejemplo
By2 + Gx = 0); cilindro hiperbdlico, (por ejemplo sz + Cz2 +J=0
con A y C uno positivo y otro negativo, J cualquier signo). Nos inte-
resa estudiar ahora las gradficas de las superficies correspondientes

a ecuaciones incluidas en la general, que tengan alglin término eleva-
do al cuadrado y que no sean cilindros, las llamadas superficies cui-

dricas:
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. . . e .
Algunas de estas ecuaciones no tienen representacion grafica en R ,
o representa un punto, una recta o planos, a éstas las llamaremos cua-

dricas degeneradas, y pueden representar:

a., Un punto en el espacio., Por ejemplo la ecuacidén x +y + 2z =0,

representa solamente el punto (0, 0, 0).

b, No tiene representacidn grdfica. Por ejemplo la ecuacidn

x2 + y2 + 22 +9=20

. . P 2 2
c, Una recta en el espacio, por ejemplo la ecuacidon x + z

=0,
representa el eje "y", pues de esta ecuacidn se deduce que x = 0,
z = 0,y "y", camo no aparece toma cualquier valor,

. . . - 2 2
d., Dos planos en el espacio, por ejemplo la ecuacidn x~ -y =0

it

representa los planos x + y =0 Yy X -y

x? - y2 =0 = (x+y)(X-y)le=0=>x+y

0, ya que

0 8 x-y=0,

e. Un plano en el espacio, por ejemplo x2 = 0 representa el plano

x =0,
Estudiemos ahora las ecuaciones de las cuddricas no degeneradas, ob-

servando las curvas que se obtienen al hacer cortes con planos para-

lelos al plano xy (z = k) al plano xz (y = k) y al plano yz (x = k),
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1. ELIPSOIDE.

Es la superficie que corresponde a la ecuacidn:

2 2 2
§§'+ X§-+ EE' = 1 con a, b, c: positivos
a b c

Si interceptamos la superficie representada por esta ecuacifn,con el

plano z = k, se obtiene:

2 2 2 2 ,2
2.2 2 T © I
a b c a b c2
k2
Si — =1, k = - ¢, la ecuacidn representa el punto (0, 0, e) & el
c

punto (0, 0, -c) seqlln k sea positivo o negativo,

2
Si1-— <0, es decirsi k>c & k < -c, tenemos: 4 = <0,
c b
Y puesto que no existen valores reales que satisfagan esta desigualdad,

2

g% o

-

entonces no hay grifica para z = k > ¢ o z =k < -c,

2
Si 1 - —5-> 0, es decir si -c < k < ¢ se tiene
c
x2 2
2/(] vz t bz/(j e 1, que representa elipses para cualquier
a - — -
c c

valor de k € (-c, c), paralelas al plano xy.
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En forma andloga si hacemos cortes con el plano x = k, obtenemos:

Sik=-a (x = - a) , se obtienen los puntos (a, 0, 0) o (-a, 0, 0)
Si k > a 6 k < -a no hay gréfica,
Si -a < k < a,se obtienen elipses paralelas al plano yz,y con cortes

con planos de la forma y = k tenemos:

Si k - (b) (y = - (b)) se obtienen los puntos (0, b, 0) o (0, -b,
Si k >b o k < -b ne hay gréfica,

Si -b < k < b se obtienen elipses paralelas al plano xz,

En la Fiqura 1.24 representamos esta superficie, Observe que si

2 2 2
a=>b=c, tenemos la \esfera x° + y2 + 2z = a

2, CONO ELIPTICO,

Es la superficie que corresponde a la ecuacidn:

2 2 2
X — ‘e
=5+ %.3‘-2— =0 con a, b, ¢ positivos,
a c

o
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FIG. 1.24 Elipsoide

- e wp . G e = e

- e =

~FIG, 1.,25(a) Cono eliptico

FIG. 14.25(b) Cono eliptico
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Si interseptamos la superficie con los planos: z = 0, obtenemos

2 2
X ad_-0 que corresponde al punto (0, 0, 0).
a b
X v2 k2
z = k (k # 0), obtenemos: —5 + — - — cuyas grificas son elipses
a b c
paralelas al plano xy.
z - Al
x =0, y—-—-—2—=0, o, (§+§-) (-l—%-) = 0 que corresponde a las dos
b c
rectas en el plano xz,que pasan por el origen: g-+ Pl 0 v %-- S - o,
2 2 .2 2 2 .2
x =k, (k #0) resulta == - — = == & ‘.- = que
b c a c b a
corresponde a las hiperbolas:
z2 2
5 - Y 5 sobre planos paralelos al plano yz.
a 5 5 4
X z
y =0, - - 3= 0 que corresponde a las rectas que pasan por el
b c
. X z X z
H — - —— = — o e— =
origen (D C) 0 y (D C) 0
2 2 2 2 2 .
v X 22 X .. =z X _k cuyas grificas son hiperbo-
a c b c a

las sobre planos paralelos al plano zx.

En la Fiqura 1.25(a) se representa una superficie de este tipo. Ob-

serve que su eje principal es el eje z,
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