




D E F I N I C I O N 1.11 

2 3 

Dados d o s v e c t o r e s no n u l o s V y W en R o R u b i c a d o s con p u n t o ini-

c i a l c o m ú n , llamamos la p r o y e c c i ó n de V sobre W (en ese orden) al v e c 

tor p a r a l e l o a W , con p u n t o de p a r t i d a el p u n t o inicial común a V y 

W y con p u n t o f i n a l el p u n t o de intersección d e la r e c t a q u e contiene 

a W , con la p e r p e n d i c u l a r a d i c h a recta b a j a d a d e s d e el p u n t o f i n a l d e 

V , y (ver F i g u r a 1.9) se nota P r V W 

NOTAS: 

1. C o m o se p u e d e apreciar en la F i g u r a 1.9 el v e c t o r P r w V p u e d e llevar 

el m i s m o sentido q u e el v e c t o r W o sentido o p u e s t o . Llamamos la Com-

p o n e n t e de V en la dirección d e W a la!IPr v|I si Pr V lleva el m i s -
Vi W 

mo sentido de W , y a - | | P r v|| si lleva sentido o p u e s t o . 
w 

2 . E s e v i d e n t e q u e P r w ^ Pr V (Ver F i g u r a 1.9(a)) 
V Vi 

D a d o s V y W ¿Como d e t e r m i n a r P r V? 
W 

O b s e r v a n d o la F i g u r a 1.10 tenemos; 

P r „ V = Aw d e t e r m i n e m o s A 
W 

PR^V + A=V 30.A = v - Pr v 

A = V - Aw 
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P e r o A e s p e r p e n d i c u l a r a W , e n t o n c e s W » A = 0 

0 = W . A = W . (V - Aw) 

0 = W . V - W . (Aw) =*> W . V = A ( W . W ) 

* X - ^ P R V - J L ^ - I W 
l l w l l 2 w l l w l l 2 

y p o r c o n s i g u i e n t e 

P r
w
v l I = 

V .W 

W 

y n a t u r a l m e n t e si W e s u n i t a r i o | | P r w v | | = | V . w| , e s d e c i r , 

V . W = - | | P r w v | | , lo q u e s i g n i f i c a q u e el p r o d u c t o i n t e r n o d e u n 

v e c t o r v n o n u l o c u a l q u i e r a p o r u n v e c t o r u n i t a r i o W es la c o m p o n e n t e 

d e l v e c t o r V en la d i r e c c i ó n d e l v e c t o r u n i t a r i o W 0 S i W no es u n i -

t a r i o e n t o n c e s V . W es la m i s m a c o m p o n e n t e p e r o m u l t i p l i c a d a p o r 

l l w f ! . 

E J E M P L O 1„7 

Sea V = (2, 1 , 3) W = ( - 1 , 2 , 1) 

V . W = -2 + 2 + 3 = 3 

||v|[ = v4 + 1 + 9 = \/T4 I |w| l = v 1 + 4 + 1 =vT6" 

V W 1 1 
a . P r V = -——-—— w = — (-1 2 1) = i — ) 

l l w l l 2 6 ' 2 ' 2 
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. -
w Pr V 

F I G . 1.10 
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b . P r „ W = V ' * V = (2, 1, 3) 

|v|| 

( I ) 
1 7 ' 1 4 ' 14 J 

P r y W 
V . w 3 

VTT 

c . V - (7,5 ) W = ( 
1 

7 7 

1 
7 7 

v . w 
7 

7 7 

5 

77 
2 
77 

n > 2 
Como | |w| | ~ y ~2 + ~2 ~ ^ ' e n t o n c e s w e s u n i t a r i o , luego ^ e s la 

c o m p o n e n t e d e V en la d i r e c c i ó n de W . 

d . S i V = (—7, - 5 ) y w - - ) 

2 2 
V . W = - y^i , c o m o W e s u n i t a r i o e n t o n c e s - es la c o m p o n e n t e d e 

V en la d i r e c c i ó n d e W . 

A d e m á s d e la r e p r e s e n t a c i ó n g e o m é t r i c a d e los v e c t o r e s p o r m e d i o d e 

s e g m e n t o s o r i e n t a d o s , h e m o s v i s t o q u e t a m b i é n es p o s i b l e r e p r e s e n t a r -

los a n a l í t i c a m e n t e p o r m e d i o d e p u n t o s en el p l a n o o en e l e s p a c i o , 

e s t a ú l t i m a p u e d e d a r s e c o n o t r o t i p o d e p r e s e n t a c i ó n u s a n d o los l l a -

m a d o s v e c t o r e s c o o r d e n a d o s u n i t a r i o s ; 

D a d o u n v e c t o r c u a l q u i e r a V = (v^, v ^ , . . . , v ) £ R n , t e n i e n d o p r e -

sente las o p e r a c i o n e s d e l p r o d u c t o p o r e s c a l a r y s u m a d e v e c t o r e s en 
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este e s p a c i o , es p o s i b l e representar a V en la forma: 

V = • ( 1, 0 , ... 0) + v (0, 1, 0 , ... 0) + ... + N v . ( 0 , ...0, 1,0,.*«) + 
z y t 

+ ... + v n ( 0 , 0 0 , 1) P U e s t ° k 

A los v e c t o r e s E" = (1, 0, ...0), E" = (0, 1, ...0), ..., E N = (0,0,...0,1) 

i z n, 

se les llama v e c t o r e s coordenados u n i t a r i o s en R
n
, y gozan 

de t r e s p r o p i e d a d e s importantes: 

a . G e n e r a n el espacio R n , es d e c i r , que c u a l q u i e r v e c t o r V e R n se 

p u e d e r e p r e s e n t a r como la suma q u e se h i z o a t r a s , es d e c i r , 

V = v . E ? + v _ e " + ... + v E n 

2 2 n n 

b . Son o r t o g o n a l e s d o s a d o s , 

c . Son u n i t a r i o s , 

3 
En R e s t o s v e c t o r e s se acostumbran a n o t a r p o r : 

í* = (1, o , 0) (0, 1, 0) k = (0, 0 , 1) 

y n a t u r a l m e n t e s a l i e n d o d e l origen reposan sobre los ejes " x " , "y" y 

"z" p o s i t i v o s r e s p e c t i v a m e n t e (Ver F i g u r a 1.11 (a)). 

A s í p u e s si V = (a , a , a ) e n t o n c e s 
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R* -Y 
V = a i + a 2 j + a ^ k 

En R 2 f = (1, 0) J" = (0, 1) 

3 .« 

U n v e c t o r V en R t a m b i é n q u e d a d e t e r m i n a d o p o r los á n g u l o s q u e f o r -

m a el s e g m e n t o q u e r e p r e s e n t a e l v e c t o r con los e j e s x p o s i t i v o , " y * p o 

s i t i v o y z p o s i t i v o , e s t o s t r e s á n g u l o s se a c o s t u m b r a m n o t a r a , B , ^ , 

r e s p e c t i v a m e n t e y se llaman los A n g u l o s D i r e c t o r e s d e V . (Ver F i g u r a 

1 « 1 1 ( b ) ) . L o s t r e s n ú m e r o s r e a l e s C o s a , C o s B y C o s V se llaman los 

C o s e n o s D i r e c t o r e s de V , 

N a t u r a l m e n t e s i C o s a , C o s 8 , C o s T son los c o s e n o s d i r e c t o r e s d e un 

v e c t o r V = (v 1 , v 2 , v 3 ) , a , son los á n g u l o s q u e f o r m a n e s t e v e c -

i ^ -*• 
t o r c o n los v e c t o r e s i , j , k , r e s p e c t i v a m e n t e , p o r c o n s i g u i e n t e c o m o 

i , j , k son u n i t a r i o s : 

( V 1 ' V 2 ' V 3 } ° ( 1 ' 0 ) V 1 
C o s a = -

MI Mili lívl 

(v , v , V ) . (o, 1 , 0) 

C o s 3 = 2 

c o s T = 

I M I Mili !|v| 

( V 1 , V 2 , V 3 ) . ( 0 , 0 , 1) v 3 

!¿l V 

o b s e r v e m o s q u e e l v e c t o r : 

(cos a , c o s 8 , c o s T ) - { yy^yj" > j ^ p p , ) = y y ^ y ( V V V 
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e s e l m i s m o v e c t o r u n i t a r i o q u e t i e n e la m i s m a d i r e c c i ó n y s e n t i d o d e 

V . 

2 

En R los á n g u l o s d i r e c t o r e s a y (3 s e r á n los q u e f o r m a e l v e c t o r 

con los e j e s x e y , p e r o c o m o a q u í a + B = tt/2 e n t o n c e s C o s B = S e n a , 

p o r c o n s i g u i e n t e b a s t a con d a r u n solo á n g u l o d i r e c t o r a y a s í el 

v e c t o r u n i t a r i o q u e lleva la m i s m a d i r e c c i ó n y s e n t i d o d e V s e r á el 

v e c t o r 

fCos a , Sen a) = J J ^ J J (v, , v 2 ) 

E J E M P L O 1.8 

S i V = (1 , 1 , \Í2) c o m o | |v[ | = 2 

V 1 1 

TTvTT ~ 2 ' 2' 2" 

p o r c o n s i g u i e n t e 

C o s a = y =>> a = TT/3 

C o s B = J = > B = TT/3 

C o s T = 1 T = tt/4 

E n e l p l a n o u n a r e c t a n o p a r a l e l a a l e j e "y" q u e d a d e t e r m i n a d a p o r u n 

p u n t o s o b r e la r e c t a y p o r u n n ú m e r o r e a l "m", l l a m a d o la p e n d i e n t e d e 
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la r e c t a , e l c u a l r e p r e s e n t a la i n c l i n a c i ó n d e e s t a r e c t a (rectas con la 

m i s m a p e n d i e n t e son p a r a l e l a s ) . E s t a p e n d i e n t e se p u e d e h a l l a r conocien_ 

do d o s p u n t o s s o b r e la r e c t a , p u e s u n a r e c t a q u e d a d e t e r m i n a d a p o r d o s 

p u n t o s . 

Se t r a t a a h o r a d e c o n s i d e r a r u n a r e c t a en el e s p a c i o y d e d e t e r m i n a r su 

e c u a c i ó n : F i j e m o s u n v e c t o r V = (a,b,c) ^ 0 r e c u r r i e n d o a la idea p r i -

m a r i a q u e t e n e m o s d e p a r a l e l i s m o , e s c l a r o q u e e x i s t i r á n i n f i n i t a s r e c -

tas p a r a l e l a s a e s e v e c t o r ; p e r o si a d e m á s de V , f i j a m o s u n p u n t o 

Po = (x^, y Q , z o ) , s o l a m e n t e e x i s t i r á u n a r e c t a p a r a l e l a a V q u e p a s e 

por ese p u n t o P o , es d e c i r , u n a recta q u e d a d e t e r m i n a d a p o r u n v e c t o r 

V q u e i n d i c a su d i r e c c i ó n y u n p u n t o Fo sobre la r e c t a . 

En la F i g u r a 1.12 t e n e m o s u n a r e c t a q u e lleva la d i r e c c i ó n d e V = (a,b,c) 

y p a s a p o r e l p u n t o Po = ( x o , y Q , ZQ), sea P = (x, y , z) u n p u n t o r e p r e -

s e n t a t i v o d e la r e c t a ; el v e c t o r P - Po c o m o r e p o s a en la r e c t a e n t o n c e s 

lleva la m i s m a d i r e c c i ó n de V , es d e c i r P - Po es p a r a l e l o a V , luego 

existe u n t e R (que d e p e n d e de P) t a l q u e : 

P - P o = tV 

Al c a m b i a r d e p o s i c i ó n P , el n ú m e r o r e a l t c a m b i a r á , y r e c i p r o c a m e n t e 

si t r e c o r r e los n ú m e r o s r e a l e s , P r e c o r r e r á t o d o s los p u n t o s d e la r e c -

ta. E s d e c i r P - P o = tV con t e R es la e c u a c i ó n d e e s t a r e c t a , y se 

llama "ecuación v e c t o r i a l de la r e c t a " . 
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S i r e p r e s e n t a m o s P , P o y V p o r m e d i o d e sus c o o r d e n a d a s t e n e m o s ; 

(x, y , z) - ( x Q , y Q , Z Q ) = t í a , b , c) 

(x - X q / y - Y Q , Z - Z Q ) = (ta, t b , te) e s d e c i r ; 

x - x = ta 
o 

y - y Q - t b 

z - z » t e 
o 

Con t t R , q u e son l a s l l a m a d a s " e c u a c i o n e s p a r a m e t r i c a s d e la r e c t a " . 

S i f i j a m o s d o s p u n t o s P o = ( X Q , Y q , ZQ) y P 1 = ( x 1 , y 1 , Z^), e s t o s d o s 

p u n t o s e v i d e n t e m e n t e d e t e r m i n a n u n a r e c t a : la r e c t a q u e p a s a p o r P o 

(5 p o r P . ) y q u e lleva la d i r e c c i ó n d e l v e c t o r P , - P (o P - P,), e l 
] i o o i ' 

c u a l c o m o r e p o s a s o b r e la r e c t a lleva l a d i r e c c i ó n d e e l l a ; a s í la e c u a 

ci6n v e c t o r i a l d e la r e c t a q u e p a s a p o r P q y p o r P^ e s t á d a d a p o r : 

P - P = t CP - P ) c o n t e R 
o l o 

y s u s p a r a m e t r i c a s p o r : 

X - X = t (x, - X ) 
o 1 o 

Y - y o - t í y , - y Q ) 

z - z = t ( z - z ) con t e R 
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F I G . 1.12 



E J E M P L O 1.9 

a . L a s e c u a c i o n e s p a r a m é t r i c a s d e la r e c t a q u e p a s a p o r (1,2,-1) y 

l l e v a la d i r e c c i ó n d e (2,3,5) son: 

x - 1 = 2t 

y - 2 = 3t 

z + 1 = 5t con t e R 

b . L a s e c u a c i o n e s p a r a m é t r i c a s d e la r e c t a q u e p a s a p o r los p u n t o s 

R = (5, - 7 , 2) y S = (2, 1, -3), e s t á n d a d a s p o r : 

x - 5 = t(2 - 5) x - 5 = - 3 t 

y + 7 = t(1 + 7) y + 7 = 87 

z - 2 = t ( - 3 - 2) z - 2 = - 5 t con t e R 

U n a d e las f i g u r a s i m p o r t a n t e s en e l e s t u d i o d e la G e o m e t r í a d e l E s -

p a c i o son L o s P l a n o s : i n t u i t i v a m e n t e u n p l a n o en e l e s p a c i o se p u e d e 

c o n s i d e r a r cano u n a d e las c a r a s de u n a t a b l a (sólo la f a z , sin c o n -

s i d e r a r n i n g ú n g r o s o r ) a la q u e se h a n h e c h o t e n d e r sus b o r d e s h a c i a 

e l i n f i n i t o . C o n e s t a i d e a t r a t e m o s d e e n c o n t r a r los e l e m e n t o s e s e n 

c i a l e s q u e d e t e r m i n a n u n p l a n o : 

P r i m e r o q u e t o d o d i r e m o s q u e u n v e c t o r es p e r p e n d i c u l a r a u n plano, s i 

lo es a c a d a u n o d e los v e c t o r e s q u e r e p o s a n en el (los q u e t i e n e n 
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sus plantos f i n a l e i n i c i a l s o b r e el m i s m o p l a n o l . D e a c u e r d o a e s t o , s i 

fijamos u n v e c t o r N = (A, B f C ) , e x i s t i r á n i n f i n i t o s p l a n o s a los c u a -

les es p e r p e n d i c u l a r e s e v e c t o r N (todos los i n f i n i t o s p l a n o s " p a r a l e -

los" a los c u a l e s l l e g a N p e r p e n d i c u l a r m e n t e ) , p e r o s o l a m e n t e u n o d e 

ellos p a s a r a p o r u n p u n t o P q = ( X Q , Y Q , Z q ) . E s d e c i r , u n p l a n o q u e d a 

d e t e r m i n a d o p o r algtin p u n t o c o n o c i d o q u e p e r t e n e z c a a d i c h o p l a n o , y 

p o r u n v e c t o r q u e sea p e r p e n d i c u l a r (o n o r m a l ) ) a l m i s m o . 

En la F i g u r a 1.13 h e m o s r e p r e s e n t a d o e l p l a n o q u e p a s a p o r el p u n t o 

P Q = ( X Q , Y O , Z o ) y e s n o r m a l a u n v e c t o r N = (A, B , C ) . S e a P = (x,y,z) 

u n p u n t o r e p r e s e n t a t i v o d e l p l a n o , como P - P q e s u n v e c t o r q u e r e p o s a 

en e l , e n t o n c e s N d e b e ser p e r p e n d i c u l a r a P - P q p a r a c u a l q u i e r P so-

b r e e l p l a n o , es d e c i r 

N . (P - P ) = 0 
o 

es la e c u a c i ó n v e c t o r i a l d e e s e p l a n o . 

S i r e p r e s e n t a m o s N , P , P q p o r m e d i o d e sus c o m p o n e n t e s t e n e m o s : 

(A, B , C) . [(x, y , z) - ( X q , y Q , z j | = 0 

(A, B , C) . (x - X q , y - y , z - z^) = 0 

A ( x - x ) + B t y - y ) + C ( z - z ) = 0 
o o o 

Ax + B y + Cz - (Ax + B y + Cz ) «= 0 
o o o 

Ax + B y + Cz = A x + B y + Cz 1 O •'o o 
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Como A. B . C . x . y . z son números dados, entonces llamando ' ' o o o 
D = Ax + By + Cz , se obtiene la conocida "ecuación cartesiana" del o o o 

plano que pasa por y es normal al vector N = (A, B, C): 

Ax + By + Cz = D 

NOTAS: 

1) Si se quiere hallar la ecuación de un plano que pasa por un punto 

Pq y que es normal a un vector N, se puede hallar también tomando en 

lugar de N cualquier vector paralelo a N, o también tomando en lugar 

de P q cualquier otro punto fijo sobre el plano. Las ecuaciones encon_ 

tradas de una u otra forma difieren en que la una es una constante 

por la otra, 
2) Un plano de la forma Ax + By + Cz = 0, es un plano que pasa por 

el origen, pues tomando P q = (0, 0, 0) entonces D = N.Po = (A,B,C)(0,0,0) = 0 

DEFINICION 1.12 

Dos planos se dicen paralelos si todo vector normal a uno de ellos es 

paralelo a cualquier vector normal al otro. 

De acuerdo a esta definiciSn,dos planos paralelos siempre se pueden 

representar mediante ecuaciones que solo difieran en el valor de D. 
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E J E M P L O 1 - 1 0 

a . P a r a h a l l a r la e c u a c i ó n d e l p l a n o q u e p a s a p o r el p u n t o (3,2,-5) 

y e s n o r m a l a l v e c t o r (1/2, 3 , 4 ) , h a l l a m o s p r i m e r o D = (3,2,-5). (1/2,3,4) = 

= 3/2 + 6 - 20 = - 2 5 / 2 , e n t o n c e s la e c u a c i ó n e s : 

1 25 
j x + 3 y + 4 z = j 

b . La e c u a c i ó n q u e p a s a p o r el o r i g e n y es n o r m a l al v e c t o r (2, - 7 , 9) 

es: 

2x - 7y + 9z = 0 

c . Los p l a n o s : 3x - 4y + 7z = 32 y 

9x - 12y + 21 z = 7 

son p a r a l e l o s , p u e s e l v e c t o r (3, - 4 , 7) es p a r a l e l o a l v e c t o r 

(9, - 1 2 , 21) = 3 ( 3 , - 4 , 7) 

C u a l q u i e r v e c t o r p a r a l e l o al p l a n o x y , p a s a r á p o r t o d o s los p u n t o s d e 

la f o r m a (x,y,c) p a r a a l g ú n c f i j o ; en e s p e c i a l p a s a r á p o r el p u n t o 

(0, 0 , c ) , y l ó g i c a m e n t e el v e c t o r K = (0, 0 , 1) s e r á n o r m a l a e l , 

p o r c o n s i g u i e n t e su e c u a c i ó n s e r á : 

O x + O y + 1z = (0, 0 , «) . (0, 0 , 1) es d e c i r 

z = c 
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A n á l o g a m e n t e , c u a l q u i e r p l a n o p a r a l e l o a l p l a n o x z s e r á d e la f o r m a y = c , 

y c u a l q u i e r p l a n o p a r a l e l o al p l a n o yz s e r á d e la f o r m a x = c . 

D E F I N I C I O N 1,13 

a . Un v e c t o r V se d i c e p a r a l e l o a u n p l a n o s i V . N = 0 s i e n d o N c u a l -

q u i e r v e c t o r n o r m a l a l p l a n o . 

b . D o s p l a n o s se d i c e n p e r p e n d i c u l a r e s si N^ . N 2 = 0 d o n d e N^ es cualí 

q u i e r v e c t o r n o r m a l a un p l a n o y N 2 c u a l q u i e r v e c t o r n o r m a l a l o t r o . 

D a d o s t r e s p u n t o s no c o l i n e a l e s en e l e s p a c i o , e x i s t e s o l a m e n t e u n p l a -

n o q u e los c o n t i e n e a t o d o s , e s d e c i r , t r e s p u n t o s n o c o l i n e a l e s d e t e r -

m i n a n u n p l a n o . S u r g e e n t o n c e s la p r e g u n t a d e c o m o e n c o n t r a r la e c u a -

ción d e u n p l a n o c o n o c i d o s t r e s p u n t o s en é l ? , p r e g u n t a q u e se r e s p o n -

d e r á s a t i s f a c t o r i a m e n t e si l o g r a m o s e n c o n t r a r u n v e c t o r n o r m a l a d i c h o 

p l a n o ; c o m o los t r e s p u n t o s d e t e r m i n a n d o s v e c t o r e s q u e r e p o s a n en e l 

p l a n o , e n t o n c e s b a s t a con h a l l a r u n v e c t o r q u e sea n o r m a l a los d o s 

v e c t o r e s ; p a r a e l l o i n t r o d u c i m o s u n a n u e v a o p e r a c i ó n e n t r e v e c t o r e s 

l l a m a d a e l p r o d u c t o v e c t o r i a l , de gran u t i l i d a d en el c á l c u l o d e f u n -

c i o n e s de v a r i a s v a r i a b l e s . 

D E F I N I C I O N 1,14 

D a d o s d o s v e c t o r e s V = (v 1 , v 2 , v 3 ) = v 1 ¿
> + v 0 ; f + v 3 K y 

W = (w^ , w 2 , w 3 ) = v ^ i + w 2 j + w ^ k , l l a m a m o s e l p r o d u c t o v e c t o r i a l d e 
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V y W (en e s e o r d e n ) a l v e c t o r ; 

V x W = ( v 2 w 3 - v 3 w 2 ) i + ( v 3 w 1 - -v 1w 3) j + ( v 1 w 2 - •v 2w 1)
 k 

F r e c u e n t e m e n t e se r e p r e s e n t a e l p r o d u c t o v e c t o r i a l V x W p o r m e d i o 

de u n " d e t e r m i n a n t e " con p r i m e r a f i l a los v e c t o r e s i , j , k , s e g u n d a 

el v e c t o r V y t e r c e r a e l v e c t o r W : 

i j k 

V x W — 
V 1 

V 2 V 3 

W 1 W 2 W 3 

F á c i l m e n t e se p u e d e c o m p r o b a r q u e al d e s a r r o l l a r e s t e d e t e r m i n a n t e se 

llega a la f ó r m u l a q u e d e f i n e e l p r o d u c t o v e c t o r i a l . 

E s t a r e p r e s e n t a c i ó n n o s o l a m e n t e n o s e s ú t i l p a r a r e c o r d a r m á s f á c i l -

m e n t e la d e f i n i c i ó n , sino q u e a d e m á s n o s p e r m i t e d e m o s t r a r las p r i n c i -

p a l e s p r o p i e d a d e s d e l p r o d u c t o v e c t o r i a l ^ t r a t á n d o l o c o m o u n d e t e r m i n a n 

te y u s a n d o las p r o p i e d a d e s c o n o c i d a s de e s t o s . 

E J E M P L O 1.11 

Si V = (2, 5 , - 3 ) W = ( - 1 , 1, 4) 

i j k 

V X W =T 2 5 -3 = i ( 2 0 + 3) - j^(8 - 3) + ]T(2 + 5) 

-1 1 4 
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i j 
->-k 

W x V = -1 1 4 = iC-3 - 20) - j*(3 - 8) + k C - 5 - 2) = 

2 5 -3 = -2 3 i* + 
-> 

5j 
-y 

- 7k 

C o m o se p u d o a p r e c i a r en e s t e e j e m p l o V x W = - W x V , e s t o se p u e d e d e 

d u c i r en f o r m a g e n e r a l y d e a c u e r d o a la r e p r e s e n t a c i ó n en f o r m a d e d e 

t e r m i n a n t e q u e se h a d a d o a e s t e p r o d u c t o , p o r e l h e c h o d e q u e c u a n d o 

se p e r m u t a n d o s f i l a s en u n a m a t r i z , su d e t e r m i n a n t e c a m b i a d e s i g n o . 

En f o r m a s i m i l a r , u s a n d o o t r a s p r o p i e d a d e s d e los d e t e r m i n a n t e s , o d i -

r e c t a m e n t e la d e f i n i c i ó n d e l p r o d u c t o v e c t o r i a l , se p u e d e n d e m o s t r a r 

las s i g u i e n t e s p r o p i e d a d e s i m p o r t a n t e s d e e s t e p r o d u c t o , q u e e n u n c i a -

r e m o s a n t e s d e r e f e r i r n o s a la i n t e r p r e t a c i ó n g e o m é t r i c a d e l m i s m o . 

1 . V x W = - ( W x V) 

E l p r o d u c t o v e c t o r i a l n o e s c o n m u t a t i v o . 

2 . V x 0 = 0 

3 . (V x W) . V = 0 (V x W) . W = 0 

E l v e c t o r V x W e s p e r p e n d i c u l a r t a n t o a V c o m o a W . 

4 . V x W = 0 s í y s o l o s - i V = 0 , W = 0 , ó , V y W son p a r a l e l o s 

5 . X ( V x W ) = (AV) x W - V x (AW) c o n X E R 

6 . U X (V * W ) = (U x V ) + CU x W) 

(U + V ) X W = CU X W) + CV X W) 

7 . | | V X W [ | 2 = | | V | | 2 [ [ W | | 2 - (V . W ) 2 

I d e n t i d a d d e L a g r a n g e 

8 . | | V x w|| = | |v[| ¡[w| [ Sen 0 D o n d e 6 e s e l á n g u l o c o m p r e n d i d o 

e n t r e V y W . 
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P o r c á l c u l o d i r e c t o se p u e d e v e r i f i c a r q u e : 

->• -Y * 

i X ( j x j ) = i x 0 = 0 

-y 
( i X j ) x j = k x j = - i 

E s t o p o n e d e m a n i f i e s t o q u e e l p r o d u c t o v e c t o r i a l n o es a s o c i a t i v o , p o r 

c o n s i g u i e n t e c u a n d o a p a r e z c a e l p r o d u c t o v e c t o r i a l d e m á s de d o s v e c t o 

r e s , e s n e c e s a r i o t e n e r c u i d a d o con los p a r é n t e s i s q u e a p a r e z c a n , n o 

se p u e d e n s i m p l e m e n t e s u p r i m i r . 

\ 

G e o m é t r i c a m e n t e y d e a c u e r d o a la p r o p i e d a d e l p r o d u c t o v e c t o r i a l 

V x W e s p e r p e n d i c u l a r a V y W , luego e s p e r p e n d i c u l a r a l p l a n o en e l 

c u a l r e p o s a n e s t o s d o s v e c t o r e s ; con e s t o r e s p o n d e m o s al i n t e r r o g a n t e 

hecho a t r á s c u a n d o se p r e t e n d í a h a l l a r la e c u a c i ó n d e l p l a n o c o n o c i e n -

do t r e s p v m t o s n o c o l i n e a l e s P ^ , P ^ , P 2 q u e lo d e t e r m i n a n , p u e s b a s t a 

c o n s t r u i r los v e c t o r e s P q - P^ y P 9 - P 1 q u e y a c e n en e s t e p l a n o , el 

v e c t o r (P q - P^) x (P 2 - P^) es n o r m a l a e s t o s d o s v e c t o r e s , luego es 

p e r p e n d i c u l a r al p l a n o , con e s t e v e c t o r y c u a l q u i e r a d e los t r e s p u n -

tos se h a l l a la e c u a c i ó n b u s c a d a . (Figura 1 . 1 4 ) . 

Ya i n t e r p r e t a d a g e o m é t r i c a m e n t e la d i r e c c i ó n d e V x V? v e a m o s q u e se 

p u e d e d e c i r de su n o r m a , p a r a e l l o r e c u r r i m o s a la F i g u r a 1 . 1 5 . 

En e s t a F i g u r a p o d e m o s a p r e c i a r e l p a r a l e l o g r a m o d e t e r m i n a d o p o r los 

v e c t o r e s V y W ; s i e n d o 0 e l á n g u l o c o m p r e n d i d o e n t r e los d o s v e c t o r e s , 
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F I G . 1.14 

w 



y h la a l t u r a d e l p a r a l e l o g r a m o , e n t o n c e s : 

Sen G = j - ^ p h = 1 | w| | Sen 8 

E l á r e a d e l p a r a l e l o g r a m o = [ [ v| | h = |[v| [ | | w[ | Sen 6 , c o m o se p u e -

de a p r e c i a r c o i n c i d e con [ [ v x w[ [ d a d o en la p r o p i e d a d 8 . 

De a c u e r d o a e s t o solo n o s f a l t a c o n s i d e r a r el s e n t i d o d e V x W , p u e s 

existen d o s v e c t o r e s p e r p e n d i c u l a r e s al p l a n o d o n d e r e p o s a n V y w y 

q u e t i e n e n p o r n o r m a e l á r e a d e l p a r a l e l o g r a m o d e t e r m i n a d o p o r V y W , 

v m o de e l l o s es V x W y el o t r o con s e n t i d o o p u e s t o W x V . 

E l s e n t i v o d e V x W lo p o d e m o s d e t e r m i n a r c o l o c a n d o los d o s v e c t o r e s 

con u n p u n t o i n i c i a l c o m ú n , e i m a g i n a n d o un t o r n i l l o p e r p e n d i c u l a r al 

p l a n o en e s e p u n t o , h a c i e n d o g i r a r el t o r n i l l o de V a W , e s t e e n t r a o 

sale d e t e r m i n a n d o el s e n t i d o de V x W„ F i g u r a 1.16 

3 

Dados t r e s v e c t o r e s U , V , W £ R v a m o s a e s t u d i a r d o s p r o d u c t o s t r i -

p l e s i m p o r t a n t e s : el t r i p l e p r o d u c t o e s c a l a r o p r o d u c t o m i x t o U . ( V x W) 

y e l t r i p l e p r o d u c t o v e c t o r i a l U x (V x W) 

D E F I N I C I O N 1.15 

3 

Dados t r e s v e c t o r e s en el e s p a c i o (R ) U , V , W , l l a m a m o s t r i p l e p r o -

ducto e s c a l a r , o p r o d u c t o m i x t o , a l n ú m e r o r e a l U . ( V x W ) . 
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Si U = ( u 1 , u 2 , u 3 ) , V = ( v 1 # v 2 , v 3 ) , W = ( w l f w 2 , w 3 ) con u n 

c á l c u l o d i r e c t o se p u e d e v e r i f i c a r f á c i l m e n t e q u e : 

U . (V x W) = 

U 1 U 2 

V 1 V 2 

W 1 W 2 

u . 

A n t e s de p r e s e n t a r u n a i n t e r p r e t a c i ó n g e o m é t r i c a d e e s t e p r o d u c t o , 

e n u m e r e m o s a l g u n a s p r o p i e d a d e s de é l , las c u a l e s se p u e d e n d e m o s t r a r 

c o m o c o n s e c u e n c i a i n m e d i a t a d e p r o p i e d a d e s d e los d e t e r m i n a n t e s , d e l 

p r o d u c t o i n t e r n o y d e l p r o d u c t o v e c t o r i a l : 

1 . U . (V x W) = W . (U x V ) = V . (W x U) 

C o n s o l o p e r m u t a r a l g u n a s filas en el d e t e r m i n a n t e q u e d e f i n e el t r i -

p l e p r o d u c t o e s c a l a r se p u e d e n v e r i f i c a r e s t a s i g u a l d a d e s , las c u a l e s 

se p u e d e n r e c o r d a r f á c i l m e n t e con e l d i a g r a m a : 

/ \ 
V • W 

e l c u a l i n d i c a q u e son i g u a l e s los t r e s r e s u l t a d o s q u e se o b t i e n e n 

al t o m a r un v e c t o r c u a l q u i e r a y h a c e r e l p r o d u c t o i n t e r n o , con e l 

p r o d u c t o v e c t o r i a l d e los l a d o s r e s t a n t e s en el o r d e n q u e i n d i c a n las 

f l e c h a s . 

4 0 



V x W 

E l t o r n i l l o b a j a 

(a) F I G . 1.16 

El t o r n i l l o sube 

F I G . 1.17 
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2. U . (V x W) = - U . (W x V) 

pues U . (V x W) = U . [-(W x vjj = - U . (W x V) 

3. U . (V x W) = (U x V) . W 

Pues U . (V x W) = W , (U x V) = (U x V) t W 

Esta propiedad indica que en el triple producto escalar es posible 

permutar el "punto" y la "x", lógicamente colocando el paréntesis de 

tal forma que la expresión tenga sentido. Por ella este producto se 

acostumbra a notar [fa V VÍ] pues no se presenta ambigüedad colocando 

el punto en el espacio que hay entre U y V y la "x" entre V y W o 

viceversa» 

4„ Sean U, V, W vectores no nulos, V , v/] = 0 y solo sí U, V , W 

son coplanares, es decir si reposan en el mismo plano. 

Es claro que si los tres vectores son coplanares^ entonces uno de ellos 

se puede representar como combinación lineal de los otros dos, es de-

cir los tres vectores son linealmente dependientes, luego el deter-

minante de la matriz formada por los tres vectores fila (que es la de 

finicién de [ü V wj ) es cero. Recíprocamente al ser este determi -

nante cero los tres vectores son linealmente dependientes, luego son 

coplanares. 

Para la interpretación geométrica del triple producto escalar, consi-

deremos tres vectores no coplanres U, V , W, los cuales determinan un 
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p a r a l e l e p í p e d o (Ver F i g u r a 1 . 1 7 ) . 

Como se v i o en la i n t e r p r e t a c i ó n d e l p r o d u c t o v e c t o r i a l , e l área d e l 

p a r a l e l o g r a m o d e la b a s e es |¡V x w ( | 9 A d e m á s c o m o V x W e s p e r p e n -

d i c u l a r a V y W , como se p u e d e a p r e c i a r en la f i g u r a 1.17 la a l t u r a 

h d e l p a r a l e l e p í p e d o es la n o r m a d e la p r o y e c c i ó n d e U s o b r e V x W , 

según e s t o : 

V o l u m e n d e l p a r a l e l e p í p e d o = (Area d e la b a s e ) ( a l t u r a ) 

IV x W| I | | P r V x W U | 

[ V x W|| 1 U , | C V X | ^ 
1 1 1 I |V x w| I 

= | U . (V x W) I 

E s d e c i r q u e e l v a l o r a b s o l u t o d e l t r i p l e p r o d u c t o v e c t o r i a l d e U , V , W 

es e l volíümen d e l p a r a l e l e p í p e d o d e t e r m i n a d o p o r e s t o s t r e s v e c t o r e s . 

E J E M P L O 1.12 

S i ü = (2, - 1 , 0 ) , V = (1, 3, 4), W = (-1, 7, 2) 

U . (V x W) 

2 - 1 0 

1 3 4 

• 1 7 2 

= 2 ( 6 - 2 8 ) - (-1) (2 + 4) + 0 

« -44 + 6 = -38 
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D E F I N I C I O N 1.16 

3 
D a d o s t r e s v e c t o r e s U , V , W e R , l l a m a m o s t r i p l e p r o d u c t o v e c t o r i a l 

d e U , V , W , en e s t e o r d e n , a l v e c t o r U x (V x W ) . 

C u a n d o d e f i n i m o s el p r o d u c t o v e c t o r i a l v i m o s q u e e s t e p r o d u c t o no es 

a s o c i a t i v o , lo c u a l h a c e n e c e s a r i a la i n c l u s i ó n d e l p a r é n t e s i s en 

la d e f i n i c i ó n d e l t r i p l e p r o d u c t o v e c t o r i a l , y en e l s i t i o q u e a p a r e -

c e allí, n o en o t r o . 

S a b e m o s q u e V x W e s p e r p e n d i c u l a r al p l a n o q u e c o n t i e n e a V y a W 

a d e m á s U x (V x W ) e s p e r p e n d i c u l a r a l p l a n o q u e c o n t i e n e V x W , p o r 

c o n s i g u i e n t e U x (V x W) es p a r a l e l o a l p l a n o q u e c o n t i e n e a V y W 

p o r lo t a n t o 

u x (v x w) = av + 8w con a , 8 eR 

¿Como d e t e r m i n a m o s a y 8? 

P a r a d e t e r m i n a r a y 8 en t é r m i n o s de U , V , W c o n s i d e r e m o s p r i m e r o u n 

-Y 

s i s t e m a de c o o r d e n a d a s d o n d e i t e n g a la d i r e c c i ó n d e V , y d o n d e el 

v e c t o r q u e v a d e V a W r e p o s e en el p l a n o d e t e r m i n a d o p o r i y j , se-

g ú n e s t o : 

V - v 1 i 

w = W j i + w 2 j 

u = u f + u + u jT 
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i j k 

V x W = v i V 

w 2 O 

ü x (V x W) = u„ U 2 U 3 

O V l w a 

U 2 V 1 W 2 ¿ ~ U 1 V 1 W 2 j 

+ 1 w 
Como i = — V 

V 1 
1 -y 1 W 1 

e n t o n c e s W = w . ( — V) + w . j j = — W V 
1 V 1 2 W2 V 1 W 2 

l u e g o : 

ü X cv X W ) = V i ^ - T , V - U
1

V
1

W
2 ^

 w
 -

 v
> 

= u 2 w 2 V - u ^ W + u ^ V 

= ( u 2 w 2 + u ^ ) V - u,Vj W 

O b s e r v e m o s q u e U . W = u ^ w 2 + ^ 2 w 2 y 

ü . V = u v 

P o r c o n s i g u i e n t e : 

U x (V x W ) = (U . W) V - (U . V) W 

E s d e c i r a = U . W y £ = - U . V 
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E J E M P L O 1.13 

Sea ü = (1, 2 , - 1 ) V = (3, - 1 , 2 ) W = (1 , - 5 , 4) 

U x (V x W) = (U . W) V - (U . V ) W 

U . W * (1, 2 , -1) . C1, - 5 , 4) = 1 - 10 - 4 = - 13 

U . V = (1, 2 , - 1 ) . C3, - 1 , 2) = 3 - 2 - 2 = -1 

U x (V x K ) = - 1 3 V - (-1) W - - 1 3 ( 3 , - 1 , 2) + (1, - 5 , 4) 

= ( - 3 9 , 1 3 , - 2 6 ) + (1 , - 5 , 4) = ( - 3 8 , 8 , - 2 2 ) 

r e s u l t a d o q u e se p u e d e c o m p a r a r , c a l c u l a n d o d i r e c t a m e n t e U x (V x W) 

p u e s : 

X f IT 

V x W = 3 -1 2 = (6, - 1 0 , -14) 

1 - 5 4 

U x (V x W) = X 3 k 

1 2 -1 

6 - 1 0 - 1 4 

= ( - 3 8 , 8 , -22) 

B . V E C I N D A D E S EN R U 

D a d a u n a f u n c i ó n f d e v a l o r r e a l d e f i n i d a en u n i n t e r v a l o , c u a n d o se 

h a b l a b a d e la d e r i v a d a d e f en u n p u n t o " a " , era n e c e s a r i o t r a t a r el 

l ímite: 
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h O 

L Í m 
fCa + h) - f ta) 

h 

y p a r a e l l o era n e c e s a r i o c o n s i d e r a r f(a + h ) , es d e c i r , c a l c u l a r la 

f u n c i ó n f en p u n t o s , (lógicamente d e n t r o d e l i n t e r v a l o d o n d e e s t á d e f i 

n i d a f ) , c e r c a n o a " a " , y , ¿cono g a r a n t i z a r la e x i s t e n c i a d e e s o s p u n -

t o s c e r c a n o s a "a" y en los c u a l e s f e s t á d e f i n i d a ? , p u e s s i m p l e m e n t e , 

d e f i n i e n d o f en u n i n t e r v a l o a b i e r t o (c, d ) , p u e s todo p u n t o d e n t r o d e 

ese i n t e r v a l o t i e n e i n f i n i t o s "vecinos" a la i z q u i e r d a y a la d e r e c h a , 

lo q u e no se p o d r í a a s e g u r a r si f e s t u v i e s e d e f i n i d a p o r e j e m p l o en u n 

i n t e r v a l o d e la f o r m a [c, dj , p a r a el c a s o a = c ó a = d . E s t o n o s 

h a c e p e n s a r , q u e p a r a t r a t a r a l g u n a s c a r a c t e r í s t i c a s d e u n a f u n c i ó n , es 

n e c e s a r i o r e f e r i r n o s a c i e r t a s p r o p i e d a d e s q u e p o s e a e l c o n j u n t o d o n d e 

ella e s t á d e f i n i d a (Dom f); y como las f u n c i o n e s q u e t r a t a r e m o s en l o s 

c a p í t u l o s s i g u i e n t e s e s t á n d e f i n i d a s en r " (n ^ 2 ) , es n e c e s a r i o c a r a c -

t e r i z a r a l g u n o s s u b c o n j u n t o s d e R n . Con este p r o p ó s i t o se p r e s e n t a e s -

ta p a r t e d e e s t e c a p í t u l o . La p r e s e n t a c i ó n de las d e f i n i c i o n e s se h a -

r á en f o r m a g e n e r a l en R n , p e r o se i l u s t r a r á n en R 2 ó R 3 . 

D E F I N I C I O N 1 o 17 

l l a m a m o s d i s t a n c i a de V a W a l n ú m e r o r e a l n o n e g a t i v o , n o t a d o d ( V , W ) 

y d a d o p o r ; 

D a d o s d o s v e c t o r e s V , W e R n , V = ( v 1 , v 2 , » . . , v ) , W = (v^ , w 2 , 
n 

. •., 

... 
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3 
S i V y W e s t á n en e l e s p a c i o R (o en e l p l a n o ) , e l v e c t o r V - W e s 

a q u e l q u e v a d e l p u n t o f i n a l d e W h a s t a e l p u n t o f i n a l d e V y , p o r 

s u p u e s t o , su n o r m a e s la m a g n i t u d d e l s e g m e n t o d e r e c t a q u e v a d e V 

a W , e s d e c i r , d e l s e g m e n t o d e r e c t a q u e s e p a r a los d o s p u n t o s , lo 

q u e c o i n c i d e c o n la p r e s e n t a c i ó n q u e se d i o a l c o m i e n z o d e e s t e c a -

p í t u l o d e la d i s t a n c i a e n t r e d o s p u n t o s en e l e s p a c i o (o en el p l a n o ) . 

L a s s i g u i e n t e s p r o p i e d a d e s de la d i s t a n c i a n o s serán d e g r a n u t i l i -

d a d , y se d e d u c e n f á c i l m e n t e d e l a s p r o p i e d a d e s d e la n o r m a : 

1 . d (V, W) ^ 0 

2 . d ( V , W) = 0 s í y solo s í V = W 

3 . d ( V , W) = d (W, V ) 

4 . d ( V , W) = d ( V , U) + d ( U , W) p a r a c u a l q u i e r U e R° 

E s t a ú l t i m a p r o p i e d a d se d e d u c e d e la d e s i g u a l d a d t r i a n g u l a r , p u e s : 

d ( V , W) = | | V - W | | = | | (V - U) + (U' - W) | | = | |V - U[ | + | |U - W | | = 

= d (V, U) + d (U, W) 

D E F I N I C I O N 1.18 

D a d o u n p u n t o P o e R n , y un n u m e r o r e a l p o s i t i v o <5, l l a m a m o s b o l a 

a b i e r t a con c e n t r o en Po y r a d i o s al c o n j u n t o d e t o d o s los p u n t o s d e 

R c u y a d i s t a n c i a a P o e s e s t r i c t a m e n t e m e n o r q u e 6 , e s d e c i r : 
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B (PO) = (P £ RN | d (p, Po) < fi] 
ci 

= f p e R n | ||P - PO|| < FI} 

EJEMPLO 1.14 

1. En R , p a r a x ^ e R , 5 > 0 

B . ( x ) = fx e R| d ( x , x ) < fi] 
o o 1 ' o J 

= {x e R| |x - x o | < fi] 

= [x e R -6 < x - XQ < FI] 

= fx £ R | X - S < X < X + Ó } = (x — fi, x + fi ) Figura 1.18 (a) 
O o S O o 

2 2 
2 . En R , p a r a P o = (x , y ) e R , 5 > 0 

o o 

Bg (Po) = f(x, y) e R 2 | d ( P , Po) < fi} 

= f(x, y) e R'| | |P - P o | | < fi] 

= {(x, y) e R 2 ¡ V / ( X - X O ) 2 + (y - y o )
2 < fij 

= {(x, y) e R 2 | (x - x ) 2 + (y - y ) 2 < fi2J o o 

Q u e r e p r e s e n t a el c í r c u l o con c e n t r o en ( X q , y ) y radio 5 sin i n c l u i r 

la c i r c u n f e r e n c i a (Figura 1.18 (b)). 

2 
En R , u s u a l m e n t e a las b o l a s a b i e r t a s se les llama D i s c o A b i e r t o . 

3 3 
3 , E n R . p a r a P o = ( x , v , z ) e R , f i > 0 

' o J
O' o ' 

D5 (PO) = ((x, y , z) e R31 d ( P , Po) < fi] 

í(x, y , z) e R J | v/(x - x ) 2 + (y - y ) 2 + (z - z ) 2 < fi] 
o o o 

C 3 • 2 2 2 0 
[(x, y , z) e R i (x - X Q ) + ( y - y Q ) + (z - z q ) < 5/ 
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Q u e r e p r e s e n t a e l " i n t e r i o r " d e u n a e s f e r a con c e n t r o en P o = ( * 0 f y 0 f
z 

y r a d i o 6 s i n i n c l u i r e l " c a s c a r ó n " . (Figura 1.18 (c)) . 

D E F I N I C I O N 1.19 

S e a P o E R n , 

a . P o se d i c e q u e e s u n p u n t o i n t e r i o r d e u n c o n j u n t o A £ R n , si 

e x i s t e u n a b o l a a b i e r t a con c e n t r o en P o t o t a l m e n t e c o n t e n i d a en A . 

E l c o n j u n t o d e t o d o s los p u n t o s i n t e r i o r e s d e A , se llama el i n t e r i o r 

o 
d e A : A . 

b . P o se d i c e q u e e s u n p u n t o e x t e r i o r d e u n c o n j u n t o A = R n , s i 

e x i s t e u n a b o l a a b i e r t a c o n c e n t r o en P o , c u y a i n t e r s e c c i ó n c o n A e s 

v a c í o . E l c o n j u n t o d e t o d o s los p u n t o s e x t e r i o r e s d e A se l l a m a e l 

e x t e r i o r d e A . 

c . P o se d i c e q u e e s u n p u n t o d e f r o n t e r a d e u n c o n j u n t o A = R n , s i 

t o d a b o l a a b i e r t a c o n c e n t r o en P o c o n t i e n e p u n t o s d e A y p u n t o s q u e 

n o p e r t e n e c e n a A , E l c o n j u n t o d e t o d o s los p u n t o s d e f r o n t e r a d e A 

se l l a m a la f r o n t e r a d e A : 3a» 

E J E M P L O 1.15 

En R 2 , S i A = [(x, yl | 0 < x 2 + y 2 < 4 } { ( 3 , 3]} 
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W / / / / / / / M ' ó O ; ) 

x X - 6 x X + 6 
I O o o 

d (x ,x) > S 
(a) 

P d(P,P ) > 6 
' o 

(b) 

FIG. 1.17 
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Como p o d e m o s a p r e c i a r en la F i g u r a 1,19: 

E l p u n t o (0, 0) e s u n p u n t o d e f r o n t e r a , p u e s t o d o d i s c o con c e n t r o 

en (0, 0) c o n t i e n e p u n t o s q u e no e s t á n en A (el(0, 0)) y p u n t o s d e A 

(vecinos d e (0, 0 ) ) . L o s p u n t o s d e n t r o d e l c í r c u l o , a e x c e p c i ó n d e l 

p u n t o (0, 0) son p u n t o s i n t e r i o r e s , 

los p u n t o s s o b r e la c i r c u n f e r e n c i a son p u n t o s d e f r o n t e r a . 

E l p u n t o (3, 3) es p u n t o de f r o n t e r a , p u e s t o d o d i s c o c o n c e n t r o en 

(3, 3) c o n t i e n e e l (3, 3) q u e e s e l e m e n t o de A y p u n t o s q u e no son d e 

A ("cercanos" a (3, 3 ) ) . 

El p u n t o (3, 4) es p u n t o e x t e r i o r d e A . 

P o d e m o s a p r e c i a r q u e los p u n t o s d e f r o n t e r a d e u n c o n j u n t o A , p u e d e n 

p e r t e n e c e r al c o n j u n t o , como en el c a s o d e l p u n t o (3, 3) o no p e r t e n e -

c e r a é l c o m o en e l c a s o d e l p u n t o (0, 0 ) , o los p u n t o s s o b r e la c i r -

c u n f e r e n c i a x 2 + y 2 = 4 . 

I n t e r i o r d e A = A = {(x, y ) | 0 < x 2 + < 4 } 

0 ) , 

E x t e r i o r d e A = £ ( x , y)[ x 2 + y 2 > 4 } -

O b s e r v e q u e s i en l u g a r de A , h u b i é s e m o s t o m a d o el c o n j u n t o 
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i A 

D ^ A = 0 

D 2 t i e n e a (3,3) en A 

y c o n t i e n e p u n t o s 

q u e n o son d e A 

D 3 n A y D 3 c o n t i a n e 

p u n t o s q u e n o son d e 

A 

* A 

F I G . 1.19 

S o b r e e l p l a n o x y . 

C u a l q u i e r e s f e r a con c e n t r o en e s t a 

r e g i ó n t i e n e p u n t o s f u e r a d e l p l a n o 

x y , los c u a l e s n o están en A . 

F I G . 1.17 

D J . » 

(3,3) e A 

» » D , 
V 3 

2 3 
x 
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los p u n t o s s o b r e la c i r c u n f e r e n c i a x + y = 4 , s e r í a n t a m b i é n p u n t o s d e 

2 2 
f r o n t e r a , p e r o p e r t e n e c e r í a n al c o n j u n t o ; a q u í c o m o x + y p u e d e ser 

c e r o , e n t o n c e s (0, 0) e s p u n t o i n t e r i o r d e B , n o p u n t o d e f r o n t e r a , 

p u e s se p u e d e c o n s t r u i r u n d i s c o con c e n t r o en (0, 0) t o t a l m e n t e c o n -

t e n i d o en B . 

E J E M P L O 1.16 

3 

C o n s i d e r e m o s en R e l c o n j u n t o A f o r m a d o p o r l a e s f e r a con c e n t r o en 

e l o r i g e n y r a d i o 1 , los p u n t o s q u e h a y d e n t r o d e e l l a , y e l i n t e r i o r 

d e l c í r c u l o con c e n t r o en (3, 3 , 0) y r a d i o 1 . (Figura 1 . 2 0 ) . 

2 

C o m o a q u í las b o l a s y a n o son d i s c o s como en R , s i n o e s f e r a s en el 

e s p a c i o , e n t o n c e s los p u n t o s q u e e s t á n en e l i n t e r i o r d e l c í r c u l o c o n 

c e n t r o en (3, 3 , 0) y r a d i o 1 , y t a m b i é n los q u e e s t á n s o b r e la cir-

c u n f e r e n c i a , son p u n t o s d e f r o n t e r a , p u e s t o d a b o l a a b i e r t a con c e n t r o 

en c u a l q u i e r a d e e s t o s p u n t o s , t i e n e plintos en A (el c e n t r o ) y p u n -

t o s f u e r a d e A (los c e r c a n o s al c e n t r o , f u e r a d e l p l a n o x y ) . 

Los p u n t o s en la e s f e r a (el c a s c a r o n ) son p u n t o s d e f r o n t e r a . Los 

p u n t o s e n c e r r a d o s p o r l a e s f e r a son p u n t o s i n t e r i o r e s . Los p u n t o s 

f u e r a d e la e s f e r a y q u e n o e s t é n en la c i r c u n f e r e n c i a son p u n t o s ex-

t e r i o r e s : 

C 2 2 2 1 
I n t e r i o r d e A = [(x, y , z) | x + y + z < 1J 
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F r o n t e r a d e A = 

E x t e r i o r d e A = 

{(x, y , z) [ x 2 + y 2 + z 2 = j } U f(x,y r0) [ ( x - 3 1
2 + ( y - 3 ) 

{(x, y , z) | x 2 + y 2 + z 2 > i) - f(x,y,0} | (x-3I 2 + ( y - 3 ) 2 

D E F I N I C I O N 1.20 

a . U n c o n j u n t o A C R n se d i c e a b i e r t o , s i t o d o e l e m e n t o d e A , es plin-

to i n t e r i o r d e A . 

b . U n c o n j u n t o K. C R n se d i c e c e r r a d o , s i su c o m p l e m e n t o e s a b i e r t o . 

E J E M P L O 1.17 

1. T o d a b o l a a b i e r t a es u n c o n j u n t o a b i e r t o . 

2 
2 . L o s c o n j u n t o s en R t r e p r e s e n t a d o s en la F i g u r a 1.21(a) y 1.21(b) 

son a b i e r t o s . 

3 . E l c o n j u n t o r e p r e s e n t a d o en la F i g u r a 1.21 (c) n o es a b i e r t o n i 

c e r r a d o . 

4 . E l c o n j u n t o r e p r e s e n t a d o en l a F i g u r a 1.21(d) es c e r r a d o . 

5 . E l i n t e r i o r d e u n a " s u p e r f i c i e c e r r a d a " en el e s p a c i o e s u n c o n -

junto a b i e r t o . 
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N i a b i e r t o y 
n i c e r r a d o 

P e r t e n e c e a A 

' M 

VY< — * 

F 

( c ) 

F I G . 1 . 1 7 
(d) 
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6 . U n a e s f e r a e s u n c o n j u n t o c e r r a d o en R , 

7 . E l e x t e r i o r o el i n t e r i o r d e u n a e s f e r a son c o n j u n t o s a b i e r t o s en 

3 

R , p u e s d a d o c u a l q u i e r p u n t o d e e s t o s , s i e m p r e e s P 9 s i b l e c o n s t r u i r 

u n a b o l a c o n c e n t r o en este p u n t o q u e no t o q u e la e s f e r a . 

D E F I N I C I O N 1.21 

S e a P o £ R n , u n a v e c i n d a d de Po, e s c u a l q u i e r c o n j u n t o a b i e r t o d e R n 

q u e c o n t e n g a a l p u n t o P o . 

E J E M P L O 1.18 

1 . T o d a b o l a a b i e r t a c o n c e n t r o en Po es u n a v e c i n d a d de P o . 

2 . S e a P o u n p u n t o s o b r e u n a e s f e r a , e s t a n o es v e c i n d a d d e P o , p u e s 

a p e s a r d e q u e el p u n t o e s t á en el c o n j u n t o , c o m o h e m o s d i c h o a t r á s 

3 
la e s f e r a n o e s u n c o n j u n t o a b i e r t o en R . 

2 2 

^ 3 . E l i n t e r i o r d e l c í r c u l o x + y = 1 con c e n t r o en el o r i g e n es 

u n a v e c i n d a d d e (0, 0 ) , P e r o este m i s m o c o n j u n t o c o n s i d e r a d o c o m o 
3 

s u b c o n j u n t o d e R n o e s u n a v e c i n d a d d e (0, 0 , 0)^, p u e s como h e m o s v i s -

t o , u n a f i g u r a p l a n a n o p u e d e ser u n a b i e r t o en R 3 . 

4 . S i Po e s p u n t o i n t e r i o r d e A , e n t o n c e s A e s u n a v e c i n d a d d e P o . 
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D E F I N I C I O N 1.22 

U n p u n t o Po £ R n se d i c e q u e es u n p u n t o d e a c u m u l a c i ó n d e u n c o n j u n t o 

A,si c u a l q u i e r v e c i n d a d d e Po c o n t i e n e p u n t o s d e A, d i f e r e n t e s d e P o . 

E J E M P L O 1.19 

1 . T o d o p u n t o i n t e r i o r d e A , es p u n t o d e a c u m u l a c i ó n d e A , p u e s al 

ser P o p u n t o i n t e r i o r , c u a l q u i e r b o l a con c e n t r o en Po c o n t i e n e u n a 

b o l a m á s p e q u e ñ a , t a m b i é n con c e n t r o en P o ^ t o t a l m e n t e c o n t e n i d a en A , 

la c u a l l ó g i c a m e n t e c o n t i e n e p u n t o s d e A d i f e r e n t e s d e P o . A q u í el 

p u n t o d e a c u m u l a c i ó n p e r t e n e c e al c o n j u n t o . 

2 . S e a A = |(x, y) | x 2 + y 2 < l)i A q u í t o d o s los e l e m e n t o s d e A son 

p u n t o s de a c u m u l a c i ó n d e A , p u e s A es a b i e r t o , y p o r t a n t o t o d o p u n t o 

d e A e s p u n t o i n t e r i o r . P e r o aetemás e l c o n j u n t o d e t o d o s los p u n t o s 

2 2 

sobre la c i r c u n f e r e n c i a x + y = 1 , los c u a l e s n o son e l e m e n t o s d e 

A , s o n p u n t o s d e a c u m u l a c i ó n d e A ; o b s e r v e q u e t o d o d i s c o con c e n t r o 

en c u a l q u i e r p u n t o s o b r e la c i r c u n f e r e n c i a c o n t i e n e p u n t o s d e l inte-

r i o r d e l c í r c u l o , e s d e c i r p u n t o s de A , 

3 . E n R , e l n ú m e r o 1 es p u n t o d e a c u m u l a c i ó n d e l c o n j u n t o 

+ 1 ¡ n e KJ = fl + 1 , 1 + I , 1 + i , 1 + i f ,,.] , p u e s t o d o 

i n t e r v a l o a b i e r t o (bolas en R) con c e n t r o en 1 c o n t i e n e i n f i n i t o s 

e l e m e n t o s d e e s t a s u c e s i ó n . A q u í el p u n t o d e a c u m u l a c i ó n no p e r t e -

n e c e al c o n j u n t o , 
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4 , E l p u n t o (0, 0) es p u n t o d e a c u m u l a c i ó n en R d e t o d o s los p u n t o s 

2 

s o b r e la p a r á b o l a y = x , p u e s n a t u r a l m e n t e t o d a v e c i n d a d d e (0, 0) 

c o n t i e n e p u n t o s d e e l l a . 

C . S U P E R F I C I E S C U A D R I C A S , 

R 3 e s e l e s p a c i o d o n d e p r e t e n d e m o s i l u s t r a r las i d e a s d e l c á l c u l o d i f e -

r e n c i a l en v a r i a s v a r i a b l e s , r a z ó n p o r la c u a l es n e c e s a r i o q u e c o n o z -

camos a l g u n a s " f i g u r a s " a l l í , e s d e c i r , la r e p r e s e n t a c i ó n g r á f i c a d e 

a l g u n a s e c u a c i o n e s en v a r i a b l e s x , y , z q u e g e n e r a l m e n t e d e t e r m i n a n 

" s u p e r f i c i e s " en e l e s p a c i o . 

H e m o s c o n o c i d o en la p a r t e (A) d e e s t e c a p í t u l o las l l a m a d a s e c u a c i o -

nes p a r a m á t r i c a s d e u n a r e c t a en el e s p a c i o , lo m i s m o q u e la e c u a c i ó n 

c a r t e s i a n a d e l t i p o m á s s i m p l e d e s u p e r f i c i e en el e s p a c i o : el p l a n o . 

T a m b i é n n o s h e m o s r e f e r i d o con a l g u n a f r e c u e n c i a a la e s f e r a y a su 

e c u a c i ó n : c o m o es s a b i d o u n a e s f e r a es e l l u g a r g e o m é t r i c o d e t o d o s 

los p u n t o s en e l e s p a c i o q u e e s t á n a u n a d i s t a n c i a c o n s t a n t e "a" d e 

un p u n t o d a d o P o = (h, k , 1 ) , e s t a es la e s f e r a con c e n t r o en Po y r a -

d i o "a"; s i P = (x, y , z) e s u n p u n t o s o b r e esta e s f e r a , e n t o n c e s d e 

a c u e r d o a la d e f i n i c i ó n : 

d ( P , Po) = a<# [ |P - P o ¡ | = a 

<í=¿> s/íx - h) + (y - k) + (z - i r = a 

2 2 2 2 
(x - h) + (y - k) + (z - 1) = a q u e e s la 

c o n o c i d a e c u a c i ó n d e la e s f e r a , 
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2 2 2 
La e c u a c i ó n x + y = 9 r e p r e s e n t a en R u n a c i r c u n f e r e n c i a con c e n -

t r o e n e l o r i g e n y r a d i o 3; p e r o e s t a m i s m a e c u a c i ó n c o n s i d e r a d a en 

3 
e l e s p a c i o R , y a n o s o l a m e n t e r e p r e s e n t a e s t a c i r c u n f e r e n c i a , p u e s 

3 2 2 
e l h e c h o d e q u e la e c u a c i ó n en R x + y = 9 n o c o n t e n g a z , i n d i c a 

q u e z p u e d e t o m a r c u a l q u i e r v a l o r , es d e c i r , la e c u a c i ó n se p u e d e v e r 

2 2 

c o m o x + y + Oz = 9 , luego la " f i g u r a " q u e r e p r e s e n t a e s e l l u g a r 

g e o m é t r i c o d e los p u n t o s d e l c o n j u n t o , 

£(x, y , Z) | x 2 + y 2 = 9 y z e R ^ 

2 2 

p o r t a n t o , s i z = 0 se o b t i e n e la c i r c u n f e r e n c i a x + y = 9 en el p l a -

n o x y (z = 0 ) , s i z = 7 se o b t i e n e la m i s m a c i r c u n f e r e n c i a p e r o a la 

a l t u r a z = 7 , y en g e n e r a l p a r a z = k se o b t i e n e la m i s m a c i r c u n f e r e n -

c i a , p e r o a la " a l t u r a " z = k , e s d e c i r , la s u p e r f i c i e e s u n t u b o c i -

l í n d r i c o i n f i n i t o , (solamente la p a r e d d e l t u b o s i n n i n g ú n e s p e s o r ) d e 

r a d i o 3 q u e t i e n e al e j e z como eje p r i n c i p a l (ver F i g u r a 1 . 2 2 ) ; o b s e r -

v e m o s q u e al h a c e r c o r t e s d e e s t a s u p e r f i c i e con p l a n o s d e la f o r m a 
2 2 

z = k (paralelos al p l a n o xy), se o b t i e n e n c i r c u n f e r e n c i a s x + y = 9 

a la a l t u r a k i n d i c a d a (cilindro c i r c u l a r ) , 

E l c o n c e p t o d e c i l i n d r o es m u c h o m á s g e n e r a l q u e lo q u e e s t a m o s a c o s -

t u m b r a d o s : u n c i l i n d r o e s la s u p e r f i c i e q u e r e p r e s e n t a c u a l q u i e r e c u a -

ción d o n d e f a l t a u n a d e las t r e s v a r i a b l e s x , y ó z , es d e c i r , c u a l q u i e r 

e c u a c i ó n en d o s v a r i a b l e s (x, y ó x , z ó y , z) es u n c i l i n d r o , e l eje 

p r i n c i p a l d e l c i l i n d r o e s t á d e t e r m i n a d o p o r la v a r i a b l e q u e f a l t a . 
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F I G . 1.22 C i l i n d r o C i r c u l a r 
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E J E M P L O 1 .20 

1 . La e c u a c i ó n z = x " r e p r e s e n t a un c i l i n d r o con eje p r i n c i p a l el e j e 

y (Figura 1.23 (a)). O b s e r v e q u e los c o r t e s con y = k n o s r e p r e s e n t a 

2 
s i e m p r e a la p a r á b o l a z = x (cilindro p a r a b ó l i c o ) . 

2 . La e c u a c i ó n y = ¡x| + 1 r e p r e s e n t a u n c i l i n d r o con eje p r i n c i p a l 

d e t e r m i n a d o p o r z (Figura 1.23 (b)). O b s e r v e q u e los c o r t e s con z = k 

n o s d a s i e m p r e y = ¡x| + 1 a la a l t u r a k . 

La e c u a c i ó n g e n e r a l d e s e g u n d o o r d e n en t r e s v a r i a b l e s x , y , z e s t á 

d a d a p o r : 

2 2 2 
Ax + B y + Cz + D x y + Exz + F y z + G x + H y + Iz + J = 0 

O b s e r v e m o s q u e h a c i e n d o A = B = C = D = E = F = 0 o b t e n e m o s e c u a c i o n e s 

de p l a n o s : Gx + H y + Iz + J = 0 . T a m b i é n e s t á n i n c l u i d a s a q u í las 

e c u a c i o n e s de a l g u n o s c i l i n d r o s : c i l i n d r o e l í p t i c o , (por e j e m p l o 

2 2 
A x + Cz + J = 0 , c o n A y C los d o s p o s i t i v o s o los d o s n e g a t i v o s , 

y J con s i g n o o p u e s t o a l d e A y B); c i l i n d r o p a r a b ó l i c o , (por e j e m p l o 

2 2 2 
B y + G x = 0); c i l i n d r o h i p e r b ó l i c o , (por e j e m p l o A x + Cz + J = 0 

con A y C tino p o s i t i v o y o t r o n e g a t i v o , J c u a l q u i e r signo) . N o s i n t e -

r e s a e s t u d i a r a h o r a las g r á f i c a s d e las s u p e r f i c i e s c o r r e s p o n d i e n t e s 

a e c u a c i o n e s i n c l u i d a s en la g e n e r a l , q u e t e n g a n algún t é r m i n o e l e v a -

do a l c u a d r a d o y q u e n o sean c i l i n d r o s , las l l a m a d a s s u p e r f i c i e s c u á -

d r i c a s : 

62 



Algunas de estas ecuaciones no tienen representación gráfica en R , 

o representa un punto, una recta o planos, a éstas las llamaremos cuá-

dricas degeneradas, y pueden representar: 

a. Un punto en el espacio. Por ejemplo la ecuación x + y + z =0, 

representa solamente el punto (0, 0, 0). 

b. No tiene representación gráfica. Por ejemplo la ecuación 
2 2 2 x + y + z + 9 = 0 

2 2 

c. Una recta en el espacio, por ejemplo la ecuación x + z =0, 

representa el eje "y", pues de esta ecuación se deduce que x = 0, 

z = 0, y "y", como no aparece toma cualquier valor. 

2 2 d. Dos planos en el espacio, por ejemplo la ecuación x - y = 0 

representa los planos x + y = 0 y x - y = 0, ya que 
2 2 x - y = 0 = > ( x + y)(x-yk=0=£>x + y = 0 ó x - y = 0. 

2 
e. Un plano en el espacio, por ejemplo x = 0 representa el plano 

x = 0, 

Estudiemos ahora las ecuaciones de las cuádricas no degeneradas, ob-

servando las curvas que se obtienen al hacer cortes con planos para-

lelos al plano xy (z = k) al plano xz (y = k) y al plano yz (x = k), 
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1. E L I P S O I D E . 

E s la s u p e r f i c i e q u e c o r r e s p o n d e a la e c u a c i ó n : 

2 2 2 
x y z 
—2 + ¿ Y + - y = 1 con a , b , c: p o s i t i v o s 

a b e 

S i i n t e r c e p t a m o s la s u p e r f i c i e r e p r e s e n t a d a p o r e s t a e c u a c i ó n , c o n e l 

p l a n o z = k , se o b t i e n e : 

2 2 2 2 2 , 2 

2 2 2 ' ° 2 2 1 2 
a b e a b c 

. k 2 

S i — = 1 , k = - c , la e c u a c i ó n r e p r e s e n t a e l p u n t o (0, 0 , o) ó e l 

c 

p u n t o (0, 0 , -c) según k sea p o s i t i v o o n e g a t i v o . 

k 2 . x 2 2 

S i 1 - < 0 , e s d e c i r s i k > c ó k < - c , t e n e m o s : —j 4- < 0 , 

c a b 

y p u e s t o q u e n o e x i s t e n v a l o r e s r e a l e s q u e s a t i s f a g a n e s t a d e s i g u a l d a d , 

e n t o n c e s n o h a y g r á f i c a p a r a z = k > c ó z = k < - c . 

k
2 

S i 1 - —j > 0 , e s d e c i r s i - c < k < c se t i e n e 

c 

2 2 
x y 

~ 2 V T ~ + ~~5— v T ~ ' » C J u e r e P r e s e n t a e l i p s e s p a r a c u a l q u i e r 
a'va - ~Í bVd -

c c 

v a l o r de k e ( - c , c ) , p a r a l e l a s al p l a n o x y . 
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En f o r m a a n á l o g a s i h a c e m o s c o r t e s con e l p l a n o x = k , o b t e n e m o s : 

Si k = - a (x = - a ) , se o b t i e n e n los p u n t o s (a, 0 , 0) o ( - a , 0 , 0) 

Si k > a 6 k < - a n o h a y g r á f i c a . 

S i - a < k < a , s e o b t i e n e n e l i p s e s p a r a l e l a s al p l a n o y z . y con c o r t e s 

con p i a m o s d e la f o r m a y = k t e n e m o s : 

a b e a 

Si k - (b) (y = - (b)) se o b t i e n e n los p u n t o s (0, b , 0) o (0, - b , 

Si k > b o k < - b no h a y g r á f i c a . 

Si - b < k < b se o b t i e n e n e l i p s e s p a r a l e l a s al p l a n o x z . 

En la F i g u r a 1.24 r e p r e s e n t a m o s e s t a s u p e r f i c i e . O b s e r v e q u e si 

v 2 2 2 2 
a = b = c , t e n e m o s la >esfera x + y + z = a , 

2 . C O N O E L I P T I C O . 

E s la s u p e r f i c i e q u e c o r r e s p o n d e a la e c u a c i ó n ; 

2 2 2 
x y — z 
—j + —j «• —j = 0 con a , b , c p o s i t i v o s , 

a b e 
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^ F I G . 1.25(a) C o n o e l í p t i c o 

y 

F I G . 1.24 E l i p s o i d e 

F I G . 1«J£5(b) C o n o e l í p t i c o 

66 



Si i n t e r s e p t a m o s la s u p e r f i c i e con los p l a n o s : z = 0 , o b t e n e m o s 

2 2 
x V 

• = 0 q u e c o r r e s p o n d e al p u n t o (0, 0 , 0) . 

a b 

2 2 , 2 
X V K. 

z = k (k í 0) ; o b t e n e m o s : — ^ + ~ - ~ c u y a s g r á f i c a s son e l i p s e s 

a b e 

p a r a l e l a s al p l a n o x y . 

y 2 ^ ^ 2 w 2 

x = 0 , — —j = 0 , 6 , ( 5 + —•) (J - —) = 0 q u e c o r r e s p o n d e a las d o s 
b e c e 

r e c t a s en e l p l a n o x z q u e p a s a n p o r el o r i g e n : + — = 0 - — = 0„ 
b e b e 

2 2 2 2 2 , 2 
x = k , (k / 0) r e s u l t a - ~ = ^ _ = q u e 

b e a c b a 

c o r r e s p o n d e a las h i p é r b o l a s : 

2 2 
Z y 

^ ~ J sobre p l a n o s p a r a l e l o s a l p l a n o y z . 

a 2 2 a 

x z 
y = 0 , —j - —j = 0 q u e c o r r e s p o n d e a las r e c t a s q u e p a s a n p o r el 

b c 

• Z« _ -X Z. _ 
o r i g e n : (— •) = 0 y ( - + - ) = 0 

JD C D C 

2 "2" 2 2 2 2 
v x z k z x _ k c u y a s g r á f i c a s son hiperbo-

a c b c a b 

las s o b r e p l a n o s p a r a l e l o s al p l a n o zx„ 

En la F i g u r a 1„25(a) se r e p r e s e n t a u n a s u p e r f i c i e d e este t i p o . O b -

s e r v e q u e su e j e p r i n c i p a l es e l e j e z . 
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