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Resumen

El estudio que se presenta a continuacién estd relacionado con la caracterizacion de
soluciones positivas a problemas elipticos no homogéneos con exponente critico de la
forma

Au+f(u) =g(x) enQ,

u(x)=0 en dQ,
revisando aspectos preliminares que sustentan los conceptos e ideas que se mencionan,
explorando algunas aplicaciones de la teoria presentada en la parte inicial, y haciendo

énfasis en el estudio que autores como I. Ali, A. Castro, R. Benguria, J. Dolbeault y
M. Esteban han hecho al respecto.

Palabras Clave: Ecuaciones elipticas, exponente critico, calculo variacional,
soluciones a ecuaciones elipticas semilineales.

Abstract

The study presented below is associated with the characterization of positive solutions
to nonhomogeneous elliptic problems with critical exponent of the form

{Au+f(u) =g(r) enQ,
u(x)=0 en dQ.

Preliminary issues underpinning the main concepts and ideas are reviewed. Studies
by authors such as I. Ali, A. Castro, R. Benguria, J. Dolbeault and M. Esteban are
considered.
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Introduccion

El trabajo que aqui se expone prentende estudiar problemas semilineales de tipo

{Au+f(u) =g(x) enQ,
u(x)=0 en dQ,

a partir de la teoria basica del calculo variacional y del andlisis no lineal.

Este tipo de problemas han sido ampliamente estudiados en los ultimos 20 anos, donde
muchos de los trabajos que se han hecho al respecto muestran soluciones cldsicas (aco-
tadas), enfocandose principalmente en la determinacion de soluciones positivas. Gran
atencion han recibido los problemas elipticos con exponente critico.

Se toma en cuenta el trabajo realizado por 1. Ali y A. Castro en [1] donde la region Q
es una bola unitaria de R" con frontera suave, la funcion no lineal f(u) = |u|Pu, siendo
p= 1% el exponente critico de Sobolev; y g(x) = —A. A partir de estas condiciones y

bajo otros supuestos se caracteriza el tipo de soluciones al problema dado.

Posteriormente P. Zhao, C. Zhong y J. Zhu en [22] estudiaron un problema eliptico
semilineal no homogéneo cuando el exponente critico p > ]& y recientemente A. Cas-
tro y F. Pacella han considerado el estudio de un tipo de problemas elipticos donde el
exponente p < ﬁ con el fin de observar el comportamiento de las soluciones a un
problema eliptico semilineal.

El documento presenta una estructura de tres capitulos: el capitulo uno menciona pre-
liminares bdsicos relacionado con las ecuaciones elipticas,algunos conceptos del andlisis
funcional, el calculo de variaciones y los teoremas de inyeccion continua y compacta
en los espacios de Sobolev. El capitulo dos explora algunas aplicaciones a problemas
elipticos semilineales de la teoria expuesta en el capitulo uno, y finalmente el capitulo
tres describe las soluciones para un problema eliptico con exponente critico a partir de
los resultados logrados en los estudios hechos por Alfonso Castro, Ismael Ali, Rafael
Benguria, Jean Dolbeault, Maria Esteban, Filomena Pacella, Monica Clapp, Bernhard
Ruff, Otared Kavian y demds investigadores que han abordado el estudio del andlisis no
lineal, el cdlculo de variaciones y sus aplicaciones en problemas elipticos semilineales
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y no lineales.

El documento ademds pretende motivar el estudio de las ecuaciones elipticas con

exponente critico, subcritico o supercritico, dado que es un campo donde hay mucho
por investigar.



Capitulo 1

Ecuaciones elipticas con valores en
la frontera

El estudio que aqui se presenta a lo largo del documento se relaciona con el problema
de frontera

Au+f(u) =g(x) enQ,

u(x)=0 en dQ.

donde Q es una regién suave y acotada en R¥, N >3 y A es el operador laplaciano, que
depende del crecimiento de la funcién no lineal f.

Este problema se trabajara en el capitulo 3 del presente documento.

1.1. Preliminares

Se presenta en seguida la terminologia que se utilizara a lo largo del documento. Los
resultados que se presentan aqui sin demostracién pueden consultarse con més detalle
en [3], [11], [12] y [14].

Las ecuaciones elipticas aparecen generalmente cuando se estudian procesos auténomos,
es decir, que no implican la variable del tiempo, y otros dependen solamente de variables
como el espacio. Un tipo de ecuacion que comunmente aparece es la ecuacién de
Laplace, cuya expresion general es:

Au =0, (1.1)

donde A representa el operador Laplaciano.

Por ejemplo, si se toma un campo térmico estacionario, la ecuacion de conduccién del

calor
Au = uy (1.2)
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donde la distribucién de temperatura no varia con el tiempo, satisface la ecuacion de
Laplace.

Otro ejemplo de ecuacion eliptica se obtiene si se considera la presencia de fuentes de
calor externas, como la ecuacion
Au=A, (1.3)

donde A representa la densidad de las fuentes térmicas. Esta ecuacién asi como cualquier
ecuacion no homogénea de Laplace se suele llamar ecuacion de Poisson.

Problemas en los cuales la ecuacién de Laplace juega un papel importante estd rela-
cionado con los campos vectoriales que se derivan de un potencial (electro-magnético,
gravitatorio, etc.). En tal caso, si en la regién donde se quiere obtener el potencial
no hay fuentes de campo, éste verifica la ecuaciéon de Laplace. Si por el contrario, ex-
iste una cierta densidad de éstas, el potencial verifica la correspondiente ecuacién de
Poisson. Esto significa, que el tipo de problemas que se considera para la ecuacién de
Laplace no va a incluir condiciones iniciales, lo que provocara que la estructura de las
soluciones que se encuentran sea distinta a la que presentan otro tipo de ecuaciones
como las ecuaciones de ondas y difusion.

Notacién 1. Sea Q C RN abierto, y sea k>0,

e Se denota por Ck(Q) el conjunto de funciones continuas @ : Q — R, que son k-veces
continuamente diferenciables en Q.

e Se denota por CK(Q) el conjunto de funciones continuas @ : Q@ — R, que son k-veces
continuamente diferenciables en Q, y cada una de sus derivadas parciales de orden
< k posee una extension continua a la cerradura de .

o C(Q) =N CHQ), C(@) = Ny CHQ),

o CHQ):= {9 € CK(Q) : sop(@)es compacto} donde sop(@) :={x € Q: @(x) £0} es el
soporte de @, 0 <k < oo,

Sea Q C RY un subconjunto abierto. Se denota por dQ a la frontera de Q.

Definicién 1. Decimos que Q es de clase C* si para cada xo € dQ existen r >0 y una
funcion @ € CKRN=Y) tales que, reordenando y reorientando los ejes si es necesario, se
cumple que

QﬂBr(Xo) = {(xl,...,xN) € Br()Co) Ty < (P(xl,...,fol)},

donde B,(xg) := {x € RN : |x — xo| < r}. Se dice que Q es suave si es de clase C* para
todo k € N.
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Si se define @(xy,...,xn) :=xy — @(x1,...,xy_1) donde @ es como en la definicién 1,
entonces ¢ € CK(RV),

QNB,(x0) ={x €B,(x0) : ¢ <0}, y IQNB,(x0) = {x € By(x0) : ¢ =0}.

Si k> 1, el vector Vo = (—V@, 1) es distinto de cero y apunta hacia el exterior de Q
en cada x € dQNB,(xp). Se define entonces la normal unitaria exterior a Q en el punto
X como

Vo _ (=Ve.1)
Vel [(-Ve, 1)
la cual no depende de la eleccién de ¢. Se denota por N = (Nq,...,NN) : 9Q — RN el

correspondiente campo vectorial. Si u € Ck(ﬁ) se define la derivada normal de u en el
punto x € dQ como

n(x) =

Se define el operador de Laplace de una funcién u(x) = u(xy,...,x,) de clase C?> en una
regién Q (conjunto abierto y acotado) como

n
=Y p?
i=1

Para u,v € C2(Q) se tienen las identidades de Green:

/vAudx— /valuxldx—l—/ V- —dS

du dv
Ad:/Ad+ LAY
/Qvux | (Avdx (Vdn dn)s

Si en la primera ecuacion v=uy Au = 0 en Q, o dn =0 en dQ, se tiene que

/inluxizdxz 0

Para u € C2(Q) el integrando es no negativo y continuo, y por tanto tiende a anularse.
Luego u = constante en Q, si Q es un dominio. Esta observacion conduce a teoremas
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de unicidad para dos problemas estandar de la Teoria de Potencial:

Condiciones de Dirichlet: El problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace
en un recinto, consiste en encontrar las soluciones que toman un valor prefijado en la

frontera:
Au=0 (1.4)
Uy =1f

Condiciones de Neumann: El problema de Neumann para la ecuaciéon de Laplace
en un recinto, es el de encontrar las soluciones tales que su derivada segin la normal
exterior a la frontera toma un valor prefijado:

Au=0
{ du (15)

Wagz:f

En la discusion de la unicidad de problemas lineales, se forma la diferencia de dos
soluciones, la cual es solucién de los mismos problemas con dato 0. Se encuentra que
la diferencia es una constante, que en el caso de Dirichlet debe ser 0. Asi, una solucién
u € C2(Q) del problema de Dirichlet es tinica. Una solucién u € C2(Q) del problema de
Neumann es unica.

Una de las caracteristicas méas importantes de la ecuaciéon de Laplace es que es
radialmente simétrica, es decir, se preserva bajo rotaciones sobre un punto &; lo que
hace posible que existan soluciones especiales v(x) de Au =0 que son invariantes bajo
rotaciones sobre & (radialmente simétricas) y son de la forma

v=y(r),
donde
r=l—¢

representa la distancia euclideana entre x y &.

1.2. Teorema de Representacion de Riez-Fréchet

Algunos resultados importantes sobre espacios de Hilbert que se requieren se enunciaran
a continuacion.

Definicién 2. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial (sobre R) con un
producto escalar (-,-) que es completo respecto a la norma dada por la expresion

ual| = +/ (at, 10).
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Un ejemplo importante de espacio de Hilbert es el espacio L?(Q), donde Q es un abierto
en RV, con

L*(Q) = {u :Q — R:u es medible y/ u? < oo}.
Q

El producto escalar y la norma correspondiente se definen como

1/2
oy = [ i ([ )
Q Q

El siguiente resultado clasico del Anélisis Funcional caracteriza las funciones lineales y
continuas Yy : H — R.

Teorema 1. (Representacion de Riesz-Fréchet) Si H es un espacio de Hilbert y
L:H—R (6 C) es un funcional lineal y continuo, entonces eziste un unico u € H tal
que

(u,h) = Lh,

para todo h € H, donde (u,h) denota el producto interno en H.

Demostracion.

La demostracién del teorema se muestra en [3], capitulo 5. B

Se tiene también el siguiente resultado importante.

Proposiciéon 1. (Principio de Dirichlet) Sea L : H — R un funcional lineal y
continuo. Friste u € H tal que

(u,v) = Lv,

para todo v € H, si y solo si u es el minimo del funcional J : H— R dado por
1 2
J(v):= E”V” —Lv.

Demostracién. Si (u,v) = Lv para todo v € H, entonces
Jw)=J(u+v—u)= %Hu—i—v—u”z—ﬂ(u—kv—u)
= Sl = Lt (v =)+ Sl =l — £~
:J(u)—f—L(v—u)—l—%Hv—uHZ—L(V—u)

1
= I+ 5 v =l
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Por lo tanto, J(v) —J(u) > 0 para todo v € H. Ahora, si u es el minimo de J entonces,
para todo v € H; 0 es un minimo de la funcién J, : R — R, J,(¢) = J(u+1v). Esta
funcién es diferenciable en 0 y

JL(O) :thl>n0 t
_ i J(u+1v)—J(u)
t—0 1
= lim ! (t(u v)+£||v||2—t£v)
t—0t ’ 2
= (u,v) — Lv

En consecuencia, (u,v) —Lv =0 para todove H. B

1.3. Problema de Poisson

Sea

(1.6)

—Au+u=f(u) enQ,
u=0 en Q.

el problema de Poisson. Se busca una funcion u : Q — R que satisfaga (|1.6)), donde Q
es un abierto acotado suave y f:Q — R es una funcién continua dada. La condicién
de frontera u =0 en dQ se llama la condicion de Dirichlet (homogénea).

Definicién 3. Una funcion u € C2(§) que satisface (@, se llama solucion clasica de

Se observa que, si 1) posee una solucion clésica entonces necesariamente f € CO(Q).

Proposicién 2. Si u € C2(Q) es solucion cldsica de @, entonces

/QVu~V(p+/Qu(p:/Qf(p, (1.7)

para toda funcion ¢ € C7(Q).

Demostracién. Sea ¢ € C5'(Q). Al multiplicar ambos lados de la ecuacién —Au+u =
f(u) por @ e integrando, se obtiene que u satisface

- /Q (Au)(x)dx+ /Q ugdx = /Q fodx
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Como ¢ se anula en dQ, la férmula de Green implica que

—/(Au)(p(x)dx:/ Vu-Vo.
Q Q
En consecuencia, u satisface (1.7). B

Se observa que la ecuacion 1' tiene sentido para funciones u € CH(Q). Se puede
entonces preguntar si existe u € C'(Q) que satisface 1) Se denota el lado izquierdo

de la ecuacion (1.7)) por
(u7(p)1 Z/VMV(P—F/M(P,
Q Q

que expresa el producto interno en C'(Q).

1
2
= ( v+ [ 22)
Q Q

la norma inducida por el producto escalar (-,-);. La funcién £;: C'(Q) — R dada por

L= [ fo

es lineal. Mas atin, al usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el producto escalar
en L?(Q), se obtiene

Se denota por

1

oi=| ol = ([#) ([#°) =clol. 19
c2=/9f2.

De esta desigualdad se sigue que la funcién £ ¢ es continua en C'(Q) con la norma |- ||;.
La ecuacion ([1.7)) se puede escribir ahora como

con

(u,9)1 = L0, (1.9)
para toda funcién ¢ € C(Q). Si Ci(€2) fuese completo con respecto a la norma |- ||,
el Teorema (1| asegurarfa la existencia de una funcién u € C3' () que cumple ([1.9). De-
safortunadamente Cy’ () no es completo con respecto a la norma || - ||;.

Asi pues, se debe primero completar al espacio Cy (). Un espacio métrico X es la
completacion de un espacio métrico X si X es un subespacio denso de X. Cualquier
espacio métrico admite una completacion: basta agregarle clases de equivalencia de
sucesiones de Cauchy, del mismo modo que se construye a los reales a partir de los
racionales. La completacion es Unica salvo isometria.
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Definicién 4. El espacio de Sobolev H}(Q) es la completacion de C5(Q) con la norma

1
2
ol = ([ w0+ [ ).
Q Q

inducida por el producto interno (u, @)1 definido anteriormente. Resulta que H(} (Q) es
un espacio de Hilbert y CJ(Q) es un subespacio denso de H}(Q).

Definicién 5. Una funcién u € H}(Q) que satisface

(u,0)1 =Ls(9)
se llama una solucion débil de (@
Se observa que la desigualdad 1) es valida para f € LZ(Q). En consecuencia, la
funcién L7 : C'(Q) — R dada por

Lffpzfgffp

es lineal continua para toda f € L*(Q). Como C}(Q) es denso en H}(Q), esta funcién
posee una unica extension a una funcién lineal y continua en H(}(Q), que también se
denotard por £ : H}(Q) — R.

Una consecuencia inmediata del Teorema de Riez-Fréchet es la existencia y unicidad
de soluciones débiles para el problema (|1.6)).

Teorema 2. Para toda f € L*(Q) existe una tnica solucion débil uy € Hy(Q) del
problema . Mas atn, ug es un minimo del funcional J : H& (Q) — R dado por

1
I@) =5 IVl - £

Demostracion. Por el Teorema de Representacién de Riesz-Fréchet existe un tunico
up € H}(Q) tal que

(uo,v)1 =Lypv, Wy GH&.

Por lo tanto, up es una solucién débil de (L.6). Por la Proposicién [I} ug es un minimo
deJ. R

Durante mucho tiempo se aplicé indiscriminadamente el Principio de Dirichlet a muchos
problemas de la fisica matematica. A menudo se confundia al modelo con el fenémeno
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fisico al que describia. Por ejemplo, el hecho de que en la naturaleza siempre existe
una distribucién de equilibrio para una carga eléctrica en una superficie conductora,
se tomaba como evidencia suficiente para la existencia de una solucién del problema
matematico. Gauss, por ejemplo, afirmaba: En todo caso, la integral serda no negativa
y por tanto debe existir una distribucion (de carga) para la cual dicha integral alcanza
su valor minimo. Sin embargo, hacia finales del siglo XIX, Weierstrass encontré un
ejemplo de un problema variacional que no admite una solucién minima.

La critica de Weierstrass al Principio de Dirichlet precipité al calculo de variaciones
en una crisis de fundamentos. El esfuerzo de matematicos notables, como Weierstrass
mismo, Arzela, Fréchet, Hilbert y Lebesgue, que no estaban dispuestos a prescindir de
la maravillosa herramienta que era el Principio de Dirichlet, dié lugar en pocas décadas

a un formidable desarrollo de las matematicas.

Se enuncian a continuacion algunos resultados fundamentales de los espacios fun-
cionales:

Notacién 2. Sea p € [1,00). Se denota por LP(Q) al espacio Banach

LP(Q):= {u 1 Q — R :ues medible y/ lulP < 00}.
Q

o= ( [, |u|P)1/p.

Proposiciéon 3. (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € (1,00),

con la norma

L+l—1 Siuerr(Q)
y v e LI(Q) entonces uv € L' (Q) y se cumple que

fi < (1) " (/, |vrq)l/q.

Demostracién. Se muestra en [3], capitulo 3. H

Teorema 3. (Desigualdad de Sobolev). Sea N > 3. Entonces existe una constante
C >0, que depende solo de N, tal que

1/2
|ua] o+ gc(/ |Vu|2> . VYucH'(RY),
Q

.__ 2N
donde 2% := N5
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Demostracién. Se muestra en [3], capitulo 8. H

Corolario 1. (Desigualdad de Poincaré). Sea Q CRY abierto y acotado. Entonces
existe una constante C que depende de Q tal que

1/2
]ubﬁC(/QWu]z) Vi € HY(Q).

Demostracién. Se muestra en [3], capitulo 8. W

1.4. Soluciones clasicas y soluciones débiles

Proposicién 4. Si Q es de clase C' y u € C*(Q) es una solucion cldsica de
entonces u € Hy(Q) y u es solucion débil de (@

Demostracién. La demostracién de esta proposicién se esboza en Evans [12]. B

Ahora bien, ;jcomo saber si una solucion débil es una solucién clasica? Se observa lo
siguiente:

Proposicién 5. Si Q es abierto en RN, f € CO(Q) y u € C*(Q) satisface

/VquoJr/mp:/frp, Vo € G (Q),
Q Q Q
entonces u satisface

—Au+tu=f enQ.

Demostracién. Sea ¢ € C7(Q). Se escoge un abierto acotado Qg de clase C! tal que
sop(@) C Qp C Q. Aplicando la férmula de Green, se obtiene

/Q(—Au)(p:/QO(—Au)q):/QOVM-Vq):/QVu-V(p.

Luego,

/Q(—Au+u—f)<p=/QVM~V¢+/QM¢—/Qf<p=0,

para todo @ € C5(Q). Como Cg(Q) es denso en L*(Q), se cumple que —Au+u = f
c.t.p. en Q; pero tanto —Au+u como f son continuas en €2, por tanto

—Au+u=yf enQ,
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como se afirma en el enunciado de la proposicién. B

No es cierto en general que la soluciéon débil de 1) es de clase C? en Q. Se tiene, sin
embargo, el siguiente resultado de regularidad.

Definicién 6. Sea Q C RY un abierto acotado y f € L>(Q). Una solucion débil del
problema

{—Au—l—?tu:f (1.10)

u€ HY(Q)

-, 1
es una funcion u € Hy tal que

/Vu-V(p—i—?L/u(p:/ng
Q Q Q

para todo @ € C5(Q).

Teorema 4. (De regularidad C*) Sea Q abierto y acotado, A € R y f € C*(R). Si
ue H(} (Q) es una solucion débil al problema . B's decir, si

/Vu-V(p—i—?L/u(p:/fq)
Q Q Q

para todo @ € C(Q), entonces u € C*(Q). Si ademds Q es suave, y f € C*(Q), entonces

ueC>(Q).

Demostracién. Ver Evans [12]. B

Corolario 2. Si Q es abierto, acotado y suave, y f € C*(Q), entonces el problema

posee una unica solucion cldsica u € C*(Q).

Demostracién. El Teorema [2| asegura que existe una tinica solucién débil u € HJ (Q)
del problema 1} El Teorema {| asegura que u € C*(Q). En consecuencia, u =0 en
dQ. La Proposicién |5| asegura ademads que

—Au+u=f en Q.
es decir, u es una solucién clasica de ([1.6). H
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1.5. Principio del Maximo
Se verd a continuacién qué resultados de este tipo son validos en dimensiéon N > 1.

Teorema 5. Sea u € H} (Q) una solucién débil del problema . St f<0ctpenQ
entonces u <0 c.t.p en Q.

Demostracién. Se muestra en [12]. B

Si u € C2(Q) se tiene un resultado més fuerte, el cual es consecuencia del siguiente
teorema.

Teorema 6. (Desigualdad de Valor Medio) Si u € C*(Q) y Au> 0, entonces
1 1

< —— uds u(y) < / udx

~ nrVlay /amy) v o)< Noy Jp,(y)

para toda bola B,(y) :={x € RN : |x—y| <r} C Q, donde wy es el volumen de la bola
unitaria en RV,

u(y)

Demostracién. Se muestra en Evans [12]. B

Teorema 7. (Principio fuerte del Mdximo de Hopf) Sea Q abierto y conexo en RY, y
sea u € C3(Q). Si Au>0 en Q y si u alcanza su mdzimo en Q entonces u es constante.

Demostracién. Supongamos que existe y € Q tal que u(y) =M :=supu. Sea 0 < r <
dist(y,0Q). Por el Teoremald|se tiene que

1 1
v / udx = —; / (M —u)dx >0
N JB,(y) " ON JB.(y)

Como M —u(x) > 0, se concluye que u(x) =M para todo x € B,(y). Esto prueba que el
conjunto u~ ' (M) :={y € Q:u(y) = M} es abierto. Como u es continua en Q este conjun-
to es relativamente cerrado en Q. Dado que Q es conexo, se concluye que u~ ' (M) = Q,
es decir, u es constante en Q. l

0=M—u(y) >M-—

Corolario 3. Sea Q C RN abierto, acotado y conexo, y sea f € CO(Q). Siu € C*(Q) es
una unica solucion clasica del problema

—Au=f enQ
u=0 en 0Q

y f <0 en Q, entonces, o bien u=0 o bien u <0 en Q.

Demostracién. Por el Teorema , u<0en Q. Siu(xg) =0 para algin xy € Q, el Prin-
cipio Fuerte del Maximo asegura que u =0 en Q. Esto demuestra el corolario. B
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1.6. Calculo de Variaciones

Sea
Alu] =0 (1.11)

una ecuacion diferencial parcial, posiblemente no lineal. El calculo de variaciones
identifica una clase importante de tales problemas no lineales que se pueden solucionar
usando técnicas relativamente simples de andlisis funcional no lineal, en especial el
problema ([L.11]), donde el operador no lineal A[-] es la derivada de un funcional de
energia apropiado J[-|, es decir:

Al1=J'T], (1.12)
J:H — R es una funcién de clase C!.
Asi, el problema ([1.11)) equivale a
Ju] =0 (1.13)

Si el funcional J[-] posee un valor minimo en u, entonces u es solucién a (L.11)).

El asunto que concierne aqui es que, en algunos casos no es tan facil resolver
directamente el problema y por tanto se recurre a encontrar los puntos minimos
(o maximos) u otros puntos criticos del funcional J[-], para ello se usa como herramienta
la ecuacién de Euler-Lagrange que se describe a continuacion.

1.7. Ecuacion de Euler-Lagrange

Sea Q C R" un conjunto abierto y acotado con frontera dQ suave, y sea la funcién

suave N
L:R"XRxQ—R, (1.14)

el operador Lagrangiano.

Notacion 3.
L(p,2,x) = L(P1y---y PrsZsXly- -5 Xn) (1.15)

para peR", ze R yx € Q.

Se asume entonces que el funcional J[-| tiene la forma explicita

Jo] = /Q L(Do(x), ®(x),x)dx (1.16)
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para funciones suaves @ : Q — R, que satisface la condicién de frontera

u=gendQ, (1.17)

para algunas funciones suaves particulares u que satisfacen la condicion de frontera
u=gen dQ, y que son minimizadores del operador J[-] que estd dentro de todas las
funciones u que satisfacen (L.17)). Asf u es autométicamente una solucién de una cierta
ecuacion diferencial parcial no lineal.

En efecto, se toma cualquier funcién suave v € C3'(Q) y sea la funcién a valor real

i(t) :=Ju+tv] (teR) (1.18)

Como u es un minimizador de J[-] y u+tv=u= g en dQ, se observa que i(-) tiene un
minimizador en ¢t = 0, es decir,

i'(0) =0. (1.19)

Calculando explicitamente la derivada y evaluando en ¢ = 0, se llega a la ecuacion
diferencial parcial no lineal

n
Z pi(Du,u, X))y, + L (Du,u,x) =0 (1.20)

i=1
en Q, llamada comunmente Fcuacion de Euler-Lagrange asociada al funcional de ener-
gia J[-] definido en (1.16]).

De esta manera, cualquier minimizador suave de J[-] es una solucién de la ecuacién de
Euler-Lagrange ([1.20)), y asi para encontrar una solucién a ([1.20)) basta con determinar
los minimizadores de (1.16)).

1.8. Teorema del Paso de la Montana

Se describen ahora soluciones adicionales de la ecuacién de Euler-Lagrange ([1.20)), que
no son puntos minimizadores sino puntos “silla” del operador J[-].
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1.8.1. Puntos Criticos, deformaciones

Sea H un espacio de Hilbert con norma || - || y producto interior (,), y sea J: H — R
un funcional no lineal sobre H.

Definicién 7. Se dice que el funcional J es diferenciable en u € H si existe un unico
vector v € H tales que

Jo] =Ju]+ (v,o—u)+o(||o—ul), (1.21)

con @ € H. Siv existe, es unico, y J'[u] =v.

Definicién 8. Se dice que J estd en C'(H) siJ'[u] existe para cadau € H, y la aplicacion
J' :H — H es continua.

Ademas, se supone que
J:H—H

es Lipschitz continua sobre subconjuntos acotados de H.

Notacién 4. Se define € = {J € C'(H) : J satisface las condiciones de la definicion
8}. Dado ¢ € R, se definen los conjuntos Ac - ={uc H:Jul <c} yK.:={uecH:Ju]=
¢, J'u]=0}.

Definicién 9. Se dice que u € H es un punto critico si J'[u] = 0. El nimero ¢ € R es
un valor critico de J si K. # 0.

Definicién 10. Un funcional J € C'(H) satisface la condicion de compacidad de Palais-
Smale si cada sucesion {u}y_ | C H satisface

a. {Jug]2_,} es acotado, y

b. J'[u] — 0 en H, entonces {u}7o_,es precompacta en H.
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Teorema 8. (Teorema de deformacion) Supongamos que J € € satisface la condicion
de Palais-Smale. Adicionalmente supongamos que K. =0, entonces para cada € > 0
suficientemente pequeno, existe una constante 0 < & < € y una funcion

n e c((0,1] x H;H) (1.22)

tal que las aplicaciones
M (u) = n(u,z) (1.23)

=u, si (ueH),

—u, si (ug¢gJ c—g,ct+e]),
Ju, si (e H0<t<1),
d. Mm(Acys) CAcs

Demostracién.
Ver Evans [12], capitulo 8. B

(@)
~
=
=
INA

Una versién mas general del Lema de deformacion se encuentra en [7].

Teorema 9. (Teorema del Paso de la Montana) Supongamos que J € € satisface la
condicion de Palais-Smale. Supongamos también que

a. J|0] =0,
b. Existen constantes r y a positivas tales que

Jul|>a, si ||ul|=r (1.24)

Yy

c. Existe un v € H donde
[vi>r JV] <0 (1.25)

y se define el conjunto

I''={geC([0,1],H):g(0)=0,g(1) =v}, (1.26)
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entonces
= inf max J|g(t)|. 1.27
¢ gHElFOSIaSXI [g( )] ( )

es un punto critico de J.

Demostracién.
Se muestra en Evans [12], capitulo 8. B

1.9. Valores Propios del Laplaciano

Se considera el problema

—Au=Au
{MGH(}(Q) (1.28)

donde  C RY es abierto y acotado.

En el articulo [I8] Pohozaev describe la clase de funciones propias del problemas de
tipo de la ecuacién [1.28 en particular menciona que, para N = 2, existen funciones
propias al problema dado bajo ciertas condiciones para f(u) =u y en el caso N > 2
existen funciones propias del problema dado para funciones monétonas y céncavas.

Definiciéon 11. Una solucion de es una pareja (A,u) con L €R yu € Hd que
satisface

/Vu-v:l/uv Vv € HY(Q). (1.29)
Q Q

Se dice que A € R es un valor propio de —A en H(} st existe e € H&, e #0, tal que
(A,e) es solucion de . En tal caso se dice que e es una funcion propia de —A en
H} asociada a 2.

Se considera en H& el producto escalar

(u,v) ::/ Vu- Vv,
Q

y se denota a su norma asociada por

=, Wurz)]/z.
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La ecuacién [I.29 se puede escribir como
(e,v) = A(e,v)12(q) Vv € H].

Si |e| = 1, entonces |le||> = A.

Se exponen ahora teoremas importantes en los espacios de Sobolev:

1.10. Teoremas de Inyeccion continua y compacta en los
Espacios de Sobolev

En todo el tema, Q denotard un abierto no vacio de RY, con N > 2 entero, y por
definicién, para cada 1 < p < oo,

N
IVullppoy = Y 10l 1 (q)-
i=1

Las demostraciones de los teoremas que siguen se pueden ver en [3], capitulo 9.

1.10.1. Teoremas de Inyeccién continua

Teorema 10. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Sea 1 < p <N y denotemos p* al nimero

definido por
1 1 1 (* Np)
—*:——— p:— .
p- p N N—p

Se satisface .
WHP(RY) < L7 (RY),

con inyeccion continua. Ademds, existe una constante positiva C =C(p,N) tal que

[ull o wvy < ClVullppwnyy,  para  toda ue whp(RN). (1.30)

para toda u € WHP(RN).

Como consecuencia del teorema anterior, se obtiene el resultado siguiente:

s . : 1 _ 1 1
Corolario 4. Sea 1 < p <N y denotemos p* al nimero definido por o — - Se

P
satisface que
whP(RN) — LI(RV)

para toda q € [p,p*], con inyeccion continua.
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En el caso p =N se tiene el resultado siguiente:

Corolario 5. (Caso limite p = N) Se satisface
WINV(RY) — LI(RY),

para toda q € [N,4o0), con inyeccion continua.

Teorema 11. (Morrey) Si p > N, entonces
WHP(RY) = L7(RY),
con inyeccion continua. Ademds existe una constante positiva C = C(p,N) tal que

|u(x) —u(y)| < Cl[Vul| o gy x—y|" NP con x,yeRN, para toda uew'P(RY).
(1.31)
De la desigualdad es sencillo comprobar que si p > N, entonces toda funcion de

WP (RN) posee un (y sélo un) representante continuo, de hecho a-hélderiano, en todo
RN, con o« =1—N/p.

Como consecuencia inmediata de los teoremas precedentes, se tienen los teoremas
siguientes:

Teorema 12. Sea Q@ C RN un abierto cualquiera no vacio. Se satisfacen:
a) Si 1< p < N,entonces
W, P (Q) = LF (Q),

con inyeccion continua, siendo # = % —% y de hecho existe una constante C =

C(p,N) > 0 tal que para toda u € Wol’p Q) se tiene
||”||LP*(Q) < C||Vu||L,,*(Q),
b) si p=N, entonces
W, 7 (Q) — LI(Q)
con inyeccion continua para toda q € [p,+o0) y

c) si p >N, entonces
L
W, (Q) — L1(Q)
con inyeccion continua para toda q € [p,oo| y ademds existe una constante C =
C(p,N) >0 tal que para toda u € Wol’p(Q) se tiene que

u(x) = u(y)| < C||Vull ooy lx =y 7,
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con x,y € Q, donde, en particular en este caso,

W, 7(Q) — Q)

Teorema 13. Sea Q C RN un abierto de clase C' con frontera acotada, o sea Q =RV,
Se satisfacen:

a) Si 1< p < N,entonces

WP (Q) — L7 (Q),
-1
p

con inyeccion continua, siendo 1%

1
N’
b) si p=N, entonces
WP (Q) — L1(Q)
con inyeccion continua para toda q € [p,+o0) y

c) si p> N, entonces
WhP(Q) — LY(Q)

con inyeccion continua para toda q € [p,oo| y ademds existe una constante C =
C(p,N) > 0 tal que para toda u € WHP(Q) se tiene que
1—
Ju(x) = u(y)| < Cllallyrqylx—y"7,
con x,y € (Q),donde, en particular en este caso,

WP (Q) — Q)

Supéngase ahora que 1 < p < N/2 y que u € W>P(Q). Entonces u, du € W»P(Q) y como
p <N/2 <N se tiene que u,du € LP (Q), esto es u € Wh?"(Q). Gracias a la condicién
p < N/2 sigue que p* < N y por tanto por el Teorema [13|se tiene que

ue L) (Q),

con

1 I 1 1 2

P NN
Por aplicacion reiterada del Teorema (13| y de los resultados anteriores para el caso de
RV, se obtiene el siguiente:

Teorema 14. Sea k> 1 un entero y sea Q C RN un abierto de clase C' con frontera
acotada, o sea Q =RN. Se satisfacen:
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a) Si %—1% >0, entonces WEP(Q) < L4(Q) con inyeccion continua, siendo ‘l] = % — X

b) Si %—% =0, entonces WP (Q) — LI(Q) con inyeccion continua para todo q €
[ps +eo).

c) Si L -k <0, entonces WP(Q) < L=(Q) con inyeccion continua, y ademds si

p
k—%’ > 0 no es un entero, y se denota

existe una constante C = C(k,N,p) > 0 tal que para toda u € WEP(Q) se tienen
10%ul|=(q) < Cllullwrr (),

para todo |at| < m, donde, en particular en este caso W*P(Q) — C™(Q).

1.10.2. Teoremas de Inyeccién compacta
Se comienza con una caracterizacién de los espacios WP en el caso p > 1.

Proposicién 6. Sean Q un abierto no vacio de RN y u € LP(Q) con p > 1. Las tres
propiedades siguientes son equivalentes:

a) uc Wr(Q)

b) Eziste una constante C > 0 tal que

' / ud; pdx
Q

para toda @ € P(Q) y todo i =1,2,....N

¢) Existe una constante C > 0 tal que para todo abierto Q' CC Q y todo h € RN tal que
|h| < dist(Q/, RN\ Q), se satisface

SC”(pH[j?/(_Q)?

| Thte — ul|1r vy < Clh,
donde Tyu(x) =u(x+h), y en tal caso se puede tomar C = ||Vul[rpq) en b) y c).

A continuacién se enunciard el teorema de Rellich-Kondrachov que establece que,
dado un dominio acotado Q c RN con frontera suave, el espacio de Sobolev W1? (Q),
1 < p < o estda completamente incluido en LY(Q) de manera compacta, donde ¢ > 1 es
cualquier exponente finito cuando p > N y cualquier exponente estrictamente menor

que (A],V_pp) cuando p < N.
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Teorema 15. (Rellich- Kondrachov) Sea Q C RN un abierto acotado de clase C'. Se
satisfacen:

a) Si 1 < p < N,entonces
WP (Q) — L9(Q),

con inyeccion compacta, para todo q € [1,p*), siendo [% = % 1%/,

b) si p=N,entonces
WP (Q) = L1(Q),

con inyeccion compacta, para todo q € [1,400), y

c¢) si p> N,entonces B
Wit (Q) < C°(Q),
con inyeccion compacta.
Como consecuencia del Teorema de Rellich-Kondrachov, si Q C RY es un abierto aco-

tado de clase C', en particular W' (Q) < LP(Q) con inyeccién compacta, para todo
p € [,

A la vez, las conclusiones del teorema de Rellich-Kondrachov son también validas
sustituyendo WP (Q) por WO1 ?(Q), v en este caso para todo abierto acotado Q C RV,



Capitulo 2

Aplicaciones a Problemas elipticos
semilineales

Consideremos el problema homogéneo

—Au= f(u), en Q
2.1
{u =0, en JdQ. (21)
Supongamos que f es una funcién suave y para algin
n+2
1 . 2.2
<p<-— (2.2)
se tiene que
F@I < COU+[2lP) vy |f () <1+, (2.3)
donde z € R y C es constante. Se supone a la vez que,
0<F(z) <yf(2)z, (2.4)

para alguna constante y < 3, donde F(z) := [§ f(s)ds y z € R. Se supone que para
constantes 0 < a <A se tiene que

alz|P*! < |F(2)] <Az, (2.5)
con z € R. La expresion (2.5) implica que f(0) =0, de ahi que u =0 es una solucién
trivial a (2.1) En particular, la ecuacién

—Au=|ulPtu (2.6)

cumple las hipdtesis dadas anteriormente.

31
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Teorema 16. (Ezxistencia) El problema con valores en la frontera posee al menos
una solucion débil u 0.

Demostracion.
Se muestra en [12], capitulo 9. B

2.1. Identidad de Derrick-Pohozaev

Se describe a continuacién una ecuacién diferencial parcial eliptica no lineal en la cual

se aplican métodos de desigualdades diferenciales como el problema no lineal del valor
limite

—Au=ulP~'u enQ

{ u , 2

u=20 en dQ.

A partir de la teorfa expuesta en la parte inicial de este capitulo aplicada a (2.7), y
tomando

n+2
I<p< 2.8
P=y— (2.8)
se observa que (2.7)posee una solucién u # 0.
Ahora se supondra que
n+2
< p < oo, 2.9
<P (2.9)

El propdsito es probar que, bajo ciertas condiciones geométricas en Q, implica
que u =0 es la dnica solucién suave de (2.7). Ademds se observard que la restriccién
a la condicién dada en §2.2 se da de manera natural, y por tanto se puede decir
que p = % es un exponente critico.

Definicién 12. Un conjunto abierto Q se dice de forma de estrella con respecto a 0 si
para cada x € Q, el segmento {Ax:0< A <1} estd en Q.

De manera general, si un conjunto Q es convexo, es también en forma de estrella; pero
si Q tiene forma de estrella no necesariamente es convexo.

Lema 1. (Vectores normales a una region estrellada) Supongamos que dQ € €'y Q
es estrellado con respecto a 0. Entonces

x-v(x) >0, (2.10)

para todo x € dQ, donde v es el vector unitario normal.
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Demostracién.
Se muestra en [12], capitulo 9. B

Teorema 17. (No existencia de soluciones no triviales) Supongamos que u € C*(Q)
es una solucion al problema (2.7), y el exponente p satisface la desigualdad (2.9).
supongase ademds que Q es estrellado con respecto a 0 y que dQ € €', entonces u=0

en Q.

Demostracién Se multiplica la ecuacién (2.7)por x-Du y al integrar sobre Q se obtiene:
/(—Au)(x-Du)dx:/<|u|P—'u)(x-Du)dx. (2.11)
Q Q

Esta expresion se puede escribir como

I1=11I.
Ahora, de I, se tiene:
l:= / uxlxlxjuxjdx (2.12)
Ij= 1
Z / Uy, x]ux Z / Uy, V xjuxde (2.13)
i,j=1 i,j=1
=11+ 1, (2.14)
donde
I = / 1y, O jly —|—uxlxjuxlxj)dx (2.15)

711

= [ ¥ (‘D”'z) (2.16)

1—— /|Du]2dx+/

De otro lado, como u =0 en dQ, el vector Du(x) es paralelo al vector normal v(x) en
cada punto de dQ. Asi, Du(x) = £|Du(x)|v(x). A partir de esta desigualdad, se calcula
b:

)dS. (2.17)

L= / Uy, V' x]ux dS (2.18)
i,j= 1

:_/ Du(x)2(v - x)dS. (2.19)
Q
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Luego I1 + I, esta dado por:
n 2 1 2
hth=1= (1 - -) Duldx—~ | |Du(x)(v-x)ds.
2/ Jo 2 /oo
Ahora,

II::/(|u|p1u)(x-Du)dx
Q
- 1
= Zfl/QMp_ UX Uy
j:
n |u|p+1>
= xjdx

— 11/ ulP*dx.
p Q

Asi, la expresion inicial I =11, queda

n 1 n
1——>/Du2dx——/ Du(x)[*(v-x)dS = — /upﬂdx
(1-3) [ IpuPar—5 [ 1Du@P(v-x)ds =~ | Ju

l’l—2 2 1 2 n 1
Du dx+—/ Du(x)|*(v-x)dS = /up+ dx.
(“52) L puPax 5 [ iutwxas =2 [

Por el Lemal [l], se obtiene la desigualdad

-2
! /|Du|2dx§—n /]u|p+ldx.
2 Ja p+1lJja

Una vez que se multiplica la ecuacién —Au = |u|[P~'u por u, se tiene:

(—Au)u = |ul"~h?,

e integrando por partes, se tiene:

/|Du!2dx:/ |u|P T dx.
Q Q

Reemplazando esto tdltimo en (2.26)), se tiene:

n—2 _ n / ‘u|p+ldx§0.
2 p+1)Ja

P : n—=2 n n+2
Asi, si u # 0, se sigue que 5= — ST <0,estoes, p<7=. A

34
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La igualdad ([2.25))es llamada Identidad de Derrick-Pohozaev, que en particular implica

que, si Q es convexo, entonces 1' no puede tener soluciones no nulas si p > %

Sip< %, entonces 1' posee infinitas soluciones. Versiones generalizadas de la

identidad pueden encontrarse en trabajos de Pucci-Serrin,[20] y en Ali-Castro
.

A continuacion se presentan propiedades geométricas de soluciones de varias ecuaciones
diferenciales parciales. Se menciona el significado de solucién radialmente simétrica,
donde se presenta una extensién del Principio del Maximo para ecuaciones elipticas de
segundo orden y los planos que se mueven.

2.2. Simetria Radial

Sea Q = B%(0,1) la bola unitaria en R y sea el problema de Poisson:

—Au = Q
u=f(u) enQ, (2.27)
u=~0 en dQ.
Se revisaran las soluciones positivas
u>0enQ (2.28)

y se supondra que f:R — R es Lipschitz continua, arbitraria. Veamos que u es nece-
sariamente radial, es decir, u(x) depende sélo del radio r = |x|. Esta es una conclusién
muy fuerte dado que no se esta tomando en cuenta la no linealidad del problema.

Algunos problemas relacionados con soluciones radialmente simétricas se pueden ver
en [14].

2.2.1. Principio del Maximo

Las pruebas de los lemas que se mencionan a continuacion dependeran de una extension
del Principio Maximo para ecuaciones diferenciales parciales elipticas de segundo orden,
como se puede ver en [14].

Lema 2. (Un refinamiento del Lema de Hopf) Supongamos que V. C R" es abierto,
vEC(V), y c€ L=(V). Supongamos que

{—Av—f—chO enV (2.29)

flu)v>0 en dV

Supongase también que v Z Q.
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a. Sixg €AV, v(xg) =0, yV cumple la condicion del interior de la bola en xq, entonces
3—5()60) < 0.

b. Ademds, v>0enV.

Obsérvese aqui que no se esta haciendo ninguna hipdtesis referente al signo del coefi-
ciente de orden cero c.

Demostracién. Ver [12], capitulo 9. B

Lema 3. (Estimadores de Frontera) Sea u € C*(Q) que satisface (2.29) y (2.28),
entonces para dada punto xo € dQN{x, > 0}, se tiene una de las siguientes alternativas

iy, (x0) <0 (2.30)

(N

y, (x0) =0, Uy, (x0) >0 (2.31)
En otro caso, u es estrictamente decreciente como una funcion de x, alrededor de xq.
Demostracién. Ver [12], capitulo 9. B

Se menciona a continuacién un teorema relacionado con Simetria Radial:

Teorema 18. (Simetria Radial) Sea u € C*(Q) que satisface Yy , entonces
u es radial, esto es,

u(x) =v(r), (2.32)
con r = |x| para alguna funcion v: [0,1] — [0,00) estrictamente decreciente.

Demostracién. Ver [14], capitulo 4. B



Capitulo 3

Soluciones Positivas para un
problema eliptico con exponente
critico

La solubilidad de los problemas con valores en la frotera como el que inicialmente se
presenté en el capitulo 1,

ut f(u) = g(x) en @,

(3.1)
u(x)=0 en dQ,

donde Q es una regién suave y acotada en RV, N > 3; depende del crecimiento de la

funcién no lineal f.

Este capitulo hace referencia al estudio de problemas de tipo a partir del articulo
de Ali-Castro [1].

Definicién 13. Una funcion f crece subcriticamente si existe q € (L%—f%) tal que

/()]

|ul

< oo, Una funcion f crece criticamente si limsup),| .. |f](\,”+)‘2 eR.

limsup),| .. me
Ul VT

Se considera ahora el problema (3.1)) donde Q es la bola unitaria en RN, f(u) = u|u|?

con p = ]% el exponente critico y g(x) = —4, L € R, luego se tiene el problema

{Au+u|u\p =—-1 enQ, (3.2)

u(x)=0 en dQ.

El trabajo clésico de Gidas-Ni-Niremberg [13] dice que soluciones positivas al proble-
ma (3.2) en Q son radialmente simétricas. A su vez, Benguria-Dolbeault-Esteban [2]
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describe el conjunto de soluciones radialmente simétricas que tienen problemas como
en (3.2) cuando el exponente p es critico, subcritico o supercritico, siendo A = 0. All{
se menciona que estas pueden ser acotadas con un ntimero finito de ceros en el inter-
valo (0,1), singulares en el origen, atin con un nimero finito de ceros y singulares con
cambio de signo oscilante en el origen. Tarantello [21I] prob6 que existen al menos dos
soluciones positivas para sig>0

Asi, el problema (3.2)escribiendo el operador A en coordenadas esféricas, se reduce al
estudio de

N—-1
W' +——u +uulP +1 =0, re(0,1) (3.3)
r
W (0) =0, 3.4
u(1) =0, 3.5

3.1. Consideraciones Iniciales

Para estudiar (3.3)),(3.4) y (3.5) en [1] se analiza la solucién u(r,A,d) del problema de

valores iniciales (3.3)),(3.4) v
u(0) =d. (3.6)

En [1] se establece la Identidad de Pohozaev (ver Lemald]) para el problema (3.3)),(3.4)
y (3.6), a partir de la Definicién 14.

Definicién 14. Dado d € R, A € R se define el funcional de energia

(W (r,A,d))? n (u(r,A,d))P+?
2 p+2

E(rA,d) = + Au(rA,d). (3.7)

Lema 4. Sea u(r,A,d) una solucion al problema (3.5),(3.4) v (5.6). Si 0 <7<,

entonces

AU () — (DY THE) = 22 [ A8 u(s)ds, (3.8)

donde
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Demostracién. Multiplicando (3.3) por #Vi/(r), e integrando sobre [F, ] se tiene
r r

/ sNu'(s)u”(s)ds+/ (N=1)s" 1 (i (s) 2ds+/ Nt (s ds+/ AsNil (s)ds = 0
7 7

La expresion anterior se convierte en:

A+B+C+D=0,

donde
A= / "V (s (5)ds (3.10)

- % ((u'(r))ZrN — (W (7)) —N / rsN_l(u'(r))zds) ; (3.11)

B— / (N = 1)V (4l (s))2ds (3.12)

= (@ - W) 2N [N a1

C= / sV uP T (s)ul (s)ds (3.14)

= ”‘j—j(z)rfv — %W—N/rri;j(;)sfﬂds (3.15)

(3.16)

D= / AV (s)ds (3.17)

— A u(r) = APV u(F) /lN/ N-Ty, (3.18)

Sumando los resultados de A y B, se obtiene:

/rrsNu'(s)u"(s)ds =3 (rN(u/(r))2 — —5 / N1/ (5))ds. (3.19)

Asi, de
A+B+C+D=0

se tiene el resultado

NE(r) — (FVEF) — /rrsN—' [N(”;j(;)m) (NT_z) (u’(s))z] ds=0. (3.20)
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De manera similar, al multiplicar (3.3) por #¥~!u(r) e integrando sobre [F, 7], se deduce

/rsN_lu u”( ds—l—/ u(s)u'( ds+/ N=1ypt2( a’s—l—/ AsNu(s)ds =0,
' (3.21)

esta expresion es equivalente a

7

- / (0 ()25 ds + / (N = 1)V 2u(s)id (s)ds

r r
+/ leup+2(s)ds+/ AN u(s)ds = 0, (3.22)
r T

Al () P el (7)— [N D)l (5)ds

donde

(' ()%™ ds = PN lu(r)ul (r) =7V u(r) (7)

—|—/ sN_lup+2(s)ds+/ AsNu(s)ds. (3.23)

Ahora, al reemplazar (3.23) en (3.20)), se tiene
+2

NE(r) = /rrNle%(s

p+2
A2 O e [ ) 4 )] B

(N N=2N\ [T N2 N-2 /r N-1
_( ) 5 )/rs uPm=(s)ds+ | N 5 s Au(s)ds

Yds+ /rN),leu(s)ds

2w R G ).
Luego
"NE(’”)-I-Nz_zul(r)u(r)rN ]:NTH rrsN_llu(s)ds-i—T’NE(?)+N_2u’(?)u(?)7~N_],

(3.24)
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Como N2

E() + 2 (r)ulr) = H(»),
Y 2

FE(F) + ——u/ (Fu(r) = H(7),
se sigue que

N+2 [T
ANUH () — (AN H () = % / AV u(s)ds. (3.25)
Asi, queda demostrado el lema. H
Si se toma 7 =0 en (3.25]), se obtiene
N+2 (7, vy AW ()E w2 (r) N N+2rN*1 ,
> /0 AsYu(s)ds = 5 + 2 +rYAu(r)+ > u' (ru(r),

(3.26)
que es una igualdad de tipo Pohozaev. Otras desigualdades de tipo Pohozaev se pueden
ver en [6].

Corolario 6. FEl problema posee soluciones no negativas para A < 0.

Demostraciéon. Al tomar 7=0y r=1 en (3.25)), se obtiene

N-2
2

Como u(1) =0 por ({3.5), entonces

M/gl) = NTH/Orlleu(s)ds. (3.28)

E+ Y20y (1) = N%Z/Orlslvlu(s)ds. (3.27)

Dado que u > 0, (3.28) conduce a que (#/(1))?> <0 para A <0. Asi, u=0. R

Para una solucién positiva u de (3.1)), se define la funcién
ru' (r)

u(r)’

h es continua porque u y ' lo son, ademas, 1(0) = 0. Dado que u(1) =0, se tiene que
lim,__, ;- h(r) = . Ademés h es una funcién creciente; en efecto,
u(r)u (r) +ru(r)u” (r) — ru (r)u' (r)

(u(r))? '

h(r) =

relo,1). (3.29)

H(r)=— (3.30)
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Al sustituir (3.3)) en (3.30]), se tiene

—u(r)u (r) + Aru(r) + ru(r)uP T2 (r) + (N — Du(r)u (r) + (' (r)?
(u(r))?
(N =2)u(r)u' (r) — ruP 2 (r) + rAu(r) 4+ r(u (r)?

W(r)=

= . 3.31
(u(r)? 330
Si se combina con , se tiene
AN +2)r' =N 5N Yu(s)ds — ruP*2(r) (ﬁ + 1) — Aru(r)
W(r)= 5 : (3.32)
(u(r))
Como u es decreciente, u(1) =0y u > 0, se sigue que
1— L) ruPt2(r) + zlru(r)
H(r) > (-5 N 3.33
"= W)’ 335
> 1 — 2P () + = Aru(r) (3.34)
> 5 () + G Aru(r :
> %ru” (r) (3.35)
> 0. (3.36)

Asi, W'(r) >0 para r€(0,1).

Lema 5. Si u es una solucion positiva al problema , entonces existe un My > 0
2
y un tunico 7 € (0,1) tal que u(r) = Mor ». Mds ain, si 0 <M < My entonces existen
_2
ezactamente dos nimeros ry,ry € (0,1) tal que u(r;)) =Mr; ", i=1,2.
2 2
Demostracién Sea 7 € (0,1) tal que My = max{u(r)r » :r € [0,1]} = u(F)7 ». Asi el
2 2
», para todo r € [0,1].

_2
Ahora, para M < My, se muestra que el grafo de u intersecta a la grafica de Mr » en
exactamente dos nimeros:

Se supone inicialmente que 0 < r; < r, < r3 <1 son los primeros tres nimeros tal que
2

— 2

u(ri) =Mr; ", i=1,2,3. Como u es decreciente, u(ry) < u(r2) <u(rz). Sea Z=Mr »,
2

entonces Z(r2) = u(ry) y Z'(r2) > u'(r2). A su vez, Z'(r) = —I%Mrfﬁfl, Z(r3) = u(r3),
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Z'(r3) <u'(r3). Ast:

B _}"314/(}”3) _r3Z'(r3) 2

h(r3) = a(rs) Zos) 7 (3.37)
B _rzu’(rz) _rZZ’(rz) 2

ST ST 2 b (3:3%)

de donde h(r3) < 1% < h(rp), luego h(r3) < h(rp) para r3 > ry lo que contradice que h es
creciente. Asi, 7 es tnico.

De (3.26) y la férmula cuadrética se obtiene

ru' (r) = _N2— 2u(r) + %A(r). (3.39)

con A(r) = [(N —2)%u?(r) — I%rzupﬂ(r) —8r2Au(r) —{—4(N+2))yr,\,L,2 OrsN’lu(s)ds]%.

De ([3.39) se tiene:

_nl(r) N-=2  1A(r)
ulr) 2 2 u(r)
CN-2 | 1A(r)

hr) = 2 2 u(r)

2 B 1 A(r)
mh(r) =1+ N—2ur)

Como h(0) =0 y lim,_,;- h(r) = oo, para r cercano a 0, se tiene:

2 1 A(r)
—h(r)=1— ——5—+ 3.40
N=2" = TN Ty (3.40)
para r cerca de 1:
2 B 1 A(r)

N oah(r) =1+ N 3w (3.41)

Dado que h es creciente y tomando las ecuaciones (3.40) y (3.41), se deduce que existe
un tnico 7 tal que ﬁh(f) =1, es decir, A(r) = 0; con lo cual h(?) = % y 7 es el unico

elemento en [0, 1] para el cual h(r) = %, por lo tanto, 7 =T.
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2
Como u(?) = My#~ » e integrando ((3.33)) en [0,7], se obtiene:

) 2 Ni2o 42 N, 4
—suP(s)ds = MY 2y T — MY TP
o s¥s = e i
2
= —ruf(r)>0
Nru r)

Los lemas que se describen a continuaciéon muestran los requerimientos béasicos para la
demostracién del teorema principal. La prueba se muestra en el articulo [I]:

Lema 6. Si 7 es como el descrito anteriormente, entonces # < O(d™5).

Lema 7. Siu es solucion a , Y (@) entonces

2 N+2 N-2
~duy(r) =~ A (1) +

u(r) +ru'(r). (3.42)

Lema 8. Siu es una solucion positiva a (IS’.EI), (13.4) Y (15’.3), entonces

——<—r—§btl(l’,)L,d)§O (343)

para r € [0, 1].

1

_2
Lema 9. Siu(ry) = (%)57’2 P con 0 <F<ry <1 entonces r, < 0(d" 7).

En los lemas que siguen se quiere mostrar que ug(s,A,d) < 0:

Lema 10. Sea u una solucion positiva a , Yy @ entonces

1
lim [ A lu(rA,d)dr=0. (3.44)
0

d—oo

Lema 11. Siu es una solucion positiva a , Y @), entonces
1
/ A1 (A d)dr < o(VR). (3.45)
0
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Lema 12. Si u(r,A,d) es una solucion positiva a (3.3), y (3.6) para A €[0,1]

tenemos

2
s (2. ) + 7 - < 0(A757) (3.46)
y, de ahi
2
. r
Jim [y (72, d) + 1l =0, (3.47)

Lema 13. Siu es una solucion positiva a , Y (@, y existen D >0 y A>0
tales que A € (0,A) y d > D entonces ug(1,A,d) <O0.

3.2. Teorema Principal

Ahora se presentara el Teorema principal del articulo [1]:

Teorema 19. Eziste una funcion continua F : (0,00) — (0,00) tal que u es una solu-
cion positiva del problema con valores en la frontera si y solo si A = F(u(0)).
Si uy, up son soluciones positivas del problema con wvalores en la frontera con
u1(0) = uy(0) entonces uy = u;.

Mds ain,

limF(d)=0 1lim F(d)=0 (3.48)
y existe Ay > 0 tal que si 0 < A < Ay entonces el problema con valores en la frontera
tiene exactamente dos soluciones.

En particular, el conjunto {(A,u):u>0,u satisface (3.1)} es conexo.

Demostracion.

Si u es una solucién positiva a ([3.3), (3.4) y (3.6l por el Lema [§ u;(1,4,d) <0y

segun el teorema de la funcién implicita se tiene que si § es una componente conexa de
{(A,d) :u(1,A,d) =0,u(r,A,d) >0, Vrel0,1]}, entonces existe una funcién derivable
F :(0,0) — (0,00) tal que A = F(d) y S={(F(d),d) :d € (0,00)}.

Integrando (3.3) en el intervalo [0, 1] y acotando de manera apropiada se obtiene que

—d < 7;5,(1) y por lo tanto limy_,oF(d) = 0.
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Del Lemal[L0]se deduce que limy_,ou(1/4,F(d),d) = 0. Por lo tanto, si limsup,_,., F(d) >
0 entonces para alguna sucesién {d,} — oo, la sucesién {F(d,)/u(1/4,F(d),d)} — oo.
Asi, u(-,F(d),d) satisface que

N —

1
u’ + U+ (JulP + F(d,) /u)u =

Por el Teorema de comparacién de Sturm-Liouville se tiene que necesariamente
u(-,F(d,),d,) debe tener un 0 en [0,1/4], lo que contradice el hecho de que
u(-,F(dy,),d,) >0 en [0,1]. Por consiguiente F(d) — 0 cuando d — eo.

Se comprobara ahora la ultima parte del teorema.

Como u(r,F(d),d) <d para todo r € [0,1], por el teorema de comparacién de Sturm-
Liouville se tiene que para un d > 0 pequeno, uy(r,F(d),d) > 0 y por el teorema de
la funcién implicita existe un 8 > 0 y una funcién creciente ¢ : (0,8) — (0,00) tal que

u(-,A,d) es una solucién a (3.3)),(3.4) y (3.5) si y solo si d =@ (A).

Sean S; ={(F(d),d):d € (0,00)} y S» ={(Fi(d),d) :d € (0,00) } las componentes conexas
de las soluciones positivas al problema , y . Como limy_,oF(d) =0 se
observa que d = ¢(F(d)) = ¢(Fi(d)). Por lo tanto como ¢ es unica, F(d) = Fi(d), para
d cercano a 0, lo que implica que §1 =8, y por consiguiente el conjunto de las soluciones
positivas para la ecuacion (3.2)) es conexo.

Derivando u(1,A(d),d) = 0 respecto a d se tiene: ug(1,A(d),d)+uy (1,A(d),d)-A'(d) =
0, dado que uy (1, 7L( ),d) < 0 segin el Lema [§l Como uy(1,1,d) < 0 segtin el Lema
. 13|y limy_,.. F(d) = 0, se tiene entonces que F es decreciente en (D,o0) lo que prueba
que para A < F(D), el problema tiene exactamente una solucién con u(0) > D.
Como ¢ es una funcién creciente, F también lo es. Por tanto, si A € (0,¢(0)), entonces
tiene exactamente una solucion. Luego si 0 < A < min{6/2,F(D),min{F(d);d €
[6/2,F(D)]}}, entonces el problema tiene exactamente dos soluciones positivas.



Capitulo 4

Conclusiones

A apartir del trabajo desarrollado en el presente documento se pueden mencionar los
siguientes aspectos:

= El estudio de soluciones positivas a problemas elipticos semilineales con exponente
critico ha sido estudiado ampliamente en los ultimos anos, arrojando resultados
importantes como los encontrados por Ali-Castro [1], Benguria-Dolbeault-Esteban
[2], Clapp-Kevian-Ruf [5], Tarantello [21], Gidas-Ni-Nirenberg [13], Zhao-Zhong-
Zhu [22] entre otros.

= El articulo en que se basa el trabajo ha sido referencia para trabajos posteriores a
su publicacion, en particular para estudios realizados por Zhao-Zhong-Zhu quienes
caracterizaron las soluciones al problema mencionado para exponente supercritico.

= Actualmente Alfonso Castro con Filomena Pacella estan analizando el mismo prob-
lema propuesto en el articulo [I] para exponente supercritico, pues ya se han car-
acterizado las soluciones para exponente critico y supercritico.

= Queda pendiente por revisar el problema planteado en el documento para
conjuntos Q que no sean acotados, que no sean bolas unitarias, para problemas
donde la funcién g(x) no sea constante, y colocar otras condiciones a la funcién
f(u), atin hay mucho que trabajar en este sentido.
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