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Resumen

En este trabajo se demuestra la existencia de infinitas soluciones radiales para el

problema eliptico cuasilineal

Apu(z) + f(u(z)) =0 =z eRY,

lim u(zx) =0,
|z|—o0

donde Apu := div (|Vul|P72Vu) es el p-Laplaciano, 1 <p < Ny f: R — R es una
funcién no lineal tal que f(s) se comporta como |s|%"'s cuando s es grande, siendo

p<q+1< NN—Z), y f(s) < 0 para s > 0 suficientemente pequeno.
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Introduccion.

En este trabajo estudiaremos la existencia de soluciones u : RY — R para el problema

eliptico cuasilineal

Apu(r) + f(u(z) =0 xRN, (0.1)
‘1|1'Ln u(z) =0, (0.2)

donde A,u := div (|Vu[P~?Vu) es el p-Laplaciano, 1 <p < Ny f: R — R es una
funcién no lineal tal que f(s) se comporta como |s|9"'s cuando s es grande, siendo
p<qg+1< NN—_’;, y f(s) <0 para s > 0 suficientemente pequeno.

Si p =2 la ecuacion (0.1) se escribe
Au(z) + f(u(z)) =0, xRN, (0.3)

Mec-Leod, Troy y Weissler en [4] demuestran la existencia de soluciones radiales con un
numero prescrito de ceros para el problema (0.2)-(0.3) y en dicho articulo los autores
mencionan la posibilidad de extender este resultado al p-Laplaciano. En este trabajo
se prueba, siguiendo a Pudipeddi en [1], que la conjetura es cierta. laia y Warchall
en [3] demuestran la existencia de soluciones no radiales con un nimero prescrito
de ceros para el problema (0.2)-(0.3) en R% Castro y Kurepa en [2] demuestran la

existencia de infinitas soluciones para el problema
Au(z) + g(u(z)) = q(z), x €9, (0.4)

u(z) =0, x € 09, (0.5)

donde Q es un conjunto acotado de RY, ¢ : R — R es una funcién superlineal y
q € L*(Q).
Para la ecuacién (0.1), Gazzola, Serrin y Tang prueban en [5] la existencia de infinitas

soluciones radiales con condiciones de frontera de tipo Dirichlet o Neumann, donde
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f R — R, es continua y localmente Lipschitz, f(s) < 0 para s > 0 suficientemente
pequeno. Calzolari, Filipucci y Pucci demuestran en [6] la existencia de soluciones
radiales para un problema que involucra el p-Laplaciano con peso.

En este trabajo asumiremos que la funcién no lineal f : R — R satisface las siguientes

hipdtesis:
(H1) f es una funcién impar, continua y localmente Lipschitz.

(H2) Existe ¢; > 0 tal que f(u) < 0 para 0 < u < €.

B g(u) Np
(H3) f(u) = |u|""u + g(u) con — 0,donde 1 < p < qg+1< :
De (H2) y (H3) se sigue que f tiene al menos un cero positivo.

(H4) Sea « el menor cero positivo de f y 5 el mayor cero positivo de f.

(H5) Sea F(u) = [’ f(s)ds. Suponemos que F tiene exactamente un cero positivo v,

con vy > f.
(H6) Sip > 2 existe e3 > 0 tal que

du = oo.

€2 1
/0 /1 F (u)|
En realidad de la hipétesis (H6) se puede ver que para todo € > 0

¢ 1
/0 Wdu = 00.
Un ejemplo de una funcién que cumple las hipdtesis (H1)-(H6) es la funcién
f: R — R definida por f(s) = s> — s.
Estudiaremos soluciones u de (0.1)-(0.2) que sean radialmente simétricas, esto es so-
luciones que cumplan u(x) = u(r) donde r = ||z||. De esta manera (0.1)-(0.2) se

convierte en la siguiente ecuacién diferencial ordinaria no-lineal

e PN f ) = ol ((p ~ 1 E) L fw)=0, (0.6)

para <r<ooy
lim u(r) =0, lim «/(r) = 0. (0.7)

r—00 r—0t



Quisiéramos encontrar soluciones de clase C? para el problema (0.6)-(0.7), pero como
veremos en el capitulo 1 esto no siempre es posible (véase Lema 1.4). Multiplicando

(0.6) por 7! e integrando en el intervalo (0,7) obtenemos
VPR = —/ sV f (u(s))ds. (0.8)
0

En lugar de buscar soluciones de clase C? para el problema (0.6)-(0.7), buscaremos
soluciones de clase C! para el problema (0.8)-(0.7).

El objetivo principal de este trabajo es demostrar el siguiente resultado.
TEOREMA A. Sean f una funcion que satisface las hipétesis (H1)-(HG6) y n un
entero no negativo. Entonces existe una solucién u € C'[0,00) de (0.7)-(0.8) tal que
u tiene exactamente n ceros.

Este resultado fue probado por Pudipeddi [1] en el ano 2008. La técnica utilizada para
demostrar este teorema es el “shooting method”. Este método consiste en encontrar
una solucién u(r, d) del problema de valor inicial

P == [ s (0.9)

0

u(0) =d > 0. (0.10)

Variando d adecuadamente, se consigue encontrar un dato inicial d tal que u(r,d)
tenga exactamente n ceros y u satisfaga la condicién (0.7).

Este trabajo consta de tres capitulos. En el capitulo 1 demostraremos la existencia
de una tnica solucién global u(r, d) para el problema de valor inicial (0.9)-(0.10) y se
estudia la regularidad de u(r, d) al igual que algunas propiedades de la solucién, que
seran utilizadas posteriormente en el trabajo. En el capitulo 2 se estudia la existencia
de soluciones con un numero prescrito de ceros y en el capitulo 3 se demuestra el

Teorema A.



Capitulo 1

Existencia, regularidad y
propiedades de la solucion global

para un problema de valor inicial.

El propédsito fundamental de este capitulo es demostrar la existencia de una tnica
solucién global para el problema (0.9)-(0.10). Este capitulo consta de dos secciones,
en la primera, utilizando el Teorema de Punto Fijo de Banach, demostraremos la exis-
tencia de una unica solucién local para nuestro problema. A continuacién se estudia
la regularidad de la solucién local y la existencia de una tunica solucién global para
el problema (0.9)-(0.10). Finalmente se estudian algunas propiedades cualitativas de

esta solucion.

1.1. Existencia y regularidad de la solucién global
para un problema de valor inicial.
Consideremos el problema de valor inicial
PN P = — /T sV f(u(s))ds, (1.1)
0

w(0) =d > 0. (1.2)

Notemos que si d = 0, entonces u = 0 es una solucién de (1.1)-(1.2), dado que nos

interesan soluciones no nulas consideraremos d > 0.



Definamos la funcién ®,(z) = |z|P~%z para p > 1. ®, es continua en R si p > 2,
mientras que si 1 < p < 2, ¢, es continua en (—oo,0) U (0, 00). La inversa de ®,(x)
es la funcién @, (z), donde }D + % = 1, nétese también que ®, y ®, son funciones

impares. Dividiendo (1.1) por V=1, tenemos

1 T
'[P~ = — 5 /0 sV (u(s))ds, (1.3)
de la definicién de ®, se sigue que
l 1 " N-1
Byu') =~ [ ) (14)

asi

0

o=y (i [ runas). (1.5

Integrando (1.5) sobre el intervalo (0,7) tenemos que

/Or U (t) = —/OT o, (tNLl /Ot sN—lf(u(s))ds> dt. (1.6)

Por el Teorema Fundamental del Célculo

u(r) = d — /0 iy <tNL_1 /0 Ly f(u(s))ds> dt. (1.7)

Probaremos la existencia de una solucién local u para el problema (1.1) - (1.2) ha-

llando un punto fijo para el operador definido por

(Tu)(r) = d — /0 ‘s, (tNL_l /0 Ly f(u(s))ds) dt. (1.8)

Notemos que si f(d) = 0, entonces u = d es solucién de (1.1)-(1.2), por tal motivo en
adelante asumiremos que f(d) # 0.

Para e > 0y R > 0 definamos el conjunto
By(d) = {u € C[0,¢] : ||u — d||o < R},

donde |[u — vl = supy<,<, [u(r) —v(r)|. Bi(d) es un subconjunto cerrado de C[0, €],
por lo tanto es un conjunto completo.

Con ayuda del siguiente lema demostraremos que el operador T' es una contraccion

del conjunto B%(d) en B%(d).



Lema 1.1. Sea R < d/2. Entonces T (B%(d)) C B%(d), para € > 0 suficientemente

pequeno.

Demostracion. En efecto sea u € B§(d), luego tenemos que

d 3d
u(s) € [5, ?} Vs € [0, €,
y como [ es continua en [%, 37([} existe M := M(d) > 0 tal que
|f(u(s))| < M Vs e|0,€.

Se sigue que

para e > 0 suficientemente pequenio. Por lo tanto 7" (Bf(d)) C Bf(d) para e suficien-

temente pequeno. ]
Lema 1.2. T': By(d) — Bgy(d) es una contraccion para € suficientemente pequeno.
Demostracion. Sean u,v € Bg(d).

T(u) - T(v) = - [ | o tpa-o, xeopa| . 09
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1 b
donde X (u)(t) := P /0 sV f (u(s))ds.
Del Teorema del Valor Medio se sigue que

Dy (X (u)) — @ (X(v)) = Py (c) (X (u) — X(v)), (1.10)
para algin c entre X (u) y X(v), esto es, existe A € [0, 1] tal que

c=AX(u)+ (1 —N)X(v)
=t | () + (1= A (o))

0

De otra parte

-2
P (c) = (p' = 1)l

B ]% tNll /O sNTUINf(u(s)) + (1 — N) f(v(s))] ds Fl
= ( 1)t1‘”‘”‘2"” [/ sNTHINf (u(s)) + (1 —A)f(v(s))|]p_lds. (1.11)
p—= p=1 0

Ahora debemos considerar dos casos:

= Caso 1: 1 < p < 2. Dado que f es continua y u(s),v(s) € [4,34] para s € [0, €],
tenemos que existe A = A(d) > 0 tal que

[fluls)) <Ay [flu(s)) <A Vs [0,6],

luego existe C' := C(d,p, N) tal que

[

-p

2—-p
T [AN e N(2-p)
< |— =Ct»1 . (1.12
< |5 (112)

3

U A (u() + (1= N (0() ds]

0

» Caso 2: p > 2. Como f es continua y f(d) # 0, existe § > 0 tal que

y-d<i = Ifw)- )< L

Ahora notemos que |f(d)| < |f(y)| + |f(d) — f(y)|, luego para todo y con
ly — d| < § se cumple que

£ =2 @)~ 7@~ f)] = @)~ LD DL o 11g)

7



Como u y v estén en Bf(d), tomando R < 2 tenemos que
lu(s) —d| <d y Ju(s)—d| <d Vsel0,€.
Afirmacién: Para todo s € [0,€], f(u(s)) y f(v(s)) tienen el mismo signo.
En efecto, supongamos que existe s; € [0, ¢ tal que f(u(sy)) >0y
f(v(s1)) < 0. Como f es continua, existe « entre u(s1) y v(sy) tal que f(a) =0,
pero
o —d| < |a —u(s1)| + |u(s1) —d]

< fuls1) — v(s1)| + |u(s1) —d

< 2’@6(81) — d‘ + |U<31) — d|

< 3R < 4,

lo cual contradice a (1.13). Luego f(u) y f(v) tienen el mismo signo. Asf

[Af(u(s)) + (1= A)f(u(s))] = Alf(w)] + (1 = N[ f(v)]
/()]

NG
> )\ _
- 2 A=) 2
i@l
2
Por lo tanto,

IN

[ ]

2

()
K

ter (1.14)

{/ot s"TH A (u(s)) + (1 - )‘)f<v(5))|dsrl

donde K := K(d,p, N).

De (1.11),(1.12),(1.14) concluimos que

1 N@=p) (K+C) ,2-p
@, (c) < me (K + Ot Ttp_l
(p—1t 7 b
De (1.10) y la desigualdad anterior se tiene que
(K + C)

| Py (X (1)) = @y (X (v))] < X () - X(v)]. (1.15)



Como f es localmente Lipschitz existe D := D(d) > 0 tal que

|[f(u(s)) = f(v(s))] < Dlu(s) —v(s)] Vs € (0,1),

de lo anterior se sigue que

X(0) = X < g7 [ 5 u(e) = S (w() | s
L[ _ Dtflu =l
StN—l/o Ds ||u—v||oodS—T. (1.16)

De (1.15) y (1.16) se tiene que

(K + Dt t|u — v

[Py (X (1)) = By (X (0))] <

B N(p—1)
1
Kot7[|u — vfo
= dond Ky := Ko(d,p, N).
N(p— 1) ) onde 0 0( Py )
(1.17)
De (1.9) y (1.17) se sigue que
" Kot 7 ||u — v]|o
R T A
0 N(p—1)
Kollu —vllse [T,
N(p—-1) Jo
_ Kollu —vllee e,
- v
Np
Kollu — v||oo 2
S _Epfl‘ 1.18
. (1.18)
p=1
. : Np\ » .
De (1.18) concluimos que si € < | — entonces T' es una contraccién de B%(d)
0
en si misma, para € > 0 y R > 0 suficientemente pequenos. O

Por el Teorema de punto fijo de Banach, se sigue que T tiene un unico punto fijo

u € Bg(d), esto es, existe un tnico u € C[0, €] tal que

w=T(u) = d— /0 B, (tNLl /Ot sN—lf(u<s))ds) dt. (1.19)

Por lo tanto el problema (1.1)-(1.2) tiene una solucién local en [0, €.

Estudiemos a continuacion algunas propiedades de la regularidad de la solucién local.



Lema 1.3. u € C'(0, €.

Demostracion. De (1.5) vemos que v’ es continua en (0, €] luego solo resta probar que

u’ es continua en 0. De (1.19) se sigue que

oy — je W) —u@) 1 " L
w(0) _hglgl+h——() _hg%l+ﬁ{d_/0 P <tN—1/0 5 f(u(s))ds> dt_d}

1 " I LN
:hlgélJrﬁ{_ i D, (tN_l/O s f(u(s))ds) dt}.

Ahora dado que u y f son continuas y u(0) = d, entonces existe §; > 0 tal que

(s — 7)) < L v e (0,60,

por tanto

|f(u(s))] < 3|f2(d)| =M, Vse€(0,0). (1.20)

Sea € < 41, para t € (0,€) tenemos que

/oh o (ﬂ% /Ot s (U(s))ds) dt

h

1

tle )ds‘ p—1

1

- dt
h

1 =1
E ( Nlds) dt
1 /M,

=== T dt
i(5) A

1

e

= (%> P 1hp711 —»0 cuando h—0".
N P

De lo anterior podemos decir que «'(0) = 0.

De (1.3) se sigue que para r € (0, ¢)

1 T
|u’\p*1:rN_1 /0 sV (u(s))ds| .
Por tanto,
. 1
v || s < g [ s

10



1 T
< < / sNUMds
r 0

M
= T—Nl —0 cuando r— 0T .

Por tanto lim u/(r) = 0 = 4/(0), y asf u € C[0, €. O

r—0+
Lema 1.4. ue€ C?*0,¢] si 1l <p<2yueC*relle):u(r)#0} sip>2, donde
{r € (0,¢) : u'(r) # 0} es un conjunto abierto.

Demostracion. Recordemos que @, (z) = |2|” 2z, luego () = (p — D|zP2y

como p/ —2 = ?, entonces @, es continua en Rsi 1 <p <2y &, es continua en

R\ {0} sip>2.
Sea k : [0,00) — R, la funcién definida por
1 T
e [y ko) =0

0

k(r) =

Afirmacién: k es continua en [0, €.
En efecto, por la definicién de k se sigue que k es continua en (0, €], sélo resta probar

que ll/nl+ k(r) = 0. De (1.20) tenemos que para t € (0, ¢
r—0

1

s [ atsas] <

e [ ds

0

<

— thl

Por tanto k(0) = Hm+ k(r); esto es, k es continua en [0, €].
r—0

Ahora notemos que
—(N -1 .
K (r)= %/ N f(u(t))dt + f(u(r)). (1.21)
0
Asi k' es continua en (0, €).

Demostremos que &’ es continua en r = 0. En efecto,

K'(0) = lim k(r) — k(0) = l{im k(r)
r—0t 1 —0 r=0 7
1 "N
o O
= lim 0
r—0+ r
/ tNf(u(t))dt
— 17 0
N rllggf rN



= i A
Ademas,
i 200 = tim [ZE [0 g+ )
iy |2 ) + ()|
_ %w—l F(d)+ £(d) = %

Por tanto &' es continua en [0, €).

De (1.5) y de la definicién de k y k' se sigue que:

—u"(r) = Py (k(r)K (r)

_ p%l TNl_l /OT SNflf(u(S))dS p1 {# Artle(u(t))dt+f(u(T))
= |;L’|_21P {—(]ZN— 1) /OT N (u(t))dt + f(u(r))} , (1.22)

De la expresién en (1.22), concluimos que u” serd continua en [0,¢] si 1 < p < 2

mientras que para p > 2, u” es continua en el conjunto {r € [0,¢€) : u'(r) # 0}. O

En adelante denotaremos por [0, R) el intervalo maximal para el cual u es solucién

del problema (1.1)-(1.2), donde 0 < R < co. En realidad probaremos que R = oc.

Lema 1.5. Supongamos que u es solucion de (1.1)-(1.2) en [0,R) con R < oo,
entonces existen ug y ug en R tales que

lim u(r) =u

r—R~ (> 0

ltm o/ (r) = uy.
M wlr) = o

Demostracion. Consideremos la funcién de energia para el problema (1.1)-(1.2), de-
finida por

(p— D'

E(r) = ,

u(r)
+ F(u), con F(u):/O f(s)ds.

De (1.1) se sigue que

S [t = )

12



!/

—TNflf(u(T)) — (N o 1)7,N72|u/‘p72u/ + erl(p . 2)‘u/|p73lu1/ul + TN71|u/|p72u//

||
N -1
- () = E= Dyt - -t wy? + 2
r
(1.23)
Asi
N -1
sty = TR 4 - - (129
r
De otra parte,
-1
EWﬂZ[QEJPWV2ww+fW@DU=Q%*WUV2Mw+fWWD%
de (1.24) se sigue que
—(N —1
E'(r) = M‘qu <0. (1.25)
r
Por tanto E es decreciente y asi E(r) < E(0). Luego
— D |P
P DY L by < pa). (1.26)
D
De (H3) y (H5)
|u|lJ+1
por lo tanto
F
F) _ G|
|u|—o00 ]u|q+1 lu|—=oo | @ + 1 |U‘(I+1
usando la regla de L’Hospital
G . g
|u|—o0 ’u‘qul |u|—o0 (q -+ 1)|u\q ’
asi
F 1
T (1.28)

Ju|—o0 ‘U’q+1 - q+ 1
De (1.28) vemos que existe p > 0 tal que F'(u) > 0 para |u| > py como F es continua

entonces F' tiene un minimo en [—p, p], por tanto existe L > 0 tal que

F(u) > —L, para todo u. (1.29)

De (1.26) y (1.29) se sigue que
— '\p
=]

(p—DP
D o D

+ F(u) < F(d).

13



p(F(d) + )"

p—1
Sean A > 0y (z,) una sucesion tal que z,, — Ry z, < R, por tanto existe N € N

Por lo tanto |u/|P < w

. Asi |u'| < B, donde B = [

tal que

|Tn — T | < 5 Para n,m > N.

Por el Teorema del Valor Medio
, A
lu(zy) — w(xy)| = v (zom)||2n — 2m] < BE =\ para n,m > N,

esto implica que (u(z,)) es una sucesién de Cauchy en R y por lo tanto existe uy € R

tal que lim wu(r) =ug € R.

r—R~
De otro lado tomando limite cuando » — R~ en la ecuacién (1.1) vemos que

R
lm PN P2 = — [ sV f(u(s))ds < oo
r—R~ 0
Ahora, como lim 7V~ existe, lim |u/|P~?u’ también existe, luego existe uj € R tal
r—R~ r—R~
z / _ /
que lim u'(r) = uy. O

r—R~
En vista de que en la demostracién del lema siguiente se utilizara el Teorema de
Existencia y Unicidad para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias enunciamos a conti-

nuacion dicho resultado.

Teorema de Picard. Sea f una funcion continua y Lipschitz en Q) = I, X By, donde
IL={teR:|t—ty| <a} yBy={z: ||z —xo| <b}. Si||f]| <M enQ existe una y
unica solucion de

¥ = f(t, ), x(to) = xo,

en I, donde o = min{a, }.
Demostracion. Véase [7], paginas 13-14. O
Lema 1.6. Eziste una solucion para (1.1)-(1.2) en [0, 00)

Demostracion. Si R = oo no hay nada que probar. Supongamos que R < oco. Caso
1. Si «/(R) # 0, por el Lema 1.4 se sigue que u € C? en una vecindad de R.
De (1.23)

(N-1)

(p— D + u' + [ [P f(u) = 0. (1.30)

14



Como u/(R) # 0, entonces por el Teorema de Picard, existe una solucién para la ecua-
ci6én diferencial anterior en [R, R + €) para algin € > 0 con u(R) = ug y u'(R) = uj.

Esto contradice la definicién de R, por lo tanto R = oo.

Caso 2. Si v/(R) =0y f(u(R)) = 0, podemos extender u para valores r > R como

u(r) = u(R), lo cual contradice la definicién de R, asi R = oo.

Caso 3. Si v/(R) =0y f(u(R)) # 0, entonces podemos considerar un problema de
valor inicial similar al problema (1.1)-(1.2) y procediendo de manera similar como se
hizo en los Lemas 1.1 y 1.2 logramos extender nuestra solucién v hasta [R, R + ¢)
para algtin € > 0, pero esto contradice la definicién de R.

Por tanto concluimos que R = oo.

1.2. Propiedades de la soluciéon global.

Lema 1.7. Sead > (8 donde 8 es como en (H4) entonces |u(r)| < d para 0 < r < oco.

Demostracion. Recordemos que

(p — Du(r)]”
p

(N-1)

E(r) = + F(u(r)) y E'(T)Z%IU'V’-

Por el Teorema Fundamental del Célculo

1

F(d)=E(r) — /OT E'(t)dt = ]%|u'(r)|p + F(u(r)) + /07“ N

—1
[/ Pdt. - (1.31)

Supongamos, por contradiccién, que exista o > 0 tal que |u(rg)| = d. De manera

similar a como se hizo en el Lema 1.3 se prueba que u/(ry) = 0, por tanto

0 N o 1 0
/ (1) Pt = — / B (t)dt
0 13 0
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Esto implica que |[u/(t)| = 0 para todo t € [0,7¢]. Se sigue que u(t) = d para todo
t € [0, 7], por lo tanto f(u(t)) = f(d) para todo t € [0, rg].
De (1.1)
)P ) = — [ o)
0

se sigue que f(d) = 0, lo cual es una contradiccién, ya que f(d) # 0.

Lo anterior significa que
lu(r)| <d Vre(0,00) o |u(r)]>d Vre(0,00).

Ahora de (1.26) sabemos que F(u) < F(d) para todo u en [0,00) y como F' es
creciente en (,00) y es una funcién par entonces |u(-)| < d en (7y,00) y por tanto

|u(-)| < d en (0, 00). O

Lema 1.8. Sean z; < 23 con u(z1) = u(z2) =0 y |u| > 0 en (21, 22), entonces existe

un unico m € (z1, z2) tal que w'(m) =0 y |u(m)| > v, donde v es como en (H5).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que u > 0 sobre (zq, z9). Por

el Teorema del Valor Medio existe m € (z1, 22) tal que v/(m) = 0. Ademas,

(p—1)

Flu(m)) = E(m) > E(z,) = W/ ()" = 0= F(v),

de (H5) se sigue que |u(m)| > .

Supongamos que existen valores consecutivos m; < my < mg tales que
u'(my) = u'(mg) = u/(m3) = 0y en my y ms, u tiene maximos locales y en
me, u tiene un minimo local, luego v’ < 0 en (my,ms) y v > 0 en (mg,ms).

Como z1 < m; < mg < mg < zy, v la energia F es decreciente entonces
Como u'(msg) = u/(m3) = 0y u(z2) = 0 entonces F'(u(z)) = 0, asi

Flu(ma)) 2 Flu(ms)) = 22|/ (z)7 = 0. (1.32)

Ahora, por (H5) se sigue que u(ms) > vy u(ms) > . Como u tiene un minimo local

en meo v u tiene un maximo local en mg tenemos que
v < u(mg) < u(ms).
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De (H5) vemos que F es creciente en [y,00] y esto implica que
F(u(msg)) < F(u(mg)), lo cual es una contradiccién con (1.32). Asi, en (21, z2) sélo

existe un unico m tal que v'(m) = 0. O
Lema 1.9. Si existe ry € (0,00) tal que u(rg) = u'(ro) = 0 entonces u = 0.

Demostracion. Supongamos que u(rg) = 0 = u/(rg), primero probemos que u = 0 en

(ro,00). En efecto, como

(p — Du'(ro) [P
p

u(ro)
F<0 y E(ro):/ F(s)ds + _o,
0

se sigue que E(r) < 0 para r > ry 6 E = 0 en un intervalo de la forma (rg,ro + 0)
para algin ¢ > 0.
Supongamos que F(r) < 0 para r > 1. Luego |u(r)| > 0 para todo r > r, pues si

existiese 1 > 19 tal que |u(ry)| = 0, entonces

o< P!

o' (ry)|P = E(r1) <0,

lo cual es una contradiccién, por tanto |u| > 0 en (rg, 00). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que u(r) > 0 para r > ro. Ahora, como u(rg) = 0 existe do > 0 tal
que

u(r) < e Vr € (ro,mo + 02).

De (H2) se sigue que f(u(r)) < 0 para r € (rg,ro + d2), asi
NP = [ o) <o
To
Luego v’ > 0, y asi u es creciente en (79,79 + d2).

Ahora como E(r) < 0 en (rg, 7o + 02) se sigue que

p—1

' (7)|P + F(u(r)) <0

1/p
o w(r)|M? > |u' (). )
2 e s (1.33)

Afirmacién. La hipdtesis (H6) también se cumple para 1 < p < 2.
En efecto como f(0) =0y f es localmente Lipschitz, existe £ > 0 tal que

[f(w)] = 1f(u) = fO)] < Celul,  para todo  |u| <&,

17



luego para u € (0,€)

—Cg/ tdtg/ f(t)dtSCg/ tdt,
0 0 0

asi,
—C§u2

C§u2
5 .

< Flu) <

Luego

Dado 1 < p <2,

3
N
e
I |&
s
I
8

/05 |F((i§)yé - (%)

Lo que demuestra la afirmacién.

Ahora, por (H6), la afirmacién anterior y (1.33) tenemos que

u

B u(ro+d2) ds B ro+062 '(t)dt
“‘A MHQ_L) /TP (D)
_ /m+52 u'(t)]dt
o P (u@)VP
< /T:OHQ L%J . dt < oo,

lo cual es una contradiccién, por tanto E = 0 en un intervalo de la forma [rq, 79 + 0).

Asi

—(N —=1)
¥|u P=FE'(r)=0 Vr€[rg,ro+9),

u'(r)=0 ¥r € [ro,ro+9),

u(r) =u(rg) =0 Vr € [ro,ro +9).

Denotemos por [rg, 1) el intervalo maximal donde u = 0.
Si r; < oo, procediendo como se hizo al principio de esta prueba, se demuestra que
u = 0 en un intervalo de la forma [ry, 7 + J), pero esto contradice la eleccién de ry,
asi 1 = 00, entonces u =0 en [ryg,00) y E =0 en (ry,o0).
Ahora probemos que u = 0 en (0,70). Sea r; = mf{r > 0: u(r) = 0 = «'(r)}, note
que el conjunto {r : u(r) = 0 =u' ()} es no vacio pues ry pertenece a este. Si r; = 0

entonces u = 0 en (0,00) y por la continuidad de u, u = 0 en [0, 00).
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T , 2 1
Supongamos que r; > 0. Sea 5} < r <ry, asi — > —. Recordemos que

reoor
Eﬂ):_UV—2WWW: (1.34)
por lo tanto,
E@Q—ﬂﬂz—/mw;gmﬁmﬁ. (1.35)
De otra parte, por la manera como se definié ry, u(r;) = 0y u/(r1) = 0, luego

F(u(r1)) =0y E(r;) =0y asi

PSP + Flalr) = / L (1.36)

Sea W (r) = /T1 = 12|u <t)|pdt. Se sigue que W'(r) = —(V = Dlu <T)|p7

r

!

W= (1.3)

Luego (1.36) se puede escribir en la forma

!

—(p—rW

PV =1) + F(u(r)) = W(r), (1.38)

/ F N -1
e WP g, )
T P —

Como u(r;) = 0, existe d3 € (0, F) tal que
lu(t)| < e Vte (r,r +03),

luego por (H2)
F(u(t)) <0 Vte (rg—d3,m).

Como W (ry) = 0 se sigue que

W) = 1 / U R () dt = a / U B () dt. (1.39)

rn
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Usando (1.37) y (1.39) podemos escribir (1.38) de la forma

E=DP | iy = 1 / U P (u(t))|dt,

p a

=2 [ 2 [ eiro - )|

p_l T r
|u,|pzz% Lﬂn / tn—1|F(u(t))|dt+|F(u(r))|]. (1.40)

Notemos que para r < ry y r suficientemente cercano a ry, u/(r) = 0, pues si existiese
ro < 11 tal que u'(r9) = 0, entonces de (1.40)
T1
/ OYFu()ldt =0y Flu(r)) = 0.

T2
Por tanto F(u(t)) = 0 para todo t € [ra,71], luego u(t) = 0 para todo t € [re,r]
6 u(t) = v para todo t € [rg,r], pero como u(r;) = 0, u(t) = 0 para todo t € [re, ]
lo que contradice la definicion de r;. Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que u (r) < 0 para r < r; y r suficientemente cerca de r;. Ahora, para
r <t <1y, como ues decreciente u(r) > u(t) > u(ry) = 0. Asi, F(u(r)) < F(u(t)) <0
y luego |F(u(r))| > |F(u(t))| > 0. Por lo tanto

ip = 2o —/ )t + F ()]
< L[4 |/ Yt |F( <>>|]
p =
<2 7 ) =+ P <>>|]
Pl F(u(r))|r?
(p—1)rm
P2 F(u(r))
p—1

asi

Dividiendo por ¢/|F(u(r))|, integrando en (r,71) y usando (H6) se tiene que

]dt

u(r)
T / </— / [F(u(t)[7
oM
< oL /dt
p_l r
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o
:€/ b (ry — 1) < o0.
p—1

Lo anterior es una contradiccién y por tanto ry =0y u = 0.
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Capitulo 2

Soluciones con un numero

prescrito de ceros.

En este capitulo probaremos la existencia de soluciones u del problema (1.1)-(1.2)
con un numero grande de ceros, para esto estudiaremos el comportamiento de las
soluciones cuando la condicién inicial u(0) = d es tal que d — co. Este capitulo consta
de tres secciones. En la seccion 2.1 construiremos una familia de funciones mediante
un reescalamiento de u y usando el Teorema de Arzela-Ascoli demostraremos su
convergencia a una cierta funcion v, la cual mas adelante nos permitira garantizar la
existencia de soluciones u del problema (1.1)-(1.2) con un nimero grande de ceros.
La seccion 2.2 estd dedicada a establecer la existencia de infinitos ceros de la funciéon
v. En la secciéon 2.3 probaremos un lema técnico, que sera de mucha utilidad en el
capitulo 3, al momento de demostrar el Teorema A.

Inicialmente presentamos a continuacion un resultado cldsico del andlisis que sera

utilizado en la demostracién del siguiente lema.

Teorema de Arzela-Ascoli. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea F una
famalia equicontinua de funciones ¢ : X — R. Esto es, para todo € > 0 existe § > 0
tal que si d(x,y) < d entonces |p(x) — p(y)| < € para toda ¢ € F. Si F' es uniforme-
mente acotada, esto es, existe M > 0 tal que ||¢|| < M para toda ¢ € F, entonces
toda sucesion {p,} de elementos de F tiene una subsucesion {@,,} uniformemente

convergente en X.

Demostracion. Véase [7], paginas 15-16. O
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2.1. Una familia de funciones especiales que con-

verge a una funcion v.

Sean A > 0y u(r) la solucién del problema (1.1)-(1.2) con d = Y=z

Definamos uy(r) = A\ariu (%).

Lema 2.1. uy — v cuando A\ — oo uniformemente en subconjuntos compactos de

[0,00), donde v es solucion del problema
PN PR = —/ sV Hu(s)|9 o (s)ds (2.1)
0
v(0) = 1. (2.2)

Demostracion. Notemos que uy(r) satisface la ecuacién

OO

- —pt1
—)\kol / tNLE( u(t))dt], con ko= pra—p+ +N -1
0

NV PR, = N

q—p+1
— o | 0 NN py <A>)ds}
= / A=) N - Ly (A(ﬁ)u,\(s» ds

0

y ademas uy(0) = )\q%pilu(%) - 1.

—1 ! p —p(gq
Sea E(r,\) = (p = Dz (r)] PN <)\q—5+1 uA(r)) De manera similar a como
p
se hizo en el Lema 1.5 se sigue que

d (N —1)|uy|P
—Fr )= ——-2& |
dr (r,A) r

Por lo tanto E(r, \) es decreciente en la variable r. Asi para A\ > 0,

E(r,\) < B(0,X) = A w1 F (vir). (2.3)

De (1.27) y (2.3) se tiene

P q+1

Aa—p+1

—p(g+1)

E(r,\) < Xa—»tt

q+1 +G<)\?§H>
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= 1 )\ qp(gii)G <)\q75+1> .
q-+ g+1

De otro lado como lim ‘f‘gﬂ = 0 se sigue que

|u|—o00

(i)

Jim ———% =0, (2.4)
]

q—p+1

, q+1) p . 1
por lo tanto h_)riloE(O A) = /\h_)m [— + Xt G (/\H+ )] = 5
Luego existe A\; > 0 tal que E(0,\) < q+—1, para A > Ay y como E(r,\) < E(0,\),
concluimos que E(r, A) estd acotado superiormente (independiente de r) para A sufi-
cientemente grande. Afirmacién: uy(r) y u)(r) estdn acotadas.

En efecto, del Lema 1.7 tenemos que |u(r)| < d = AT, as
= e ()] <01

De otra parte, como

—p(g+1)

- 1 —p(q P
(p )|U’A|P Ad <pi})F </\q p+1u)\(r)) = E(r,\) < E0,\) = \a»it F <>\q_p+1) ’
p

y F(u) > —L (véase (1.29)) se sigue que

(p—1) [P < Ll Ne=z=te. (Aqﬁil) 4 LA
p q-+

De la anterior desigualdad y (2.4) tenemos que

-1 2
[ui|P < ——  para A > )\

d\y >0 tal
2 al que _q+1

Por tanto

|uh(r)| < M para A > g

Lo que concluye la prueba de la afirmacion.

Ahora, sean 7 > 0 y 7 > 0 y tomemos § < 4%, luego para |[r —s| <Jy A > Xy
|ua(r) = ua(s)| = [ur () (r — s)| = [ui ()||(r = s)| < Md <.

Asi {uy}rsn, es una familia equicontinua de funciones. Por el Teorema de Arzela-

Ascoli existe una subsucesién {uy, } de {ur}rsy,, tal que uy, e uniformemente
—00
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sobre conjuntos compactos, donde v es una funcién continua definida en [0, +00). De

otra parte notemos que

Nl PR = —/ sN_l)\#ﬁlf <)\$u)\(s)> ds

0

= —/ SN_l)\q:ngrl {’)\qurlu)\(s) >\Q*£+1 U)\(S) +g </\q*5+1u/\<3)> } ds
0

o /r N1 {|U)\(S)|q_lu,\(3) + \iriig </\$UA(3)> } ds.

0

q—1

Ahora como ®,(z) = |z[P~%z, ®, = (P,) !, se sigue que

/ L[ o~ - it [\aprT
B, (11}, ) :_er/o 5N 1{|U>\k(s)|q () + AT g AT u,\k(s)]}ds

I A - Tt (\aer
i, =~y { s [ o O ) 4 AT (N s 0) | s

Tomando limite en la igualdad anterior cuando & — oo y teniendo en cuenta que

®,, es continua, uy, (r) — v(r) uniformemente sobre subconjuntos compactos de
k—+o00

[0,00), y (H3) tenemos

i1, () =~y (o [ Gl ) = o)

k——+o00

Luego u), — ¢ puntualmente y como v es continua se sigue que ¢ es una funcién
continua.

Por el Teorema Fundamental del Célculo

uy (r) =1 —i—/o u), (s)ds.

Como uy, — v uniformemente, u)\ — ¢ puntualmente y u) es uniformemente
k LRV Ak
acotada por M, entonces por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue

tenemos que

lim uA s)ds —/ o(s
k—oo [
lim [uy, (1) — 1]

k—o0
=1+ ' d
1”) /0 (b(s) S

Por tanto



Luego v' = ¢.

Por lo tanto,

vir) =~y (rN—ll /0 SN‘l\U(S)!"‘lu(s)ds>
TNll /0 s"Ho(s) | o(s)ds

—TN_1|U/(T)]”_21/(T) = /07" sN_1|v(s)|q_lv(s)ds.

()P () =

Notemos que v(0) = 1y v/(0) = 0. Asf v € C'[0,00) y v es solucién del problema
(2.1)-(2.2). O

2.2. Existencia de ceros de la funcion v.

Estudiaremos ahora la existencia de ceros para la funcién v definida en la seccién
anterior, para esto procederemos demostrando inicialmente que v al menos tiene un
cero y luego probaremos que v tiene infinitos ceros.

El siguiente resultado permite garantizar la existencia de una cierta integral que

aparecera mas adelante cuando estemos realizando algunos cédlculos en el Lema 2.3.

Np
N—p

Lema 2.2. Sea v solucion del problema (2.1)-(2.2). Si 1l <p <q+1< Y

v > 0 entonces
o0
/ sVt ds < oo,
0

Demostracion. Del Lema 2.1 sabemos que v es continua y por tanto acotada en

cualquier conjunto compacto, luego para probar el lema es suficiente demostrar que
o
/ sVt ds < oo.
1
En efecto, como
T
P e) = [ el e(s)ds
0
y dado que v > 0, v" < 0. Asi v es decreciente y
'
=N () PR () = N () P =/ sV u(s)[* o(s)ds
OT’
= / sV hl(s)ds
0
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Por lo tanto

1 _q_
re-lyr-i

1
Nr—1
1

—v rp-1

Y

E T —

integrando en (0,7) la anterior desigualdad se sigue que
Ty T 55%7

/ —ds > / —ds
0 vr-t 0o N1

e T>(p—1)rﬁ
=5 ], pNoT
p—l—q

vt (r)—1> Cri-t, donde C =

Asi
qg—p+1
pN/(@=1)"

Luego
1

q+lfp)

U(T)< p—T

> Cro-1.

Por lo tanto

v(r) < Corais,

De lo anterior se sigue que

o0 1 o —p(q+1)
/ sNhyttds < CFF / sN15(FH5 )ds,
1 1

ycomop < g+1 < ]\],V_pp, N—zgff_ll)) < 0. De esto y usando el hecho de que floo t*dt < oo

siempre que a < —1 concluimos que

+1 o0 N— P(‘Z+1) —1
Cy s atir T ds < 00,
1
de donde se sigue el resultado deseado. O]

Lema 2.3. Sea v una solucion de (2.1)-(2.2), entonces v tiene al menos un cero en

(0,00).
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Demostracion. Supongamos que v no tiene ceros. Como v es continua y v(0) = 1,

tendrfamos que v(r) > 0 para todo r. De otra parte de (2.1) se sigue que

(PR P = (RO 0+ (O P V)
= (= [ s ) o)+ P
= PN () [P — PN ().

Integrando en (0,r) la igualdad anterior tenemos que

Nl ()| () P2 (1) = /07“ sV (s)Pds — /OT sV Lyt (s)ds
/07" sV w(s) T ds = —rN o (r)u (r) |V (r) P2 + /OT s (s)|Pds. (2.5)

Ahora, como v > 0 entonces de (2.1) vemos que v/ < 0. Como 1 <p<qg+1< NN—Z),

por el Lema 2.2 tenemos que

/0 T N () Pds < /0 N1 ()7 ds < oo, (2.6)

Haciendo r — oo en (2.5) tenemos que — lim ¥~y (r)v'(r)|v'(r)[P~2 existe y es fini-
r—00
to.

De otra parte, un célculo simple y (2.1) implican que

((p . 1)7,N|U/(r)’p N TNUq'H(r)), _ NTN—lvq-i-l(r) (N —p)erl‘U/(T”p_ (2.7>

p q+1 qg+1 B P

Integrando en (0,r) la igualdad anterior tenemos

(p =D/ (r)P | Nt (r)
+
p qg+1

(2.8)

[ i st o Nt (s)s¥t
0 4 C]+1 7

en la tltima expresion sabemos por (2.6) que las dos integrales convergen cuando

-1 N q+1
lim (p V' (r) [P + rv <T)) < 00.
r——+00 P q -+ 1

r — oo, asi

Sea

(=D | Ve )

P qg+1

h(r) =

Y
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vemos que h(r) > 0. Sea [ := lim h(r) > 0. Ademas, de (2.6)

r——+00
*h
/ ﬂds < 00.
0o S
Probemos que [ = 0. Supongamos que no. Entonces para ¢ € (0,1) existe M > 0 tal
que
* h(s) ,
h(s) >1l—e>0, Vs>M, luego ——~ds diverge,
M S

lo cual es una contradiccién. Por tanto | = 0. Tomando limite cuando r — oo en (2.8)

© _ (N — / pN—-1 0 N+l N-1
[N N
0 p 0 q+1

Luego

(Np) T N1t T N1
(N—p)(q+1)/0 st (S)ds—/o W' (s)|Ps™N " ds.

Utilizando (2.6) tendriamos que Np < (N — p)(g + 1) lo cual contradice la hipdtesis
g+1< NN—_’;. Por tanto concluimos que v no puede ser positiva para todo r» > 0, esto

es v tiene al menos un cero positivo. ]

Lema 2.4. Sea v la solucion del problema (2.1)-(2.2). Entonces v tiene infinitos

CETOS.

Demostracion. Por el Lema 2.3 existe z; € R tal que v > 0 en [0,2) v v(z1) = 0.
Después de z; pueden ocurrir dos casos.

Caso 1: v tiene un primer minimo local en m; > 2; 0,

Caso 2: v'(r) < 0 para todo r > z.

Probemos que el Caso 2 no es posible. Supongamos, por contradiccién, que v'(r) < 0

para todo r > z;.

Como

(p—DW ()P 1 1

E(r) = + v(r)|7 >0 E'(r) <0,
= LR Lt z0 y B <
L) < B(rd) < B(0,d) = ——.

qg+1 - T ’ qg+1

Luego |v] < 1. Como v es acotado y v’ < 0, se sigue que
lim v(r) = J < 0. (2.9)

r—00
También como E es acotado y E' < 0 se sigue que lim E(r,d) existe, luego lim v'(r)

r—00 T—00
existe y lim v/(r) <0 .
r—00
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Afirmacién: lim o'(r) = 0.
T—00

Supongamos que no, asi lim v'(r) < 0, luego existe § > 0 tal que —v'(r) > m > 0
r—00

para r > ¢, por lo tanto

—v(r) +v(0) >mr  Vr>J,

luego lim [—v(r)] = +o00. Esto contradice el hecho de que v es acotada, por tanto
7—00
’ / _
Tlggo V'(r) =0.

Si en (2.1) dividimos por 7 y tomamos limite cuando r — +oo, aplicando la regla

de L’Hopital tenemos que

_ /0 LNy [ ()t

0=t o
o 2P RO ()
r—00 NTNfl

Ast lim v(r) = J = 0. Esta contradiccién con (2.9) demuestra que no puede ocurrir
r—00
el Caso 2, esto es v tiene un primer minimo local en m; > z;.

Sea v; = v(my) < 0, luego v satisface el siguiente problema

‘s

PP ) = [ e e

mi
v(my) =vy.
Utilizando argumentos similares a los considerados en la prueba del Lema 2.3 se sigue
que v tiene un segundo cero en 25 > z1, procediendo inductivamente, concluimos que
v tiene infinitos ceros.

[]

2.3. Un lema Auxiliar.

A continuacién presentamos un lema que serd usado cuando demostremos nuestro

resultado principal en el capitulo 3.

Lema 2.5. Sea u(r,d) la solucion del problema (1.1)-(1.2). Supongamos que u(r,d*)
tiene exactamente k ceros y lim u(r,d*) = 0. Si |d — d*| es suficientemente pequenio,
T—00

entonces u(r,d) tiene a lo sumo k + 1 ceros en [0, +00).
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Demostracion. Lo que buscamos es probar que para d cercano a d*, u(-,d) tiene a lo
sumo (k+1) ceros en [0, c0). Supongamos, por contradiccién, que existe una sucesién
de valores (d;) que converge a d* y tal que u(-,d;) tiene al menos (k + 2) ceros en
[0, 00).

Denotemos por u;(r) a la solucién u(r,d;) y por z; al (k + 1)-cero de u,.
Demostremos que u(r,d;) = u(r,d*) y u'(r,d;) — u'(r,d*) cuando d; — d*, unifor-
memente en subconjuntos compactos de [0, 00). Esto lo probaremos en las siguientes

2 afirmaciones.

Afirmacién 1. 5i lim d; = d* entonces existen My, My > 0 tales que
Jj—00

lu(r,d;)| <My y | (r,d)| <My, VjeN y Vr>0.

En efecto, sabemos del capitulo anterior que la funcién de energia E es decreciente y

por tanto

E(r,d;) < E(0,d;) = F(u(0,d;)) = F(d;). (2.10)

Como F' es una funcién continua existe N € N tal que F'(d;) < F(d*) + 1 siempre
que j > N. De (2.10)

(p — D' (r, d;) "
p

+ F(u(r,d;)) < F(d*)+1, ¥j>N. (2.11)

Ahora de otra parte, sabemos que F(u) > —L (véase (1.29)), asi de (2.11) tenemos
que

—1
@pf)m/(r, d)l" < F(d") + 1+ L.

Para j > N se cumple que

1
Fd)+1+L)\»
W/ (r.dj)| < My, Vr >0, donde MF(?’< (p)jl + )) “o

Como E(r,d*) es decreciente y acotada inferiormente por —L entonces lim FE(r,d*)
r—00

existe y como lim u(r,d*) = 0 se sigue que
r—00

F(d*) = E(0,d") > lim E(r,d") > 0.

T—00

Ast F(d*) > 0. De (H4) y (H5), d* > 7, luego por el Lema 1.7 tenemos que
lu(r,d;)| < d; y como d;—d*, tenemos que |u(r,d;)| < d* + 1 := M; para j sufi-

cientemente grande. Se concluye asi la prueba de la Afirmacién 1.
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La siguiente afirmacion demuestra la dependencia continua de la condicién inicial de

u(r,d) y u'(r,d).

Afirmacién 2. u(r,d;) — u(r,d*) y o/(r,d;) — o' (r,d") uniformemente en subcon-

Juntos compactos de [0, +00).

En efecto, de la Afirmacion 1 se sigue que |u(r,d;)| < M; y |[/(r,d;)| < Ms. Por lo
tanto {u(r,d;)} es una sucesién acotada y equicontinua, por el Teorema de Arzela-
Ascoli existe una subsucesiéon que también llamaremos {u(r, d;)} tal que u(r, d;) o
h(r) uniformemente sobre subconjuntos compactos de [0, +00).

Dado que w;(r) ]:)o h(r) uniformemente sobre subconjuntos compactos de [0, +00),

y f es localmente Lipschitz entonces f (u;) — h uniformemente sobre subconjuntos
j—00

compactos de [0, 4+00) y como

R AR

tenemos que

! /0 TtN_lf(Uj(t))dt = T]_Vfl /0 rtN_lf(h(t))dt.

lim {|u;(r)[P~?u(r) } = lim

j—o0 J j—oo pN-1

!/

Por tanto, [/ (r) [P~

(r) converge uniformemente sobre compactos de [0, +-00). Asf u/(r)
converge uniformemente a una funcién g(r). Probemos ahora que g(r) = h/(r). En

efecto,

T

lim [ w(t)dt = /O g(t)dt

Jj—00 0

ltm (1 (r) — 1;(0)) = / gyt

J—00

Notemos que h(0) = lim u;(0) = lim u(0,d;) = lim d; = d*, luego por la unicidad
j—00 j—o00 j—o0

de la solucién del problema (1.1)-(1.2) tenemos que h(r) = u(r,d*), y

U(’I“, d]) ]:)o U(’I“, d*) y UI(T, d]) ]jo Ul(’l“, d*)

Se concluye asi la prueba de la Afirmacion 2.

Sea t; el (k+ 2)-ésimo cero de u;. Entonces existe un extremo local [; de u(-,d;) con
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z; < l; < t;. Del Lema 1.9 sabemos que v/(t;) # 0, entonces

Fluly) = By, dy) > B(t;,d;) = 2=

[u'(t;)|P > 0.

De (H5) y usando el hecho que F' es una funcién par tenemos que |u(l;)| > . Ahora,

por la continuidad de u y el hecho de que 0 < o < 7, podemos garantizar la existencia

de dos ntmeros b; y a; tales que:

b; es el nimero mas pequenio mayor que z; tal que |u;(b;)| =a'y

a; es el nimero més pequeno mayor que z; tal que |u;(a;)| = 5.

Sea my; el extremo local entre el k-ésimo y el (k + 1)-ésimo cero de u;. Asi tenemos

que, m; < zj < a; < b; y como la energfa es decreciente E(z;,d;) < E(m;,d;). Dado

que ui(m;) =0, uj(z;) = 0, v'(2;) # 0y F (u;(z;)) = 0, se sigue

(p—1)
p

0<

|u(2) [P < F(u;(my)).

Nuevamente por (H5) y la paridad de F, |uj(m;)| > . Por tanto existe el nimero

mds grande ¢; menor que z; tal que |u;(g;)| = 7, de donde
mj<qj<zj<aj<bj<lj<tj.

La siguiente grafica nos permite visualizar la situacion planteada

y = u;(r)
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Afirmacién 3. Ezisten constantes positivas ky y ko tales que b; —a; > ki > 0, donde
ky es independiente de j para j suficientemente grande y & — & > ko > 0 donde &

y & son dos ceros consecutivos de u;.

En efecto, como la energia es decreciente y d; — d*, existe N € N tal que para

J > Ny tenemos que

B ;) = P2 (O + Flu(r) < B0, ;) = Fidy) < F(d") +1

uj(r)[” < F(d) + 1= F(u;(r))

()] p \"7
(F(d*) + 1 — F(u;(r)))"/» = <p — 1) (2.12)

/ (F(@) o= %j(m)w : / = S

J

/“j? (F(d*) + fs— F(s))t/r < (bj — a;) <%)1/p

(b; —a;) > <]%1)1/P /a(; (Pl fs_ F(s))l/” =k > 0.

Ahora probemos la segunda parte de la afirmacién. En primer lugar en vista del Lema

1.8, existe m el extremo local entre & y &, tal que |u;(m)| > 7. De (2.12)

(v ol
p) E@) 1= Flu0)”

p—1\* [" i (1)]dt )
<T) /fl (F(d*)+1—F(uj(t)))1/p§m &

1
—1\7r [ d
(p_> / 5 __<m-g (2.13)
P o (F(d*)+1— F(s)"/*
De manera similar obtenemos que
1\7 [ d
— D S
£ —m > <p_) / . (2.14)
P o (F(d*)+1—F(s))

De (2.13) y (2.14) concluimos que

£ >0 E); ! ds — iy > 0.
Rz (p /o(F(d*)+1—F(s))1/p 2
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Se concluye asi la prueba de la Afirmacion 3.

Sean y* el k-ésimo cero de u(r,d*) y y; el k-ésimo cero de u;. De la Afirmacién 2 se
sigue que u(r,d;) — u(r,d) uniformemente en [0, v+ ]“2—2}, luego para j suficiente-
mente grande se tiene que u; tendrd al menos £ — 1 ceros en [0, Y+ %}, ahora de
la afirmacién 3 sabemos que entre dos ceros consecutivos al menos hay una distancia
de ko por lo que se concluye que u; tiene exactamente % ceros en [0, Y+ ’“2—2}, para
j suficientemente grande, mas auin la convergencia uniforme de u(-,d;) a u(-,d*) en
[O, Y+ k—;} implica que y; J:)o v

Afirmacién 4. z; — oo cuando j — 0.

En efecto, razonemos por el absurdo, supongamos que |z;| < A. Entonces existe una
subsucesién {z;, } tal que z;, — 2z para algin z € [0, A]. Como u(r, d;,) — u(r,d*) en
[0, A] se sigue que, u(z,d*) = 0. Como zj, > y;, ¥ Y. — y*, entonces z > y*.
De otra parte como u(r,d*) tiene exactamente k-ceros, entonces z = y*. Asi
u;(y;) = 0 = wuj(z;), luego por el Teorema del Valor Medio existe w; € (y;, z;)
tal que v/(w;) = 0 y como u; — u uniformemente en [0, A] y w; — y*, se sigue que
uw'(y*) = 0. Por el Lema 1.9 tendriamos que u = 0, lo cual contradice que u tenga
exactamente k-ceros, lo que concluye la prueba de la Afirmacion.
Ahora probemos que {g;} es una sucesién acotada. En efecto, sea m* el extremo local
de u(r,d*) que ocurre después de y*, como u; — u y u; — u' uniformemente sobre
subconjuntos compactos de [y*, m*+ 1], vemos que u; debe ser cero en algiin punto de
[y*,m* +1] para j grande. Luego existe m; con y; < m; < m*+1 tal que uj;(m;) = 0.
Estimemos ¢; —m; en [m;, ¢;]. Asumamos sin perdida de generalidad que u;(g;) = —y
y uj(my) < —v, luego u; > 0y |u;| > v > B en [my, q;] entonces —f(u(t)) > C >0
para t € (m;,q;). Asi para todo r € (my, ¢;)

= )P ) = - [ o)

mj

_ / TN g (),

mj

entonces

P = [ o)

mj
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De lo anterior

S C
(W)= > ~ = m)
! C p% _1
(uj) = (ﬁ) (r —my)rT
qj p%l q;
/ wj(t)dt > (%) / (t — my)r—1dt
C T[4
u;(g;) — uj(m;) > (ﬁ) / (t —my)r=rdt
C p% 9
)l =22 () [ = mya

entonces por el Lema 1.7

1

C\r1 [U 1
dj - > (N) / (t — mj)P—l dt.

mj

Usando el hecho que d; — d* y dado que j es grande tenemos que
Jj—o0

* C Til p_l P
d+1>dj—vy= (ﬁ) (T) (g —my)»=T.

Ahora como m; < m*+1, simplificando llegamos a que {¢;} es una sucesién acotada.
Afirmacién 5. Eziste Ny € N, tal que |u;(r)| < para todo r > z; y j > Ny.

En efecto, razonemos por contradiccién. Sea ¢; el menor nimero tal que ¢; > z; y
|uj(c;)] = 7. Como 0 < |uj| < v en (zj,¢;), entonces F(u;) < 0 en (z;,¢;), por lo
tanto existen a; y b; tales que z; < a; < b; < ¢; con |u;(a;)| = § vy |u;(bj)| = ay
como F es decreciente en [§, o], F(§) > F(u;) para todo § < u; < a.

Ahora notemos que

p(N—-1) !
(r =1 E(r, dj))

N - ]_ PN —2p p -1
= p(—l)r NP—QIHE(T) 4t )E’(r)
p_
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PN = 1) enozper | (p — 1)[u'(r)]” pN-2pi1

=——r + F(uj(r))| —r »1 (N =1 (r)]?
o ) (u;(r)) ( ) (1)]
Np—2p+1
p— ) )

Integrando en (g;, ¢;) la igualdad anterior y como
lu;(g;)] = |uj(c)| =, F(u;(g;)) =0 = F(uj(c;)), se sigue que

p(zz;\r:ln ) , p(;\’:ll) , » o Np—2p+1
AN T N 1 R LR T i

- P p 4 p—1
(2.16)

Como g; es acotado existe una subsucesién, que denotamos igual, (¢;) tal que ¢; — ¢,
donde ¢* < oo, asf u(q*, d*) = . Como u; — ' uniformemente en [0, ¢* + 1], entonces
ui(q;) — u'(q*, d*). De (2.16) se sigue que

p(N—-1)

Cj —2)p —(g*) »— "(g*, d*)|P(p — 1
liminf/ (U Py (ty)ae >~ T WD) gy
q

j—00 p

Ahora como z; = o0 y 2; < a; < bj, entonces a; — o0.

Como ¢; < a; < b; < ¢, por la Afirmacién 3

cj _9)p bj —2)p
/ £ Py (1))t < / £ P (uy (1) dt

a5 aj

% (1\;:11)? (1\;:11)1? p— 1

() (2 =) (=)

a\ B=beog p—1
o= (r=15)

<F
<F|-=
- 2
(N-1)p _ -1
< (2 (221
277 (N —1)p

cuando j — +o00. Se sigue que

% (N-2)p+1
/ £ Py (1))t — —o0,

aj
pero esto contradice (2.17). Por tanto |u;(r)| <y para j grande y r > z;. Asi queda
demostrada la Afirmacion 5.
Retornemos ahora a la demostraciéon del Lema 2.5. Supongamos que u; tiene otro
cero en t; > z;, entonces existe un extremo local para u; en un valor s; tal que

z; < s; < t;. Como la energia es decreciente se sigue que E(t;) < E(s;). Por los
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Lemas 1.8 y 1.9 se tiene que

(p — D} (&)1
p

0< < F(u;(s;))-

De (H5) se sigue que |u;(s;)| > 7. Luego de la Afirmacién 5, para j suficientemente
grande y para todo r > z; tenemos que |u;(r)| < 7, asi |u;(s;)| < 7, lo cual es una

contradiccién, por tanto, no existe un cero de u; mayor que z;.

[]
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Capitulo 3
Prueba del Teorema Principal

En este capitulo probaremos el Teorema A, es decir demostraremos que existen solu-

ciones del problema (1.1)-(1.2) con un numero prescrito k de ceros (k =0,1,2,...).

3.1. Prueba del Teorema A

Sea

So={d>~:u(r,d) >0 paratodo r>0}.

Afirmacién. Sy # ().

Demostracion. Probemos que v € Sy. En efecto, si d =, u(0,7) =~ > 0. Asi

p—1

E(0,r) = 1w (0)|P + F(u(0)) = 0.

Como E es decreciente, E(r) < 0 para todo r > 0. Probemos que E(r) < 0 para
todo r > 0. En efecto, supongamos lo contrario, esto es, F(r;) = 0 para algin r; > 0.

Como E es decreciente
0=FE(0,v) > E(r,y) > E(r;,7) =0,  VYre(0,r),

luego E(r,v) = 0 para todo r € [0,7,]. Por tanto E'(r,7) = 0 para todo r € [0, r1].
Luego u'(r,7y) = 0 para todo r € [0,r;], asi u(r,y) = v para todo r € [0,r], lo cual
contradice el Lema 1.7, por tanto F(r) < 0 para todo r > 0.
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Demostremos ahora que u(r,7y) > 0 para todo r > 0. Supongamos que existe ¢ty > 0

tal que u(to,y) = 0, luego

E(to,y) = 2=

lo cual es una contradiccién con lo demostrado arriba, ya que E(tg,y) < 0. Por tanto

concluimos que u(r, ) es positiva para todo r € [0,00) y asi v € Sp. O
Afirmacion. Sy estd acotado superiormente.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Supongamos que Sy no esta acotado

superiormente, luego existe una sucesién (d,) en Sy tal que d, — o00. Definamos
q=p+1
Ap =dp * , asi A\, — o0. Del Lema 2.1, se sigue que lim u),, = v uniformemente
n—0o0

en subconjuntos compactos de [0, 00) donde v es solucién de (2.1)-(2.2). Por el Lema
2.3, v tiene un cero, entonces para n suficientemente grande tendriamos que u,, tiene
un cero. Se sigue que u(r,d,) tiene un cero para n suficientemente grande lo cual es

una contradiccion ya que d,, € Sy. Por tanto Sy esta acotado superiormente. O

De las dos afirmaciones anteriores garantizamos la existencia de dy := sup Sp.
Lema 3.1. dy € 5.

Demostracion. Como d > =, para todo d € Sy, se sigue que dy > 7. Sélo resta probar
que u(r,dy) > 0 para todo r € [0, 00).

Supongamos, por contradiccién, que exista 1o > 0 tal que u(rg,dy) < 0. Para cada
n € N existe d, € Sy tal que d, + % > dy. Por la dependencia continua de las
condiciones iniciales, tenemos que u(rg,d,) < 0 para n suficientemente grande, lo
cual es una contradiccion pues d, € Sy para todo n € N. Hemos demostrado que
u(r,dy) > 0 para todo r € [0, 00).

Supongamos que existe 1 > 0 tal que u(ry,dy) = 0. Luego u tendria un minimo
en 7, y como u € C([0,+00)), u'(r1,dy) = 0. Por el Lema 1.9, u = 0, lo cual es
una contradiccién ya que u(0) = dy > 0, por tanto u(-,dp) es positiva en [0, c0),

asi d[) c So. ]

Sea d > dy. Denotemos por z1(d) el primer cero de u(-,d). Notemos que para d > dy,
u(r,d) tiene al menos un cero, ya que d ¢ Sy. Es interesante saber que ocurre con

z1(d) cuando d — dg, esta inquietud se resuelve en la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.1. lim z(d) = occ.
d—df

Demostracion. Razonemos por contradiccién, supongamos que lim 2 (d) = z4, < 00.
d—df

Como u(r,d) — u(r,dp) uniformemente en compactos cuando d — dp, esto implica
que u(zqy, do) = dh’rg u(z1(d), d). Luego u(zq,,dy) = 0, sin embargo por el Lema 3.1,
—ao

u(z4y, do) > 0. Esta contradiccion demuestra que dligl_‘_ 21(d) = 0. O
0

Nuestro objetivo ahora serd probar que u(r, dy) decae a cero cuando r — oco. Para ello

es necesario primero demostrar ciertos resultados sobre el comportamiento de u(-, dy)

y E(adO)
Proposicién 3.2. E(r,dy) > 0 para todo r > 0.

Demostracion. Supongamos lo contrario, esto es supongamos que existe 1o > 0 tal
que E(rg,dy) < 0. Por la continuidad de E existe § > 0 tal que E(rg,d) < 0 para
todo d € (dy,dy + ). De otra parte como d > dy, entonces u(r,d) tiene un primer

cero en z1(d), asi F(u(z,d)) = F(0) =0.

Baa(d),d) = 2= L (@) > 0.

Como E es decreciente, entonces z1(d) < 19, lo cual contradice la Proposicién 3.1,

por lo tanto E(r,dy) > 0 para todo r > 0. ]
Lema 3.2. u (r,dy) < 0 para todo r € (0, +00).

Demostracion. Primero probemos que u es decreciente en (0, ¢€), para algin € > 0.

Sabemos que

erl\ul|p’2ul == /7” stlf(u(s))ds.

0
Dividiendo ambos lados de la igualdad por ¥, tomando limite cuando r — 0%, y

usando la regla de L’Hospital

A .
o fu(r) o f(u(0)  f(do)
- e iy AL

La ultima desigualdad es cierta, ya que f(dy) > 0 puesto que dy > v > f.

De lo anterior se sigue que existe ¢ > 0, tal que u (r) < 0 para r € (0,€).
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Sea [0, Ry,] el intervalo méximal donde u' < 0 en (0, Ry, ). Se presentan dos posibles
casos:

Caso 1: Si Ry, = 0o, entonces u < 0 en (0,00), y con esto habrfamos terminado la
prueba del lema.

Caso 2: Si Ry, < 0o, entonces como u’ es continua tenemos que 1’ < 0 en (0, Ry,) v
u' (Rg,) = 0.

Afirmacién. 0 < u(Ry,) < S.

Demostracion. Supongamos que u(Rgq,) > f, asi f(u(Rq4,)) > 0. Por la continuidad
de f(u), existe 6 > 0 tal que f(u) es positiva en (Ry, — 0, Ry, ). Para r € (Ry, — 9, R4,)

se cumple que

/

- / " (- @ (1) = / )t
R,
— R (Ra) P2 (Ray) = 7l ()2 ()] = / N7 f (u(t))dt

Ray
N () P2 () = / VL (u(t))dt > 0.

Ast u'(r) > 0 para r € [Ry, — 6, Ry,), pero esto contradice la suposicién u' < 0 en
(0, R4, ). Por lo tanto 0 < u(Ry,) < f.

La afirmacién anterior implica que F(u(Rg,)) < 0. Como u'(Rg,) = 0 se sigue que
E(Rdm do) = F(U<Rdo>) <0,

lo que contradice la Proposicién 3.2. Por tanto u’ (r,dy) < 0 para todo r > 0.

Como u(r,dy) > 0y u'(r,dy) < 0 en (0,00), se sigue que lim u(r,dy) existe.
r—00

Lema 3.3. lim u(r,dy) = U > 0, donde U es un cero no-negativo de f.

r—00
Demostracion. Como E(r,dy) es decreciente y estd acotada inferiormente por cero

tenemos que lim E(r,dy) =: E < oo. Ademas,
T—00

P (o) = B, do) — F(ulr, o).
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Como el limite cuando r — oo de ambos términos de la derecha existe, se sigue que

-1
lim 2= 2 (7)) = E — F(U).
r—0o P
Asi, lim |u'(r)| existe. Afirmamos que lim |u'(r)| = 0. En efecto, supongamos que
r—00 r—00

esta afirmacion es falsa, esto es, lim |u'(r)| = £ > 0. Por lo tanto existe R € R* tal
r—00

que
, £
lu ()] > 3 Vr > R. (3.1)
Como |u'(r)| = —u'(r), integrando (3.1) en el intervalo (R, ), se tiene que:
/ —u/ (t)dt > / §dt,
R R 2
entonces
£
do > u(R) 2 u(R) —u(r) > Z(r — F) — oo,
T—00
lo cual es una contradiccién, pues dy < oo. Por tanto lim |u'(r)] = 0, asi
r—00
Tlg]gou (r)=0.
Como

Wiy, P e

T rN ’

por la regla de L’Hospital se sigue que

- / tNf(u(t))dt

/ p—2,"
0= lim |u(r)|—u(r) — lim 0
r—00 T r—00 T

oy i
= Jim T =

N

Luego f(U) = 0, por lo tanto U es un cero no negativo de f. O
Lema 3.4. U = 0.

Demostracion. Notemos que al tomar limite cuando r — oo en

p—1

E(T, do) = |U,,(T‘, d0>|p + F(U(?”, dO))7

obtenemos que E = F(U). De otra parte por la Proposicién 3.2, E > 0, luego
F(U) > 0. Supongamos que F(U) > 0, luego U > =, pero por el Lema 3.3 f(U) = 0,
entonces se debe tener que U < [ < =, lo cual es una contradiccién, por tanto

F(U) = 0. Asi necesariamente U = 0 O
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Hemos demostrado hasta este momento la existencia de una solucién u(r, dy) para el
problema (1.1)-(1.2), tal que u(-,dp) > 0 en [0, +00) y Hm u(r,dy) = 0.
r—00

A continuacién consideremos el conjunto
Sy :={d>dy:u(-,d) tiene exactamente un cero en [0,00)}.

Afirmacién: S; # 0 y Sy estd acotado superiormente.

Demostracion. En efecto, sea d > dy, luego d ¢ Sy, es decir u(r,d) tiene al menos
un cero. De otra parte por el Lema 2.5 si d es suficientemente cercano a d, entonces
u(r,d) tiene a lo sumo un cero, por lo tanto u(r,d) tiene exactamente un cero. Asi,
S # 0.

Probemos ahora que S esta acotado superiormente. Razonemos por el absurdo, su-

pongamos que existe una sucesién {d,} en S; tal que d, — +oo. Definamos

n—-+o0o
g—p+1
Ap=dn ", asi A\, — 00. Del Lema 2.1 se sigue que u), — v uniformemente en
n—oo n—oo

subconjuntos compactos de [0, o0), donde v es solucién de (2.1)-(2.2). Por el Lema 2.4
v tiene infinitos ceros en [0, 00), en particular v tiene dos ceros en el intervalo [0, K],
con K < oo. Luego existe N € N tal que u,, tiene dos ceros en el intervalo [0, K + 1]
para n > N. Se sigue que u(r,d,) tiene dos ceros en [0,00) para n > N, lo cual es

una contradiccién ya que d,, € S;. Por tanto S estd acotado superiormente. O

Sea dj := sup S;. De manera similar a como se hizo con u(-,dp), se demuestra que
u(-, dy) tiene exactamente un cero en [0,00) y lim u(r,d;) = 0.
r—00

Continuando este proceso de manera inductiva, definimos el conjunto
Sk :={d > di_1:u(-,d) tiene exactamente k ceros en [0, 00)}.

Luego se demuestra que S;, # () y que Sy es acotado superiormente, lo cual garantiza
la existencia de dj := sup Si. Seguidamente se prueba u(-,d) tiene exactamente k
ceros en [0, 4+00) y u(r,dy) — 0.

T—00

Se concluye asi la demostracion del Teorema A.
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