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Resumen

En los estudios de encuestas por muestreo, es comun que los investigadores requie-
ran estimaciones a nivel de dominios. Sin embargo, estos dominios suelen presentar una
muestra reducida o incluso nula, lo que genera varianzas estimadas elevadas y, en con-
secuencia, estimaciones que no cumplen con los estandares de calidad requeridos. En los
casos donde no hay muestra en un dominio especifico, ni siquiera es posible calcular el
estimador de interés utilizando el disefio muestral.

Para abordar esta problematica, surge la metodologia de estimacion en areas pequefias
(SAE, por sus siglas en inglés), que permite obtener estimaciones confiables a partir del
uso de informacion auxiliar disponible para toda la poblacion. Esta metodologia emplea
modelos estadisticos que combinan los datos muestrales con predicciones sobre las uni-
dades no observadas, permitiendo asi obtener estimaciones precisas, incluso en dominios
sin muestra. Generalmente, se utilizan modelos lineales mixtos para variables continuas y
modelos lineales generalizados mixtos en el caso de proporciones.

Los modelos tradicionales requieren cumplir ciertos supuestos, como la relacion lineal
entre las variables auxiliares y la variable objetivo, asi como la normalidad de los errores
asociados. Ademas, presentan limitaciones como la multidimensionalidad y la sensibili-
dad a valores atipicos. Por esta razon, es necesario explorar enfoques mas flexibles.

El proposito de este trabajo es presentar una metodologia basada en modelos de apren-
dizaje automatico con efectos mixtos, que permite calcular los estimadores en areas pe-
quenas sin depender de los supuestos lineales. Esta estrategia ofrece ventajas como la
robustez ante valores atipicos y una mejor seleccion de variables. Sustituyendo el modelo
lineal por un modelo de aprendizaje automatico, se siguen los mismos pasos de estimacion
del parametro y su medida de error segun la metodologia SAE. Finalmente, se realizara
un ejercicio de simulacion basado en el modelo para comparar las estimaciones, el error
cuadratico medio y el sesgo de cada metodologia evaluada. Los resultados muestran que
los modelos propuestos constituyen una alternativa viable, ya que logran estimaciones si-
milares a las metodologias tradicionales, obteniendo una ganancia frente a los supuestos
en la metodologia tradicional.

Palabras clave: Estimacion, area pequeia, proporcion, modelos, semiparamétrico,
machine learning.




Abstract

Sample surveys have been traditionally recognized as cost-effective means of obtai-
ning information to provide estimates for different parameters, not only for the total po-
pulation of interest but also for various subpopulations (domains) not large enough (even
null) to support direct estimates of adequate precision and then not publishable. Small area
estimation is a methodology that considers diverse methods to use available auxiliary in-
formation for the whole population to allow us to estimate the parameters in the domains
(small areas). One possibility is to consider a linear mixed model or a mixed generalised
model in the case of estimating a total population to estimate the variable of interest for
the non-sampled units, allowing us to get an estimation for all the domains combining
sampling units and non-sampling units. However, traditional models must fulfill some as-
sumptions; for instance, the relationship between the auxiliary variables and the variable
of interest must be linear, and the associated prediction errors must follow a particular
probability distribution, raising problems of multicollinearity and outliers in some cases.

Therefore, we propose in this paper a strategy to substitute the traditional mixed ge-
neralised model for a more flexible one. In particular, we study a different approach using
machine learning regression methods with mixed effects for estimating proportions in
small areas without considering any assumptions and obtaining a gain in robustness for
outliers and variable selection. Some approaches have already been proposed in the litera-
ture for small-area estimation of proportions. The idea is to substitute the linear model with
a machine learning regression method following the same stages for estimating the para-
meter and its precision according to traditional small-area estimation methods. We present
a simulation exercise considering model-based and design-based inferences (logistic mi-
xed models, mixed effects random forest, and mixed effects tree boosting) to compare
mean squared errors, biases, and computation times for all the methods considered. Also,
an actual application for the evaluation of the National Program for the Substitution of
Illicit Crops in Colombia is shown, considering these methods to estimate the proportion
of families that have suffered forced eradication in the rural areas of the country.

Keywords: Estimation, small area, proportion, models, semiparametric.
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1. Introduccion

Las encuestas por muestreo son una herramienta importante para para los gobiernos,
centros de investigacion, empresas, entidades publicas y demas organizaciones que deseen
conocer alguna caracteristica sobre una poblacion de interés. Un censo no siempre resul-
ta ser la mejor opcidn; su alto costo, complejidad de implementacion, tiempo que lleva
la recoleccion de toda la informacion, entre otras problematicas hacen que evaluar la ca-
racteristica de interés sobre toda la poblacion no sea lo mas eficiente. Es por esto que es
necesario implementar una estrategia muestral probabilistica donde, por medio de un mé-
todo de seleccion se extrae de la poblacion una muestra sobre la cual se mide la variable
objetivo y haciendo uso del disefio muestral y los estimadores de los parametros que se
desean conocer, se puede inferir sobre esa muestra a toda la poblacion.

Al plantear el disefio muestral, se calcula el tamafio de muestra 6ptimo que permite
hacer estimaciones sobre la variable de interés con una precision confiable. Cuando se
hace el célculo del tamafio muestral, normalmente se realiza para el total de la poblacién
o para los dominios en los que se espera tener estimacion confiable, con el fin de obtener
estimaciones de la variante del estimador con una magnitud pequefia. Sin embargo, en
la implementacién del estudio cuando ya se obtuvo la muestra puede surgir el interés de
calcular estimaciones sobre algiin dominio en la poblacion no planificado. Como la estra-
tegia muestral fue pensada para la estimacion del total poblacional cuando se evaltan las
estimaciones sobre los dominios se puede dar el caso de tener coeficientes de variacion
estimados altos que no permiten hacer inferencia vélida a la poblacion. También es posi-
ble que para ciertos dominios ninguno de sus elementos resulte seleccionado en la muestra
por lo que ni siquiera se puede pensar en obtener una estimacion haciendo uso del disefio
muestral.

En la literatura se encuentran diferentes propuestas para dar solucion a los problemas
mencionados, la metodologia de estimacion de areas pequefias o modelos SAE utiliza in-
formacion auxiliar disponible para toda la poblacion con el fin de obtener estimaciones de




la caracteristica de interés sobre los dominios con o sin muestra y con una precision con-
fiable que permita hacer valida la inferencia en estos dominios. En los métodos basados en
el modelo para SAE se plantea que haciendo uso de los datos muestrales y la informacion
auxiliar que se dispone, se construye un modelo lineal mixto donde la estructura jerarquica
corresponde a las areas o dominios de interés sobre los cuales se desea hacer estimacion.
A partir de las estimaciones de este modelo, se construye un estimador compuesto, el cual
permite estimar sobre las areas no muestreadas o las que poseen poca muestra con una
mayor precision en comparacion a las estimaciones directas obtenidas a partir del disefio
muestral. El problema de estimacion en areas pequefias se ha estudiado incluso para la
aplicacion de pruebas estandarizadas en muestras de estudiantes e instituciones educati-
vas como lo presentado en Tellez et al. (2020, 2021, 2024).

Los métodos tradicionales de estimacion en areas pequefias, son usados para estimar
parametros lineales como totales, medias o proporciones. Sin embargo, para el caso de
una proporcion, haciendo uso del modelo a nivel de unidad , el costo computacional es
muy alto, dado que para la estimacion del parametro se hace uso del método de simulacion
Monte Carlo y para la estimacion del error cuadratico medio se usan técnicas de remues-
treo, lo que hace que el proceso iterativo se vuelva extremadamente largo. En este trabajo
se propone una metodologia para la estimacion de proporciones en areas pequefias, basada
en la inferencia por modelo, en la cual el modelo lineal mixto clasico es sustituido por un
modelo de aprendizaje supervisado.

El modelo lineal logistico mixto debe cumplir ciertos supuestos; entre estos, se de-
be asumir una relacion lineal entre las variables auxiliares con la variable objetivo; se
asume una distribucion normal de los errores asociados al modelo. También es necesario
considerar el problema de multicolinealidad, la multidimensionalidad y la deteccion de
datos atipicos. Estos supuestos dificultan la implementacion de los modelos lineales pues
no siempre se pueden cumplir, es por esto que se hace necesario la implementacion de
una estrategia que nos permita sustituir el modelo lineal logistico mixto por un modelo
mas flexible, en donde no se deban cumplir estos supuestos y se pueda tratar los proble-
mas mencionados. El propdsito de este trabajo es presentar una metodologia en la cual se
sustituye el modelo lineal logistico mixto por un modelo de aprendizaje automatico, mas
especificamente métodos de clasificacion mediante arboles aleatorios con efectos mixtos,
se evaluaran los métodos de bagging y boosting para reducir la varianza y el sesgo en las
estimaciones. Bajo esta metodologia no se deben cumplir los supuestos mencionados an-
teriormente, lo cual facilita su implementacion, por lo tanto, el siguiente paso es evaluar
las estimaciones por medio de las medidas de precision y compararlas con las estimacio-
nes directas y los métodos tradicionales de areas pequeiias.

La metodologia propuesta sera evaluada por medio de un ejercicio de simulacion, en
donde se probaré cada uno de los modelos en diferentes escenarios de muestra y supuestos,
en donde se determina que el modelo GPBOOST el cual es un proceso gausiano que usa la
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técnica de ensamblaje boosting resulta ser una excelente alternativa no paramétrica para la
estimacion de la proporcion en areas pequenias, mostrando resultados similares en cuanto
a las estimaciones con el modelo mixto tradicional y una mejora en las estimaciones de las
medidas de precision. Finalmente se emplea esta técnica en datos reales, para obtener la
estimacion de una proporcion en la encuesta de evaluacion del programa PNIS (programa
de sustitucion de cultivos ilicitos en Colombia), obteniendo informacion no solo a nivel
nacional si no a nivel de todos los departamentos participantes en el programa.




1.1. Notacidn matematica

Supongamos que se tiene una poblacion finita U de individuos de tamafio finito N
que consta de D subconjuntos denominados dominios, los cuales se denotan como U,
Us,..., Up con tamafios poblacionales Ny, Ns,...,N,,..., Np, donde el indice 1 = 1,..., D
indica cada dominio o area. Para cada individuo dentro de la poblacion se tiene un vector
de informacion auxiliar denotado por x;;, €l cual esta compuesto por p variables.

Para cada individuo se define la variable respuesta y;; la cual corresponde a la ob-
servacion para el individuo j (j = 1,...,IV;) en el area i. El objetivo de este trabajo es
estimar una proporcion poblacional por lo que la variable objetivo es de tipo dicotémica
Y;; € {0;1}, el valor 1 indica la tenencia de la caracteristica de interés. Para estimar esta
proporcion poblacional, se extrae una muestra s del universo U por medio de un disefio
muestral probabilistico p(s). Esta muestra consta de n unidades divididas en tamafios de
muestra ny, na, ..., np para todas las dreas . Denotamos a s; como la submuestra del area
i; cabe resaltar que es posible tener tamafios de muestra n; = 0. La variable objetivo Y;
esta disponible para cada unidad dentro de la muestra.

o N\

Poblacion finita ) ‘- Muestra

U=U1UU2U“'UUD |:> 3251U52U"'U5D

N:N1+N2 +“'+ND n:n1+n2 +'“+nD

A P4 - J/

Informacioén auxiliar Variable objetivo
Xi11 pr

Ko | com .
Xingt - Xingp Yij € {0;1}

Figura 1.1: Notacion matematica.
Fuente: Elaboracion propia.




2. Marco Teorico

Cuando se requiere hacer estimacion en dominios no planificados en la estrategia
muestral en donde las estimaciones directas no proporcionan estimaciones confiables se
tienen varias alternativas para su tratamiento. En primer lugar, podemos pensar en aumen-
tar el tamafio de muestra en estos dominios; sin embargo, esta solucion resulta ser muy
costosa y poco eficiente. Es por esto que surge la metodologia denominada estimacion
de areas pequeifias, la cual consiste en estimar parametros en subconjuntos de la poblacion
(Ilamados areas pequefias o dominios) haciendo uso de informacion auxiliar disponible pa-
ra todos los individuos de la poblacion o para todas las particiones conocidas como areas
o dominios. En esta metodologia se usan las estimaciones directas construidas a partir del
disefio muestral y con la ayuda de los datos auxiliares se construyen modelos que permitan
hacer la estimacion de la variable objetivo en las areas con muestra pequeia o incluso nula.

Como se ha mencionado anteriormente esta metodologia es posible gracias al uso de
informacion auxiliar por lo que se define el vector Xyj= (2;;1, Zij2, ..., Zijp) €l cual con-
tiene p variables explicativas y esta disponible para cada unidad j en el area ¢ dentro del
universo U.




2.1. Estimacion basada en el disefio y en el modelo
En primer lugar se definen los principales pardmetros a estimar, los cuales son:

» Total poblacional: se define como la suma de la variable de interés Y en el universo,
se calcula mediante la siguiente expresion:

=2 U
U
El total poblacional de la variable Y en el area i es:

tyi = Z Yij
U;

s Promedio o proporcion poblacional: se define como la suma de la variable de
interés Y en el universo sobre el tamafio poblacional N, se calcula mediante la

siguiente expresion:
_ 1
W=y 2

La proporcion poblacional corresponde al caso particular de un promedio cuando
y; se asume como una variable dicotomica que toma el valor de 1 si el j-¢simo
individuo tiene el atributo de interés y de 0 en otro caso.
El promedio poblacional de la variable Y en el area ¢ es:

_ 1
tyi = ﬁz%
7 U,

= Razon poblacional: se calcula como el cociente de totales, el primer total asociado
a una variable de interés Y, el segundo total asociado a una variable de interés Z,
se calcula mediante la siguiente expresion:

by _ 2uYs
t: Du%

La razon poblacional entre las variables Y y Z en el area ¢ es:

_ 2, Yi
ZUi <ij

R =

R;

Existen dos tipos de estimadores en muestreo, los que provienen de la inferencia ba-
sada en el disefio y la inferencia basada en el modelo, estos se presentan a continuacion.
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2.1.1. Estimacion basada en el disefo

Bajo este tipo especifico de estimacion, se asume que el pardmetro a estimar es una
constante desconocida haciendo uso del disefio muestral para la estimacion. La muestra
se obtiene de un mecanismo de seleccion aleatorio por lo que para cada individuo se co-
noce la probabilidad de inclusion 7, a partir de esta se construyen los pesos muestrales
w; que corresponden al inverso de la probabilidad de inclusion. El m—estimador, que de-
finiremos mas adelante, es el principal estimador basado en el disefio el cual es insesgado,
sin embargo, a medida que el tamafio muestral disminuye la varianza estimada de éste
aumenta.

n Estimador del total: para estimar el total se usa el estimador de Horvitz-Thompson
(Sarndal, 1992):
by, = Z WijYij
JEs;

w;j = T% es el peso muestral o factor de expansion del individuo j en el area ¢
ij

D
ty = Z ty;
=1
donde, fyi es la estimacion de la variable objetivo Y enel area? parai =1,..., D

La estimacion de la varianza de fyi y fy es Sarndal (1992):

~ o Ajiy; yi
Vi) =) P,

jeSi lEsi

donde 7;; es la probabilidad de inclusion de segundo orden de los individuos ¢, j y
Ajl = 7le — 7Tj7Tl

~oa ANy y; i
Vit,) = L el
(£,) ;%W —

s Estimador del promedio o proporcion: para estimar el promedio se usa el estima-
dor del total de Horvitz-Thompson (Sirndal, 1992):

o 1
Y, = N, Z WijYij

JES;

o 1
Y = Nzwjyj

Jj€Es




La estimacion de la varianza de i/; y Y es (Sarndal, 1992):

s 1Y Ui
Y Zzﬂjlﬂ'jﬂ'l

Z j€s; les;

Z Z Aj Yi Y
N2 T T T

jEs les

~ Directo

A lo largo del documento se denota 6; como el estimador de la proporcion de
la variable objetivo Y en el dominio ¢, usando el disefio muestral, es decir a partir del
estimador Horvitz-Thompson:

A Directo
ei E wzj yz]

JGSz

2.1.2. Criterios para la publicacion de las estimaciones

Determinar si la estimacion obtenida a partir de una encuesta probabilistica es o no
publicable es un problema en el cual han trabajo diferentes oficinas de estadistica. Se de-
be cumplir con ciertos criterios de calidad, los cuales aseguran que la cifra publicada es
confiable, (CEPAL, 2023) establece un esquema, figura 2.1, con diferentes criterios para
determinar si es o no publicable una estimacion, las cuales tomamos como referencia para
este trabajo.

Es necesario definir los siguientes términos los cuales hacen parte de los criterios de
calidad:

s UPM: unidad primaria de muestreo, corresponde al primer nivel de seleccion en
un disefio de muestreo por etapas. Por ejemplo, en encuestas de hogares, las UPM
suelen ser los municipios, dentro de los cuales se seleccionan manzanas, viviendas
o individuos en etapas sucesivas.

m Tamafio de muestra efectivo: cuando se obtiene una muestra a partir de un disefio
muestral complejo, no se cumple que las respuestas 41, 4o, ..., ¥, sean independien-
tes e igualmente distribuidas debido a la forma jerarquica de la seleccion de los
hogares y a la interrelacion de la variable de interés con las UPMs, por esto se esta-
blece el tamafio de muestra efectivo el cual es una aproximacion al valor del numero
de unidades en la muestra que cumple el principio de independencia e igualdad en
la distribucion.

"l = DEFF




DEFF = > V(é)( 5> hace referencia al efecto del disefio que corresponde al cociente
MAS

de la varianza estimada del estimador 6 bajo el disefio muestral propuesto sobre la
varianza estimada bajo un muestreo aleatorio simple.

Grados de libertad: Los grados de libertad cuantifican el numero de unidades inde-
pendientes, estos hacen parte del calculo de los intervalos de confianza por lo que
son uno de los criterios a tener en cuenta en la publicacion. Bajo disefios muestrales
complejos, estos se obtienen por la siguiente expresion:

gl=n;—H

Donde n; es el numero de UPMs, las UPMs son las unidades muestrales de la pri-
mera etapa, y H es el numero de estratos en la muestra.




¢El tamario de
muestraes mayor —— No
a153 unidades?

¢Eltamafio de muestra
efectivo es mayor —— No —»
aBlunidades?

¢Los grados de
libertad son —— No
mayores a 14?

I“‘_nE

¢El coeficiente
de variacién es — No
menora20%?

L -

Suprimir la
estimacion

Publicar la
estimacion

Figura 2.1: Criterios para la publicacion.

Fuente: (CEPAL, 2023).
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2.1.3. Estimacion basada en el modelo

Bajo este tipo especifico de estimacion, se asume que el parametro a estimar es una va-
riable aleatoria. La poblacién es considerada como la realizacion de un proceso aleatorio;
es decir, se asume que las observaciones de la variable objetivo Y = (1, %3, ..., yn)  son
realizaciones de las variables aleatorias Y7, Y5, ..., Yy, se asume que estas variables siguen
una distribucion de probabilidad y se hace uso de esta distribucion para la estimacion del
parametro de interés.

Es fundamental contar con informacidn auxiliar fuertemente correlacionada con la va-
riable objetivo para poder emplear esta metodologia, normalmente se usan los microdatos
de los censos y registros administrativos. Sin embargo esta informacion es dificil de con-
seguir debido a las politicas de confidencialidad y puede que no estén disponibles con toda
la informacion (variables u observaciones en algunas variables) para uso publico. Depen-
diendo de la variable objetivo y el tipo de estimador que se quiera emplear (total, media,
proporcion, razdén, cuantiles, entre otros) es necesario contar con informacion a nivel de
area o individuo. Por ejemplo supongamos que tenemos una variable objetivo Y de tipo
continuo y queremos estimar la media de esta variable para el 4rea ¢ en el escenario de la
estimacion basada en el modelo es:

. 1 " N; .
b=y | 2wt Do XuB
j=1 Jj=n;+1
La primera parte de la sumatoria corresponde a la suma de los datos muestrales en
el dominio ¢, la segunda es la estimacion por medio de un modelo lineal de los datos no
muestrados en el dominio ¢. cuando estamos estimando parametros lineales no es nece-
sario tener la informacion a nivel individuo, por la forma como se define la sumatoria es
suficiente conocer el total de las variables auxiliares en el dominio 4, tx, = Zjvzl Tij1-
Esto es de gran ayuda pues como mencionamos anteriormente tener acceso a la informa-
cion a nivel de microdatos en ocasiones puede ser muy dificil.

Cuando nos encontramos en la situacion donde se dispone de datos auxiliares altamen-
te correlacionados con la variable respuesta se puede hacer uso de estimadores sinteticos
0 compuestos, los cuales son basados en el modelo:

» Estimador sintético: se basa en un modelo de regresion lineal el cual se puede plan-
tear a nivel de individuo o a nivel de area, dependiendo de la informacion auxiliar
que se disponga, esta dado por la expresion Lahiri & Pramanik (2019) :

nSintetico __ <’
0; =X,0
/
e = = 1
donde X, = (l’il, L2y eves mip) con rip, = N, ZUi Tijp

3 es el estimador de minimos cuadrados ordinarios de 3
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s Estimador compuesto: El estimador directo es insesgado pero con varianza alta
cuando se tiene poca muestra, mientras que el estimador sintético es sesgado pero
con menor varianza, por lo que se considera una combinacion lineal de estos deno-
tado como el estimador compuesto Molina (2019):

HhComp nDirecto HSintético

Para un «; € [0, 1]. Cabe resaltar que cuando «; = 0, estamos en el escenario de
n; = 0, por lo que la estimacion queda dada por la estimacion del modelo. Existen
diferentes métodos para la eleccion de «;: una primera opcion es elegir el «; tal que
minimice el error cuadratico medio; una segunda opcion es seleccionarlo segln el
tamafio muestral del dominio, cuando se tiene una muestra grande el «; debe ser
mayor, de tal forma que se le de un mayor peso al estimador directo garantizando la
disminucién del sesgo y al tener buena muestra la varianza no sera tan grande; en
el caso contrario es mejor proporcionar un mayor peso al estimador sintético.

2.2. Metodologias de estimacion en areas pequetias

Los métodos basados en modelos asumen un modelo para la poblacion es decir la
variable objetivo Y sigue una distribucion y los valores y; son valores aleatorios de esta
distribucion, asi que los valores muestrales y la construccion del estimador se basa en el
modelo o distribucidn de la poblacion. Existen dos tipos de modelos en esta metodologia:

= Modelos a nivel de area: la informacion auxiliar esta al nivel de 4rea o el dominio
a estimar, por lo que el modelo se establece a nivel de area, por ejemplo informacion
auxiliar a nivel de municipio como la tasa de ocupacion.

s Modelos a nivel de unidad: La informacion esta a nivel de los individuos, es decir
se tiene acceso a microdatos de la informacion auxiliar, por ejemplo registros ad-
ministrativos o censales por persona, en este escenario se plantea el modelo a nivel
de individuo o unidad.

(Molina, 2019) presenta una recopilacion de las metodologias SAE desarrolladas en
los ultimos afios:

2.2.1. Estimador EBLUP basado en el modelo Fay-Herriot

El modelo Fay-Herriot (FH) es un modelo lineal a nivel de drea muy usado en las
estimaciones SAE, fue propuesto por (Fay y Herriot, 1979), este modelo relaciona los
parametros de interés 6; para todas las areas con ¢ = 1, ..., asumiendo que éstos valores
varian respecto de un vector de p variables auxiliares x; = (i1, Tio, ..., T;p) de forma
constante para todas las areas, siguiendo un modelo de regresion lineal (Molina, 2019):
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0, =xB+u;, i=1,....D (2.1)

donde 3 es el vector que contiene los p coeficientes de la regresion y p; es el término
de error de la regresion asociado al area ¢, estos efectos aleatorios representan la heteroge-
neidad de los parametros #;, no explicada por las p variables auxiliares consideradas. En
la expresion mas simple, se asume que los u; son independientes e idénticamente distri-

. . , . iid
buidos, con varianza comtn o7, desconocida: y1; ~ N(0,07).

Dado que los 8; son desconocidos y se estiman con un error asociado al disefio muestral
e; (error muestral del area 7), denotamos el estimador directo como:

nDirect
ei 1recto — 91 + ei

Se asume que los errores muestrales son independientes entre si y también son inde-
pendientes de los efectos aleatorios de las areas, 1;, con media cero y varianzas conocidas

. iid D . ) .
Vs asi, e; ~ (0,1;). 1; = varyg <9ZDWC“’ ] 9i>, i=1,...,D, se estiman con los microda-
tos de la encuesta.

Con estas expresiones se obtiene el modelo a nivel de rea:

éiDz’recto — 13;,6 + 1 + e, 1= 17 ey D (22)

Siguiendo la metodologia de (Molina, 2019) el mejor predictor lineal insesgado (best
linear unbiased predictor, BLUP) bajo el modelo FH es:

07 = 2B+ i 2.3)
donde j1; = ; <é{3irecw — :c,B) es el BLUP de 1, siendo ; = O'Z/ (Ji + 2/12-) y donde
E es el estimador de minimos cuadrados ponderados de 3 bajo el modelo (2.1), dado por

D
B = (Z %m;mz> Z fyiwiéiDirecto‘
i=1 i=1

Sustituyendo 1; = ; (éiD"e"’t" — :I:ﬁ) en el BLUP bajo el modelo FH dado en (2.3),

podemos expresar el BLUP como una combinacién lineal convexa del estimador directo
y del estimador sintético de regresion, es decir,

B =P (1= ) B,

vi = 02/ (02 + 1) € (0,1), vemos que este peso depende del tamaiio muestral del
area 1 a través de la varianza ¢; del estimador directo y de la bondad de ajuste del modelo
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sintético medido por 02; asf que para un drea i en la que el estimador directo 7% sea
eficiente por el tamafio muestral en el cual se tenga una varianza muestral ¢; pequefia
comparada con la heterogeneidad no explicada o, v; = 02/ (02 + 1)) es cercano a uno

y por lo tanto 07 le da un mayor peso al estimador directo. En el caso contrario donde
las areas 7 en las que el estimador directo tiene una varianza muestral 1); sea mayor que
la heterogeneidad no explicada aﬁ, entonces ; se acerca a cero y por tanto se le da mas

peso al estimador sintético de regresion x; fﬂ . Otros autores que han estudiado el modelo
de Fay-Herriot son Li & Lahiri (2010), Marcheti et al. (2015), Casas-Cordero et al. (2016)
y Avila et al. (2020).

2.2.2. Estimador EBLUP basado en el modelo con errores anidados

Este modelo (BHF) fue propuesto por Battese, Harter y Fuller (1988) en donde se
modela la variable de interés en cada individuo 7 en un area ¢ por medio de un modelo de
regresion lineal:

Y=x;B8+u+e; i=1,...,D (2.4)

donde 3 es el vector de coeficientes de las variables auxiliares, comUn para todas las
areas, u; es el efecto aleatorio del 4rea i y e;; es el error a nivel de individuo. Al igual que
en el modelo (2. 1) los efectos aleatorios se consideran independientes de los errores, con

i ~ S (0,0 ) ye; ~ (() afkf]) siendo k;; constantes conocidas que representan la posible
heterocedastlcldad

La media poblacional se puede descomponer en la suma de los valores observados en
la muestra y los no muestreados en cada dominio:

! (ZYZﬁZYiJ—)

JEs; JES;

De esta misma forma se puede construir el estimador (Molina, 2019):

BLUP __ ar—1 BLUP
i (S i)

jesi Jesz

Donde Y;2"UF = x;;B+; es laestimacion de la variable objetivo Y a nivel de

individuo en los datos no muestreados. Se denota ,5 al estimador de minimos cuadrados
ponderados de 3 bajo el modelo (2.4).

Al igual que en el modelo (2.1) u; es el estimador BLUP de u; y los valores predichos
YBLUP son los BLUPs de las variables Y;;, j € 5; (Molina, 2019):
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VIMP = Bt
ai =% (gia - iia > Vi = JIQL/ (Ui - Ug/ai)

1 B | .
Donde ¥;, = q; Zj@i a;;jYi; Y Tig = a; Y jes MijTij las medias muestrales pon-
deradas de la variable respuesta y las variables auxiliares, respectivamente, con pesos

Aij = kij Y @ = Zjesi -

Para dominios con tamafo de muestra pequefio (n;/N; ~ 0) el estimador BLUP toma
la forma (Molina 2019):

YBEUP o {gia + (= — fm)lé} + (1 =) E;E

Dado que +; € (0, 1), el estimador BLUP es un promedio ponderado entre el estimador

— — _ ! . . .y
Uia + (T; — T;4) B conocido como estimador de regresion, en el cual se toman los efectos

de las areas u; como fijos en lugar de aleatorios y el estimador sintético de regresion, z;’ 3.

7: depende de los verdaderos valores de las componentes de la varianza del modelo
24),0 = (0, ag)/. Sustituyendo 6 por un estimador consistente 6 = (52, 6?)/ en el
estimador BLUP, se obtiene el estimador EBLUP (Molina, 2019):

EBLUP __ -1 - EBLUP
YEPHE = N, (ZYWFZYU )

JESs; JET;

ahora B es el resultado de sustituir 8 por el estimador O en E , los valores predichos ahora
son

}A/ifBLUP —z,B+
=5 (Tia ~ FiB) A = 67/ (57 + 52/ a)
El estimador BLUP es insesgado bajo el modelo (2.4), el estimador EBLUP sigue
siendo insesgado bajo el modelo (2.4), bajo ciertas condiciones sobre el estimador 8. Sin
embargo, ni el BLUP ni el EBLUP son insesgados bajo el disefio muestral, dado que

no se considera el disefio muestral, asi que bajo disefios muestrales con probabilidades
desiguales, se puede tener un sesgo bajo el disefio no despreciable.

Estimacion del Error cuadratico medio para el estimador EBLUP

(Gonzalez-Manteiga et al., 2008) proponen estimar el error cuadratico medio (ECM)
por remuestreo y (Molina, 2019) propone un procedimiento basado en Bootstrap paramé-
trico el cual consiste en:

1. Con los datos de la muestra ajustar el modelo Y;; = x;;3 + 1; + e;; para obtener
los estimadores de los parametros del modelo 3, 63 y 2.
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. Simular los efectos aleatorios de las areas siguiendo uf(b) ~fid N (O, &3) 1=
1,...,D.

. Simular, independientemente de los efectos de las areas uf(b), los errores Bootstrap
para las unidades de la muestra en el érea, e;-(b) ~ N (0,62),7 € ;.

. Simular las medias poblacionales de los errores en las arcas, E;*) ~iid N (0,62/N;) i =

1,....D.

. Calcular las verdaderas medias Bootstrap de las areas,
vO =g+ Y+ B i=1,....D

. Usando la informacion auxiliar x;;, j € s;, estimar las variables respuesta para las
unidades de la muestra a partir del modelo

Vi =z,B+ 5"+, jes, i=1,...,D.

/
. Para la muestra original s = s; U --- U sp, sea yz(b) = ((ylgb)) yeees (yﬁ?) )

el vector Bootstrap de valores en la muestra.

Ajustar el modelo (2.4) con los datos Bootstrap y:”

EBLUPs Bootstrap Y;72XV7*®) i =1 .. D.

y calcular los estimadores

. Repetir los pasos 2-7, para b = 1, ..., B obteniendo las medias Yi*(b)

pondientes EBLUPs YZEBLUP*U’) para cada muestra Bootstrap b.

y los corres-

La estimacion del ECM de los EBLUPs Y;FBLUP se calcula como:

Syl

7

ECM (YEBLUP) _ Z ( EBLUP* _ Y*(b)>2

izl,...,D.

2.2.3. Megjor predictor empirico bajo el modelo con errores anidados (EB)

El mejor predictor empirico bayesiano (EB, empirical Bayes) es una alternativa cuan-
do se desean estimar parametros no lineales, este fue propuesto por Molina y Rao en el
afio 2010, aqui se asume que las variables Y;;, siguen el modelo Y;; = ;3 + 1; + e;;
donde los efectos aleatorios de las areas p; y los errores e;; se distribuyen normal.

Bajo este modelo, el vector de la variable de interés para cada area, y, = (yi1, - - -, ¥in, ) »
., D, son independientes y ademas y, ~™ N (u,, V';), con un vector de medias
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u; = X8, donde X; es la matriz de informacion auxiliar a nivel de individuoy V'; es la

matriz de covarianzas dada por V; = 021y,1y,'+0? A;, donde A; = diag (kfj;j =1,....Ny).

Para estimar un indicador que es funcion de y, (0; = ¢; (y,)), se establece un estimador
insesgado y ademds que minimiza el error cuadratico medio:

gz‘B(a) =Ly, [6: (y:) | ¥ @ (2.5)

E,._ es la esperanza bajo la distribucion del vector de valores fuera de la muestra y,,
del dominio ¢ dados los valores en la muestra y,,. Esta distribucién condicionada depende
del verdadero valor de los parametros del modelo ac. Al remplazar o por un estimador con-
sistente & en el valor esperado (2.5), se obtiene el mejor predictor empirico, 022 = 55 ().

Para obtener la distribucion de y,; | y,,, bajo el modelo Y;; = x;;3 + 11; + €;; se debe
descomponer las matrices X ; y V; dividiendo la parte muestral y fuera de la muestra de
cada dominio i:

_ Yis o Xis o Vis VisE
yi_(yis)’ XZ_<X1‘§)’ VZ_(Vigs Vis )

Dado que y; sigue una distribucion normal, entonces la distribucion condicional también
sigue distribucion normal,

Yis | Yis lfT\Lji N (I“l’i§|sv Vi§|s) ) 1= ]-a R 7D7

donde el vector de medias condicionadas y la correspondiente matriz de covarianzas son:

Hisis = XisB + i <??m — Ty, ) In;—n,s
Viss = 0y, (1= %) Inmn, Ly, _, + 07 diag,e, (K5) |
siendo 1, un vector de unos de tamafio k. Para un individuo j € 5r;, se tiene

2
Yij | Yis ~ N (pijis, 03514)
donde la media y la varianza condicionadas vienen dadas por

Pijls = Tij3 + i <?7ia — f;aﬁ> )
= 1=+ 0

ijls e'vij*

Estimacion del Error cuadratico medio para el mejor predictor empirico bayesiano

Para la estimacion del ECM del estimador EB seguiremos la metodologia planteada
por (Molina y Rao, 2010):
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. Con los datos de la muestra ajustar el modelo Y;; = «;;3 + p; + e;; para obtener
los estimadores de los parametros del modelo 3, (33 y 62

. Simular los efectos aleatorios de las areas siguiendo ®) iid N (0,62),i =
1,....D.

. Simular, independientemente de los efectos de las areas u:(b)

y los errores Bootstrap
para las unidades de la muestra en el 4rea, e:j(b) ~U N (0,62) 1 € s;.
. Generar una poblacion (o censo) Bootstrap de valores de la variable respuesta a

través del modelo, Yi;(b) =x;;3 + u:(b) + e;(b)’ j=1,...,Ny,i=1,...,D
(b)

. Definimos el vector censal de variables respuesta del area i, dado por y;~ =

/
(Y;(b), ey YZ#)> . Calcular los indicadores de interés a partir del censo Bootstrap

1

5 = 5, (y;“”>) i=1,...,D.

/ / /
. Para la muestra original s = s, U- - -Usp, sea yi") = ((yﬁb)> e ( }‘}?) ) el

vector que contiene las observaciones Bootstrap cuyos indices estdn en la muestra,
. . . b . . .
es decir, que contiene a las variables Y;’;( ), 1 € 8,1 =1,...,D. Ajustar de nuevo el

modelo Y;; = x;;'3 + 11; + e;; a los datos Bootstrap y;‘(b) y obtener los predictores

EB Bootstrap de los indicadores de interés, 5ZE B*(b), 1=1,...,D.

. Repetir los pasos 2-6 parab = 1,..., B, y obtener los verdaderos valores, d; ®, y
los correspondientes predictores EB, (5{5 Bx(®)

cada réplica Bootstrap, b =1, ..., B.

,paracada dreai: = 1,..., D, y para

. La estimacion del ECM de los predictores EB, 5iEB , se calcula como:

2

B
ECM (&EB) ) (5?3*“’ _ 5;‘(”)) . i=1,....D
b=1

2.2.4. Estimacion basada en modelos lineales generalizados mixtos

Los modelos expuestos anteriormente son para variables dependientes continuas, el
objetivo de este trabajo es estimar una proporcion, en la cual la variable de interés Y es
cualitativa, en este escenario es habitual considerar modelos lineales generalizados mixtos
(GLMM).

SeaY;; € {0;1} la variable binaria que mide la caracteristica de interés, el modelo de

estimacidn en areas pequefias tradicional es el GLMM con efectos aleatorios de las areas:

itd

}/;]|/’L’LNBern(pZ])7g(ij):$ZJIH+M1’MZ NN(O,Ui),j:1,...,Ni,i:1,...,D
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donde u; es el efecto aleatorio del area i, 3 es el vector de coeficientes de la regresion
yg:(0,1) — R eslafuncion enlace, consideraremos la funcion logistica dada por g(p) =

log(p/(1 — p)).

Siguiendo la idea de la seccion 2.2.3, el mejor predictor bajo el modelo para la pro-
porcion Y, es

§% @) = B0 o) = 3 { S B0 e
JES; JES;
La distribucién de Y;; | y;, depende del vector av = ( ! ai)/ de parametros del mode-
lo. En la practica, obtenemos el predictor EB reemplazando o por un estimador consistente
@, el cual se obtiene ajustando el modelo GLMM, en el mejor predictor, Y28 = Y5 ().

Con el modelo ajustado el siguiente paso es calcular las esperanzas E (Y;; | y,,; @)
para calcular el predictor EB, utilizando el Teorema de Bayes y dado 1; y la independencia
de las variables {Y;;;j = 1,..., N;} la esperanza se puede expresar de la forma

E{h (B + i) f (Y | 1) ; @)

E(Y; |y a)= E{f (yis | 11s); @} ’

J € 34, (2.6)

donde h=g 'y
yzs | vz sz 1 —pz] 1 Yi;)
JES;
JESs;

La funcion inversa de g es h (x;;8 + ;) = exp (z;;8 + ;) /{1+ exp (xi;B + 1)},
utilizando estos resultados, se puede aproximar las dos esperanzas de la expresion (2.6)
mediante simulacion Monte Carlo, generando u§’”> ~ N(0,6%),r =1,...,R, con Rel
numero de iteraciones y después calculando

) jegia

. (Y | B Rt Zle h <$1JB + /%(‘T)) f <yis ‘ sz)
ij | Yis ) ~ - N
R Zf:l f (yis | :uz( )>

Posteriormente se hace uso del mejor predictor empirico bajo el modelo con errores
anidados (EB) para obtener la estimacion de la proporcion a nivel de area.
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2.3. Exploracion de métodos basados en aprendizaje automa-
tico en SAE

Con los modelos tradicionales de areas pequenas, bajo inferencia basada en el mode-
lo, se deben cumplir algunos supuestos como la relacion lineal de las variables auxiliares
con la variable de interés o que los errores asociados al modelo deben seguir una deter-
minada distribucion de probabilidad. Adicionalmente, surgen algunas problematicas con
estos modelos como la multidimensionalidad y la sensibilidad ante datos atipicos. Dife-
rentes autores han trabajado en la exploracion de técnicas semi-paramétricas y basadas
en aprendizaje automatico. Algunos de estos métodos son flexibles frente al supuesto de
distribucién preservando la linealidad, mientras que otros preservan el supuesto distribu-
cional, pero se consideran especificaciones del modelo més generales que el modelo de
regresion lineal.

Dentro de la revision bibliografica del uso de diferentes metodologias haciendo uso de
modelos no paramétricos y modelos de aprendizaje automatico en donde se tenga en cuen-
ta la estructura jerarquica de los datos se resalta el trabajo de (Sela y Simonoff, 2012) que
proponen un modelo mixto semiparamétrico que consiste en una parte de efectos aleatorios
y un modelo de arbol no paramétrico de efectos fijos en el contexto de métodos basados
en arboles. (Hajjem et al., 2011) proponen un enfoque similar bajo arboles de regresion
de efectos mixtos (MERT).

La idea general de aplicar métodos basados en arboles en areas pequefias no es com-
pletamente reciente (Anderson, 2014; Bilton, 2017; De Moliner y Goga, 2018; Capitaine
etal., 2021). Recientemente, (Dagdoug, 2021) analiz6 las propiedades teoricas de los bos-
ques aleatorios en el contexto de datos de encuestas complejos para la estimacion asistida
por modelos. Como el desempeiio superior de los bosques aleatorios sobre los arboles de
regresion también se evidencia en los datos dependientes, (Hajjem, 2014) reemplaza la
parte de efectos fijos en MERT con un bosque aleatorio o random forest, lo que lleva al
modelo random forest de efectos mixtos (MERF). Recientemente Krennmair, P., Wiirz,
N., & Schmid, T. proponen un modelo mixto a nivel de unidad semiparamétrico que com-
bina la flexibilidad de los modelos basados en arboles con las ventajas estructurales de los
modelos mixtos lineales para las medias a nivel de dominio.

2.3.1. Modelo MEREF para la estimacion de medias en SAE

(Krennmair, Wiirz, y Schmid, 2022) presentan uno de los primeros trabajos en areas
pequefias en donde se aplican técnicas de aprendizaje automatico, en este se hace uso del
modelo MERF (Mixed Effects Random Forest) expuesto por (Hajem et al., 2014) para
estimar medias en areas pequefias. La metodologia propuesta es:
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Dado el vector de variables auxiliares x;; y la variable objetivo y;; (continua) se es-
tablece la relacion entre estos valores por medio de un modelo general de regresion de
efectos mixtos:

Yij = f(Xi) + 1 + €55 (2.7)

donde ; ~ N (O, 0'/3) corresponde al efecto aleatorio asociado al -esimo dominio y
e;; ~ N(0,0?) corresponde al error aleatorio para cada individuo j en el dominio .

La funcion f(X;;) modela la media condicional de la variable objetivo y;; dado el
vector de variables auxiliares X;;. Los interceptos aleatorios a nivel de area, denotados
por ;, representan la estructura de dependencia jerarquica de las observaciones de Y
dentro de cada éarea 7. Finalmente, se asume la presencia de errores a nivel unitario, e;;, y
se considera que los efectos aleatorios y; son independientes entre si.

Si se define:

f(xi5) = =458 (2.8)

/ . ., .

donde B8 = (i, ..., 5,) son los coeficientes de regresion, se obtiene un modelo de
regresion lineal, la estimacion y;; queda dada por un modelo lineal mixto el cual es am-
pliamente utilizado en los modelos de estimacion de areas pequenas a nivel de unidad:

Yij = T3 + i + € (2.9)

Asumiendo normalidad para el error de nivel unitario e;; y los efectos aleatorios de
dominio 1;, se obtiene que la distribucion condicional de los datos fuera de la muestra
dados los datos de la muestra también siguen una distribucion normal; por lo que los
valores sintéticos (valores predichos) de la variable objetivo para toda la poblacion del
area ¢ de tamafo NN; se generan a partir del siguiente modelo (Krennmair et al., 2022):

0,2

* 2 _ M
€iiNN(07ae)7 ’Yi—wa
o, +oc/n;

donde @; = F (u; | ys) es la media condicional de 1; dados los valores de la variable
objetivo en la muestra; x;;3 + u; es la media condicional de y;; en la poblacion dados
los valores de la muestra, mientras que p; + €;; es la media condicional de los valores
predichos fuera de la muestra dados los datos muestrales.

21



Si se asume que el modelo f() en la expresion (2.7) es un Random forest, se obtiene
una metodologia semi-paramétrica para la estimacion de la media, en donde se combinan
las ventajas predictivas de los Random Forest eliminando los supuestos de los modelos
lineales con la capacidad de modelar estructuras jerarquicas de datos de encuestas utili-
zando efectos aleatorios.

Este método obtiene estimaciones Optimas de los componentes del modelo , /i;, &3 y
62, la propuesta que se presenta por medio del algoritmo MERF se ajusta a los parametros
optimos para el Modelo (2.7) al estimar iterativamente:

a. La funcion del random forest, asumiendo que el término de efectos aleatorios es
correcto.

b. Los efectos aleatorios parten de la suposicion que las predicciones en de los datos
de validacion (predicciones OO B Out-of-Bag) del modelo son correctas.

Las predicciones OO B se basan en las observaciones no utilizadas en la construccion
del subarbol de cada bosque, es decir corresponden a los datos de validacion. La estima-
cion de los componentes de la varianza , fi;, 6'/3 se obtienen implicitamente de los estima-
dores maximoverosimil dados los datos muestrales con los cuales se entrena el modelo.
El estimador resultante para las predicciones basadas en el modelo MERF se presenta a
continuacion (Krennmair et al., 2022):

)
~MERF £ 7 Opu 1 ;OOB

; ;= i —_— % — E i — i 2.10
i f(xj>+ﬂ f(XJ)+ 6#2—1—522/7% * T jes~(yj f (XJ)> ( )

donde fOOB(x;) es la estimacion de la variable objetivo en los datos de validacion.
Con /i) "R¥ se puede predecir las medias condicionales de una variable dependiente con-
tinua. Basados en esta ecuacion, se propone el estimador de la media a nivel de dominio
para cada area 4, el cual viene dado por (Krennmair et al., 2022):

~ 2

PR = fi(xy) + fs = filxyg) + % * > (i — fOP(xy)) @11

2 2
14 +0—2 /nZ ZjESi

fi(x;) Z F(xi)

jEU

Para 4reas no muestreadas, el estimador propuesto para la media a nivel de area se
reduce a la parte fija del modelo: M ERF = f, (x;;)
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Contar con informacion auxiliar a nivel de individup no siempre es posible. A diferen-
cia del modelo BHF, los totales o medias a nivel de area no pueden utilizarse directamente,
ya que al modelar la variable dependiente con un MERF, se tiene que f (X;) # fi (x;;). Por
esta razon, los autores proponen calibrar las estimaciones basadas en modelos MERF me-
diante el calculo de ponderaciones que dependen exclusivamente de covariables agregadas
a nivel censal. De este modo, disponiendo de microdatos a nivel de encuesta y medias a
nivel de area, se plantea el siguiente estimador para la media del area ¢ (Krennmair et al.,
2022):

AMERFagg E : ~
wz] |: ng +uz:|

Siguiendo la técnica descrita por (Owen, 1990) y (Qin y Lawless, 1994) los pesos w;;
se estiman bajo las siguientes 3 condiciones:

m >0t wij (X — X;) = 0, donde X; es la media poblacional del area i
B W > 0

n ) wi =1

wj; se estima por medio de la siguiente formula:

1 1

donde ); es la solucion por multiplicadores de Lagrange de

i _

(Krennmair y Schmid, 2022) proponen una metodologia de Bootstrap parametrico para
la estimacion el error cuadratico medio de los estimadores MFRF y iM% en la cual se

deben seguir los siguientes pasos:

1. Con los datos de la encuesta ajustar el modelo MERF, obteniendo f ,0c, 0, €n el
caso de tener covariables a nivel agregado calcular w;;

2. Para cada valor de la encuesta calcular los residuos 7;; = v;; — f (X;;) y la media a
nivel de 4rea de estos 7; = - -> il fyparai=1,...D

3. Para replicar la estructura jerarquica se utilizan los residuos marginales, los cuales
se centran obteniendo 7 T =Ty —T;

4. parab=1,..., B:
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a) Aplicar un muestreo aleatorio simple con remplazo para cada area ¢ a partir de
la distribucion empirica de los residuos y se obtiene:

c *(b)
YR

*(b)

T’Z]

= srswr (r§;,n;) , €

~

Obe,e 1) Ly Mj(b) = SISWr (fﬂ 1) .

c
; = SISWr | 7.
i ij ’
( vV Nz —n;

b) Calcular los valores (pseudo)-verdaderos para la poblacion basandose en los

efectos fijos a partir de las estimaciones de /i, )

_(b : ~ *(b =
Z/i( )= Zwijf(xij)+ﬂi( ) +E

j=1

(b)

~MERF . ~MERFagg
1

— T _x(b)

) _ T (b) i

, donde E; AL

c) Conlascovariables de la muestra x;; generar la muestra Boostrap de la variable

respuesta:

b A *(b *(b
yz(j) = foO8 (xi5) +Mz‘( : +7’i‘()

J

Se usan las predicciones OOB de f para imitar las variaciones de las covaria-
bles x;; a través de las predicciones de las observaciones no utilizadas dentro
de cada arbol en el proceso de ajuste que varian a lo largo de las replicaciones

en cada muestra Boostrap.

~MERFagg

~MERF
0 H;

d) Estimar /i,

con los valores de y

(b)

.; - Es importante resaltar que

las ponderaciones w;; permanecen constantes en las B muestras, pues las co-
variables x;; de la encuesta original y las covariables a nivel de poblacion z;

no cambian.

5. Finalmente, calcular el ECM estimado para cada media de los dominios: = 1, ..., D

BCM(™) =

ECM (7)™%%) =

@~

ol ~

M=

N B —)\2
{(U?AERF( ) _yi( )> }

b=1

M=

MERFage(b) (b)) 2
[(ui gg()—y§))

o
[

1

Dado que estos métodos se basan en el modelo se debe verificar su correcta especifica-
cion y cumplimiento de los supuestos en los datos disponibles de la encuesta; sin embargo,
no es posible verificar el modelo en los dominios no muestreados, por lo que no se puede
asegurar que las estimaciones resultantes en las areas no muestreadas realmente satisfacen

los supuestos del modelo.
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2.4. Arbol de decision con efectos mixtos para la estimacion
de proporciones

El modelo MERF descrito en la seccidn anterior, fue propuesto inicamente para la es-
timacion de medias, la gran mayoria de metodologias en SAE se basan tinicamente en este
indicador. Cuando la variable objetivo es dicotomica y se desea estimar una proporcion
a nivel de area el procedimiento a seguir es por medio de un modelo lineal generalizado
mixto expuesto en la seccion (2.2.4), sin embargo siguiendo la idea del uso del modelo
MERF para la estimacion de medias se puede sustituir la funcion f() que corresponde al
modelo GLMM, por un modelo de aprendizaje automatico que tenga en cuenta los efec-
tos aleatorios de las 4reas y de esta forma obtener una alternativa semi-paramétrica para
la estimacion de una proporcion en areas pequefias. Los métodos tradicionales de (Fay y
Herriot, 1979) y de (Battesse et al., 1988) no son eficientes cuando se usan para estimar
proporciones puesto que no se puede asegurar que las predicciones estén en el intervalo
[0,1]. Algunos autores que han estudiado el problema de estimar una proporcidon usan-
do métodos de estimacion de areas pequefias usando modelos lineales generalizados son
(Chandra et al., 2018); (Molina y Strzalkowska-Kominiak, 2020) y (Parker et al., 2023)
bajo modelos de unidad. (Salvati et al., 2012) propone un estimador para la proporcion
con modelos de area.

En el ambito del aprendizaje automadtico, se distinguen dos enfoques principales: el
aprendizaje supervisado y el no supervisado. En este trabajo nos enfocamos en el prime-
ro, en el cual los datos disponibles estan etiquetados y el objetivo es encontrar una funcién
que relacione las variables de entrada con sus respectivas etiquetas. En este contexto, la
informacion auxiliar X representa las variables de entrada del modelo, mientras que la
variable respuesta binaria Y corresponde a la etiqueta o output. El algoritmo se entrena
utilizando una muestra de la base de datos original, con el propdsito de aprender las re-
laciones entre las variables X para asignar correctamente la etiqueta a cada observacion.
Posteriormente, se evaliia el desempefio del modelo comparando las etiquetas asignadas
con los valores reales de la variable respuesta.

El arbol de decision es una metodologia de aprendizaje supervisado cuyo objetivo es
segmentar la muestra en distintos grupos en funcion de las variables explicativas X . En el
caso de problemas de clasificacion, la prediccion de la variable respuesta Y se realiza asig-
nando la categoria modal de cada grupo. Este método, desarrollado en la década de 1970,
es uno de los mas simples y faciles de interpretar, especialmente en tareas de clasificacion
binaria. Los algoritmos de aprendizaje automéatico basados en arboles de decision dividen
recursivamente la muestra de entrenamiento en subgrupos homogéneos mediante reglas
basadas en las covariables. Estas divisiones generan estructuras jerarquicas denominadas
nodos. El proceso comienza en un nodo raiz que contiene toda la muestra de entrenamien-
to y, a través de reglas de particion, se generan nodos intermedios hasta alcanzar los nodos
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terminales, donde finalmente se asigna la prediccion correspondiente a cada observacion.

(Dangeti, 2017) presenta las principales diferencias entre los modelos logisticos y los
modelos basados en arboles para la clasificacion de individuos:

Se expresa por medio de una ecuacion Se establecen reglas en diferentes niveles
gue modela la variable dependiente a (nodos) para establecer la clasificacion.
partir de las independientes.

Es un modelo paramétrico que se define Es un modelo no paramétrico en el que no

como una combinacion lineal entre las existen parametros. Implicitamente se realiza
variables independientes multiplicadas un analisis de importancia y seleccion de

por los parametros. principales variables.

Se realiza una suposicion distribucional No se hacen suposiciones sobre la distribucion
sobre la variable respuesta de la variable respuesta

La forma del modelo esta predeterminada La forma del modelo no esta predeterminada.
(funcion logistica) El modelo se ajusta para proveer la mejor
clasificacion segun los datos.

Proporciona buenos resultados cuando las Proporciona mejores resultados cuando la
variables independientes son continuasy  mayoria de las variables son de naturaleza

se cumple la linealidad. categorica.

Es dificil encontrar interacciones No es necesario asumir linealidad, estos
complejas entre variables (relaciones no modelos captan interacciones complejas entre
lineales) y ademas los valores atipicos y las covariables. Pueden adaptarse ante
faltantes afectan el rendimiento del distribuciones altamente sesgadas, valores
modelo. atipicos y valores faltantes.

Figura 2.2: Comparacion de técnicas
Fuente: Dangeti (2017).

En el caso de los arboles de decision basados en modelos lineales generalizados mixtos
(GLMM), el objetivo es proporcionar una alternativa en la que, al igual que en el modelo
MERF, se mantengan los supuestos distribucionales, pero con una mayor flexibilidad en
términos de la linealidad de la relacién y una mayor robustez frente a datos atipicos en la
muestra. A partir de los datos de entrenamiento, se estiman los pardmetros del modelo,
los cuales se evaliian sobre la muestra y se actualizan de manera recursiva hasta cumplir
un criterio de detencién, como un tamaio minimo de muestra o la inestabilidad de los
parametros debido a la presencia de valores atipicos.
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Existen diversos algoritmos para la construccion de arboles basados en modelos GLMM,
los cuales se abordan en detalle en la Seccion 3.1.

Entrenar un modelo con multiples muestras en lugar de un unico conjunto de datos
puede aumentar su robustez y reducir la varianza de las estimaciones. Sin embargo, en la
practica, generalmente se dispone de un unico conjunto de datos de entrenamiento. Para
abordar esta limitacion, surgen los algoritmos de ensamblaje, los cuales construyen multi-
ples modelos simples, como los arboles de decision, entrendndolos con distintas particio-
nes o subconjuntos del conjunto de datos original. Este enfoque permite que la estimacion
final sea mas estable y precisa. Los métodos de ensamblaje son ampliamente utilizados,
ya que han demostrado ser efectivos en la reduccion de la varianza y en la mejora del
rendimiento predictivo del modelo.

Bagging Boosting

— Muestra 1 —{ Modelo 1 '—’m— Muestra Modelo 1

a

Muestra 2 | Modelo 2 Mu:;[;;?;dzisos Modelo 2

—

-——  Muestra 3 Modelo 3 n Mu::;i;?;dzisos Modelo 3

Prediccion
final: 0

Prediccion

Figura 2.3: Bagging y Boosting
Fuente: Elaboracion propia.

En la figura 2.3 se ilustran los métodos de ensamblaje que se usardn en este trabajo,
en primer lugar el algoritmo bagging consiste en entrenar modelos independientes usando
submuestras del conjunto de entrenamiento. Dado que el objetivo es estimar proporciones,
el modelo a ejecutado, corresponde a un arbol de clasificacion; cada modelo se utiliza
para hacer la estimacion de la variable Y y la prediccion final estd dada por la moda de la
prediccion de todos los arboles entrenados. En el algoritmo boosting no se corren modelos
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independientes sino que se usa una metodologia secuencial, en la cual se ajusta un primer
modelo con la base de entrenamiento y se realiza la estimacion de la variable Y, se crea
una ponderacion de la base de entrenamiento en la cual a los datos de etiquetado correcto
por el modelo se les asigna un peso mayor que a los datos en los cuales el modelo se
equivocd, luego se ajusta un nuevo modelo usando los pesos calculados. De esta forma,
el modelo aprenderd mas de los datos en los cuales acertd y mejorara las estimaciones.
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3. Metodologia propuesta

Como se expuso en la seccion 2.3.1 el modelo Random Forest de efectos mixtos provee
ventajas frente a los modelos lineales, no solo en términos de supuestos distribucionales,
también en cuanto a la robustez a los datos atipicos, la no linealidad de las relaciones y
la seleccion de variables que se realiza con el algoritmo. La inclusion de este modelo se
ha explorado para la estimacion de la media de una variable continua Y, sin embargo,
la revision de la literatura realizada muestra que atn no se ha explorado cuando el pa-
rametro a estimar es una proporcion, es decir cuando el modelo a nivel de individuo no
es una regresion sino un modelo de clasificacion. Asi como en el caso de la regresion el
modelo MERF contribuye a la reduccion de las medidas de precision de las estimaciones,
en un modelo de clasificacion se espera que los algoritmos de ensamblaje, como bagging
y boosting, disminuyan la varianza de las estimaciones de la proporcion a nivel de area.
Ademas, estos métodos proporcionarian ventajas inherentes a los enfoques no paramétri-
cos en comparacion con el modelo lineal logistico.

Para la aplicacion de los modelos presentados en la Seccion 2.4 en la estimacion de
areas pequenas, es fundamental considerar la estructura jerarquica de los datos, derivada
de la particion en dominios. La correlacion entre las observaciones dentro de cada domi-
nio se modela mediante efectos aleatorios, mientras que las relaciones entre covariables se
representan a través de efectos fijos, resultando en un modelo aditivo que combina ambos
términos.

La metodologia de este estudio se centra en la comparacion entre el modelo lineal
logistico de efectos mixtos (Generalized Linear Mixed Model, GLMM) y modelos de
clasificacion binaria de efectos mixtos, implementados mediante los algoritmos bagging
(Mixed-Effects Bagging Algorithm, MEBA) y boosting (Mixed-Effects Boosting Algo-
rithm, MEBO). Para ello, se entrenan los modelos utilizando los microdatos de la encuesta
y, posteriormente, se estima la proporcion a nivel de area mediante el estimador Plug-In
utilizando los microdatos de la poblacion. Ademas, para evaluar la precision de las esti-
maciones, se emplea el método de remuestreo Bootstrap no paramétrico con el objetivo de
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calcular el error cuadratico medio (ECM) de cada estimador. Finalmente, se comparan las
metodologias en funcidn de las estimaciones obtenidas, el ECM, el sesgo y las medidas
de ajuste correspondientes a cada modelo.

3.1. Estimador Plug-in

(Molina y Strzalkowska-Kominiak, 2020) exponen que el mejor predictor empirico
bajo el modelo con errores anidados (EB) tiene error cuadratico medio minimo y es inses-
gado bajo el modelo, sin embargo, ajustar el modelo GLMM vy calcular la aproximacion
Monte Carlo de 075, requiere un tiempo computacional considerable y teniendo en cuenta
que se debe realizar en cada muestra Boostrap, realizar este procedimiento para poblacio-
nes grandes puede ser inviable. Las autoras proponen una alternativa, la cual consiste en
que a partir de los estimadores de 3 y p; se calcula un estimador plug-in simplemente
prediciendo los valores no muestreados a través del modelo ajustado:

éff — Ni, (Zyw + Zﬁz’j) )

JEs; JES5;

donde p;; = h (azij [3 + ﬁz> es el valor predicho de la observacion fuera de la muestra. Para

/ . . N r, e
a = (6, 03) conocido, €l estimador Plug-In, 67", no puede presentar un error cuadrati-

co medio (ECM) inferior al del mejor predictor empirico, éf B Sin embargo, su principal
ventaja radica en su simplicidad computacional. Cabe destacar que ambos estimadores
coinciden cuando la funcién de enlace ¢(-) es lineal.

Usando la funcion logistica g(p) = log(p/(1 — p)), la cual se aplica en este trabajo, se
evidencia que es aproximadamente lineal para p € (0.2,0.8) como se muestra en la figura
3.1, asi que el estimador plug-in basado en el modelo GLMM debe ser muy similar al
estimador EB, 0Z5  en términos de ECM, para valores € (0.2,0.8), esto también hace que
ambos estimadores, sean cercanos al EBLUP, 0ZBLUP basado en el modelo con errores
anidados, por lo que para estimar proporciones de caracteristicas ni muy poco ni muy fre-
cuente, también tiene sentido utilizar el estimador EBLUP.

Molina y Strzalkowska-Kominiak mediante ejercicios de simulacion concluyen que el
estimador plug-in basado en un modelo GLMM a nivel de unidad con un enlace logistico
funciona de manera muy similar a los estimadores EB bajo el mismo modelo, en terminos
de las estimaciones obtenidas y el error cuadratico medio. Por lo que dada su simplicidad
en la implementacion computacional es una excelente alternativa cuando se tienen pobla-
ciones grandes.

El estimador plug-in combina la informacion proveniente de la muestra ) | jes, Yij con
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log(p/(1-p))

a(p)=

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
P

Figura 3.1: Funcion de enlace logistico
Fuente: Elaboracion propia.

la estimacion de la variable de interés en las unidades no muestreadas, obtenida a partir de
la informacion auxiliar y el modelo ajustado > jes; Dij- Eneste trabajo, ademas del estima-
dor propuesto por (Molina y Strzalkowska-Kominiak, 2020), se plantean dos alternativas
adicionales de modelamiento para la estimacion de las probabilidades p;;, con el objetivo
de evaluar su desempefio y comparar su eficacia en la estimacion de areas pequenas:

i. Metodologia propuesta en (Molina y Strzalkowska-Kominiak, 2020) por medio de
un modelo lineal generalizado mixto (GLMM), expuesto en la seccion 2.2.4:

Yij | i ~ Bern (p;;)

iid . .
g(pij):wijﬁ—i—m,,uiNN(O,UZ),]:1,...,Ni,z:1,...,D

donde y; es el efecto aleatorio del area 7, 3 es el vector de coeficientes de la regre-
sion'y g(p) = log(p/(1 — p)).

Para la implementacion computacional de este modelo se usa la libreria glmmT M B
(Mollie et al.,2017) del software R, donde se estiman los parametros o« = (3, ai)'
por log-verosimilitud, cuya funcion esta dada por:
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Para obtener la estimacion de & = (3,02) se usa aproximacion de Laplace para
integrar sobre los efectos aleatorios.

Mixed Effects Tree-Bagging (MEBA): se hace uso de la libreria glmertree (Fok-
kema et al., 2018) del software R, el cual es un algoritmo basado en arboles gene-
ralizados mixtos, haciendo un particionamiento recursivo para la obtencion de las
estimaciones, los efectos aleatorios se asumen gausianos y se estiman por medio de
un GLMM. Con esta funcion se obtiene un arbol de decision de efectos mixtos, so-
bre el cual se aplica el método de ensamblaje bagging para obtener resultados mas
robustos y disminuir la estimacién de la varianza.
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(a) Rectangular areas (b) Decision tree

Figura 3.2: Ejemplo particion recursiva
Fuente: (Fokkema et al., 2018)

Las regiones rectangulares de una particion recursiva se pueden representar grafi-
camente como nodos en un arbol de decision, como se muestra en la figura (3.2).
La primera division del arbol separa las observaciones en dos subgrupos, por medio
de la variable duracién y un valor de division en cual es ocho, esto produce dos
regiones rectangulares que también se representan el nodo 2 y el nodo 5. El nodo 2
es un nodo interno, ya que las observaciones en este nodo se dividen a su vez en los
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nodos terminales 3 y 4. Las observaciones en el nodo 5 no se dividen mas y, por lo
tanto, este es un nodo terminal.

Si usamos el arbol de la figura (3.2) para predecir sobre una observacion, esta se
asigna a uno de los nodos terminales segun sus valores en las variables de division.
Entonces la prediccion se basa en la distribucion estimada de la variable Y dentro
del nodo terminal. Por ejemplo, la prediccion puede ser la media especifica del no-
do de una unica variable continua o la moda en una variable cualitativa. (Fokkema
et al., 2018) presenta una metodologia en la cual los nodos terminales del arbol de
decision resultan ser un modelo lineal generalizado, en donde el valor predicho para
una nueva observacion se determina mediante las estimaciones de parametros espe-
cificos del nodo, en donde también se ajustan los efectos aleatorios.

(Fokkema et al., 2018) expone que en el modelo glmertree los efectos fijos 3,, son
parametros locales y sus valores dependen del nodo terminal m, mientras que los
efectos aleatorios ; son globales, es decir estos son constantes para todos los nodos
terminales. Los autores exponen el siguiente procedimiento para la estimacion del
arbol:

Paso 0: Iniciar estableciendo un valor r (numero de iteraciones) y todos los valores de
los efectos aleatorios .y = 0.

Paso 1: Establecer r = r + 1 y estimar un arbol GLM usando la estimacién de los
efectos aleatorios (,_1).

Paso 2: Ajustar el modelo de efectos mixtos g (p;jm) = @i;8,, + i, donde m corres-
ponde al nodo terminal y u del paso anterior.
Con el modelo ajustado extraer ;)

Paso 3: Repetir los pasos 1 y 2 hasta lograr convergencia.

iii. Mixed Effects Tree-Boosting (MEBO): el modelo a implementar es denominado
GPBOOST el cual combina los modelos basados en arboles con procesos gaus-
sianos y de efectos mixtos por medio del método de ensamblaje Boosting. Para la
implementacion se usa la libreria gpboost (Sigrist et al, (2021), en donde la variable
respuesta Y es la suma de una funcién media potencialmente no lineal F'(X) y de
efectos aleatorios f;:

Yij = F(@ij) + pi + €3 (3.1)

donde F(x;;) es una suma o conjunto de arboles, construidos con la informacion
auxiliar x;; y e;; es un término de error independiente. Los efectos aleatorios 1;
actualmente pueden consistir en procesos gaussianos (incluidos los procesos con

33



coeficientes aleatorios), los cuales se usan en este trabajo; efectos aleatorios agru-
pados (incluidos los efectos anidados, cruzados y de coeficientes aleatorios) y com-
binaciones de estos.

La funcion marginal de y en la ecuacion (3.1) es:

y~N(F(X), V), U=2%Z +o.l,

. . /
En un modelo de proceso gausiano, los efectos aleatorios u = (uy, ..., up) corres-
ponden a un proceso gausiano de dimension finita con una funcién de covarianza

cov (s, ) = (i, 1)

Normalmente se supone que la funcidén de covarianza es de la forma:

c(i,i') = oir (i =4l /p)

donde 7 es una funcién de autocorrelacion con 7(0) = 0. 02 = V(u)y p es un
parametro que determina qué tan rapido decae la autocorrelacion con respecto a la
distancia.

Bajo un proceso gausiano, la matriz de covarianza se aproxima por (Sigrist et al.,
2021):

(X = air (djk/p)
COl’ldlk: Hul—ukH,l,k: 1,...,D

El modelo gpboost busca encontrar:

(F()a&) = argmin R(F()7@>7
(F('),OC)E(H,@)

con

R(E(), ) : (F(), @) = Ly, F,a)p_p(x)

y L(y, F, &) es una funcién de pérdida correspondiente a la log-verosimilitud de 3.1.

(Sigristetal., 2021) proponen que para un « fijo, el método boosting permite obtener
el minimo R(F'(-), a) de un forma secuencial en la que se agrega una actualizacion
fm(+) en la estimacion de F,,(+):

Fo() = Fpi()+ f(), m=1,..., M,
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donde f,,(-) se escoge de tal forma que su adicion resulte en la minimizacion de la
funcion. Esta minimizacion normalmente no se puede hacer analiticamente y por lo
tanto se utiliza una aproximacion.

Estimar o entrenar el modelo gpboost implica que el algoritmo aprende de los para-
metros de covarianza, de los efectos aleatorios y de la funcion predictora F'(X) en
cada iteracion, mejorando la prediccion resultante. Dentro de las principales venta-
jas que provee este método se encuentra:

e Busca reducir el sesgo por lo que provee una gran ventaja en la precision de
la prediccion.

e Modela las relaciones no lineales, discontinuas o con interacciones complejas
en las variables predictoras.

e Es robusto ante valores atipicos y ante multicolinealidad entre las variables
predictoras.

3.2. Estimacion de la incertidumbre

Ya definido el estimador a usar el siguiente paso es determinar que tan confiable es la
estimacion resultante, esto se determina por medio de las medidas de precision, en donde
se tendrd en cuenta la variabilidad por medio del Error Cuadratico Medio (ECM) y la
exactitud evaluado por el Sesgo absoluto (B).

Error cuadratico medio

Para la estimacion del error cuadratico medio del estimador plug-in, independiente-
mente del modelo que se use para la estimacion en los datos no muestreados, seguimos
el procedimiento planteado en (Molina, 2019) alli se exponen dos alternativas Bootstrap
para la estimacion del ECM:

Bootstrap paramétrico:

1. Ajustar el GLMM a los datos de la muestra s, obteniendo estimadores &3 y ,@ de los
parametros del modelo.

2. Generar efectos aleatorios independientes Bootstrap

YN (0,6%), i=1,...,D
3. Generar un censo Bootstrap y:(b) = (Yi1,...,Yin,), de la forma

) v]
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. Ajustar el modelo GLMM a los datos Bootstrap

y calcular los verdaderos valores de los indicadores Yi*(b), 1=1,...,D.

Para cada areat = 1, ..., D, extraer del censo Bootstrap yf(b) los elementos de la

, . b
muestra de esa area, Yj;, j € s;, construyendo el vector y;( ),

*() «(0))’ ")
Seays = = <(y15 ) e (st ) ) el vector con los valores en la muestra de

todas las areas, siendo s = s; U - - - U sp la muestra original.

®) y calcular los predictores

Bootstrap 077 i =1,...,D.
Repetir los pasos 2-5, parab=1,..., B. R
El estimador Bootstrap del ECM del predictor §77 viene dado por
Z ®) ®)) 2
ECM (éf[) — B—l Z <éf[* b . }7* b))
b=1

(2

Bootstrap no paramétrico:

1.

Con los puntos de la muestra (z;, y;) se genera una poblacion replicando estos pun-
tos con el factor de expansion {(z},y;)} para j = 1, ..., N; donde N; = [Nj]

Calcular la media de cada dominio para la poblacién Bootstrap
1 &
Y= N Z Ui
(2 j=1

Se toman B muestras con remplazo de la poblacion Bootstrap, para cada muestra b

se calcula el estimador Plug-In 6! re)

El estimador Bootstrap del ECM del predictor li/ip I viene dado por

R 1. N2
ECM <0iPl> - = Z <9;k(b) _ Y;)

Uno de los principales objetivos de este trabajo es obtener una metodologia flexible en

comparacion a la metodologia actual de estimacion de proporcion en areas pequefias, por
lo tanto en los ejercicios de simulacion y en la aplicacion se hara uso de la metodologia
Bootstrap no paramétrico para la estimacion del ECM. Como se comparan diferentes pro-
porciones, para evaluar el desempefio de los estimadores propuestos se utilizaran también
las siguientes medidas:

Error cuadratico medio relativo

ECM (é{’f)

RECM (éff) -—
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Sesgo absoluto
BOF") =| 6" — 6 |
Sesgo relativo

B(6")

RB(OF") = i

3.3. Escenario de simulacion

Para evaluar y comparar los estimadores propuestos, se implementa un esquema de
simulacion que considera distintos tamafios muestrales, este ejercicio se basa en el trabajo
de Krennmair et al (2022) donde se busca replicar el escenario de simulacién propuesto
con el fin de comparar los resultados obtenidos. Esto permite representar un escenario
mas realista, donde los dominios presentan variaciones en el tamafio de la muestra. Los
valores asignados a los parametros fueron seleccionados de manera que las proporciones
estimadas se encuentren en el intervalo (0,3, 0,7). Esta eleccion se justifica en que, al tra-
tarse de valores centrales, el error de muestreo tiende a ser mayor, lo que permite evaluar
el desempefio de las técnicas en condiciones mas exigentes. Si el método demuestra ser
eficaz bajo estas circunstancias, también lo sera en situaciones con menor error. Cabe des-
tacar que la funcion p(1 — p), que determina la varianza de un estimador de proporcion,
alcanza su valor maximo en p = 0,5. Por esta razon, este valor es cominmente utilizado
en el calculo del tamafio muestral, garantizando un enfoque conservador en la estimacion
de errores.

Este escenario se desarrolla utilizando el método MonteCarlo, en el cual se ejecuta el
siguiente procedimiento 100 veces:

1. Se genera una poblacion compuesta por treinta dominios (D = 30), con tamafios
poblacionales N; = 1000 para: = 1,..., D.

2. Se simulan los efectos aleatorios y; para cada dominio mediante la distribucion nor-
mal, u; ~ N(0,2).

3. Se generan las variables auxiliares independientes x;;1 ~ N (i, 1)y x50 ~ N(p;, 1).

4 Se calcula la variable dependiente:

Pi; = Qg + g * Lij1 + g % Tij2 + €ij

37



considerando los siguientes parametros:

- Qo = 0,7
- X = 076
- (g = —073

€ij ~~ N(O, O,25>

5. Se obtiene la probabilidad de éxito y luego la variable dicotomica mediante el vincu-

lo logistico:
Yi; ~ Bernoulli (log (—pij ))
1 - Dij

6. A partir de la poblacion generada, se extrae una muestra mediante un disefio de
muestreo estratificado, en el cual las unidades son seleccionadas mediante un mues-
treo aleatorio simple dentro de cada estrato (ESTMAS). En este ejercicio, los estra-
tos corresponden a los dominios y, con el propdsito de evaluar el desempefio de los
estimadores bajo distintos escenarios muestrales, se asigna un tamafio de muestra
diferente a cada dominio. Especificamente, los tamafios muestrales se establecen
de la siguiente manera: n; = 10, ny = 20, ng = 30, y asi sucesivamente, hasta el
ultimo dominio, cuyo tamano muestral es ngy = 300.

7. Para cada iteraciéon a = 1, ..., 100 se calculan a nivel de dominio:

i. Las proporciones poblacionales en cada muestra generada
0 = L
i =N, ; Yij

ii. Las estimaciones directas por medio del estimador Horvitz-Thompson, ha-
ciendo uso de los pesos muestrales w;; = JT\[—, con N; y n; tamafios poblacio-
nales y muestrales del dominio 7 respectivamente

g 1
Directo® __ § - -
Qi = N U}U k ylj
JjEsy

iii. Se toma una muestra de entrenamiento correspondiente al 80 % de la muestra,
con esta se ajustan los 3 modelos (GLMM, MEBA, MEBO) y se calcula el
estimador Plug-In para cada uno

or" = % (Z Yij + Zﬁu‘)

JES; JES;
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iv. Para cada estimacion 97/ -CEMM® [ GPI=MEBA® ¢ OPI=MEBO® go tealiza la es-

timacion del error cuadratico medio por medio del método Bootstrap descrito
en la seccion anterior, junto con el sesgo absoluto y las medidas relativas de
estas estimaciones.

8. Al finalizar las 100 iteraciones, para cada uno de los 3 métodos (GLMM, MEBA,
MEBO) se calcula el promedio de cada una de las estimaciones a* de la siguiente
forma:

100

- 1 -
9*:_ ol

donde o € {0F1, EC M (6FT), RECM(6FT), B(OFT), RB(6F")}

En primer lugar se evalia el sesgo absoluto y el sesgo relativo en cada uno de los tres
métodos propuestos, para esto se presenta la tabla 3.1 correspondiente a la estimacion de
los valores de estas medidas para cada uno de los 30 dominios, segin las simulaciones.
La figura 3.3 correspondiente al boxplot para el sesgo absoluto B (éf ) y el sesgo relativo
RB(6F"), evidenciando un menor sesgo en los estimadores basados en el modelo GLMM
y MEBO. Un hallazgo a resaltar es como el estimador basado en el modelo MEBA tiene
un sesgo alto, incluso en el caso del sesgo relativo llega a ser mayor que en los estimadores
directos.
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(%)

é $ 'g |

Estimador B3 Directo £5 PI_cLMM E3 PI_MEBA EJ PI_MEBO

Figura 3.3: Comparacion del sesgo en la simulacion
Fuente: elaboracion propia.

B (%)

Tamafio muestral

Método Directo PI_GLMM PI_MEBA PI_MEBO

Figura 3.4: Comportamiento del sesgo segiin el tamafio muestral
Fuente: elaboracion propia.
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Sesgo absoluto (B %) Sesgo relativo (RB %)
Dominio|Muestra|Directo PI-GLMM |PI-MEBA |PI-MEBO Directo PI-GLMM PI-MEBA | PI-MEBO
1 10 8,2 2,6 5,2 2,9 10,9 3,6 7,8 4,1
2 20 7,7 2,2 5,4 2,4 10,9 3,1 8,0 3,4
3 30 7,8 3,8 5,4 4,0 11,3 5,3 8,0 5,6
4 40 3,7 2,7 4.4 2,7 5,1 3,8 6,5 3,8
5 50 5,6 2,4 5,0 2,7 8,0 3,4 7,4 3,7
6 60 5,6 2.4 5,0 2,5 7,9 34 7,4 3,4
7 70 3,5 2,7 4,6 2,8 4.8 3,8 6,8 3,9
8 80 4,1 2,4 4,9 2,4 5,8 3,3 7,2 3,4
9 90 2,8 2,2 4,9 2,2 3,9 3,0 7,2 3,1
10 100 4,0 3,0 49 3,2 5,6 42 7,2 4.4
11 110 2,6 2,7 5,0 3,0 3,6 3,8 7,4 4,1
12 120 3,1 3,0 4,5 3,3 43 4,1 6,6 4.6
13 130 3,2 3,5 3,8 3,9 4.4 4.8 5,6 5,4
14 140 2,5 1,8 44 1,9 3,5 2,5 6,5 2,7
15 150 2,9 1,8 42 1,8 4,0 2,5 6,2 2,5
16 160 3,1 2,7 4,6 2,7 43 3,8 6,8 3,7
17 170 2,8 2,3 43 2,3 3,9 3,2 6,4 3,2
18 180 2,1 2,4 4,5 2,7 2,9 3,4 6,6 3,7
19 190 2,8 2,5 4.4 2,6 3,8 3,5 6,4 3,6
20 200 1,9 2,2 3,9 2,2 2,6 3,0 5,7 3,1
21 210 2,6 1,8 3,7 1,6 3,5 2,5 5,5 2,3
22 220 2,3 2,2 3,7 2,1 3,2 3,1 5,4 2,9
23 230 2,1 2,0 3,9 1,7 2,9 2,7 5,7 2,4
24 240 1,9 2,2 4,2 2,1 2,7 3,0 6,1 3,0
25 250 1,9 1,5 4,0 1,8 2,7 2,1 5,9 2,5
26 260 2,1 3,0 4,1 3,4 2,9 4,1 6,0 4,7
27 270 2,6 2,3 4,0 2,5 3,6 3,1 5,8 3,5
28 280 2,2 2,3 3,8 2,6 3,0 3,2 5,5 3,5
29 290 1,8 2,0 3,7 2,1 2,5 2,8 5,4 2,9
30 300 1,8 2,2 3,7 2,2 2,5 3,1 5,5 3,1

Tabla 3.1: Comparacion del sesgo en la simulacion

En la figura 3.4 se compara el comportamiento del sesgo seglin el tamafio muestral,
recordando que se fijo un n; diferente en cada dominio, iniciando en 10 hasta el ultimo
dominio un tamafio de muestra 300. Se evidencia como el sesgo del estimador directo va
disminuyendo a medida que aumenta el tamafio muestral, llegando a ser menor que los
estimadores basados en el modelo en tamafios muestrales cercanos a 300. El estimador
basado en el modelo MEBA también tiende a disminuir a medida que aumenta el tamafio
de muestra, sin embargo es el que presenta el peor comportamiento respecto al sesgo. Los
estimadores basados en el modelo GLMM y MEBO presentan valores similares a lo largo
de las estimaciones, siendo MEBO ligeramente mas sesgado que el estimador PI-GLMM.

En segundo lugar se evalua el error cuadratico medio y el error cuadratico medio rela-
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tivo en cada uno de los tres métodos propuestos, la tabla 3.2 presenta los valores de estas
medidas para cada uno de los 30 dominios, evidenciando valores altos para el estimador
directo y el estimador basado en el modelo MEBA, por esto no se grafican en el boxplot
presentado en la figura 3.5 correspondiente al boxplot para el EC'M (A7) y REC M (0F1),
aqui se ve un comportamiento similar en ambos estimadores, teniendo una mediana lige-
ramente mayor en el estimador basado en el modelo MEBO y ademas se ve la presencia
de un mayor numero de estimaciones atipicas.

0.75

(*1000)

0.50

ECM RECM
Estimador E3 PI_cLmv E3 PI_MEBO

Figura 3.5: Comparacion del error cuadratico medio en la simulacion
Fuente: elaboracion propia.
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(10.000%) ECM (10.000%*) RECM
Dominio|Muestra|Directo PI-GLMM |PI-MEBA |PI-MEBO Directo PI-GLMM PI-MEBA | PI-MEBO
1 10 291,7 83 29,2 8,3 385,8 11,5 434 11,6
2 20 192,7 8,1 30,9 8,0 27,2 11,2 45,9 11,1
3 30 168,2 83 32,5 8,6 24.4 11,6 48,3 12,0
4 40 71,2 2,5 21,7 2,4 10,0 3,4 32,2 3,3
5 50 83,9 42 26,5 4,5 11,9 5,9 39,2 6,2
6 60 72,5 42 274 42 10,2 5,9 40,6 5,8
7 70 494 2,7 229 2,9 6,9 3,7 33,9 4,0
8 80 46,9 2,6 26,0 2,4 6,6 3,6 38,5 3,4
9 90 34,1 2,3 25,0 2,3 4.7 3,1 36,9 3,2
10 100 453 2,6 25,5 3,0 6,3 3,6 37,7 4.2
11 110 27,2 2,0 26,8 2,0 3,8 2,7 39,5 2,8
12 120 26,9 1,8 22.8 1,9 3,7 2,5 33,5 2,7
13 130 28,9 1,9 17,6 1,9 4,0 2,6 26,0 2,7
14 140 22,5 1,8 20,6 1,8 32 2,5 30,4 2,6
15 150 22,1 1,9 19,1 2,1 3,1 2,7 28,2 2,8
16 160 26,7 2,2 24,6 2,2 3,7 3,1 36,2 3,0
17 170 21,1 1,7 20,6 1,8 2,9 2,4 30,2 2,5
18 180 17,4 1,5 22,7 1,4 2,4 2,1 33,3 2,0
19 190 20,7 1,9 20,8 1,9 2,9 2,7 30,5 2,7
20 200 14,4 1,3 17,0 1,3 2,0 1,8 24,9 1,8
21 210 16,2 1,6 15,1 1,5 2,2 2,2 22,0 2,1
22 220 15,0 1,6 14,4 1,5 2,1 2,2 21,1 2,0
23 230 13,2 1,6 16,5 1,6 1,8 2,2 24,1 2,2
24 240 11,8 1,5 19,0 1,5 1,6 2,1 27,7 2,1
25 250 10,9 1,5 17,3 1,6 1,5 2,0 253 2,3
26 260 11,3 1,4 19,1 1,3 1,6 1,9 27,9 1,8
27 270 15,0 1,6 17,5 1,9 2,1 2,2 25,5 2,7
28 280 11,9 1,5 16,0 1,5 1,6 2,0 23,2 2,0
29 290 10,2 1,7 15,0 1,7 1,4 2,4 21,9 2,4
30 300 9,3 1,5 15,6 1,6 1,3 2,1 22,7 2,2

Tabla 3.2: Comparacion del error cuadratico medio en la simulacion

En el gréafico 3.6 se compara el comportamiento del error cuadratico medio segun el
tamafio muestral. Nuevamente se ve como el ECM del estimador directo va disminuyendo
a medida que aumenta el tamafio muestral, sin embargo no llega a ser menor a los estima-
dores basados en el modelo, muy seguramente por que la poblacidon generada fue simulada
siguiendo una distribucion. Los estimadores basados en el modelo GLMM y MEBO pre-
sentan valores similares a lo largo de las estimaciones, presentando un comportamiento
similar en todos los diferentes tamafios de muestra.
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30

20

1000*ECM

Tamafio muestral

Método Directo PI_GLMM PI_MEBA PI_MEBO

Figura 3.6: Comportamiento del ECM segun el tamafio muestral
Fuente: elaboracion propia.

En tercer lugar dado que:
ECM(OF) = V(") + B(6F)?

Se evalutia la varianza estimada en cada uno de los tres métodos propuestos, en la figura
3.7 se evidencia un hallazgo importante respecto al estimador basado en el modelo MEBA,
este es el que presenta la menor varianza dado el método de ensamblaje Bagging cuyo
principal objetivo es la reduccion de la varianza, a comparacion del método Boosting que
busca reducir también sesgo sacrificando un poco la varianza. Respecto a los estimadores
basados en el modelo GLMM y MEBO se observa un comportamiento similar entre ellos,
presentando pequetias diferencias en la estimacion de algunos dominios.
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(*10000)

PI_GLMM PI_MEBA PI_MEBO
Método E3 pi_ctmm B3 pi_MEsa B3 Pi_meBO

Figura 3.7: Comparacion de la varianza en la simulacion
Fuente: elaboracion propia.

Finalmente se presentan las estimaciones por los 3 métodos propuestos y se comparan
con las estimaciones directas, en donde se ve la volatilidad de las estimaciones directas en
los dominios con tamafos de muestra menores a 100 cuyos errores muestrales superan un
margen de error mayor a 15 %; a medida que aumenta el tamafio de muestra estas tienden
a estabilizarse y comportarse de forma similar a las estimaciones basadas en el modelo
GLMM y MEBQO, las cuales permanecen sobre el mismo intervalo en los diferentes es-
cenarios de muestra. En el caso de las estimaciones basadas en el modelo MEBA aunque
tienden a ser estables sin importar el tamafio muestral, nuevamente se ve que introducen
un gran sesgo.
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Estimacion ( %)

Dominio | Muestra | Directo | PI-GLMM | PI-MEBA | PI-MEBO
1 10 75,6 72,2 67,4 72,1
2 20 70,8 72,1 67,4 72,0
3 30 69,0 71,8 67,3 71,7
4 40 71,5 72,1 67,4 72,1
5 50 70,6 72,0 67,5 72,2
6 60 70,7 72,1 67,5 72,0
7 70 71,7 72,1 67,6 71,9
8 80 71,2 72,0 67,6 72,0
9 90 72,5 72,1 67,8 72,0
10 100 71,5 72,0 67,7 72,0
11 110 71,8 72,0 67,8 71,9
12 120 73,3 72,2 68,0 72,1
13 130 72,4 72,1 67,9 72,0
14 140 71,5 72,1 67,9 72,1
15 150 71,7 72,2 68,0 72,1
16 160 71,3 71,9 67,9 71,9
17 170 72,8 72,4 68,3 72,3
18 180 72,2 72,2 68,2 72,2
19 190 72,4 72,3 68,3 72,3
20 200 72,5 72,3 68,3 72,2
21 210 73,3 72,5 68,6 72,3
22 220 71,8 72,2 68,3 72,1
23 230 72,7 72,3 68,5 72,3
24 240 72,5 72,3 68,6 72,2
25 250 72,0 72,2 68,5 72,1
26 260 72,4 72,3 68,6 72,3
27 270 71,8 71,8 68,5 71,9
28 280 72,7 72,4 68,8 72,3
29 290 71,9 71,9 68,6 71,8
30 300 71,8 72,1 3,4 72,2

Tabla 3.3: Comparacion de las estimaciones en la simulacién
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3.4. Aplicacion en datos reales

El programa PNIS (Programa Nacional Integral de Sustitucion de Cultivos de Uso
Ilicito) surgi6 por el acuerdo de paz en Colombia que se desarrollo en el ano 2016. El
principal objetivo de este es tener un pais libre de cultivos ilicitos acorde a los derechos hu-
manos, la proteccion del medio ambiente y el bienestar. Segtin la Union Temporal IPSOS-
Uniandes (2023) este programa fue implementado en 56 municipios y beneficid a 99.097
hogares relacionados con los cultivos de uso ilicito en calidad de cultivadores, no cultiva-
dores en zonas de influencia de estos cultivos y recolectores.

En el afo 2022, el Departamento Nacional de Planeacion (DNP) contrat6 a la Union
Temporal Ipsos-Uniandes para realizar la evaluacion institucional y de resultados de la
evaluacion. En el archivo nacional de datos del DNP (anda.dnp.gov.co) se encuentran los
documentos referentes a esta evaluacion y ademas los microdatos de las encuestas reco-
lectadas que son de acceso publico. Segtin la Uniéon Temporal IPSOS-Uniandes (2023),
esta evaluacion se divide en dos componentes principales:

m El primer componente tuvo como objetivo validar y analizar el disefio institucional
del programa para cumplir con objetivos alineados con el Acuerdo Final de Pazy la
Politica Integral de Drogas Ruta Futuro, en relacion con la articulacion entre actores
y politicas estatales dispuestos para tal fin.

m El segundo componente tuvo como objetivo evaluar los resultados del PNIS en rela-
cion con los distintos tipos de beneficios contemplados y sus lineas de intervencion.
Para ello, se identificaron los resultados de cada accion implementada en el marco
del programa, al tiempo que se analizaron los factores internos y externos que han
influido en su implementacion y en el cumplimiento de sus objetivos. Entre estos
factores, se consideraron las caracteristicas de los territorios y las problematicas
asociadas al conflicto armado..

Para dar cumplimiento a estos objetivos se plantearon diferentes investigaciones, hare-
mos énfasis en el analisis cuantitativo. En este contexto, se realiz6 un estudio del programa
centrado directamente en los beneficiarios, para lo cual se disefi6 una estrategia muestral
orientada a obtener informacion confiable que permitiera evaluar el cumplimiento de los
objetivos del programa. La poblacidn objetivo del estudio estd conformada por las familias
beneficiarias del PNIS, ubicadas en los territorios donde se ha implementado el programa,
que abarcan 14 departamentos, 56 municipios y aproximadamente 3.785 veredas.

Para la implementacion del disefio muestral, se uso como marco muestral el registro
administrativo de los hogares inscritos en el programa, el cual se compone de diferentes
variables, las cuales fueron tomadas como informacion auxiliar en el analisis. El disefio
muestral planteado como se muestra en la figura 3.8 fue probabilistico de dos etapas, en la
primera etapa es un disefio estratificado en donde se seleccionan aleatoriamente por medio
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de un muestreo aleatorio simple dentro de cada estrato las veredas, las cuales corresponden
a las unidades primarias de muestreo (UPM), los estratos se construyeron en funcion del
numero de beneficiarios por veredas. En la segunda etapa por medio del mismo disefio
(ESTMAS) se seleccionan aleatoriamente por tipo de actividad (Cultivador, No cultivador
y Recolector) los hogares beneficiarios dentro de cada vereda seleccionada en la primera
etapa.

Seleccion de hogares
beneficiarios
(ESTMAS)

Seleccion de veredas
(ESTMAS)

Figura 3.8: Esquema del disefio
Fuente: elaboracion propia.

Se recolecto6 un total de 1.730 encuestas, las cuales fueron aplicadas en 121 veredas,
42 municipios y 12 departamentos. En la tabla 3.4 se presentan los valores descriptivos
del numero de encuestas a nivel municipal y departamental y la figura 3.9 se presenta un
mapa de calor correspondiente al tamafio de muestra por departamento. Dado que el cuartil
3 correspondiente al 75 % en la muestra de municipios es 32, se evidencia que la gran
mayoria cuentan con una muestra pequeia, por lo que no es posible obtener estimaciones
haciendo uso del disefio muestral alli. A nivel de departamento el escenario es similar pues
2 de los 14 departamentos donde se ha implementado el programa no cuentan con muestra,
la mediana es 93, indicando también que es muy posible que al realizar las estimaciones
a nivel de departamento sean muy pocos en los que se pueda publicar la cifra.

Dominio | Municipio  Departamento
Minimo 0 0

Q1 8 28
Mediana 18 93
Media 41 144

Q3 32 186
Maximo 591 591

Tabla 3.4: Descripcion de la muestra

El objetivo es determinar la efectividad que tuvo el programa en términos de la sustitu-
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cion de cultivos ilicitos en los territorios donde fue implementado, dentro del cuestionario
se preguntd: Después de empezar la implementacion del PNIS, ;ha habido erradicaciones
forzadas en la vereda en la que esta inscrito su predio o finca? (Si/No). Esta variable di-
cotdmica es la variable objetivo. Se estimard la proporcion de hogares beneficiarios del
programa en los que ha habido erradicaciones forzosas después de implementar el progra-
ma, este parametro se toma como un indicador de éxito del programa.

e Santander

santander
Muestra Total poblacion

L ‘ ' . 16000
500 o
400 & f 12000
g A Vichada
300 , i 5 ~ 8000

3 200 .
g Guainia 100

Arauca

Vichada

2 4000
Guainia

Figura 3.9: Tamafo muestral y poblacional por departamento
Fuente: elaboracion propia.

En primer lugar se calculan las estimaciones directas a nivel de departamento y si-
guiendo los pasos establecidos por CEPAL (2023), tomando en lugar del coeficiente de
variacion el margen de error dado que se esta estimando una proporcion, se determina si
las estimaciones son o no publicables. En la tabla 3.5 se presentan los resultados, en donde
solo 4 de los 14 departamentos cumplen con los criterios de calidad para publicar la cifra
estimada. En los departamentos Guania y Vichada no se cuenta con estimaciones dado
que no se recolecto muestra por las dificultades de acceso a estos territorios. Es de suma
importancia obtener el indicador de éxito del programa a nivel de departamento, dado que
las estimaciones directas no son suficientes se hara uso de la metodologia propuesta para
lograr el objetivo.
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Departamento Estimacion | n | n. sy | Error relativo | Margen de error
Antioquia 9.7% 247 | 124 6,5 % 12,7 %
Arauca 0,0% 8 0,0% 0,0%
Bolivar 58.4% 8 4 8,1% 15,9%
Caqueta 19.2% 73 | 37 8,1% 15,9%
Cauca 9.4% 90 | 45 2,5% 4,9%
Cordoba 39,0% 107 | 54 7,3 % 14,3 %
Guainia

Guaviare 24,4 % 97 | 49 6,4 % 12,5%
Meta 7,6 % 166 | 83 2,3% 4,5%
Narifo 23,8% 591 | 296 4,2 % 8,2%
Norte de Santander 31,9% 33 17 16,6 % 32,5%
Putumayo 57.5% 298 | 149 6,7 % 13,1 %
Valle del Cauca 40,6 % 12 6 5,9 % 11,6 %
Vichada

Tabla 3.5: Estimaciones directas por departamento

Para aplicar cualquier técnica de areas pequenas es fundamental contar con informa-
cion auxiliar, cuando se establece un modelo a nivel de unidad como es el caso de este
trabajo, es necesario que esta informacién este a nivel de individuo. El marco muestral
se construy6 a partir de los registros administrativos del programa, donde se registra la
informacion de los hogares inscritos en este, por lo tanto el marco muestral cuenta con
diferentes variables que seran consideradas como la informacion auxiliar para aplicar la
metodologia, las variables consideradas son:

= Sexo y edad del jefe de hogar.

m Area de la propiedad de la vivienda sustituida en metros cuadrados.
» Tipo de actividad.

= Afo de ingreso al programa.

m Variable indicadora si recibe algiin beneficio o ingreso adicional del programa.

Se hace uso del estimador Plug-In basado en los modelos GLMM y MEBO, no se
considera el modelo MEBA dados los resultados de la simulacién en donde se evidencia
el sesgo que introduce este modelo.

Se ajusta el modelo GLMM para la totalidad de la muestra y dado que esta tecnica
sigue ciertos supuestos, se valida el supuesto distribucional de los efectos aleatorios 1;,
donde la prueba de normalidad Shapiro-Wilk da un valor p de 0.98, concluyendo que los
efectos aleatorios se ajustan a la distribucion normal.
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Figura 3.10: QQ-plot de los efectos aleatorio del modelo GLMM
Fuente: elaboracion propia.

Para ajustar el modelo MEBO se hace una particion de la muestra creando una muestra
de entrenamiento correspondiente al 80 % y una muestra de validacion correspondiente al
20 % restante. Dentro de las medidas de ajuste para evaluar el desempefio de los modelos
se considera:

m Accuracy: tasa correcta de clasificacion.

m Curva ROC: es un grafico que presenta la sensibilidad en funcion de los falsos po-
sitivos (complementario de la especificidad) para distintos puntos de corte.

m AUC: es el area bajo la curva ROC y representa que tan bueno es el modelo para
clasificar a los individuos segtin la variable respuesta (éxito o no) a lo largo de todo
el rango de puntos de corte posibles.

Respecto a la tasa correcta de clasificacion, accuracy, el modelo MEBO es ligeramente
mejor que el modelo GLMM. La curva ROC y el valor AUC reflejan que el rendimiento
de los modelos es practicamente igual, por los valores de AUC y el valor donde la curva
alcanza su punto de corte (donde la sensibilidad y especificidad alcanzan el punto mas
alto). También se presenta el histograma de las probabilidades predichas por los modelo,
mostrando una similitud en la distribucion de estas con pequefias diferencias en el intervalo
que toman.
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Figura 3.11: Comparacion medidas de ajuste
Fuente: elaboracion propia.

Después de validar los supuestos requeridos en cada modelo y el rendimiento pre-
dictivo de estos, se calcula el estimador Plug-In usando los dos modelos ajustados, estas
estimaciones se comparan con las estimaciones directas. En la figura 3.12 se presenta el
mapa de calor con la estimacion del indicador de éxito del programa a nivel de departa-
mento, en el caso de las estimaciones directas solo se grafican las que cumplen con los
criterios de calidad, en el caso de las estimaciones basadas en los modelos, se calculan las
que tiene un ECM estimado menor al 5 %.
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Directo

Figura 3.12: Comparacion de las estimaciones
Fuente: elaboracion propia.

En la tabla 3.6 se presentan los valores de las estimaciones del indicador de éxito, en
rojo se resaltan los valores que no cumplen los criterios de calidad y estos solo se toman de
referencia para comparar las estimaciones resultantes de cada uno de los modelos, donde
se ve una similitud en estas y también comparandolas con las estimaciones directas.
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Estimacion (%)

10000*ECM

Departamento Directo | GLMM | MEBO | GLMM | MEBO
Antioquia 9,66 8,61 9,92 1,22 0,08
Arauca 0,00 | 13,22 13,91 155,21 | 193,18
Bolivar 58,40 | 37,40 35,58 | 359,69 | 423,89
Caqueta 19,22 | 14,49 13,78 17,07 24,67
Cauca 9,41 | 19,25 19,19 | 103,91 | 93,82
Coérdoba 39,00 | 48,27 47,39 57,01 43,38
Guainia 24,35 25,62 1,87 1,63
Guaviare 24,38 | 25,74 24,73 7,33 7,97
Meta 7,58 | 20,68 22,88 | 151,56 | 211,64
Narifio 23,82 | 21,57 20,90 4,36 7,80
Norte de Santander 31,88 | 27,27 33,72 3,77 6,74
Putumayo 57,47 | 56,91 56,90 4,30 7,07
Valle del Cauca 40,60 | 36,36 33,44 42,14 | 103,81
Vichada 24,18 25,14 4,62 3,63

Tabla 3.6: Comparacion estimaciones

En la Figura 3.13 se presenta la comparacion del error cuadratico medio (ECM) para
el estimador Plug-In basado en los dos modelos. La mediana indica un mejor desempefio
del modelo GLMM en términos de error, aunque se observan valores atipicos asociados al
ECM de la estimacion en Bolivar. Es importante destacar que, a diferencia del escenario de
simulacion, en la aplicacion practica se evidencian diferencias mas marcadas en las esti-
maciones y en la precision de los dos modelos, lo que permite analizar su comportamiento

en un contexto donde la muestra no fue generada bajo un modelo.
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Figura 3.13: Comparacion error cuadratico medio
Fuente: elaboracion propia.
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4. Conclusiones y futuros trabajos

Este trabajo explora el potencial de los métodos de aprendizaje automatico basados en
arboles para estimar proporciones en areas pequefias, las conclusiones se establecen segiin
los resultados del ejercicio de simulacion y la aplicacion en datos reales.

m Sibien existe literatura sobre modelos de aprendizaje automatico con efectos mixtos
y enfoques no paramétricos que incorporan la estructura jerarquica de los datos, las
aplicaciones de estos modelos en la estimacion en areas pequenas son aun limitadas,
lo que representa una oportunidad para futuras investigaciones.

m Los modelos basados en arboles para clasificacion presentan varias ventajas fren-
te al modelo lineal logistico. En particular, no requieren asumir linealidad ni una
distribucion especifica para los errores, pueden detectar interacciones de alto orden
entre las covariables, realizan una seleccion implicita de variables y son robustos
ante datos atipicos y valores faltantes.

s Con el modelo MEBO, basado en el método de ensamblaje Boosting, se tiene un
sesgo y un error cuadratico medio menor que los otros cuatro estimadores, sin em-
bargo, siguen siendo muy similares a los del modelo logistico mixto GLMM cuando
los datos provienen de un modelo.

= Aunque los modelos GLMM y MEBO son similares, este ultimo puede considerar-
se como una alternativa no paramétrica en caso de fallas del modelo (por ejemplo,
brindando seguro contra especificaciones erroneas del modelo, seleccion de varia-
bles validas y manejo efectivo de valores atipicos).

» Es importante resaltar que en el ejercicio de aplicacion se ven diferencias en cuanto
a las estimaciones y el error cuadratico medio de los modelos GLMM y MEBO,
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indicando que cuando los datos no provienen de una distribucion basada en un mo-
delo, el estimador Plug-In basado en el modelo MEBO podria llegar a tener mejores
resultados.

» El método de ensamblaje Bagging aunque disminuye la varianza de las estimacio-
nes no es una buena alternativa por el sesgo que introduce, a diferencia del método
Boosting que no solo disminuye la varianza sino que dada su estructura secuencial
disminuye el error en las estimaciones y por lo tanto tiene un sesgo menor.

m Este trabajo sirve como inspiracion para considerar la exploracion de diferentes
tipos de modelos como maquinas de soporte vectorial, arboles de regresion aditiva
bayesiana, otros modelos de bagging o boosting adicionales a los considerados en
este trabajo y muchos mas que permitan conservar la estructura jerarquica de los
datos y por lo tanto ser aplicados en areas pequefias.

Finalmente se resalta la aplicacion con datos reales, en la que se obtuvo un modelo de
clasificacion para la variable indicadora del éxito del Programa y con este se paso a una
inferencia basada en el modelo que permitié obtener informacion a nivel de departamen-
to, estos resultados ayudan a comprender los factores que afectan el éxito del programa y
brindan informacidn que puede ser relevante para priorizar las areas rurales y mas vulne-
rables.
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