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Resumen

Los conjuntos singulares hiperbélicos sobre 3-variedades cerradas introducidos en [MPP9S]
tienen un papel importante en el estudio de la dindmica de conjuntos robustos transitivos
en dimensién tres. En se asegura que un conjunto C'! robusto transitivo con sin-
gularidades en un campo vectorial de dimensién tres, es un atractor singular hiperbdlico
para X; 6 X_; (ver también [MPP04]). La bisqueda de una teorfa general para conjuntos
singulares hiperbdlicos sugiere como referencia la teoria clasica de conjuntos hiperbdlicos

como modelo.

De otro lado recientemente fue probado en [MP04] y [MPOT7] que un conjunto attracting
singular hiperbdlico conexo con orbitas periédicas densas y una unica singularidad es
transitivo como en el caso del atractor geométrico de Lorenz (ver [ABS82], [GWT9]), 6 es

unién de dos clases homoclinicas.

De estos resultados se pudo concluir en [BMPO7| que la interseccién de dos clases homo-
clinicas diferentes contenidas en un conjunto singular hiperbdlico no son necesariamente
disjuntas, propiedad que se extiende a toda 3-variedad compacta riemanniana con un
campo vectorial exhibiendo un conjunto atracting singular hiperbdélico conexo con orbitas
periédicas densas, una tnica singularidad que es la unién de dos clases homoclinicas pero

no es transitivo.

Este trabajo consiste en entender los resultados obtenidos en [[BMPOT]] y reescribirlos

en forma mads accesible al lector.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones

Definicién 1 Un espacio M se denomina localmente euclidiano de dimension n, si para
cada punto p € M existe un abierto U de M tal que si p € U, U es homeomorfo a un

abierto U' de R™, esto es:
o: U —U CR", (p es un homeomorfismo)

donde p(p) = (z1(p), ..., zn(p)) se denominan las coordenadas de p en R™.

Definicién 2 Un espacio topologico M se denomina una variedad topoldgica n-dimensional

st M satisface:

(1) M es hausdorff.

(ii) M es un espacio localmente euclidiano n-dimensional.
(1ii) M tiene un base contable para su topdlogia.

Es comun llamar al par (U, p —R"™) una carta local.

Definicién 3 Dos cartas (U, : U —R"), (V,¢ : V —R") de la variedad topologica

M son C"-compatibles si las aplicaciones
o pUNY) — oUNY), Pop™hipUNV) —PUNY)
Son C" difeomorfismos entre abiertos de R™

1
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Definicién 4 Un atlas A de dimension n y clase C" sobre un espacio localmente euclid-

iano M es una coleccion {(Ua, o)} de cartas C"-compatibles que cubren M, es decir

M =\, Us.

Un atlas A sobre un espacio localmente euclidiano se dice maximal si este no esta con-

tenido en otro mayor.

Definicién 5 Una C" wvariedad suave es una variedad topoldgica junto con un atlas
mazximal. Un atlas mdzimo de dimension n y clase C" sobre M es llamada también una

estructura diferenciable de dimension n y clase C.

Definicién 6 Sean N y M wvariedades de dimension n y m respectivamente. Una apli-
cacion f: N — M es de clase C" para un punto p € N si existe una carta (V,1) en
M conteniendo f(p) y una carta (U,p) en N conteniendo a p tal que la composicion

Yo fop ! esuna aplicacion de un subconjunto conjunto abierto de R" a R™, es C" para

©(p).

Definicién 7 La aplicacion f: N — M se dice C", si es C" para cada punto de N. f

es un difeomorfismo si es biyectivo con f y f~! de clase C".

Definicién 8 sea p €R™. Un vector tangente a p es el par (p,v) donde v ER", este par
es algunas veces escrito v,. El conjunto de todos los vectores a p denotado por T,R" es
llamado el espacio tangente a p. La union disyunta de todos los espacios tangentes es

llamado el fibrado tangente denotado TR", es decir:
TR™ = {(p,v) : p € R"y v es un vector tangente a p} = R™ x R™

Para una variedad M n-dimensional consideremos la aplicacion v : (—6,0) C R :— M
que define una curva C* con (0) = p, asumamos (U, — R\) es una carta para p,
de esta forma el vector tangente esta determinado por (¢ o) (0) = v,. El conjunto de

todos los vectores tangentes para p que escribimos como T, M,

T,M = {v, : v, es un vector tangente de una curva diferenciable a través de p}

. De forma similar a R™ definimos el fibrado tangente T'M como
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TM = {(p,v) : p € My v es un vector tangente para p} = J,c,, {p} x T, M

se define el diferencial de una aplicaciéon f : N — M de clase C" en cada punto p € N

como la aplicacion lineal entre los espacios tangentes inducida por f, esto es

Df(p) : T,N — Ty M.

Ahora enunciaremos sobre sistemas dindmicos.

Sea M una 3-variedad cerrada (compacta sin borde) riemanniana. Sea X un campo
vectorial de clase C!, denotaremos por X; el flujo generado por X. Diremos que el flujo
es una accion X : IR x M — M es decir, Xog =idy vy Xs0 Xy = Xy paratodo syt €
R.

Una orbita de X es el conjunto O = Ox(q) = {X:(q) : t € IR} para algin ¢ € M. Una
singularidad de X es un punto o € M tal que X (o) = 0 (equivalentemente Ox (o) = {c}).
Una drbita periddica de X es una érbita O = Ox(p) tal que Xr(p) = p para algin niimero
minimo 7" > 0 (equivalentemente O es compacto y O # {p}). Una drbita cerrada de X

es una singularidad 6 una érbita peridédica de X.

El conjunto omega limite de un punto p € M es el conjunto wx(p) = {x € M : x =
lim,, o0 X¢, (p), para alguna sucesién t, — oo}. El conjunto alpha limite de un ponto p
es el conjunto ax(p) = {z € M : x = lim,,_,oo X4, (p), para alguna sucesién ¢, — oo}.
Un punto p € M es llamado no-errante para X si para cada T' > 0 y cada vecindad U
en M de p existe t > T tal que X;(U)NU # . El conjunto de puntos no-errantes de X
es denotado por Q(X) 6 Q(X,).

Un conjunto compacto A C M es:

Invariante si Xy(A) = A, Vt € IR,

Transitivo si A = wy(p) para algin p € A;

No-trivial si A no es una érbita cerrado de X;

Aislado si existe una vecindad compacta U de A tal que

A= X()

telR

(U es llamado bloque aislante);
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» Attracting si es aislado y tiene un bloque aislante U positivamente invariante , e.d.,

s Atractor si es attracting transitivo.

= Hiperbolico si es invariante y existen constantes positivas K, A y una descomposi-
cién continua del fibrado tangente de M sobre A de la forma TA\M = E3® EX @ EY,
tal que Vp € A:

1. HDXt(p)/E; < Ke ™ ¥Vt >0 (e.d., E} es el subfribrado (K, \)-contractor);

2. HDX,t(p)/EgH < Ke ™ Vt >0 (e.d., EY es el subfribrado (K, \)-expansor);

3. EX = (X) (e.d., EY es la direccién del campo).

Una orbita cerrada es hiperbolica si es hiperbdlica vista como un conjunto compacto
invariante. El teorema de variedades invariantes (ver ) asegura que si x pertenece

a un conjunto hiperbédlico H de X, entonces los conjuntos:

W (z) ={y € M : d(X(z), Xi(y)) = 0, cuando t— oo}

W(zx)={y € M : d(Xi(z), X;(y)) — 0, cuando ¢t — —oo}

son O subvariedades de M. Estas variedades son llamadas las variedades estable fuerte
e inestable fuerte de x. Ademas, si O es una orbita de X contenida en A, entonces los

conjuntos:

wro)=Jw=@ y W (0)=Jw"(
€0 z€O

Son también C' subvariedades de M usualmente llamadas las variedades estable e in-
estable de O. Note que W*(O) y W*(O) son tangentes a los subfibrados E3 @& EX y

E¥ @ EY respectivamente.

Por orbita homoclinica asociada a una orbita cerrada hiperbédlica O de X se entendera una
érbita v C W#(O) N W*(0O). Si ademas T, M = T,W*(0) & T,W"(O) para algin (y por
lo tanto para todo) punto ¢ € -, entonces diremos que vy es una drbita homoclinica

transversa de O.
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La clase homoclinica de una 6rbita periédica hiperbdlica O de X es la clausura H(O) de

la unién de las 6rbitas homoclinicas transversas de O.

Denotemos por

o]

la norma del minimo de un operador lineal L.

Definicién 9 Sea A C M un conjunto compacto invariante de X. Una descomposicion

continua y DX;-invariante del fibrado tangente de M sobre A, de la forma
TAM = E\ @ Fh,

es una descomposiciéon dominada, si existen constantes positivas K y A\ tal que

|DX(x) /.|
(DX, (2)/r,) =

El subfibrado F es (K, \)-dominado por el subfibrado E.

Ke ™, VYzeAVt>O0.

Observacion 1 Asumiremos que una descomposicion dominada, de los dos subfibrados

E y F son siempre no triviales.
De esta obsevacién, se tiene también que E, # 0 e F, # 0 para todo = € A.

Definiciéon 10 Un conjunto compacto invariante A de X es parcialmente hiperbdlico,

st este exhibe una descomposicion dominada
T\M = E3 & E}
tal que E3 es un subfibrado (K, \)-contractor, e.d.,

|IDX(2)/p:|| < Ke ™, Va € AVt >0.

El subfibrado Ef es llamado el subfibrado central.

Para x € Ay t € IR sea J7(x) el valor absoluto del determinante de la transformacién
linear

Diremos que un conjunto A parcialmente hiperbdlico expande volumen (6 (K, \)-expande

volumen) en el subfibrado central, si

Je(x) > K~ '™, Yo € AVt > 0.
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Definicién 11 Un conjunto A compacto invariante de X; es singular hiperbdlico para
X; si A es parcialmente hiperbolico, expande volumen en el subfibrado central y cada

singularidad en A es hiperbolica.

Vamos a denotar por OC(X;) la unién de las érbitas cerradas, por P(X}) la unién de las
singularidades atractoras y por F(X;) la unién de las singularidades repulsoras del flujo

X, te R

Definicién 12 FEl flujo X; en una 3-variedad cerrada es singular hiperbélico si el con-

Junto no-errante Q(X;) satisface las dos condiciones siquientes:

2. QX)\(P(X)UF(X,)) es vacio 6 tiene uma descomposicion en una union disyunta
de la forma Ay U Ay, donde cada A;, i = 1,2 es un conjunto singular hiperbolico

para X; 6 un conjunto singular hiperbolico para X _;.

Definicién 13 Un flujo X, de clase C*' es singular-Axioma A si existe una descomposi-
cion disyunta finita

Q(Xt> - A1 U..u An,

donde cada A\; es pieza basica hiperbolica ¢ un atractor singular hiperbolico ¢ un repulsor

singular-hiperbolico, 1 = 1, ..., n.



Capitulo 2

Teorema principal

Se sabe que dos clases homoclinicas diferentes contenidas en un conjunto hiperbdlico
coinciden o son disyuntas, esto como consecuencia del Teorema de Smale (ver [Lan]).
Ademas, en [MP] se demostré que un conjunto atracting singular hiperbdlico con drbitas
periddicas densas y una unica singularidad es transitivo, 6, es unién de dos clases ho-
moclinicas diferentes. También se sabe que los conjuntos singulares-hiperbdlicos son
una generalizacion de los conjuntos hiperbdlicos, por tanto para un conjunto singular
hiperbdlico es natural preguntarse si existen dos clases homoclinicas diferentes con in-
terseccién no vacia. La respuesta es afirmativa dado que se puede construir sobre una
3-variedad compacta un flujo llamado La Mascara de Venecia que exhibe un conjunto
atracting singular-hiperbdlico no transitivo con érbitas periddicas densas y una tinica

singularidad que es union de dos clases homoclinicas con intersecciéon no vacia.

2.1. Teorema

Teorema 1 Sobre toda 3-variedad cerrada existe un campo vectorial X que tiene un

conjunto A atracting singular hiperbolico conexo con las siguientes propiedades:
1. X tiene una unica singularidad en A.
2. Las orbitas periodicas de X son densas en A.
3. A es union de dos clases homoclinicas.

4. A no es transitivo.



Capitulo 3

Construccion del flujo

3.1. Definicion de la aplicaciéon f.

Primero introducimos la aplicacién f que serd usado en la construccién del campo vec-

torial X del teorema principal.
; )

Figura 3.1: Variedad ramificada B.

Dominio de f. Consideremos la 1-variedad ramificada B que consiste de un intervalo
compacto y un circulo que se unen en el punto b como se describe en la Figura 3.1. Si
seccionamos B sobre el punto b obtenemos un intervalo compacto que asumiremos como

[0, 1] por simplicidad. Sobre [0, 1] consideraremos tres puntos
0<d <dy <dy <1,

donde d, esta también descrita en la Figura 3.1. Entonces d, sera el punto de discon-
tinuidad de f como una aplicacion de [0, 1]. El conjunto B \ {d.} serd el dominio de la

funcion f

Definicién de f. Definimos f: B \ {d.} — B como se muestra en la Figura 3.2.

Mas precisamente, f satisface las siguientes hipotesis:

(H1): Dom(f) = [0,1] \ {d.}.
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d*

dy

(H2): f(0) = 0; f(dr) = f(d2) = 1; f(1) = f(b) = d..
(H3): f(dit) = fldot) = b5 f(di—) = [(d2—) = 1 f(dirt) = f(di—) = 0.
(H4): f([0,dr]) = [0,1]; f ((d1, d.)) = (0,0) ; f ((ds, do]) = (0,1]; f ((d2, 1]) = [dx, b).

(H5): f expande, es decir, f es clase C' en el dominio Dom(f) y existe un A\ > 1 tal
que:

|f(z)| > X\, V& € Dom(f).

Propiedades de f. Sea |I] la longitud del intervalo I y consideremos los puntos dj, dy €

f~Ydy) y d.,1 € f~1(d,) como en la Figura 3.2. Definiremos los siguientes intervalos:
= [y =[dy,di], [r = (di, d.];
w [3=[dy, ds], Iy = (da, 1];
» H=[d,,d|=1LUIL, H = (dj, 1] = I3U 4.
Lema 1 Los intervalos H, H', I, ..., I, definidos arriba satisfacen las siquientes propiedades:

1. Si J C HUH' es un intervalo abierto, entonces f*(J) es un intervalo y

[F2(I)] > AT
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2.d, € fQ(]l) N f(IQ) N f2(13) N f(]4)

Demostracién. Observe que f(I1) = f(I3) = [do,1] v f(l2) = f(I4) = [d.,b). En
particular, d, € f(Iy) N f(14). De f((d2,1]) = [f(1),b)) v f(1) = d., por (H2) se tiene
que d, € f2(I)N f3(I3), lo que prueba la segunda parte. Ahora se probaremos la primera
parte (1). Sea J C H U H' un intervalo abierto. Note que H y H' son disyuntos y J C H
6 J C H'. Asumiremos J C H para el otro caso es similar. Si d; ¢ J entonces f(J) es
un intervalo y f(J) N {dy,ds,d2} = 0. Si dy € J entonces f(J) no es un intervalo. Sin
embargo, f(J) consiste de dos intervalos J; C (da, 1] y Jo C (d.,b), teniendo 1 y b como
puntos limite respectivamente. En particular, (J; U Jy) N{dy,d.,ds} = 0. De f(b) = f(1)
por (H2) se tiene que f2(J) = f(J1)U f(J3) es un intervalo. La desigualdad se sigue por

que f es expansiva (ver (H5)). m

Lema 2 Si I C [0,1] es un intervalo abierto conteniendo a d., entonces existe un subin-

tervalo J C I yr € N tal que f7(J) = [0, 1].

Demostraciéon. Como d, € I se puede seleccionar un intervalo J C I con punto limite
d, tal que f(J) es un intervalo cerrado con 0 como punto limite. Ciertamente es suficiente
usar f(d.+) = f(di—) = 0en (H3). Como f(0) = 0, existe una sucesién de preimagenes
de d; convergiendo a 07. Asi se puede asumir que existe n; € N tal que si b,, es el punto
limite restante de J entonces f™ (b..) = dy. Usando f([0,d;]) = [0,1] en (H4) podemos
ver que fMT2(J) = [0, 1]. Por tanto r = n; + 2.

Definicién 14 Diremos que f es local eventualmente sobre (leo) si dado cualquier in-

tervalo I C [0, 1] existe un m > 0 tal que f™(I) = [0, 1].

Teorema 2 f es local eventualmente sobre

Demostracién. Por (H5) si K C [0,1] \ {d,d.,d>} es un intervalo y
[FUEO) > AK] (1)

Fijando un intervalo I C [0,1] \ {d.}. Por el Lema 2 es suficiente mostrar la existencia

de un n € N tal que:

d. € f"(I) (2)
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Ciertamente para obtener la conclusién de la definicion 5 para I, m = n + r donde r
viene del lema 2. Note que I C Dom(f) por (H1). De aplicar (1), se puede encontrar

un primer entero n > 0 tal que f’(I) es un intervalo para toda 0 < i < n;y

FrI) 0 {dy de,do} # 0.

Si d. € f™(I) entonces probamos (2) con n = n;. Asumamos que se da una de las dos

dy € fm(l) 6dy € f(I).

Caso I: d; € f™(I). Se tienen dos subcasos, f" (/) C H 6 no. Sino entonces f™ (1) D I
6 fm(I) D Iy, como f™(I) es un intervalo que contiene a dy, entonces el lema 1-(2)
implican d, € f™ (1) 6 d, € f™ (1) asi n = ny+2 6 n = n; + 1 respectivamente.

Si fm(I) C H entonces el lema 1-(1) implica que f™72(I) es un intervalo y
[ ()] > AmF2 .

En este subcaso se remplaza [ por f"*2(I) y reiniciamos.

Caso II: dy € f™(I). Este caso es andlogo al caso I donde nuevamente tenemos dos
subcasos, que f™(I) C H' é no. Si no entonces f™(I) D I3 6 f™(I) D I, como
f™(I) es un intervalo que contiene a dy, entonces el lema 1-(2) implican d, €
fmr2(1) 6d, € frr(I) asin = ny+2 6 n = ny+1 respectivamente. Si f™(I) C H

entonces el lema 1-(1) implica que f™*2(I) es un intervalo y
[ ()] > AmF2 .
En este subcaso remplazamos I por f™*2(I) y se reiniciamos.

Note que en los subcasos de arriba remplazamos I por f"+2(I) y reiniciamos con intervalo
con longitud mayor a A" *2|[|. Esto implica la existencia de un n satisfaciendo (2). El

teorema esta probado. m
Corolario 1 Los puntos periodicos de f son densos en B. Si x € B, entonces
B=Cl (U /().

Demostracién. Esto es una consecuencia directa del teorema 2 m
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3.2. Definicion de la aplicacién G.

En esta seccion se definira una aplicacién dos dimensional G con una construccién similar

al atractor de Plykin (pég.338-341 de [Roh95]).

B C D E

W2

Figura 3.3: Region R.

Dominio de G. Consideremos la region del plano descrita en la figura 3.3. que es
formada por dos semi-anillos A y F'y cuatro rectangulos B,C, D, E. Existe una linea
vertical media denotada por [. Note que [ genera una reflexiéon de uno de los planos
que denotaremos ¢. Asumiremos 0(D) = 0(C), 0(FE) = 0(B) y 0(F) = A. En particular
O(R) = Ry 6(d+) = d— donde los segmentos verticales d+, d— son los limites de las

curvas B y D como se muestra en la figura. Definamos
H =AuBUC y HY"=DUFEUF

Sea F la foliacion de R formada por los segmentos de linea descritos en la figura 3.3.
Note que la linea media [ en una folia de F. Ademas, los segmentos formados en F son
verticales a la componentes B, C, D, E y radiales sobre los anillos componentes a, F'.

Usaremos la notacién F, para denotar la folia de F que contiene a x € R.
@ d— O d+ @

Figura 3.4: Espacio Cociente.

Identificando puntos en la misma folia de F definimos el espacio cociente K indicado en

la figura 3.4, note que 0 € K representa la hoja [ en el espacio cociente.
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Observacion. La variedad K es obtenida al pegar dos copias BY, B~ de la variedad

ramificada B descrita en la figura 3.1. El conjunto R\ {d*,d”} sera el dominio de G.

Definicién de G.Definamos la aplicacién G : R\ {d",d"} — Int(R), C* en forma que

su imagen se indica en la figura 3.5.

B C D E

G(B) G(E)

Figura 3.5: Aplicacion G.

Requerimos las siguientes hipotesis:

(G1): G y 0 conmutan, es decir, Gof =60 G.
(G2): G preserva y contrae la foliacién F.

(G3): seag: K\{d",d } — K la aplicacién inducida por G en el espacio K. Entonces,
la apliacién f* = g/B™ satisface las hipétesis (H1)-(H5) con f = f*, B=B"y
d, = d* (ver figura 3.6).
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I dy«

N\

0 di de b ody 1

Figura 3.6: Transformacién inducida restricta a BT.

Propiedades de G. Denotemos por 7 : R — B la proyeccién a lo largo de las folias de

F. Se sigue que:
H-=7YB7), Ht =7 Y(B™)
(G1) implica que H*, H— son invariantes bajo G, donde
GH \d)cH- y GHT\d")CHT (3)

Sea Per(G/u4) el conjunto de los puntos periddicos de G/ g . Sea W*(x, G) la variedad

estable de # € R con respecto a G, es decir.
Ws(x,G) ={y € R: lim, ,.d(G"(y),G"(z)) = 0}

Como G contrae F por (G2) tenemos que W?*(x,G) es unién de hojas de F y se sigue
de (G2), (G3) y la expansividad en (H5) que todos los puntos periddicos de G son

sillas hiperbdlicas. Por tanto la variedad inestable

W (z,G) ={y € R : lim,—,_d(G"(y), G"(x)) = 0}.
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estara definida para todo x € R periédico. Por (G1) tenemos que G(I) C [ y G tiene un

punto fijo P en [. Claramente se tiene 7(FP) = 0.

Dado un conjunto L denotamos por CI(L) la clausura de R. Definimos

Ag = Cl (ﬂ G”(H—)> AL =Cl (ﬂ G”(H*)) (4)

n>1 n>1

Lema 3 Sip € Per(G/py) \ {P}, entonces
AG = Cl(W*(p, G))
y de igual forma remplazando + por —.

Demostracién. Para probar Cl(W*(p,G)) C Af, usaremos un argumento similar al
del lema 29 de [Bau05]. Observe primero que G*(p) ¢ d, para todo k € Z, entonces
Oc(p) C int(HT), asi mismo existe un € > 0 tal que W* (G~*(p), F) C H" para todo

k € Z por tanto para cualquier k£ > 0,

(606~ U @ (4 (61 (6.

>0

W (p,G) = GF (W (G *(p),G)) c G* (H")

entonces

CL(W"(p,G)) c CL (ﬂ G* (H+)> = A%

k>0
Para probar la inclusién contraria fijemos a € Af. Se sigue de la definicién de Af; existe
un a’ € H* arbitrariamente cercano a a tal que G~"(a’) existe y pertenece a H™ para
todo n € N. Consideremos la hoja Fg-n(y) conteniendo G™"(a’). Escojamos un € > 0
pequeno, como F es uniformemente contractiva por G (ver (G2)), tenemos que existe
ne € N tal que

sup {d(G",d) 1 y € Fgni} <e. (5)

n>ne
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Ahora fijemos n > n. y consideremos b, = 7(Fg--(z)) € B. Fijemos un intervalo I C
W*(p,G). Sea fty BT la aplicacién y la variedad ramificada en(G3). Para simplicidad

de la notaciéon quitaremos el exponente +.

Note que f es leo por el teorema 1. Ademas existe n’ € N tal que f*(7(I)) = By
b, € £ (w(I)). Como f(n(I)) = (G (I)) se tiene 7(Fg-n(w))=7(G" (I)) y como

fg—n(a/) N Gn/<I) 7é (Z)
se sigue que existe x € [ tal que
G"I(x) Efgfn(a/)

Como n > n.y n' € N se tiene n +n' > n.. Como W*(p,G) es G-invariante y x €

I CFG-n(q) obtenemos

dW*(p,G),d") <e.
Como € es arbitrario concluimos que

a e Cl(W*(p,q)).
y como @’ es arbitrariamente cercana a a se obtiene

a e Cl(W"(p,Q))

probando el resultado. En forma similar remplazando + por — dado que Gy 6 conmutan

por (G1). m
Teorema 3 Ag y A, son clases homoclinicas de G y P € A; N Af

Demostracién. Claramente P € H* N H~ y como G"(P) € G"(H") N G"(H ™) para
todo n € N. Como P es un punto fijo de G obtenemos P € G"(H")NG"(H ™) para todo
n. Esto prueba P € A; N Af. Ahora probaremos que Az y Af son clases homoclinicas
de G. Unicamente probaremos que AZ, si lo es, entonces A también lo es por que G y 6
conmutan por (G1). Sea f* y BT la aplicacién y la variedad ramificada en (G3) como
antes quitaremos el exponente + para mayor simplicidad. Por el corolario 1 tenemos que
las 6rbitas periddicas de f son densas en B. Podemos fijar x € Per(f)\{0}. Se sigue que

la hoja 7~ !(z) de F es periédica. Como F es una folaciéon contractiva concluiremos que
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existe p € Per(G/H")\ P. Denotemos H¢(p) la clase homoclinica de p. Afirmaremos
que AL, = Hg(p). Ciertamente, tenemos que A, = CI(W"(p, G)) por el lema 3. Hg(p)
es la clausura de la interseccién transversa de puntos de la W?*(p,G) con W¥(p, Q)
de esta forma obtenemos Hg(p) € W¥(p,G) y Ha(p) C Af. Ahora probaremos que
AL C Hg(p). Para ello tinicamente tendremos que probar W*(p,G) C A} puesto que
W(p,G) es denso en Af, y Hg(p) es cerrado. Fijemos ¢ € W*%(p,G) y tomemos un
intervalo abierto I C W*"(p, G) conteniendo a ¢. Tenemos de (G3) y teorema 2 anterior
que f es leo. Entonces, existe n > 0 tal que f™(7 (1)) =B. En particular, 7(F,)e f*(n(I)),
probando F, N G™(I) # (. De

G™(Fy)NI#0
Ahora tenemos

G(F,)NIC Halp)nI

puesto que
G (Fp) C W2 (p, G)
y
I CcW*p,G).
en consecuencia
He(p) N1 #0

Como el intervalo [ es arbitrariamente cercano a ¢ y Hg(p) es cerrado, podemos concluir

que g € Hg(p). Esto prueba la afirmacién. El teorema 2 se sigue de la afirmacién. m

Finalmente definimos

Ag =Cl (ﬂ G”(R))
n>1
entonces definimos la siguiente propiedad.

Lema 4 Ag = ALUA,.

Demostracion. Se sigue de R = H" U H~ y la definicién de AL y A;. =
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3.3. Campo vectorial 3-dimensional X.

En esta parte construiremos un campo vectorial X que satisfacera las propiedades del
teorema principal. La idea es construir la aplicacién 2-dimensional G' como la funcion
de retorno asociada a un conjunto attracting singular hiperbélico. Ademas M sera una

3-variedad cerrada.

Figura 3.7: Seccién transversal flujo cherry.

Definicién de los plug 1 y 2. Introduzcamos los plugs 1 y 2. El plug 1 es construido
a través de tres pasos. Primero consideremos un campo vectorial cuyo flujo se describe
en la figura 3.7. Note que el campo vectorial tiene 2 equilibrios: una silla ¢ y un atractor

p. Debemos asumir que los valores propios A3, A; de o satisfacen la relacién.
)\3<O<—>\3<)\1.

Note en adicion la similitud de este campo vectorial con el flujo cherry descrito en
[PM8&2]. Describamos un disco pequeno D centrado alrededor del equilibrio attracting p.
Esto da por terminado el primer paso de la construccion del plug 1. Para el segundo paso
multiplicaremos el campo vectorial por una contracciéon fuerte Ay obteniendo el campo
vectorial de la figura 3.8, el hueco indicado en esta figura esta dado alrededor del disco
D.

Note también que si nuestra eleccion de s es tal que — )\ es mayor, entonces el resultante
campo vectorial tiene una tunica singularidad o que es Lorenz-like , es decir, o tiene

valores propios reales g, A\3, \; tal que satisfacen:

Ao < A3 <0< —=A3 < Aq.
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Figura 3.9: Plug 1.

El paso final es pegar dos orejas en el campo vectorial 3-dimensional cuyo flujo se muestra
en la figura 3.9, el resultante campo vectorial se llamara el plug 1.

Observe que por construccion el plug 1 tiene la region del plano R como seccién transver-
sal. El plug 2 es una 3-bola sélida y el flujo no tiene singularidades como se ve en la

figura 3.10.

Definicién de X. Construiremos un campo vectorial X sobre un bitoro sélido ST' en
forma que X;(ST') C Int(ST) para todo t > 0y X es transversa para el limite del bitoro
J(ST) de ST. El flujo es obtenido pegando los plugs 1 y 2 como se indica en la figura

3.11. Requerimos las siguientes hipotesis:

(X1): Existen dos érbitas periédicas repulsoras Oy, Os en int(ST) cruzando los huecos
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de R como se indica en la figura 3.11.

(X2): Existen dos toros sélidos vecindades de Vi, Vy C Int(ST) de Oy, Oy con limite
transverso a X; tal que si V = ST\ (V;UV4), entonces V' es una vecindad compacta
con limite transverso suave a X; y X;(V) C V para todo ¢t > 0. Como V es un

bitoro sélido con dos toros sélidos removidos, tenemos que V' es conexo.

(X3): R C V y la aplicaciéon de retorno de G inducida por X en R satisface las
propiedades (G1)-(G3). Ademsés,

{¢ eV :Xi(q) ¢ RVteR} ={o}

\
\
1

4
1
|

1

Figura 3.10: Plug 2.

Propiedades de X;. Retomemos la definicién A de las secciones anteriores. Definamos

A=Cl (U Xt(Ac;)) (6)

teR
Como o es lorenz-like tenemos que es hiperbdlica. Luego la variedad estable e inestable

W3 (o), Wi(o) de o estan definidas.
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Figura 3.11: Plug 1 y 2

Lema 5 W{(oc) C A

Demostracion. Primero afirmaremos que las orbitas de X de los puntos periddicos de
GG estan contenidas en A. Ciertamente, si x € R es un punto periédico de G, entonces
G"(r) € Rparatodan <0y x € Ag = Cl (ﬂnzl G"(R)). Consecuentemente z € A
(por Ag C A) asi las 6rbitas de = estdn contenidas en A, por tanto A es X;-invariante.
Segundo, los puntos periddicos de f en (G3) son densos en B por el corolario 1. Entonces
los puntos periddicos de G se acumulan sobre dt en la componente conexa de R\ d*t
(andlogamente para d~). d* (o d”) estdn contenidas en W§ (o), las X;-érbitas de los
puntos periédicos de G se acumulan sobre d* (o d~) y también se acumulan W (o).

Entonces el resultado se sigue de esto ciertamente y del hecho que A es cerrado. =
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Lema 6 A =().,X.(V). En particular, A es un conjunto attracting conezo.

Demostracién. Supongamos que = € ()5, G"(R). Entonces G™"(z) € R para to-
don < 0. Si G es la aplicacién de retorno inducido por X;(z) en R, tenemos que
Xi(xz) € V para todo t < 0. Esto implica X;(x) € V para todo t € R luego = €
R C V (por (X3)) y V es positivamente invariante por X; (por (X3)). Esto prueba
N>1 G"(R) C [Nyer Xe(V). Como [,cp X¢(V') es cerrada (por V' es compacto) con-
cluimos que Ag = CI (2, G"(R)) C Nyer Xe(V). Como ;e Xi(V) es X-invariante
concluimos que X;(Ag) C (,er X¢(V) para todo ¢ € R por tanto:
AcxV).

>0

Ahora supongamos ¢ € )5 X¢(V'). Entonces X;(q) € V para todo ¢ < 0. Se sigue que
Xi(q) € V para todo t € R luego V' es positivamente invariante por (X2). Si X;(q) ¢ R
para todo ¢t € R, entonces ¢ = o por la igualdad en (X3). Por el lema 5 nosotros tenemos
Wi(o) C A. Luego ¢ € A en este caso. Como podemos asumir que Xy,(¢) € R para
algin ty. Fijemos z = Xy, (¢q). Si X;(z) € R para infinitos valores de ¢ < 0, entonces
z € (V5 G"(R). Por lo demas z € Wg(o) por (X3). En cualquier caso tenemos que

x € A asi:
() X.(V) C A.

t>0

La ultima parte del lema se sigue del hecho de que V' es una vecindad compacta conexa
de A. Esto prueba el lema. m

Seguido definiremos

ema(ynon) v -aynon)

teR teR

Lema 7 A" y A~ son clases homoclinicas de X y
A=ATUA"

Demostracién. Note que Al y Ag son clases homoclinicas de G por el teorema 2.

Entonces AT y A~ son clases homoclinicas de X dado que G es la aplicacién de retorno
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de X. En la otra mano el lema 4 implica Ag = AL, U A;. Entonces X,;(Ag) = X, (AL) U

Xi(Ag) para todo t € R, y la ecuacién (6) implica

A=CI (U Xt(AG)> = CI (U Xt(Ag)) uCl (U Xt(AG)> — AT U AT

teR teR teR

Otras propiedades de A se muestran en el siguiente lema.

Lema 8 A cumplen las siguientes afirmaciones:
s A tiene una unica singularidad.
s A no es transitivo.

s A es un conjunto singular hiperbolico de X;.

Demostracion. Tenemos que o es la tnica singularidad de A por construccion. En adi-
cién A no es transitivo por la ecuacion (3), las érbitas de X que inician en la componente
conexa de R\ [ no intersecta la otra componente de R\ [. El resto de esta prueba queda
entonces dedicado a probar que A es un conjunto singular hiperbdlico . Aunque esto
puede ser probado directamente de la construccién (ver [Mor04], seccién 3 en [MPP99)
o [Rob95]), aqui usaremos los argumentos basados en [MPP04]: Por el lema 7 tenemos
A= ATUA*, donde A* son clases homoclinicas. El teorema de Birkhoff-Smale entonces
implica que las orbitas periddicas de X en A son densas en A. En la otra mano, toda
6rbita peridédica de X contenida en A es hiperbdlica de tipo silla. Esto se sigue del hecho
que la foliacién F preserva por G en (G2) es una contraccién y del hecho de que el
mapeo unidimensional g inducido por G en el espacio de folias F en (G3) es expansivo.
En particular toda érbita periddica de X contenida en A esta dotada con un splitting
ToM = E} & E5 & E%. Observe que la estructura de arriba persiste bajo pequetias C'*
perturbaciones de X. Por tanto, toda 6rbita periédica en V' de cada campo vectorial que
es C'' cercano a X es hiperbdlico de tipo silla. Ahora denotemos por Per(A) la unién
de las érbitas periddicas de X contenidas en A. Por la discusiéon de arriba tenemos que

Per(A) es un subconjunto denso de A. Definimos el splitting

TP@T’(A)M = F]ier(A) ® Flger(A)
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y para Per(A)
Fi=E y F:=Ef®E!

para x € O donde O C Per(A) es una orbita periddica. Como toda 6rbita periédica en
V de cada campo vectorial C* cercano a X es hiperbdlico de tipo silla, podemos usar el
argumento en para probar que el splitting Tpe.a)M = F Per(a) P F Per(4) Dara
Per(A) extendido a un conjunto singular hiperbdlico con splitting Ty M = F5 & F§ sobre

A = Cl(Per(A)). Esto completa la prucba. m



Capitulo 4

Demostracion del teorema principal

4.1. Prueba del teorema

Demostracién. Sea M una 3-variedad cerrada y X un campo vectorial en el bitoro sélido
ST definido anteriormente. En particular X satisface las propiedades (X1)-(X3). La
construccién en una 3-variedad topoldgica nos permite definir un embedding de ST sobre
M tal que X se extienda sobre todo M. Debemos probar que X satisface la conslusién
del teorema principal. Para esto procedemos como sigue: Sea V' el conjunto en (X2) y
A como en la ecuacion (6). Se sigue del lema (6) y (8) que A es un conjunto attracting
singular hiperbdlico conexo de X que tiene una tnica singularidad y no es transitivo. De
otro lado A es unién de dos clases homoclinicas por el lema 7, y las érbitas periédicas
son densas en A por el teorema de Birkhoff-Smale expuesta en [GH90]. Finalmente estas
clases homoclinicas deben ser diferentes por el teorema de Birkhoff-Smale aun més A no

es transitivo. Esto completa la prueba. m
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