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Titulo en espafiol

Frecuencias relativas y estimacion de parametros en etégwade Bienaymé - Galton - Watson
multitipo

Title in English
Relative frequencies and parameter estimation in myb@tgienaymé - Galton - Watson proces-
ses

Resumen: Se exponen los procesos de ramificacion de Bienaymé - Galfdatson multitipo,
incluyendo su definicion, la matriz de medias, las matrieegatianzas y covarianzas y la defini-
cion de las frecuencias relativas asociadas al procescacgeuma revision sobre los estimadores
empirico y maximo verosimil de la matriz de medias y los estiones de las matrices de varianzas
y covarianzas asociados, con su comportamiento asintdi@odo el tiempo tiende a infinito. Se
proponen dos subgrupos de este tipo de procesos, caradteripor cierto tipo de distribuciones
de descendencia. Se plantean e implementan tres algoudlisiogos para realizar simulaciones.
Se ilustran los resultados teéricos expuestos, mediast@snltados numéricos obtenidos por si-
mulacién para tres situaciones que se pueden modelar pdo eedstos procesos. Por Gltimo,
se proponen condiciones necesarias para la convergentzda fitecuencias relativas y de los es-
timadores de la matriz de medias, cuando el nimero de indisichiciales y el tiempo tienden a
infinito simultaneamente.

Abstract: We present some characteristics of Bienaymé - Galton - \Watadti-type processes,
including its definition, the means matrix, the variance aodariance matrices, the relative fre-
quencies definition. A review on the empirical estimator #me maximum likelihood estimator
of the reproduction law means and the related variance avatience matrices estimators, with
its asymptotic behaviour when the time tend to infinity. Wegmse two subgroups of this type of
process, characterized by certain types of offspringitigions, and implement three different al-
gorithms for simulations. Theoretical results are illattd by the numerical results obtained from
simulation for three situations can be modeled throughetipescesses. Finally, we propose con-
ditions for the convergence of relative frequencies andnaeatimators, when the initial number
of individuals and time tend to infinity simultaneously.
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Introduccioén

Un proceso de ramificacion se puede ver como una represamiacitematica del comporta-
miento de una poblacién en términos de la cantidad de ingigidjue la componen, en donde cada
uno de ellos se reproduce y muere de acuerdo a un esquenwialdaichos procesos, ademas
de plantear una serie de desarrollos teéricos interesdigae un buen nimero de aplicaciones
practicas. Se podria pensar que la utilidad de estos moskelomita a temas relacionados con po-
blaciones biolégicas, pero en realidad, tienen aplicaefona gran variedad de contextos, como
lo son: biologia molecular, biologia celular, inmunolgg®olucién, medicina, ecologia, econo-
mia, fisica de particulas, demografia, entre otros (Epp8,IRimmel & Axelrod 2002, Dorman,
Sinsheimer & Lange 2004, Mitov, Rachev, Kim & Fabozzi 2008jd§ Etinski, Uiberacker &
Jakubetz 2008, Laredo, David & Garnier 2009).

Histéricamente el interés principal de los investigada@s respecto a los procesos de rami-
ficacion ha sido analizar el comportamiento asint6tico deolalacion, cuando el tiempo tiende
a infinito. Un proceso de ramificacién esta determinado paramarias funciones de distribu-
cion, para poder conocerlas a partir de informacion exgartal, es necesaria la construcciéon de
estimadores de los parametros que las caracterizan y quiegdes asintéticas.

La informacién experimental u observada asociada a un ratdetamificacion, en donde se
tienen diferentes tipos de individuos, puede ser:

= Un conteo del nimero de descendientes de cada tipo, pradyeig cada tipo de ancestro.
= El nimero total de individuos de cada tipo que componen l&pain.

= La proporcion de individuos de cada tipo con respecto aldetandividuos de la poblacion.

para cada momento en el tiempo. Dependiendo del tipo demiafbn obtenida se debe contar,
por lo menos, con un estimador asociado, para poder detriomparametros del modelo.

Los procesos de ramificacion, como se ha mencionado, tiememplio nimero de aplica-
ciones, sin embargo, la teoria estadistica desarrolladagste tipo de modelos es relativamente
escasa. Yakovlev & Yanev (2009) presentan un método de astim para experimentos en los
cuales sélo es posible observar las frecuencias relatorasoe, obtenidos a partir de algunos re-
sultados asintéticos cuando el nimero de individuos iigisiiende a infinito mientras el tiempo
permanece fijo, y proponen investigar el comportamientcaddrkecuencias relativas cuando el
ndamero de individuos iniciales y el tiempo tienden a infimigomanera simultanea.

El objetivo de este trabajo, es analizar en un proceso defieé - Galton - Watson multitipo,

Vi



INTRODUCCION VI

el comportamiento asintotico de algunos estimadores ded@smetros del proceso y de las fre-
cuencias relativas de cada tipo de individuo, cuando ekiteyrel nimero de individuos iniciales
tienden a infinito simultdneamente. Para tal fin se realizdrewision bibliogréafica, seleccionando
un conjunto de articulos de interés, analizando y verifiodnd resultados de los articulos por
medio de simulaciones, luego, se observo como se relacitiohos resultados con la estimacion
de los parametros del proceso, y finalmente, a partir de ynmtonde datos simulados asociados
a una situacion modelada mediante un proceso de ramificdei@ienaymé - Galton - Watson
multitipo se realizé una exploracién para posibles nuegessltados teoricos.

Este documento esta organizado de la siguiente manera:

En el Capituld]L se estudiaron los procesos de ramificaci@®iefeaymé - Galton - Watson
y de Bienaymé - Galton - Watson multitipo, se revisaron \&at@nas y enfoques de interés para
este tipo de procesos, inicialmente su definiciones y swcteafsticas basicas, detallando los
resultados del caso simple como introduccion y luego enfil@se en los resultados similares para
el caso multitipo. La fuente principal de consulta fueromrtg1963), Mode (1971) y Athreya &
Ney (1972).

En el Capitul@_TH se mencionan: los estimadores empiricaxymo verosimil de la matriz de
medias del proceso, algunos resultados asintéticos cuaidéonpo tiende a infinito y los estima-
dores, obtenidos a partir de los anteriores resultadoa,l@amatrices de varianzas y covarianzas
con su respectiva convergencia. La fuente principal deuitankie Maaouia & Touati (2005).

En el Capituld® se describen con detalle los resultadogtsdrelacionados con la estima-
cién de parametros del proceso a partir de los resultadogtsos de las frecuencias relativas
asociadas al mismo, cuando el tiempo se deja fijo y el nimerodigduos iniciales de tipo 1
tiende a infinito. La fuente principal de consulta fue Yakow& Yanev (2009).

En el Capituld1, a partir de los resultados de los capitulteriares, como parte de los desa-
rrollos propios de este trabajo, se propone una caraat&iz® tipificacion de ciertos procesos
de Bienaymé - Galton - Watson multitipo y se desarrollan demgntan los algoritmos necesa-
rios para su simulacion, luego, al plantear y simular dagsibnes experimentales modeladas
con este tipo de procesos, se obtienen resultados numégiemefectivamente coinciden con los
resultados tedricos estudiados.

En el Capituld¥, se realizan las simulaciones correspotefiea la exploraciéon del compor-
tamiento asintético de los estimadores trabajados en [Wtuéa@s anteriores y de las frecuencias
relativas de cada tipo de individuo, cuando el tiempo y elenande individuos iniciales tienden a
infinito simultaneamente, y a partir de lo obtenido en la &wiones se proponen las condiciones
necesarias para su convergencia.

En el Apéndic&A se resume la notacion que fue utilizada eotestente a lo largo del docu-
mento.

En el Apéndicd_B se mencionan algunos resultados que fudit@ados o referenciados en
las demostraciones que se realizaron en los primeros lpitu

En el Apéndic€_C se encuentran las instrucciones para:tiaagn del softwar®, la insta-
lacion del paquet8ranching ,y el uso de las funciones que componen dicho paquete, desarr
lladas para realizar las tareas de simulacion y calculcerédps en este trabajo.



CAPiTULO 1

Procesos de ramificacion

1.1. Proceso de ramificacién de Bienaymé - Galton - Watson

Watson & Galton (1875) publicaron la primera representaci@tematica de un proceso de
ramificacion, mediante la cual analizaron la extincion deglpellidos de las familias aristocraticas
inglesas, por esta razén, a dichos investigadores se debmbte del proceso de ramificacion mas
simple, el proceso de Galton - Watson. Segun algunos esthiditdricos (Heyde & Seneta 1972),
Irénée-Jules Bienaymé también aport6 al planteamientacte groceso, y aun cuando no hay
constancia escrita de dicha contribucién, a este tambinsseele llamar proceso de Bienaymé -
Galton - Watson.

El proceso de Bienaymé - Galton - Watson modela la evolucguara poblacion de particu-
las o individuos, que comienza en un tiempo inicia= 0 con un numero de individuos inicial
Z(0; N) = N, cada uno de los cuales (después de una unidad de tiempe)agenmanera inde-
pendiente un nimero aleatorio de descendientes, de acaerdana funcién dada de probabilidad
p(k) = {pk,k = 0,1,2,...} la cual indica las probabilidades de producihijos. Por lo tanto,
el nimero total de individuos de la primera generacior=(1), es la suma de/ (0; N) variables
aleatoriasy’ ¥, i = 1,2,..., Z(0; N), con funcién de probabilidag(k) = {py, k = 0,1,2,... }.

De esta manera, los hijos de los individuos iniciales ctuisiin la primera generacion, sus nietos
la segunda, y asi sucesivamente. La variable aleatdgrnaN) representa el nimero de individuos
en lan-ésima generacion, la cual es igual a la suma de los hijossdeddviduos de lgn — 1)-
ésima generacién. En este modelo se asume que el nUmerogsle tgscendientes producidos por
un individuo de una generacion, es independiente de lariziséoniliar y de los demas individuos.

Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene la siguiente d&fmformal (Athreya & Ney 1972,
Harris 1963):

Definicion 1.1 (Proceso de Bienaymé - Galton - Watson (BGW) Un proceso de Bienaymé -
Galton - Watson (BGW) es una cadena de Markov, homogéneajdieéin los enteros no negati-
vos(Z(n; N)),.en,» CON Matriz de transicion definida, en términos de una fund@probabilidad

dadap(k) = {pk’ > Oak = 071727"' }’ Ekpk =1, por
pi sii>1,5>0,

. . (1.1)
Oii Ssit=0,5 >0,

mij = P(i,j) = P(Z(n+1;N) = j|Z(n; N) = i) :{

1



CAPITULO 1. PROCESOS DE RAMIFICACION 2

con §;; el delta de Kronecker yi',k = 0,1,2,... la i-ésima convolucién de, > 0,k =
0,1,2,....

A partir de la definicion, es claro que el proceso de BGW estérianado por la funcion
de probabilidady(k) = pr > 0;k = 0,1,2,..., la cual generalmente se llama distribucion de
descendencia.

Por otro lado, el nimero de individuos envlg&sima generacion de un proceso de BGW que
tiene NV individuos iniciales, es igual a la suma del nUmero de indios en law.-ésima generacion
de NV procesos idénticos e independientes que tidnadividuo inicial,

N
N)=> Z(n;1)
j=1

por lo tanto, para los desarrollos tedricos, se suele asimpérdida de generalidad, que el nUmero
de individuos iniciales esigual a 1.

Observaciorl.l Dado que el proceso de BGW es una cadena de Markov homogaseaoba-
bilidades de transicion no dependenrddeniendo eso en cuenta se tendra la siguiente notacion:

miji=P(Z(n+1) =j|Z(n) = i) = P(Z(1) = j| Z(0) = i)
7 = P(Z(n) = j| 2(0) = i)

donder;; es la probabilidad de transicion en un pasq;i) es la probabilidad de transicion en
pasos.

Notacionl.l Cuando se quiere resaltar el nimero inicial de particilasl proceso de ramifica-
cion se escribe de la siguiente manera:

Z(n;N);n=0,1,2,...

Cuando se asuma qug0) = 1, a menos que se diga lo contrario, no hay diferencia en @scrib
Z(n;1)y Z(n).

Funcién Generadora

Una herramienta muy util para el trabajo con procesos extiooé es la funcion generadora
de probabilidades (f.g.p.), la cual se define como sigue:

[oe)
8) = Zpk&’k, |3| < 1
k=0
se observa que,
Y mys’ = F(s); Y mys! = (F(s))', i>1
j=0 j=0

por lo tanto,

(e}

(n+1 i
Z ”uc ’

J=0



CAPITULO 1. PROCESOS DE RAMIFICACION 3

y si se define'(n; s) := 372 ﬂ?)sﬂ', entonces se tiene que,
Fn+1;s) = F F(s)) y  F(lis) = F(s)

con lo cual se concluye que,
o0
S nlps = (Fmis)'
=0

Lo que nos indica que la funcién generadora de probabilslaidt proceso en el momento
partiendo del estadiose puede escribir en términos de la funcidon generadora telpilimlades de
la distribucion de descendencia.

Momentos

Los momentos del proceso, cuando existen, se pueden expre&aminos de las derivadas
de F'(s) evaluadas et. Para la media se tiene que,

mi=E(Z(1)) =Y _jm;=F(1)
j=0

y por la regla de la cadena,
Z]ﬂ =F(m)=F(n-L)F1)=-=(FQ1)" =m" (1.2

De manera similar, usando qué&’(n + 1;1) = F”(1)(F'(n;1)) + F'(1)F"(n;1), se puede
mostrar que,
F// TL 1 F// (m2n 2 +m2n 3 .. +mn—1)

y por consiguiente, tomande® = Var(Z(1)), se concluye que,

2 mn— 1
Var(Z { m# 1, (1.3)
m=1

1.1.1. Comportamiento asintotico.

Extincion
Para un proceso de ramificacion, si existe algipara el cualZ (n) = 0, entonces,
Z(n+ k) =0 paratodak > 0

lo que indica qué) es un estado absorbente del proceso. Esto es natural teréganclienta la
situacién que origina el proceso de BGW, ya que si en algun entamla poblacion se queda
sin individuos, no habra quien tenga descendencia y ponto,ta partir de ese momento no se
generaran individuos que compongan la poblacion.

Alcanzar dichon determina la extincién de la poblacién de estudio. Por gomasite la pro-
babilidad de extincion del proce$@ (n)),.cn, esta dada por,

P(Z(i) = 0 paraalgin > 1) = lim P(Z(i) = 0 para algin. < i < n)
= lim P(Z(n) = 0) (1.4)
= lim F(n;0)

n—oo
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Teorema 1.1.La probabilidad de extincion del proce$d (n)),cn, €S la menor raiz no negativa
(¢) de la ecuaciont = F'(t). Toma el valorl sim < 1y toma un valor estrictamente menor que
1sim > 1.

Demostracion.Seag la menor solucion dé'(t) = t en[0,1]. Si0 < s < ¢ entonces es claro
que,
0<s<F(s)<Flg)=q

aplicando de nuevé' se obtiene,
0<s<F(s) < F(F(s) < Flg) = q
siguiendo este proceso se llega a,
0<s<F(s)<F(2;s)<..<F(n;s) <..<gq
por lo tanto existe; := lim,,_,, F'(n;s) < ¢q. ComoF es continua se sigue que,

s1= lim F(n+1,s) = lim F(F(n;s)) = F(s1)

n—oo n—oo

esto ess; es solucién de la ecuaciGn= F'(s), comogq es la menor solucion, se obtiene que
q < s1. Por consiguiente = s;. Sig < s < 1 entonces se deduce analogamente que,

s>F(s)>..>F(n;s) >..>q
por lo tanto exist&s := lim,, .o, F'(n;s) > q.
Con un razonamiento similar al hecho en la primera partdege & ques; = g.

Entoncesy es la probabilidad de extincién del proceso, ya Hug, .., F'(n;0) = ¢, donde
q es la menor solucion de= F'(t). ComoF es una funcion convexak(0) > 0, los gréaficos de
las funciones) = F'(z) y y = z tienen a lo sumo dos puntos en comun, uno de ellds s que
F(1)=1.

Sim < 1, entonces, a la izquierda de F' crece mas lentamente qye= x, por lo tanto,
COMoF' es convexa, no existe una raizBé&) = ¢ menor quel, de modo que = 1. En cambio
sim > 1, hay una raiz menor que y ésta tiene que ser igual;aen ese cas@, < 1. O

Criticidad

Se dice que el proceso de Bienaymé - Galton - Watson es sabgcititico o supercritico,
dependiendo de sh < 1, m = 1 om > 1 respectivamente.

1.2. Proceso de ramificacion de Bienaymé - Galton - Watson ntitlpo
(BGWM)

Una posible generalizaciéon de un proceso de ramificacid@licaaen considerar que la po-
blacion de estudio, estd compuesta por individuos que pupédeenecer @ tipos diferentes.
Teniendo esto en cuenta, el desarrollo de la poblacion ési@el tiempo queda ahora descrito por
el vector aleatorio:

(Z(n; N))nENo = (Z1(n;N), Zo(n;N), ..., Za(n; N))TLGNO
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donde se tiene un vector de individuos inicials= (Ny,..., Ny) siendoN; el numero de
individuos iniciales del tipd: y Z;(n;IN) := “ndmero de individuos de la-ésima generacion
pertenecientes al tipb ", parak = 1,2,...,dy n € Ny. El proceso con esta generalizacion se

llama proceso de Bienaymé - Galton - Watson Multitipo.

Cada uno de los individuos iniciales del vechdr(después de una unidad de tiempo), genera
de manera independiente un nimero aleatorio de descess]igle acuerdo, con un vector de
funciones de probabilidad multivariadés = (p(1); - - -, Pa)) }, dondep ) (r1, 2, . . . , 74) indica
la probabilidad de que un individuo del tiggproduzcar; individuos del tipo 17- individuos del
tipo 2, ..., rq4 individuos del tipo d, es decir, corresponde a la distribaae descendencia de los

individuos de tipadk. Es claro que, para todo=1,...,d, se tiene:
Z Py (155 7a) =1
(Tl,...,Td)ENg

SiZ(n;N) = (rq,...,rq), €s decir, en la-ésima generacion hay individuos del tipo 1,
ro individuos del tipo 2, .., r4 individuos del tipo d, vy, SY(M) := “numero de individuos del
tipo j que genera un individuo del tigd, entonces, teniendo en cuenta diign + 1;IN) := “el
numero de individuos de tippen la(n + 1)-ésima generacion”, coh=1,2,....dyn € Ny, se
tiene que:

d rg )
Zln+ 1N) = 323Vl

k=11i=1

De manera analoga al caso del proceso de Bienaymé - GaltomsefMBGW), se tiene el
supuesto, de que los individuos se reproducen indeperdiente unos de otros e independiente-
mente de la historia del proceso.

Una definicion formal para el proceso de Bienaymé - Galtonts@vamultitipo es la siguiente
(Athreya & Ney 1972):

Definicion 1.2 (Procesos de Bienaymé - Galton - Watson multitipo (BGWM). Un proceso de
Bienaymé - Galton - Watson multitipo es una cadena de Markovdgénea, definida exg:

(Z(n; N))nENo = (21 (n;N), Za(n; N), ..., Zy(n; N))neNo
con matriz de transicion dada por,
mj = P(i,j) = P(Z(n + 1;N) = j|Z(n;N) = i)
— coeficientes de’ en (F(s)),  i,j € Nd

donde,

F(s) = Z p(r)s”, S=10(81,82,---,84),0< s <1, k=1,2,...,d
rENg

siendop(r) = (p(1)(r),p(2)(r), ..., p)(r)), dondep)(r) es la distribucién de descendencia de
los individuos padres de tipa

Funciones Generadoras
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Obsérvese quE(s) = (Fi(s), Fa(s),..., Fy(s)), donde

T
Fi(s1,82,.-.,84) = Z Pe(r1,72, .., Tq)s] 857 ... 5! 0<s,<1,k=1,2....d
T1,...,7gENo

siendoF}, la funcién generadora de la distribucion de descendenaim dedividuo de tipok.

Momentos

= my = E(Z(1;e;) | Z(0;ex)) parak = 1,2,...,d denota el vector de valores esperados
de la primera generacion de individuos deddagpos, dado un solo individuo inicial de tipo
k (ex, es elk-ésimo vector de la base candnicag.

= m es |la matriz de medias del proceso, dondedstigs corresponden a lasvectores de
medias:

’

m = (mij)lgi,jgd = (ml,mQ, .. .,md) .

» Vi = Var(Z(1;ex) | Z(0;e;)) parak = 1,2,...,d denota la matriz de varianzas y
covarianzas de la primera generacion de individuos dé kijgos, dado un solo individuo
inicial de tipok.

Se puede verificar que el vector de valores esperados deraaméndividuos de la poblacion, en
el tiempon, dada una poblacién inicial d¥ individuos, esta dada por:

m(n;N) = B(Z(n;N) | 2(0;N))
= (mi1(n;N),ma(n;N), ... ,mg(n;N)) (1.5)

=Nm"
y que la correspondiente matriz de varianzas y covarianzastempon esta dada por:

V(n;N) :=Var(Z(n;N) | Z(0;N))
= (Vij(n; N))1§m’§d

n d
=2 [(m"‘ly (Z mi(l = 1;N) w) m"-l]
=1 k=1

(1.6)

1.2.1. Comportamiento asintoético.

En esta seccion se supondra que el proceso de BGWM es noasiggegular positivo, con-
ceptos que se exponen a continuacion (Athreya & Ney 1972).

Definicion 1.3. Un proceso de BGWM se dice que es un proceso singular, si ysgda fun-
cion generadora del proceso esta dadaP@) = A s’, dondeA es una matriz no negativa de
dimensiond x d.

En otras palabras, un proceso de BGWM singular es aquel amkkada individuo de la
poblacién tiene exactamente un descendiente. Por ot part
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Definicion 1.4. Se dice que un proceso de BGWM es regular positivo o irretkjciiby soélo si,
existeng € N, tal que, las componentes de la mattiZ son positivas, para todo > ny.

Extincion
Los siguientes teoremas presentan los resultados corctesp&a probabilidad de extincion
y al comportamiento asintético de un proceso de BGWM, cuaidizmpon tiende a infinito.

Las demostraciones de dichos resultados se pueden coraulkdarris (1963), Mode (1971) y
Athreya & Ney (1972).

Teorema 1.2(Explosion o extincion del procesopado un proceso de BGWM

(Z(n;N))

n&eNp

entonces:

P(Z(n;N) o Z(O;N)) + P(Z(n; N) —— 0|Z(0; N)) —1

n—oo n—oo

para cadaN € N§.

El anterior teorema concluye que cuando el tiempiiende a infinito, sélo existen dos si-
tuaciones posibles, o la poblacion se extingue o crece mdafnente. De manera adicional, el
siguiente teorema plantea una condicion de extincién parase multiple, similar a la dada para
el caso simple:

Teorema 1.3(Probabilidad de extincién)Sea(Z(n;IN)),ecn, un proceso de BGWM, gies el
mayor valor propio de la matrim de valores esperados, se tiene que:

s Sip < 1entonceg; = 1.

= Sip > 1 entonced < q < 1.

dondeq = (q1,492,---,494) Y qr €S la probabilidad de la eventual extincion del proceso dado
Unico individuo inicial de tipdk.

Criticidad

Definicion 1.5. Sea(Z(n; IN)),en, un proceso de BGWM, se dice que el proceso es supercritico,
critico o subcritico sp > 1, p = 1 0 p < 1 respectivamente, dongees el mayor valor propio de
la matriz de valores esperados

Teorema 1.4(Caso subcriticg. Sip < 1y E(||Z(1;N)|2,,..) < oo entonces, condicionada por
Z(n;N) # 0:
Z(n,N) distribucién W
yl
W ~ f(z) = lim P(Z(n,N) =z|Z(n;N) # 0)

limite que existe y es independienteZi@; N).
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Teorema 1.5(Caso critico. Sip = 1, E(||Z(1;N)]||2,.,) < ooy Siw es un vector tal que
w’u > 0, entonces, condicionada p@(n; N) # 0:

w' Z(n,N) distribucién

n n—o0

w

1 _= uw
W~ f(z)=—e m,z>0dondey, = ———
T&=5 1= W]
u Yy v denotan los vectores propios a izquierda y derecha, cooegigntes al valor propig,
respectivamente.

QW] == QW] QO[],..., Q" [v]), siendo

i (q(k)(ivj)) v, k=1,2,...d.
i=1 j=1

N —

QW] =

y donde,

62
K) (5 4} .—
g7 (i, ) D55,

Fo(s)| ki j=1,2,....d.

s=1

Teorema 1.6(Caso supercriticg. Sip > 1, entonces:

Z(n;N) casisiempre W

p" n—oo

dondel¥ es una variable aleatoria no negativawes el vector propio a izquierda de la matriz de
valores esperados.

Es asi como dependiendo del valorge tienen tres diferentes comportamientos asintéticos
cuando el tiempa tiende a infinito.

1.3. Otros Procesos de Ramificacion

Existen otros procesos de ramificacion aparte de los exgmiasteriormente, estan los llama-
dos: procesos de ramificacion dependientes de la edadspeode ramificacion dependientes del
tamafio de la poblacién, procesos de ramificacion en ambigat@ables o aleatorios, entre otros
(Mode 1971, Athreya & Ney 1972, Kimmel & Axelrod 2002).

Un proceso de ramificacion general es un proceso estocgstidausca modelar una poblacion
de individuos, en donde, cada individuo tiene un tiempo da (aleatorio), dicho individuo puede
tener un cierto nimero de descendientes (aleatorio), @svaomentos del tiempo a lo largo de
toda su vida (aleatorios).

1.4. Estimacién de parametros para procesos de BGWM

Asmussen & Keiding (1978) consideraron el problema de estiantasa de crecimiento
(valor propio dominante de la matriz de medias) de un prodes8 GWM regular positivo y
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supercritico, la estimacion fue desarrollada, primerdcaptio el teorema central del limite pa-
ra martingalas, y luego, estimando la matriz de medias paimaaverosimilitud, suponiendo
conocidas todas las combinaciones tipo padre- tipo hij@epilimeras. generaciones.

Nanthi (1982) planted dos estimadores para las matrices\vdgianza de un proceso, regular
positivo y supercritico de BGWM y analiz6 su comportamieasintotico. El primero, es un es-
timador por maxima verosimilitud, basado en el conocintietdl nimero de descendientes por
individuo, el segundo, es un estimador que esta basadondgita en los conteos correspondien-
tes a las combinaciones de los tipos padre-hijo.

Integrando tres aspectos diferentes: estimacion, coapanto asintético y nimero de indi-
viduos iniciales aleatorio, Dion & Yanev (1997) realizan amalisis extenso de las propiedades
asintéticas de un proceso de ramificacion de BGW, cuando rekraide individuos iniciales
(aleatorio) y el tiempo tienden a infinito, obteniendo, raatilores consistentes y asintdticamente
normales para la media y la distribucién de descendenciprdegso.

Maaouia & Touati (2005) realizaron una revision bibliografiacerca de los desarrollos de
inferencia estadistica en cuanto a las matrices de mediasattices de covarianzas de las distri-
buciones de descendencia en un proceso de BGWM, reguldivpgssupercritico, a partir de la
cual desarrollaron regiones de confianza asintéticas fpelrasimedias y covarianzas.

Sea(Z(n;N)),en, Un proceso de BGW supercritico o lo que es lo mismo, un prodeso
BGWM con un solo tipo de individuosi(= 1), entoncesn := E(Z(1;1)) € (1,00) es la media
y 02 := Var(Z(1;1)) € (0,00) es la varianza de la distribucion de descendencia del proces
Los siguientes resultados para la estimacion de la mediaesgep encontrar en Dion (1974) y
Maaouia & Touati (2005).

El estimador de Lotka-Nagaev o estimador empideon, esta dado por,

Z(n;N)

m(n; N) = Zh—LN) L Z(n-1,N)>0} (1.7)

el cual, es fuertemente consistente en el conjunto de nocexti7 = {lim,,_,, Z(n; N) = oo},
y se tiene que,

(Z(n —1; N)Y2 (1h(n; N) —m) 2L A (0,02) (1.8)

n—oo
donde\ (0, 02) hace referencia a una distribucién normal de médiavarianzas?.
El estimador maximo verosintde m, esta dado por,

Z(LN)+Z(2;N)+---+ Z(n;N)

m(n; N) = Z(0O;N)+ Z(L,N) + -+ Z(n— 1;N)

(1.9)

el cual también, es fuertemente consistente en el conjento @xtinciérZ o condicionado sobre
el conjunto?7,, = {Z(n; N) > 0}, y ademas, entre otros resultados se tiene que,

n—1 1/2
<Z Z(3; N)) (rin(n; N) —m) ni—; N (0,07) (1.10)
=0

A partir de las definiciones de los anteriores estimadosesbserva que sus valores coinciden
paran = 1.
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De manera similar a lo realizado con la estimacién de la madiabservan las siguientes
resultados para la estimacion de la varianza, los cualesiestep encontrar en Heyde (1974),
Dion (1975) y Maaouia & Touati (2005).

A partir del estimador empirico de la media((z; V)) se obtiene el siguiente estimador de la
varianza,

5 (n; N) = % > 2(i = 1;N) (m(i; N) = r(n; N))* =2 o2 (1.11)
i=1

sobre el conjunto de no extinciéh = {lim,,_.», Z(n; N) = oo}, y adicionalmente, bajo el su-
puesto de que el momento de orden cuatro de la distribucidiestendencia sea finito, entonces,

V(5 (n; N) — 02) <25, A7 (0,20%) (1.12)

n—oo

Por otro lado, a partir del estimador méaximo verosimil de &dia ¢i.(n; N)) se obtiene el
siguiente estimador de la varianza,

n i—1
52(n; N) = % STz Ny | (0 N) —i(ns N))? 2 o (1.13)

i=1 \ j=0

sobre el conjunto de no extincidn, y adicionalmente, bajo el supuesto de que el momento de
orden cuatro de la distribuciéon de descendencia sea fimtonees,

V(6% (n; N) — 02) 24, (0, 2 (Z—jLD a4> (1.14)

n—oo

En el caso de las ecuacionEs{1.12)y {I1.14), el momento @m auwhtro de las distribucion
de descendencia se puede ver como una medida de varialiidiastimador de la varianza y
para obtener la convergencia en distribucion de dicho estimse requiere que su variabilidad
sea finita.

Se tienen asi, como minimo, dos estimadores para la media pata la varianza, de la
distribucion de descendencia de un proceso de BGW, en demuleesle destacar que el estimador
empirico de la medid{]l.7) es insensible a cambios en lasvalzsenes asociadas a los tiempos
0,1,...,n — 2y que el estimado#?(n; N) es asintéticamente mas eficiente que el estimador
62%(n; N), debido a las ecuacionds{1.12[y (1.14).

En el caso de un proceso de BGWM, éste esta constituido pectnaleatoridz(n; N) =
(Z1(n;N), Za(n;N), ..., Zg(n; N)), definido como el nimero de individuos envlaésima ge-
neracioén, a partir d& individuos iniciales para log tipos, este vector aleatorio generalmente se
asume observable, es decir, que a partir de una situaci@mievgntal puedo obtener los valores
resultantes asociados a dichas variables aleatorias,yercaso, a un conjunto de observaciones
de este tipo a través del tiempo, se le denominauéstra de totales por tipo

Sin embargo, los estimadores que se presentan en estdaegytuieren que sean observables
otras variables aleatorias, tales como el nimero de indigidle tipgj en lan-ésima generacion,
provenientes de individuos de tigode la(n — 1)-ésima generacion, a partir @ individuos
iniciales, es asi que en adelante se supondra que este grvpoables aleatorias requeridas son
observables, su notacion seérg ;)(n; N) y a un conjunto de observaciones de la misma, se le
denominardnuestra completa
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Para las siguientes secciones, las definiciones y teoremnasus respectivas demostraciones,
se pueden encontrar en Maaouia & Touati (2005).

1.4.1. Estimacioén de la matriz de medias

En esta seccion se presentan, los estimadores de la matniedias de un proceso de BGWM
regular positivo y supercritico, y algunas propiedadeg@stas cuando el tiempo tiende a infinito.

Definicion 1.6 (Estimador empirico de la matriz de medias (EE). El estimador empirico del
vector de medias de la distribucién de descendencia de dbsdnos de tipok, a partir de, los
valores observados dg;, j)(n; N) enn generaciones, y de Id¥ individuos iniciales, esta dado
por,

Y, (s N)

my(n; N) = m (1.15)

el cual es, el analogo multidimensional del estimador enwpefinido en[(1]7) y donde,

Yi(n;N) = (Y1) (7 N), Yy (03 N), ., Vg gy (n; N))

Es asi como, etstimador empirico (EE) de la matriz de medias del process@&/Mes,
t(n; N) = (thy (n; N), thy(n; N), ..., tag(n; N))’ (1.16)
es decir, el vector fil&-ésimo de esta matriz correspond€afll.15).

Definicion 1.7 (Estimador maximo verosimil de la matriz de medias (MLE). El estimador
maximo verosimil del vector de medias de la distribucién éscdndencia de los individuos de
tipo k, a partir de, los valores observadosi{g ;) (n; N) enn generaciones, y, de 10$ individuos
iniciales, esta dado por, .
i (n:N) = 2ot YEER) (.17
>ico Zi(isN)

Es asi como, ebstimador maximo verosimil (MLE) de la matriz de medias detgso de
BGWMes,
i (n; N) = (i (n; N), thy(n; N), ..., tag(n; N))’ (1.18)

es decir, el vector fil&-ésimo de esta matriz correspond€&afl.17).

Maaouia & Touati (2005) demuestran que el estimador maxierosimil efectivamente es
obtenido, al maximizar la funcién de verosimilitud y maxzemdo cada componente deésimo
vector de mediasn,,. Ademas, ambos estimadores tienen una idea de proporcde/se es-
ta considerando el nimero de individuos que se generaroa(@ndltima(s) generacion(es) de
todos los tipos, a partir de cierta cantidad de individuosige & presentes en la(s) anterior(es)
generacion(es).

El siguiente teorema establece las condiciones bajo ldes;uas anteriores estimadores de
la matriz de medias, son fuertemente consistentes y pegsant distribucidon normal asintotica,
cuando el tiempa tiende a infinito.
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Teorema 1.7(Propiedades asintéticas de EE y MLE Sea(Z(n N)) nen, UN proceso de ra-
mificacion de BGWM, con < oo tipos distintos, regular positivo, supercritico, con \actle
individuos iniciales igual 1,1, ..., 1), con momentos de cuarto orden finitos y con matrices de
varianzas y covarianzas invertibles, donfle= {lim,,_,, Z(n;N) = co} designa el conjunto

de no extincion del proceso,, := U¢_, {Zx(n,N) > 0}, entonces, se tienen las siguientes
propiedades:

(i) El estimador empirican(n; IN) es un estimador fuertemente consistente de la matriz de
mediasm sobre el conjuntdr.

(i) El estimador empirican(n; N) asintéticamente tiene una distribucion normal, condicio-
nado sobre el conjunt@ o T,, se tiene que,

(Zi(n — 1;N))* (g (n; N) — my) — Ny (0, V) (1.19)
(iii) El estimador méaximo verosimiin(n; N) es un estimador fuertemente consistente de la
matriz de mediasn sobre el conjuntdr.

(iv) El estimador maximo verosimih(n; IN) asintéticamente tiene una distribucién normal, en
efecto, condicionado sobre el conjuritbo T, se tiene que,

_ 1/2
. N dis
<Z Zk(z; N)) (mk(n, N) - mk) ﬁ Nd (0 Vk) (120)
dondeN, (0, Vi) hace referencia a una distribucién normal multivariada demensiond, con
vector de media® y matriz de varianzas y covarianzag.

1.4.2. Estimacion de las matrices de varianzas y covariangza

En esta seccion se indicaran los estimadores de las malgoggianzas y covarianzas de un
proceso de BGWM regular positivo y supercritico.

Definicion 1.8(Estimador de las matrices de varianzas y covarianzas a partde EE). El esti-
mador de la matriz de varianzas y covarianzas de la distéibute descendencia de los individuos
de tipo k, calculado a partir del estimador empirico delaede medias de la misma distribucion
de descendencia, esta dado por,

Vi(n;N) = szy—l N) (riay,(5; N) — ting,(n; N)) (1 (j; N) — i (n; N))' - (2.21)
] 1

Definicion 1.9 (Estimador de las matrices de varianzas y covarianzas a partide MLE ).

El estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de tahdision de descendencia de los
individuos de tipo k, calculado a partir del estimador méxirarosimil del vector de medias de la
misma distribucién de descendencia, esta dado por,

Vi(n; N) Z (Z Zy,(i; N) ) (1 (55 N) — ring (3 N)) (s (55 N) — ring (3 N))" (1.22)

]1 1=0
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Los estimadores de las matrices de varianzas y covariaoaastenidos a partir de los resul-
tados (ii) y (iv) del TeoremB1l.7. Ademas se tiene el sigei¢ebrema:

Teorema 1.8(Propiedades asintéticas de los estimadores de las matricgés varianzas y cova-
rianzas). Bajo las mismas hipoétesis del Teorelmd 1.7, sobre el confimtw extincionT se tiene
que,

() El estimadorV,(n;N) es un estimador fuertemente consistente de la matriz danzs
y covarianzas (de la distribucién de descendencia de lasithabs de tipo kK)V .

(i) El estimadorV(n; N) es un estimador fuertemente consistente de la matriz denzs
y covarianzasvy.



CAPITULO 2

Frecuencias relativas en procesos de BGWM

Probablemente el primero en considerar las frecuenciatves asociadas a un proceso de
ramificacion multitipo fue Jagers (1969), quien estudié pespiedades asintéticas (cuando el
tiempo tiende a infinito) de un proceso de ramificacion dejeaitel de la edad, con dos tipos de
individuos, suponiendo que los individuos del primer tigmeran individuos de los dos tipos y
que los individuos del segundo tipo s6lo generan individimsu propio tipo. Mostré que, bajo
ciertas condiciones, la frecuencia relativa asociada mthgiduos del primer tipo converge a un
valor constante que depende de la distribucion de desceiademrespondiente.

A partir de su interés en las aplicaciones biol6gicas, MA8& 1) considera la utilidad de las
frecuencias relativas y menciona que para el proceso de BGWidrcritico, si el tiempo tiende
a infinito entonces las frecuencias relativas convergeraaanstante, asociada al vector propio a
izquierda del mayor valor propio de la matriz de medias detgso.

Después de estos avances iniciales, el concepto de fréasieelativas ha sido poco explorado
por parte de los investigadores, tanto desde el punto demiatematico, como desde el punto de
vista de la inferencia estadistica, a pesar de tener urea afdicacion en estudios biolégicos de
proliferacion y diferenciacion celular, en donde, es pesibedir las frecuencias relativas y no los
conteos de diferentes tipos de células.

En un articulo reciente, Yakovlev & Yanev (2009), considdes frecuencias relativas de dis-
tintos tipos de individuos en procesos de ramificacion mudtiy prueban que dichas frecuencias
tienen una distribucién asintética normal multivariadarwp el nimero de individuos o particulas
iniciales es grande y el tiempo de observacion es fijo. Eltaw que obtienen es interesante, ya
que es valido para todo tipo de procesos de ramificacién cordinnero finito de tipos, siempre y
cuando, se mantenga la hipétesis de independencia corct@spla historia del proceso y entre
los individuos.

En las siguientes secciones se presentaran los resul&@las expuestos por Yakovlev &
Yanev (2009), desglosando las demostraciones respectivas

14
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2.1. Preliminares

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que existe almartipo (por ejemplo, el tipo
1) que genera o produce todos lbgnimero finito de) tipos, y adicionalmente, que el proceso de
ramificacion comienza cofi(0; N) = N individuos (por ejemploN; = (Ny,0,...,0)).

SeaZ(t;N) = (Z1(t;N), Za(t;N), ..., Zy(t;N)) un proceso de ramificacion multitipo,
donde Zx(t; N) es el proceso estocastico que corresponde al niUmero dédirmlivde tipok
(k=1,2,...,d) en el tiempa. Obsérvese que en esta notacion, se resalta la dependeadia-q
ne el proceso con respecto al namero inicial de individdg® N) = N. Por otra parte el tiempo
puede ser discretd € Ny = 0,1,2,...) o continuo ( € Rt = [0,00)), y se debe mantener la
condicién de independencia, entre individuos y con respet historia del proceso.

La llamada propiedad aditiva de los procesos de BGWM dice que

N
Zk(taNl) :ZZ]S;Z)(tvel)> k= 1727"'7d7 (21)
i=1
dondeZ,f)(t;el) conl < i < N sonN copias i.i.d. del proceso de ramificacidf(¢; e;) con
k=1,2,...,d,endondeZ(0) = e, es decir, que cada copia comienza con un individuo de tipo
1.

TomandoZ (t) = (Z1(t), Za(t), ..., Za(t)) = (Z1(t;e1), Za(t;e1), ..., Zq(t;e1)), su fun-
cion generadora de probabilidad (f.g.p.) esta dada por:

F(t,s):=F(t,s;e1)=FE [Sz(t) ‘ Z(0) = el} =F [slzl(t) 3222(t) sf‘i(t) ‘ Z(0) = el]
(2.2)
dondes = (s1,82,...,54) Y |sk| <1, k=1,2,...,d.
Por las caracteristicas propias de un proceso de ramificgdeb hipGtesis de independencia
entre individuos, se tiene que:

Fn,(t,s) = Fy,(t,S;e1) = E [sZ“’ \ Z(0) = NI] = (F(t,s)™ (2.3)

Todas las caracteristicas de un proceso de ramificaciéresiepwbtener a partir de su f.g.p.,
los siguientes resultados se tendran en cuenta con supmmciéente notacion:

(1) :=mk<t;e1>=E[zk<t>|Z<o>=e1]=a% Ft,9]e; k=12...d (24

2

8si83j

bij(t) = bij(t; el) =
dondel = (1,1,...,1).
A partir de [Z#) y[[ZF) se obtiene que la matriz de variaryzesvarianzas

Viaxa)(t) =V (axa)(t;e1)

F(t,9) ey 67=1,2,...,d, (2.5)

esta dada por:

Vii(t) = Var(Zi(t)) = bii(t) + ms(t) — mZ(t) z = =1,2,...,d, (2.6)
! Cov(Zi(t), Z;(t)) = by (t) — mi(t)ym;(t) i#4j=1,2....d,
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Se supondra que?(t) := V;;(t) > 0, parai = 1,2,...,d y para todot, evitando asi casos
triviales y permitiendo definir la matriz de correlaciBg, q)(t) := Raxaq)(t; €1) dada por:

Vii (t)

ri(t) = W = C’or(Zi(t), Zj(t))

Adicionalmente, se define el proceso estocasti¢t N ) que representa el nimero total de
individuos en el tiempo t, dadas; individuos iniciales de tipa, U(0; N;) = N;. Por lo tanto:

d
U(t;Nyp) = Z(t;N1)
k=1

2.7)

I
M~

N1 ]
Sz (t,er)  por @)
=1

B
Il

1

Las frecuencias relativas o proporciones, de cada tipol, momento t, dadosv; individuos
iniciales de tipol, estan dadas paX(¢; N1 ), de la siguiente forma:

Zi(t;N1)

k=1,2,....d (2.8)

en el conjunto de no extinciofi/ (t;N;) > 0: ¢t € RTy Ny € Np}.

En la siguiente proposicion se van a analizar algunas cgemeias cuanddv; tiende a infi-
nito, para ello se introduce la siguiente notacion. jé& IN; ) definido de la siguiente manera:

my(t; Ny)

pr(t;Nyp) = W7

k=1,2,....d (2.9)

donde,

my,(t;N1) = E(Zx(t;N1) | Z(0) = Ny)

U

M(t;Ny) = E(U(tN1)) = > my(t:Ny) (2.10)

k=1

2.2. Resultados de Yakovlev y Yanev (2009)

A continuacién se enuncia y demuestra una proposicion talcgando el nimero inicial de
individuos de tipal tiende a infinito (V; — oc) mientras se deja fijo el tiempo)( se obtienen tres
resultados, el primero, la probabilidad de extincién detpso tiende @, el segundo, las variables
aleatorias correspondientes a las frecuencias relatvaggen a un valor constante que depende
del nimero inicial de individuos de tipby del momento fijo que se considerd en el tiempo, y
el tercero, la varianza de dichas variables aleatoriasergaved, en conclusion, el proceso no se
extingue y sus frecuencias relativas convergen a valorestaiates que se pueden calcular a partir
de los valores déVy, det y de la matriz de medias.
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Proposicion 2.1. Seamy(t;N1) < oo, k = 1,2,...,d, entonces pardV; — oo Yyt fijo tal que
U(t; Nl) >0

q(t;Ny) := P(U(t; N;) = 0) — 0, (2.112)

Ap(t;Ny) = pe(tier) Yy E(Ar(t;N1) — pr(tier) (2.12)

Var(Ag(t;Nq)) — 0. (2.13)

Demostracién.De (Z1){Z3) y[ZI7)EZI8), se tiene qué;e;) = P(U(t;e1) = 0) = F(t,0),
lo que corresponde a la probabilidad de extincion dado wniadividuo inicial de tipol, donde
0 =(0,0,...,0) vector de ceros, y como para definir las frecuencias retafivdt; N, ) (Z38) s6lo
se consideraen el conjunto de no extincion dé&(t; e ), entoncesy(t; e1) < 1 para todo tiempo
t fijo. Por lo tanto cuanddV; — oo, entoncesg(t; Ny ) = P(U(t; Ny) = 0) = (q(t;e1))™* — 0,
con lo cual queda demostrado(2.11)

De (Z1),[Z1) y la ley fuerte de los grandes ndmeros, cuahde- oo:
sz(t Ni) = ZZ(’ (trer) <5 my(tier), k=1,2,....d (2.14)

Por otro lado, dd:(Zl?)E(ZIlO) y la ley fuerte de los grandesaros, cuandd; — oo:
d N

]\1[1 U(t;N;) = ZZZ(Z tier)

k=1 1i=1

. (2.15)
(ZZ( (t;er ) SN “mg(tser) = M(te)
=1 = k=1
Se obtiene dd12.8) (2.9 (2114)y(2.15), cuaddo— oc:
~ Zp(t; N -
ANy = BN o mulbie) ) on 1o 4 (218

i - ;
VlU(t§N1) M(t;eq)

En otras palabras, las proporcion®s(t; N1), k = 1,2, ..., d cuando se consideran como funcio-
nes del nimero inicial de ancestrds, son estimadores fuertemente consistentespdtae ).

Dado que) < Ag(t;N;) < 1y por el teorema de convergencia dominada[[deX2.16) se tiene
que E(Ay(t; N1)) converge ay(t; er) cuandoN; — oo, lo cual implica queA(t; Ny) es un
estimador asintéticamente insesgadopde; e;), & = 1,2,...,d. De manera similar £{Z116),
se obtiene que\?(t; N;) converge casi siempre & (t;e;) y por el teorema de convergencia
dominada,E (A% (t;N1)) converge &z (t; e;). Asi que:

VCLT’(Ak(t; Nl)) = E(Ai(t;Nl))—[E(Ak(t;Nl))]2 ]\hj) pz(t;el)—pz(t; e1) =0 (217)

lo que concluye la demaostracion. O

El siguiente teorema es el resultado principal del arti¢kovlev & Yanev 2009), en él,
se seguird usando la misma notacion paté) := Var(Z(t)), y con el fin de simplificar la
escritura, se utilizaran la siguientes notaciones acibésn

pr(t) : = pr(t,er)

mk(t) L= mk(t,el)
M(t): = M(t,e)
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Teorema 2.1. Suponga que:(t) < oo, k = 1,2,...,d, sea la matriz

Aaxa)(t) = (aij (t))1§i,j§d J

donde,
() (1= py(t =i =1,2,....d,
aij(t) = 7ilé) (1= 5i(e) Y (2.18)
_Jz(t)p](t) 27&]:1727"'>d7
y sean las v.a.
entonces cuandd/; — oo, se cumple lo siguiente:
(i) Paratodok =1,2,...,d,
Wit N1) 5 X (), (2.20)
dondeXy(t) es una v.a. que tiene una distribucién normal doaX(t)) =0y
d
Var (Xp(t) = > 7ij(t) a(t) aji(t). (2.21)
i,j=1
(i) Paratodok = 2,...,d—1ytodo subconjunta;, o, ..., ax} con elementos no repetidos

del conjunto{1,2,...,d},

(Way (£:N1), Way (5N1), ., Wa, (N1)) 255 (X, (£), Xay (), .., Xa, () (2.22)

donde(X,, (t), X4, (t),. .., Xq, (t)) tiene una distribucion conjunta normal multivariada.
(i) La matriz de covarianza asociada al vectdy (t) = (X1(t), Xa(t), ..., Xx(t)) esta dada
por:

D (s (t) : = (Cov (X,-(t),Xj(t)))lgi’jgk
= (A(dxk)(t))/ Rixa)(t) (Aaxn)(t))

dondeA ur)(t) = (aij(t))<;<q1<;<) €S 12 Submatriz de tamafid x k, tomando las

primeras k columnas de la matiy, ;.. ) (t), Y (A (axk) ()" es la matriz transpuesta corres-
pondiente, de tamafib x d. La matriz de covarianza de cualquier subvector

(2.23)

(Xay (8) Xa (8); -+ Xay ()

se puede obtener de manera similar.
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Demostracion.Partiendo de[{2]11)[{A.7) {2.8), se tiene que para fodol, 2, ... ,d,

Ap(t;N1) — pi(t)

~ Zg(t;Ny)
; Uk(t;Nll) ~Plf)
_ Zi(t;N1) = Ut N1) pe(t)
; U(t;Nyp)
1 _Nl 0 d Ni "
T UBN) ;Zk (t;e1) = pi(t) (;Z;ZJ (teﬁ)]

j=1i=1

T LN d Moo
= TN |22 e — ma(t) = pu(t) (ZZzﬁ)(t;en) +mk<t>]
’ i=1

por (Z9) se tiene quew(t; N1) = pi(t; N1) M (¢; N1) y por lo tanto,

[ ) d N '
= U(,f N |2 A en) = milt) = pe(t) (ZZZ§’><t;el>) +pk<t>M<t>]
=1

7j=11:=1

VN [ER g0 e mel) ) B B 2 () - M)
T UGN | Vo . ¥an
Cvm s g0y ) K SN 20(er) —my(h)
“ TNy | T R n®) 2 o=
tomando,

o SN 20 e ()

&t Np) = == f/ﬁlak(t) k=1,2,....d
se tiene,
d

:U(\/t;ﬁl\}l) e(8) (i) = Z:: RERRD

Y ) =m0 6N — eS8 @tl\h]

J#k
(2.24)

ademas,

E(&(t;N1)) =0
Var(&(t;N1)) =1 (2.25)

COT(fk(t;Nl),fl(t; Nl)) = COT(Zk(t; el), Zl(t; el)) = Tkl(t) =
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entonces, por el teorema central del limite para vectoesgalos, cuand®; — oo,

(T;bl( ) ¢2(t)> s awd(t))> (226)

(&1(t;N1), &(5NY), ... &t Ny)) = gt

donde el vector aleatorig ) (t) = (¥1(t),12(t), ..., va4(t)) tiene una distribucion conjunta nor-
mal multivariadad-dimensional con,
E(yi(t)) =
Var(vi(®) =1 Vit (2.27)
_ _ VR
Cov(Yi(t), v (t)) = Cor(vi(t), vi(t)) = ri(t) = R OETG)
De (ZZI9), Z21) VI{Z26), cuand¥; — oo, se concluye que
Wi(t;N1) = M(t) /Ny (Ag(t;Ny) — pi(t)
(0 VR R o)1 )] u(s N) - 0> 006 HN
J#k
lo cual, teniendo en cuenta que por la ley fuerte de los geandmeros,
U(t; Nl) c.S.
N, . M(t).
queda de la siguiente forma,
Wik(t:N1) 5 oy (01— p(®)]en() — piu(t) > or(t)a(t)
I£k
(2.28)
Tomando .
Xi(t) = o ()1 = pr(®)]bn(t) — pi(t) Y out)ehn(t)
1£k

y a partir de [[Z18) y[{Z28), para todo= 1,2,...,d, Xx(t) se puede escribir de la siguiente
manera,

d
= Z ajk(t);(t) (2.29)

lo que indica que los\;(t) son combinaciones lineales de variables aleatorias ctrbdision
conjunta normal multivariada, entonces, cafdgt) es una v.a. que tiene una distribucién normal
conE(Xy(t)) = 0y de [ZZ9) con,

M-
M=

-
Il

—
<.
Il

—

Var(X(t)) = E (Y (0)0r (7)) air(t)ajr(t)

(2.30)

I
M-
Mg_

s
I
—_
<.
Il
—_

7’”' (t)aik (t)ajk(t)
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con lo que se tiene demostrado el punto (i) del teorema y corekultadod (2261 2P 8) ¥ (2129)
queda demostrado el punto (ii).

Por otro lado, teniendo las diferentes combinacioneslisede [Z.20), éstas se pueden escribir
en forma matricial de la siguiente manera,

Xy () = (Auxny®) T@oy(t),  k=1,2,....d. (2.31)

y dado queX ;) (t) es una transformacion lineal del vect, (t), que tiene distribucion nor-
mal multivariada con matriz de covarian®yxq)(t) = (ri;(t)),<; ;<4 €ntonces la matriz de
covarianza d& ) (t) es, o

D (s (t) = (Cov (Xi(t)7Xj(t)))1§i’j§k = (A(dxk)(t))/ Rixa)(t) (Awxn()  (2.32)
con lo que se obtiene el resultado (iii) del teorema y se ayedia demostracion. O

Corolario 2.1. Se tiene la siguiente igualdad,

() = (1= pi(t)) o7 (t) + o7 D Vij(t) — 2p(t) (1 — pi(t)) D Via(t) (2.33)
i,j#k i#k

Demostracién.Partiendo de[{Z18) Y (Z.P1), para probar el corolario #&mtdnasta con observar
que

o7 (t) (1 - pi(1))? i=j=k,
rij(t) aim(t) aji(t) = § —pi(t) (1 — pi(t)) Vi(t) i#kj=k,
—pi(t) (L= pi(t)) Va(t) i=kj#k

Corolario 2.2. Sii # j, entonces

dij(t) = Vij(t) + pi(t Z Via(t) = pi(t) Y Crj(t) — () > Val(t) (2.34)
k l
Demostracion.Por [Z2ZB) se tiene que
d
Z Tr1 () ani (t)ag; ()
k=1
y por otro lado,[[Z8) implica que
pi(t)p; (t) Vi (t) k#il#j
—pi(t) (1 = p;(t)) Vi; (1) k#i,l=j

— (L =pi(?)) pj(t)Vul(t) k=il#j
(1=pi(t) (X =p;(t) Va(t) k=il=]

a partir de lo cual, realizando las operaciones, se obtiems@tado del corolario. O

TR (t)agi(t)ay (t) =
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Dados los resultados expuestos y por la forma en que se defifegs proporciones o fre-
cuencias relativad\(t; N1), £ = 1,2,...,d, se cumple qugz:1 Ak(t;N1) = 1, por lo tanto
los Ak(t;N1) son linealmente dependientes, esto quiere decir que existel vectoresd — 1
dimensionales que asintéticamente tienen una distribuzidjunta normal multivariada (no de-
generada). Por ejemplo, sea el vector

A1) (N1 = (A1(5N1), Ag (6 N1), ..., Ag_1 (¢ Ny))

el cual tiene distribucion conjunta asintética normal immatliada(d — 1)-dimensional con vector
de medias

E(A@-1)(t;N1)) = (p1(t), p2(t), . . ., pa—1(t))
y matriz de covarianza

D (t
VCLT‘(A(d_l)(t;Nl)) == ]Vl(Flet()]é

donde la matridD 41 (t) = (di;(t)) esta dada pof(ZP3) cdn=d — 1.

1<i,j<d—1

2.3. Aplicacion del teorema anterior

En estudios de proliferacion, diferenciacién y muerte digl@g con su tipologia, a partir de un
conjunto inicial (por ejemplo, del mismo tipo), mas que elteo, se puede realizar la identifica-
cion de las proporciones en distintos momentos del tiempartlr de esta situacion experimental
es posible obtener observaciones independientes de la forma:

G =A@ N1) = (A1(j5N1), A2(j5 N1 ), ..o, Ag(f; N1)) (2.35)
conj = 1,2,...,n,dondeA(j;N;) parak = 1,2,...,d, sigue representando a la frecuencia
relativa del proceso, correspondiente al tipo

De acuerdo con el TeorerhaR.1, si en dicho experimento el miimieial de células de un
cierto tipo que produce los demas tipos, es suficientemeatelg, entonces cada vectartiene
asintéticamente una distribuciéon normal multivariadanyensecuencia, se tiene que la funcion
asintotica de log-verosimilitud de dichos vectores estiagor,

An(C1,Gar -1 G) = > Ly(3 5, Nw) (2.36)

j=1
dondeL;(¢;; 7, N1) denota la correspondiente funcion de log-verosimilitudaiga vector.

A manera de ejemplo Yakovlev y Yanev analizan la funcion deverosimilitud en el caso
de un proceso de BGWM de dos tipdgn; N;) = (Z1(n;Ny), Za(n;Ny)), n = 0,1,2,...,
modelo que es utilizado en el analisis de evoluciones cekila

Como se ha mencionado anteriormente el proceso queda deidmpor sus funciones gene-
radoras de probabilidades (f.g.p.)

hi(s1,82) = E (sfl(”, 3222(”‘ Z1,(0) = 1) . k=12 (2.37)
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A partir de [Z3F) su puede obtener el primer y segundo mam@mta distribucion de des-
cendencia, mediante la primera y segunda derivada de lpsiigluadas en el vect(r, 1):

0 .
’I’)’Lij = 8— hi(81,82)|81:82:1, 1,] = 1,2. (238)
Sj

7 82 h
ik = m z’(31732)\31:32:1=

ik =1,2. (2.39)
y por (Z8), se tiene que,
o7 (7) = b (§) + mai(§) — m3 (4), i=1,2
Via(j) = bla(4) — ma1 (§)mrz ()
Por otra parte, del TeorerhaP.1 y la formla(P.36) se tieme qu

1 s (G —p()?

1 n
An(CiiGorensGo) = —2log2m — = Y log S2(jsNy) — = Y P (2.40)
5 32 3 2 SN
donde,
¢ = A1(j; Ny),
o mai(j)

M(j) = m11(j) +maz2(j),
y teniendo en cuenta el resultaflg (2.33), se llega a que,

SN = gy (730 (1= 90)° + A300*G) = 2Via (o) (1~ () )

En este punto, por todo lo anterior y despejando adecuadensenobserva que la funcién de
log-verosimilitud queda en términos de las observacighes, . . ., ¢, y demy(4), bl () con
il k=12

Seanmy = my(1) y bi, = b}, (1), para cada generacioh= 1,2,... se deducen los
momentos definidos ef(2.4)y{R.5) y a partir deR.38) v Q.89 tiene que

m(j) = (mlk(j))lgl,kgd = m’

dondemyy,(j) = E(Zk(5)|21(0) = 1) ym = (mux), ;4

Ademas, coma;, (j) = E(Z(j)(Zk(j) — dw)| Z:(0) = 1), conéy, delta de Kronecker, se
obtiene la siguiente férmula de recurrencia,

2 2
b+ 1) =D bhema(Dmer(§) + > miobip(§), J=12,...,  (2.41)
o=1

o=1 r=1

Con lo cual Yakovlev y Yanev concluyen que es posible coirdfuncion de log - verosi-
militud A,, de tal forma que (poffZ30)) quede en términos de las obsenas(y, (2, - - -, (n, Y,
de {mu.}y {bi.}, .1,k = 1,2, con lo cual se podria obtener los estimadores de méaximaivero
militud asintéticos de dichos parametros.



CAPITULO 3

Algoritmos y ejemplos numericos

Uno de los objetivos de este trabajo consiste en ilustrarsgmwir, por medio de simulacio-
nes, la estimacion de parametros y el comportamiento dedesencias relativas, en un proceso
de Bienaymé - Galton - Watson Multitipo (BGWM). En el pregenapitulo se plantean y ana-
lizan algunos ejemplos numéricos con el fin de ilustrar Issltados tedricos enunciados en los
capitulos anteriores.

Al revisar la bibliografia acerca de simulaciones de prosele BGWM, se encontrd que Os-
pina (2001) describi6 las caracteristicas de un procesoat@aimé - Galton - Watson (BGW),
y observé el comportamiento de dicho proceso, mediantelaaiones con diferentes tamafios
iniciales de la poblacion, medias de reproduccion, tiempasimos para las trayectorias y dife-
rentes distribuciones, como la Binomial, la Geométrica Rdésson. En dicho trabajo también se
analizo, desde la parte tedrica y numérica, el comportamigmalgunos estimadores de la media
de reproduccion.

Por otra parte, Stefanescu (1998), trabajé con una colepeidicular de procesos de BGWM,
cuyo modelo tedrico, segin se menciona en dicho articulonesaso especial del modelo de
Wright para describir el desarrollo de ciertos genes datdgrona poblacion, a partir de ahi, cons-
truy6 un algoritmo para la simulacién de las trayectoridgpdeceso a través del tiempo y luego
analizo los resultados de las simulaciones, enfocandosleeggcto que tiene la distribucion inicial
y la fertilidad relativa de cada tipo de alelo, en el tiempa@giéncién de la poblacion.

Stefanescu (1998) presenta una coleccion de procesos ddvBiM/estan determinados por
el siguiente vector de funciones de densidad discretasvarididas,

P(ri,72,...,74) == (P(l)(T‘l,Tz,-'-77”d)>P(2)(7‘1,7“2,-~77"d)>--->p(d)(7‘177"2>---,7"d))
donde,
p a£1+7"2+"'+7‘d
_ o aag
Py (11,7250 Ta) = € P (3.1)
para todary, o, ...,rq € Ng, conk = 1,2,...,d, cada una de las funciones,
Py (T15725 -+ -5 Ta)

corresponde a la distribucion de descendencia de los ¢haigi de tipok, y a; €s un valor no

24
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negativo que representa la media de descendientes poigiiad fara todos los tipos), que generan
los individuos de tipd:.

Cuando se tiene un proceso de BGWM con estas distribucianégstendencia, en el caso
particular de la evolucién de ciertos genes dentro de unéagidh, entonces, los parametros
tienen la siguiente interpretaciod,es el nimero de posibles tipos de alelos, es decir, cada una
de las formas alternativas que puede tener el gen y la ptazabide que un alelo de tipb
con fertilidad relativaa;, tengar; descendientes del tiph r» descendientes del tipo 2,., r4
descendientes del tipg esta dada por la funcigny) (r1, 72, . . ., 7a)-

Al reescribir [311) se obtiene lo siguiente:

aT1+7“2+~~+7”d
—day 2k
Py (1,72, rg) = e 0
7"1! 7“2! ‘e Td!
(3.2)

1 T2 Td
= e_‘““ai e_‘““ai e‘“kai
71! 9! 7rq!

con lo que se observa que cada una de las distribuciones dendescia es el producto de
distribuciones Poisson, independientes y con megdigor lo tanto, la matriz de medias de repro-
duccion de este proceso es:

a; ay ... ai
as a2 ... 04y

m=| . . : (3.3)
aqg aq ... Qaq

Al observar lo anterior, antes de continuar con los dedasr@llgoritmicos, se propone una
tipificacion de ciertos procesos de BGWM patrticulares, le permite tener diferentes implemen-
taciones dependiendo de las caracteristicas propias éggeativa tipificacion.

3.1. Caracterizacion de algunos procesos de BGWM

3.1.1. Con distribuciones independientes.

Teniendo en cuenta el modelo analizado por Stefanescu )(189&osible considerar una
coleccion mas amplia de procesos de BGWM, en donde, cadibudisén de descendencia es
el producto del distribuciones independientes, pero no necesariamesttébdciones Poisson, ni
distribuciones idénticas. En esta coleccion de procesB&WEM, la distribucion de descendencia
para un individuo de cierto tiph, es de la forma,

Py (11,7255 7d) = Gk,1) (1) 9h,2) (T2) - -+ G(r,a) (Ta) (3.4)

en donde{g(w)(.) conl <k,j< d}, es el conjunto de funciones de densidad asociado a un
conjunto de variables aleatorias discretas e indepermrdient

{nrjconl <k,j<d}

Los procesos con este tipo de distribuciones de desceldessrén denominadgsocesos de
BGWM con distribuciones independientes
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Para esta clase de procesos, tenemos que el vector de nsediasia a l&-ésima distribucion
de descendencia, esta dado por,

my = (E(p1), E(Mr2)s - E(ra)) (3.5)

y la matriz de varianzas y covarianzas respectiva, es dertzafo

Var (k1) 0 0
0 Var 0
Vi = : FWM) . (3.6)
0 0 oo Var (mgaq)

3.1.2. Con distribucidon multinomial.

En el caso de los procesos de BGWM con distribuciones indkgpeates, se observa que cada
individuo de tipok, tiene un cierto nimero de descendientes de acuerdo a umtwmdie distribu-
ciones univariadas independientes, una distribucion ada tipo de descendiente. Al considerar
un enfoque diferente, si se supone que un individuo deiigene un ndmero total de descen-
dientes aleatorio, y a partir de ahi, cada uno de estos diienéss tiene una probabilidad de ser
de cierto tipo, entonces, se tiene una coleccién distinaroeesos de BGWM, con distribucio-
nes de descendencia que no necesariamente son el prodfictezidees de densidad univariadas
independientes.

Si se supone qugy,(.) es la funcion de densidad discreta asociada al nimero atetdtal
de descendientes que genera un individuo de kipp si la probabilidad de que al tener=
r1+ro+- - - +ry descendientes; son de tipol, r son de tipo 2, .., r4 son de tipal, esta dada

por:

s!

T T T
h(k)(T’l,T‘g,...,Td) d|bk’11bk’22"'bkdd

B rilrel oo
entonces el proceso de BGWM asociado, quedaria determpwda siguiente distribucion de
descendencia para el tio

Py (1,2, 1) = (b (r1,m2, - ma)) (9 ()
s! . ry (3.7)
Tl by b2y - Uy (90 ()
conl <k <d.

Escrito de otra manera, s&g;) = (lf(m), Yik2)s - - - ,Y(M)) el vector aleatorio correspon-
diente al nUmero de descendientes por tipo, generados podividuo de tipok, entonces,

Y () ~ Multinomial(ng,bg1,bk2,---,bka)

donde, el nUmero total de descendientes de un individugdé: testa dado por la variable alea-
toria discretan, con funcion de densidag,(.), y las constantes; ; corresponden a la pro-
babilidad de que un individuo de tipotenga un descendiente de tipoLos procesos con este
tipo de distribuciones de descendencia, seran denomimadossos de BGWM con distribuciéon
multinomial



CAPITULO 3. ALGORITMOS Y EJEMPLOS NUMERICOS 27

SeanE(ng) = px Yy Var(n,) = oz, entonces, para la clase de procesos de BGWM con
distribucion multinomial, el vector de medias asociado fa-ésima distribucion de descendencia,
esta dado por,

my = E(Yg) = E(E (Y| m))
por lo tanto, elj-ésimo término de dicho vector de medias es,
mij = E (Y )
= E(E (Y| %))
= B (bejm) (38)
=br; E ()
=gk

por otro lado, se obtiene el siguiente resultado para lazdgvarianzas y covarianzas respectiva,

Vi =Var (Yu) = E (Var (Y| m)) + Var (B (Y x| m))

donde,
Var (Y 5)) = E (Var (Yo | m)) + Var (B (Y )| n))
=E (brj (1 —0bry) me) + Var (byjn)
=br; (1—by;) E(m) + b, Var () (3.9)
=brj (1= brj) e + b3 0%
= bk + 0%, (ok — 1)
Y,

Cov (Y Yiea)) = E (Cov (Ywg), Y| m)) + Cov (B (Y lme) » E (Yo m))
=E (=byjbrine) + Cov (brjni, brinw)
= —bpjbri E(ng) +bijbr Var (ng)
= —bpbripk+brjbrion

=by;bri (o — )
(3.10)

3.2. Algoritmos e implementacion

Los siguientes son los tipos de datos o variables que seaunéili en los algoritmos para las
simulaciones:

= d es el nimero de tipos del proceso de BGWM.
= 1 es el contador para el tiempo o las generaciones.

= n* es el valor mas grande deque se tendra en cuenta para la simulacion.
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s N = (Ny, No,...,Ny) es el vector de individuos iniciales, dondg es el nimero inicial
de individuos del tipal, N, es el nimero inicial de individuos del tigy ..., Ny es el
namero inicial de individuos del tipa.

= C(n) := (cij(n)),<; <4 €S Una matriz cuadrada de tamafia d, de tal forma que el
valor ¢; j(n), corresponde al nimero de individuos de tjpde lan-ésima generacion, que
generaron los individuos de tipale la(n — 1)-ésima generacion.

Teniendo en cuenta las tipificaciones que se presentar@nseadion anterior, se observa que
cada una de ellas requiere diferentes datos de entrada gtarenthar las distribuciones de des-
cendencia, por lo tanto, es necesario desarrollar un atgwpara simular un proceso de BGWM
con distribuciones independientes, uno para el caso céribd=on multinomial y uno para el
caso en que se tiene un vector de distribuciones de descim@sngeneral.

Para cada uno de los algoritmos se debe tener como datosrddaehtn, n* y N, de ma-
nera adicional, para el caso general se deben tendrdestribucionesd-multivariadas discretas
P(k) (o5 -+ -), conl < k < d de acuerdo a la Definicidn1.2.

Algoritmo 3.1. Simulacién de un proceso de BGWM general

Paso 0. Entradd, n*, Ny pg(.;-,...,.) conl <k < d.
Paso 1.C(1) « O4xq)-
Paso 2. Para < 1 hastad haga:

Paso 2.1. SN, = 0 pase a la siguiente iteracion.
Paso 2.2. Para«~ 1 hastaN, haga:

Paso 2.2.1v « generar un vector aleatorio gg.(., ., ..., .).
Paso 2.2.2. Vector fila-ésimo deC(1) « vector filak-ésimo deC(1) + v.

Paso 3. Para «— 2 hastan* haga:

Paso 3.1.C(n) « 0(gxaq)-
Paso 3.2. Para — 1 hastad, paraj < 1 hastad, haga:
Paso 3.2.1. Si;,(n — 1) = 0 entonces pase a la siguiente iteracion.
Paso 3.2.2. Para— 1 hastac ;(n — 1) haga:
Paso 3.2.2.1v « generar un vector aleatorio gg; (., ., ... ,.).
Paso 3.2.2.2. Vector fila-ésimo deC(n) < vector filak-ésimo deC(n) + v.

Paso 4. Salid&(1), C(2), ..., C(n").

Para los procesos de BGWM con distribucién multinomial, sleeth tenerd distribuciones
univariadas discretag;)(.) conl < k < d, asociadas a las variables aleatotjgsy losd vectores
de tamafial, asociados a los parametr@s; 1, b2, ..., brq) cON1l < k < d, correspondientes a
cada una de las distribuciones multinomiales de desceirdplanteadas efi(3.7).

Algoritmo 3.2. Simulacién de un proceso de BGWM con distribeion multinomial .
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Paso 0. Entradd, n*, N, g)(.) conl <k <dyB = (br;),; j<q4
Paso J.C(l) — O(dxd)-
Paso 2. Para < 1 hastad haga:

Paso 2.1. SN, = 0 entonces pase a la siguiente iteracion.
Paso 2.2. Para«~ 1 hastaN, haga:

Paso 2.2.1nDesc « generar un nimero aleatorio gg(.).

Paso 2.2.2v < generar un vector aleatorio de
Multinomial(nDesc,by1,bga, ..., brq).

Paso 2.2.3. Vector fila-ésimo deC(1) < vector filak-ésimo deC(1) + v.
Paso 3. Para < 2 hastan* haga:

Paso 31C(n) — O(dxd)'
Paso 3.2. Park « 1 hastad, paraj < 1 hastad, haga:

Paso 3.2.1. Si;,(n — 1) = 0 entonces pase a la siguiente iteracion.
Paso 3.2.2. Para— 1 hastac j(n — 1) haga:
Paso 3.2.2.1nDesc « generar un numero aleatorio dg(.).

Paso 3.2.2.2v +— generar un vector aleatorio de
Multinomial(nDesc,bj1,bj2,...,b;4).
Paso 3.2.2.3. Vector fila-ésimo deC(n) < vector filak-ésimo deC(n) + v.

Paso 4. Salid&(1), C(2),..., C(n").

Para los procesos de BGWM con distribuciones independiessteleben tenef distribucio-
nes univariadas discretgg; ;)(.) conl < k,j < d, asociadas a las variables aleatorjag, de
acuerdo a la ecuacioh(B.4).

Algoritmo 3.3. Simulacién de un proceso de BGWM con distribeiones independientes

Paso 0. Entradd, n*, N, g () conl < k,j < d.
Paso 1.C(1) « Ogxq)-
Paso 2. Para < 1 hastad haga:

Paso 2.1. SN, = 0 entonces pase a la siguiente iteracion.
Paso 2.2. Parb< 1 hastaVy, paraj < 1 hastad, haga:

Paso 2.2.1.auz « generar un nimero aleatorio gig ;)(.)-
Pas0 2.2.2¢y (1) « c (1) + au.

Paso 3. Para < 2 hastan* haga:

Paso 31C(n) — O(dxd)'
Paso 3.2. Para — 1 hastad, parai < 1 hastad, haga:
Paso 3.2.1. Si,;x(n — 1) = 0 entonces pase a la siguiente iteracion.
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Paso 3.2.2. Pafia— 1 hastac;;(n — 1), paraj < 1 hastad, haga:
Paso 3.2.2.1auz « generar un nimero aleatorio gig j)(.)-
Paso 32226kj(1) — ij(l) + aux.

Paso 4. Salid&(1), C(2),...,C(n").

Se decidié que la implementacion de estos algoritmos siaeml no sélo para los analisis
de este trabajo, sino de tal forma que fuera posible su uswibdicion o modificacion por otras
personas interesadas en este tema, por tal razén, se esoogidplataforma de desarrollo, el soft-
wareR (R Development Core Team 208)9 el cual es multiplataforma, es decir, funciona bajo
diferentes sistemas operativos, como lo son, diferentesoves de Windows, MacOS, UNIX,
incluyendo para el Gltimo caso, diferentes distribucioded.inux; por otro lado, es software de
uso libre bajo la licencia GNU GPL (Free Software Foundafiof7), licencia que permite cual-
quier tipo de uso del software creado, su modificacion yibigtién, conservando los derechos
de autor, exigiendo la correspondiente citacion de susesifoen caso de distribucion de alguna
modificacion sobre dicho software, ésta estara obligadaex tea licencia que, como minimo,
conserve las libertades garantizadas por la GNU GPL.

En el caso deR, es posible formar parte de su desarrollo mediante la aatfn de los
llamados paqguetes (R Development Core Team BQ@Rie amplian su configuracion basica. Te-
niendo en cuenta las condiciones y estandares definidodapewastruccion de dichos paquetes,
se cre6 uno llamadBranching , en donde se incluyeron las funciones basicas necesarmas pa
el desarrollo de la parte numérica de este trabajo, de tatraajue puede usarse para diversas
aplicaciones que sean modeladas mediante procesos de BGWM.

En el ApéndicéT, se describen las instrucciones paraanfalas instrucciones para instalar
el paquetdBranching v las funciones que componen dicho paquete, con un ejemo dso.

En la siguiente seccion se analizan los resultados de algimalaciones para aplicaciones
especificas, modeladas mediante procesos de BGWM, quenfabtenidos mediante el uso de
las funciones del paquetranching , permitiendo asi, ilustrar con estos ejemplos numéricos,
los resultados teodricos de los capitulos anteriores.

3.3. Ejemplos numéricos

Los primeros ejemplos numéricos se realizan a partir delgg@m de BGWM con las distri-
buciones de descendendia]3.1) expuestas por Stefan€88).(Dicho proceso en particular, se
puede ver como un proceso de BGWM con distribuciones indkpetes, con distribuciones mul-
tinomial o con distribuciones en general, por lo tanto, pugichularse mediante cualquiera de los

Algoritmos[31 3P ¥ 313.

Para el Algoritmd_3l1, el caso general, se conocen laslisiines de descendencia, por lo
tanto, para una coleccion finita de vectotes, rs,...,rq) cONry,ra, ..., rq € Ny es posible
calcular sus probabilidades respectivas; para el Algof@, el caso con distribuciones indepen-
dientes, se tien€(3.2), con lo cual podemos ver que cadaeuaa distribuciones de descendencia
es el producto dé distribuciones Poisson idénticas; por Ultimo, para el Atgw[3.2, el caso con
distribucion multinomial, basta tomay, ~ Poisson(dag)y bg1 = bgo = -+ = bpg = é, de
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esa forma, dd{37) se tiene que,

s!

p(k) (7“1, o, ... ,Td) = m blll b?z oo b?jd (g(k)(s))

_ s <l>r1+r2+...+m (e—dak (dak)s>
Iyl | |
r1:7T9: ... Tq: d S. (311)

—day s ds S! 1
Uk g rilrol L.yl dritretetra

ritre++rg
. e—dak k

N rilral oLy

=€

resultado que coincide con la distribucion Enl(3.1).

Se simularon los procesos mediante cada una de las implecimTgs respectivamente aso-

ciadas a los Algoritmds—3.L-3. Ly B.3 (ver Apéndide C), todaalos siguientes datos de entrada,
similares a los utilizados por Stefanescu (1998)- 2, n* = 30, N = (90, 10) y los que se

indican en la TablB=3 1.

Tabla 3.1: ParAmetros de las distribuciones de descemdgraca los modelos A, By C.

a;  a
Modelo A. 0.2 0.3
ModeloB. 0.4 0.6
ModeloC. 0.6 0.9

Teniendo en cuentd (3.3) y los parametros de la Tahla 3.1a @adlalC3P se muestran, la
matriz de medias de cada modelo con su respectivo mayorpalpio p.

Tabla 3.2: Matrices de medias y mayor valor propio respectiara los modelos A, By C.
Modelo A Modelo B Modelo C.

m 0.2 0.2 04 04 0.6 0.6
0.3 0.3 0.6 0.6 0.9 0.9

p 0.5 1 1.5

Como resultado de las mencionadas simulaciones, se ofunvVas FiguraB311.3.2[y3.3, en
donde cada una de ellas, representa uno de los modelos (A, BgpEctivamente) y estd com-
puesta por tres graficos que muestran las trayectoriagaet®d para los dos tipos de individuos,
al realizar uno simulacion con cada uno de los algoritad [B2 y[3.B, respectivamente).
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With Independence With Multinomial

m typel
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Figura 3.1: Trayectorias de los tipos de individuos a tral@giempo para el Modelo A.

With Independence With Multinomial
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Figura 3.2: Trayectorias de los tipos de individuos a tral@siempo para el Modelo B.
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With Independence With Multinomial
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Figura 3.3: Trayectorias de los tipos de individuos a traledsiempo para el Modelo C.

Se observa que:

= Enelmodelo A (Figur&3l1), el nUmero de individuos de caoava disminuyendo a través
del tiempo hasta extinguirse.

= En el modelo C (FigurB=3.2), el nUmero de individuos de cauadrece de manera expo-
nencial, a medida que pasa el tiempo.

= En el modelo B (FigurB=313), el nimero de individuos de cgmtage mentiene relativamente
estable en comparacion con el modelo Ay el modelo C.

= En los tres modelos, el nimero de individuos del tipge mantiene, a través del tiempo,
relativamente cercano al numero de individuos del #ipo

dicho comportamiento coincide con lo expuesto en la se€C®d de acuerdo a los valores de la
Tablad32, en donde se concluye a partir de los valoresyde, los modelos A, B 'y C son procesos
de BGWM subcritico, critico y supercritico, respectivateede manera adicional, como era de
esperarse, las figuras no muestran diferencias signifisation respecto al algoritmo utilizado
para la simulacion.

Stefanescu (1998) estimé la media y la varianza de la disidh asociada al tiempo de extin-
cion 7 para el modelo A, por lo cual, con el objetivo de obtener eaque fueran comparables,
se realizaron tres pruebas por algoritmo, cada una de ellapuesta por 1000 simulaciones, to-
mando los parametros utilizados para obtener la Figutasddiada al modelo subcritico A. Se
obtuvo la Figurd—3l4 a modo de ilustracion del analisis @shfpio de extincion realizado, luego,
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se calcularon las estimaciones de la media y la varianzaregstjue aparecen en las Taljla$ 3.3 y
B4, de manera comparativa a los obtenidos por Stefane8e8)(1

Simulations of Model A (with independence) Histogram
o .
, S _
0 3
S o _| L
5 [rs) . _
>
L § 8
- o | g =
o o™ g
é - TN
o _|
2 2 8
o o - —
\ \ \ \ \ \
0 0 5 10 15 20
Time Extinction Time

Figura 3.4: Trayectorias del total de individuos de la poidla e histograma del tiempo de extin-
cion para el modelo A. Tamafo de muestra = 1000 (Prueba 1 -istibdciones independientes).

Tabla 3.3: Media muestral del tiempo de extincion para eletwé (tamafio de muestra = 1000).

independientes multinomial general

Prueba 1 7.207 7.191 7.186
Prueba 2 7.127 7.187 7.113
Prueba 3 7.071 7.042 7.1
Stefanescu 7.15

Tabla 3.4: Varianza muestral del tiempo de extincion pamnalielo A (tamafio de muestra =
1000).

independientes multinomial general

Prueba 1 3.8440 3.8263 3.7536
Prueba 2 3.4443 4.1762 3.2435
Prueba 3 3.6196 3.2615 3.3113
Stefanescu 3.84

La consistencia entre los resultados se puede tomar conmaligador del buen funcionamien-
to de los algoritmos implementados para realizar las siciores.

3.3.1. Estimacion de matriz de medias y matrices de covariaas

En esta seccion se observa numéricamente, el comportandietrs estimadores de la matriz
de medias y las matrices de varianzas y covarianzas de uesprde BGWM supercritico, cuando
el tiempo crece y el nimero de individuos iniciales es canstade acuerdo a los resultados
tedricos presentados en el Capitld 1.4. Para tal fin seaeati las simulaciones a partir de la
siguiente aplicacion de un proceso de BGWM:

Ejemplo 3.1 (Un modelo demografico)uno de los puntos de interés en los estudios demogréfi-
cos consiste en observar la distribucién de las edades dpalnecion. En cuanto a un proceso
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de ramificacion multitipo se puede considerar que cadaithaiy de acuerdo al correspondiente
rango de edad al que pertenece dentro de la poblacién, pegetenun tipo. Si se consideran sélo
los individuos de genero femenino dentro de la poblaciéndnanse dividen ed > 1 grupos de
edad y si se observa el comportamiento de la poblacion enahbe de tiempo sucesivos, n+1)
conn = 0,1,2,... para cierta unidad de tiempo, entonces, teniendo en cueatdujante cada
intervalo de tiempo cierta cantidad de individuos sobmwivalgunos de ellos generan descen-
dientes, el comportamiento a través del tiempo de la pabiadéscrita con estas caracteristicas,
puede ser descrito por un proceso de BGWM.

En un intervalo de tiempo, una mujer del grupo de ekladonk = 1,2,...,d — 1, puede
tener descendientes que pertenecerian al grupo del edddmas, si ella sobrevive el intervalo de
tiempo definido y el tamafio de dicho intervalo coincide caamlafio del rango de edad, entonces,
en el siguiente intervalo de tiempo, ella perteneceriaugdayt + 1. Por otro lado, en el caso de que
una mujer pertenezca al grupo de edaéntonces, podria tener descendientes que irian al grupo
1, pero al final del intervalo de tiempo ya no se consideranférdele la poblacion. Un proceso de
BGWM como el descrito, generaliza el modelo deterministaopesto por Leslie (Leslie 1945),
donde surgen las llamadas matrices de Leslie, matricesajueiaden, en el caso del proceso de
BGWM, con la matriz de medias.

Para plantear las simulaciones con datos cercanos a ldagale tomo el conjunto de datos
goodman incluidos dentro del paquetiemogR (Jones 2007) del softwafe que corresponden a
los datos analizados por Goodman, Keyfitz & Pullum (1974)nia&iz de Leslie calculada a partir
de dichos datos, asociada al comportamiento de la pobldei&stados Unidos, con los rangos de
edad, en afios, dados por los siguientes valores de {brté, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55},
es la siguiente:

0 0.9972 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0010 0 0.9984 0 0 0 0 0 0 0
0.0820 0 0 0.9978 0 0 0 0 0 0
0.2884 0 0 0 0.9968 0 0 0 0 0
0.3777 0 0 0 0 0.9961 0 0 0 0
0.2647 0 0 0 0 0 0.9949 0 0 0
0.1405 0 0 0 0 0 0 0.9924 0 0
0.0586 0 0 0 0 0 0 0 0.9886 0
0.0134 0 0 0 0 0 0 0 0 0.9829
0.0003 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Los valores de la anterior matriz se interpretan de la sigeisanera, la primera columna se
refiere a la fertilidad de cada rango de edad, por ejemploalet 0.2647 en la posicién(1,6),
corresponde al promedio de hijas que tienen mujeres de 3Gadbde edad, por otro lado, los
valores que se encuentran sobre la diagonal de la matriz ast&iados a la supervivencia de
cada individuo por cada rango, por ejemplo, el val®968 de la posicion(4,5) indica que en
promedio €P9.68 % de las mujeres de 20 a 25 afios sobrevivirdn para llegar a las@®fios de
edad.

Con el objetivo de simplificar los gréaficos relacionados datoeportamiento de los estima-
dores, se decidié construir una matriz de dimensi@n donde los rangos de edad tuvieran el
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mismo tamafio. Es asi como, la matriz de Leslie que se tendraegrta para las simulaciones, es
la siguiente:

0.08 0.99 0
1.06 0 0.98 (3.12)
007 0 0

en donde, los rangos de edad, en afios, considerado s, [20,40) y [40, 60), es decir, de O
a 20 afios, de 20 a 40 afos y de 40 a 60 afios, respectivamente.

La lectura de la matriz en la ecuacidn(3.12), incluyendouek de vista de los procesos de
BGWM, es la siguiente, las mujeres de 0 a 19 afios pertenetipo &| tienen una fertilidad media
de0.08 y una media de supervivencia €9, las mujeres de 20 a 39 afos pertenecen al tipo 2,
tienen una fertilidad media de06 y una media de supervivencia d€8, por ultimo, las mujeres
de 40 a 59 afos pertenecen al tipo 3 y tienen una fertilidadenuk).07. Para este proceso en
particular, la unidad de tiempo es de 20 afos.

Se supondra que la fertilidad para cada mujer esta dada patistnbucién Poisson, la super-
vivencia por una distribucion Bernoulli, y que ademas, sediindependencia entre las dos. De
esta manera las distribuciones de descendencia estanpadas

ptrorara) = (0B CELY (10997 0007 101y (r)) (110 () (319

p(Q)(Tl,"I“Q,Tg) = (e_ 106%) (1{0}(7“2)) ((0.98)7"3 (0.02)1—7”3 1{071}(7“3)) (314)

pe)(r1,ra,m3) = (e o (Z;03(r2)) (1g03(r3)) (3.15)

La matriz de medias asociada a dichas distribuciones demigsacia coincide cof(3112) y el
mayor valor propio de esta matriz gs= 1.0950, lo que quiere decir que el proceso es supercritico,
por otro lado, las matrices de varianzas y covarianzas son:

0.08 0 0 008 0 0
Vi=[ 0 (099001) 0|=1| 0 00099 0 (3.16)
0 0 0 0 0 0
1.06 0 0 1.06 0 0
Vo=| 0 0 0 =l o 0o o (3.17)
0 0 (0.98)(0.02) 0 0 0.0196
007 0 0
Vi=[ 0 00 (3.18)
0 00

Teniendo definido el proceso de BGWM de interés, se realizdsimulacion coni = 3,
n* = 120, N = (10,10, 10), y al ser un proceso con distribuciones independientegnsarbon
N1 j,» de la siguiente manera:

n11 ~ Poisson(A = 0.08) 712 ~ Bernoulli(p=0.99) n13=0
N1 ~ Poisson(A = 1.06) 722 =10 N3 ~ Bernoulli(p = 0.98)
N1 ~ Poisson(A =0.07) 132 =0 N33 =0
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luego, parar = 1,2, ...,120, se calculd el estimador empirigny (n; N) y el estimador méaximo
verosimilmy (n; N), estimadores del vector de medias de la distribucion deeddsacia de los
individuos de tipok = 1,2,3, obtenidos a partir de los valores Hg ;)(n; N) resultantes de la
simulacion.

En la FigurdZ3b se observan dos graficos, en ellos se muéstiaaambian, respectivamente,
los valores del estimador empirico y del estimador maximosieil de la matriz de medias, a
medida que el tiempo crece. Las lineas punteadas corresparids valores de la matriz de medias
@B12), los graficos ilustran la convergencia de los dosstigimestimadores a dichos valores y se
observa que, el estimador maximo verosimi(n; N) tiene menor variabilidad y converge mas
rapido que el estimador empiriea(n; N), lo cual coincide con los resultados del Teordma 1.7,
ya que la varianza del estimador empirico esta dada por,

-1/2

(Zk(n— 1;N)) Vk,

la varianza del estimador maximo verosimil esta dada por,

n—1 -1/2
(Z Z, (i; N)) Vi,
i=0
y es claro que,

n—1 -1/2
(Zy(n — 1)) 72 > (Z Zi(i: N))
=0

Las Figura§316 317 ilustran el comportamiento de los estoresV, (n; N)y V,(n; N), de
las matrices de varianzas y covarian}gs k = 1, 2, 3, de manera similar a como se realiz6 con la
matriz de medias. Se muestran seis graficos, dos por cada lasddlistribuciones; a la izquier-
da aparecen las matrices de varianzas y covariaWz4s; N) estimadas a partir del estimador
empirico de la matriz de medias y a la dere&ha(n; N) estimadas a partir del estimador maximo
verosimil de la matriz de medias. De nuevo la lineas pungeiuiican los valores de las matrices
de varianzas y covarianzas de las distribuciones 1, 2[y)3I3.1T) y[3:18), respectivamente.

En las FiguraB33l16[y 3.7 se observa que, al menos en esta siomuégpecifica aparentemente,
el estimadoiV,(n; N) presenta una mas rapida convergencia y no tiende a subeltivasianza
como ocurre con el estimad&k(n; N), por otro lado, desde el punto de vista tedrico, una de las
conclusiones de Maaouia & Touati (2005) es que el analistudees el mejor estimador para las
matrices de varianzas y covarianzas hace parte de unarniegsarrollo, sin embargo, si se llega a
un escenario similar al de la estimacion de la varianza papraceso de BWG, se esperaria que el
estimadorV,(n; N) sea asintéticamente mas eficiente que el estim¥on; V), coincidiendo
con lo observado.
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Mean Matrix — Empiric Estimator (EE)
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Figura 3.5: Convergencia de los estimadores empirico ymmxerosimil de la matriz de medias
cuando el tiempo crece y el vector de individuos inicialasramece fijo.
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Covariance Matrix — EE - Distribution 1
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Figura 3.6: Convergencia del estimaddy(n; N) cuando el tiempo crece y el vector de individuos
iniciales permanece fijo.
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Covariance Matrix — MLE - Distribution 1
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Figura 3.7: Convergencia del estimac’fé;g(n; N) cuando el tiempo crece y el vector de individuos
iniciales permanece fijo.
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3.3.2. Comportamiento asintotico de las frecuencias relaias

En esta seccién se muestran numéricamente, los resul&ataos del Capitulbl 2, observan-
do el comportamiento asintotico de las frecuencias relgtimsociadas a un proceso de BGWM
supercritico, critico y subcritico, cuando el tiempo perew fijo y el nimero de individuos ini-
ciales crece. Las simulaciones sobre las cuales se tralsajapnstruiran en funcién de la siguiente
aplicacion:

Ejemplo 3.2 (Un modelo de genética de poblacioneEn el campo de genética de poblaciones
los procesos de ramificacion tienen muchas aplicacionesedifes, los procesos de BGWM tienen
una relacién cercana con algunos modelos de genética dacpmi®s propuestos por S. Wright
y R. A. Fisher los cuales estudian la deriva genﬂim poblaciones en donde su tamafio per-
manece constante por generaciones. Para el modelo desjrgeréonsidera la evolucién de una
familia proveniente de un mismo ancestro, dentro de unaapidn humana grande. El ancestro
de la familia se empareja con un individuo escogido de maaleedoria dentro de la poblacion y
produce un nimero aleatorio de descendientes, cada untodedescendientes se empareja con
un individuo aleatorio por fuera de la familia y produce umeifio aleatorio de descendientes. El
proceso continua en la medida que la familia siga teniemgimahdividuo. Si adicionalmente, se
considera la familia con respecto a un par de alelos aut(aﬂeaﬁmlternativos, A, a), entonces,
surge un proceso de ramificacion multitipo con tres tiposid&iduos, de acuerdo, a los genotipos
AA, Aay aaque poseen.

Supongamos que las frecuencias de los alelos auto-soni@esatvosA y a dentro de la
poblacion general sopy ¢ conocidas, cop,q > 0y p + ¢ = 1. Adicionalmente se asume que
cada miembro de la familia se empareja de manera aleatariarcomdividuo que no pertenece a
la familia, lo cual, es equivalente a escoger un gameto deraaieatoria dentro de la coleccion
de genes de la poblacion. Al considerar los tres geno#pgsAay aa como los tiposl, 2 y 3
del proceso de BGWM, y si se supone que no existen mutacien&s)jces las probabilidades de
que un individuo con el genotipdA, produzca un descendiente del genotfy Aao aa, sonp,

q y 0 respectivamente, las probabilidades de que un individmoet@enotipoAa, produzca un
descendiente del genotigoA, Aao aa, sonip, 1 y ¢ respectivamente, y, las probabilidades de
que un individuo con el genotipae, produzca un descendiente del genotpgy Aa o aa, sono,

pYy q. Ademas s, conk = 1,2, 3 es el promedio de descendientes que produce un individuo de
tipo 1, 2 'y 3 respectivamente, entonces la matriz de medias del pros&sdada por:

1P H1q 0
m=|3u2p 32 3H2( (3.19)
0 u3p  p3q

Cuandou; = pu; para todoi, j, se dice que no hay seleccion natural, ya que en este casyno ha
reproduccidn diferencial de unas variantes genéticagcesple otral .

14| a deriva genética es la fluctuacién al azar, de las fredasmor cada uno de los alelos, entre generaciones, que
resulta del sorteo de genes, que se da durante la transmésgametos de los padres, para producir los genotipos hijos
en poblaciones finitas. El resultado de la deriva suele spéndida de variabilidad genética, siendo un proceso que
contrarresta la entrada de variabilidad genética por rartas.”(Barbadilla 2010)

2auto-somales se refiere a alelos de cromosomas diferemtesjad definen el sexo del individuo.

3«La seleccion natural se define como el proceso que resultaudgplimiento de las siguientes tres condiciones:
(1) variacion fenotipica entre los individuos de una poldlac(2) supervivencia o reproduccion diferencial asoeiad
la variacion, y (3) herencia de la variacion. Si en una pabiade organismos se dan estas tres condiciones, entonces
se sigue necesariamente un cambio en la composicion gedétla poblacion por seleccion natural.”(Barbadilla 2010)
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Los resultados expuestos en la Proposi€ioh 2.1 y el Tedrellhaetienen, sin importar si el
proceso es subcritico, critico o supercritico, por tal magé simulan tres modelos distintos, en
donde se tomap = 0.6, ¢ = 0.4 y los valores de log;, de cada modelo de acuerdo a la Tébla 3.5.

Tabla 3.5: Parametros de las distribuciones de descerdgraca los modelos D, Ey F.
Modelo D. Modelo E. Modelo F.

(i1 0.8 1 1.2
112 0.7 1 1.1
i3 0.6 1 1

Teniendo en cuent&d(3119) y los parametros de la Tabla 3.B €abla[3.b se muestran la
matriz de medias de cada modelo con su respectivo mayorpalpio p.

Tabla 3.6: Matrices de medias y mayor valor propio respecpara los modelos D, Ey F.

Modelo D Modelo E Modelo F.
0.48 032 0 06 04 0 0.72 048 0
m 0.21 0.35 0.14 0.3 0.5 0.2 0.33 0.55 0.22
0 036 024 0 06 04 0 0.6 04
P 0.7264 1 1.1242

Por la Proposiciélfi 211 se tiene que la frecuencias relatdedimidas en[(218), con = 3,
convergen, cuandd’; — oo, al vectorp (3;e1) , cuyos valores puntuales para cada modelo, se

encuentran en la Tad[aB.7.

Tabla 3.7: Vectoresa (3;e1) y p (3;e1), paralos modelos D, Ey F.

Modelo D Modelo E Modelo F.
m (3;e1) | (0.1986,0.2043,0.0479) (0.42,0.46,0.12) (0.6885,0.7235,0.1764)
M (3;e1) 0.4509 1 1.5883

p(3;e1) | (0.4405,0.4537,0.1063) (0.42,0.46,0.12) (0.4334,0.4555,0.1110)

Tabla 3.8: Distribuciones de descendencia seleccionpdes,os modelos D, Ey F.

Modelo D. Modelo E. Modelo F.
m ~ Poissoif0.8) Poissofl) Poissof(1.2)
n2 ~ Binomial(7, 0.1) Binomial(4, 0.25) Binomial(11, 0.1)
ns ~ Geométric@).625) Geométricd).5)  Geométricd).5)

El modelo del Ejempl@-3]2 tiene las caracteristicas prog@asin proceso de BGWM con
distribucion multinomial, por lo tanto, las simulacionesrsalizaron mediante el Algoritnig_B.2
con los siguientes parametras= 3, n* = 3, N = (Ny,0,0) con N; tomando los valores$0,
102, 103, 10, 10°, 105 y 107,

06 04 O
B=103 05 0.2
0 06 04
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y en la tabld=318 se indican las distribuciones que fueroecsi&nadas, dicha seleccién no tuvo
una razon en particular mas alla del interés de utilizarelifies distribuciones discretas.

Es asi como al realizar las simulaciones planteadas, secoktuFigural3B, en donde se
observa la convergencia de las frecuencias relativas deslwsnodelos (D, E y F), a los valores
del vectorp (3; e1) correspondiente (ver TalHlaB.7), a medida que los valoréé, deimentaron.

Relative Frecuencies by Type Relative Frecuencies by Type
Model D Model E
S S
o - ® typel o ® typel
S @ | " type 2 S o | " type 2
g < * type 3 2 ° ¢ type3
2 g~ 2 g
S . . ks
o < D G e id hd c <
e o k=] o
£ £
2 o 2 o
o o o o
i """""""" B T . ae— E
= o |
e \ \ \ e \ \ \ \
le+03 le+05 1e+07 le+01 1e+03 1le+05 le+07
Initial number of ancestors (log escale) Initial number of ancestors (log escale)

Relative Frecuencies by Type
Model F

e typel
m type 2
¢ type 3

Proportion of individuals
0.0 02 04 06 08 1.0
‘f
|

le+01 1le+03 le+05 1e+07

Initial number of ancestors (log escale)

Figura 3.8: Convergencia de las frecuencias relativasdmahtiempo permanece fijo y el nimero
de individuos iniciales de tipd crece.

Del Teorem&Z11 se tiene que, cuaidp— oo, las frecuencias relativasy (t; N ) convergen
en distribucion a una normal, y que cualquier vector formgatchastal — 1 frecuencias relativas
asociadas a diferentes tipos, converge en distribuciémaommal multivariada. Para verificar que
lo anterior se cumpliera para los modelos D, E y F, se realizaf000 simulaciones por modelo,
tomandoN; = 10 y manteniendo los demas parametros sin modificaciones.

Las mil simulaciones por modelo, se consideran como milrebs®nes o realizaciones de
variables aleatorias relacionadas con el proceso de BGVEMsiecomo, para cada modelo se
tienen mil observaciones del vector aleatorio,

(A4(3: (107,0,0)), A2(3; (107,0,0)), Ag (35 (107,0,0)) )

que corresponde a las frecuencias relativas, en la tereaeexarion a partir de diez millones de
individuos iniciales de tipo 1. Por ejemplo, la primera alaeion del vector aleatorio en cuestion,
para el modelo D - caso subcritico, mediante la primera siond, fue:

(0.4410189,0.4527683,0.1062128).
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A partir de estas observaciones, se produjeron las FigLBd8.30 V3T, que corresponden
a los histogramas de las frecuencias relativas por tipo dieiduo, para cada uno de los tres
modelos, y las Tablds_3.8._3110°y3.11, en donde se indicawaloses del estadisticd” y el
p-valor asociado, obtenidos al realizar una prueba de natathde Shapiro-Wilk, efR, sobre
dichas observaciones, mediante la fun@bapiro.test del paquetstats (R Development
Core Team 2008).

En los histogramas mencionados se observa una forma acadayasimétrica, por otra parte,
a partir de los trep-valores de cada una de las tres tablas, se puede decir qeerechaza la
hipotesis nula de que cada una de las frecuencias relatveada uno de los modelos, proviene
de una distribucién normal univariada, tomando un niveligeificancia deb %, ya que el menor
de los nuevep-valores eg).2138 (ver Tabla(31M), obtenido en el modelo F - caso supercritico
con las observaciones asociadas a la frecuencia relatitarder tipo de individuos, es decir, a la
variable aleatorias(3; (107,0,0)).
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Histogram — Type 1
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Figura 3.9: Histogramas de las frecuencias relativas de tjpol de individuo para el modelo D -
Caso subcritico (tamafio de muestra = 1000).

Tabla 3.9: Pruebas de normalidad univariada de Shapirk-\dr tipo de individuos, para el
modelo D - Caso subcritico (tamafio de muestra = 1000).

Tipol Tipo2 Tipo3
Estadisticd?  0.9989 0.9985 0.9989
p-valor 0.8601 0.5408 0.7899
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Histogram — Type 1
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Figura 3.10: Histogramas de las frecuencias relativas di tigo de individuo para el modelo E -
Caso critico (tamafio de muestra = 1000).

Tabla 3.10: Pruebas de normalidad univariada de Shapilig-y6r tipo de individuos, para el
modelo E - Caso critico (tamafio de muestra = 1000).

Tipol Tipo2 Tipo3
Estadisticd?V  0.9992 0.9980 0.9988
p-valor 0.9517 0.2878 0.7876




CAPITULO 3. ALGORITMOS Y EJEMPLOS NUMERICOS

a7

Histogram — Type 1

o 1
o _  E—
|Te)
N
> o
T o _|
g 9
a |
o
8 |
n
o
I I I I I
0.4330 0.4332 0.4334 0.4336 0.4338
Histogram — Type 2
o -
o _
S -
= ]
. ]
g Q
c —
()
(a] o
o |
o
—
o
I I I I
0.4552  0.4554  0.4556  0.4558
Histogram — Type 3
5 —
8 |
g 1]
c
() ]
(a]
o
o _|
o
—
o
I I I
0.1108 0.1110 0.1112

Figura 3.11: Histogramas de las frecuencias relativas di o d
Caso supercritico (tamafio de muestra = 1000).

e individuo para el modelo F -

Tabla 3.11: Pruebas de normalidad univariada de Shapilio-Ybr tipo de individuos, para el

modelo F - Caso supercritico (tamafio de muestra = 1000).

Tipol Tipo2 Tipo3

Estadisticd?” 0.9989 0.9988 0.99
p-valor

78

0.7640 0.7369 0.2138
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Con las anteriores pruebas de normalidad solo se ha obsanvatéricamente la parte (i) del
Teoremd 211, para la parte (ii) se debe ver, a partir de lasimillaciones, que cada uno de los
vectores aleatorios:

N <A1(3; (107,0,0)), Aq(3; (107,0,0))>
Avg = (A1(3:(107,0,0)), (35 (107,0,0)) )

Ays = <A2(3; (107,0,0)), As(3; (107,0,0))>

tiene una distribucidon normal multivariada.

De manera similar a lo expuesto para el caso univariado, sstrauel equivalente bivariado
de un diagrama de poligono, correspondiente a los model&syF, (Figurad-3 143314y 3116,
respectivamente).

Adicionalmente, se obtienen las Figuras BII3.13[15 ) 3ridpade, para cada modelo, se tiene
un diagrama de dispersion de cada uno de los conjuntos devabiemes asociados a los vecto-
res aleatoriosA 2, A1 3y As 3. Por ejemplo, la primera de las mil observaciones para dicho
vectores aleatorios, para el modelo D - caso subcriticenadd mediante la primera simulacion,
es:

(0.4410189, 0.4527683), (0.4410189,0.1062128) y (0.4527683,0.1062128)

respectivamente, y estos valores quedan representadasucopunto en cada uno de los planos,
en su orden, de la Figuta_3113. Ademas, cada plano tieneoauatras de nivel de la distribucion
normal multivariada teérica asociada a las observaciaasa una de las cuatro curvas de nivel,
de afuera hacia adentro, corresponde a una elipse con @ng&bvector de medias, que en su
interior para la distribucion teodrica, tiene una probalkitl acumulada de.99, 0.95, 0.8 y 0.5,
respectivamente. Estos planos se conocen como los disgdaantorno y buscan contrastar los
valores observados contra la distribucion teérica asaciad

En las Tabla§ 312311 3[y 3114 se indican los valores dellissitzo W y el p-valor asocia-
do, obtenidos al realizar una prueba de normalidad muigtlarde Shapiro-Wilk, efR, sobre
las tres observaciones en dos dimensiones, mediante lgfumshapiro.test del paquete
mvnormtest (Jarek 2009).

De nuevo, no se rechaza la hip6tesis nula con un nivel ddisgmeia deb %, lo que quiere
decir que, a partir de las observaciones, no hay evidenearmestre que los vectores aleatorios
A2, A3 Y Ay3, NO tienen una distribucion normal multivariada. El menerlas nuevep-
valores e9).0630 (ver TabldC3IW), obtenido en el modelo F - caso supercrition el vector de
observaciones asociado a las frecuencias relativas aeémiy segundo tipo de individuos, es
decir al vector aleatorid\ ».
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Figura 3.12: Diagrama de poliedro de la distribucion eropibivariada de la combinacién por
tipos de las frecuencias relativas, modelo D - Caso subefitamafno de muestra = 1000, nUmero
de intervalos = 20 x 20).
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Figura 3.13: Diagrama de contorno de la combinacion postg®las frecuencias relativas, mo-
delo D - Caso subcritico (tamafio de muestra = 1000).

Tabla 3.12: Pruebas de normalidad multivariada de Shajgillo€de la combinacion por tipos de
las frecuencias relativas, modelo D - Caso subcritico (f@nte muestra = 1000).

1-2 1-3 2-3
Estadisticdl  0.9971 0.9971 0.9971
Valor p 0.0728 0.0726 0.0729
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Figura 3.14: Diagrama de poliedro de la distribucion eropibivariada de la combinacion por
tipos de las frecuencias relativas, modelo E - Caso critamodfio de muestra = 1000, nimero de
intervalos = 20 x 20).
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Figura 3.15: Diagrama de contorno de la combinacion postg®las frecuencias relativas, mo-
delo E - Caso critico (tamafio de muestra = 1000).

Tabla 3.13: Pruebas de normalidad multivariada de Shajgillo€de la combinacion por tipos de
las frecuencias relativas, modelo E - Caso critico (tama&fimudestra = 1000).

Tipo 1-2 Tipo 1-3 Tipo 2-3
Estadisticdl” 0.9981  0.9981  0.9981
p-valor 0.3257  0.3235  0.3255
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0.4558 0.1108

Figura 3.16: Diagrama de poliedro de la distribucion eropibivariada de la combinacién por
tipos de las frecuencias relativas, modelo F - Caso sufieecfiamario de muestra = 1000, nUmero
de intervalos = 20 x 20).
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Figura 3.17: Diagrama de contorno de la combinacion postg®las frecuencias relativas, mo-
delo F - Caso supercritico (tamafio de muestra = 1000).

Tabla 3.14: Pruebas de normalidad multivariada de Shajgillo€de la combinacion por tipos de
las frecuencias relativas, modelo F - Caso supercriticogim de muestra = 1000).

Tipo 1-2 Tipo 1-3 Tipo 2-3
Estadisticdl  0.9971  0.9971  0.9971
p-valor 0.0630 0.0710 0.0711




CAPITULO 4

Resultados empiricos

Ademas de ilustrar y observar, por medio de simulacionssgsultados existentes acerca de
la estimacion de parametros y el comportamiento de lasdrexas relativas en un proceso de Bie-
naymé - Galton - Watson Multitipo (BGWM), este trabajo tiemeno objetivo explorar mediante
simulaciones, cudl seria el comportamiento asintéticmglestimadores y de las frecuencias re-
lativas cuando el numero de individuos iniciales y el tiertipoden a infinito. En este capitulo se
muestran los resultados de dicha exploracion.

El comportamiento de los procesos de ramificacién cuandenepb tiende a infinito ha tenido
un constante interés por parte de los investigadores, pegalizar una blsqueda de articulos que
hayan considerado el comportamiento asintético cuandaneéro de individuos tiende a infinito,
se observa que este otro enfoque no ha tenido un estudio fdivam

Yakovlev & Yanev (2009), como se explica en el capifllo 2 de &abajo, analizan el com-
portamiento de las frecuencias relativas, para cualquieego de ramificacion, cuando el nimero
de individuos iniciales tiende a infinito, mientras el tieorge deja fijo, por otra parte, en la seccion
de discusion y conclusiones de este articulo, se menciangpqdria ser interesante investigar el
comportamiento asintético de las frecuencias relativando el nimero de individuos iniciales
y el tiempo tienden de manera simultanea a infinito, y arditigue dicho comportamiento va a
depender del tipo de proceso de ramificacion y de si el praeesabcritico, critico o supercritico.

Dion & Yanev (1994), Dion & Yanev (1997) obtienen resultagasa el proceso de Bienaymé
- Galton - Watson (BGW) o el proceso de Bienaymé - Galton - @at®n Inmigracion (BGWI),
acerca del comportamiento asintdtico de algunos estireadtanto de la media, como de la va-
rianza, cuando se tiene un namero creciente y aleatoriodiédnos iniciales, a la vez que el
tiempo tiende a infinito. Una de las conclusiones a las qggaita es que, al tener el siguiente
supuesto:

<m>1),0,(m:1yn/N—>0),O,<m<1me”—>oo) (4.2)
los estimadores de un proceso de BGW para la media y la variaon consistentes y normal-

mente distribuidos, cuando el nimero inicial de individyad tiempo tienden a infinito.

Adicionalmente, Dion & Yanev (1994) mencionan que, Badalga Mukhitdinov en 1990,
analizaron el comportamiento del estimador empirico, doah nimero de individuos iniciales y
el tiempo tienden a infinito, para el proceso de Bienaymé toBalWatson simple y multitipo.

55
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La pregunta en este punto seria, ¢es posible extender teoantaclusion para los estimado-
res que se han venido utilizando a lo largo de este trabajel, &aso de un proceso de BGWM?

4.1. Resultados para estimadores de la matriz de medias

En esta seccion se exponen los resultados de las simulagoneuanto a la convergencia
del estimador empirico (EE) y el estimador maximo veros(MILE) de la matriz de medias del
proceso de BGWM, cuando el nimero inicial de individuos igel 1 (V1) y el tiempo ¢) tienden
a infinito.

Intuitivamente, es claro que los estimadores empirico yimawerosimil de la matriz de
medias de un proceso de BGWM, subcritico o critico, no cgarecuando el tiempo tiende a
infinito. Esto debido a que el proceso cuando el tiempo tienitdinito va a extinguirse. A me-
dida que pasa el tiempo se pierden individuos, es decir,esdepinformacion a nivel numérico.
Sin embargo, si se imponen condiciones de tal forma que rlegeela esta extincion y, adicio-
nalmente, el nimero de individuos con los cuales se estinmpdrametros es suficientemente
grande, entonces, se espera que la estimacion convergen@aletro respectivo.

Es por lo anterior que si se considera que el tiempo y el nGaemdividuos iniciales tiende
a infinito, en el caso subcritico y critico, se puede teneruemta cierta relacion entre estas dos
variables, para garantizar que la perdida de individuodgextincion, sea menor que el incre-
mento debido al crecimiento de los individuos inicialeseda forma no se pierde informacién a
nivel numérico y los estimadores convergeran a los parésdgseados.

Se asumira un supuesto similar al presentado en la eciadlppata el caso multitipo:
<p>1),0,<p:1yn/N1—>O),0,<p<1yN1p”—>oo) (4.2)

Siguiendo la anterior idea y retomando los modelos D, E y Erites en el Capitulbl3 plantea-
dos a partir del Ejempla3.2, se realizaron simulacioned@®mismos parametros anteriormente
utilizados, pero considerando adicionalmente una rataeidre N, y n para cada modelo, como
se describe en la Tadlah.1, dichas relaciones hacen queamaiavalor de: se tenga asociado
un valor deN; y que cuando: — oo se cumpla el supuesio ¥.2. Adicionalmente, las relaciones
fueron escogidas de tal forma que el numero de individuo$ teengpon del modelo, fueran sufi-
cientemente grandes para dar una buena precision o apmémelos valores de los parametros.

Tabla 4.1: Relacion entr®; y n, para los modelos D, Ey F.

Modelo D. Modelo E. Modelo F.
N = [5000 xn/p"] Ny=10n> N;=n

Para el modelo D, tenemos el caso subcritice; 1y,

lim Ny p" = lim 200%™ gim 5000 %n = oo

n—oo n— oo p" n— oo
Para el modelo E, tenemos el caso critjees 1,
1

fm — = fm —— = lfm —— =0
noo Ny neoo 10m2  neoe10m
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De los valores resultantes de las simulaciones, se cabculas estimadores empirico y maxi-
mo verosimil de la matriz de medias y se produjeron las Fajlirth[Z.P ¥ 413, para los modelos D,
E y F, respectivamente. En dichas figuras se muestra el catalhis valores estimados, a medida
que el tiempo), y por la relacion entréV; y n, el nimero de individuos iniciales de tipo /y)
crecen. Las lineas punteadas corresponden a los valorasririz de medias respectifa(3.6).

Mean EE
with N1 = ceiling((5000 * n)/(rho”n))
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Figura 4.1: Convergencia de los estimadores empirico ymmaxerosimil de la matriz de medias,
cuando el tiempo y el numero de individuos iniciales creegal modelo D - caso subcritico
([N1 = 5000 % n/p™]).

La Figura[Z1l muestra que en los primeros momentos en el diealgin tipo de individuo
se extinguia y por lo tanto no era posible estimar las mediasiadas a ese tipo, pero a medida
gue aumento el tiempo y el nimero de individuos inicialesanpresento de nuevo la situacion de
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extincion y las estimaciones siempre estuvieron cercagiedlores de los parametros.

La Figura[ZP muestra con mayor claridad una convergenclasdealores estimados. Cabe
resaltar que en la matriz de medias para el modelo E, se tigneng ; = m3z2 = 0.6y mi2 =
mszs3 = 0.4.

Mean EE
with N1 = (n*2) * 10

N —o— typeltotypel
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o | ) —7— type 2 to type 2
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Figura 4.2: Convergencia de los estimadores empirico ymmaxerosimil de la matriz de medias,
cuando el tiempo y el numero de individuos iniciales creeega gl modelo E - caso criticdvf =
10 n?).

La Figurd 4P es practicamente innecesaria porque la apeveia de los estimadores ha sido
formalmente demostrada para el caso supercritico (verdiaa® Touati 2005)), en todo caso,
dicha convergencia se evidencia para este ejemplo enyarties decir, para el modelo F - caso
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supercritico.
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with N1 = n
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Figura 4.3: Convergencia de los estimadores empirico ymmaxerosimil de la matriz de medias,
cuando el tiempo y el nimero de individuos iniciales creeea @l modelo F - caso supercritico
(N1 = n)

Dado lo que se observa mediante las simulaciones, en ektgotrse propone el siguiente
nuevo resultado para que pueda ser demostrado o refutddimal generalizaria pafa< p < oo,
lo obtenido en procesos de BGWM para- 1.

Resultado 4.1.Bajo las mismas hipdtesis del Teorelmd 1.7, perolNgn= (N1,0,...,0) vector
de individuos iniciales, y con,

(p>1>,O,(pzlyn/N1—>O>,O,(p<1yN1p"—>oo),
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entonces, cuandey N; tienden a infinitoxhy (n; N1 ) y rhg(n; N1 ), son estimadores fuertemente
consistentes de la matriz de medias en el conjunto de no extincion,

T = { m  Z(n;Np) = oo}

ny N1—oo

4.2. Resultados para las frecuencias relativas

En esta seccién se muestran los resultados de las sim@aa@orcuanto a la convergencia de
las frecuencias relativas de un proceso de BGWM, cuandone¢ralinicial de individuos de tipo
1 (N71) y el tiempo ) tienden a infinito.

De manera similar a lo que ocurre con los estimadores exgsjdas frecuencias relativas de
los procesos de BGWM criticos y subcriticos, cuando el temgnde a infinito, no convergen,
debido basicamente a la extincion de dichos procesos.

Dada la similitud con el caso de los estimadores de la matrinedias, se realizan las simu-
laciones exploratorias con las mismas caracteristicasagug@mulaciones de la seccién anterior.
La Unica diferencia radica, en que ya no es de interés callmgaestimadores, sino que Unica-
mente interesan, las frecuencias relativas a medida querdaral tiempo, y por la relacion que
existe entre el nimero inicial de individuos del tipo/{;} y el tiempo @) (ver Tabla[Zl), en
consecuencia, a medida que aumenta el nimero de individictaes simultaneamente.

Tomando las frecuencias relativas resultantes en las aimonkes se elaboré la Figural4.4,
en la cual aparecen los gréaficos asociados al cambio de tagfreias relativas detésimo tipo
de individuo Q\;(n;NN1)), coni = 1,2, 3, a medida que: y N; crecen, para los modelos D, E
y F. Las lineas punteadas corresponden al vector propiouéeiziq de la matriz de medias,
asociado al valor propip, normalizado con la norma ManhaftaiEn la Tabld36 se encuentran
las matrices de mediaa y los valores de), para cada uno de los tres modelos, y en la Tabla 4.2 se
muestra el vector propio en mencion, para cada modelo, iaada para las normas Euclidiana
y Manhattan.

Tabla 4.2: Vector propio a izquierda de la matng, asociado &, para los modelos D, Ey F,
normalizado con la norma euclidiana y la norma Manhattan.

Norma Modelo D. Modelo E. Modelo F.
Euclidiana (0.6337,0.7434,0.2140)  (0.5797,0.7730,0.2577)  (0.6156,0.7540,0.2291)
Manhattan (0.3983,0.4672,0.1345) (0.36,0.48,0.16) (0.3851,0.4716,0.1433)

!La norma Manhattan o del taxista se define cofidf := >0, |vi
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Figura 4.4: Convergencia de las frecuencias relativasdmeahtiempo y el nimero de individuos
iniciales de tipo 1 crece, para los modelos D, Ey F.

En la Figurd 4} se muestra como, para los modelos D y E (césoitico y critico), se podria
decir que se observa como las frecuencias relativas canveRara el modelo F (caso supercriti-
co), el resultado de la simulacién coincide con el resultaddco expuesto en el Teorema 8.3 que
se encuentra en (Mode 1971, pag. 30).

A partir del resultado tedrico para el caso supercritico schndo extenderlo, para los casos
critico y subcritico, a partir de lo observado en las simateEs, en este trabajo se propone el
siguiente segundo nuevo resultado para ser demostradotadef

Resultado 4.2.Sea(Z(n;N1))neNO un proceso de ramificacion de BGWM, cén< oo tipos
distintos, regular positivo, con momentos de segundo diidéns y conN; = (Ny,0,...,0), tal
que,

(p> 1) ,O,(pzlyn/N1—>O> ,O,(p< 1yN1p"—>c>o)7
entonces, cuando y N, tienden a infinito,

Z(n;Ny) ¢s. u
1Z(n; N1)||1 [[allx
en el conjunto de no extinciér{,zg:1 Zi(t;N1) > 0:nyN; € Ny o, y dondeu es el vector
propio a izquierda correspondiente al mayor valor propioldenatriz de medias del proceso.



APENDICE A

Notacion

= §;; Delta de Kronecker.

= 14() Funcién indicadora del conjuntd.

= No:=NU{0} Conjunto de nimeros naturales incluyendo el cero.

= n Variable de tiempo discreta € Nj.

= t Variable de tiempo continuac [0, co).

= d NUmero de tipos distintos.

= N Nudmero inicial de individuos.

= p() Funcién de densidad discreta univariada (asociada a tibdistn de descendencia).
= p,:=p(r) Probabilidad de que un individuo tengaescendientes.

= pi’  k-ésima componente dedgésima convolucion dg( ).

» F(s):=>7,pks® Funcion generadora de probabilidades univariada asoaiadp

= Z(n; N) Variable aleatoria definida como: “Numero de individuosan-Esima genera-
cion a partir deV individuos iniciales”.

» Z(n):=Z(n;1) Variable aleatoria definida como: “Numero de individuosan-Esima
generacion a partir de un individuo inicial”.

= m:= FE(Z(1)) mediade ladistribucién de descendencia de los individuos.
» 02:=Var(Z(1)) varianza de la distribucién de descendencia de los indigdu

» Nd:=NU{0} x NU{0} x---xNU{0} Producto cartesiano deconjuntos de niimeros
naturales incluyendo el cero.

= e, k-ésimo vector de la base canonicalgp
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N = (N1, Ny, ...,Ny) Vector inicial de individuos d€ tipos.

p( R ) = (p(l)( PRI )7p(2)( PRI )77p(d)( 3 g )) Vector de funcio-
nes de densidad discretas multivariadas (asociada a tebutifones de descendencia para
los d tipos).

P(k) (r1,72,...,74) Probabilidad de que un individuo de tioproduzcar; individuos
de tipol, r individuos de tip, ..., r4 individuos de tipad.

F(s) := (Fi(s), Fx(s),...,F4(s)) Vector de funciones generadoras de probabilidades
multivariadas, asociado@( , ,..., ).

Z(n;N) = (Z1(n;N), Zo(n;N), ..., Zg(n;N))  Vector aleatorio definido como: “Nu-
mero de individuos en la-ésima generacion, a partir @& individuos iniciales, para log
tipos”.

Y(rj)(n;N)  Variable aleatoria definida como: “Numero de individuosige § en lan-
ésima generacion, provenientes de individuos del iple la(n — 1)-ésima generacion, a
partir delN individuos iniciales”.

Yirj) == Yu,;)(1;ex) Variable aleatoria definida como: “Numero de individuos ige t
4, provenientes de un solo individuo del tip

U(n;N) Variable aleatoria definida como: “Numero total de indiddwle todos los tipos
en lan-ésima generacion, a partir #&individuos iniciales”.

A(n;N) = (A1(n;N), As(n;N), ..., Ay(n;N))  Vector aleatorio definido como: “Fre-
cuencias relativas en laésima generacion, a partir @ individuos iniciales, para log
tipos”.

m; \Vector de medias de la distribucion de descendencia dedosdnos de tipak.

V. Matriz de varianzas y covarianzas de la distribucion deateencia de los individuos
de tipok.

m:= (mj, my,..., md)/ Matriz de medias de las distribuciones de descendencissde lo
individuos de losi tipos (el vector filak-ésimo de ésta matriz correspondma).

p Elmayor valor propio de la matrim.

m(n;N) Vector de medias de la poblacion emla@&sima generacion, a partir @& indi-
viduos iniciales, para log tipos.

M(n;N) Suma de los elementos del vector de medigs; N).

p(n;N)  Vector de frecuencias relativas o proporciones de la pabiaen lan-ésima
generacion, a partir dd individuos iniciales, para log tipos.

V(n;N) Matriz de varianzas y covarianzas de la poblacion enésima generacion, a
partir delN individuos iniciales, para log tipos.

my(n;IN)  Estimador maximo verosimil del vector de medias de la distibn de des-
cendencia de los individuos de tipoa partir de los valores observadosidg ;(n; N), en
n generaciones y di individuos iniciales.



APENDICE A. NOTACION 64

= 1y (n;N) Estimador empirico del vector de medias de la distribuc®descendencia de
los individuos de tipd:, a partir de los valores observadosi{g ;) (n; N), enn generaciones
y deN individuos iniciales.

= Vi(n;N) Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de laliisién de des-
cendencia de los individuos de tigoa partir de los valores observadosiqg ;) (n; N), en
n generaciones y di individuos iniciales, calculado a partir del estimadiog(n; IN).

= Vi.(n;N) Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de ldtistén de des-
cendencia de los individuos de tigpa partir de los valores observadosiqg ) (n; N), en
n generaciones y dd individuos iniciales, calculado a partir del estimadiog(n; N).
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Conceptos Previos

Teorema B.1(Teorema de convergencia dominada para esperanza condicial). Sea un es-
pacio de probabilidad 2, F, P), una sucesion de variables aleatorias (\(&),),>1 sobre dicho
espacio yg una sube-algebra deF. SiY es una variable aleatoria sobre el espacio de probabi-
lidad, G-medible conE(|Y]) < oo, y si se satisfaceX,,| < Y y X,, converge casi siempre &
(X, =25 X), entonces,

9)

Teorema B.2(Ley fuerte de los grandes nimeros Sea(X,),>1 una sucesion de variables
aleatorias (v.a.) independientes idénticamente disitiési (i.i.d.), definidas sobre el mismo espa-
cio de probabilidad conu = E(X;) y 0? = Var(X;) < 0. SiS, = > | X; entonces, cuando

n — 0o,

lim E(X,|6) = B(X|g) = B lim X,

S, .
= o, tanto casi siempre, como &t

n
Teorema B.3(Teorema central del limite para vectores aleatorios Sea(X,,),,~.; una sucesion
de vectores aleatorios (v.a.}, dimensionales independientes idénticamente distrilsu{dod.),
con vector de mediag y, matriz de varianzas y covarianza Supéngas&,, = > .- Xi gl

i=1"n
vector de medias aritméticas, entonces, cuande oo,
Vi (X = i) 25 Z
dondeZ tiene una distribucién normal multivariada de dimensio(Z ~ N (0, X)).

Definicion B.1. Proceso estocasticona familia(X (t)):cr de v.a. definidas sobre un espacio de
probabilidad(2, 7, P) y con valores en un espacio mediljle .4) se llama proceso estocastico.
Si el conjuntoT” es discreto, el proceso estocastico se denomina procesvateqgiro discreto, y
si T es continuo, el proceso se denomina proceso de parametiowmn

Definicion B.2. Cadena de Markov con pardmetro de tiempo digeto Una sucesion aleatoria
(X (n))nen, con un conjunto de estados discreto, se llama cadena de Weokoparametro de
tiempo discreto, siy solo si, se satisface la siguiente icaimd

P(X(n+1)=4lX(n)=4,X(n—1)=1ip_1,...,X(0)=4d0) = P(X(n+1)=j| X(n)=1)
para todon € Ny y para todoig, iy, ...,i,—1,%,7 € S, siempre y cuando las probabilidades
condicionales estén definidas.
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Teorema B.4(Teorema central del limite para martingalag. Sea(X(n)),>1 una sucesion de
variables aleatorias, cotF(n) la filtracion generada potX (1), ..., X (n), tales que:

» E(X(n)|F(n—1))=0
» E(X?(n)|F(n—-1)) =1
» E([X(n)}|F(n—1)) <k < o0

y sea, .
S(n) = 2 X (1),
S(0)=0
entonces, cuande — oo, .
NG S(n) Lt 7

dondeZ es una variable aleatoria con distribucion normal estandar
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PaqueteBranching

Este apéndice tiene como objetivo describir los pasos drgesa el uso de la herramientas
informéticas desarrolladas en este trabajo, esto inclaganstrucciones para instalBr las ins-
trucciones para instalar el paqumanching vy la ayuda para el uso de cada una de las funciones
que componen dicho paquete.

R es una implementacién gratuita del programa de computastadistices, algunas de sus
caracteristicas son:

= En general se trabaja por medio de linea de comandos.

= Incluye un limitado uso de GUI’s (Interfaces Gréficas), sitbargo existen varias propues-
tas, sienddrcmdr (R Commander) el mas usado.

= Tiene excelentes capacidades graficas.

= Se distribuye bajo la licencia GNU GPL y esta disponible pesasistemas operativos:
Unix/Linux, MacOs y Windows.

= Tiene muy buena documentacion y ayuda en linea.
y se pueden destacar las siguientes ventajas de su uso:

= Los desarrollos mas recientes en el campo de la estadistigaaimente estan implemen-
tados erRantes que en otra herramienta informatica.

Existen muchas librerias disponibles para aplicar diwensétodos estadisticos.

Crea excelente gréficas con relativa facilidad.

Puede leer datos de diferente sistemas de bases de datogg&0Qle, etc).

Su uso no implica algun costo de licenciamiento o de otra tipo
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C.1. Instalacion deR

Al ingresar a la pagina oficial de (http://cran.r-project.org/ ) lo primero que
aparece es un recuadro en donde dice “Download and InstakliR5e encuentran tres vincu-
los, uno por cada sistema operativo soportado, cada undagellela a una pagina en donde se
encuentran los instaladores de la Gltima versidon dispenibl

Aunque este trabajo se ha realizado en su totalidad en upaegom sistema operativo Ubuntu
- Linux, se describira la instalacién para un equipo coresist operativo Windows, por ser el
sistema operativo mas usado en el mundo. En el momento er seqgescribid esta seccion, del
siguiente vinculo:

http://cran.r-project.org/bin/windows/base/R-2.10.1 -win3Z.exe

se descargaba el instalador para Windows en su versiorl2diého instalador corresponde
a la distribucion en archivo binario del softwdReen su version 2.10.1, destinado a ser instalado
en un equipo con procesadores ix86 0 x86_64, y con sistematvpeWWindows 2000 o superior,
incluyendo las versiones de 64 bits.

Al hacer doble clic al instalador, se pueden seguir los siges pasos:

1. Aparece un cuadro de dialogo en donde se debe selecciadarnea que se usara en la
instalacion. Se debe seleccionar el idioma deseado y hicen©K.

2. En seguida aparece, el cuadro usual de instalacion deapmag de Windows, solicitando
seleccionar entre las opcion8gjuiente para continuar, €ancelarpara salir de la instala-
cion. Se hace clic e8iguiente

3. Aparece la licencia de uso GNU GENERAL PUBLIC LICENSE.3&ifen 2, June 1991. Se
hace clic erSiguiente

4. Aparece un cuadro de texto con la ruta predeterminada rededquedara instalado el pro-
grama. Se cambia la ruta si se desea y se hace cogemente

5. Aparece un cuadro de lista y una serie de cuadros de veidiicgue permiten seleccionar
los componentes gque se desean instalar. Se sugiere sedgaaicel cuadro de lista la opcion
Instalacién completay hacer clic erSiguiente

6. Aparece un cuadro de seleccion que indica si se deseaulis opciones de configuracion.
Se puede dejar en No y hacer clic®iguiente

7. Si se desea se puede cambiar la configuracion de los adliestiss. Se hace clic edi-
guiente

8. Sise desea se pueden cambiar algunas configuracionemaldis. Se hace clic iguien-
te.

9. Por ultimo, se hace clic dfinalizar.


http://cran.r-project.org/
http://cran.r-project.org/bin/windows/base/R-2.10.1-win32.exe
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C.2. Instalacion del paqueteBranching

En la direcciérinttp://cran.r-project.org/web/packages/ se encuentra todo
lo relacionado con los paquetesRealli se encuentran los manuales que describen la ingialaci
de paquetes existentes y la construccién de nuevos pagaeigenalmente, aparece el listado de
paguetes disponibles para su uso.

Para la instalacion del paquéBeanching , se tienen dos opciones:

= Descarga e instalacion utilizando

1. Despues de abrR, en el menl que se encuentra en la parte superior de la ventana
seleccionaPaquetesy seleccionainstalar paquete(s)...

2. Aparece una ventana emergente en donde se debe seleetiogar desde el cual se
desea descargar, de manera automatica, el paquete. SedeColombiay haga clic
enOK.

3. Sifue posible realizar la conexién con el servidor astce lugar seleccionaﬂoapa—
rece una nueva ventana emergente con el listado de todoadastps que se pueden
descargar e instalar. Selecciddianching y haga clic erOK.

4. Por ultimo, sale una barra de progreso indicando el avdmtzedescarga del paquete y
luego una serie de mensajes que informan acerca del proeelsscharga e instalacion.

= Descarga independiente de la instalacion:

1. Enun navegador ingresar a la pagina:
http://cran.r-project.org/web/packages/

2. En el listado de paquetes disponibles, buscar a la iztpuier nombre del paquete
(Branching) y hacer clic en él.

3. Enlapagina que aparece, descargar el archivo zip asaaligthculo que se encuentra
en la parte d®ownloads en frente déVindows binary

4. Despues de abrR, en el menu que se encuentra en la parte superior de la ventana
seleccionalPaquetesy seleccionatnstalar paquete(s) a partir de archivos zip loca-
les...

5. Aparece la ventana usual de seleccion de archivos. Usligachivo zip del paquete
Branching en laruta en donde se descargo, luego seleccionarlo y damdabrir.

6. Por ultimo, solo aparece un mensaje de verificacion dgrided del archivo.

Para verificar que el paqudBganching a quedado correctamente instalado o para el uso de
las funciones que lo componen, es necesario escribir enda He comandos (una sola vez por
sesion de trabajo):

library(Branching)

1Una falla en la conexion puede ser causada por la configuraeiéacceso a internet, como lo es el uso de proxy.
En este caso se sugiere realizar la descarga independeelaténdtalacion o leer la documentacion detallada.


http://cran.r-project.org/web/packages/
http://cran.r-project.org/web/packages/
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En cuanto a la instalacion de paquetes en general, se puecietramn informacion detallada
de las siguientes formas:

= Despues de abrR, escribir en linea de comandbslp("INSTALL")
= Despues de abrR, escribir en linea de comandbslp(“install.packages")

= Se puede encontrar un manual de instalacion y administragdgaquetes, en la direccion:
http://cran.r-project.org/doc/manuals/R-admin.pdf

C.3. Documentacion del paquet®&ranching

rBGWM Generar un proceso de Bienaymé - Galton - Watson multitipo

Descripcion

Realiza una simulacién de un proceso de Bienaymé - GaltorisdiVanultitipo a partir de sus
distribuciones de descendencia, dando como resultadpdsisies tipos de muestras asocia-
das al proceso.

Uso
rBGWM(dists, type=c("general”,"multinomial”,"indepen dents"),
d, n, z0=rep(1,d), c.s=TRUE, tt.s=TRUE, rf.s=TRUE,
file=NULL)
Argumentos
dists distribuciones de descendencia para cada tipo de indivi8ucestructura
depende del tipo de distribuciones.
type tipo de distribuciones de descendencia.
d namero entero positivo; cantidad de tipos de individuosrdes.
n ndmero entero positivo; tiempo maximo o longitud de la tcayea del pro-
ceso.
z0 vector numérico, con valores enteros no negativos, de @mafector de
individuos iniciales por tipo.
c.S valor logico; si es TRUE, el objeto de salida incluira losovek simulados

del numero de individuos por combinacion, tipo padre - tijo, lasociados
al proceso.
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tt.s valor logico; si es TRUE, el objeto de salida incluira losovek simulados
del numero total de individuos por tipo asociados al proceso

rf.s valor logico; si es TRUE, el objeto de salida incluira losovek simulados
de las frecuencias relativas por tipo asociadas al proceso.

file cadena de caracteres; archivo de salida en donde se irdoealamalo los
valores simulados del niumero de individuos por combinatigm padre -
tipo hijo asociados al proceso.

Detalles

Esta funcién realiza una simulacién de un proceso de BieéayBrlton - Watson multitipo
(BGWM) a partir de las distribuciones de descendencia adasi al mismo. Teniendo en
cuenta algunas distribuciones de descendencia partéisulae propone una tipificacion de
dichos procesos de la siguiente manera:

general Corresponde a todos los procesos de BGWM sin condicién algabre las dis-
tribuciones de descendencia, para este caso, se requ@rendatos de entrada para cada
distribucion, los vectores d dimensionales con su resgeptiobabilidad.

multinomial Corresponde a todos los procesos de BGWM en donde cad&uiishn de
descendencia es una distribucion multinomial con nimerepieticiones aleatorio, para este
caso, se requieren como datos de entrada d distribucionesiadas que modelan el nimero
de repeticiones aleatorio de cada distribucion de desoerag una matriz d x d en donde
cada fila contiene los d parametros de cada distribucion steddencia multinomial.

independents  Corresponde a todos los procesos de BGWM en donde cadauwtisn de
descendencia es la distribucion conjunta de d variablesaslas discretas independientes, una
por cada tipo de individuo, para este caso, se requieren datos de entrad# distribuciones
univariadas.

La estructura en que se maneja cada uno de los tipos de wisbrnles de descendencia se
ilustra en los ejemplos.

Las distribuciones univariadas disponibles son:

unif Distribucion Uniforme Discreta, parametrosin y max. LOS valores enteros entrein
y max tienen la misma probabilidad de ocurrir.

binomDistribucion Binomial, parametrasy p.

parax=0,..,n.

hyper Distribucion Hipergeométrica, parametros(nimero de balotas con la caracteristica
de interés)n (nimero de balotas sin la caracteristidajpimero de balotas extraidas).

o= (7)) ()

parax=0, ..., k.



rBGWM 72

geomDistribucién Geométrica, parametpo

parax=0,1,2,..
nbinomDistribucion Binomial Negativa, parametrasy p.

L(x+mn) ,

- 1 —p)*
p(z) T P (I-p)
parax=0,1,2,..
pois Distribucion Poisson, parametio
Ae=A
pla) = —;

parax=0,1,2,..

norm Distribucion Normal redondeada a valores enteros y log&salnegativos asociados al
valor 0, parametrog y o.

z+0.5
p(x) =/ L -2 /20 gy

0.5 2o
parax=1,2,..
0.5 1 2 2
p(z) = / o (=220 gy
—o0 V2o
parax =0

Inorm Distribucién Log-normal redondeada a valores entero@irpatroslogmean = uy
logsd =o.

xz+0.5
p(z) =/ L o~ (oa)-m? /202 gy

—05 V 2mot

parax=1,2,..

() = / "L ~(or(t)-? /20 gy

b N o V2mot

parax=0
gammaDistribucion Gamma redondeada a valores enteros, pamdssbEpe = oy scale
- z+0.5 1 1t/

p(x) = / ——— 1" e dt

e—05 0°T(a)

parax=1,2,..

0.5 1 L t/
= t¥ e Yot
p(x) /0 e

parax=0
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Valor

Un objeto listalist  con lo siguiente:

i.d cantidad de tipos de individuos distintos.

i.dists distribuciones de descendencia.

i.n namero entero positivo; tiempo maximo o longitud de la tcayea del pro-
ceso.

i.z0 vector numeérico, con valores enteros no negativos, de m@miafector de
individuos iniciales por tipo.

0.c.s valores simulados del nimero de individuos por combinatijgm padre -
tipo hijo asociados al proceso.

o.tt.s valores simulados del nimero total de individuos por tipaceslos al pro-
ceso.

o.rf.s valores simulados de las frecuencias relativas por tipoiasas al proceso.

Autor(es)

Camilo José Torres Jiménezjtorresj@unal.edu.co>

Ejemplos

## Simulacion a partir de un modelo presentado en Stefanescu

parametros

<- 2

<- 15

<- ¢(90, 10)

<- ¢(0.2, 0.3); caso <- "subcritico"

» Zz S o

# con distribuciones independientes

Dists.i <- data.frame( name=rep( "pois", d *d ),
paraml=rep( a, rep(d,d) ),
stringsAsFactors=FALSE )

rA <- rBGWM(Dists.i, "independents", d, n, N)

# con distribucion multinomial

dist <- data.frame( name=rep( "pois", d ),
paraml=a*d,
stringsAsFactors=FALSE )

matrix.b <- matrix( rep(0.5, 4), nrow=2 )

Dists.m <- list( dists.eta=dist, matrix.B=matrix.b )

rB <- rBGWM(Dists.m, "multinomial", d, n, N)

# con distribucion general (aproximacion)
max <- 30

A <- t(expand.grid(c(0:max),c(0:max)))
auxl <- factorial(A)

(1998)
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auxl <- apply(auxl,2,prod)

aux2 <- apply(A,2,sum)

distp <- function(x,y,z){ exp(-d *X) * (xy)/z }
p <- sapply( a, distp, aux2, auxl )

prob <- list( distl=p[,1], dist2=p[,2] )

size <- list( distl=ncol(A), dist2=ncol(A) )

vect <- list( distl=t(A), dist2=t(A) )

Dists.g <- list( sizes=size, probs=prob, vects=vect )

rC <- rBGWM(Dists.g, "general", d, n, N)

# comparacion grafica

dev.new()

plot.ts(rA$o.tt.s,main="with independents")
dev.new()

plot.ts(rB$o.tt.s,main="with multinomial")
dev.new()

plot.ts(rC$o.tt.s,main="with general (aprox)")

BGWM.mean Medias de un proceso de Bienaymé - Galton - Watson multitipo

Descripcién

Calcula la matriz de medias de un proceso de Bienaymé - Galidatson multitipo a partir
de sus distribuciones de descendencia, adicionalmentesése calcular la matriz de medias
del niumero de individuos por tipo, en el tiempo ny el vectom@glias respectivo, si se indica
el nimero de individuos iniciales por tipo.

Uso

BGWM.mean(dists,
type=c("general”,"multinomial”,"independents"),
d, n=1, zO=NULL, maxiter=1e5)

Argumentos

dists distribuciones de descendencia para cada tipo de indiviucestructura
depende del tipo de distribuciones.

type tipo de distribuciones de descendencia.

d namero entero positivo; cantidad de tipos de individuosrdes.

n namero entero positivo; tiempo maximo o longitud de la tcayea del pro-
ceso.

z0 vector numérico con valores enteros no negativos de tamafiectbr de

individuos iniciales por tipo.
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maxiter namero entero positivo; tamafio de la muestra con la cualtsaagslos
parametros de las distribuciones univariadas que no tedgfanda una for-
mula analitica para su célculo directo.

Detalles

Esta funcién realiza el calculo de la matriz de medias de aogzo de Bienaymé - Galton -
Watson multitipo (BGWM) a partir de las distribuciones deagndencia asociadas al mismo.

Teniendo en cuenta algunas distribuciones de descendmanrtieulares, se propone una tipi-
ficacion de dichos procesos de la siguiente manera:

independents ,general y multinomial

La estructura en que se maneja cada uno de los tipos de utighries de descendencia se
ilustra en los ejemplos.

Las distribuciones univariadas disponibles sonif , binom , hyper , geom, nbinom ,
pois ,norm,Inorm ygamma

Al utilizar norm, Inorm y gammala media de la distribucion se estima calculando la media
aritmética de un total dmaxiter numeros aleatorios generados de la respectiva distritucio

EnrBGWNMse encuentra la descripcion de las tipificaciones de logposcy las funciones de
densidad utilizadas para cada distribuciéon univariadacinaada.

Valor

Un objeto matrizmatrix correspondiente a la matriz de medias del proceso en lanmaési
generacion, 0, un vectogector en el caso en que se haindicado el nimero de individuos ini-
ciales por tipo (z0), correspondiente al vector de mediaprdeeso en la n-ésima generacion
que parte de z0 individuos iniciales.

Autor(es)

Camilo José Torres Jiménezjtorresj@unal.edu.co>

Ejemplos
## Calculo de medias a partir de un modelo presentado en Stefa nescu(1998)

parametros

<- 2

<- 15

<- ¢(90, 10)

<- ¢(0.2, 0.3)
caso <- "subcritico"

» Z S o

# con distribuciones independientes

Dists.i <- data.frame( name=rep( "pois", d *d ),
paraml=rep( a, rep(d,d) ),
stringsAsFactors=FALSE )
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# matriz de medias del proceso
I.matrizzm <- BGWM.mean(Dists.i, "independents"”, d)

# vector de medias del numero de individuos por tipo, en la gen eracion
# n y partiendo del vector N de ancestros
l.vectorm.n_N <- BGWM.mean(Dists.i, "independents”, d, n, N)

# con distribucion multinomial

dist <- data.frame( name=rep( "pois", d ),
paraml=a *d,
stringsAsFactors=FALSE )

matrix.b <- matrix( rep(0.5, 4), nrow=2 )

Dists.m <- list( dists.eta=dist, matrix.B=matrix.b )

# matriz de medias del proceso
M.matrix.m <- BGWM.mean(Dists.m, "multinomial”, d)

# vector de medias del numero de individuos por tipo, en la gen eracion
# n y partiendo del vector N de ancestros
M.vector.m.n_N <- BGWM.mean(Dists.m, "multinomial”, d, n , N)

# con distribucion general (aproximacion)

max <- 30

A <- t(expand.grid(c(0:max),c(0:max)))

auxl <- factorial(A)

auxl <- apply(auxl,2,prod)

aux2 <- apply(A,2,sum)

distp <- function(x,y,z){ exp(-d *X) * (xXMy)/z }
p <- sapply( a, distp, aux2, auxl )

prob <- list( distl=p[,1], dist2=p[,2] )

size <- list( distl=ncol(A), dist2=ncol(A) )

vect <- list( distl=t(A), dist2=t(A) )

Dists.g <- list( sizes=size, probs=prob, vects=vect )

# matriz de medias del proceso
G.matrix.m <- BGWM.mean(Dists.g, "general”, d)

# vector de medias del numero de individuos por tipo, en la gen eracion
# n y partiendo del vector N de ancestros
G.vectorm.n_N <- BGWM.mean(Dists.g, "general”, d, n, N)

# comparacion de los resultados
l.vector.m.n_N

l.vector.m.n_N - M.vector.m.n_N
M.vector.m.n_N - G.vector.m.n_N
G.vector.m.n_N - l.vector.m.n_N

BGWM.mean.estim  Estimacién de las medias para datos provenientes de un gwoce
de Bienaymé - Galton - Watson multitipo
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Descripcién

Realiza una estimacion de la matriz de medias a partir deeslabservados en un experi-
mento que puede modelarse mediante un proceso de Bienayafi®n GWatson.

Uso

BGWM.mean.estim(sample, method=c("EE","MLE"), d, n, z0)

Argumentos
sample matriz numeérica de enteros no negativos, con d columnass daservados
a partir de los cuales se realiza la estimacion.
method método de estimaciéon (EE Estimacion empirica, MLE Estigracnaximo
verosimil).
d namero entero positivo; cantidad de tipos de individuosrd@s.
n namero entero positivo; cantidad de observaciones realiza través del
tiempo.
z0 vector numérico con valores enteros no negativos de tamafectbr de
individuos iniciales por tipo.
Detalles

Esta funcion realiza una estimacién de la matriz de medibizanido dos posibles estimado-
res, el primero corresponde al estimador empirico y el sbgahestimador maximo verosi-
mil, en ambos casos dichos estimadores requieren la deadanmuestra completa asociada
al proceso, es decir, se requiere observar el numero dedodi por cada combinacion tipo
padre - tipo hijo asociado al proceso en cada momento emgbdiedicha muestra debe ir en
sample . Para mas detalles ver Torres(2010) o Maaouia & Touati(2005

Valor

Un objeto listalist  con lo siguiente:

method método de estimacion utilizado.

m Un objeto matrizmatrix d x d correspondiente a una estimacion de la
matriz de medias del proceso.

Autor(es)

Camilo José Torres Jiménezjtorresj@unal.edu.co>
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Ejemplos
## Calculo de la matriz de medias estimada a partir de datos si mulados

# parametros
d <- 3
n <- 30
N <- ¢(10,10,10)
LeslieMatrix <- matrix( ¢(0.08, 1.06, 0.07,
0.99, 0, O,
0, 0.98, 0), 3, 3)

# distribuciones independientes a partir de la matriz de Les lie
Dists.pois <- data.frame( name=rep( "pois", d ),
paraml=LeslieMatrix[,1],

param2=NA,
stringsAsFactors=FALSE )
Dists.binom <- data.frame( name=rep( "binom", 2 *d ),

paraml=rep( 1, 2 =*d ),
param2=c(t(LeslieMatrix[,-1])),
stringsAsFactors=FALSE )

Dists.i <- rbind(Dists.pois,Dists.binom)

Dists.i <- Dists.i[c(1,4,5,2,6,7,3,8,9),]

Dists.i

# matriz de medias del proceso a simular
m <- BGWM.mean(Dists.i,"independents",d)

# datos simulados
simulated.data <- rBGWM(Dists.i, "independents”, d, n, N,
TRUE, FALSE, FALSE)$o.c.s

# matriz de medias estimada por medio del estimador empirico
m.EE <- BGWM.mean.estim( simulated.data, "EE", d, n, N )$m

# matriz de medias estimada por medio del estimador maximo ve rosimil
m.MLE <- BGWM.mean.estim( simulated.data, "MLE", d, n, N )$ m
# comparacion de matriz de medias del proceso contra estimac iones
m
m - m.EE
m - m.MLE
BGWM.covar Varianzas y covarianzas de un proceso de Bienaymé - Galtat-- W
son multitipo

Descripcion

Calcula las matrices de varianzas y covarianzas de un p®desBienaymé - Galton - Watson
multitipo a partir de sus distribuciones de descendendigjamnalmente, es posible calcular
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las matrices de varianzas y covarianzas del nimero de dhudisipor tipo, en el tiempo n'y
la matriz de varianzas y covarianzas respectiva, si sedarelinimero de individuos iniciales
por tipo.

Uso

BGWM.covar(dists,
type=c("general”,"multinomial”,"independents"),
d, n=1, zO=NULL, maxiter=1e5)

Argumentos
dists distribuciones de descendencia para cada tipo de indivi8ucestructura
depende del tipo de distribuciones.
type tipo de distribuciones de descendencia.
d namero entero positivo; cantidad de tipos de individuosrdes.
n ndmero entero positivo; tiempo maximo o longitud de la tcayea del pro-
ceso.
z0 vector numérico con valores enteros no negativos de tamafiectbr de
individuos iniciales por tipo.
maxiter ndmero entero positivo; tamafio de la muestra con la cualtsaagslos
parametros de las distribuciones univariadas que no tedgfarda una for-
mula analitica para su célculo directo.
Detalles

Esta funcion realiza el calculo de las matrices de variagzasvarianzas de un proceso de
Bienaymé - Galton - Watson multitipo (BGWM) a partir de lastdbuciones de descendencia
asociadas al mismo.

Teniendo en cuenta algunas distribuciones de descendmanrtieulares, se propone una tipi-
ficacion de dichos procesos de la siguiente manera:

independents ,general y multinomial

La estructura en que se maneja cada uno de los tipos de utigbries de descendencia se
ilustra en los ejemplos.

Las distribuciones univariadas disponibles sanif , binom , hyper , geom, nbinom ,
pois ,norm,Inorm ygamma

Al utilizar norm, Inorm y gamma la media y la varianza de la distribucién se estima cal-
culando la media aritmética y la varianza muestral, reg@aoente, de un total deaxiter
nameros aleatorios generados de la respectiva distribucio

EnrBGWNMse encuentra la descripcion de las tipificaciones de loeposcy las funciones de
densidad utilizadas para cada distribucion univariadacinaada.
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Valor

Un objeto matrizmatrix (d?> x d) correspondiente a las d matrices d x d de varianzas y
covarianzas del proceso en la n-ésima generacion, o, uma matrix (d x d) en el caso en
gue se haindicado el numero de individuos iniciales por (09, correspondiente a la matriz
de varianzas y covarianzas del proceso en la n-ésima gamee parte de z0 individuos
iniciales.

Autor(es)

Camilo José Torres Jiménezjtorresj@unal.edu.co>

Ejemplos

## Calculo de varianzas y covarianzas a partir de un modelo pr esentado en
## Stefanescu(1998)

parametros

<- 2

<- 15

<- ¢(90, 10)

<- ¢(0.2, 0.3); caso <- "subcritico"

® Z S o

# con distribuciones independientes

Dists.i <- data.frame( name=rep( "pois", d *d ),
paraml=rep( a, rep(d,d) ),
stringsAsFactors=FALSE )

# matrices de varianzas y covarianzas del proceso
I.matriz.V <- BGWM.covar(Dists.i, "independents"”, d)

# matriz de varianzas y covarianzas del numero de individuos por tipo,
# en la generacion n y partiendo del vector N de ancestros
I.matrix.V.n_N <- BGWM.covar(Dists.i, "independents"”, d , N, N)

# con distribucion multinomial

dist <- data.frame( name=rep( "pois", d ),
paraml=a *d,
stringsAsFactors=FALSE )

matrix.b <- matrix( rep(0.5, 4), nrow=2 )

Dists.m <- list( dists.eta=dist, matrix.B=matrix.b )

# matrices de varianzas y covarianzas del proceso
M.matrix.V <- BGWM.covar(Dists.m, "multinomial”, d)

# matriz de varianzas y covarianzas del numero de individuos por tipo,
# en la generacion n y partiendo del vector N de ancestros
M.matrix.V.n_N <- BGWM.covar(Dists.m, "multinomial”, d, n, N)

# con distribucion general (aproximacion)
max <- 30

A <- t(expand.grid(c(0:max),c(0:max)))
auxl <- factorial(A)

auxl <- apply(auxl,2,prod)
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aux2 <- apply(A,2,sum)

distp <- function(x,y,z){ exp(-d *X) * (xXMy)/z }
p <- sapply( a, distp, aux2, auxl )

prob <- list( distl=p[,1], dist2=p[,2] )

size <- list( distl=ncol(A), dist2=ncol(A) )

vect <- list( distl=t(A), dist2=t(A) )

Dists.g <- list( sizes=size, probs=prob, vects=vect )

# matriz de varianzas y covarianzas del proceso
G.matrix.V <- BGWM.covar(Dists.g, "general”, d)

# matriz de varianzas y covarianzas del numero de individuos por tipo,
# en la generacion n y partiendo del vector N de ancestros
G.matrix.V.n_N <- BGWM.covar(Dists.g, "general", d, n, N)

# comparacion de los resultados
I.matrix.V.n_N

I.matrix.V.n_N - M.matrix.V.n_N
M.matrix.V.n_N - G.matrix.V.n_N
G.matrix.V.n_N - l.matrix.V.n_N

BGWM.covar.estim Estimacion de las varianzas y covarianzas para datos plienes
de un proceso de Bienaymé - Galton - Watson multitipo

Descripcién

Realiza una estimacion de las matrices de varianzas y eovas a partir de valores obser-
vados en un experimento que puede modelarse mediante wsprde Bienaymé - Galton -
Watson.

Uso
BGWM.covar.estim(sample, method=c("EE-m","MLE-m"), d, n, z0)
Argumentos
sample matriz numérica de enteros no negativos, con d columnass daservados
a partir de los cuales se realiza la estimacion.
method método de estimacion (m-EE Con la estimacién empirica dealgiznde
medias, m-MLE Con la estimacion maximo verosimil de la naadg me-
dias).
namero entero positivo; cantidad de tipos de individuosrdes.
namero entero positivo; cantidad de observaciones realiza través del
tiempo.
z0 vector numérico con valores enteros no negativos de tamafectbr de

individuos iniciales por tipo.
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Detalles

Esta funcidén realiza una estimacion de las matrices denzasay covarianzas utilizando los
resultados asintéticos de dos estimadores de la matriz deasyel primero corresponde al
estimador empirico y el segundo al estimador maximo veifgsgmambos casos dichos esti-
madores requieren la denominada muestra completa as@tiposceso, es decir, se requiere
observar el numero de individuos por cada combinacién tiatveo- tipo hijo asociado al pro-
ceso en cada momento en el tiempo, dicha muestra debsameple . Para mas detalles ver
Torres(2010) o Maaouia & Touati(2005).

Valor

Un objeto listalist  con lo siguiente:

method método de estimacion utilizado

\% Un objeto matrizmatrix  (d? x d) correspondiente a una estimacion de las
d matrices de varianzas y covarianzas del proceso.

Autor(es)

Camilo José Torres Jiménezjtorresj@unal.edu.co>

Ejemplos

## Calculo de las matrices de varianzas y covarianzas estima das a partir
## de datos simulados

# parametros
d <- 3
n <- 30
N <- ¢(10,10,10)
LeslieMatrix <- matrix( ¢(0.08, 1.06, 0.07,
0.99, 0, O,
0, 0.98, 0), 3, 3)

# distribuciones independientes a partir de la matriz de Les lie

Dists.pois <- data.frame( name=rep( "pois", d ),
paraml=LeslieMatrix[,1],
param2=NA,
stringsAsFactors=FALSE )

Dists.binom <- data.frame( name=rep( "binom", 2 *d ),
paraml=rep( 1, 2 =*d ),
param2=c(t(LeslieMatrix[,-1])),
stringsAsFactors=FALSE )

Dists.i <- rbind(Dists.pois,Dists.binom)

Dists.i <- Dists.i[c(1,4,5,2,6,7,3,8,9),]

Dists.i

# matriz de varianzas y covarianzas del proceso a simular
V <- BGWM.covar(Dists.i,"independents",d)
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# datos simulados
simulated.data <- rBGWM(Dists.i, "independents”, d, n, N,
TRUE, FALSE, FALSE)$o.c.s

# matriz de medias estimada por medio del estimador empirico
V.EE <- BGWM.covar.estim( simulated.data, "EE-m", d, n, N )

# matriz de medias estimada por medio del estimador maximo ve
V.MLE <- BGWM.covar.estim( simulated.data, "MLE-m", d, n,

# comparacion de matriz de medias del proceso contra estimac
\Y,

V - V.EE

V - V.MLE

$V

rosimil

N )$V

iones



Conclusiones

Se destacan las siguientes conclusiones:

= Larevisién bibliografica permite entender el funcionartoatte los procesos de Bienaymé -
Galton - Watson multitipo (BGWM), asi como la definicion e estimadores, como de
frecuencias relativas y los resultados existentes de spadamiento asintotico.

= Se logra definir una categorizacion de los procesos de BGW&pgumite un adecuado
desarrollo e implementacién de varios algoritmos con l@segiposible realizar diferentes
simulaciones.

= Enlas simulaciones se observan diferentes resultadosrimas@ partir de dos situaciones
gque se pueden modelar mediante un proceso de BGWM, y ese@asitrontar, como se
espera, que los resultados numéricos coinciden con loka@ss tedricos.

= Se muestra mediante simulaciones el comportamiento ismtte las frecuencias relativas,
cuando el nimero de individuos iniciales y el tiempo tiendenfinito, formulando dos
resultados empiricos verificados por medio de las simuiasio

Adicionalmente se tienen las siguientes observaciones:

= Los procesos de BGWM tienen una amplia gama de aplicaciones.

= Los procesos de ramificacion han sido estudiados desde &amatta, sin embargo, hay
mucho por desarrollar desde la estadistica e incluso desaeriputacional.

= Desglosar las demostraciones de los diferentes resulpadoste entender el funcionamien-
to, la estructura y la conexién que existe entre las hipdielsis conclusiones, lo cual facilita
llevar los resultados teéricos a la practica o demostravasigoremas.

= El uso de simulaciones permite visualizar con mayor faailidos resultados tedricos y
realizar pruebas iniciales de nuevos resultados tedrictes ale pasar a su demostracion
formal.

= El desarrollo formal del paquefranching enRasociado a este trabajo, requiere mayor
dedicacion que un desarrollo informal, pero es un trabajigjeecedor, tanto a nivel perso-
nal, como a la comunidad académica, debido a la posibilidatifdsion, uso y construccion
colaborativa.
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= Realizar la demostracion analitica formal de los ResustEdd V4P, paginds by b1 res-
pectivamente, que surgen a partir de las simulaciones, atfmlado, encontrar contraejem-
plos que muestren que los dichos resultados no se cumplen.

= Encontrar las expresiones analiticas de los estimadonesixlieno verosimilitud que se ob-
tienen a partir de frecuencias relativas observadas. Et@a®s{ZB, paging 22, se concluye
gue es posible construir una funcién de log-verosimilitué queda en términos de las fre-
cuencias relativas observadas del proceso, y de los pacént interés, por lo tanto, en
teoria es posible obtener estimadores de maximo verdsichiie dichos parametros, sin
embargo la complejidad de la funcién parece indicar queselltado tedrico es dificil de
llevar a la préctica.

= Analizar e implementar el estimador de minimos cuadradmslpanatriz de medias y el es-
timador relacionado para las matrices de varianzas y @waas. Maaouia & Touati (2005)
mencionan las posibles expresiones de dichos estimadimesmbargo, su deduccién no
incluye explicitamente la restriccién de que todos losneslale la matriz de medias deben
ser no negativos.

= Encontrar y comparar los posibles estimadores no paramgtde la matriz de medias y
las matrices de varianzas y covarianzas del proceso decaaoidéfn de Bienaymé - Galton -
Watson. Por ejemplo, aquellos obtenidos mediante métaaigssianos.

= Comparar los estimadores existentes y propuestos de lzmatmedias y las matrices de
varianzas y covarianzas del proceso de ramificacion de Rieda Galton - Watson, a partir
de datos reales o simulados.

= Realizar un trabajo, similar a este, para otros tipos deggaxcde ramificacion. Por ejemplo,
para procesos de ramificacion de entorno aleatorio y pamegos de ramificacion con
parametro de tiempo continuo, en lo posible, ambos desdafaguee multitipo.
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