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Introduccion

Uno de los objetivos principales de este trabajo es tratar de mejorar el nivel de
formacion matematica de los estudiantes de los grados 10y 11 de secundaria y de los del
primer semestre de los pregrados en Ingenierias, Matematicas y carreras afines. Otro de
los objetivos es el de despertar un mayor interés por el estudio de las matematicas en si
mismas.

Este material estd basado esencialmente en las notas del “Curso de Nivelaciéon” que
inicialmente disefiamos los profesores Fernando Puerta O., Ivan F. Asmar Ch. y
Abraham J. Asmar Ch., el cual ha sido dirigido a los estudiantes que ingresan al primer
semestre en la Universidad Nacional de Colombia, sede Medellin. Luego de varias
correcciones, ampliamos algunos de los temas antes desarrollados y agregamos otros
nuevos, ademds de ejemplos y ejercicios. Incluimos los temas: desigualdades, valor
absoluto desde el punto de vista geométrico, rectas, y una visién somera, pero algo
novedosa, sobre Geometria Analitica.

Esperamos que este resumen abreviado, pero preciso sobre mateméticas basicas, sea de

gran utilidad para el publico lector y satisfaga nuestras metas trazadas de contribuir a
mejorar el nivel e interés por la Matematica.

Fernando Puerta O. - Ivan F. Asmar Ch.



LOS NUMEROS REALES
El conjunto de los nimeros reales se denota R.

OPERACIONES EN R

[T}

En R hay definidas dos operaciones: “+” (adiciéon o suma) y “.” (multiplicacion o
producto). Se cumplen los siguientes axiomas:

e SiabeR,entonces a+beR y a.beR

e Siabec,deRya=byc=d,entonces a+c=b+d y ac=bd

e SiabeR,entonces a+b=b+a y a.b=b.a

e SiabceR,entonces (a+b)+c=a+(b+c) y (ab)c=alb.c)

e Existen en R dos elementos distintos, denotados 0 y 1, tales que a+0=a y a.l=a

para todo a € R
e Dado aeR, existe un tnico nimero real denotado (-a) o —a, llamado inverso

aditivo de a u opuesto de a, tal que a+(~a)=0. Si a # 0, existe un tnico niimero real

L . e -
denotado a™', = o 1 a, llamado inverso multiplicativo de a, tal que a.a F=1.

a
e Siab,ceR,entonces a(b+c)=ab+ac

De los axiomas anteriores se deducen, entre otros, los resultados siguientes:

e (0.b=0 paratodo beR

e No existe el inverso de 0, es decir, no existe 0", porque si existiera, entonces dos
nimeros reales cualesquiera serian iguales. En efecto: Si a y b son niimeros reales
cualesquiera, 0.a =0, 0.b =0, y entonces 0.a = 0.b y multiplicando a ambos lados por

0 setendria l.a=1.b,0sea a=b.
e Para a,beR,ab=0siysolosia=00b=0

2 3

Notaciones: a+a=2a,a+a+a=23a,etc.; a.a=a“, a.a.a=a",etc.

* Nota: Para a,beR, el producto a.b podra indicarse también ab o (a)b).
e Dados a,b € R, existe un unico nimero x € R tal que a+x=b. Tal x es b+(—a).

Sustraccién o resta: Para a,be R, b—a (que se lee “b menos a”) denota al nimero
b+(-a).
e Dados a,be R con a=#0, existe un tnico nimero x € R tal que ax=b. Tal x es

bla™').
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Division: Para a,be R, a#0, b+a, h o b/a. (que se lee “b dividido a” o “b sobre a”)
a

denota al nimero b.(a‘1 )

Nota: b+a no esta definido cuando a =0.

ORDEN EN R

Existe un subconjunto de R, denotado R* y cuyos elementos son llamados mémeros
reales positivos, que satisface los siguientes axiomas:

e Sia,beR",entoncesa+beR" y abeR”
e 0gR"

e SiaeR ya#0,entonces acR" 0 —aeR" pero no ambas cosas. (Si —aeR" se
dice que a es negativo).

A partir de los axiomas anteriores, damos significado a los simbolos > (mayor que) y <
(menor que), asi: Para a,be R,

a>b (o b<a) significaque a—b es positivo, es decir, que a~beR"
Notese que a > 0 significa que a es positivo, y que a < 0 significa que a es negativo.

Los simbolos > (mayor o igual que) y < (menor o igual que) tienen el siguiente
significado:

a>b (ob<a)si a>bo a=b

Hechos importantes

e SiacR ya=0,entonces a> >0.

e Paratodo aeR, setiene que a~20.

e Como 1#0,entonces 1=1>>0,estoes 1>0.

e Para a,b,ceR, setienen las siguientes propiedades:

o Sia<byb<c,entonces a<c.
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o Sia<byb<c,entonces a<c.
oSia<byb<c,entonces a<c.
oSia>byb>c,entonces a>c.

Si a,be R, se satisface una y sélo una de las siguientes afirmaciones: a=b , a<b o
a>b.

Para a, b, c € R, se tienen las siguientes propiedades:

oSi a<b, entonces a+c<b+c. El reciproco también es cierto, es decir, si
a+c<b+c, entonces a<b (se obtiene sumando —c a ambos lados de la
desigualdad).

o Si a<b, entonces a+c <b+c.El reciproco también es cierto.

oSia<byc>0,entonces ac < bc.

oSia<byc>0,entonces ac < bc.

oSia<byc<0,entonces ac> bc.
Por ejemplo, 2 <5 pero 2(—3)> 5(~3), porque — 6 > —15.

oSia<byc<0,entonces ac > bc.

o Sia>0,entonces —a<0.

o Sia<0,entonces —a >0.

" 1
o Sia>0,entonces >0.
a

o Si a <0, entonces ; <0.

oSiab>0,entonces a>0y b>0,0,a<0y b<0. Elreciproco también es cierto,
estoes,sia>0y b>0,0,a<0y b<0,entonces ab> 0.

o Siab<0,entonces a>0y b<0,0,a<0y b>0.El reciproco también es cierto.

oSiab2>0,entonces a>0y b>0,0,a<0y b<0.El reciproco también es cierto.

o Siab<0,entonces a>0y b<0,0,a<0yb2=0.Elreciproco también es cierto.

o Si : >0,entonces a>0y b>0,0,a<0 y b<0.El reciproco también es cierto.
o Si : >0,entonces a>20 yb>0,0,a<0y b<0.Elreciproco también es cierto.

5 : ; ; +b
o Si a<b, siempre existe c e R tal que a<c<b. Porejemplo, ¢ = a . es tal que

a+b . e ; oz
a< 5 <b. Por tanto existen infinidad de nimeros entre a y b, pues también
. aPe CFB
estarian —3 3 s ete
2 2

Aun mas, se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los nimeros
reales que hay entre a y b y todo el conjunto de los niimeros reales R. Esta
correspondencia esta sugerida en el siguiente dibujo:
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» Segmento abierto de extremos ay b

QD A
[= 2 0

as=h

(Se curva el segmento haciendo coincidir a con b. Se trazan segmentos desde donde
coinciden hasta la recta real R. Siempre habra dos puntos de corte: uno del segmento
curvado y otro de la recta real. De ahi se infiere la correspondencia biunivoca. Asi
por ejemplo, entre 0.1 y 0.2 hay tantos nimeros reales como los que hay en la recta
real R)

Axioma de completitud o de continuidad de los Nimeros Reales

Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los nimeros reales R y el
conjunto de puntos sobre una recta:

2 emw 5
e S U RUPRT 3 I SR (MRS

S bbb s 158 = 0. 130 5 O =2718..8 K udiddles

Y se satisface el siguiente axioma: Sean A y B subconjuntos no vacios de R tales que
a<b para cada ae€ A y cada be B. Entonces existe ceR tal que a<c y c<b,
cualesquiera sean a€ A y be B.

También se tienen las siguientes propiedades:

e Sia<b,existe h>0 talque a+h=>b.

e No existe nimero real a tal que x <a para todo nimero real x. Esto significa que el
conjunto de los nimeros reales R no es acotado superiormente.

e No existe nimero real a tal que x >a para todo nimero real x. Esto significa que el
conjunto de los nimeros reales R no es acotado inferiormente.

¢ Si x e Rsatisface 0 < x < ¢ para todo & > 0, debe ser x = 0. (En efecto, como x =0, si
fuese x >0, como x < ¢ para todo ¢ > 0, seria en particular x < x, lo que contradice
que X =X).



MATEMATICAS BASICAS

Lo anterior significa que el inico nimero real no negativo que es tan pequefio como uno
quiera es el 0, es decir, el Unico infinitesimal no negativo en R es el cero. Esta
propiedad se utiliza cuando es dificil probar directamente que dos expresiones a y b en
R son iguales, probando que, por ejemplo, se satisface 0 <b—a <¢ para todo e>0 y
concluyendo entonces que b—a =0, es decir, a=b.

Abreviaciones: Sia<b y b<c,seabreviaa<b<c.
Sia<byb<c,seabreviaa<b<c.
Algunos subconjuntos especiales de R

= { 1525 35540 }: Conjunto de los nimeros naturales.

Z

{. ees—3,-2,—-1,0,1,2,3,... }: Conjunto de los nimeros enteros.

{ m/n: mneZ y n#0 }: Conjunto de los numeros racionales.

Q

L= { acR: a no es racional (a¢ Q) }: Conjunto de los niimeros irracionales.

Setieneque NcZcQcR y que QUI=R
’ 1 4
Ejemplo: 3’ ——S-eQ; \/5, \/5, e, el

Operaciones con fraccionarios o quebrados (propiedades que se desprenden de los
primeros axiomas)

a b a+b
1. —+—=
¢ ic

C

Ejemplo: l+2:E:i=1
4 4 4 4

T [

ad + be

P
b d bd

L_(N)+6))

5
Ejemplo: —+— = ==
S it ) oo PEWS
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R L

1/3=2/6 1/2=3/6
; 8¢ _ac
bd
Ejemplo: —— =——(1X]) —i
(4)3) 12
(1/4X1/3)=1/12
cuarta parte de un tercio = un doceavo
)
4 2.c_ad \b;_ad
be E) e
d
Ejemplo 2———E+l (2—)(3'—)—6
13 (1))

2/(1/3)=6
dos unidades divididas en tercios da seis

S, —(—a):a; (a_l)"I =asiempre que a # 0.

6. (—a)b =—(ab)=a(-b); _ba = —: = —ab siempre que b # 0.

7. —(a+b)=—a—b; (ab)"' =a'b "' siempreque a# 0y b=0.
ALGUNOS PRODUCTOS NOTABLES

(a+b) =a? +2ab+ b
(a+b) =a’+3a’b+3ab® + b’
(a+b)a—b)=a®-b?
(a+bXa2 —ab+‘b2)=a3 b’

6
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(a—bXa2+ab+b2)=aJ—b3

Comprobemos, a manera de ejemplo, que (a - b)(a2 +ab+ b2)= 8’ -b’:
(a—b a’ +ab+b2)=(a—b)a2 +(a—b)ab+(a—b)b2 =a’-a’b+a’b-b%a+ab’ -b’=a’ b’
Otra manera de comprobarlo es:
(a—b)a? +ab+b?)=afa® +ab+b?)-bla? +ab+b?)=a’ +a%b+ab’ —ba®> —bab—b’ =a’ —b’
INTERVALOS
Sean a,be R con a <b. Entonces

(a,b)={xeR/a<x<b}
se llama intervalo abierto de extremos a y b.

[a,b]={xeR/a<x<b}
se llama intervalo cerrado de extremos a y b.
También se tienen los siguientes intervalos:

[a,b)={xeR/a<x<b}

(a,b]={xeR/a<x<b}

(~o,a)={xeR/x<a}

(-w,a]={xeR/x<a} |

(a,+o)={xeR/x>a}

[a,+o)={xeR/x>a}

Ejemplo: [— 3, 4)= { xeR/-3<x<4 } Entonces pertenecen a [—— 3 4), por ejemplo,
los numeros: -3, —2.35, -2, -1, —-1/4, 0, 1, 2, e, w, 3.99. No pertenecen a
[~3,4), por ejemplo, los nimeros: —4, -3.01, 4, 5, 10,
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DESIGUALDADES LINEALES EN UNA VARIABLE

Dados a,be R con a # 0, se vio que la expresion ax +b =0 tiene una tnica solucién en
b b j
R, a saber, x =— . Por tanto, para todo x e R, x # — , se tiene que ax +b# 0, 0 sea
a

a
quees ax+b>0 oes ax+b <0.

Ahora bien, resolver ax +b >0 significa hallar el conjunto de nimeros reales x que
satisfacen-dicha desigualdad.

También, resolver ax + b > 0 significa hallar {x e R /ax+b>0}.
Ejemplo 1: Resolver 2x-3>0.

Solucién: Como 2x -3 >0 significa 2x > 3, porque lo que esta restando en un miembro
de la desigualdad pasa a sumar al otro miembro (2x —3>0< 2x-3+3>0+3), y como

2x >3 signiﬁcax>2,porque lo que estda multiplicando en un miembro de la
desigualdad pasa a dividir y la desigualdad se mantiene si tal factor es positivo

(2x>3 < ;(2x)> ;(3) =5 &2 ;), entonces

{xeR/Zx—3>0}={xeR/x>;}=(2,+00J

Lo anterior se puede representar graficamente como sigue:

- 0
Signo de 2x-3: . A R

3f2

Los signos significan que: 2x -3 <0 si y s6lo si x < 2; 2x-3=0 siysoélosi x= ;, y

2x—-3>0 siysolosi x>

Ejemplo 2: Resolver (3-x)4x -5)<0.

Solucién: De acuerdo con el ejemplo 1, anterior, el siguiente esquema grafico permitird
resolver la desigualdad (3 —x)4x —5)<0:
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. + + 0 P
Signo de 3-x: . ﬁ3 —*R
. ™ N
Signo de 4x-5: 1 > i 'R
5/4 !
Signo de 3-x)(dx-5y _ = §  * R
5/4 3

De la figura se observa que para x < Z o para x >3, los dos factores son de signos

; ; : 5
opuestos y por tanto su producto serd negativo, mientras que para 4 <x <3 los dos
factores tienen el mismo signo por lo que su producto seré positivo.

Asi que
{xeR/(B-x)4x-5)<0}={xeR/(3-x)4x-5)<0}u{xeR/(3-x)4x-5)=0}

=(—oo, ZJU(3,+00)U{Z,3}=[—00, j]U[3,+oo)
Notese que ademas se obtiene:
{xeR/(3-x)4x-5)< 0}=(—oo, i)U(3, +00)

{xeR/(3—xX4x-—5)>0}=[i,3)
[

{xeR/(3-x)4x-5)20}= 2,3}
Ejemplo 3: Sea p(x)= (x +34Xix ) . Resolver:
—4x
i) p(x)>0 i) p(x)=0 iii) p(x)< 0 iv) p(x)<0

Solucién: Empezamos haciendo el siguiente esquema para los signos de cada uno de los
(x +4)2x - 5)

factores que aparecen en la expresion 325 y el signo de p(x):
—4x
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e dagts . — ¢ 4 = = =
O de - — t t »
& . ; . R
. —~ 3 @ - - 0+
Signo de 2x-5: } t } N
| | 512 R
| |
Signo de 34—+ | F ¢ —E (s ok o
; 3/4 , R
] | 1
) + 0 N ¥+ 0 =
Signo de p(x): } ; ;
4 34 512 R
L

Por tanto, se tiene:

i {xeR/p(x)>0}=(—oo,—4)U(3, 5]

ii) {xeR/p(x)>0}

Il
|
8
|
EEN
e
-
- N /N
W
[SS IR
| R

iii) {xeR/p(x)<0}=[—4,ijU

iv) {x eR/p(x)SO}=[—4, i]u[s

)
+
8
N A

Ejemplo 4: En dos empresas A y B de telefonia movil tienen las siguientes tarifas por cada
celular:

Tarifa de la empresa A: Un costo fijo mensual de $45.000 por una hora o menos de
telefonia mas $700 por minuto adicional.

Tarifa de la empresa B: Un costo fijo mensual de $50.000 por una hora o menos de
telefonia mas $600 por minuto adicional.

Se pregunta:

a) ;En qué momento las tarifas coinciden?

b) (A partir de qué momento es mas beneficiosa una tarifa que la otra?

Solucién: a) Sea t el tiempo en minutos de telefonia utilizados en un celular.

De acuerdo con el enunciado del problema, si 0 <t < 60, entonces las tarifas no coinciden.
Si t > 60, la tarifa que se paga en la empresa A es: 45.000 + (t—60)700, y la tarifa que se

paga en la empresa B es: 50.000 + (t — 60)600 ..
Asi que las tarifas coinciden cuando t sea tal que

10
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45.000 + (t — 60)700 = 50.000 + (t — 60)600
esto es, cuando 45.000+ 700t —42.000 = 50000+ 600t —-36.000. Es decir, cuando
100t =11.000, o sea, cuando t=110.
Por tanto, las tarifas coinciden al cabo de 110 minutos.
b) La tarifa de la empresa A sera mas beneficiosa que la de la empresa B para t tal que
0<t<60, porque 45.000 < 50.000; pero para t > 60, la tarifa de la empresa A serd mas
beneficiosa para t tal que 45.000 + (t —60)700 < 50.000 + (t —60)600, o sea, para t tal que
t<110.Y por tanto, para t > 110 serd mejor la tarifa de la empresa B, porque a partir de
los 111 minutos sera 45.000 + (t — 60)700 > 50.000 + (t — 60)600 .

T = Tanfa Tanfa empresa A o
Tanfa empresa B
T(110)=80.000r -
50.000 r :
45.000 : :
-
60 110 s t

Ejemplo 5: Supongamos que un laboratorio dispone de dos soluciones: una al 25% de
acido y la otra al 30% del mismo é4cido. Entonces:

a) ;Cuantos centimetros cubicos (c.c.) de cada solucion deberd mezclar para obtener 60 c.c.
de una nueva solucién al 27% del acido?

b) (Al menos cuantos c.c. deberd mezclar de la solucion al 25% de é4cido para obtener 50
c.c. de una nueva solucion de a lo mas 28% de acido?

¢) (Cuantos c.c. podrad tomar de la primera solucién para obtener 80 c.c. de una nueva
solucién que sea a lo mas del 29%, pero no menor del 27% de acido?

Solucién: a) Sea x c.c. de la solucion al 25% que el laboratorista toma para hacer la mezcla.
Como en total debe obtener 60 c.c., entonces debe mezclarlas con 60— x c.c. de la solucién
al 30%.

Como la nueva solucion debe contener 27% del acido, entonces debe satisfacerse:

L (60-x)= at (60)
100~ 100 100
O sea, 25x+30(60—-x)=27(60), es decir, —5x+1800=1620. Por tanto, 180 = 5x.

Luego x =36.

En definitiva, debe mezclar 36 c.c. de la soluciéon al 25% con 60-36=24 c.c. de la
solucién al 30% de acido para obtener 60 c.c. de una nueva solucion al 27% de écido.

b) Sea x c.c. de la solucién al 25% que el laboratorista toma para hacer la mezcla. Como en
total debe obtener 50 c.c., entonces debe mezclarlos con 50— x c.c. de la solucién al 30%.
Como la nueva solucion debe ser de a lo mas 28% de acido, debe satisfacerse:

11
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25+ 3% (50-x)< 2 (50)
100 100 100

O sea, 25x +30(50 —x)< 28(50), es decir, —5x +1500 <1400. Por tanto, 100 < 5x, es

decir, x > 20.

En definitiva, debe mezclar por lo menos 20 c.c. de la solucion al 25% con 50 —20 =30c.c.

de la del 30% de acido para obtener 50 c.c. de la nueva solucién de a lo mas 28% de acido.

c) Sea x c.c. de la solucién al 25% . Entonces debe mezclarlos con 80 — x c.c. de la solucién

al 30% de acido. Como la nueva solucion debe estar entre el 27% y el 29% de acido,

entonces debe satisfacerse:

2 (80)< S (80-x)< 2 (80)
100 100 100 100

O sea, 2160 <25x+2400-30x <2320, es decir, —240<-5x<-80. De donde,

80<5x <240, estoes, 16 <x <48.

Asi que debe tomar entre 16 c.c. y 48 c.c. de la solucién al 25% de acido para obtener 80

c.c. de una nueva solucién que esté entre el 27% y 29% de acido.

Ejemplo 6: Un agricultor dispone de 200 m? de terreno para sembrar frijol y papa. Si por
cada 2 m? utilizados para sembrar papa debe utilizar por lo menos 3 m” para el sembrado

de frijol ;Cuantos m? a lo mas debera destinar al sembrado de papa? (supdngase que usa
todo el terreno)

Solucién: Sea x la cantidad de m* destinados a la siembra de papa. Entonces debe utilizar
200 -x m? en la siembra de frijol.

Ahora bien, si por cada 2 m? utilizados para sembrar papa, debe utilizar por lo menos 3 m?
para sembrar frijol, entonces si usa, por ejemplo, 2(2) m? para sembrar papa, debera

utilizar por lo menos 3(2) m? para sembrar frijol. Si utiliza 2(3) m? para sembrar papa,
deberd utilizar por lo menos 3(3) m” para sembrar frijol. En general, si utiliza

x= 2(n) m? para sembrar papa, debera utilizar por lo menos 3(n) m? para sembrar frijol.

Por tanto, debe satisfacerse que 200 — 2n > 3n, o sea que, 200 > 5n, es decir, n <40,y en
consecuencia, 2n < 80. Esto es, x < 80.

Luego debe destinar a lo mas 80m? para la siembra de papa.
O también, se puede razonar asi:

Como xm” se destinan para siembra de papa, entonces debe utilizarse por lo menos

3(;) m? para el sembrado de frijol (ya que por cada 2 m? destinados a la papa se deben

o % X ; .
utilizar 3 m? para el frijol, y, 9 es el nimero total de veces que se destinan 2 m? para la

papa). Y puesto que 200 - x es el nimero total de m? destinados para el frijol, entonces

debe satisfacerse 200—x > 3(;] Luego 400—-2x >3x,y asi 400> 5x, esto es, x <80.

En definitiva, el agricultor debe destinar a lo mas 80 m?” a la siembra de papa.
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RAIZ CUADRADA

Sea a e R. Todo nimero x € R tal que x* =a se dice una raiz cuadrada real de a.

Ahora bien, si a <0 no existe x e R tal que x* =a, asi que cuando a <0, a no tiene

raices cuadradas reales. Por otra parte, si a >0 puede probarse que existe una unica raiz
cuadrada no negativa (mayor o igual que cero) de a, la cual se denota Ja o a’?. Ahora,

como x*=(- x)? para todo x € R, entonces el numero ~+Ja es también una raiz
cuadrada de a. Es facil verificar que si a > 0, a tiene tinicamente dos raices cuadradas que
son /a y —+/a, las cuales son iguales a 0 cuando a =0. Se tiene entonces que: para
a20y xeR,

x> =a siysolosi x=+va 0 x=—va

Ejemplo: Jo=3 (la raiz cuadrada positiva de 9 es 3), pues 32 =9 y 3> 0. Por otra parte,
las raices cuadradas de 9son 3 y —3.

X

3 3 X

Observaciones:

/2

e No siempre va’ =a, es decir, no siempre (az)‘ =a.
: . s 2 o
En efecto, si a >0, Ya® =a, pues a es la raiz cuadrada positiva de a®. Sin embargo,
si a<0, va’ =-a, pues ahora —a es la raiz cuadrada positiva de a’, ya que

(~a)’ =a’ y —a>0. Esclaroquesi a =0, entonces Ja? =a, pues 40 = 0.

En resumen
\/—2 a si a=20
a~ = )
—a si a<0

Ejemplo: \/(—3)2 =49=3= —~(=3), asi que /(- 3) = —(-3).
e No siempre Jab =va+b.

En efecto, si a y b son no-negativos, se da que \Jab 2\/2;\[6, pero para a y b

negativos, ab > 0 y por tanto vab estd definido, pero no lo estan Va ni +/b;en tal
caso la igualdad en consideracion no es valida.

13
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Ejemplo: ,/i—4i—9i =4/36 =6, pero V-4 y Y—9 no denotan nimeros reales, luego no
es valido escribir ,N— 4i—9i= V-4+-9.

e Sia>0yb>0,entonces Ja+b#a++b.
Ejemplo: V9 +16 =5y Vo +/16 =3+4=7.
TALLER NUMERO 1

1. Probar que no existe un numero real x tal que 1+ x2=0

2. Efectuar las siguientes operaciones:

243 2.4 1
P—p = i) 2%
) 5% P ) 28,

1 1 2
Wy 2 1.1 N2z X
iv) ;2 v)2 y vi)

4. Comprobar las primeras cuatro igualdades en la lista dada de productos notables.

Efectuar las operaciones que se indican a continuacion:
i) (2a+3b)’ ii) (x +y+2z)
iif) (362 + 6¢ J3b2 - 6¢°) iv) (3x - 2y)’
v) (2(a+b)-3)(2(a+b)+3) vi) (a-b+c)
vii) (ax + by)’ (ax — by)’

. 2
ix) (3 Zob4 Sj
2| 4

vii) (32— b)(9a” + 3ab + b?)

2 4x+3 2x-1 x-1
X) - + -
x+1 x+1 x+1 x+1
+ -
xi) .x_l e )5 4] L gl ,;lﬁ xii) a __].—
x-1 x+1 x+1 x-1 b 1
+_.
b v
a+
a-b

14
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2 - : {
xiii) (l+a) =1+ . Xiv) 2 LA
l—a+—2 x——l~2+-— 2x — 1
\ l+a+a x4+~ X X+
2
2a—-3b a-b a-b J 2
XV - + xvi) (X, + X, + X5 +X
7% Ixme 261 ) (x4 45 x4

. Para cada una de las igualdades siguientes, exhibir nimeros reales a, b, ¢ para los

cuales no se cumpla:

= a a a ¢ ~1 x| =
=—4— +b) = +b
D b+c b ¢ b EFblse
iii) (a+b)’ =a%+b? iv) (a-b)’ =a’ -b°
.l wy—2 e b
a a+b 1+b
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VALOR ABSOLUTO

Definicion: Sea x un nimero real. El valor absoluto de x, que se denota x , es la distancia

de x al origen de la recta coordenada.
Asiporejemplo: 5 =5, -8 =8.

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

l.a) x =x siysolosi x=0.
b) x =—xsiysoélosi x<0, porquesi x <0, ladistanciadexa0es —x .

2. Para cada x e R se cumple que — x <x< x . Precisamente de acuerdo con 1.:
x=x cuando x20 y x< x cuando x<0; — x =xcuando x<0 'y
— X <xcuando x > 0.

3. Para cada x e R se tiene que —x = x , porque la distancia de x a 0 es la misma
distanciade —x a 0.

2 :
4. x “=x? paracada xeR, porque sea que X =x 0 X =-X, se tiene que al

“ - ’ . 2
‘elevar al cuadrado™ el nimero x se obtiene x?, ya que x* = (—x)*.

5. x*= x para cada x € R. Es consecuencia de 4. Por ejemplo: 6° = 36=6.
(—7)2 = 49 :7=—(—7) (aqui x =-7 y - x? =—x).
6. a+b < a + b paracadaaycadabenR.
En efecto: a+b = a + b cuando a y b son del mismo signo: los dos negativos o los
dos positivos. Por ejemplo: 5+8 = 5 + 8 ,porque S+8 =13, 5 =5y 8 =8.
~7-2=-9=9, -7 =Ty -2 =2,asique -7 + -2 =7+2=9=-7-2,
Por otra parte, a+b < a + b cuando a y b son estrictamente de signos opuestos, es
decir, cuando a >0 y b<0 ocuando a<0 y b>0. Porejemplo: —8+5 = -3 =3;
-8 =8, 5 =5yentonces —8 + 5 =13.Portanto —8+5 =3<13= -8 + 5.
7. ab = a b paracadaaycadabenR.
En efecto: ab =ab cuando a y b son del mismo signo y como ab = (- a)(— b), entonces
a b =aben estos casos. Por otro lado, ab =-ab cuando a y b son de signos
contrarios y como —ab = (~a)b=a(~b), entonces a b =-—ab en estos ultimos casos.

a
8. ;: b paracadaaycadabenR,con b#0.

a a a
Enefecto: a = b = b y entonces =
b b b
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9.

a—b es la distancia entre los nimeros reales a y b. En efecto: a—b =a-b cuando

a—b20, oseacuando a 2b;y precisamente a—b es la distancia entre a y b cuando
a=>b. Ahora bien, a—b = —(a—b)=b—a cuando a—b <0, oseacuando a<b;y

precisamente b—a =—(a—b) es la distancia entre ay b cuando a < b.

Ver ilustraciones geométricas:

- ati{-b)=ab
b ” b a
' + — —
0 b a b 0 a
a-b=|a-b | a-b=|a-b |
S— —
b \—E_f ‘ - b '
= —
b(-a)=ab=|ab]| b-a=-(a-b) =|a-b |
-a
Ly b f B
BB P g 9 e =y i ‘.'_—’h'\
a0 b ' a b0
-atb =-@b)=|a-b| -a-(-b) = -(a-b) =|a-b |

10, a—b < a-c + ¢c—b cualesquieraseana,bycenR.

En efecto: a-b = (a—c)+(c-b) < a-c + c—b por la propiedad 6. Esta
propiedad se llama desigualdad triangular y nos indica que la distancia entre a y b es
menor o igual que la distancia de a a otro punto (c) mas la distancia de ese punto a b. La
igualdad se cumple cuando ¢ estd entre a y b, pero es diferente (menor) cuando ¢ no lo
estd. Ver ilustraciones geométricas:

[a-c| |e-b)| |a-c| |a-b|

o
~ o+ -

e
[ I
~ o1 -
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DESIGUALDADES EN VALOR ABSOLUTO

Resolver ax —b <c, donde a, b y ¢ son numeros reales dados, es hallar el conjunto de

todos los numeros reales x que satisfacen la desigualdad. Significado anéalogo tiene resolver
las desigualdades ax-b >c, ax—b <c¢, ax—-b >2c¢, x + ax—b <c, etc.

De acuerdo con la propiedad 9, conviene tener presente que, por ejemplo, resolver
x—a < b es hallar todos los nimeros reales x que estan a una distancia de a menor que b

unidades. Para hallar tal conjunto, basta con dibujar en la recta real el punto a y con un
compas centrado en a abrir un brazo de b unidades y sefialar los extremos a derecha e
izquierda. Entonces el conjunto solucion sera el intervalo abierto con extremos esos puntos
seflalados. Ver ilustracion geométrica:

2 2 |

- NS N ‘

\;t//‘ 'élb

ix-a]<b ‘

e e

&
a-b

Ejemplo 1. Resolver x—-5 <1.

Solucién (Geométrica): Senalamos en la recta real el punto 5. Con un compas centrado en
5 y un brazo de 1 unidad, sefialamos los puntos correspondientes a derecha e izquierda.
Ver la figura siguiente:

5-1=4" "5+1=6
{x: |x-5 < 1}

3
el

Entonces {x e R/ x—5 <1}={xeR/5-1<x<5+1}={xeR/4<x<6}=(4,6).

Ejemplo 2. Resolver 3x+4 <5.

Solucion: Como 3x+4 <5&3 x+;1 <5& x+: 32@ x—(—:j sz, entonces

~ 4 " ; 5¢ .
seflalamos en la recta real el punto — 3 y con un compas abrimos un brazo de g unidades e

indicamos los dos extremos. La solucién sera el intervalo resultante, incluyendo los
extremos. Ver la figura siguiente:






