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Introduccion

En este trabajo, trataré el buen plantemiento del problema de Cauchy Asoci-
ado a la ecuacion:

7760([0 T], H* (R))
40+ (5 —A) 030 — Hijpy + 10 = oz (1)
1(0) = ¢€H$ (R)

donde z € R, ¢t € (0,00) , u > 0y H es la transformada de Hilbert; en los
espacios de Sobolev H* (R) y en los espacios de Sobolev con peso F;,. (ver 8). El
buen planteamiento de la ecuacion se trata tanto local como global, con este fin,
reducimos el problema a una ecuacion integral equivalente, y usamos el teorema
del punto fijo de Banach. Observamos que, esta ecuacion tiene una estructura
similar a las ecuaciones muy conocidas e interesantes KdV y B-O que ya han sido
tratadas en muchos trabajos y articulos, teniendo un basto estudio. (ver 2, 12,
13 y las referencias contenidas allf)
La B-O (ecuacién de Benjamin-Ono), es un modelo para la evolucién en el tiempo
de la longitud de crestas de ondas en la superficie de contacto entre dos fluidos
inmiscibles y es 1til en las picnoclinas en la profundidad del océano, y como tam-
bien en él sistema de dos capas creado por la afluencia de agua de un rio en el
mar. El buen planteamiento de esta ecuacién en los espacios de Sobolev H*® (R)
fueron tratados por Iorio (9) y Ponce(17) principalmente, asi como Tao (19) y
Kenig (14) . El buen planteamiento en F;, por lorio (10),Ponce- Fonseca(4) y
Ponce- Fonseca-Linares (5) .
La ecuacién estudiada en este trabajo, fue deducida en (6) y contiene términos
dispersivos de tercer y quinto orden, donde se consideran ondas en una lamina
(pelicula) de espesor infinitesimal gobernadas por las ecuaciones de Euler en pres-
encia de gravedad, tension superficial y campos electromagnéticos verticales (a las
laminas), usan teoria de perturbacién para identificar los scalling (reescalamiento)
canénicos y deducir la KAV-BO. Cuando el nimero de Bond es 1/3, la dispersion
desaparece y se reduce a la B-O, (ver 6), para mas informacion.
El trabajo se encuentra dividido en tres capitulos, el primero hace referencia a
la notacién, definiciones, observaciones y los resultados basicos de la teoria que
seran usados. El segundo, trata la solucion de la ecuacion en el espacio H® para
5 > % de manera local y luego a partir de ciertas estimativas se logra un buen
plantemiento de manera global. Y en el tdltimo capitulo, se hace uso de los es-
pacios de Sobolev con pesos, definidos en el capitulo 1. Alli verificamos el buen
planteamiento en estos espacios hasta r = 2. Para r = 3,4 se dedica la seccion
de principios de continuacion tnica.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacion

C* (R) es el espacio de funciones definidas en R a valor real infinitamente
diferenciables.

S (R). Nota el espacio de Schwartz definido como el conjunto,

S(®) = {6 C*(®) | [0l = Sup|a0°6 (0)| < oo Va5 € N}

zeRd

S’ (R). Nota el dual topolégico del espacio de Schwartz, tambien conocido
como el espacio de distribuciones temperadas.

A. Nota el operador laplaciano, Af =377, 8§jf , para f € 5" (R").
H?*. Nota el espacio de Sobolev de orden s, definido como el conjunto,

H'R) ={feSR)|JfeLl*R)}

s s ~\ V
Fe-a)p rr= () T)
Con producto interno y norma en H°®.

(f.9), = (J°F, J°g), = / (1+ 6P F©)7@de

1F1ls = 11f]

H(R)



1.2. Preliminares 2

For = H*(R)NLA(R). donde L2(R) = {f € L*(R) | z"f € L*(R)} espacio

de Banach con norma,

2 2 2
1Nl = IFIS + (1 22

B (X,Y) Nota el espacio de operadores lineales continuos de X en Y. Siendo
X y Y de Banach.

o (V' =w', (z)" =w'(z) = (1+ |x|2)% para s € R.

H, denota la transformada de Hilbert, Hf (z) = %lzfglf' @dty.

y|>e

e (,-)y, Denota la dualidad en (z,2)y =2’ (z) para 2’ € X' y v € X.

1.2 Preliminares

Iniciaremos esta seccién con la definicién de transformada de fourier en la recta
y algunos resultados

Definicién 1. Sea f € L' (R), La transformada de fourier de la funcion f es

definida por,
1

(2m)?
Tomado del capitulo 1. de [16]

F=

/f () e dr, £ € R
R

Proposicién 1. Sea f € L' (R) y ’f(g)’ <L [ f (@)|da

(2m)2

1. A€ B(L'(R),L>*(R)), pero no sobreyectivo

2. feCy(R) = {w € C(R)| Limep (&) = 0}

€] —o0

3. (f) = f(x — h) entonces m =7 <]/”\(§))

(7233

4. 6af (x) = f (ax) a>0(5/a\f=§f(a)
5. Txg(€)=(2n)2 F(6)-3()
6. Sigel', [,f-9=[f"F

Demostracion. Ver el capitulo 7. Seccién 7.2 de [§] O

[
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Ahora revisaremos el comportamiento de la tranformada de fourier en S

Proposicién 2. Si f € S entonces [ € S para todo o € N y

—

flr(§) =i f (€)
Demostracion. Ver capitulo 7 seccién 7.2 [8] O

Teorema 1. Sea A : S — S, es uno a uno, sobreyectiva, lineal, continua y tiene
inversa continua. Ademas es un isomorfismo y un homeomorfismo.

Demostracion. Ver capitulo 7 seccién 7.2 de [8] O

La identidad de plancherel se tiene en S (R)

A

Proposicién 3. Sea ¢, p € S(R), entonces (¢, d) 2y = <{5, gz5> - equivalen-
L2(R

temente ||| 2 () = Hgb‘ L2(R)

Demostracion. Ver capitulo 7 seccién 7.2 de [§] O

Lema 1. Si s > % entonces H® esta inclutdo continuamente en las funciones

continuas que se anulan en el infinito.(H® — Cy,)
Demostracion. Ver capitulo 3. de [16] O
Teorema 2. H*, s > 1 es un algebra de Banach ||f - g||, < Cs || f|l, lg]l,

Demostracion. Ver capitulo 3. de [16]

P1,q1,p2,qe < 00. Sea T € B(LP',L%) tal que [|Tf|, < Milfll,, i =
Entonces T € B(LP*, L%), con norma My talque My < M; =M L = L0

9 1 _ 1-0 , 6
pzl]eiq1+qz

O]
Teorema 3. (Riesz -Thorin) Si (p1,q1) y (p2,q2) con p1 # ps y 1 # G2, 1 <
2
+

Demostracion. Ver capitulo 2. de [16] O
La Desigualdad de Hausdorft-Young || f * gl < [l gl 5 +1 =17 +2

se obtiene usando el teorema de Riesz-Thorin.

Definicién 2. Sea (f)),c, € L' (R), se dice una aprozimacion de la identidad
S

1. x>0
9 [f—1
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3. Lsz|>6f)\ z)dz =0 para 6 >0

Tomado del capitulo 2. Seccién 2.7 de [§]

Definicién 3. Sea X un Banach. Un semigrupo-fuertemente continuo (a un
parametro) en X es una aplicacion t € [0,00) — V (t) € B(X) tal que,

1. V(0) = 1x (Identidad)

2.V V)=V (t+1)

$. Lim [V (t+ 1) 6~V (8)6ll = 0
Ver capitulo 4 Seccién 4.2 de [§]

Definicién 4. Sea H un Hilbert. Un grupo unitario fuertemente continuo (a un
parametro) en H es una aplicacion t € R — V (t) € B(H) tal que,

LYVOVE)=V(E+t)
2 Lim |V (t+ 1) 6=V (1) 9l = 0

3. V(t) es unitario V (£)V* (t) = 1
Ver capitulo 4 Seccién 4.2 de [§]

Definicién 5. Sean X y Y espacios de Banach, Ty € (0,00) y sea F': (0,00) x
Y — X continua. El problema de Cauchy de Valor Inicial (V.1)

dwu(t) =F(t,u(t)) en X
M) {u 0) =¢ enY

es localmente bien planteada en'Y si:

1. Ezisten T € (0,Ty] y uw € C([0,T],Y) tal que u(0) = ¢ y la ecuacion
diferencial es satisfecha en el siguiente sentido,

mm““+2_“”—mem

h—0

=0

xT

2. El problema (1) tiene solucion inica en C ([0,T],Y)

3. La aplicacion ¢ € Y — u € C([0,T],Y) es continua. Si ¢, € Y n =
1,2,3---00 oy, RN oo Y uy € C([0,T],Y) son las soluciones respecti-

vas de (1)y T € (0,T] , entonces las soluciones pueden extenderse si es
necesario al intervalo [0, T] para n suficientemente grande y

LZmSUPHUn( ) — Uoo (t)HY =0

TL‘)OO
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Tomado del capitulo 4 de [8]
Terminamos enunciado tres resultados muy utiles durante las acotaciones en
las demostraciones de este trabajo.

Lema 2. Sean a y b, nidmeros reales positivos . Si J, = (1 — 82)% (v) =
1
(1+ U2)5, entonces para cualquier
6 e (0,1)
[ =] < el g el (L.1)
Para f € L* (R?) donde v puede ser .
Demostracion. Ver, lema 1 en [4] O

Teorema 4 (Desigualdad de Gronwall). Sea g € C ([a,b],R) tal que o < g (z) <
a+ B [7g(s)ds entonces g (z) < ael para todo t € [a, b]

Tomado del Apendice A de [§]

Proposicién 4. Sea > 0,v>0,8+v>1,a>0,b>0 1y g una funcion no
negativa, tal que t'"1g(t) es integrable localmente sobre 0 < t < T y suponga que

t

g(t) < a—i—b/(t — ) ey () dr (1.2)
n (0,7), g(t) < aEs, <(bF(5))%t> donde v =F+v—1>0, Eg,(s) =

> o CnS™ concy =1y g‘“ = F(FrflTiji)ﬁ) para m > 0 y ' es la funcion
gamma

Ver formas mas generales de la desigualdad de Gronwall en [7]

Definicién 6. Sea R}, = {0 = (01,0,,03,--- ,0,) : 0, >0,1=1,2,--- ,n}. Una
aplicacion R : R} — 5" (R) es llamada una funcion reqular si existe un nimero
finito de subespacios de Banach, X; C S'(R), j =1,2--- N y aplicaciones R; €

N A~
C (R%,X;), tal que R =Y"R; , R (t) es medible, escribimos R € Reg (N, X1, ,Xy).
J=1

Proposicién 5. F,, (R) es un espacio de Hilbert cuando se dota con el producto
interno (f,9),, = (f,9), + (f,9) 2. Ademas es un algebra de Banach para todos

los s > % yr € R. En particular existe una constante C = C (s,r) dependiente
solo de s y r, tal que

Hngsr — C ||f||sr ||g”sr pam tOdO f?g S fsﬂ" (R)

Demostracion. Ver capitulo 7 Seccién 7.4 de [§] O



Capitulo 2

Planteaminento Local y Global

2.1 Planteamiento Local

En este capitulo, verificaremos el buen planteamiento de (1) en H*, s > 3.
Consideremos el problema de valor inicial con g > 0,

5 3, — 2

El problema lineal asociado a (2.1),
5 3 A2, — 52
n(0) =¢
cuya solucién viene dada por:
s st A\ V

n (t) _ etA*‘qﬁ _ (et(—lt§2_zf5+za§3+z€\§|>¢) — V# (t) o, (23)
donde A,n = ud?n — 92n — ad2n + Ho*n y siendo V,, (t) el correspondiente semi-
grupo.
Lema 3. Si¢p € H*,t >0 y A€ (0,1), entonces ||V, (t) d|l,,, < C. ()],
donde C), (t) = C) (1 + L A)

(2ut)2
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Demostracion. V, (t) ¢ = ¢

V@l = o+ e ae]
Jo (L€ el 16 6)|ag
S (L) 280 (1 €2 | ()| e
SU 1 2\ o(—20%t) 2
o {(1+€) Hliols (2.4)

<
< Crsup{(1+€2) €0} o)
£
< Gy (1 + sup {5”@(—2%%) }> ol
3
< (14 ) ol
Por tanto,
1
Vi () @lln < Ch [ L+ —— ] lloll, (2.5)
(2put)®
O
Observe que (2.1) es equivalente a la ecuacién integral,
t
1
U(n(t) = et A gy — 5 /e(tT)(A“)(?x (772) dr (2.6)

0

donde 0, es tomada en la topologia de H*~°. Para la prueba de las proposiciones
acontinuacion, se hace uso del teorema de punto fijo de Banach y la siguiente
definicién.

Definicién 7. Para M >0 ,7T >0y s > % definimos
T M) = {n e CQOTIHY | [n (1) — ¢ Mgl|, < M} (27)
Y, (T, M) con la métrica

dsoo (u,v) = Sup [Ju(t) — v ()]

(0,7]

(2.8)

s

es un espacio métrico, que resulta ser completo.

Proposicién 6. Eziste T' > 0 talque ¥ : Y4 (T, M) — Y (T, M) es contraccion
- 1
sis > 5.
2
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Demostracion. e Existe 77 tal que ¥ : Y, (T,M) — Y (T, M) con
n €Y, (T, M)

1@ () = o)l < 5 fy ([T, () dr]],
1 rt 1 9
< sl |1+ m”)) || dr »

< L+ Jll,)? (¢ +

Como en (2.9) se desea que 3 (M + [|¢]|,) (t + f\/) < M, se elige un tiempo

i i 2 < M <
suficientemente pequeno tal que (t + \/:\/—> < %(M+H¢IIS)2' Es decir si T < 1,
T < /T asi

[ —eoll, < SO0+l (1 E)VT g
< M ’
por tanto T" < M2 .SiTy e |0, M entonces
Yorel,) (/27T L(ar+ol,) (14+/2)

v TS<T1,M) —>T (Tl,M)

e Existe T, > 0 talque ¥ es contraccién

W (u) =¥ (v)], < fotHe(T_t)(A“)é)x(u—v)HsdT
t 1 2 2
< o1+ o |u® —v?||, d7
t 1
< Joll+ e |u — |, [Ju+ o], dr
<

t 1
- 1+ + d
‘[S()%g?i”u UHS fO ( /2/1(7'—15)) (HUHS HUHS> T

< dapo () (M + |9],) (14 /2) VT
(2.11)

Existe T5 > 0 talque (M + [|¢]|,) (1 + \/%) VI <1asiT < (M+i6ll,) (1+\f)

0<T <L min{ Asi T —(>) 0 entonces es

(1+[) (M+lloll,)" (M+9ll,) (”\f) }

una contraccién por tanto existe un unico tiempo fijo, donde 7 es soluciéon de la

(2.1), n, € C([0,T],H?) [
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Proposicién 7. La solucion (2.6), al problema (2.1) es inica.

Demostracion. Sin,ne € C([0,T], H?) son soluciones del problema (2.1), con

m (0) = ¢1 172 (0) = ¢
I ()= O, < 61— all, +
Lo e A0, (2 — ) (7)]|, dr
< o1 — @2l +
0 (14 e ) 10 2 = ) (Ol
[p1 — 2|, + (2.12)
0 (14 7o ) lom = ) -4 ) ()]

< gy = dally + Cu fi (8 =) [|(m — 1) (T,
ln (7)1l + [Ime (7], dr

< b1 = all, + CuM fi (t = 7)72 || (m — ) ()],

IA

Para M = max {Sup |l ()l Sup [|n2 (T)Hs} usando la proposicién 4 y si ¢y =
(0,77 (0,77
¢o entonces 1 = 1 para t € [0,7),] O

Proposicién 8. La solucion (2.6), del problema (2.1), depende continuamente
del dato inicial.

S

Demostracion. Sea ¢,, ¢ € H*(R)n=1,2,--- ,00, con s > % talque ¢, 7

n—o0

Voo ¥ M € C([0,T,],H®) n =1,2,--- 00, soluciones respectivamente, ademas

T, es funcién continua de ||¢,]|,, es decir si ¢, By s entonces T, — Too. Es
decir existe N > 0 talque para todo n > N

T — Two| <€
T —€< T, <T,o+e¢

entonces para todo T' < Ty, y n suficientemente grande 7, € C ([0,7,,], H®).
||77n (t) Tl (t>||5 < Hgbn - QbooHs +
' , - (2.13)
M i (14 ks ) () = e )
Siendo, M, := Sup {||¢n||} + M, concluimos que para t € [0, 7]
1<n<0

I () = 10 @), < 160 = el B (MT (3)*T) (214
< ||én — ¢ooll, K (T)
Para T' € (0,T,,) entonces Li'm ln (t) — 1ee (B)||, =0 O
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Teorema 5. Sip€ H*, u >0y s> %, el problema es localmente bien planteado
en H?

Demostracion. Consecuencia de las anteriores proposiciones 6,7 y 8. ]
Teorema 6. Si ¢ € H*,s > 1 entonces n € C ((0,T], H®)

Demostracion. Siendo H® = (| H® , este resultado se obtiene como conse-
s>0

cuencia del lema 3 (lema de regularizacién), puesto que las aplicaciones t —

V, (t) ¢ de la parte lineal y t — [, 'V, (t — 7) 8, (%) (7) dr de la parte no lineal

en la ecuacion integral resultan continuas en el intervalo (0,7] en la topologia

H** Asi existe un 6 € (0,1) tal que n € C ((O,T} ;HS+5), luego un proceso

iterativo culmina la prueba. O

NOTA 1. Si p = 0 se dejara como un trabajo posterior siguiendo las ideas
expuestas en el teorema 2.1 de [10] para la B-O, donde se obtiene un resultado
de buen planteamiento local para s > % y global para s = 2.

2.2 Planteamiento Global

Se mostrara que el problema de valor inicial es globalmente bien planteado en
H? para s > % y > 0. Como consecuencia del buen planteamiento local y las
siguientes estimativas

Proposicién 9. (Estimativas apriori) Sea n la solucion del problema (2.1) en-
tonces tenemos las siquientes estimativas

Inllz < llglls (2.15)
t
/ Inall2 dt < 162 (2.16)
0
Inell5 < [1¢'llg e™19lo (2.17)
t t
’ 2
/ IneelZt < 1612 1612 / 1913 g (2.18)
0 0

Demostracién. En la ecuacién de (2.1) tomamos producto punto en L? con 7,

(1020, 1)y = (sm)o + (33m,m) o + (@03, 1)y — (M, m)g + (M1, m)g - (2.19)

En (2.19) al resolver las integrales por partes nos resulta que; (92n,7), = 0,
(adin,m)o =0, (Hnawm)g =0y (nnaym)g = 0 Asf,
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2 2
Olnlly = —2u .l

2.20
0 = il + 20 a2 (2.20)

Al integrar, |92 — ||lolls + 24 f(f 0.2 dt’ = 0. y obtenemos (2.15), (2.16). Ahora
al derivar con respecto a z la ecuacién (2.1),

2 () = (na), + 2 () + ad? () — H (1), + 0o (1102 (2.21)

y haciendo v = 7, (2.21), tomemos producto punto en L? con v

I (351},1})0 = (vg,0), + (v, U)O + (a@iv,v)o — (Hvga, v), + (V7 U)O + (nug, v),

(2.22)
como (Q2v,v), =0 (ad2v,v), =0 (Hv,v), = 0 entonces nos resulta,
oullollz+ [ v+ [ oo = —p ol (223)
R R
Ya que [, v*® = =2 [ nov, al reemplazar,
2 2
atHUHO"'NHvao me]xU
17llo lvavll
Il lIoll oz llg (2.24)

Inllo 10llg Ilvel6

2 4 2
Inllg {2 101 + 3¢t lloall3 }

AN VAN VANVAN |

Resultando de (2.24) 0, [|v||2 + (2u — %e%) va]|2 < % [v]|2 , elegimos € tal que
4

3
j> 0y = St para obtener e = (2u)%, 3, Joll2+ g uall2 < e ll@lo lo]2 . Ahora
integrando entre 0 y t,

t t
2 2 2 2 2
L A R M I e e T (2.25)
0 0

y ast |[o]|2 < [|&']]a+ [|lle fo lv]l2 dt’ usando de nuevo la desigualdad de Gronwall
(1.2) y (2.15) obtenemos (2.17) [0, < H¢’H36T”“”3.

Ademas que; [} [lv.||2dt’ < [|6ll2 fi |[v]ladt’ < |2 [ e I*ldt’. Para concluir
(2.18). O

Teorema 7. El problema (2.1) es globalmente bien propuesto para H* con s > 1
ypu>0.



2.2. Planteamiento Global 12

%[l o

0 s
e el i

Demostracion. El caso s = 1 se obtiene de las estimativas (2.15) y (2.17) de la
proposicién anterior. Si s > 1, ¢ € H® y 1 como se tenia en la ecuacién integral
(2.6). Tomamos la norma con s =1+60y 0 <6< 1.
t Y
@)l < ||€tA¢H1+9 + fo He(t 140,
t
< Nllso+ Jy {1+ gz | 106l
t
< N6lp + Jo {1+ bz | 1Pl (2.26)
¢ 2
< N9llyo + Jy {1+ Gbmz | Il e
< 1ll1so + Fu (lI2ll) < H (18]l T)
Concluimos que ||n (¢)]|,,, es acotado puesto que la domina una funcién acotada.
Las anteriores desigualdades se tiene por el uso del lema de regularizacién (2.5)
Tomando a A =146y s = 0y por la continuidad del operador 9, : H' — L2,
asi el problema quedaria bien planteado para 1 < s < 2. Iterando el anterior
argumento para s =2 = (2—¢€)+ ey con ¢ € H,
A t —tYAg 2
I Olliz-eye < N0l + 5 Nl 0u7 oy 11 4
t
<ol + fi {1+ 5=z 190y

t

<ol + fy {1+ g f Il
t 2

< Nlly + fy {1+ b } Il

(2.27)

Por el paso anterior ||n]|,_, es acotado, asi podemos obtener una funcién acotada
que domina a ||n||,. Las anteriores desigualdades se tiene por el uso del lema de
regularizaciéon (2.5) Tomando a A = 1+€ey s =1 — ey por la continuidad del
operador 9, : H?>=¢ — H'~¢. Si continuamos con el mismo proceso el problema
resulta globalmente bien planteado en H® para s > 1. O

Observe que, al verificar % < s < 1 solo basta usar las estimativas (2.15),
(2.16). Se mostrara que se tiene buen plantemiento global para s > %, al incluir

el caso anterior.

Teorema 8. Si s > %, ¢ € H® yu>0 el problema (2.1), esta globalmente bien
planteado en H?.

Demostracion. Sea ¢ € H®.
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In @), < [le]l, + fy e~ 4nmall,, , dt

t
<Nl + fy {1+ g | el

t
< N8l + Jy {1+ =5z } Il lima g

S
t—t')2
(t-t) 1

< e Va2 de

<llollo+ 3y {1+ g ) Imlzae {5 el e
t 1 2 2 g4 %

< Nl +ll6llo 4 Jy {1+ 255} Inl e

entonces,

t 2
1 /
In OIS < Cllgls + el /{1+—} Inll; dt

_ )2
AT
Asi Gronwall (1.2) generalizado, implica que,

In @I, < Clell; £ (6T (1 —)")

1
2

(2.28)

(2.29)

(2.30)



Capitulo 3

Espacios de Sobolev con Pesos

Veremos ahora el comportamiento de la ecuacién (2.1) en espacios de Sobolev con

A\ V
peso, cuando el orden es entero. Siendo 7 (t) = (F# (t,-) qﬁ) = V,¢ la solucién

tinica del problema lineal (2.2) y tomando p > 0. Como 07 (,§) = 8F"¢ +F, g‘é’
entonces para facilidad de calculos se probara el siguiente resultado. Y asi mostrar

en el teorema 9 y 10 una estimativa para la parte lineal (2.2).

5 . Y
Lema 4. Sea p > 0 fijo, F, (t,§) = et (e —igiag™ viele]) yn(t) = (F# (t,-) gb)
entonces

% ( 2ué — 5ig* 4 3ia? 4 2i ]£|) w (t,€) (3.1)
8;;;“ = 2 (—2u€ — 5if* + 3iag? + 2i \f]) w(t,6) + (3.2)
t ( 2/1 — 20253 + 67;0&6 + 2139” ( ) I (ta 5) '

Ola = 3 (—2ué — 5ic* + 3iag? + 20 |¢])° F, (¢, €)

+3t2 (—2ué — 51t + 3ia? + 21 [¢]) (3.3)

( 2u — 20i& 4 6iag + 2isgn (€)) F, (t,€) '
+t (—60i€* + 6ia + 4id) F), (¢,€)

L = 14 (—2p€ — 5i* + 3ia€ + 2 [€])" F (1,€)

613 (—2u& — 5ig* + 3iak? + 2i |€])°

(—2p — 20i€3 + 6iak + 2isgn (£)) F, (t,&) +

t2 {3 (=2 — 20i€3 + Giak + 2isgn (€))° + (3.4)
4 (—2p€ — 5ig* + 3iag® + 2i|¢))

(—60i&? + 6ia + 4i0) }

F, (t,€) +t(—120i& + 4id") F), (t,€)

De manera general, siendo (), un polinomio de grado k en la variable ¢ y grado
4k en la variable &

Q
e

14
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EF(t,6) = Qu (t.6) F, (t,€) +Ztﬂ 200, (t,€) (3.5)

Teorema 9. Sea r = 0,1,2,3,---, s > 4r y ¢ € F;,, entonces para p = 0
tenemos.

1. Sir=0,1,2 se cumple que,

Vidlls, < 0- @) 19l (3.6)

0, (t) es un polindmio en t de grado r

2. Sir > 31 funcwn t =V, ()(b pertenece a C ([0,00); Fs,.) si y solo si
6 (0) = j=0,1,---7—3.

Demostracion. Sea j = 0, primero para r = 0,

IVudll,o < IVuoll, + 1Vuslly < lloll, + lI¢llo = [0l (3.7)

NOTA 2. En la deriwada del producto de funciones, se hace uso de la regla de
Leibniz, omitimos las constantes puesto que estas no afectan la desigualdad, pero
nos facilitan la escritura de las ecuaciones.

e Parar=1,s >4 con

Vil < IVasll, + V0,
< Joll, + || & (Fu)|
< ol + |22 + 7.2, (38)
< ol + et il - ol
< (Ut e o, + gl < (1+ ) 9],

Las desigualdades de (3.8), se obtienen usando (3.1) y

- el <

Vol < 61 (@) [0, (3.10)

2

.
21 = (Jadl,)

o€

N

(3.9)

Maé-

Asi,
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e Sir=2ys>8

Vidllye < IVudll, + 12°V,uoll,
< ol +
0%F, ) OF,, O 2
< Dol + || 50| +e| %% + |5,
< lgll, + it 6l - ot 16l + 2261,
< (I+at+at?) |8l + 2%l < (1+ it +cat?) 8]l

(3.11)
En las desigualdades de (3.11) se usa el lema anterior (3.2), la regla de
Leibniz salvo constantes y

De manera mas detallada se mostraran las acotaciones de cada uno de los
términos del lado derecho de (3.11)

026|”

€2

b 0%

Fie| a = (l2%6],)*  (3.12)

2

H%?gg” = e« 2,u§—5l§4+32a§2+22|§|) L (6.6 %|
< cu([ed] + || + || +Hr£|—H3
< 0t (|2 (o) Ho+na4<x¢>no % o), i o0 o)
< culoratel |2 +a22], + o))
< t(||¢||+Hx o+ [l€73]), + H? el ¢ e )
< ot (lol,+ sl + 161+ 5], 2 vl + 52
"(313)
n (3.13) se deben acotar de los términos Hxa;—f ) ’56% YHx Ho
Como se cumple
2 < [ ror =l o

Podemos utilizar el lema 2, en (1.1) tomamos 0b = 4, (1 —60)a = 1 en-
1
tonces b = 8 a =251 0 = } ||(x) J'¢lg < c[[(x)* |5 [|75¢lly < llllsz <

| <
clloll,o s> 8. Yaque [[7*6]l, = lIglly +10lls v [[{z)" |, < (1 +2%) ¢l <
ol + 1226l < ll¢lly + |I¢ll, Siguiendo el mismo proceso obtenemos,

0 2 13 (| 72403
aib“ < N{a) Jollg < ell{2)” o]l * [ 726]]* < C(llolly + ligll,)  (3.15)
0
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H%H < [t Poll, < ) ol|* 7] < ¢ ol + Ioll) (3.16)

Asi queda probado que,

IVidll o < 02 () [I2]l; (3.17)

Sir=3ys>12con 5(0) = 0 tenemos que tdF), (¢,0) 5(0) =

Vil < IVuoll, + [12°V,udllo
, :
< ol + % (£.9)|
&3F, 9?F, 0 OF, 824
< ol + 8£5M¢‘ T‘ 852#8_5“0+ Ha_ga_e 0 0
< (L4t +cat® +est?) |9, 5

(3.18)
de manera més detallada en (3.18), utilizamos del lema 4 la desigualdad
(3.3),

9%F, 8¢
€2 B¢

(—2u€ — 5igt + 3iag? + 2i |¢])? 8¢H

+t H —9p — 20i€? + 6ia + 2isgn (€)) & j‘ (3.19)

en (3.19) es suficiente acotar los siguientes términos del primer y segundo
sumando del lado derecho de la desigualdad, los otros términos ya fueron
vistos en el caso r=2;

¢ ¢ ¢
les22| < 1076l + ladbolly . (022 < 1030ll, + ladbolly . [|2%], <

1086l + 12059ll €252 < 926l + 2026l v [|isgn (€) 32| < gl

Usando el lema 2, tenemos las siguientes acotaciones, de las anteriores de-
sigualdades.

ledia]|, < () 7], < cl|@® | [|726]° < cliéls  (3:20)
lwtko], < [l %], < cll)? ol * [|720l1* < cllélne  (321)
lw02o], < [l %], < cll)? 6l * [|7°l1F < cllélho.  (322)

feogell, < o) S0l < el ol %6l <cloly, (323
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Finalmente en (3.18),

0§ 0&?

=i, ) « e, el ) o2

se obtuvo acotando cada uno de sus sumandos, de la siguiente manera;

L (@°9) ||, < e (lzglly + [|2*0.0]],) (3.25)

|et2d| = [0 (20)y < e (ll020]l, + llz036]|, + [[a*0k0l))  (3.26)

£o

0 ||8§ (:1:'2¢)H0 <c (“¢H0 + ||z0:9ll, + H$28§¢H0) (3.27)

usando el lema 2,

20,0l < [[@? oll, < ell@ ol [%0]F <cliolys (329
ez, < (1o 220l < ell@ ol 1°0]F < cliolys (329

a0t < [l 7], < @ o|* [726]° < clidllea (330

Por lo tanto,

Violl,s < 05 () 19l 5 (3.31)
0

Teorema 10. Sea r=0,1,2,---, s > % y ¢ € Fs, entonces para cada j1 > 0 fijo
tenemos.

1. Sir=0,1,2. entonces

Vo, < 0- @) 191l (3.32)

0, (t) es un polinomio en t de grado r

2. Sir >

3 la funcion t — V,(t)¢ pertenece a C([0,00); Fs,) si y solo si
0¢ (0) =

0 j=0,1,---7—3
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Demostracion. e Sir =1 tenemos que acotar,
|oc (.. 903) | < [ocruwerd| +|Ftood] — @39)
Sea £ < 1 en el primer sumando de (3.33) tenemos,
Jer e £, = [retea, = 339
con £ > 1 en el primer sumando de (3.33) para 0 < e < 4
|erier 5], = ],
- (e
{ supgr-ecr Lo,
t{} ol

Asi en la ecuacién (3.33) H@g (Fu (t,€) 5) . < C.P (V) 9]l 1, con s > :

y €= % tenemos que,

ool <en (@i, <en (A, o

(3.35)

<
<

e Sir=2,

ot (5.0.09)], < [l

El lado derecho de la desigualdad (3.37); el primer sumando es,

2(4—e ,utfz 2e
Py (8) {llgllo + ¢ &3 |
P {1+ (swen- wﬂﬁ)%wu

Pt {1+ 57} 16l
P ) IO 0<esd

(3.37)

 [oere], + 7ot

lter© +tr©y R,

IN N INIA

(3.38)

el segundo sumando,

HtP4(§)F8,S$HO < Pl(zt){HrszHo+

croecai])

< p (t){||x¢|lo+ (5“p5(4_6)6_”t§2) <”£Ea§$’2)%}
< P {llely+ (F) hoollf 0 <esd

(3.39)
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y el tercer sumando, Hag{s”o = ||z?¢||,. Por lo tanto con s > 1 y e =1

polozan (Al <en(A, oo

Sir = 3 en (3.3) del lema 4, se obtuvo un término con § por tanto es
necesario que ¢ (0) = 0 asi tenemos que t6F), (t,0)¢ (0) =0

b 09)], < ol eead] el o], o

El primer sumando del lado derecho de la desigualdad (3.41), se obtiene asi,

IN

[P (©) + 2Pa € + 1R ©} FO| < Pt {llgll, + ||¢-demereq

(
Pty {1+ (Sup g9 ) o]l
(

)
)

Py (t) {1+ S} 1ol
(

wPs (V)0 0<e<a
(3.42)

)

IA

IAIA

el segundo sumando,

|2r© + P @y Facd| < P {llaolly + |29 e g }
< P {1+ 5 } ol
< DI o
(3.43)
el tercer sumando,
|trie Fozs| < {||x2¢||0+ |t-oemeeeazs }
< { S} 10?9, (3.44)
< Qg tlm%u 0<e<4
y el cuarto sumando ‘ 8§’$ ’0 = ||z3¢],- Por lo anterior concluimos que si

s>iye=g,
leo]l,, < CPs (VE) I6lly5 < CPs (V) ll6lls (3.45)

[
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3.1 Buen Planteamiento

Teorema 11. Si¢p € F1, u>0ys > % entonces el problema (2.1) es localmente
bien planteado en F;

Demostracion. Consecuencia de las proposiciones 10, 11 y 12. Probadas abajo.
]

NOTA 3. Para la prueba de las siguientes proposiciones, es til tener en cuenta
los cuatro items acontinuacion.

1. De manera general calculamos Hgme_“(t_”f2 H = Sup {fme_”(t_7)52}. Lla-
¢eR
mando h(ﬁ’) = ¢me =18y haciendo W(€) = 0 el cual se alcanza en
T = me—p(t-T)E || — _u
&= 2ut Y asi ||EMe M e :)m siendo ¢, una constante. Asi

—or es integrable localmente si o — 3 > —1

esta funcion (t — )" =

2. Si loenll. < 1090,_ < IInll, para s — a > 3, teniendo en cuenta que
s >4r siendor =1,2 06 3.
3. De manera general aplicando la regla de Leibniz, salvo constantes resulta.

(fgh)™ = > Cosofg’n (3.46)

a+B+y=n

4. LLamaremos F,, = F,(t — 7), para comodida en la escritura.

Definicién 8. Para M >0 ,T >0y s > % definimos
Tor (M,T) = {n € C(0,T], Foy R) | [0 (1) — o], <M} (347)
Y1 (T, M) con la métrica

dsr (u,v) = sup lu () = v (@), (3.48)

es un espacio métrico, que resulta ser completo.

Proposicién 10. Eziste T > 0 talque ¥ : Yo1 (T, M) — Y1 (T, M) es con-
tmccz’énsz’s>%¢€]:s71 ypu>0.

Demostracion. Como el problema (2.1) es equivalente a la ecuacién integral
mostraremos que la ecuacion tiene solucién en C ([0,7], Fs1 (R)), para T su-
ficientemente pequeno. Para verificar esto se definio el conjunto Y, (M,T) y
se usa el teorema de punto fijo de Banach con la aplicacién ¥ (5 (t)) = e'4¢ —

: fg et=mA0,n? (1) dr
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e Veamos que U (1 (t)) € Fo1 (R) Vn(t) € Fsq1 (R).

1 Gy Dl < 6], + [ S et 02|
<O () 1¢lls1 + fo [l 40un?,, d
<01 (1) 10ll,, + fo ||t DA% || dr + [y ||we® 40002, dr
(3.49)

El segundo sumando del lado derecho de la desigualdad (3.49) ya se vio en la
teoria de H?®. Para el tercer sumando se usa el item 3, de la nota 3.

10 (€E I+ M)llg < €0y 7llo + [[Euin * 7llg + [|€F0em + 7l (3.50)

El primer sumando del lado derecho de la desigualdad (3.50) es;

(t =) 125 (&) By +jlly < (t =) [|€F. 7% 7] (3.51)
_ 3 25, Al < VT3 (1625 .
S N R Lt 552
< (t=7) 2 [18znll lInllo
el segundo sumando;
11 =l < llmmlly < linll lInllo (3.53)
y el tercer sumando;
1€F0en + 1lly < 1€F ] N0 * 7l (3.54)

C, ~ o~ 2|2+ |n||?
con [|¢Full,, = 2= v 1067 * lly < [l(zm) nllo< lznlly Inll, < L=l

Asi queda completamente acotado (3.49) y podemos concluir que ¥ (7 (t)) €
C (0,77, Fs1 (R)).

e Ahora se verifica que W (n (t)) € T, (M, T). Sean € Yy (M,T), es decir
)y, <M +6:(t)[|8]l,,, entonces

_tA t (t—7)A 2
|9 @) = e, <[ fyet10um dTLl (3.55)

< fo [l 20mm?dr || + 10 (€F%) |l dr

Usando las acotaciones realizadas en el item anterior y en H?, la integral a resolver
en (3.55) es,

2
t 2 ¢
c, ! {ﬁ + 1} Inll?, dr < Cy [y {ﬁ + 1} (M +01(t) H¢Hs,1) dr
v (3.56)
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Se desea que la solucién de la anterior integral, {t + 2v/¢} M2+{t2 + t%} Mo, +

{t3 + 3 } ||gb||§ 1 < M entonces se toma un tiempo suficientemente pequeno talque

< M . irsi T < 3Ty <T?2<T2<T<VT.
VT < G immmol o,y B decirsi T <1, T8 <T3<T? < T2 <T < VT
Y obtenemos ||¥ (1 (t)) — et4 < M, paraT; € <O, M } asi
e (@) Oll,, < M, para Ty oz (M2+Mllgll, +el% )

W (n(t) e T (M,Th)

e Mostraremos que existe un 75 > 0 tal que ¥ es una contraccién enY;, con
n(t),u(t) € Tor (M, 1)

1 () =W @@y < fy |l 740, (i —w?)|,, dr
u?)|

Lo e =48, (r* — w?) |,
er(t_T)Aﬁx (n? —u?) Ho dr

(3.57)

IAINA

En la desigualdad (3.57) lado derecho, el primer sumando se obtiene de la teoria
en H?® y aplicando el item 3, nota 3 en el segundo sumando obtenemos.

H@s{uﬂfw o+ = [Jeoe (G —w« rrw)|
(= m+w)| +|Fcoe (=)« m+w)||

Utilizando las acotaciones realizadas en los dos item anteriores y (3.58) obtenemos
que ||W (1 (¢)) — ¥ (u(?))l,,, se puede acotar por:

/ {ﬁ - 1} I = ullyy {lls + Nl b r (3.59)

y con [[nll, 1, llull,; < M +6: ()¢, La integral a resolver es,

(3.58)

dr Gl {14 st (ool )i o)

1 3
19 (0 (6)) = @ (u (@)l < dur (u,0) G {0 (£+83) + (2443 ) 1o, }
(3.61)
y tomando C,M (t + t%> + <t2 —|—t%> [9]l,; < 1, se escoje un tiempo pequefio

tal que si T < 1. entonces T2 < T2 < T <VT .asiT < — 1 vsi
q = - = = (ol +m)° Y

0T < min L , M , por teorema de punto
- {Cﬁ(¢||5,1+M)2 ca(ealol, 1o, ) 7 P P

fijo de Banach, existe una solucién a la ecuacion integral y por tanto al problema
de valor inicial. n
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Proposicion 11. Sea ¢ € F,1, s > % y 1 > 0 entonces el problema (2.1) tiene
solucion unica en C ([0,T], Fs1 (R)).

Demostracion. Sean v , u € C([0,T],Fs1 (R)) con v (0) = ¢ u(0) = ¢ solu-
ciones

fu(t) —v®l; < [lo- ¢||81+f0 e D40, (u* =), dr
< lle—olly,+ Jy He(t D49, (u? —v?)||, dr (3.62)
—i—f |ze="40, (u? )HodT

De nuevo usamos lo realizado en H®, la proposicion 10 y tomando,

My = max ol My = maz [ull,, (3.63)

y M = M, + M, entonces,

0@ =00l < o= o+ G i lu—ol,y (A +1)ar @6

Y aplicando la proposicién 4, tenemos que si ¢ = ¢ entonces u = v O

Proposicién 12. Si ¢ € Fo1 , >0y s > 3, la solucion (2.6), del problema
(2.1), depende continuamente del dato zmczal

Demostracion. Sea {¢,}, , ¢ para cada n condicién inicial del problema, tal
que ¢, — ¢ con la norma en Fy; y ademas cada n, € C([0,7,],Fs1(R))

n—oo

correspondientes soluciones con dato inicial ¢,, con T,, = T (M quﬁanl> Ty

depende continuamente de ||¢,|,, vy por la continuidad de la norma 7, —
n— oo

T. =T (M, ||gz§||51>7 sea T < T, entonces existe N € N, tal que para todo,

n > N, T, > T . Por tanto n,, para todo n > N estan definidos en [0,7], es
decir n,€ C ([0,T], Fs1 (R)). Para0 <7 < T

7 (T) 0 < M+ 01 (8) |l < M+ 6, (¢ )Sggllcbnlls,l (3.65)

Sea 1), la solucion correspondiente a ¢. Usando la unicidad, probada anterior-
mente tenemos,

H77n_7700 (t)Hs,l < H¢n _¢Hs,1+
MH@ﬁmwwaﬂ@+ﬁ;

} " (3.66)

Aplicando la proposicién 4, obtenemos que |17, — neo ()|, ¢—>¢ 0 O
n—>
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Teorema 12. Si¢p € F,5, 11 >0y s > 3 entonces el problema (2.1) es localmente
bien planteado en Fj o

Demostracion. Es consecuencia de las proposiciones 13,14 y 15.Prabadas abajo.
]

Definicién 9. Para M >0, T >0y s > % definimos
T, (M,T) = {n € C(0.T), Fua (R) | [0 (t) — e9]|, < M} (3.67)
Yo (T, M) con la métrica

dsr (u,v) = sup lu () = v ()52 (3.68)

es un espacio métrico, que resulta ser completo.

Proposicién 13. Eziste T > 0 talque ¥ : YTso (T, M) — Yo (T, M) es con-
traccion si s > %, pcFsoypn>0.

Demostracion. e Veamos que ¥ (1) (t)) € Fs2 (R) paratodon (t) € Fs2 (R).

190 E)la < [l + |3 Jy O 0umdr||

<0 (1) 19l + f": et 20,2, dr (3.69)
S 92 (t) ||¢||s,2 + fO ||6(t7T)Aax772Hs +
||x2€(t7‘r)Aaxn2Ho d,]_

El segundo sumando lado derecho de la desigualdad (3.69), se tiene acotado por
la teoria en H? y el tercer sumando al usar el item 3 de la nota 3 obtenemos;

02 (F.&0 * 1)) = EOF,iix )+ FL 0+ 0 Fuijx )+ F, 0g )+ E0cFL 06+ (3.70)
La correspondiente acotacion al primer término del lado derecho de la ecuacion

(3.70) es,

leotma«all, < (t=m)* NP (€) Bl + (0 =) IePs (€) i+l
Cu(t=7) 2 [l =qllg + Cu (t —7) 2 €7 Al

_1 2
Cut=7)2 |Inllse

(VAN VAR VAN

(3.71)

segundo término,

(t =) [Pa (&) Eyip =1l
Co (t =) 2 [I€7 * 7]l (3.72)
Cu(t=7)72 |lnll; 5

HaéFuﬁ* ﬁ”o

IAIN A
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tercer término,

1B D6+ 7l < 11067+ 7l < lznllo 10l < 1015, (3.73)

cuarto término,

PO 1
|€F.O8n*7||, < Cu(t—7)" (@) ml,
< Cult=7) 2 [lznllo Il (3.74)
< Cult=7)" Inll2,
y al quinto término,
€0 Fyei +illy < Cu (6 — )7 ||€20¢7 7], (3.75)

El ltimo término en el lado derecho de la desigualdad (3.75), es equivalente a,

102 {(xn) ||, = Imdanlly + lznlly [|02n]| ., + lz0enlly 10211l (3.76)
Asi podemos concluir que ¥ (n (t)) € C([0,T], Fs2 (R)) .

e Veamos que W (1 (1)) € T (M, T). Ya que [[n(t)[l,, < M+ 02 (1) [|¢],,
paran € Yy (M, T)

A t _(t—7)A 2
[ (1) = 6], < |[fy e 0mmar]| (3.77)
< Jo llet= 020,27 |+ (a2t 20,2 | dr

Usando la teoria en H® y las acotaciones anteriores. La integral a realizar es.

t 1 t 2
[ {ree=n i< [ {iv@-n r el dr
0 0
(3.78)
asi al integrar obtenemos

M? (t + ﬁ) + M ||, <t3 Iy t2> + 191l <t5 Iy t%> (3.79)

y se desea que M? (t —|—t%) + M8l <t3 + 3 —i—t2> - Hgb||§2 <t5 +t2 +t%> <

M entonces tomanos un tiempo suficientemente pequeno, es decir si T < 1,
11

obtenemos T2 < T5 < T3 < T3 < T3 < T? < T < T para asi VT <

M j _ tA < P M?
{M2+||¢||s,2M+u¢||§2}’” (n(t)) —eo|,, < M, ParaT; € (0, {M2416l1 5, M+612 5}

asi U (n(t)) € Yo (M, 1))

e Mostraremos que ¥ es una contraccion en Yo
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100 ®) = @)ll, < Jo 0% 07 = 2] dr

Jo lle® 000 (* —u?)|| + (|40, (n* — w?)| dr
(3.80)

El primer sumando se tiene por la teoria en H?, el segundo usando lo realizado

en el item anterior y el item 3 de la nota 3.

VARVAN

O Fu(n + u) * (n — w) + Fule(n+w) * (1 — w) + OeFu(n + u)  (n — u)
+EFL 07 (n +u) * () — u) + §0¢Fl0¢ (n + u) * (n — u)
(3.81)
Usando las acotaciones del item anterior, el primer sumando de (3.81),
|2 m+w«m=w|| < = In—ull o {Inllz+ Iull. )

(3.82)
segundo sumando,

—

e+« (=)

< Cult=m)H = ullz {Inll,z + Nl 2}
(3.83)

0

el tercer sumando,

|

el cuarto sumando,

Fdem+u)x (n—w)| < lIn—ull,o {llo+ lul..} (389

—

lemezi+w = =w)| <cut=n"*In—ullo{Inl.o+lull..} (3:89)

y el quinto sumando,

—

|€0eFetn+ )« r=w)|| < Cutt =77 lIm = ullo {Inll o + Nl ) (3:86)

Como 1, u € Tyo entonces, ||n[,,, [lull,, < M + 02 (1) |§]l,,- Asf la integral a
relizar es,

datun €, [ {1+ =) (rrn@iol) e s

resultando,
(M (t4+23) 4116l (€ +15 +22) f dor
Pero se desea que {M (t + t%> + 18l <t3 3+ t2>} < 1, se toma un tiempo
T

pequeno, T < 1 tal que T3 < T3 <T?2<T < T as m, tomando
s,2

(u,v) (3.88)
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0<T < min L M , por teorema de punto fijo
- - {(M+||¢S2) {M2+H¢||52M+II¢H52} P P !

de Banach, existe una solucion a la ecuacion integral y por tanto al problema de
valor inicial. H

Proposicién 14. Sea ¢ € Fso, s > 5 y p > 0 entonces el problema (2.1) tiene
solucion unica en C ([0,T], Fso (R))

Demostracion. Sean v , u € C ([0,71], Fs2 (R)) con v (0) = ¢ u(0) = ¢ solu-
ciones

lu (@) = v @), lp — ¢||s2+f0 e 4, (u® —v?)||, , d7
le = &ll,o + Jo He(t T>Aa (u? =) + (3.89)

ertTAﬁ (u? —v?)]| d )

VANVAN

0

El dltimo sumando de la desigualdad (3.89) por el item anterior y con M; =

fug o]l M, = .['sug |ull,o y M = M; + M, obtenemos.
07

e® 0Oy < llo=dllo+ 3 {14 s bluoll, ar - @90

Aplicando, proposicion 4 tenemos que si ¢ = ¢ entonces u = v O

Proposicién 15. Si ¢ € Fso, 1 >0y s > %, la solucion (2.6), del problema
(2.1), depende continuamente del dato inicial.

Demostracion. Veamos dependencia continua. Sea {¢,},, ¢ para cada n

condicién inicial del problema, tal que ¢,, — ¢ con la norma en F, o y ademas
n—o0

cada n, € C ([0,71,], Fs2 (R)) correspondientes soluciones con dato inicial ¢,,, con

T,.=T (M, ||gz§n||572>, T,, depende continuamente de [|¢,||,, y por la continuidad

delanorma T, — T =T (M, H¢H52>, sea T < T, entonces existe N € N,
n—00 ’

tal que para todo, n > N, T,, > T . Por tanto 7,, para todo n > N estan
definidos en [0, T, es decir n, € C ([0,T], Fs2 (R)) entonces para 0 < 7 < T

70 ()l 52 < M 402 (8) l|¢nll, o < M + 62 (2) sup [fnlls o (3.91)

Sea 1, la solucién correspondiente a ¢, usando la unicidad probada anteriormente
tenemos;

o n—1 t _ 1
I = e 02 5 160 = &+ D71 i = e Ol {1+ 25 bt

Aplicando la proposicién 4, obtenemos que |7, — 7so ()], 5 ¢—>¢ 0 O
I nﬁ
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Teorema 13. Si¢ € Fs, p> 0y s > 1 entonces el problema tiene solucidn (2.1)
y es unica en C ([O,T] ,E)

Demostracion. Consecuencia de las siguientes proposiciones, 16 y 17.Prabadas
abajo. O

Definicién 10. Sir > 3 definimos,

fr={¢ef5,T; DG (0) =0, j=0,1,2,--- ,r—s} (3.92)
En particular,

Fi={veFry 00 =0} (3.93)

3’-"\; subconjunto cerrado de F3

Definicién 11. Para M >0 ,T >0y s > % definimos

Tos (M,T) = {n e C (0,7, F®)) | ||n(t) - o], , <M} (394)
Y5 (T, M) con la métrica

dsr (u,v) = sup lu () = v ()]l (3.95)

es un espacio métrico que resulta ser completo.

Proposicién 16. Eziste T > 0 talque ¥ : Yy3 (T, M) — Y, 35(T, M) es con-
tmccz’énsz’s>%,¢€}"3 ypu>0.

Demostracion. e Veamos que U (1 (t)) € F5(R) Vn(t) € Fs (R).

1% 0 )lls < fle el + |13 fo e“"“@w?dTHsg
S 02 (t) ||¢||s,3 + f(;t He(tiT)Aaxn2Hs,3 dr
< 0y (1) 0]l + f1 e 0002 7 + \\x%“”)@w"Q”%dT )
3.96

El segundo sumando, corresponde a la teoria en H® la cual ya fue vista. Nos
interesa es el tercer sumando de (3.96), usando item 3 de la nota 3 obtenemos;

?\g {fu} &N * ﬁj‘ 8/\52 {Fu} = ﬁ—}—/\@?/{\FM} §0¢n * 77\"‘/\ R (3.97)
FLO080 % + F 00 # 1 + Og {Fl} O¢hy + 1) + O {Fl.} €0F0 + 1
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En el primer sumando de (3.97) utilizamos del lema 4, (3.3) y el teorema 10,

H{(t_T)ggplz(f)Fu“’(t_7)2£P7(5)FM (398)
(=T EP(§) Fy - (¢ = 7)id} 7+ 7l |
(t =) |Ferimeesiag| < - |FerenE| e @l

<
< cugsy Uil linllo}

(3.99)

El primer sumando de (3.98) queda acotado por \/(Ct‘:—T) |2

(t = ||ereneeqan] < @ -nP e e @eml
< Cu(t_lﬂ% {l19znlc lInlle} ’
(3.100)
1 d do de (3.98) queda acotad o 2
el segundo sumando de (3.98) queda acotado por \/ﬁHan
=gl < w-nfec e g,
< co—— lnlly I} ’ '

P i—ry3

C

el tercer sumando de (3.98) queda acotado por T |2

Y el tltimo sumando de (3.98) desaparece, si 7 () € F; (R) entonces 77 (0) = 0
asi t0F,(t — 7)n(0) = 0 Ahora verificamos el segundo sumando de (3.97) que
corresponde a

(=7 PO Fu+(t—7)Ps(§) Fu}*7 (3.102)

El primer sumando de (3.102) resulta,

t— 12| Ps (&) Fui+nll. < (t— 2‘5—u(t—7)£2 35 AH
E= IR @Bl < (=) | STl (3.103)
< 7= Ul linllo}
el segundo sumando,
(t—7) | Ps (&) i «ill, < (t—T)Hg?’e*“(t*T)fz‘ 17 70ll
> o0 , (3.104)

= {nlloo lImllo}

Ahora verificamos el tercer sumando de (3.97) que corresponde a,

{(t=7) P (&) Fu+ (t—7) P (&) Fu}j*7 (3.105)
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el primer sumando de (3.105) resulta,

t— 2 |5 pmnit—mez gans AH < 1 o
< g {10l Il
el segundo sumando de (3.105) resulta,
— Bp—n(t—")& ¢py AH < 1

cuzi= {19anll Inllo}

El cuarto sumando de (3.97) que corresponde a,

£z =il < 1280 ], < o], Dol (3108

Verificamos el quinto sumando de (3.97) que corresponde a,

1 1
3 35 . 5 3
| FL&dgi + ||, < - 027 4|, < - [«*nlly Il (3.109)
El sexto sumando de (3.97) que corresponde a,
0cE0ch <l < 1= 7) Py (€) Fude
< i 1€ =l (3.110)
< = 10a (zmm)l
10z () llo = 110z (@n)llo [0l + llznlly 19271l (3.111)
y
10 (zn)llg < llnllo + [[x0anllo (3.112)

El séptimo sumando de (3.97) que corresponde a,

|0 €020+ 1| |(t = 7) Py (€) F €020 = 1
cu = 1162080 * |, (3.113)
= A

10 (2m)llg = 1102 @) [y l1nlloc + (102 (@*n) g 22l + (|2l Hai?Hoo
3.

IA AN IA

114)
102 («®n) ||, < Inllo + N28unlly + ||2282n||, (3.115)

y 2 2
10: (*n) ||, < llenlly + [|+*n]], (3.116)

Resolviendo por la nota 3 quedaria acotado, entonces ¥ (n (¢)) € C ([0, T), Fos (]R)>
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o Observe que |1y (1), < M+ 03 (1) |65 para 1 € T, (M, T) entonces

v (@) = eoll,, < |3Jo e 0nldr|
< Jo e D202+ [Ja®elt= D400 dr

(3.117)

El segundo sumando del lado derecho de la desigualdad (3.117), se acota por lo
hecho anteriormente y el primero por la teoria en H*

Ji 132 (647w i)y dr < e fi A (M 03 0l,5) 0r  (3118)

fy 0.2 dr < e fy (1+ 7= ) Inli d
2
< e fy (14 =) (M+ 6, 16],5) dr

cu/ot (1+¢tl__7) (M +6, () l6ll,) dr (3.120)
= M2 (t+ o, V/E) + { M0y (1) + Ve 0], + {06 (6) + £VEL )2, (3.121)

y se desea que

(3.119)

M2 (¢4 e,VE) +{ MOy (1) + EVE} ]l 5+ {0 (1) + £V} 61125 < M (3.122)

entonces tomamos un tiempo T < 1 talque 76 < T2 < T* < T: < T < /T asf

M A
VT <3 MM, 50 © 1w G (1)) = e 0|, < M

e Mostraremos que ¥ es una contracciéon en Y, 3

I (1) =¥ (@), < fJH =049, ( u2>||5,3d7
< Jolle@ 40, ( 2)||Sd7+ (3.123)
Jo |lzdet= ”*a I,

Usando el item anterior y la nota 3 en el segundo término del lado derecho de la
desigualdad (3.123);

—

O (0 —u) » (n-+u) ) + 2F,D (1 — ) (n - w)
+ORF,€0: (11— w)* (1+ ) + F,02 (7 — ) = (n+ w)) -

+F808 (0= )+ (1 0) + 0Py (= )+ (1 + ) + D2 (= )+ (n + )
(3.124)
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Obtenemos los mismo 4 términos que en el item anterior para el primer sumando
de (3.124), luego el primer término resulta acotado por,

/\/\

e Jeer=wetm], <cn

o (0 —u)ll o I +ully

(3.125)
el segundo término resulta acotado por,

e, <cu

2 (1= w)lloo I+ ully |
(3.126)

(t—7) Hfﬁe*“t 7)

El tercer término resulta acotado por,

(t-7)]

fisefu(t*ﬂ')i2 _uHoo ||77+u||0 )

(1 —u)* (n+u) =

(3.127)
Y el ultimo término para este primer sumando,
(t—7)id(n — ) * (7 +u) =0 (3.128)

Ya que 1, u € F3 asi 77(0) = 0 y @ (0) = 0. El segundo sumando de (3.124) que
corresponde a

—

{(t=7)? P (&) Fy+ (t— ) Ps (&) F,} (n — u) % (1 + u) (3.129)

El primer término de (3.129) resulta

(t =) [EertmE e m—w s« (+u)|| < 102 0= Wil In+ull

(3.130)
y el segundo término,
3, —pu(t—7)&2 N (m cu
(t=7) || |m=w@rw| < gl o=l
(3.131)
Ahora verificamos el tercer sumando de (3.124) que corresponde a,
{t=7?P(QF,+t—7)P (&) F.}(n (0 +u) (3.132)
El primer término de (3.132),
(t=r)? [Eerene| |etm—ws @ < Cugiz ot o=l ln+ull
(3.133)
y el segundo término,
(t=7)||eern| Jem—wxmrw)| < Cugzl1 (- wl ln+uly

(3.134)
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El cuarto sumando de (3.124) que corresponde a,

W00 —u) x (n+u)| <

< |2 —w s« )| < o* 0=, ln+ul

(3.135)
El quinto sumando de (3.124) que corresponde a,
5t 57, < gt |70 )
< Cug= 2 (n = wllg l1n + ull

El sexto sumando de (3.124),

|0cE0en =)« -+ <\M—7Fu®F@(TD (n+)
< Cum €0 —u)* (n +u H
< Cug=10: (x (0 —w) (n +w)) Ho
(3.137)
10, @ —w) (4wl = 110 (20— u)lg lIn+ull..
e -l 2e i+, Y
y
10, (@ (7 — w)lly < lln = ullo + [120% (7 — w)]ly (3.139)

El séptimo sumando de (3.124) que corresponde a,
|0 Fugortn =)« (r+ )|

<
< g €202 — )+
<

v+,
= 102 (@2 (= w) (n + W)y
(3.140)
102 (2 (1 — ) (g + W)l < 10222 (=)o I+, + 3.141)

10222 (1 = )l 192 (0 + ) + [122 01 = w)ly 192 (0 + )
1022 (= w)l|y < lln = ully + l20e (0 — w)lly + 282 (0 —w)]}, ~ (3.142)

||8x:p2 Ho <|lz(n—u)ll,+ HmQQE (n—u)”o (3.143)
Finalmente cada sumando resulta acotado por \/% In—ull,s |In+ ul, 4 salvo
constantes. Ademds la norma de n y wu resultan acotados por M + 0 () |||, 5

Asi la segunda integral resulta,

ftﬂt|m—mu3@mmfwmm§
< Cudr (n,u) fy 7= {M+05 (1) 9], }

(3.144)
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Y la primera integral se tiene de la teoria en H*®

Jy |70, (n? =) jdr < e fy (14 =) Ll + lull} in = ull dr
< dyruey (1+7=)
(M +05 (1) 1161]5) dr

(3.145)
Finalmente integramos dr (0, u) ¢, [, (1 + \/tl?) (M + 05 (1) ||¢Hs’3> dr
y tomando M {c,Vt+t} + {04 (t) + Vit*} [|¢]|,; < 1 se toma un tiempo

pequenio, T < 1tal que T4 < T3 < T < /T asi T <

%, tomando
(Mcu"‘”(ﬁHs,g)

2
0<T < min L M por teérema de punto
- (Meuwtldll,5)" " (Cudr24 M8, 5+6125)" [
fijo de Banach, existe una solucién a la ecuacién. ]

Proposicién 17. Sea ¢ € fg, entonces el problema (2.1) tiene solucion unica
en C <[O,T] ,3%)

Demostracion. Sean v , u € C <[O,T],ﬁs,3 (R)) con v(0) = ¢ u(0) = ¢

soluciones

lu(®) = o Olles < Ml = dllos+ fy |40, (w2 = 0|, dr
< o= dllos+ Jy e, (u? — 02, (3.146)
+ Hag {F“(t Y (u2 _ UZ)}HOdT

Tomando, M; = sup||v||, My = sup ||ul|, 5 vy M = M; + M, de la teorfa en
[0,7] ’ [0,7] '
H? y de los calculos obtenidos en la proposicion 16

e (t) = v (D)l Slw—¢ky+Mc%£(r+ )uu_mugwlu>

1
N

Y aplicando la proposicién 4, tenemos que si ¢ = ¢ entonces u = v O

3.2 Planteamiento Global

Ahora obtendremos estimativas apriori para la norma de n en Fs1, F;2

Teorema 14. Siendo p > 0 y s > 4 el problema (2.1) ,esta globalmente bien
planteado en Fs1 con .
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Demostracion. Puesto que [|n[|,, = [[nll, + [[#nll;, vy lo realizado en H* solo
basta acotar |lzn)|,. Siendo el operador A = 9> + ad? — HO? — 1102

(@ne, 0)o + (T An, 21)y + (TNN2, 21)0 = 0 (3.148)
Por la identidad plancherel tenemos que,

o [LxAnan= [, 0:{i (& — al® —|£€) + n&>} noen

Nombrando P (£) = £>—a&3—[£| £ y aplicando la regla de leibnitz salvo constantes
obtenemos los siguientes tres términos.

. / ~NAa o~ ]_
[P+ 20700 < ol < Dl ol < 5 (ol + al2) (3:149)
[ ip© oo —o (3.150)
R
| neociogi < ol (3.151)
R

El término (3.150) es cero ya que P (£) es un operador antisimétrico.
2 2
o Jezmmean < llznlly Izl < llznll lInll,
. t 2 2 t 2 2 2
Abora integrando: ! {4 llenll3 + s ]} < [ {(1+ enl2) ] + ]2} Obten-

€IMnos que

t
2 2 2 2
Jonll; < e (1 lzs1f) + ¢ | llonlly (3.15)
0
Usando gronwall ||n]||2 < ce” y asi concluimos que s, < K(T).
[

NOTA 4. En la anterior desigualdad a integrar, se obtiene que fot |zn|3 <

c (H(ng )2 , 1), otra estimativa, que mostraria que ademds de tener una solucién
reqularizada, la doble derivada de xn tambien decae.

Teorema 15. Siendo pn > 0 y s > 8 el problema (2.1), esta globalmente bien
planteado en F o

Demostracion. Puesto que |||, , = [[nll, +[[#*n]l,, por lo hecho anteriormente

solo basta acotar ||2?n|,.
Siendo el operador A = 92 + ad? — HO? — pd?

(2®ne, 2%n) , + (2 An, 2%n) , + (2010, 2°0), = 0 (3.153)

Por la identidad plancherel tenemos que,
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o [atAnaty= [, 02{i (& — o —|€|&) + u&} 7070

Nombrando P (£) = £ —a&?—[€£| £ y aplicando la regla de leibnitz salvo constantes
obtenemos los siguiente tres términos.

. Ju— 1
/R(UD” (&) +2m) 7020 < lInlly [|=*nl], < lInll, [[=*nll, < 5 (Hx%H(Q) + ||n||§)

(3.154)
/R (iP' () + 21€) OeNOET (3.155)
[P €+ o2 < (3.156)

El término (3.155) [ (P’ () + 2u8) 857/7\@ < [ 9% (xn) (z%n) , usando plancherel,
y por leibniz resultan dos términos a integrar;

e T (3.157)

/Rwainﬁn < ||l=*nl|, [l=ainll, < ll=*nll, {ll=*nlly 25nll,} < [|=2nll; linl,
(3.158)

2 2
o JezPmmarn < il el < ll2*nllg lInll,

Ahora integrando;

t d 2|2 ' 2112 2 2 112 2 12
lA{@me}sl{@uwxﬂgmm+wmm_#mnm} (3.159)

obtenemos que

t
0

le2alls < e (ol la2oll5) < [ fla®nll; (3.160)

Usando Gronwall ||x277||(2) < cel' y asf concluimos que ||n||,, < K (T).

[
NOTA 5. De la anterior desigualdad a integrar, tambien se obliene que fg ||x27]||§ <
c <H¢H§,Hx2¢\|g,u), otra estimativa, que mostraria que ademds de tener una

solucion reqularizada, la doble derivada de x*n tambien decae.
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3.3 Principio de continuacién tnica

Teorema 16. Sea 1 > 0, n € C([0,T],F23), T > 0 es solucion de (2.1)
entonces 17(t,0) = 0 para todo t € [0,T]. Pero n necesariamente pertenece a

c (0.1, %)
Demostracion. multiplicando la ecuacién por, z*
Oy (xgn) = 2300y — 22030 + *HO?n + 230,n* + uxoin (3.161)
Ya que z°n € L* (R)
latmnally < [y Inelloe < € Al lan], (3.162)

asi 23nn, (t) = s(t) € L*(R). Ahora aplicando la transformada a la ecuacién
(3.161).

0, () = i {—02°N — RN+ V€I My +i (s ()" (€) — ndfPT (3.163)
Calculando las derivadas en los productos obtenemos,
0, (8m) =T (1) (€) =i (s (£))" (&) = idn (£,0) (3.164)
siendo I' ()" (¢) € C ([0, T7]; L?;)
D ()" (&) =i {— (6% + 00 + ' 02 + £ 020) + (0 + £0en + £2020 + £057)

+ (sgn (€) 0eij + |€ 027 + € €] 03N) } + 1 (067 + €027 + €208D)
(3.165)

/Ot O (O8n) =T ()" (&) —i(s ()" (&) dt' =6 /Ot n(t,0)dt (3.166)

En el lado izquierdo todos los elementos de L? 5 son funciones medibles, entonces
se debe tener que (5f(fﬁ(t’, 0) € C([0,T]; L2%;) , luego

t
/ A0V dt = 0 (3.167)
0

Asi al derivar con respecto a t concluimos que 7 (£,0) = 0
[

Teorema 17. Sea p > 0 fijo yn =n, € C([0,T],Fis4) es solucion de (2.1)
entonces 1,(t) = 0 para todo t € [0, T
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Demostracion. Sea
£ (1) = (2m)2 07 (,0) = / an (t,x) dx (3.168)
R

Teniendo en cuenta que 7; = 0, (—0%n — 0>n + HOn + 1n* + ndyn) y usando in-
tegracién por partes

oft) = Jyan(t,x)de (3.169)
— [ — [0 — 02+ HOun — 12 + pdyn) d '

Y como [, Hd,n = 0 por antisimetria [, —03n — 02n + pdyndx = 0. Puesto que
n € Fig4 por lo tanto

of ()= [ 7 =l (3.170)
Integrando,
FO -5 =ient oa00 -aq0.0) = [l @i
Asi,
06} (1,0) = 063 (0) +i (2m) / Il (3.172)

Ahora procediendo como en el teorema anterior. Multiplicamos la ecuacién por

ZL’4

Oy (x47]) = —2'0n — 203y + 2*HO?n + 2 0,n* + ux'oin (3.173)
Ya que z'n € L* (R)
[zt ||, < |20y In:lle < C U8l |||, (3.174)

Asi x'nm, (t) = s(t) € L*(R). Ahora aplicando la transformada a la ecuacién
(3.173).

0, (007) = i {~ 0460 — O+ DLE €17} +i (s ()" () — pdl€  (3.175)
Calculando las derivadas en los productos obtenemos,

0, (9¢7) =T (1)" (€) — i (s ()" (€) = @07 (¢,0) + 607y (¢, 0) (3.176)
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siendo T ()" (¢) € C ([0,T7; L%,)

(1) (€) =i {— (&7 + €06 + 027 + €020 + £0¢7) + (e + £+
08 + E30{n) + (sgn (&) O + |€] 920 + £1€] 0¢n) } + 1 (927 + €021 + £20¢)
(3.177)

t t t
[o@n-re ©-itor©a - [ qeo+i [ oo

’ ’ ’ (3.178)
Por el mismo argumento del teorema anterior entonces se debe tener que o fot n(t',0)+
i0" [ 9¢7y (t,0) dt’ es continuo en el intervalo, luego [; 7 (#,0)dt' =0 [, 0¢7 (',0) dt’ =
0. en el intervalo.

Asi concluimos que 77(t,0) = 0y 07 (t,0) = 0. Para todo t € [0,7] en
particular 855 = 0 asi en (3.185) obtenemos que

t
0:/ Il @ (3.179)
0

y derivando concluimos el teorema. ]

Teorema 18. Sea n € C ([0,00), Fs2) es una solucion de (2.1) y asumimos que
existen 0 < to < t1 Talque 1 (t;) € Fia3, j = 0,1 entonces 1j(t,0) = 0 para todo
t €0, 00)

Demostracién Asumimos que ty = 0, multiplicamos la ecuacién integral por
2® y tomamos su transformada. Veamos primero su parte lineal.

(23V, (t) ¢)" = CF,td¢ + R para todo t € [0,00) con R € reg (1, L2 (R))

R ={[t3P15 (€) + 2P, (€) + tP, (£)] ¢+

[Py () + tPs ()] Dep + tPy (€) 026 + 20} F), (3.180)

Ahora el término no lineal B R
23V, (t — ') 0un® ()" = C (t —t') F, 07 * 7 (') + R para todo t' € [0,00) .
Llamando F, = F, (t — t')

R={[t—=t) P+ (=) B+ —t) P ()] 7xi+
[(t =) Py (€) + (t = t') Py ()] Oy » T + (¢ — ') P5 (€) 9277 11 + €0 + 7} F,

(3.181)
Pero

om * 1) = 1% 1 (0) Z/ﬁ(—y)ﬁ(y) dy = —/ﬁ(y)ﬁ(—y) dy=0  (3.182)
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Por lo tanto, resulta (237 (t))" = Cté¢ (0) + R para todo ¢ € [0, 00). Tomando
23 (ty) € L? (R). Asi que (2% (t;) — R (t))" = Ctd¢ (0) debe ser medible. Pero
esto es verdad si y solo si d¢ (0) = 0. Ya que

7(,0) = (%);/Rn(t,x)d:v: (%);/Rn((),x)dx:quo (3.183)

La anterior igualdad es cierta puesto que,

O Jun = Jp 0 (=00 — Oin + HOwn + n° + pdum)
= [=0n — 90+ Houn + 0% + pdan) ™, (3.184)
— 0

por tanto [, 1= [ ¢ O

Teorema 19. Sea n € C([0,T],Fiz3) es solucion de (2.1) y asumimos que
ezisten ty <t < ty tal que 1 (t;) € Figa para j = 0,1,2 entonces n = 0.

Demostracion. Teniendo en cuenta la ecuacion

O (£,0) = 06 (0) + i (2m) > / )12 (3.185)

se debe mostrar que existen 71 < 75. Tales que fR an(rj,z)de =0 j =12
Asumimos que typ = 0. Ya que ¢ y 7 (t1) pertenecen a Figq — Fia3 El teo-

rema anterior implica que 7 (t,0) = ¢(0) = 0 para todo t € [0,00) . Asi
necC ([O,oo) , Flos (]R)) en vista del Teorema 11. Multiplicamos la ecuacién

integral por z*, consideramos primero el término lineal. Ya que ¢ € Fig4 obten-
€mos,

2V, (8) 9)" (&) = cF 1206 + cF,t8'd + 80¢¢ + R (3.186)

oumS

R= {(t4P16 (&) + 2P (§) +2P5(€) ¢
(P2 () + PP () +th ()00 (3.187)
(PR (€) + Py () 926 + Py () 030 + 946 |

R € reg(1,L*(R)). Sea ¢ € Fig4 entonces para toda funcién de prueba ¢,
tenemos

\ ( =
0< ¢ (0) = = (@' (0)0,¢) = (¥ (0)0,¢) (3.188)
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Por tanto 18’ = —1’ (0) 6 41 (0) &' tomando ¥ = ¢ entonces ¢8' = —¢' (0)5 . Ya
que ¢ (0) = 0 entonces la parte lineal resultaria, (z*V, (t) ¢)" (&) = ct3¢’ (0) + R
para todo t € [0,00) con R € reg (1, L* (R)). Término no lineal,

'V, (t — ") mn.)" (€) =cF {({t—t)6+(t—t)}&q*n R
+F, 1+t —t)on*n+F,(t —t)6&on+«n+ R
(3.189)
Siendo, R equivalente a,

{(t =) Pz (&) + (t = 1) Pra ( )+ +(t— 1) Pr (€))

T+ ((t—1) P (&) + (=) Pr (&) + (¢ =) P2 (€)) T *7]
+ (=) Pis (&) + (- t’)2 5 (§) + (t—1) P3(9)) Oci 11

+ (=t P&+ (t—t) P (é“)) O+ ((t— 1) By (£)+(t—t’)Ps(§>)
Ogiy + 1+ (t — ') Py (§) Oz + 1 + (t — 1) P5 (§) O * 7 + ¢ + 7

Sabemos del teorema anterior que 0«7 = (7% 1) (0) =0 Y ademas que
(E77) 8" = — (€7 =7) (0) 0+ (€7 +7) (0)0" = — (€7 +7) (0)6  (3.191)
(2B (¢ = 1) 1me) " (€) = —c (t = #) 00 (671 7) (0) + R (3.192)

Ahora juntando la parte lineal y no lineal, con R € reg (2, H*®, L' (R))

(1:47))A(£) —ct(5q§ +C’/ (t—1t") 0 (En*7m) (0 )dt’—l—ﬁ (3.193)
Teniendo en cuenta, que

0¢6 (0 / x¢ (v (3.194)

AT <o> S J oo
_ il (3.195)

30 Jed = 2(@n)
115
O / an (t,z)de = —=2 (3.196)
= 2

6E0em + 1(0) \/_ / Oy (z1?) (3.197)

Aplicando lo anterior a la ecuacion (3.193), resulta.

(z'n)" (&) = €9 {/Rtm (z) + /Ot (t—t) %dt’} +R (3.198)
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Integrando con respecto a t’

t
cé (/ txg (x) —i—/ (t—1t) &/mn (', x) dxdt’) +R (3.199)
R 0 R
, obtenemos

€5 (fute (@) + [(t~ ) fyan (¢.) da]

+ Jo Jgzn (', x) dxdt’) +R=0C0 [, [gan(t',z)dzdt’ + R
Asf como z*n (t;) € L? (R) entonces
t1
(z'n (tl))/\ (&) —R= 05/ / an (t', x) dedt’ (3.201)
o Jr
Luego, se debe tener que
t1
/ /xn (t',x)dxdt' =0 (3.202)
o Jr

Tomando F (t) = [ [, #n (', x) dvdt', se satisface que F (t;) = F (0) = 0. Luego
existe 7y € (0,¢;) talque

/ an (r,z)dx =0 (3.203)

Ahora tomando 7 (t1) y 7 (t2) pertenecientes a Fig4 < Fi23 El teorema anterior
implica que 77 (¢,0) = 7 (t1) = O paratodot € [t;,00) . Asin € C <[t1, 00) ,]?12,3 (R))
Procediendo de manera analoga al argumento anterior obtenemos que

t
(z'n ()" (€) = R=C3§ / / an (¢, ) dadt (3.204)
t1 JR
Puesto que z'n (t;) € L* (R) entonces se debe tener,
to
(z'n (tz))A ()—R= C’é/ / an (¢, z) dzdt = 0 (3.205)
t1 R

De nuevo tomando F (t) = fttl Jzxn (¢, x) dedt, se satisface que F (t1) = F (t5) =
0. Luego existe o € (t1,t3) asin =0 O
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