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EN
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FENÓMENOS CRÍTICOS
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Cap��tulo 1

Introducci�on

El inter�es es estudiar los fen�omenos cr��ticos, desde una perspectiva aplicada a los
sistemas socio ambientales, conscientes de la necesidad de usar conceptos y m�etodos
avanzados. Los desaf��os son inmensos.

Una di�cultad com�un es relacionar las propiedades de un sistema observado a una
cierta escala con aquellas a una escala mayor o menor. En general, se tratan las escalas
menores tomando promedios y las mayores con un valor constante. Esto no siempre
es v�alido, en particular cuando varias escalas juegan un papel. De hecho, este es el
tema de este libro, el estudio de sistemas que no tienen una escala caracter��stica, sino
que muchas escalas juegan simult�aneamente un papel no despreciable, la llamada in-
variancia de escala. Estos conceptos son propios de la f��sica moderna e incluyen temas
como renormalizaci�on y universalidad, que han demostrado ser importantes para tra-
tar sistemas complejos. Entendemos por sistemas complejos aquellos en los cuales la
interacci�on de las componentes es fundamental y no es aplicable el m�etodo lineal de
descomponer un problema en componentes m�as peque~nas que luego se superponen.

Se inicia con termodin�amica y mec�anica estad��stica. Adem�as de su importancia, es-
tos temas son fundamentales para entender las transiciones de fase, paradigma de las
transiciones cr��ticas. El enfoque se basa en el concepto de m�axima entrop��a, que en po-
cas palabras signi�ca que se observa lo m�as probable (Ellis, 2012; Jaynes, 1957, 1978,
2003). La Mec�anica Estad��stica busca entender y predecir propiedades macrosc�opicas
a partir de distribuciones probabil��sticas que tienen en cuenta las complejas inter-
acciones entre las part��culas microsc�opicas que conforman la substancia. Boltzmann
re-interpret�o la entrop��a en t�erminos estad��sticos de tres maneras fundamentales:

a) Aleatoriedad : la entrop��a es una medida de la aleatoriedad de un sistema.
b) Logar��tmica: si la entrop��a de un determinado macro estado es S, entonces

S / logW , con W la probabilidad termodin�amica (n�umero de microestados)
compatibles con tal macro estado.
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1. Introducci�on

c) Estados de equilibrio: Los estados observados en la naturaleza, los estados de
equilibrio, son aquellos con m�axima probabilidad termodin�amica de ocurrencia
y, por tanto, m�axima entrop��a. Por lo tanto, son los m�as aleatorios que cumplen
con las restricciones que el sistema debe satisfacer. La existencia de m�as de un
estado de equilibro corresponde a la coexistencia de fases y es posible que se
presenten transiciones de fase.

Se discute con alg�un detalle el modelo de Ising de las transiciones de fase en ferromag-
netos. Es el modelo m�as simple que nos permite entender la complejidad que resulta
de las interacciones. Con el mayor rigor posible se busca una narrativa coherente
que se pueda aplicar en otras circunstancias. En el punto cr��tico en el que ocurre
la transici�on de fase se presenta la divergencia de la longitud de correlaci�on, lo que
produce escalamiento y universalidad. Precisamente de esta universalidad y la abun-
dancia de asuntos en los que el escalamiento es una caracter��stica esencial viene la
motivaci�on para profundizar en el modelo f��sico. En el fondo de la criticalidad est�an
las interacciones, el comportamiento colectivo.

Un ejemplo cl�asico, conocido por m�as de 100 a~nos, es la opalescencia de un 
uido
cerca al punto cr��tico producto de las 
uctuaciones entre fases bien diferentes, vapor
y l��quido. Aunque en t�erminos relativos la comprensi�on de estos fen�omenos es reciente,
se sabe que sirve de modelo para otros fen�omenos en diversos campos, entre ellos los
sistemas ambientales.

Para que haya cambios dr�asticos se requieren singularidades. En matem�aticas, una
funci�on suave f : R ! R se dice que tiene un punto cr��tico x� si f 0(x�) = 0. Los
puntos singulares de un campo vectorial son los puntos donde el campo es cero. Un
sistema din�amico de ecuaciones diferenciales da origen a un campo vectorial, cuyas
tangentes representan las derivadas temporales en cada punto. Los puntos singulares
del campo vectorial corresponden a los puntos cr��ticos de la soluci�on. Se procede
a presentar los fundamentos de los sistemas din�amicos con el prop�osito de estudiar
los puntos cr��ticos de los sistemas, la posibilidad de multiplicidad, su estabilidad, la
dependencia de los par�ametros y eventualmente comportamiento complejo.

Esta herramienta nos permite mirar sistemas ambientales importantes: sistemas de
poblaci�on, lagos pandos, corales, epidemias, y en Mesa (2020) el sistema clim�atico,
glaciaciones, la circulaci�on termohalina del oc�eano, enso, hidrolog��a, Gaia.

Por �ultimo, se presenta una re
exi�on sist�emica sobre el cambio, como preverlo, ma-
nejarlo, controlarlo, eventualmente producirlo (Walker y Salt, 2006).

Algunas referencias generales son Bak (1996), Fieguth (2017), Haken (1983), Hergar-
ten (2002), Jaynes (1978), Jensen (1998), Jost (2006), Mu~noz (2018), Sche�er (2009),
Sornette (2003), Tsallis (2009) y Yeomans (1992).
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Cap��tulo 2

Fundamentos de termodin�amica y
mec�anica estad��stica

Se presenta un resumen de los fundamentos de Termodin�amica y mec�anica estad��stica
para uni�car notaci�on, hay muchos libros en los cuales este material se presenta con
la debida justi�caci�on y detalle, por ejemplo en Dill y Bromberg, 2003; Yeomans,
1992.

2.1. Cin�etica de gases

Con base a principios elementales es posible cubrir mucho material. Lo que sigue, a
modo de telegrama, se basa en Feynman, Leighton y Sands (1963, pp. 39-1).

Presi�on

El diferencial de trabajo dW que ejerce un pist�on sobre un gas por la presi�on de
compresi�on p debida a un desplazamiento dx es

dW = F (�dx) = �pA dx = �p dV;

donde el �area transversal del pist�on es A, y el cambio de volumen es dV = Adx.

La fuerza F = d(mv)= d t, viene del intercambio de momentum entre el gas y el
pist�on debido a las colisiones de muchas part��culas. Esto se puede expresar como el
intercambio promedio de momentum por el choque de una part��cula, multiplicado por
el n�umero de colisiones por segundo.

Sea t el tiempo, N el n�umero de mol�eculas, n = N=V el n�umero de mol�eculas por
unidad de volumen, vx; vy; vz componentes de la velocidad y m la masa molecular.
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

Por lo tanto, la fuerza es F = pA � 2mvx � (vxtA)n=t: El primer factor es el in-
tercambio de momentum de una mol�ecula de masa m que se dirige hacia el pist�on
con una velocidad vx y rebota el�asticamente con una velocidad de igual magnitud y
sentido contrario. El segundo factor es el n�umero de colisiones por unidad de tiempo,
pues vxtA es el volumen ocupado por las mol�eculas que se van a chocar con el pist�on
en el tiempo t y n es el n�umero de mol�eculas por unidad de volumen. Esto se puede
expresar como

p � 2nmv2
x = nmhv2

xi:

El 2 no aparece en la segunda igualdad porque el promedio del cuadrado de la velo-
cidad incluye tanto las positivas como las negativas y solo hay que considerar las que
van hacia el pist�on. Ahora por simetr��a, el promedio de la velocidad al cuadrado es

hv2
xi = hv2

yi = hv2
zi = hv2i=3;

donde v es la magnitud de la velocidad, por lo tanto,

p = 2
3nhmv

2=2i:

Multiplicando por el volumen y recordando la de�nici�on de la energ��a cin�etica, que
para un gas monoat�omico es la energ��a interna total U , se tiene

pV = 2
3Nhmv

2=2i = 2
3U = (
 � 1)U; (2.1)

con 
 = 5=3 para un gas monoat�omico.

En una compresi�on adiab�atica: dW = dU = �pdV; pero de la ecuaci�on (2.1) se tiene
dU = (pdV + V dp)=(
 � 1), luego de (pdV + V dp)=(
 � 1) = �pdV y se obtiene que
para el caso adiab�atico

pV 
 = C;

con C una constante.

Temperatura

Un concepto clave es el equilibrio. Considere un recipiente, con dos compartimentos
separados por un pist�on movible, ocupados por gases diferentes. Debido al equilibrio,
al cabo de un tiempo se tendr�a igualdad de presiones, es decir

n1hm1v
2
1=2i = n2hm2v

2
2=2i:

Pero adem�as habr�a equilibrio de la energ��a cin�etica promedio (lo que a continuaci�on
se va a denominar temperatura) debida a las vibraciones.

Debido al gran n�umero de mol�eculas del gas y a principios de simetr��a es razonable
esperar que la direcci�on de las colisiones se distribuya uniformemente en la esfera.
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2.1. Cin�etica de gases

Para el caso de dos part��culas, con velocidad relativa al centro de masa v1�v2 = w;
esta simetr��a se puede expresar como

hw � vcmi = 0;

que signi�ca que el promedio del producto escalar es cero porque no hay una direcci�on
preferida. Lo anterior se puede desarrollar como

h(v1 � v2) � (m1v1 +m2v2)i = hm1v
2
1=2�m2v

2
2=2i+ (m2 �m1)hv1 � v2i

= 0:

Pero por la misma raz�on el promedio del producto escalar de v1 y v2 tambi�en se
anula, es decir hv1 � v2i = 0; lo que implica que el promedio de la energ��a cin�etica de
las dos part��culas debe ser igual, es decir

hm1v
2
1=2i = hm2v

2
2=2i:

Esta conclusi�on es v�alida para mol�eculas de masa diferente, constituyentes de la mez-
cla en un gas en equilibrio. Por lo tanto, las m�as pesadas se mueven m�as lento que
las m�as livianas.

Se puede avanzar el argumento para aplicarlo a dos gases separados por un pist�on
m�ovil. Despu�es del equilibrio, los centros de masa de ambos tendr�an la misma energ��a
cin�etica media. Una manera de argumentar, es notar que la energ��a cin�etica media del
pist�on en la direcci�on longitudinal una vez hay equilibrio debe ser igual a hm1v

2
1=2i

la energ��a promedio del centro de masa del gas a la derecha. A su vez debe ser igual a
hm1v

2
1=2i la energ��a promedio del centro de masa del gas a la izquierda. Luego ambas

deben ser iguales.

Por lo tanto, cuando se tienen dos gases, a la misma temperatura, la energ��a cin�etica
media de ambos es igual. Es decir, la energ��a cin�etica media es funci�on de la tem-
peratura T; la manera m�as f�acil es tomar la temperatura proporcional al promedio
de la energ��a cin�etica. Luego se encontr�o que la constante de proporcionalidad es
k = 1;38� 10�23 JK�1, la constante de Boltzmann. Realmente k convierte unidades
entre energ��a y temperatura, por motivos hist�oricos T se mide en K, cuando deber��a
de tener las mismas unidades que la energ��a.

Es importante recordar que la energ��a cin�etica media asociada a una direcci�on parti-
cular es (1=2)kT , como hay tres direcciones independientes,

3
2kT = hmv2=2i: (2.2)

Ley de gases ideales

Si incorporamos el concepto de temperatura, ecuaci�on (2.2), en la expresi�on para la
presi�on (2.1), se tiene

pV = NkT = NmRT; (2.3)

con N el n�umero total de �atomos. Como los n�umeros son tan grandes se de�ne una
constante universal de gases R = N0k, con N0 el n�umero de Avogadro, el n�umero de
�atomos en una mol, y, por tanto, Nm es el n�umero de moles.
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

Una conclusi�on no trivial de lo anterior es que las leyes de Newton implican que
vol�umenes iguales de gases diferentes, a igual presi�on p e igual temperatura T , tienen
el mismo n�umero de mol�eculas.

Todo lo dicho hasta ahora es v�alido para mol�eculas monoat�omicas. Esto est�a impl��cito
cuando se trato el tema del centro de masa. Tambi�en se ignor�o la posibilidad de que
existan otras fuerzas, por ejemplo, un resorte amarrado al pist�on. Sobre lo �ultimo se
puede mostrar que los argumentos son los mismos y no hay cambios a las conclusiones.
Se invita a demostrar que si la mol�ecula tiene r �atomos el promedio de su energ��a
cin�etica es 3rkT=2, donde 3kT=2 corresponde al centro de masa de la mol�ecula, y el
resto, 3(r � 1)kT=2 corresponde a energ��a interna de rotaci�on y vibraci�on.

2.2. Entrop��a

Entrop��a de Boltzman

La entrop��a de Boltzman SB es una variable macrosc�opica extensiva, de�nida en
t�erminos del n�umero de microestados M mediante,

SB = k lnM; (2.4)

donde k es la constante de Boltzmann que ya hab��amos encontrado. La maximizaci�on
de la entrop��a corresponde a la idea intuitiva de maximizar el n�umero de microestados
correspondiente a un macroestado determinado. Se observa lo m�as probable.

Una justi�caci�on inicial de la de�nici�on de entrop��a es considerar un sistema conforma-
do por dos subsistemas 1 y 2, cada uno con multiplicidades M1 y M2. La multiplicidad
del sistema total es

M = M1 �M2:

Por otro lado, la termodin�amica requiere que la entrop��a sea una variable extensiva,
lo que implica que

SB = SB1 + SB2:

La funci�on logaritmo cumple con ambas condiciones y es posible demostrar que es
la �unica funci�on continua que cumple, por lo tanto, se justi�ca la ecuaci�on (2.4).
La constante k corresponde a un cambio de unidades, lo que ser�a m�as claro en la
ecuaci�on (2.20).

Expansi�on de gases

La tendencia de un gas a ocupar el m�aximo volumen disponible se puede explicar
considerando un modelo elemental de ocupaci�on de m sitios por n part��culas. Se
asume que no es posible tener ocupaciones m�ultiples, es decir, m�as de una part��cula
en un solo sitio. El n�umero de arreglos distinguibles es

M(n;m) =
m!

n!(m� n)!
;

que para el n�umero de part��culas n �jo crece muy r�apidamente con m, el n�umero de
sitios. Con un n�umero grande de part��culas dado, M(n;m) se puede interpretar como
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2.2. Entrop��a

el n�umero de microestados asociados al macro estado volumen ocupado por el gas
(proporcional a m). Por tanto, la tendencia de los gases a ocupar el m�aximo volumen
disponible se explica de acuerdo con el principio de m�axima entrop��a porque a mayor
volumen hay mayor n�umero de microestados. Como el n�umero de microestados M
depende del volumen aparece una fuerza que vamos a asociar a la presi�on que tiende
a maximizar el n�umero de microestados, a aumentar el volumen.

Un par de ejemplos num�ericos para ilustrar el concepto. Suponga que el n�umero de
part��culas est�a �jo en n = 5 y hay tres posibles con�guraciones de n�umero de sitios,
m1 = 5, m2 = 7 y m3 = 10. Claramente la con�guraci�on 3 es m�as probable pues
M(5; 5) = 1, M(5; 7) = 21 y M(5; 10) = 252. Para n�umeros grandes la diferencia es
m�as dram�atica. Por ejemplo, si el n�umero de part��culas est�a �jo en n = 500 y hay tres
posibles con�guraciones de n�umero de sitios, m1 = 500, m2 = 700 y m3 = 1000. La
con�guraci�on 3 ocurre casi que con certeza (probabilidad uno) pues M(500; 500) = 1,
M(500; 700) = 2;52� 10180 y M(500; 1000) = 2;70� 10299.

Mezcla

La tendencia a la mezcla tambi�en se puede ilustrar con un modelo elemental de
ocupaci�on. Sean dos especies y para simpli�car suponga que hay igual n�umero de
part��culas de cada especie, n1 = n2 = n. Sea el n�umero posibles sitios m = 2n y
divida mentalmente el sistema en dos subsistemas X y Y cada uno con n posibles
sitios. Igualmente, se asume que no es posible la ocupaci�on m�ultiple de un sitio. Los
posibles macro estados se pueden caracterizar por r el n�umero de part��culas de la
especie 1 en el subsistema X. Claramente en este caso en el subsistema Y hay n� r
part��culas de la especie 1. Note que con esta informaci�on se puede determinar tambi�en
el n�umero de part��culas de la especie 2 en cada subsistema, [n � r; r]. El n�umero de
microestados asociado al macro estado r es

M(r) =
n!

r!(n� r)!
n!

(n� r)!r!
:

El primer factor corresponde al n�umero posibles manera de ocupar los n sitios del
subsistema X por las r part��culas de la especie 1 y las n � r de la especie 2. El
siguiente factor es el correspondiente para el subsistema Y . Es f�acil ver que entre
todos los macro estados el que tiene mayor n�umero de microestados es r = n=2,
es decir la tendencia a la mezcla uniforme, a que ambos subsistemas tengan igual
n�umero de part��culas de cada especie. La tendencia a la mezcla se puede explicar por
el principio de m�axima entrop��a.

Como el n�umero de microestados M depende de la segregaci�on de las part��culas en-
tre las diferentes especies, la tendencia a maximizar el n�umero de microestados da
origen a una fuerza que veremos viene del potencial qu��mico. A medida que la segrega-
ci�on decrece, es decir las part��culas est�an bien mezcladas, el n�umero de microestados
aumenta.
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

Flujo de calor

Un modelo muy simple para 
ujo de calor es considerar dos subsistemas 1 y 2 con
n1 y n2 part��culas cada uno. Cada una de las part��culas puede estar en dos posibles
niveles de energ��a, el nivel base �0 = 0 y un nivel excitado �1 = 1, usando unidades
arbitrarias de energ��a.

En general el n�umero de niveles es mayor y siguiendo la mec�anica cu�antica se de-
termina el valor de la energ��a de cada nivel �i. El macro estado de cada uno de los
subsistemas se de�ne por el n�umero de part��culas y su energ��a total u. Para el caso
general, si mk denota el n�umero de part��culas en el nivel de energ��a k y se tienen s
posibles niveles, cada uno con energ��a �k, con k = 0; 1; : : : ; s, la energ��a del subsis-
tema es u =

P
kmk�k. En el modelo simpli�cado con solo dos niveles u = m1. Es

claro que en este caso dado un n�umero de part��culas n, la energ��a puede tomar todos
los posibles valores entre 0 y n. Para el primer valor todas las part��culas est�an en el
estado base y para el �ultimo todas est�an excitadas.

Aplicando el m�etodo combinatorio para el modelo simpli�cado, el n�umero de micro-
estados asociado al macro estado (n; u) es

M(n; u) =
n!

(n� u)!u!
;

que corresponde al n�umero de maneras en que de las n part��culas, n � u ocupan el
nivel �0 = 0 de energ��a y las restantes u ocupan el nivel �1 = 1.

Si los dos subsistemas no pueden intercambiar calor, siguiendo el principio de multi-
plicidad, el n�umero de micro estados es

M0(n1; u1; n2; u2) =
n1!

(n1 � u1)!u1!

n2!

(n2 � u2)!u2!
:

Ahora consideremos el caso en el que sin intercambiar part��culas los dos subsistemas
pueden intercambiar energ��a entre si, pero no con el entorno. Es decir, u1 + u2 = uc
es una constante. Entonces, el n�umero de microestados es

M(n1; u; n2; uc � u) =
n1!

(n1 � u)!u!

n2!

(n2 � (uc � u))!(uc � u)!
:

Donde u es la energ��a en el subsistema 1 y uc � u es la energ��a en el subsistema 2.
>Cu�al de los posibles valores del macro estado u se observa? El principio de m�axima
entrop��a predice que aquel con mayor n�umero de microestados correspondientes.

Vamos a suponer inicialmente que ambos subsistemas tienen el mismo tama~no, es
decir n1 = n2 = n. La consecuencia del principio de m�axima entrop��a en este caso es
que la energ��a 
uye del subsistema con mayor energ��a al de menor y hay tendencia a
igualar la energ��a. Es decir

M(n; uc=2; n; uc=2) �M(n; u; n; uc � u);

para todo u 6= uc=2. Esto se veri�ca f�acilmente.
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2.2. Entrop��a

Ahora, si los dos subsistemas son diferentes (n�umero de part��culas diferentes), la ten-
dencia no es a que la energ��a 
uya de mayor a menor, sino al equilibrio de temperatura.
Todav��a no se tiene una de�nici�on formal de temperatura (ver sin embargo la ecua-
ci�on (2.2), pero es f�acil ver que el macro estado con mayor n�umero de microestados
corresponde al caso

u

n1
=
uc � u
n2

:

M�as adelante se ver�a que la temperatura en este caso, para cada subsistema de n
part��culas y energ��a u, est�a dada por

1

T
= k ln

�
fbase
fexc

�
;

donde fexc = u=n y fbase = 1� u=n son las frecuencias asociadas al estado excitado
y al base respectivamente.

Por lo tanto, si dos subsistemas 1 y 2 se ponen en contacto t�ermico, el macro estado
con mayor n�umero de microestados corresponde a la igualaci�on de temperaturas

1

T1
= k ln

�
f1�base

f1�exc

�
= k ln

�
f2�base

f2�exc

�
=

1

T2
:

Entrop��a de Gibbs

En el lenguaje de probabilidades la entrop��a de Gibbs se expresa como

SG = �k
tX
i=1

Pr[Bi] ln Pr[Bi]; (2.5)

donde Pr[Bi] = ni=n es la probabilidad de un determinado macro estado Bi. Se
pasa de la entrop��a de Boltzman a la de Gibbs usando la aproximaci�on de Stirling,
n! � nne�n

p
2�n (Feller, 1968; Stirling, 1730, p. 52).

Equivalencia entre ambas de�niciones de entrop��a

Para justi�car esta idea considere el m�as simple modelo de multiplicidad e indepen-
dencia que corresponde al caso en que el n�umero de posibles microestados M es igual
al n�umero de posibles resultados de N lanzamientos de un dado de t lados. Es decir

M =
N !

n1!n2! : : : nt!
;

donde ni es el n�umero de veces en las cuales el dado cae en el resultado i. Sea
pi = ni=N la probabilidad de que el dado caiga en el resultado i, calculada con el
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

principio elemental de n�umero de casos favorables sobre n�umero de casos posibles.
Usando la aproximaci�on de Stirling se tiene

M � (N=e)N
p

2�N

(n1=e)n1
p

2�n1(n2=e)n2
p

2�n2 : : : (nt=e)nt
p

2�nt

=
NN
p

2�N

nn1
1

p
2�n1n

n2
2

p
2�n2 : : : n

nt
t

p
2�nt

=

p
2�N

pn1
1

p
2�n1p

n2
2

p
2�n2 : : : p

nt
t

p
2�nt

:

Al sacar logaritmo y dividir por N se obtiene que para N !1

1

N
SB =

1

N
k lnM � �k

tX
i=1

pi ln pi = SG:

Dada la equivalencia se usar�a la entrop��a de Gibbs y se suprime el sub��ndice.

2.3. Principio m�axima entrop��a

La maximizaci�on de la entrop��a predice el estado de equilibrio. Por ejemplo, en un gas
la entrop��a es funci�on del volumen V , m�axS(V ) predice expansi�on; cuando el n�umero
de part��culas de cada especie contenidas en el vector N puede cambiar, m�axS(N)
predice la mezcla; si la energ��a interna U cambia, m�axS(U) predice el 
ujo de calor. En
Sistemas mec�anicos, el estado de equilibrio corresponde al estado de m��nima energ��a
potencial. En probabilidad, la maximizaci�on de la multiplicidad predice la m�axima
probabilidad de ocurrencia. Las fuentes de esta secci�on son Dill y Bromberg (2003),
Haken (1983), Jaynes (1957, 1978, 2003) y Kleidon y Lorenz (2004).

Operativamente el principio de m�axima entrop��a se aplica usando los principios b�asi-
cos del c�alculo diferencial. Una funci�on suave (tiene derivadas continuas) de varias
variables es m�axima cuando sus derivadas parciales son cero. Recuerde que esta con-
dici�on es necesaria pero no su�ciente. Es decir, es posible que la derivada sea cero en
un punto, pero la funci�on no sea m�axima en ese punto. Puede ser un m��nimo, o un
punto de in
exi�on. La presencia de restricciones se resuelve usando la t�ecnica de los
multiplicadores de Lagrange. La funci�on a maximizar es la entrop��a y las variables o
inc�ognitas son las probabilidades de los macro estados. Se trabaja con el caso de un
n�umero �nito de posibles macro estados t.

Una peque~na di�cultad de nomenclatura viene del uso de p para denotar presi�on y
tambi�en probabilidad. Se espera que el contexto aclare esta posible confusi�on. En esta
secci�on pk denota la probabilidad de un macro estado k.

Ars Conjectandi

Una posible interpretaci�on de la entrop��a es en t�erminos de informaci�on. Lo que sigue
es una breve introducci�on de esta interpretaci�on que para algunos no es diferente de
la entrop��a de la termodin�amica o de la mec�anica estad��stica.

Considere un evento E que puede ocurrir como resultado de un experimento aleatorio
con probabilidad p. >Qu�e tan sorprendidos estaremos de enterarnos que E ocurri�o?

10



2.3. Principio m�axima entrop��a

Es razonable suponer que la sorpresa depende solo de p y que ser�a mayor mientras
menor sea p. Sea I(p) la informaci�on que se obtiene si nos enteramos que E ocurri�o.
Tambi�en podemos interpretar I(p) como la sorpresa contenida en el evento o la in-
certidumbre que existe si el experimento no ha arrojado resultados todav��a. Las tres
interpretaciones son equivalentes.

Los siguientes cuatro axiomas de�nen la forma funcional de I:

1. I(1) = 0, la ocurrencia de un evento cierto no sorprende, enterarnos de su
ocurrencia no produce informaci�on, en otras palabras, no hay incertidumbre
asociada a un evento cierto.

2. I(p) es una funci�on estrictamente decreciente de p. En s��mbolos, si p < q en-
tonces I(p) > I(q). A menor probabilidad mayor sorpresa, informaci�on o incer-
tidumbre.

3. La informaci�on derivada de la ocurrencia de dos eventos independientes es la
suma de las informaciones individuales. Si Pr[E1] = p1, Pr[E2] = p2 y E1 es
independiente de E2 entonces

I(p1p2) = I(p1) + I(p2):

Recuerde que si dos eventos son independientes la probabilidad de que ambos
ocurran (la intersecci�on) es el producto de las probabilidades individuales. Es
decir, la ocurrencia de uno de los eventos no afecta la probabilidad del otro, es
decir la probabilidad condicional es igual a la probabilidad marginal. Es decir,
si Pr[E2] 6= 0 se tiene

Pr[E1jE2] =
Pr[E1E2]

Pr[E2]
= Pr[E1];

y de manera sim�etrica Pr[E2jE1] = Pr[E2], lo que se expresa de manera com-
pacta como Pr[E1E2] = Pr[E1] Pr[E2].

4. El �ultimo axioma es algo t�ecnico, pero expresa la expectativa razonable de que a
peque~nos cambios en p correspondan peque~nos cambios en I(p). Esto se expresa
diciendo que I(p) es una funci�on continua de p.

Con estos cuatro axiomas es posible demostrar

Teorema 2.3.1. I es proporcional al logaritmo de p,

I(p) = �C log p:

La convenci�on en teor��a de la informaci�on es tomar C = 1 y trabajar con el logaritmo
base 2, lo que corresponde a usar el bit (digito binario) como unidad de informaci�on.

Dada una variable aleatoria X, con t posibles valores x1; x2; : : : xt; con respectivas
probabilidades p1; p2; : : : pt, el valor esperado de la informaci�on que se recibe si se
observa la ocurrencia de X es

S(X) = �
tX
i=1

pi log pi:

Una manera de interpretar lo anterior es recordar que � log pi es la informaci�on que
se obtiene si el evento X = xi ocurre, lo que tiene probabilidad pi, por tanto, su valor
esperado es el promedio ponderado por la probabilidad.

11



2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

Note que de manera deliberada se us�o S, el mismo s��mbolo que para la entrop��a.
Adem�as, la forma matem�atica de la ecuaci�on tambi�en es la misma. El mensaje es que
en esta interpretaci�on la entrop��a es el valor esperado (el promedio) de la informaci�on
que se obtiene de observar la variable aleatoria X. De manera equivalente, la entrop��a
es el valor esperado de la sorpresa al observar la variable aleatoria X. Tambi�en, es el
valor esperado de la incertidumbre contenida en la variable aleatoria X cuando no la
hemos observado.

No sobra advertir que para algunos est�a interpretaci�on de la entrop��a no es aceptable.
Sin embargo, es consistente con la entrop��a de Gibbs, que se vio es equivalente a la
entrop��a de Boltzman.

Cuando no hay restricciones diferentes a la normalizaci�on de las probabilidades, el
principio de m�axima entrop��a predice distribuci�on de probabilidades uniforme.

m�ax
S

k
(p1; p2; : : : ; pt) = m�ax

n
�

tX
i=1

pi ln pi

o
; sujeto a

tX
i=1

pi = 1;

lo que usando � como multiplicador de Lagrange equivale a

m�axL(p1; p2; : : : ; pt; �) = m�ax

�
�

tX
i=1

pi ln pi � �
� tX
i=1

pi � 1
��

;

de donde al igualar a cero las derivadas con respecto a cada pi, i = 1; : : : ; t y a �, la
soluci�on p�1; p

�
2; : : : ; p

�
t ; �
� debe cumplir

� ln p�i � 1� �� = 0 para i = 1; 2; : : : ; t; y

tX
i=1

pi = 1:

Es decir, pi = 1=t para todo i.

En conclusi�on, en ausencia de restricciones la distribuci�on que maximiza la entrop��a es
la uniforme. Lo que Bernoulli llam�o el principio de Ars Conjectandi, que hoy podemos
traducir como el Arte de Conjeturar. Es decir, de acuerdo al diccionario, el arte de
formar juicio de algo por indicios u observaciones. En palabras, si no hay raz�on u
observaci�on que indique lo contrario, entre varios posibles resultados, lo mejor es
asignar igual probabilidad.

En la interpretaci�on de incertidumbre, la maximizaci�on de la entrop��a equivale a
estimar probabilidades de manera insesgada, sin recargarse hacia ning�un posible re-
sultado, maximizando la incertidumbre.

Exponenciales

Cuando hay restricciones, el principio de m�axima entrop��a predice distribuci�on expo-
nencial. Es decir, la soluci�on a

1

k
m�axS = m�ax

�
�

tX
i=1

pi ln pi

�
;
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2.3. Principio m�axima entrop��a

sujeto a la condici�on de normalizaci�on
Pt
i=1 pi = 1; y a r restricciones de momentos,

tX
i=1

xk;ipi = hxk;ii = �k; (2.6)

donde las r constantes �k son datos conocidos del problema para k = 1; : : : ; r. Es-
tos momentos provienen de un conocimiento importante del sistema, por ejemplo,
conservaci�on de energ��a, momento angular, etc.

M�as adelante (ver secci�on 2.4) se presenta el caso en el cual cada estado del sistema
corresponde a la velocidad de las part��culas y la restricci�on corresponde a imponer
la energ��a cin�etica. En tal caso k = 1 por lo que solo se usa el sub��ndice i para
representar el estado del sistema, la velocidad vi de una part��cula gen�erica de masa
m, y la energ��a cin�etica como funci�on de la velocidad es xi = 1

2mv
2
i y la distribuci�on

de probabilidades que se encuentra del principio de m�axima entrop��a es la llamada
distribuci�on de Maxwell.

El problema general se resuelve usando los multiplicadores de Lagrange,

m�ax

�
�

tX
i=1

pi ln pi � (�0 � 1)
� tX
i=1

pi � 1
�
�

rX
k=1

�k

� tX
i=1

xk;ipi � �k
��

:

Por c�alculo, la soluci�on p�1; p
�
2; : : : ; p

�
t ; �
�
0; : : : ; �

�
r cumple,

� ln p�i � 1� (��0 � 1)�
rX

k=1

��kxk;i = 0; para i = 1; 2; : : : ; t:

Lo que se simpli�ca a

pi = exp
n
� ��0 �

rX
k=1

��kxk;i

o
= Z�1e�

P
k �
�
kxk;i ; (2.7)

donde se de�ni�o la funci�on de partici�on

Z =
X
i

exp
n
�
X
k

��kxk;i

o
: (2.8)

Para encontrar los multiplicadores se procede a

tX
i=1

pi = 1 = e��
�
0

tX
i=1

exp
n
�

rX
k=1

��kxk;i

o
= Ze��

�
0 ;

La funci�on de partici�on Z (2.8) cumple un papel fundamental, por ejemplo,

��0 = lnZ; y �k = hxk;ii = �@ lnZ

@��k
; para k = 1; 2; : : : ; r: (2.9)
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

Las r+ 1 ecuaciones (2.9) son un sistema para calcular los multiplicadores pues cada
�k es conocido. La interpretaci�on de los multiplicadores de Lagrange es importante.
Adem�as,

1

k
Smax = ��0 +

rX
k=1

��k�k: (2.10)

Otras relaciones que pueden ser �utiles de este formulismo son por ejemplo, el cambio
en el multiplicador �0. De la primera (2.9) se obtiene

��0 = � lnZ =
1

Z
�Z:

Ahora, de la de�nici�on de la funci�on de partici�on, ecuaci�on (2.8), se tiene

�Z =
X
i

X
k

�(��kxk;i + �k�xk;i) exp
n
�
X
k

�kxk;i

o
;

reemplazando y usando la expresi�on para las probabilidades, ecuaci�on (2.7), se obtiene

��0 = �
X
k

�
��k

X
i

pixk;i + �k
X
i

pi�xk;i
�

= �
X
k

�
��khxk;ii+ �kh�xk;ii

�
: (2.11)

Con esta expresi�on se puede calcular el cambio en Smax de la ecuaci�on (2.10) notando
que hay cancelaciones importantes,

1

k
�Smax =

rX
k=1

�k
�
�hxk;ii � h�xk;ii

�
;

que se acostumbra escribir como

1

k
�Smax =

rX
k=1

��k�Qk: (2.12)

donde Qk es un calor generalizado

�Qk = �hxk;ii � h�xk;ii: (2.13)

Otra expresi�on importante es para la varianza de xk;i,

hx2
k;ii � hxk;ii2 =

@2 lnZ

@�2
k

: (2.14)

En algunas aplicaciones xk;i depende de otra cantidad, digamos a y se quiere calcular
el cambio en hxk;ii debido al cambio en a,
@xk;i

@a

�
=
X
i

pi
@xk;i
@a

=
1

Z

X
i

@xk;i
@a

e�
P
k �
�
kxk;i

= � 1

Z

1

�k

@Z

@a
:
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2.4. Termodin�amica

2.4. Termodin�amica

Clasi�caci�on de sistemas termodin�amicos

Los sistemas Termodin�amicos se clasi�can de acuerdo con sus fronteras

a) Sistema Abierto: puede intercambiar energ��a, volumen y materia con el entorno.
La Tierra, los organismos vivientes son ejemplos t��picos.

b) Sistema Cerrado: puede intercambiar energ��a, pero no materia. La frontera pue-
de ser �ja, como por ejemplo, en un bombillo incandescente; o puede ser m�ovil
como en un pist�on o un globo.

c) Sistema Aislado: no puede intercambiar energ��a, ni materia. Para estos sistemas
la frontera es �ja. Esto es una idealizaci�on que dif��cilmente se presenta en la
realidad.

d) Membrana Semipermeable: es una frontera que deja pasar un tipo de part��culas
y otras no. La di�alisis se realiza con este tipo de membranas, la mayor��a de las
membranas en biolog��a son de este tipo. La discriminaci�on se logra por tama~no.

e) Frontera Adiab�atica: una frontera que no deja pasar calor.
f ) Fase: una parte homog�enea de un sistema separable mec�anicamente del resto.

La homogeneidad se re�ere a que las variables temperatura T , presi�on p y
concentraci�on c deben ser uniformes o depender continuamente de la posici�on.

Variables extensivas e intensivas

En termodin�amica es fundamental la diferencia entre variables extensivas e intensivas.
Para el primer caso, si el sistema se descompone en subsistemas A y B la propiedad
de todo el sistema m = mA + mB es igual a la suma de la propiedad de las partes.
Ejemplos de variables extensivas son el volumen, la energ��a, el n�umero de mol�eculas
de una determinada especie. Las variables intensivas son independientes del tama~no
del sistema, por ejemplo, la temperatura, o la densidad.

Formalismo

Para varios grados de libertad la forma gen�erica de la ecuaci�on para la entrop��a en
termodin�amica es

S = S(U; V;N): (2.15)

Donde U es la energ��a interna, V el volumen y N = [N1; : : : ; NM ] un vector cuyas
componentes indican el n�umero de mol�eculas para cada una de las posibles M especies
que de�nen la composici�on del sistema.

Por razones hist�oricas esta ecuaci�on se expres�o en t�erminos de la energ��a interna como

U = U(S; V;N): (2.16)

Continuando con el formalismo, los cambios peque~nos se expresan como

dS =

�
@S

@U

�
V;N

dU +

�
@S

@V

�
U;N

dV +

MX
j=1

 
@S

@Nj

!
U;V;Ni6=j

dNj :
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O en forma equivalente

dU =

�
@U

@S

�
V;N

dS +

�
@U

@V

�
S;N

dV +

MX
j=1

 
@U

@Nj

!
U;V;Ni6=j

dNj :

Las derivadas parciales corresponden a las de�niciones de temperatura T , presi�on p,
y potencial qu��mico �j

T =

�
@U

@S

�
V;N

; p = �
�
@U

@V

�
S;N

; �j =

 
@U

@Nj

!
S;V;Ni6=j

: (2.17)

Usando estas de�niciones en la forma diferencial de la ecuaci�on de energ��a se tiene

dU = T dS � p dV +

MX
j=1

�j dNj : (2.18)

Alternativamente, se tiene

dS =
1

T
dU +

p

T
dV �

MX
j=1

�j
T

dNj : (2.19)

Y en concordancia con las de�niciones anteriores se tiene

1

T
=

�
@S

@U

�
V;N

;
p

T
=

�
@S

@V

�
U;N

;
�j
T

= �

 
@S

@Nj

!
U;V;Ni6=j

:

Hay que tener cuidado al usar la regla de la cadena, pues las variables tienen relaciones
entre si no siempre evidentes. Por ejemplo, la regla de la cadena indicar��a que

@S

@V
=
@S

@U

@U

@V
= � p

T
;

lo cual no es correcto. Si se substituye dU = T dS � p dV en la expresi�on dS =
(1=T ) dU + (@S=@V ) dV . Se toma temporalmente dNj = 0, que no juega ning�un
papel en este asunto. Por tanto,

dS =
1

T
[T dS � p dV ] +

�
@S

@V

�
U

dV

= dS � p

T
dV +

�
@S

@V

�
U

dV;

y por tanto, �
@S

@V

�
U

=
p

T
;

que es lo correcto.
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1a y 2a ley

La termodin�amica empez�o con un an�alisis del ingeniero Sadi Carnot (1796-1832) sobre
la e�ciencia de los motores. Era la �epoca de los motores de vapor, su pregunta fue
c�omo construir el motor m�as e�ciente. La primera ley, la ley de conservaci�on de la
energ��a no se conoc��a. Pero su an�alisis cuidadoso permiti�o la formulaci�on de la segunda
ley, mediante la consideraci�on de un motor ideal, un motor reversible. Este es uno de
los pocos casos en los cuales la ingenier��a ha hecho una contribuci�on fundamental a
la f��sica.

La conservaci�on de energ��a, la primera ley de la termodin�amica es

dU = �q + �W:

Para un sistema cerrado la ecuaci�on diferencial fundamental de la energ��a es

dU = T dS � p dV:

El cambio en el trabajo para un proceso lento es �W = �p dV . Combinando se obtiene
la llamada de�nici�on termodin�amica de la entrop��a

dS =
�q

T
: (2.20)

De la experiencia cotidiana se sabe que si se hace trabajo y hay fricci�on, parte del
trabajo se \pierde". Bueno, realmente no se pierde, se transforma en calor. Suponga
que es posible hacer trabajo a temperatura constante, independientemente de si hay
intercambio de calor con el ambiente. La pregunta es si es posible reversar un proceso
como ese. Es decir, si es posible convertir calor en trabajo a igual temperatura, porque
si en un sentido se hace trabajo y se trans�ere calor al ambiente, reversando el proceso
se convierte calor en trabajo. La segunda ley de la termodin�amica dice que no, que
no es posible. Esta es la forma como Carnot formul�o la ley. Espec���camente, Carnot
asumi�o que no es posible convertir calor en trabajo a temperatura constante sin otros
cambios en el sistema o en su entorno.

Una consecuencia de una hipot�etica negaci�on de esta consideraci�on de Carnot, tal que
fuera posible convertir calor en trabajo sin otros cambios, ser��a que el calor puede

uir de un cuerpo fr��o a uno caliente. Porque si se pudiera obtener trabajo del calor de
algo que no cambia temperatura, por ejemplo, el mar, ese trabajo se puede convertir
en calor por fricci�on sobre algo que ya tiene una temperatura mayor. Se podr��a por
lo tanto extraer calor de un cuerpo m�as fr��o y llevarlo a uno caliente. Esto explica
porque algunas veces la segunda ley tambi�en se enuncia diciendo que no es posible
que el calor, por si mismo, pueda 
uir de un cuerpo fr��o a uno caliente.

Para comprender esto es �util el bien conocido ciclo de Carnot de un motor ideal
reversible (�gura 2.1). Iniciando del punto A, el cilindro del motor est�a en contacto
con un ba~no a una temperatura T1 y se procede lentamente a una expansi�on isot�ermica
como se ilustra en la l��nea continua AB. A medida que el volumen aumenta, la presi�on
disminuye. Tambi�en sabemos que a medida que el gas se expande a temperatura
constante debe haber un 
ujo de calor desde el entorno hacia el cilindro, digamos Q1.

17



2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica
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V

Figura 2.1. Motor ideal reversible. L��neas continuas cambio isot�ermico, l��neas puntea-
das cambio adiab�atico

De no haber tal 
ujo la expansi�on va acompa~nada de un enfriamiento. Suponga que
el 
uido que llena el cilindro es un gas ideal, la relaci�on entre la presi�on y el volumen
es

pV = NmRT1:

En el punto B se retira el cilindro del ba~no de calor a temperatura T1 y se a��sla del
entorno para continuar en una expansi�on adiab�atica, es decir sin 
ujo de calor, as�� se
llega hasta el punto C, donde la temperatura es T2 < T1 (l��nea punteada BC). Para un
gas ideal sabemos que, en un cambio adiab�atico de volumen, la presi�on y el volumen
est�an relacionadas por pV 
 =constante. Ambas expansiones se hacen lentamente, sin
fricci�on, por lo que ambas son reversibles.

En el punto C se rodea el cilindro de un segundo ba~no a temperatura T2 y lentamente
se comprime hasta el punto D (l��nea continua CD). Para esto no se usa ning�un
proceso irreversible. Como el cilindro est�a en contacto con el ba~no fr��o y el proceso es
isot�ermico, habr�a un 
ujo de calor Q2 desde el cilindro hacia el ba~no. Se retira el ba~no
y se a��sla el cilindro para continuar con una compresi�on adiab�atica hasta regresar al
punto inicial A (l��nea punteada DA).

Nuevamente en todo el ciclo no se ha usado ning�un proceso irreversible. El cilindro
recibi�o un 
ujo de calor Q1 del ba~no caliente y entrego al ba~no fr��o una cantidad Q2.
Pero adem�as en el ciclo el cilindro hizo un trabajo, que se puede cuanti�car como el
�area entre las curvas,

W =

Z C

A

p dV +

Z A

C

pdV;

de la primera ley tambi�en sabemos que

W = Q1 �Q2:

Suponga que hay otros motores reversibles, eventualmente algunos m�as e�cientes que
el del ejemplo que acabamos de presentar. Sin embargo, tal suposici�on no es posible.
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Sean T1 y T2 las temperaturas de ambos ba~nos, que son �jas. Por contradicci�on se
asume que el trabajo en uno de los motores es W y el del otro es W 0 > W . Usando
la reversibilidad es posible dejar todo como estaba y quedar con un trabajo extra
W 0 �W , lo que de acuerdo con la segunda ley es imposible. Por lo tanto, todos los
motores reversibles producen el mismo trabajo W , toman calor Q1 del ba~no caliente
T1 y entregan calor Q2 al ba~no fr��o T2.

Se puede calcular el calor Q1 que se recibe del entorno en la rama isot�ermica AB,
mediante

Q1 =

Z B

A

p dV = NmRT1 ln
VB
VA

:

De manera equivalente,

Q2 = NmRT2 ln
VC
VD

:

De la expansi�on adiab�atica en la rama BC se tiene

pV 
 = pBV


B = NmRT1V


�1
B = NmRT2V


�1
C ;

y de la compresi�on adiab�atica en la rama DA se tiene

T1V

�1
A = T2V


�1
D ;

por lo tanto,
Q1

T1
=
Q2

T2
:

De esto se obtiene la e�ciencia m�axima te�orica de un motor reversible

� =
W

Q1
=
Q1 �Q2

Q1
=
T1 � T2

T1
:

Usando la ecuaci�on (2.20) se tiene la expresi�on del cambio de entrop��a en el proceso
isot�ermico AB

SB � SA =

Z B

A

dQ

T
=
Q1

T1
:

En la fase caliente el cilindro aumenta la entrop��a pues recibe calor. De manera
semejante para el proceso CD

SD � SC = �Q2

T2
;

el cilindro pierde calor y, por tanto, su entrop��a decrece. En consecuencia, en el ciclo
completo no hay cambio en la entrop��a, pues SB = SC y SD = SA en las ramas
adiab�aticas y, por tanto, isentr�opicas. Es decir, esto es otra manera de demostrar que

Q2

T2
=
Q1

T1
:

Este importante modelo de un motor ideal solo se aplica para ciclos reversibles.

Como consecuencia, otra manera de expresar la segunda ley es que en cualquier pro-
ceso irreversible la entrop��a aumenta. Dicho de otra manera, la entrop��a del universo
es creciente.
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

Ley de gases ideales

Usando la de�nici�on de presi�on,

p

T
=

�
@S

@V

�
U;N

;

y la expresi�on de Boltzmann para la entrop��a S(V ) con el modelo de ocupaciones y
sitios en una grilla se tiene

S

k
= lnM(m;n) = ln

�
m!

n!(m� n)!

�
:

El volumen V est�a relacionado linealmente con el n�umero de sitios m, por tanto,
(@m=@V ) = m=V , luego,�

@S

@V

�
N

=

�
@S

@m

�
N

�
@m

@V

�
=

�
@S

@m

�
N

�
m

V

�
:

Usando la aproximaci�on de Stirling

S

k
= ln

�
mm

nn(m� n)m�n

�
= m lnm� n lnn� (m� n) ln(m� n):

Lo que se puede simpli�car usando m = n+ (m� n) en el primer t�ermino,

S

k
= �n ln

�
n

m

�
� (m� n) ln

�
m� n
m

�
:

Tomando la derivada�
@S

@m

�
N

= k

�
1 + lnm� ln(m� n)� m� n

m� n

�
= �k ln

�
1� n

m

�
;

y como n=m � 1 se puede tomar el primer t�ermino de la expansi�on ln(1 � x) �
�x� x2=2� x3=3� : : :, y as�� obtener

p = �kT m
V

 
� n
m
� n2

2m2
� : : :

!
que es la ley de gases ideales

p =
nkT

V
:

Flujo de calor

La temperatura permite predecir el 
ujo de calor. El intercambio de calor busca ma-
ximizar la entrop��a. En el estado de equilibrio las temperaturas son iguales. Considere
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2.4. Termodin�amica

dos subsistemas A y B con energ��a UA y UB y temperatura TA y TB respectivamente.
Los dos subsistemas se ponen en contacto t�ermico entre si, pero aislados del entorno.
La energ��a total, U = UA + UB =, es constante. Con est�a restricci�on, el cambio en
entrop��a es

dS = d(SA + SB) =

�
@SA
@UA

�
V;N

dUA +

�
@SB
@UB

�
V;N

dUB = 0:

Por lo tanto, tomando dUA = �dUB y la de�nici�on de temperatura se obtiene

1

TA
=

1

TB
:

En palabras, si inicialmente no hay equilibrio el calor 
uye de tal manera que la
entrop��a crezca, dS = (1=TA�1=TB) dUA > 0, es decir del subsistema caliente al fr��o.
En el equilibrio las temperaturas se igualan (�gura 2.2).

Cambio de volumen

La diferencia de presiones produce cambio de volumen y temperatura. Se pueden pre-
decir los cambios considerando la entrop��a. Considere un cilindro aislado del entorno,
partido en dos por un pist�on movible, Sean A y B los subsistemas con energ��as UA y
UB y temperaturas TA y TB . Se ponen en contacto t�ermico, pero est�an aislados del

S

U
UB UA

SA

SB

Figura 2.2. 1=T es la pendiente de la funci�on S = S(U). En equilibrio ambos subsis-
temas tienen la misma temperatura, no necesariamente la misma energ��a o entrop��a.
Adaptada de Dill y Bromberg (2003)
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

entorno. Claramente U = UA +UB = constante y V = VA +VB = constante. Usando
la ecuaci�on de la entrop��a la condici�on de equilibrio es

dS =

�
pA
TA
� pB
TB

�
dVA +

�
1

TA
� 1

TB

�
dUA = 0:

Claramente,
1

TA
=

1

TB
y pA = pB :

En el equilibrio se igualan temperaturas y presiones.

Energ��a libre de Helmholtz

Hay circunstancias en las cuales las condiciones del entorno imponen una variable
intensiva, T; p o �. Por ejemplo, el sistema est�a en contacto con un camisa o ba~no
t�ermico muy grande que mantiene la temperatura. La variable extensiva correspon-
diente, la energ��a U se intercambia con el entorno. A tales intercambios se les dice

uctuaciones. Si la presi�on se controla el volumen 
uct�ua. Si el potencial qu��mico se
�ja, el n�umero de part��culas 
uct�ua. A estos sistemas se les llama tubos de ensayo.

Sean SB ; UB la entrop��a y energ��a del ba~no, y SS ; US las correspondientes del tubo
que se mantiene a temperatura T , con volumen y n�umero de part��culas constantes.

Como el sistema ba~no m�as tubo es aislado, se cumple que dUB+dUS = 0 y la entrop��a
debe crecer dSB + dSS � 0. Combinando con la ecuaci�on fundamental para el ba~no
dSB = dUB=T se tiene dSB = �dUS=T y, por tanto,

dSS �
dUS
T
� 0 ) dUS � T dSS � 0:

Por esta raz�on, para estos casos es conveniente de�nir la Energ��a Libre de Helmholtz
como

F = U � TS: (2.21)

Para un sistema en el cual T; V;N son constantes el estado de equilibrio corresponde
al m��nimo de F , pues

dF = dU � T dS � S dT = dU � T dS:

La segunda ecuaci�on se debe a que T es constante.

La de�nici�on de la Energ��a libre F expresa un balance entre la energ��a interna U
y la entrop��a S, donde la temperatura T determina la posici�on del balance. A al-
tas temperaturas la entrop��a domina, y a bajas temperaturas la energ��a domina. La
energ��a libre es tambi�en el m�aximo trabajo \�util" que se puede obtener bajo T; V;N
constantes.

Si se substituye la ecuaci�on fundamental para dU se obtiene

dF = �S dT � p dV +

MX
j=1

�j dNj ; (2.22)

v�alida en condiciones generales, es decir, no solo para un sistema rodeado por un ba~no
con T; V;N constantes. Note que en este �ultimo caso produce dF = 0 como debe ser.
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2.4. Termodin�amica

Entalp��a

Para sistemas con V y N �jos se han de�nido tres funciones fundamentales, con un
principio extremal asociado. La funci�on de entrop��a S = S(U; V;N) es m�axima cuando
U se controla en la frontera. La funci�on de energ��a U = U(S; V;N) es m��nima si S se
controla en la frontera. Y la funci�on de energ��a libre de Helmholtz F es m��nima cuando
T se controla en la frontera. Hay otras dos funciones fundamentales. La entalp��a que
se de�ne en este numeral y la energ��a libre de Gibbs en el pr�oximo.

La entalp��a, que es m��nima en el equilibrio para un sistema en el cual S; p y N son
las variables independientes, se de�ne como

H = H(S; p;N)) = U + pV:

La entalp��a de un sistema es igual a su energ��a interna m�as el trabajo necesario
para hacer espacio para el sistema a presi�on constante. No es com�un usar la entalp��a
como principio extremal porque la entrop��a no es una variable f�acil de controlar. Sin
embargo, es �util porque se puede obtener de experimentos calorim�etricos.

Si se calcula el diferencial de la de�nici�on y se reemplaza la expresi�on fundamental
de dU se obtiene

dH = T dS + V dp+

MX
j=1

�j dNj :

Energ��a libre de Gibbs

Controlar la temperatura y la presi�on es m�as f�acil, la atm�osfera los provee, por tanto,
la siguiente funci�on fundamental tambi�en es muy �util, la llamada Energ��a Libre de
Gibbs, que se de�ne como

G = H � TS: (2.23)

Para un sistema en el cual T; p;N son constantes el estado de equilibrio corresponde
al m��nimo de G, con

dG = �S dT + V dp+

MX
j=1

�j dNj :

La l�ogica de la energ��a libre de Gibbs es similar a la de Helmholtz. Si un proceso ocurre
en un tubo de ensayo a presi�on y temperatura constante, la energ��a libre de Gibbs
es un m��nimo. Las reacciones qu��micas, los cambios de fase, los procesos biol�ogicos
y f��sicos pueden ocurrir en tubos de ensayo. Un tubo de ensayo puede intercambiar
energ��a con el entorno por cambio de volumen y/o 
ujo de calor. El equilibrio se da
cuando la entrop��a del tubo m�as la del entorno es m�axima. Como para el tubo mismo,
T; p;N son constantes, el equilibrio ocurre cuando la energ��a libre G es m��nima.
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2. Fundamentos de termodin�amica y mec�anica estad��stica

Distribuci�on de Boltzmann

El principio de maximizaci�on de la entrop��a permite calcular la probabilidad de un
determinado nivel de energ��a Ej ; dado el promedio de la energ��a, mediante la llamada
Distribuci�on de Boltzmann

Pr[E = Ej ] = Z�1e�Ej=kT ; (2.24)

donde

Z =

tX
j=1

e�Ej=kT (2.25)

es la funci�on de partici�on, que como se ver�a tiene mucha informaci�on.

Justi�caci�on

La siguiente es una justi�caci�on de la ecuaci�on (2.24). Para un microestado j, se quiere
calcular la probabilidad pj , dada la energ��a Ej . Se supone (T; V;N) constantes. Luego
la condici�on de equilibrio es la energ��a libre dF = dU�T dS = 0. Se procede a calcular
dS,

S

k
= �

tX
j=1

pj ln pj ) dS = �k
tX

j=1

(1 + ln pj) dpj ;

y dU ,

U = hEi =

tX
j=1

pjEj ) dU = dhEi =

tX
j=1

(Ej dpj + pj dEj):

La primera ley es dU = �Q+�W . Si V es constante dU = dhEi = �q, luego
P
Ej dpj

es el calor y
P
pj dEj el trabajo.

Luego la distribuci�on en el equilibrio cumple

dF = dhEi � T dS = 0 sujeta a
X

pj = 1:

Usando la t�ecnica de multiplicadores de Lagrange

dF =

tX
j=1

[Ej + kT (1 + ln p�j ) + �] dpj = 0;

lo que da ln p�j = �Ej=kT��=kT�1:De donde se llega a la Distribuci�on de Boltzmann

pj = Z�1e�Ej=kT ; con Z =

tX
j=1

e�Ej=kT
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2.4. Termodin�amica

Aplicaci�on

En la atm�osfera, debido al potencial gravitatorio la energ��a depende de la altura z,

E(z) = mgz:

Por lo tanto, para una atm�osfera isot�ermica se tiene

p(z)

p(0)
=
N(z)kT=V

N(0)kT=V
=
N(z)

N(0)
= e�mgz=kT

Distribuci�on Maxwell-Boltzman

Una part��cula en un recipiente, a volumen constante, con velocidad v = (vx; 0; 0) y
masa m, tiene energ��a cin�etica E(vx) = 1

2mv
2
x, luego de acuerdo con la distribuci�on

de Boltzmann se tiene

p(vx) =

�
1

2�mkT

�1=2

e�mv
2
x=2kT :

En general las componentes son independientes, luego

p(vx; vy; vz) =

�
m

2�kT

�3=2

e�m(v2
X+v2

y+v2
z)=2kT ;

que es una distribuci�on normal tridimensional para las velocidades. En particular la
media es h 12mv

2i = 3
2kT y la varianza kT=m.

Funci�on de partici�on

En muchos casos el estado base tiene E1 = 0. Si T !1 entonces Pr[Ej ]! 1=T . En
el otro extremo si T ! 0 entonces Pr[Ej ] ! 0 para j 6= 1 mientras que Pr[E1] = 1.
Tambi�en es posible enfocarse en niveles de energ��a El que tienen multiplicidad M(El),
en tal caso Pr[El] = Z�1M(El)e

�El=kT :

La funci�on de partici�on de un sistema de N part��culas distinguibles e independientes
se escribe como

Z = zN ;

donde z es la funci�on de partici�on de cada part��cula.

La funci�on de partici�on de un sistema de N part��culas indistinguibles e independientes
se escribe como

Z =
zN

N !
;

claramente

U = hEi =

tX
j=1

Ej Pr[Ej ] = Z�1
tX

j=1

Eje
��Ej ;
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donde � = 1=kT facilita la escritura. Es f�acil ver que

U

kT 2
=
@ lnZ

@T
) U = �@ lnZ

@�
: (2.26)

Igualmente usando la Funci�on Partici�on se puede expresar la entrop��a

S = k lnZ +
U

T
= k lnZ + kT

@ lnZ

@T
: (2.27)

Tambi�en se puede expresar la Energ��a Libre,

F = U � TS = �kT lnZ ) Z = expf��Fg; (2.28)

el potencial qu��mico,

�j = �kT @ lnZ

@Nj
; (2.29)

la presi�on

p = kT
@ lnZ

@V
; (2.30)

y la varianza de la energ��a,

h(E � hEi)2i = hE2i � hEi2 =
@2 lnZ

@�2
: (2.31)

2.5. Magnetismo

Para un sistema magn�etico la primera ley de la termodin�amica es

dU = T dS �M dH; (2.32)

donde M es la magnetizaci�on y H el campo magn�etico (no confundir con la entalp��a
H). Ac�a se asume que el volumen y la composici�on son �jos, por lo tanto, dV = 0 y
dNj = 0. En esta forma de escribir la energ��a no se incluye la energ��a almacenada en
el campo magn�etico.

En t�erminos de la energ��a libre (y en vista de la ecuaci�on (2.28) de la funci�on de
partici�on) la magnetizaci�on es

M = �
�
@F

@H

�
T

: (2.33)

El calor espec���co a H constante es

CH =

�
@U

@T

�
H

; (2.34)

la susceptibilidad isot�ermica

�T =

�
@M

@H

�
T

: (2.35)

El calor espec���co a H o M constantes tambi�en se puede expresar en t�erminos de la
entrop��a (X = H;M)

CX = T

�
@S

@T

�
X

:
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Cap��tulo 3

Transiciones de fase

La consecuencia m�as espectacular de la interacci�on entre part��culas es la aparici�on
de nuevas fases de la materia cuyo comportamiento colectivo tiene muy poca seme-
janza con el de part��culas aisladas. >C�omo se transforma el comportamiento de las
part��culas? Formalmente, todas las propiedades macrosc�opicas se pueden deducir de
la funci�on de energ��a libre de las part��culas. Para que haya cambios dr�asticos se re-
quieren singularidades. Como la funci�on de partici�on de un conjunto de part��culas es
anal��tica, la singularidad requiere un n�umero in�nito de part��culas, el llamado l��mite
termodin�amico. El estudio de las transiciones de fase es por tanto el estudio del ori-
gen de las singularidades de la funci�on de energ��a libre o sus derivadas. La simulaci�on
Monte Carlo del modelo Ising de un ferromagneto es una herramienta importante para
entender el balance entre las interacciones, el campo externo y la 
uctuaci�on t�ermica.
A pesar de que el modelo Ising es el m�as simple de los modelos de transici�on de fase
tiene todos los elementos para aplicarse a 
uidos, aleaciones binarias, pol��meros y
variedad de situaciones ambientales y sociales.

3.1. Caracterizaci�on

Una transici�on de fase se caracteriza por una singularidad en un potencial termo-
din�amico, como por ejemplo la energ��a libre o una de sus derivadas. Lo que se obser-
va es un cambio abrupto en alguna de las propiedades de una substancia. Ejemplos
t��picos son los cambios de estado de la materia. En tales casos hay fronteras bien
de�nidas entre un estado y otro y si se cruza una de estas fronteras hay un cambio
abrupto de la densidad y liberaci�on de calor latente.

Si hay una discontinuidad �nita en uno o m�as de las derivadas de primer orden de
tal potencial termodin�amico la transici�on de fase se denomina de primer orden. Para
un sistema magn�etico, la energ��a libre F , ver de�nici�on en la ecuaci�on (2.21), es el
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potencial termodin�amico apropiado, con una discontinuidad en la magnetizaci�on

M = �
�
@F
@H

�
T
: (3.1)

Para un 
uido, la energ��a libre de Gibbs G, de�nida en la ecuaci�on (2.23), es el poten-
cial termodin�amico relevante y hay discontinuidades en el volumen y en la entrop��a
al cruzar la curva de presi�on de vapor. Un salto en la funci�on de entrop��a implica que
la transici�on de fase tiene asociado un calor latente.

Si las primeras derivadas son continuas pero las segundas son discontinuas o in�nitas,
la transici�on de fase ser�a de orden mayor, continua, o cr��tica. Este tipo de transici�on
corresponde a una susceptibilidad divergente, una longitud de correlaci�on in�nita y
un decaimiento de la correlaci�on de acuerdo con una ley potencial. Siempre es �util
examinar con cuidado el comportamiento de los potenciales termodin�amicos cerca a
un punto cr��tico. La idea es comparar con la forma t��pica de las transiciones de primer
y segundo orden.

El ejemplo del punto cr��tico l��quido-vapor ayuda a reforzar el concepto. En un diagra-
ma presi�on-temperatura de una substancia pura, por ejemplo, el agua, se identi�can
las tres fases s�olida, l��quida y gaseosa, separadas por fronteras. Las fronteras son
relaciones entre presi�on y temperatura en las que dos fases pueden coexistir (ver �-
gura 3.7). Hay tambi�en un punto triple en el que coexisten las tres. Hacia la derecha,
es decir para temperatura y presi�on altas, la frontera entre l��quido y gas desaparece,
termina en un punto cr��tico, con presi�on y temperatura cr��ticas. En la vecindad del
punto cr��tico las propiedades f��sicas del l��quido y el gas cambian dram�aticamente,
las dos fases se hacen m�as semejantes. Por ejemplo, el agua l��quida bajo condiciones
normales es pr�acticamente incompresible, tiene un coe�ciente de expansi�on t�ermica
bajo y es un solvente excelente. Cerca al punto cr��tico, estas propiedades cambian a
lo opuesto: el agua es m�as compresible, expandible y un mal solvente. En el punto
cr��tico solo hay una fase, el calor latente es cero.

Introducci�on

Un primer acercamiento a las transiciones de fase es mediante la descripci�on de como
cambian las diferentes funciones termodin�amicas a medida que cambian las variables
que producen la transici�on. En lo que sigue se describen las �guras 3.1 a 3.10 para el
caso de un magneto y para los cambios de fase gas-l��quido en un 
uido. Es conveniente
analizar las �guras cuidadosamente y tener en cuenta el signi�cado de las variables
consideradas.

La �gura 3.1 ilustra la dependencia de la magnetizaci�on M de la temperatura T para
diferentes valores del campo magn�etico H: Es notoria la magnetizaci�on!espont�anea
de un ferromagneto por debajo de la temperatura cr��tica, en ausencia de campo
magn�etico externo. La �gura 3.2 ilustra el diagrama de fase de un ferromagneto
simple. Sin campo externo aplicado, H = 0; y para temperaturas en el rango 0 � T <
Tc hay una l��nea de transiciones de fase de primer orden. Por ejemplo, un cambio a lo
largo de la l��nea punteada denotada con 1 signi�ca un salto entre dos fases, una con
magnetizaci�on negativa para H < 0 y otra con magnetizaci�on positiva para H > 0: El
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cambio en la energ��a libre F a lo largo de tal trayectoria se observa en la �gura 3.3 en
la curva denotada T < Tc: Se puede observar que aunque F es continua, para H = 0
su primera derivada no, la curva termina en un pico, las derivadas por la derecha y
por la izquierda son diferentes. La discontinuidad en la derivada al cruzar la l��nea
de transiciones de fase, se puede observar en la magnetizaci�on que se representa en
la �gura 3.4 en la curva correspondiente al caso T < Tc: Efectivamente, tal como lo
expresa la ecuaci�on (3.1) esta discontinuidad en la derivada corresponde al salto en
la magnetizaci�on M , como se puede ver en la �gura 3.3.

H<0

H>0
H→0+

H→0-

T

M

Figura 3.1. Dependencia de la magnetizaci�on M en la temperatura T para diferentes
valores del campo magn�etico H; que ilustra la transici�on de fase en un ferromagneto
simple. Para el campo cero H = 0, por debajo de la temperatura cr��tica hay una
magnetizaci�on espont�anea�M(T ): El par�ametro de orden de esta transici�on de fase es
la magnetizaci�on y el par�ametro ajustable es la temperatura. Adaptada de Yeomans,
1992

Como se indica en la leyenda de la �gura 3.1, el par�ametro de orden para este ejem-
plo es la magnetizaci�on. Para la transici�on l��quido-gas el par�ametro de orden es la
diferencia de densidades. Como su nombre lo indica, un par�ametro de orden mide el
grado de orden a trav�es de una frontera en una transici�on de fase. Normalmente es
cero en una de las fases, por encima del punto cr��tico, y no es cero en la otra. La
susceptibilidad del par�ametro de orden normalmente diverge en el punto cr��tico. El
origen del par�ametro de orden es la p�erdida de simetr��a. Cuando esto ocurre, se re-
quiere una variable nueva para describir el estado del sistema. Por ejemplo, en la fase
ferro magn�etica es necesario cuanti�car la magnetizaci�on, cuya direcci�on se escogi�o
espont�aneamente cuando el sistema se enfri�o por debajo del punto cr��tico.

En la �gura 3.2 se puede observar el punto cr��tico, T = Tc; H = 0. A lo largo de la
trayectoria punteada 2; con T = Tc; a medida que aumenta H desde valores negativos,
cruza por cero y pasa a valores positivos se presenta una transici�on de fase cr��tica, la
magnetizaci�on, que es igual a la primera derivada de la energ��a libre F es continua
en H = 0 como se ve en la �gura 3.3 en la curva denotada T = Tc; y se veri�ca en
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la magnetizaci�on representada en la �gura 3.4 para el caso T = Tc: Pero en el punto
cr��tico la segunda derivada de la energ��a libre F es in�nita, como se puede apreciar
en la �gura 3.5 en la curva correspondiente al caso T = Tc: La susceptibilidad � es
la primera derivada de la magnetizaci�on M y por tanto, la segunda derivada de la
energ��a libre F (ver ecuaci�on (2.35)).

La trayectoria punteada 3; en la �gura 3.2 corresponde a un valor dado de T > Tc;
aumento de H desde valores negativos, cruce por cero y paso a valores positivos. En tal
trayectoria se presenta una transici�on de fase de segundo orden, se pasa continuamente
de una fase a otra. La primera derivada de la energ��a libre F es continua en H =
0 como se ve en la �gura 3.3 en la curva denotada T > Tc; y se veri�ca en la
magnetizaci�on representada en la �gura 3.4 para el caso T > Tc: Adem�as la segunda
derivada de la energ��a libre F es �nita, como se puede apreciar en la �gura 3.5 en
la curva correspondiente al caso T > Tc: La susceptibilidad � es la primera derivada
de la magnetizaci�on M y por tanto, la segunda derivada de la energ��a libre F (ver
ecuaci�on (2.35)).

H

T

1 2 3

4

5

6

Tc

Figura 3.2. Diagrama de fase ferromagneto simple. Hay una l��nea de transiciones
de primer orden a lo largo de H = 0 que termina en un punto cr��tico en T = Tc.
Adaptada de Yeomans, 1992

El diagrama de fase en la �gura 3.2 es sim�etrico como consecuencia de la simetr��a
ante el cambio de orientaci�on del campo magn�etico. Esta caracter��stica es importante
para estudiar en su versi�on m�as simple las transiciones de fase. En otros casos, por
ejemplo en la transici�on de l��quido a gas, que es cualitativamente semejante no existe
esta simetr��a, lo que hace un poco m�as complejo el estudio. La energ��a libre F en la
�gura 3.3 es convexa y sim�etrica con respecto a la recta H = 0. Esto concuerda con
la anterior observaci�on. Por otro lado, la energ��a libre tiene su m�aximo en H = 0 y
desarrolla una c�uspide para valores de la temperatura menores a la cr��tica. Como se
indic�o esto es caracter��stico de la transici�on de fase de primer orden, como se ve m�as
claro en la magnetizaci�on, �gura 3.4.
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Figura 3.3. Dependencia de la energ��a libre F en el campo magn�eticoH para diferentes
valores de la temperatura T; en la transici�on de fase en un ferromagneto simple.
Adaptada de Yeomans, 1992

Tambi�en interesa la dependencia de la magnetizaci�on M y la susceptibilidad � de la
temperatura para un campo magn�etico constante. Esto se ilustra en las �guras 3.1
y 3.6, para las tres trayectorias punteadas marcadas con los n�umeros 4; 5 y 6 en la
�gura 3.2. Por la simetr��a anotada no es posible cruzar la frontera de cambio de fase
variando solo la temperatura, como si es posible para otros casos, como la transici�on de
gas a l��quido. La trayectoria 5, que corresponde a H = 0, a medida que la temperatura
disminuye se cruza el punto cr��tico y sigue por la l��nea de coincidencia de las dos fases
hasta la temperatura cero. Para las trayectorias 4 y 6 que se escogieron sim�etricas,
la primera positiva y la segunda negativa no hay transici�on de fase. Para valores del
campo magn�etico diferentes a cero, la magnetizaci�on aumenta suavemente a medida
que la temperatura disminuye hasta alcanzar el valor de saturaci�on correspondiente
al caso en que todos los espines est�an alineados, seg�un el signo del campo (�gura 3.1).

Regresando a la �gura 3.1, para el caso H = 0, si T > Tc la magnetizaci�on es cero,
el ruido t�ermico predomina, los espines no tienden a alinearse. En T = Tc hay una
bifurcaci�on, si la temperatura sigue disminuyendo la interacci�on entre los espines do-
mina sobre el ruido t�ermico, los espines se alinean, la existencia de una agrupaci�on
de espines orientados en un determinado sentido puede crecer, aparece magnetizaci�on
y eventualmente todos los espines se alinean. Cual de los dos sentidos predomina es
accidental, depende de condiciones iniciales in�nitesimales. Ambas ramas tienen igual
energ��a libre, la termodin�amica no permite seleccionar una sobre la otra. La suscepti-
bilidad es m�axima para T = Tc y es sim�etrica para valores positivos o negativos de H.
Lo m�as importante es que diverge para H = 0 lo que corresponde a la magnetizaci�on
espont�anea (�gura 3.6).
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Figura 3.4. Dependencia de la magnetizaci�on M en el campo magn�etico H para dife-
rentes valores de la temperatura T; que ilustra la transici�on de fase en un ferromagneto
simple. Para el campo cero H = 0, por debajo de la temperatura cr��tica hay una mag-
netizaci�on espont�anea �M(T ): Adaptada de Yeomans, 1992

Para contrastar con otros sistemas m�as complejos se presenta en la �gura 3.7 el dia-
grama de fase para el agua. Para establecer una correspondencia con el ferromagneto
basta identi�car el momento magn�etico H con el volumen V y la magnetizaci�on M
con la presi�on p. Por ejemplo comparar, con dNj = 0; la ecuaci�on diferencial de la
energ��a para el 
uido, ecuaci�on (2.18), con la del ferromagneto, ecuaci�on (2.32). Con
tal correspondencia conectar la termodin�amica es simple. Note la falta de simetr��a.
Por ejemplo, siguiendo trayectorias con temperatura constante si es posible cruzar
una frontera entre fases.

H

T<Tc

T>Tc

T=Tc

χ

Figura 3.5. Dependencia de la susceptibilidad � en el campo magn�etico H para di-
ferentes valores de la temperatura T; en la transici�on de fase en un ferromagneto
simple. Adaptada de Yeomans, 1992
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TTc

χ
H=0

H�0H�0

Figura 3.6. Dependencia de la susceptibilidad � en la temperatura T para diferentes
valores del campo magn�etico H; en la transici�on de fase en un ferromagneto simple.
Adaptada de Yeomans, 1992

La asimetr��a es m�as clara en la gr�a�ca de la densidad como funci�on de la temperatura
en la curva gas{l��quido, �gura 3.8, que se contrasta con la �gura 3.1. En la �gura 3.9

se presenta la variaci�on del calor espec���co, CV =
�
@U
@T

�
V

con la temperatura para

el arg�on a lo largo de la curva de densidad constante e igual a la densidad cr��tica. Se
puede observar que para T = Tc el calor espec���co diverge. Esta divergencia es una
se~nal clara de la transici�on cr��tica.

Sólido
Líquido
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Temperatura

Temperatura

Temperatura
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100 374.4

374.4

100

1

217.7
Punto Crítico

Figura 3.7. Transiciones de fase gas-l��quido-s�olido. Todas las transiciones son de pri-
mer orden (calor latente) excepto en el punto cr��tico. En T = 100 �C la densidad del
agua l��quida es 958 kg m�3, y la del vapor de agua es 0;59 kg m�3. Un factor de 1600.
Adaptada de Sol�e (2011)

En la �gura 3.10 se representa para un 
uido la super�cie P � V � T que ilustra el
caso de un gas ideal, sin discontinuidades y un material real, con las correspondientes
fronteras entre fases y las discontinuidades de la super�cie. Una transici�on cr��tica
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3. Transiciones de fase

puede entenderse con la imagen de un espacio en el que se separan dos ambientes
mediante un muro que no llega hasta el techo, es por lo tanto posible pasar de un
ambiente a otro de manera continua.
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ρ/ρc

T/Tc

Párametro  de  orden

Figura 3.8. Densidad en funci�on de la temperatura para las fases l��quida (�l(T ), rama
superior) y gaseosa (�g(T ), rama inferior). El par�ametro de orden es �l(T ) � �g(T ).
Adaptada de Yeomans, 1992
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Figura 3.9. Calor espec���co a volumen constante para arg�on a lo largo de la curva de
densidad constante e igual a la densidad cr��tica. Adaptada de Yeomans, 1992

Exponentes an�omalos

Se ha dicho que un punto cr��tico se caracteriza por la divergencia del calor espec���co
en el caso de los 
uidos y de la susceptibilidad en el caso de los ferromagnetos. Resulta
que es fundamental para la teor��a de los fen�omenos cr��ticos entender cuidadosamente
c�omo ocurren estas divergencias y el comportamiento singular de las dem�as funciones
termodin�amicas cerca al punto cr��tico. Para esto se de�ne un conjunto de exponentes
denominados exponentes cr��ticos. Una caracter��stica notable de estos exponentes es
su universalidad. M�as adelante se argumenta que estos exponentes son an�omalos, en
el sentido de que no se deducen del an�alisis dimensional.
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Figura 3.10. Super�cie P � V � T para un gas real. Adaptada de Sol�e (2011)

Considere una medida adimensional de la desviaci�on de la temperatura con respecto
a la temperatura cr��tica,

t = (T � Tc)=Tc; (3.2)

entonces el exponente cr��tico asociado a una funci�on gen�erica f(t) es

� = l��m
t!0

log jf(t)j
log jtj

; (3.3)

asumiendo que tal l��mite existe. Una manera de expresar la ecuaci�on (3.3) es

f(t) � jtj�; (3.4)

donde el s��mbolo � signi�ca que el cociente de los t�erminos a su derecha e izquierda
tiende a una constante. Es decir, el t�ermino de la derecha en la ecuaci�on (3.4) es el
t�ermino de primer orden en la expresi�on asint�otica de f .

Por ejemplo, si se observa la �gura 3.1 es razonable escribir que cerca al punto cr��tico
la magnetizaci�on para H = 0 se aproxima a una par�abola y, por tanto,

M � (�t)1=2; (3.5)

es decir, si el exponente cr��tico de la magnetizaci�on lo denominamos b, con una buena
aproximaci�on es b = 1=2. La susceptibilidad para campo cero diverge en el punto
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3. Transiciones de fase

cr��tico (�gura 3.6), al igual que el calor especi�co, por lo que es razonable expresar
ambas variables mediante

�T � jtj�
 ; CH � jtj��; (3.6)

con tanto � como 
 positivos.

Universalidad

Resulta que se ha observado que los exponentes cr��ticos son los mismos para diferentes
sistemas en los que se presenta una transici�on de fase. Esto ha dado origen al t�ermino
de universalidad. La �gura 3.11 ilustra esto para ocho 
uidos diferentes, para los
cuales los datos experimentales se ajustan bien si se asume b = 1=3:
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Figura 3.11. La coincidencia de la relaci�on densidad temperatura para ocho diferentes

uidos representada en variables reducidas. El ajuste asume un exponente de b = 1=3:
Adaptada de Yeomans, 1992

Una prueba adicional a la universalidad es comparar el exponente con el obtenido
para transiciones de fase en otros sistemas con diferentes interacciones, pero con un
par�ametro de orden escalar. Una posibilidad es la de los magnetos con anisotrop��a
uniaxial. Experimentalmente se ha encontrado b = 0;335(5). Para la separaci�on en
mezclas binarias b = 0;33(2): El modelo Ising es un modelo simple con un par�ame-
tro de orden escalar. En tres dimensiones no hay todav��a soluciones anal��ticas, pero
num�ericamente se ha encontrado que para las ret��culas c�ubica simple, centrada en el
cuerpo y centrada en la cara las temperaturas cr��ticas son kTc=J = 0;2216; 0;1574 y
0;1021 respectivamente y donde k = 1;38� 10�23 JK�1 es la constante de Boltzmann
y J es la energ��a de acoplamiento descrita abajo con relaci�on a la ecuaci�on (3.8). Sin
embargo, en todos los casos b es el mismo, aproximadamente 0;327. Esto ilustra la
importancia de los exponentes, la universalidad y la utilidad de los modelos simples
que tengan en cuenta la interacci�on, representen adecuadamente la dimensi�on del
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3.2. Modelo Ising

problema y la simetr��a del par�ametro de orden. Estos elementos constituyen lo que
se denomina una clase de universalidad.

3.2. Modelo Ising

Fundamentos

Sin fases el mundo ser��a mon�otono. Para que haya una transici�on entre dos fases,
estas deben poder coexistir bajo iguales condiciones termodin�amicas. Normalmente
el Hamiltoniano tiene m�as simetr��a que una de las fases. Por lo tanto, hay p�erdida de
simetr��a en las transiciones mediante alg�un tipo de orden emergente. En el modelo
que se va a presentar, la energ��a no cambia si todos los espines se invierten, pero una
caracter��stica fundamental de los ferromagnetos es la magnetizaci�on espont�anea, es
decir, regiones predominantes del ferromagneto est�an alineadas en la misma direcci�on,
luego se pierde la simetr��a. Explicar esto no es simple, m�as adelante se intenta usando
el modelo Ising y algo de matem�atica.

Adem�as de las transiciones de fase de l��quido a gas y dem�as cambios de estado estas
transiciones se hab��an observado en ferromagnetos y se consider�o que el problema era
m�as f�acil en este terreno. El caso sin interacci�on entre los espines hab��a sido resuelto
por Curie (1895) (secci�on 3.2) y era claro que sin interacciones no era posible explicar
las observaciones. El modelo m�as simple que tiene en cuenta la interacci�on de spines
se conoce con el nombre de modelo Ising (Ising, 1925), estudiante de Lenz (1920)
quien en su tesis de doctorado resolvi�o el problema formulado por su profesor en una
dimensi�on, y encontr�o que no hab��a lugar a transiciones de fase. Equivocadamente
generaliz�o que el modelo no puede explicar las transiciones en ninguna dimensi�on.
Algunos se re�eren al modelo Ising como el modelo Lenz{Ising para hacer justicia a
la idea original.

Figura 3.12. Ret��cula rectangular (izquierda) y hexagonal (derecha) en dos dimensio-
nes. Con l��neas continuas se unen los sitios vecinos m�as pr�oximos, con l��neas a trazos
se muestra la ret��cula dual obtenida de bisecar los enlaces originales. Los valores de v
son 4 para las dos ret��culas rectangulares, 3 y 6 para la hexagonal y triangular. Para
una ret��cula c�ubica simple (no mostrada) v = 6

Posteriormente Peierls (1936) demostr�o que en dos dimensiones hay transiciones de
fase usando expansiones asint�oticas para temperatura cerca a cero y a in�nito. Pos-
teriormente Kramers y Wannier (1941) encontraron la temperatura cr��tica a la cual
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3. Transiciones de fase

ocurre la transici�on de fase,

Tc =
2J

k ln(1 +
p

2)
; (3.7)

donde J es la energ��a de acoplamiento entre spines.

Por debajo de Tc hay magnetizaci�on espont�anea y por encima las 
uctuaciones t�ermi-
cas hacen que los espines se desorganicen y la magnetizaci�on desaparece. La soluci�on
de�nitiva para el caso de dos dimensiones se debe a Onsager (1944). El caso de tres
dimensiones permanece abierto y para m�as dimensiones la teor��a del campo medio da
buenos resultados.

Considere una ret��cula, R = a(n1; n2; : : : ; nd), con N sitios, donde d es la dimensi�on
del espacio, a es la longitud de la ret��cula, y los ni son un conjunto de posibles enteros
que de�nen cada punto de la ret��cula. En cada sitio i hay un esp��n si que toma el valor
�1. Sea fskg una de las 2N posibles con�guraciones de�nida por la orientaci�on de los
espines en cada uno de los N sitios. El Hamiltoniano (la energ��a) de tal con�guraci�on
es

Hfskg = �H
X
i

si � J
X
hi;ji

sisj (3.8)

donde H, con unidades de energ��a, es el producto del campo magn�etico externo, B
(unidades de Teslas, T), por el momento magn�etico del esp��n, � (unidades J=T). Es
decir, se expresa H como H = �B para hacer expl��cito el producto, pero frecuen-
temente se usa el t�ermino campo magn�etico externo para el par�ametro H, lo que
equivale a tomar � = 1. Por ejemplo en la ecuaci�on (3.1), si la derivada es con res-
pecto a este par�ametro H, es necesario multiplicar por � = @H=@B, pues el campo
magn�etico es B. Obviamente, si � = 1 no hay diferencia. La otra constante, J es
la energ��a de acoplamiento, si J > 0 la interacci�on tiende a alinear los spines, por
ejemplo, si dos espines vecinos tienen igual orientaci�on la energ��a es �J y si tienen
orientaci�on diferente es J . La segunda suma es sobre todos los spines vecinos (hay
v = 2d por cada sitio interior en ret��culas rectangulares de dimensi�on d). Una manera
equivalente de expresar el Hamiltoniano es mediante

Hfskg = �
X
i

si(H + 1
2JsV (i)); (3.9)

en la que

sV (i) =
X
j2hi;ji

sj (3.10)

es la suma de los espines vecinos al sitio i.

La funci�on de partici�on es

Z =
X
fskg

e��Hfskg =
X
s1=�1

� � �
X

sN=�1

e��Hfskg: (3.11)

En el caso unidimensional los vecinos cercanos de un sitio son dos, el sitio a su derecha
y a su izquierda. En las fronteras de la ret��cula hay solo un sitio vecino cercano, excepto
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3.2. Modelo Ising

si se asume una condici�on de frontera peri�odica, es decir, se enrolla la ret��cula y el
sitio N queda a izquierda del sitio 1 y a la derecha del sitio N�1. Para hacer claridad
se escribe en detalle la funci�on de partici�on para el caso unidimensional con N = 3;
sin enrollar. El Hamiltoniano para este caso es

H(s1; s2; s3) = �H(s1 + s2 + s3)� J(s1s2 + s2s3);

y la funci�on de partici�on es

Z =e��H(1;1;1) + e��H(1;1;�1) + e��H(1;�1;1) + e��H(1;�1;�1)

+ e��H(�1;1;1) + e��H(�1;1;�1) + e��H(�1;�1;1) + e��H(�1;�1;�1)

=e�(3H+2J) + e�H + e�(H�2J) + e��H

+ e�H + e��(H+2J) + e��H + e��(3H�2J)

Magnetizaci�on y susceptibilidad

Conviene veri�car el c�alculo de M usando la ecuaci�on (2.33)

M = �
�
@F
@H

�
T

= kT
�
@ lnZ
@H

�
T

=
kT

Z

�
@Z
@H

�
T
;

recordando que la funci�on de partici�on es Z =
P
fskg e

�(H
P
si+J

P
sisj), su derivada

con respecto a H es �
@Z
@H

�
T

=
X
fskg

�(�si)ke
�(H

P
si+J

P
sisj);

y, por tanto, la magnetizaci�on es

M =
X
fskg

(�si)k Prfskg = h�sii = Nhsii:

De manera semejante se veri�ca el c�alculo de la susceptibilidad �T en la ecua-
ci�on (2.35),

�T =
�
@M
@H

�
T

=

0@ @
@H

X
fskg

(�si)kZ
�1e�(H

P
si+J

P
sisj)

1A
T

= �
X
fskg

(�si)
2
kZ
�1e�(H

P
si+J

P
sisj)

��Z�2

24X
fskg

(�si)ke
�(H

P
si+J

P
sisj)

352

= �(h(�si)2i � h�sii2) = �Var[�si]:
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3. Transiciones de fase

por lo tanto,

kT�T = h(�si � h�sii)2i = h(�si � h�sii)(�sj � h�sji)i:

La �ultima expresi�on corresponde a la suma de la funci�on de correlaci�on, tambi�en
denominada longitud de correlaci�on, que denotamos como �i;j�i;j donde

�i;j = �(ri; rj) = h(si � hsii)(sj � hsji)i = hsisji � hsii2;

solo depende de la distancia para el caso homog�eneo. En el punto cr��tico la suscepti-
bilidad diverge porque la longitud de correlaci�on diverge.

Punto de Curie

Un im�an pierde la magnetizaci�on si se calienta m�as all�a de una temperatura. Este
comportamiento fue explicado por Pierre Curie en 1895 en su tesis de doctorado. Lo
que sigue es un breve resumen que explica esta interesante observaci�on e ilustra muy
bien los conceptos, todo derivado de la funci�on de partici�on para el caso de dos niveles
de energ��a, el nivel base con energ��a cero y el nivel excitado con energ��a E1.

Un material es un para magneto �unicamente a temperaturas superiores a su tem-
peratura de Curie. Los para magnetos no son magn�eticos en ausencia de un campo
externo. Si se aplica un campo externo los espines pueden temporalmente alinearse.
Las interacciones dipolo a dipolo entre �atomos vecinos son peque~nas en comparaci�on
con el efecto de campos externos. Considere un modelo de un para magneto en el cual
cada una de las N part��culas independientes, distinguibles, tiene dipolo magn�etico de
magnitud �. Este momento magn�etico del dipolo mide la (magnetizaci�on) alineaci�on
que resulta de aplicar un campo. Si se aplica un campo magn�etico B > 0 a un �atomo
la energ��a de �este baja en ��B, si su momento es paralelo al campo. Si es antipara-
lelo en lugar de bajar sube a +�B. Usando la convenci�on que el nivel base es cero, la
diferencia de energ��as es E1 = 2�B, que corresponde al nivel excitado.

Para este sistema la funci�on de partici�on por part��cula es

z = 1 + e�2�E1 ;

recuerde que � = 1=kT , luego la probabilidad del estado base es p0 = 1=z y la del
estado excitado p1 = (1=z)e�2�E1 : La energ��a promedio es

hEi = �@ ln z

@�
= �1

z

@z

@�
=
E1e�E1=kT

1 + e�E1=kT
:

El calor espec���co (ver la �gura 3.13) es

CV =
@U

@T
=
N@hEi
@�

@�

@T
= � N

kT 2

@hEi
@�

=
NE2

1

kT 2

e�E1=kT

(1 + e�E1=kT )2
:

La entrop��a es,
S

N
=

E1e��E1

T (1 + e��E1)
+ k ln(1 + e��E1):
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3.2. Modelo Ising

Y la energ��a libre
F

NkT
= � ln z = � ln(1 + e��E1):

T

CV

Figura 3.13. Calor Espec���co para sistema con dos niveles de energ��a

El promedio de la magnetizaci�on (ver la �gura 3.15) es

hMi = h�sii = �p0 � �p1 = � tanh

�
�B

kT

�
Cuando �B=kT � 1 se aplica que tanhx � x para obtener hMi = �2B=(kT ); en
contraste para B=kT !1 se tiene hMi = �:

Lo anterior se puede escribir de una manera ligeramente diferente con h = ��B,
tomando J = 0 en la ecuaci�on (3.8), lo que corresponde a ausencia de interacciones.
Las probabilidades son Pr[si = 1] = z�1 exp(h), y Pr[si = �1] = z�1 exp(�h), donde
z = exp(h)+exp(�h) = 2 coshh. El valor adimensional h determina el comportamien-
to del spin. Si T es grande o B es d�ebil y, por tanto, h > 0 es peque~no, la probabilidad
de que el spin se alinee con B es solo ligeramente mayor que la probabilidad de que
sea opuesto. Pero si h es grande es mucho m�as probable la alineaci�on.

Sin campo magnetico externo Campo magnético presente

Figura 3.14. Esquemas para ilustrar ferromagneto y para magneto. Izquierda: Por
debajo de la temperatura de Curie, los espines vecinos en un ferromagneto est�an
ordenados en ausencia de un campo externo. Derecha: Por encima de la temperatura
de Curie, los espines est�an desorganizados en un para magneto a menos que haya un
campo externo
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3. Transiciones de fase

El promedio del spin es

hsii = z�1[exp(h)� exp(�h)] = tanhh: (3.12)

La magnetizaci�on de un esp��n es M = �si, luego

hMi = � tanhh: (3.13)

La susceptibilidad magn�etica es � = @M=@B a temperatura constante, luego

h�i =
�2�

cosh2 h
:

Y la energ��a libre
F

NkT
= � ln z = � ln(2 coshh): (3.14)

<M>

BT-1

6

4

2

0
0 20000 40000

Figura 3.15. La magnetizaci�on promedio hMi en un para magneto se satura con el
campo magn�etico aplicado B=T . Adaptada de Dill y Bromberg (2003)

Esta teor��a del para magneto sirvi�o a Schrodinger (1943) para ilustrar el car�acter
estad��stico de las leyes f��sicas. No se debe pensar que en realidad todos los espines
se alinean con el campo externo. De la ley de Curie se desprende que si se duplica
el campo se duplica la magnetizaci�on, y que tal proporci�on es v�alida hasta valores
muy altos del campo. La orientaci�on que trata de inducir el campo externo es contra-
rrestada por el ruido t�ermico, que produce una orientaci�on al azar. Como resultado,
espines individuales cambian de orientaci�on permanentemente y la magnetizaci�on es
el re
ejo macrosc�opico del comportamiento promedio. Esto se comprueba al notar
que es posible aumentar la magnetizaci�on sin cambiar el campo externo mediante la
disminuci�on de la temperatura. La existencia de un nivel de saturaci�on es tambi�en
un re
ejo de lo anterior, cuando bien sea el campo es muy grande o la temperatura
se acerca a cero. Todo esto depende de la gran cantidad de espines que componen el
ferromagneto. La saturaci�on indicada por la ley de Curie se con�rma experimental-
mente. Para temperaturas muy bajas, duplicar el campo no duplica la magnetizaci�on.
Esto depende de la cooperaci�on entre las mol�eculas en medio de la competencia entre
el campo y el ruido t�ermico.
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3.2. Modelo Ising

Teor��a de campo medio

Esta teor��a de campo medio es una aproximaci�on al problema original. La di�cultad
para resolver la ecuaci�on (3.8) viene de las interacciones. Tanto que solo hay solu-
ciones expl��citas para los casos de 1 y 2 dimensiones. Una estrategia es recurrir a
aproximaciones.

Una manera simple de visualizar la teor��a del campo medio es la asumir, para sim-
pli�car, que la interacci�on que cada spin recibe de los vecinos corresponde al campo
promedio. Para esto la ecuaci�on (3.8) se reemplaza con

H0fskg = �
X
i

si

0@H + J
X
j2hi;ji

hsji

1A = �
X
i

Hef (i)si; (3.15)

donde Hef (i) = H + J
P
j2hi;jihsji: Aplicando la ecuaci�on (3.12) se obtiene

hsii = tanh�Hef (i):

Si el sistema es invariante a traslaciones y se toma H = 0, esto se puede escribir como

hSi = tanh
�
�JvhSi

�
; (3.16)

donde v es el n�umero de vecinos cercanos.

Una manera sistem�atica de desarrollar la aproximaci�on del campo medio es mediante
la llamada desigualdad de Bogoliubov

F � � = F0 + hH �H0i0 (3.17)

donde F es le energ��a libre exacta del sistema, H es un Hamiltoniano de prueba que
depende de un par�ametro H0, F0 es la energ��a libre correspondiente a tal aproxima-
ci�on, y h�i0 denota el promedio con respecto al Hamiltoniano de prueba. La energ��a
libre del campo medio se de�ne minimizando � con respecto al par�ametro variacional
H0.

Fcm = m��n
H0

�: (3.18)

Esto da la mejor aproximaci�on posible. La selecci�on usual es tomar H0 como el Ha-
miltoniano sin interacciones, lo que permite c�alculos expl��citos.

Considere el modelo Ising con campo externo H = 0 en una ret��cula con N sitios y v
vecinos pr�oximos por sitio. El Hamiltoniano de prueba es

H0 = �H0

X
i

si; (3.19)

donde H0 se denomina el campo medio. Este es el Hamiltoniano de un para magneto
que se estudi�o en la secci�on 3.2, por lo tanto, de acuerdo con la ecuaci�on (3.14) con
B = H0 y � = 1 se tiene

F0 = �NkT ln(2 cosh�H0); (3.20)
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igualmente

hSi0 = tanh�H0: (3.21)

Tambi�en se necesita el calculo

hH �H0i0 =

P
fkg

�
�J

P
hiji sisj +H0

P
i si

�
exp[�H0

P
i si]P

fkg exp[�H0

P
i si]

=� J
X
hiji

hsii0hsji0 +H0

X
i

hsii0:

La factorizaci�on en el t�ermino de las interacciones es posible porque H0 solo contiene
sitios aislados, en t�erminos probabil��sticos los espines si y sj son independientes, luego
el valor esperado del producto es igual al producto de los valores esperados. Para un
sistema invariante ante traslaciones se tiene hsii0 = hsji0 = hSi0 y las sumas dan

hH �H0i0 = �JvNhSi20=2 +NH0hSi0; (3.22)

donde vN=2 es el n�umero de enlaces en la ret��cula. Substituyendo (3.20) y (3.22) en
la de�nici�on de � en la ecuaci�on (3.17) se obtiene

� = �NkT ln(2 cosh�H0)� JvN

2
tanh2 �H0 +NH0 tanh�H0: (3.23)

Ahora, si se minimiza � con respecto a H0 el resultado es

H0 = Jv tanh�H0; (3.24)

lo que se puede expresar de manera equivalente como H0 = JvhSi0 usando de (3.21)
para obtener por este camino de nuevo la ecuaci�on (3.16),

hSi0 = tanh
�
�JvhSi0

�
: (3.25)

Por lo tanto, la energ��a libre del campo medio se encuentra de substituir este resultado
en la ecuaci�on (3.18)

Fcm = �NkT ln(2 cosh�JvhSi0) +NJvhSi20=2: (3.26)

La magnetizaci�on de campo medio depende de la temperatura, para hacer expl��cito
esta dependencia hay que resolver la ecuaci�on (3.25). Una manera es gra�car la recta
y1 = hSi0 y la curva y2 = tanh�JvhSi0 para diferentes valores de T (ver �gura 3.16).
Los puntos de intersecci�on corresponden a las soluciones. Es claro que para valores de
T mayores que un cierto valor que llamaremos Tc, y que se va a calcula en seguida, la
�unica soluci�on es hSi0 = 0, es decir, un para magneto. Mientras que para T < Tc hay
adicionalmente otras dos soluciones sim�etricas que corresponden a la magnetizaci�on
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3.2. Modelo Ising

espont�anea. De acuerdo con la aproximaci�on del campo medio la temperatura cr��tica
Tc se obtiene de igualar las pendientes de las curvas y1 y y2, lo que corresponde a

kTc = Jv: (3.27)
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Figura 3.16. Esquema para ilustrar el c�alculo de las ra��ces de hSi0 = tanh�JvhSi0;
ecuaci�on (3.25), para diferentes valores de la temperatura (� = 1=kT ). La l��nea roja
es la recta y1 = hSi0, las curvas corresponden a y2(T ) = tanh�JvhSi0 para diferentes
valores de T . En azul para Tc = Jv=k, en el origen y1 es tangente a y2 y el �unico
intercepto es el origen. Si T > Tc, l��nea verde, en el origen la pendiente de y2 es menor
que la de y1 y el �unico intercepto es el origen. Mientras que cuando T < Tc, l��nea
morada, en el origen la pendiente de y2 es mayor que la de y1 y hay adem�as otros dos
interceptos

Es decir, la temperatura cr��tica en esta aproximaci�on solo depende de v y de J , y es
independiente de la dimensi�on del espacio. Este resultado no es correcto, pues predice
transici�on de fase independiente de la dimensi�on y desde Ising se sabe que esto no es
as�� para una dimensi�on. Sin embargo, para v grande la aproximaci�on es adecuada.

La teor��a de campo medio predice transici�on de fase continua de para magneto a
ferromagneto a la temperatura cr��tica dada por la ecuaci�on (3.27). Aunque esta pre-
dicci�on es err�onea para una dimensi�on y la aproximaci�on no es buena para 2 y 3
dimensiones, si lo es para dimensiones mayores y adem�as representa bien el com-
portamiento cualitativo. Una manera de veri�car esto es mediante los exponentes
an�omalos. Usando la de�nici�on de la desviaci�on adimensional de la temperatura con
respecto a la temperatura cr��tica, ecuaci�on (3.2), y la expresi�on (3.27), el promedio
del esp��n, ecuaci�on (3.25), se puede expresar como

hSi0 = tanh

�
hSi0
1 + t

�
; (3.28)
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3. Transiciones de fase

que se puede aproximar en series de potencia para valores peque~nos de t y de hSi0
para obtener

hSi0 � (�t)1=2:

De manera semejante se pueden obtener otros exponentes.

Teor��a de Landau

La teor��a de Landau se basa en hip�otesis simples, sin embargo, no solo predice la
existencia de transiciones de fase, sino adem�as reproduce los exponentes cr��ticos y
muestra la dependencia de la simetr��a de los par�ametros de orden. Landau asume que
la energ��a libre puede expandirse en serie de potencias del par�ametro de orden m, lo
que incluye aquellos t�erminos compatibles con la simetr��a del sistema.

Por ejemplo, para un ferromagneto simple con campo externo cero y par�ametro de
orden m la energ��a libre se aproxima bien mediante

F = F0 + a2m
2 + a4m

4; (3.29)

porque �unicamente los t�erminos pares son invariantes bajo la inversi�on de los signos
de la magnetizaci�on. No es necesario incluir t�erminos mayores al de orden 4, por-
que como se ver�a, siendo a4 positivo, los t�erminos que siguen no pueden alterar el
comportamiento cr��tico.

En la �gura 3.17 se presenta la energ��a libre como funci�on de m para valores decre-
cientes de a2. Si a2 es positivo, el m��nimo de la energ��a libre ocurre para m = 0, lo
que corresponde al estado paramagn�etico. Para a2 < 0, el m��nimo de la energ��a libre
ocurre para valores �nitos no nulos del par�ametro de orden m, lo que corresponde a
la fase ferromagn�etica. Aparecen dos estados estables con magnetizaci�on �m0 y +m0

que coexisten, como consecuencia de la simetr��a de F . El punto cr��tico corresponde a
a2 = 0, donde la magnetizaci�on espont�anea aparece, lo que corresponde a la tempe-
ratura cr��tica. Luego, si se usa la convenci�on para adimensionalizar, ecuaci�on (3.2),
el par�ametro a2 se escribe

a2 = ~a2t:

El hecho de que la magnetizaci�on debe ser acotada se re
eja en a4 > 0. A pesar de la
primera impresi�on, no hay sorpresa en que un comportamiento singular se explique de
una expansi�on regular. La raz�on es que el valor de la magnetizaci�on que hace m��nima
la energ��a libre es �el mismo una funci�on singular de la temperatura y el campo.

Seg�un esta teor��a de Landau la transici�on es continua, a medida que el par�ametro
de ajuste t aumenta la magnetizaci�on se hace positiva continuamente, pero con una
derivada discontinua. Por lo tanto, es pertinente mirar a los exponentes. El m�as simple
es �. La magnetizaci�on de equilibrio corresponde al m��nimo de la energ��a libre

dF
dm

= 2 ~a2tm+ 4a4m
3 = 0;

de donde se obtiene que, para t < 0,

m � (�t)1=2:

En la fuente principal de estas notas, Yeomans (1992, p. 57) se pueden consultar los
dem�as exponentes.
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F-­‐F0

m

F-­‐F0

m

F-­‐F0

m  

F-­‐F0

m  

Figura 3.17. Variaci�on de la energ��a libre F con la magnetizaci�on m para valores
decrecientes del par�ametro a2: arriba, izquierda, para a2 > 0; arriba, derecha para
a2 = 0; abajo, izquierda para a2 < 0; y abajo, derecha para a2 � 0

P�erdida de simetr��a

Como se dijo, la p�erdida de simetr��a es una de las caracter��sticas m�as sorprendentes
de la magnetizaci�on espont�anea. En 2 o m�as dimensiones, sin campo externo apli-
cado, el modelo Ising a una temperatura �nita presenta en el l��mite termodin�amico
una transici�on de fase entre un estado paramagn�etico y uno ferromagn�etico. Para
temperaturas bajas, T < Tc; hay una magnetizaci�on promedio por sitio diferente de
cero. Esto es sorprendente porque el Hamiltoniano, ecuaci�on (3.8), es invariante ante
la transformaci�on de invertir todos los espines, si ! �si; para el caso H = 0. Esta
es una simetr��a importante del modelo de Ising. Como adem�as hay invariancia trans-
lacional se tiene que la magnetizaci�on promedio por sitio es hMi = �hsii: Por tanto,
un valor diferente de cero para hMi signi�ca una p�erdida espont�anea de la simetr��a.
Para describir matem�aticamente esta p�erdida hay que ser cuidadosos con los l��mites.

Considere temperatura cero. Luego hay dos estados degenerados con m��nima energ��a,
uno con todos los espines positivos, si = +1, y el otro con todos negativos, si = �1. Si
se aplica un peque~no campo externo, es decir, se le agrega un t�ermino �H = ��

P
i si

a la energ��a, los dos estados tendr�an energ��a diferente, H� = �JNv=2��N . El l��mite
termodin�amico de la energ��a libre por sitio es

F(T ) = l��m
�!0

l��m
N!1

�kT lnZ

N2
:

El punto es que el cociente de las contribuciones a la funci�on de partici�on Z de los
t�erminos de la forma Z� = e��H� para los dos estados degenerados es

Z�
Z+

= e�2�N� ;

que va a cero cuando N va a in�nito. Es decir, solo el estado con todos los espines
hacia arriba, si = +1 contribuye a la funci�on de partici�on. La clave es que

l��m
�!0

l��m
N!1

Z 6= l��m
N!1

l��m
�!0

Z:
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3. Transiciones de fase

El procedimiento de introducir un campo que rompa la simetr��a y luego tomar el l��mite
termodin�amico y �nalmente remover el campo es un procedimiento muy general para
explicar la p�erdida de simetr��a.

Aplicaciones

El t�ermino gas en ret��cula (en ingl�es lattice gas) tiene su origen en el modelo de
Lee y Yang (1952) que representan un gas mediante los n�umeros de ocupaci�on de
una ret��cula. Considere que la ret��cula tiene V sitios (V representa el volumen), y
N part��culas, con N � V . Las part��culas se colocan en los nodos de la ret��cula
con la regla de que no puede haber m�as de una en cada sitio. La otra regla es que
solo interact�uan las part��culas que ocupan sitios vecinos pr�oximos. El potencial de
interacci�on entre dos sitios vecinos i y j se expresa como

V (r) =

8>><>>:
1 si r = 0;

��0 si r = a;

0 en otros casos

(3.30)

donde a es el espaciamiento entre sitios de la ret��cula. Los n�umeros de ocupaci�on ni
para el sitio i son ni = 1 si el sitio i est�a ocupado, y ni = 0 si el sitio est�a vac��o. La
energ��a de interacci�on EG es funci�on de los n�umeros de ocupaci�on en toda la ret��cula
y se expresa como

EGfng =
X
hi;ji

ninj :

Es posible hacer corresponder este modelo de gas en ret��cula con el modelo Ising del
ferromagneto tomando el esp��n si = 1 si el sitio est�a ocupado y si = �1 si no est�a
ocupado. Matem�aticamente se escribe

si = 2ni � 1: (3.31)

En consecuencia, es posible aplicar lo que se conozca del modelo Ising al modelo
del gas en ret��cula. Por ejemplo �0 = 4J: Este tipo de modelos se ha generalizado
a los 
uidos en general y hay toda un �area de conocimiento denominada aut�omatas
celulares que se aplican a muchos campos, entre ellos a la soluci�on de las ecuaciones
de Navier-Stokes (Pomeau y Frisch, 1986; Wolfram, 1983, 1986a,b, 2002).

Una segunda aplicaci�on es en el estudio de aleaciones binarias, es decir, formadas por
dos tipos de �atomos. Por ejemplo, el bronce est�a organizado en una ret��cula c�ubica
centrada en el cuerpo, conformada por �atomos de zinc, Zn, y cobre, Cu. A temperatura
T = 0, la ret��cula es completamente ordenada y un �atomo de Cu est�a rodeado por
�atomos de Zn y viceversa. A temperaturas positivas, los �atomos pueden intercambiar
lugares. Por encima de una temperatura cr��tica, Tc = 742 K, los �atomos de Zn y
de Cu se mezclan completamente, de tal manera que la probabilidad de encontrar
un �atomo de Zn en cualquier sitio de la ret��cula es 1=2, igual para el �atomo de Cu.
Para modelar este tipo de aleaciones binarias, se toma una ret��cula de N sitios, y dos
clases de �atomos con NA �atomos del tipo A, y NB �atomos del tipo B. Cada sitio tiene
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precisamente un �atomo, luego NA +NB = N . La ocupaci�on de cada sitio es n1 = +1
si el sitio i est�a ocupado por un �atomo del tipo A, o ni = �1 si est�a ocupado por un
�atomo del tipo B. Es posible calcular las interacciones y aplicar el modelo Ising.

En soluciones de compuestos surfactantes se forman transiciones de fases a medida
que la concentraci�on aumenta. Estas mol�eculas tienen una estructura polar, con un
grupo en la cabeza que es muy soluble en agua y una cola de hidrocarburos que es
apenas soluble. Como consecuencia, estas mol�eculas se organizan de tal manera que
la cabeza est�a pr�oxima a las mol�eculas de agua y la cola lo m�as lejos o resguardada
de ellas. Por ejemplo, si hay una super�cie migran hacia ella y se colocan cabeza
abajo. Esto baja la tensi�on super�cial y explica su uso como jabones o detergentes.
A medida que se aumenta la concentraci�on se forman micelas, que son grupos de
mol�eculas organizadas en forma de esfera o cilindro de tal manera que las cabezas
forman un escudo para proteger las colas de las mol�eculas del agua. Si se contin�ua
aumentando la concentraci�on puede ocurrir otra transici�on a la organizaci�on de las
micelas en forma hexagonal o c�ubica, con espacios llenos de agua. Tambi�en puede
haber transiciones a fases laminares.

3.3. Simulaci�on Monte Carlo

El conocimiento de la funci�on de partici�on es en teor��a su�ciente para calcular todas
las variables de inter�es. Esta a�rmaci�on, aunque v�alida adolece de dos problemas.
El primero es el del l��mite termodin�amico. Se sabe que no hay transiciones de fase
sino en el l��mite, por lo tanto, las aproximaciones �nitas no necesariamente incluyen
toda la complejidad. La segunda objeci�on es pr�actica. La funci�on de partici�on, (3.11),
tiene 2N t�erminos lo que hace costoso, incluso prohibitivo, el c�alculo para valores
moderados de N .

La estrategia normalmente usada es el muestreo. No es necesario usar todas las posi-
bles con�guraciones para obtener una aproximaci�on aceptable del promedio de alguna
variable, por ejemplo, la energ��a o la magnetizaci�on, de�nida por

hAi =

P
fSgAe

��HP
fSg e

��H ; (3.32)

puede aproximarse mediante

hAi � 1

n

nX
i=1

Ai (3.33)

tomando cuidado en escoger las n con�guraciones fSgi usadas para el c�alculo de
Ai de tal manera que est�en cerca a equilibrio termodin�amico. Afortunadamente la
mec�anica estad��stica predice que el sistema permanece la mayor parte del tiempo
cerca al equilibrio, y las variables observadas Ai = hAi+O(2�N=2): Para esto existe
una estrategia de muestreo conocida con el nombre de Simulaci�on Monte Carlo, es-
pec���camente el algoritmo de Metropolis (Metropolis et al., 1953), que garantiza que
el promedio muestral en la ecuaci�on (3.33) se acerque al valor esperado, el promedio
ponderado por la probabilidad en la ecuaci�on (3.32). El m�etodo se apoya en la teor��a
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de cadenas de Markov. El m�etodo se aplica si se conoce una funci�on proporcional a
la distribuci�on, en este caso e��H. Para esto se construye una cadena de Markov que
tiene como distribuci�on estacionaria la distribuci�on deseada garantizando una rela-
ci�on de balance para las probabilidades de transici�on. En nuestro caso la probabilidad
de transici�on necesaria es

Pr[fsig ) fsfg] = Pr[fsfgjfsig] =

(
1 si Hfsig > Hfsfg;
e��(Hfsfg�Hfsig) si Hfsig � Hfsfg:

(3.34)

Una explicaci�on intuitiva de por qu�e el m�etodo funciona es que la secuencia de va-
lores que conforman la muestra es tal que a medida que m�as valores se generan la
distribuci�on se acerca a la distribuci�on deseada. Los valores de la muestra se produ-
cen iterativamente, con la distribuci�on del siguiente dependiendo del actual. En cada
iteraci�on el algoritmo selecciona un candidato al pr�oximo valor de la muestra y con
la probabilidad indicada este candidato se acepta y se procede a la nueva iteraci�on o
se rechaza y el valor actual se re usa para la pr�oxima iteraci�on.

En la �gura 3.18 se presenta en t�erminos generales el procedimiento de simulaci�on.
Algunos comentarios sobre asuntos pr�acticos son necesarios.

Inicializaci�on

De�nir el n�umero de sitios, N , inicializar los espines, mantener registro de los vecinos.
Tambi�en deben incorporarse los par�ametros del problema: la temperatura, T; el cam-
po magn�etico, H y la constante de acoplamiento, J . Una manera de simpli�car los
c�alculos posteriores ser�a usar la segunda expresi�on del Hamiltoniano en (3.9), para lo
cual se requiere calcular para cada sitio sV (i) usando la ecuaci�on (3.10).

La inicializaci�on de los espines puede ser aleatoria para valores de la temperatura
altos, en los cuales el comportamiento es semejante al de un para magneto. Para
valor de�nitivamente bajos, es conveniente escoger al azar (con igual probabilidad)
un primer valor (+1 �o �1) y luego el resto con una distribuci�on con una mayor
probabilidad de repetir tal valor.

Tambi�en se requiere inicializar en cero las variables en las que se va a calcular los
promedios o los totales, normalmente la magnetizaci�on M , la funci�on de partici�on
Z, que se usar�an luego para calcular la energ��a libre y la susceptibilidad. Se calcula
H = Hfs0g; la energ��a correspondiente a la con�guraci�on inicial de los espines fs0g
usando (3.8) o (3.9), y la magnetizaci�on correspondiente a la con�guraci�on inicial de
los espines

M0 =

NX
i=1

si:

Tambi�en se requiere de�nir el n�umero total de iteraciones, m; el n�umero de iteraciones
que se usar�an para calentar el sistema,mc y que no se tendr�an en cuenta para el c�alculo
de los promedios y totales e inicializar el contador de iteraciones, it.
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Figura 3.18. Diagrama para simulaci�on Monte Carlo. Adaptada de Yeomans, 1992



3. Transiciones de fase

Cambio temporal de esp��n

Se puede usar una secuencia sistem�atica de cambio de los espines o seleccionar al azar
el esp��n a cambiar. Suponga que el esp��n seleccionado est�a denotado por el sub��ndice
c. El cambio en la energ��a que resultar��a del eventual cambio de sc a �sc es

�H = Hfsfg �Hfsig = 2sc(H + JsV (c)):

Criterio de aceptaci�on

Se calcula

r = exp(��H=kT ); (3.35)

se procede a generar un n�umero al azar, u con distribuci�on uniforme entre 0 y 1. El
criterio de aceptaci�on es r > u y el criterio de rechazo del cambio es r � u.

Cambios

En el caso de aceptaci�on del cambio del esp��n en el sitio c se procede a hacer:

sc ( �sc;
sV (j) ( sV (j) + 2sc; para todo j vecino a c,

H ( H+ �H;
M0 (M0 + 2sc:

Actualizaci�on

Se incrementa el contador de iteraciones it ( it + 1: Si ya termin�o el calentamiento,
(it > mc); se actualizan las variables de acumulaci�on,

M (M +M0;

Z ( Z + exp(��H):

Iteraciones

Si el n�umero de iteraciones no se ha terminado se regresa al punto 3.3.

C�alculos �nales

Se procede al c�alculo de los promedios, por ejemplo

M (M=(m�mc):

Se producen los informes correspondientes.
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3.4. Renormalizaci�on

Se ha hecho �enfasis en la divergencia en el punto cr��tico. Una de las consecuencias de
la presencia de este in�nito es que todas las escalas de longitud son importantes. Esto
no es usual en f��sica, la mayor��a de las veces es posible concentrar una teor��a en un
rango de escalas estrecho e ignorar lo que sucede por fuera de �el. La hidr�aulica puede
ignorar el movimiento molecular. En una primera mirada la invariancia de escala cerca
a la criticalidad parece una di�cultad, pero tambi�en puede ser una oportunidad.

Una clave es la teor��a de los grupos de renormalizaci�on. En las �guras 3.19 a 3.21 se
ilustra el m�etodo mediante simulaciones Monte Carlo para el modelo Ising (secci�on
3.2). La �gura 3.19 corresponde a una temperatura mayor que la cr��tica, la �gura 3.20
a la temperatura cr��tica y la �gura 3.21 a una temperatura menor a la cr��tica. Cada
punto de la ret��cula se dibuja negro o blanco seg�un el esp��n correspondiente sea +1
o �1. En cada caso se muestra una secuencia de con�guraciones renormalizadas que
se obtiene de reemplazar 9 sitios de la con�guraci�on anterior por un solo sitio, cuyo
esp��n toma el valor de la mayor��a de los 9 originales. Por tanto, la escala de longitud
para cada ret��cula es cambiada por un factor 3; 32; 33 y 34 en cada caso. Se puede
apreciar cualitativamente el cambio de la longitud de correlaci�on. En la �gura 3.19 la
longitud de correlaci�on decrece, cada cuadro es menos organizado, la renormalizaci�on
borra cualquier orden de rango corto que hab��a en el cuadro anterior y �nalmente
los espines no est�an correlacionados. La renormalizaci�on corresponde a un cambio de
temperatura, para esta �gura cada vez se incrementa y en el l��mite corresponde a
temperatura in�nita. Mientras m�as cerca, por encima, de la temperatura cr��tica, se
inicie, m�as iteraciones de renormalizaci�on son necesaria para llegar a tal l��mite. Para
temperaturas por debajo de la temperatura cr��tica, �gura 3.21, hay un 
ujo an�alogo
al aplicar la renormalizaci�on, pero el l��mite es hacia temperatura cero y la correlaci�on
crece, el orden aumenta.

Figura 3.19. Simulaci�on para T = 1;5Tc. Renormalizaciones con � = 3 y regla de la
mayor��a
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3. Transiciones de fase

Figura 3.20. Simulaci�on para T = Tc. Renormalizaciones con � = 3 y regla de la
mayor��a

�Unicamente para la temperatura cr��tica, �gura 3.20, hay 
uctuaciones a todas las es-
calas, el sistema permanece invariante bajo la renormalizaci�on. Esta propiedad puede
aprovecharse para identi�car el punto cr��tico y describir el comportamiento de las
funciones termodin�amicas en la vecindad del punto cr��tico (K. G. Wilson, 1971a,b,
1979). Es decir, la teor��a de grupos de renormalizaci�on toma ventaja del escalamiento,
en particular de la divergencia de la longitud de correlaci�on. Una manera de expresar
esto en s��mbolos es representar por �� a la longitud de correlaci�on medida en unidades
del espaciamiento de los bloques (�a), y por � cuando se mide en unidades de longitud
a, se tiene por tanto que

� = �a�� = a�1; por tanto �� =
�1
�
:

Al aplicar la renormalizaci�on se hace un cambio de la escala de longitudes, por tanto,
la longitud de correlaci�on luego de aplicar la renomalizaci�on (iteraci�on n+1) se obtiene
de la longitud correlaci�on en la anterior iteraci�on (n) mediante

�[Rn+1] = �[Rn]=�:

Por tanto, en el l��mite,
�[R1] = �[R1]=�;

lo que implica bien sea � = 0, punto �jo trivial, o � =1, punto �jo cr��tico.
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Figura 3.21. Simulaci�on para T = 0;5Tc. Renormalizaciones con � = 3 y regla de la
mayor��a

3.5. Ejercicios

3.5.1 (Simulaci�on). De�na una ret��cula en 2 o tres dimensiones para representar un
ferromagneto. Realice simulaciones aplicando el algoritmo Metropolis para al menos
5 valores de temperatura (2 por debajo, una igual y 2 por encima de la temperatura
cr��tica) y al menos 5 valores del campo magn�etico (2 negativos, uno cero y dos posi-
tivos). Calcule la energ��a libre, la magnetizaci�on y la susceptibilidad. Reproduzca las
�guras 3.1 y 3.3 a 3.6. Presente sint�eticamente el procedimiento, los resultados y el
an�alisis correspondiente.

3.5.2 (Aplicaci�on). El modelo Ising ha sido aplicado a variadas situaciones. Nos intere-
san en particular las aplicaciones a temas socio ambientales. Selecciona una aplicaci�on
y describa la correspondencia entre variables y comportamientos con el ferromagne-
to. Elabore sobre el tipo de preguntas que este tipo de herramientas puede ayudar a
responder.

3.5.3 (Deshielo �Artico). Ma et al. (2019) contiene una interesante aplicaci�on del mo-
delo Ising al deshielo en el �Artico. Consulta la referencia, explica las modi�caciones
introducidas al modelo original y discute las predicciones.

3.5.4 (Pistachos). Noble et al. (2018) presenta una aplicaci�on del modelo Ising al
rendimiento en plantaciones de pistachos. Consulta la referencia, explica la aplicaci�on
del modelo y discute las comprobaciones con observaciones.

3.5.5 (Con�anza Inversionista). Stau�er (2008) presenta una aplicaci�on del mode-
lo Ising a la con�anza inversionista en Alemania. Consulta la referencia, explica la
aplicaci�on del modelo y discute las comprobaciones con observaciones.

3.5.6 (Segregaci�on). En 1971 el economista Thomas Schelling, ganador del premio
Nobel en 2005 public�o un modelo semejante al modelo Ising para estudiar la segre-
gaci�on racial en las ciudades americanas (Schelling, 1971). Stau�er (2008) presenta
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una rese~na. Consulta las referencias, explica la aplicaci�on del modelo y discute las
comprobaciones con observaciones.

3.5.7 (Cambios en el lenguaje). Nettle (1999) public�o un modelo semejante al modelo
Ising para estudiar los cambios espont�aneos en el lenguaje. Stau�er (2008) presenta
una rese~na. Consulta las referencias, explica la aplicaci�on del modelo y discute las
comprobaciones con observaciones.

3.5.8 (Altruismo). Mitteldorf y D. S. Wilson (2000) presentan un modelo sobre la
evoluci�on del altruismo. Consulta las referencias, explica la aplicaci�on del modelo y
discute si este modelo se puede formular en el marco del modelo Ising.
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Cap��tulo 4

Criticalidad auto organizada

4.1. Introducci�on

El concepto criticalidad auto organizada (cao) se ha propuesto para sistemas que
macroscopicamente exhiben invariancia de escala tanto en el espacio como el tiempo.
Este tipo de comportamiento es t��pico de transiciones de fase, pero en lugar de ocurrir
en un punto cr��tico mediante ajuste externo, los sistemas auto organizados llegan a
la condici�on cr��tica de manera espont�anea. Esta idea fue propuesta originalmente por
Bak, Tang y Wiesenfeld (1987) y para algunos es considerado uno de los mecanismos
que generan la complejidad que nos rodea (Bak, 1996).

Los fen�omenos cr��ticos se caracterizan por divergencia de la longitud de correlaci�on, lo
que produce ausencia de una escala caracter��stica y por tanto 
uctuaciones a todas las
escalas. Como consecuencia se tienen las leyes de escalamiento, leyes de potencia, que
corresponden a la cuanti�caci�on mediante los exponentes (an�omalos) de la invariancia
de escala. Mientras que t��picamente, la criticalidad ocurre para un valor particular
del par�ametro de control que es ajustado externamente; los fen�omenos descritos me-
diante cao reciben un suministro continuo de materia y/o energ��a y evolucionan a la
criticalidad de manera espont�anea, sin regulaci�on externa.

El concepto ha sido aplicado en campos muy diversos incluyendo geof��sica, cosmo-
log��a, evoluci�on y ecolog��a, econom��a, gravedad cu�antica, sociolog��a, f��sica solar, f��sica
de plasma, neurobiolog��a y otros campos. De estos campos hay alguna evidencia
emp��rica y propuestas de modelos que reproducen el escalamiento en un rango de
escalas. La teor��a no es tan desarrollada como algunos proclaman y adem�as subsisten
inquietudes importantes tanto con respecto al an�alisis de datos, sean experimentales
o resultados de simulaciones, como frente a la formulaci�on te�orica. Sobre el primer
punto se har�a una breve menci�on y se se~nalaran trabajos en los que se profundiza
el tema. Se presentan los fundamentos de los modelos y las observaciones para los
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4. Criticalidad auto organizada

casos de incendios forestales, sismicidad, deslizamientos y evoluci�on. Se termina con
algunas preguntas te�oricas.

Se dice que los fen�omenos cao se observan en sistemas no lineales en desequilibrio y
con muchos grados de libertad. Aunque se reclama que muchos ejemplos corresponden
al concepto original, a�un no hay acuerdo sobre las condiciones necesarias y su�cien-
tes para que un sistema exhiba criticalidad auto organizada. Algunas caracter��sticas
generales de los sistemas cao incluyen el forzamiento por un mecanismo lento, la
existencia de umbrales que una vez superados desencadenan din�amicas r�apidas y de
interacciones importantes entre sus componentes.

Los sistemas cao han sido caracterizados por cambios bruscos recurrentes de gran
magnitud, acompa~nados de muchos m�as acontecimientos menores. Pero una compo-
nente integral de su din�amica est�a constituida por reacciones en cadena de todos los
tama~nos. M�as a�un, el mecanismo que conduce a sucesos de poca entidad es el mismo
que el que desencadena los grandes eventos. A pesar de todos los cambios, el estado
cr��tico resiste leves alteraciones de las reglas del sistema. Adem�as, los sistemas de esta
naturaleza jam�as alcanzan un estado estacionario estable, sino que evolucionan de un
estado meta estable al siguiente.

El enfoque de un f��sico es diferente al de un ingeniero que quiere incluir en sus mode-
los tantos detalles como sean necesarios para obtener un c�alculo con�able. La agenda
del f��sico es entender los principios fundamentales del asunto bajo investigaci�on. De
hecho, trata de evitar los detalles espec���cos no relevantes. Antes de preguntarse qu�e
hay que agregar a una descripci�on para hacer los c�alculos m�as precisos, se pregunta
qu�e se puede suprimir del modelo actual sin perder la esencia de las caracter��sticas
cualitativas. Esta actitud es fundamental cuando no existe una comprensi�on satisfac-
toria de los fen�omenos. La actitud del ingeniero se justi�ca cuando ya se alcanz�o un
entendimiento adecuado y se busca mejorar la precisi�on. En el campo de aplicaci�on
de los fen�omenos cr��ticos todav��a estamos en la etapa de comprender, no en la de la
precisi�on.

4.2. An�alisis dimensional y escalamiento

Esta secci�on se basa en Jensen (1998, p. 7), Hergarten (2002, p. 25-64) y en el volu-
men sobre Fractales y Caos en las secciones (Mesa, 2020, S. 9.11, 3.1) de donde se
reproducen partes.

Como se ha visto, los ejemplos de fen�omenos cr��ticos tienen la caracter��stica com�un
de la divergencia de la longitud de correlaci�on, la ausencia de escalas caracter��sticas,
la presencia de 
uctuaciones de todos los tama~nos y la respuesta an�omala (a todas las
escalas en amplitud, extensi�on espacial y duraci�on) a cualquier perturbaci�on incluso
las m�as peque~nas. Estas caracter��sticas se re
ejan en varias leyes de escalamiento que
expresan cuantitativamente la invariancia de escala.

El escalamiento puede provenir de la divergencia de la suma del correlograma, o de no-
estacionariedad o de distribuciones estables, o de combinaciones de estas. En contraste
con los fen�omenos que muestran evidencia de escalamiento, una clase muy general
de procesos estoc�asticos con varianza �nita no lo tiene seg�un lo explica el teorema
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funcional del l��mite central de teor��a de las probabilidades (tflc, secci�on 8.6), ver
tambi�en Bhattacharya, Gupta y Waymire, 1983. La explicaci�on de sus causas es un
tema importante, tanto desde el punto de vista te�orico como aplicado.

Se procede primero a dar una interpretaci�on f��sica al escalamiento usando el concepto
de semejanza, apoyado en an�alisis dimensional. Esta subsecci�on se reproduce de (Me-
sa, 2020, S. 3.1). A continuaci�on, se presenta el escalamiento en la funci�on de auto
correlaci�on mediante el llamado fen�omeno de Hurst. Se concluye con el tema de las
distribuciones estables, tambi�en conocidas como de cola pesada. En todos los casos
se procura no solo presentar los procedimientos de c�alculo o estimaci�on sino adem�as
la importancia del escalamiento.

Semejanza

El tema de la semejanza en f��sica es inmenso, se considera importante un resumen
(Gupta y Mesa, 2014). En Barenblatt (1996, 2003) se puede profundizar.

El an�alisis dimensional se basa en la idea simple de que las leyes de la naturaleza
son independientes del sistema de unidades que se escoja para las mediciones. Como
consecuencia, estas leyes son invariantes ante cambios de escala. Matem�aticamente
esto se expresa mediante funciones homog�eneas lo que implica leyes potenciales.

Una funci�on f es homog�enea de grado n si al cambiar la escala de cada uno de sus k
argumentos por un factor � se cambia la escala de la funci�on por el factor �n. Esto
es, f es homog�enea si f(�x1; �x2; : : : ; �xk) = �nf(x1; x2; : : : ; xk). Seg�un el teorema
de Euler, si una funci�on f es homog�enea de grado n entonces

x1
@f

@x1

+ x2
@f

@x2

+ � � �+ xk
@f

@xk
= nf(x1; x2; : : : ; xk):

En particular si k = 1 se desprende que f(x) = cxn.

El teorema Pi de Buckingham, o simplemente el teorema �, es la conceptualizaci�on de
esta potente idea que permite simpli�car la matem�atica, por ejemplo, permite reducir
el n�umero de argumentos necesarios de las funciones que expresan una ley f��sica, o
cambiar una ecuaci�on en derivadas parciales por una ecuaci�on diferencial ordinaria.
El teorema dice (Barenblatt, 2003, p. 25):

Teorema 4.2.1 (�). Una relaci�on f��sica entre una cantidad dimensional dependiente
y varias variables independientes que la determinan se puede escribir como un produc-
to adimensional que contiene la variable dependiente en funci�on de otros productos
adimensionales independientes. El n�umero de estos productos independientes es igual
al n�umero total de variables que la determinan menos el n�umero de dimensiones
independientes contenido en estas variables.

Sea a la variable dimensional dependiente, y sean a1; : : : ; ak; b1; : : : ; bm las k+m = n
variables que la determinan, k de ellas con dimensiones independientes. Con esta
notaci�on, a = f(a1; : : : ; ak; b1; : : : ; bm) puede re-escribirse como � = �(�1; : : : ;�m),
con � = aa�p1 � � � a

�r
k , y los productos adimensionales �i = bia

�pi
1 � � � a�rik para i =

1; : : : ;m. De acuerdo con las de�niciones, los exponentes pi; : : : ; ri se pueden obtener
de la soluci�on de un sistema elemental de ecuaciones lineales.
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Un ejemplo cl�asico para ilustrar el teorema-� es la f�ormula para T , el per��odo de
peque~nas oscilaciones de un p�endulo de masa m y longitud ‘ bajo la acci�on de la
aceleraci�on de la gravedad g. Los tres par�ametros determinantes (m; ‘; g) tienen di-
mensiones independientes (M;L;LT�2). Por lo tanto, seg�un el teorema el n�umero de
productos adimensionales de las variables independientes es n� k = m = 3� 3 = 0,
lo que implica que el producto, �, que contiene el per��odo es una constante. Lo que
se puede escribir como Tg1=2‘�1=2 = constante (Barenblatt, 2003, p. 132). Esta cons-
tante no puede obtenerse del an�alisis dimensional, requiere otro argumento te�orico o
experimental. En este ejemplo la constante es 2�, la f�ormula es

T = 2�
p
‘=g:

La mayor��a de los ejemplos exitosos de aplicaci�on del an�alisis dimensional comparten
una propiedad importante no siempre enfatizada, pero muy necesaria. Hay una ma-
nera clara de separar entre variables importantes y variables que no son signi�cativas,
bien por muy grandes o muy peque~nas. Por ejemplo (Gibbings, 2011, p. 119), es po-
sible derivar la tercera ley de Kepler usando solo an�alisis dimensional. La variable de
inter�es es T , el per��odo de translaci�on del planeta que depende de su masa m, la masa
del Sol M , las dimensiones de la �orbita representadas por los semiejes de la elipse a y
b, y la constante universal de gravedad G. Esto da origen a tres productos, uno que
involucra al per��odo y otros dos independientes, que pueden ser a=b, o en t�erminos
de la excentricidad, e2 = 1 � (b=a)2, y el otro la relaci�on entre las masas, m=M . Es
decir,

GMT 2

a3
= f(m=M; e):

Aunque hasta ac�a hay un avance no despreciable, es posible ir mucho m�as all�a si se
considera que los dos n�umeros adimensionales a la derecha son peque~nos y por lo
tanto no deben jugar un papel signi�cativo. Esta consideraci�on importante desde el
punto de vista f��sico, en t�erminos matem�aticos se traduce en que la funci�on f tiende
a un l��mite no trivial cuando sus dos argumentos tienden a cero. En este contexto,
no trivial signi�ca que el l��mite es un n�umero diferente a cero o a in�nito. Por otros
argumentos se sabe que en este caso el l��mite es 4�2. En general se dice que un
problema es \auto semejante de primer orden" si existe el l��mite de la funci�on f y
este l��mite no es trivial cuando alguno de los productos adimensionales va a cero (o
a in�nito si se toma el rec��proco) (Barenblatt, 2003, p. 84).

Semejanza de segunda clase

Pero hay muchos casos en los cuales un producto adimensional no se puede despreciar
a pesar de ser o muy grande o muy peque~no. Matem�aticamente esto signi�ca que o el
l��mite de f no existe o es trivial (cero o in�nito). En estos casos se pierde la capacidad
de simpli�caci�on que da la auto semejanza de primer orden. No se pueden despreciar
las variables correspondientes, que, aunque peque~nas siguen jugando un papel. Existe
una generalizaci�on del concepto de auto semejanza que se puede aplicar a algunos
de estos casos, aquellos para los cuales existe el l��mite trivial. Consiste en suponer
que el l��mite (a cero o a in�nito) es potencial. Esto se conoce como \auto semejanza
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4.2. An�alisis dimensional y escalamiento

asint�otica de segunda clase". En Barenblatt (1996, chap. 5) se desarrolla el concepto
a mayor profundidad. Para determinar los exponentes, que van a ser an�omalos, es
decir no son los que indica el an�alisis dimensional, se requiere de otras herramientas,
‘grupos de renormalizaci�on’ en mec�anica estad��stica, por ejemplo. No es posible su
determinaci�on mediante el an�alisis dimensional.

Un ejemplo simple es la determinaci�on de la longitud de una curva fractal, en contraste
con la de una curva suave (Barenblatt, 2003, p. 132). Sea L� la longitud de la poligonal
de segmentos de longitud � que aproxima la curva continua, que va entre dos puntos
separados por la distancia �. L� depende de los dos par�ametros dimensionales � y �.
La aplicaci�on del an�alisis dimensional da L� = �f(�=�). Para una curva suave, por
ejemplo, un semic��rculo, a medida que � ! 0 el argumento �=� ! 1 y la funci�on f
va a un l��mite, no trivial, en este caso �=2. Mientras que, para una curva fractal, el
l��mite de f cuando �=� !1 es in�nito. De hecho, de la geometr��a fractal se sabe que

f(�=�) ’ (�=�)D�1:

El exponente an�omalo D > 1, la dimensi�on fractal, no se puede determinar del an�ali-
sis dimensional. Barenblatt (1996) presenta un m�etodo para proceder en estos casos
y numerosos ejemplos de turbulencia, relaciones alom�etricas en biolog��a, aguas sub-
terr�aneas, entre otros.

Invariancia de escala

Para cerrar esta secci�on una muy breve menci�on a los m�etodos de semejanza de
escala, algebras de Lie y el teorema de Noether (Logan, 2004, p. 416). La simetr��a
de las leyes f��sicas ante cambios de escala es una entre un grupo m�as general de
posibles simetr��as. El teorema de Noether establece una correspondencia entre leyes
de conservaci�on y simetr��as. Adem�as, existe una sistematizaci�on matem�atica de la
simetr��a de escala mediante los grupos de Lie que permite el desarrollo de t�ecnicas
para simpli�car ecuaciones diferenciales, por ejemplo, para reducir de una ecuaci�on
en derivadas parciales a una ecuaci�on diferencial ordinaria. Solamente se va a ilustrar
con un ejemplo para motivar a los interesados.

Considere la ecuaci�on de calor en una dimensi�on

ut(x; t)� uxx(x; t) = 0; (4.1)

en la que las derivadas se expresan como sub��ndices. Considere el siguiente cambio de
variables

�x = �x; �t = �2t; �u = u; (4.2)

con � un par�ametro real positivo. Al aplicar la regla de la cadena para las derivadas,
dado el cambio de variables (4.2), la ecuaci�on (4.1) se transforma a

�u�t � �u�x�x = �2
�
ut(x; t)� uxx(x; t)

�
: (4.3)

En palabras, el operador diferencial que de�ne la ecuaci�on de calor es invariante
hasta una constante �2, ante el estiramiento (4.2). De esta simetr��a se deduce que si
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se introduce una nueva variable independiente

s =
xp
t
; (4.4)

que tambi�en es invariante ante el estiramiento (4.2), y se asume que u(x; t) = f(s)
para alguna funci�on f se obtiene

f 00(s) + s
2f
0(s) = 0; (4.5)

que es una ecuaci�on diferencial ordinaria. Luego la invariancia de la ecuaci�on en
derivadas parciales (4.1) se traduce con la substituci�on adecuada (4.2) en una ecuaci�on
diferencial ordinaria, que se puede integrar

f(s) = c1

Z s

0

exp(�z2)dz + c2:

Note que en (4.1) la derivada con respecto al tiempo es de primer orden y la respecto al
espacio es de segundo orden. En el estiramiento (4.2) esto se traduce en los exponentes
de la variable � en la transformaci�on (4.2), lo que hace invariante la ecuaci�on.

Este ejemplo se puede generalizar. En el proceso juega un papel importante el con-
cepto de grupo de Lie de transformaciones (cambios de variable). Para simpli�car
se toma el caso de dos variables independientes x y t, pero todo se puede extender
a problemas con m�as variables. Por una transformaci�on T se entiende un mapa del
plano R2 a R2, de�nido por las ecuaciones

T : �t = �(x; t); �x = �(x; t);

donde � y � son funciones dadas. Geom�etricamente T transforma un punto del plano
(x; t) a otro punto del plano (�x; �t) con el mismo sistema de coordenadas de referencia.
Si S es otra transformaci�on, entonces ST representa la transformaci�on que resulta
de primero aplicar la transformaci�on T y al resultado aplicarle la transformaci�on S.
Tambi�en es posible de�nir la transformada inversa T�1 y la identidad. Con estas reglas
se de�ne el grupo de Lie de las transformadas locales para estudiar la invariancia de
una ecuaci�on dada. Adicionalmente se asume que la transformaci�on depende de un
par�ametro �, real, y que las funciones � y � son anal��ticas en R2 � (��0; �0). Algunos
ejemplos de transformaciones son las rotaciones, las traslaciones, los estiramientos.
Usando la expansi�on en series de Taylor alrededor de � = 0 (la identidad) se obtiene
la llamada transformaci�on in�nitesimal, que es lineal.

El procedimiento pr�actico consiste en trabajar con una familia de transformaciones y
escoger el miembro adecuado de la familia para obtener la invariancia de la ecuaci�on
en cuesti�on. Por ejemplo, la familia de estiramientos en dos variables es

T� : �x = (1 + �)ax; �t = (1 + �)bt; �u = (1 + �)cu; (4.6)

donde a; b y c son constantes �jas por determinar, y � es un par�ametro real con valores
en un intervalo I que contiene a cero. En esta nomenclatura, la identidad corresponde
a � = 0. La transformaci�on in�nitesimal asociada es

�x = x+ a�x+ o(�); �t = t+ b�t+ o(�); �u = u+ c�u+ o(�):
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Dada una ecuaci�on en derivadas parciales

F (x; t; u; ux; ut; uxx; uxt; utt) = 0; (4.7)

se dice que es constantemente invariante conforme bajo la transformaci�on (4.6) si

F (x; t; u; ux; ut; uxx; uxt; utt) = A(�)F (�x; �t; �u; �u�x; �u�t; �u�x�x; �u�x�t; �u�t�t);

para todo � en el intervalo I, para alguna funci�on A, tal que A(0) = 1. En el caso en
que A(�) = 1 para todo � en el intervalo I, se dice que es absolutamente invariante.

Con tal de�nici�on hay un teorema que establece que la transformada de una soluci�on
a (4.7) es soluci�on de la ecuaci�on transformada.

4.3. Escalamiento estad��stico

Scholes, Merton, and Black desarrollaron un modelo para calcular el precio de deri-
vados del mercado que les mereci�o a los dos primeros el Premio Nobel en 1997. El
modelo describe la evoluci�on en el tiempo del precio justo de la opci�on. Se basa en
un modelo estoc�astico Gaussiano, el llamado movimiento Browniano. Con base en el
modelo en 1993 se cre�o el fondo (long term capital management). El c�alculo de la
probabilidad de quiebra del fondo era 10�28. Seg�un otros c�alculos la cifra era 10�7.
Sin embargo, en 1997 vino la crisis asi�atica y en 1998 vino la crisis rusa y en 4 a~nos el
fondo quebr�o. >Qu�e fall�o? La distribuci�on Gaussiana. Para comenzar un breve repaso
de temas b�asicos de probabilidad sin mucha justi�caci�on, ver cualquier buen libro de
texto, en particular los cl�asicos Feller (1968, 1971).

Ley de grandes n�umeros

En general si una variable aleatoria X tiene funci�on de distribuci�on acumulada de
probabilidades (para ahorrar diremos distribuci�on) Fx(x) = Pr[X � x], la variable
aleatoria que se obtiene de cambiar la escala y el centro de X mediante Y = aX + b,
tiene distribuci�on

Fy(y) = Pr[Y � y]

= Pr[aX + b � y]

= Pr[X � (y � b)=a]

= Fx

�
y � b
a

�
; (4.8)

y densidad de probabilidades, cuando existe (para ahorrar diremos densidad)

fy(y) =
dFy(y)

dy

=
1

a
fx

�
y � b
a

�
: (4.9)
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De�nici�on 4.3.1. Dos distribuciones F1 y F2 se dice que son del mismo tipo si
F2(x) = F1(�x+ �) con � > 0. Se dice que � es el factor de escala y � la constante
de centro o ubicaci�on.

F1
d
= F2

La esperanza matem�atica de una variable aleatoria X, E[X], es la integral

E[X] =

Z
D

x dF (x) =

Z
D

xf(x) dx; (4.10)

donde D es el dominio de la variable. La primera integral siempre existe si se usa
una de�nici�on adecuada. La segunda existe para las variables continuas. De las pro-
piedades de la integral se deduce que la esperanza es un operador lineal, es decir,
E[aX] = aE[X] y E[X+Y ] = E[X]+E[Y ], para cualquier par de variables aleatorias
X;Y y cualquier constante a.

La varianza de una variable aleatoria X, Var[X], es Var[X] = E[(X � E[X])2] =
E[X2]� E[X]2. Claramente la varianza no es lineal, Var[aX] = a2 Var[X] y Var[X +
Y ] = Var[X] + Var[Y ] + 2 Cov[X;Y ]. Donde la covarianza de X y Y es Cov[X;Y ] =
E[XY ]� E[X] E[Y ]. En el caso de variables independientes la varianza de una suma
es igual a la suma de las varianzas, pues en este caso la covarianza es cero. El hecho
de que las constantes salgan al cuadrado del operador Var es trivial de la de�nici�on,
pero tiene consecuencias importantes. En particular, para X1; X2; : : :, una sucesi�on
de variables aleatorias independientes e id�enticamente distribuidas (iid), con media �
y varianza �2, con Sn = X1 + � � �+Xn, se tiene

E[Sn=n] = � (4.11)

Var[Sn=n] = �2=n: (4.12)

De la ecuaci�on (4.12) se puede entender uno de los pilares b�asicos de la teor��a de
probabilidades, la ley de grandes n�umeros, que dice, en un sentido a precisar, que

l��m
n!1

1

n
Sn = �: (4.13)

Note que el lado izquierdo es el l��mite de una sucesi�on de variables aleatorias, mientras
que el lado derecho es una constante. Sin embargo, de la ecuaci�on (4.12) se ve que para
n ! 1 la varianza tiende a 0. En t�erminos intuitivos se entiende que una variable
aleatoria con varianza cero sea una constante, que es precisamente el valor esperado,
de acuerdo con la ecuaci�on (4.11). Hay versiones m�as generales de la ley de grandes
n�umeros para sucesiones no necesariamente independientes, y para varias maneras de
de�nir la convergencia.

Desde el punto de vista estad��stico, la ley de grandes n�umeros garantiza una buena
aproximaci�on para estimar la media si n es su�cientemente grande. El error muestral
es proporcional a �=

p
n. Esto garantiza que se puede aprender de la historia y que

un valor extraordinario (outlier) no da~na el promedio

64



4.3. Escalamiento estad��stico

Teorema del l��mite central

El siguiente resultado fundamental de la teor��a de probabilidades es el teorema del
l��mite central. Si se cambia el factor con el que se escala la suma Sn la convergencia
es a una distribuci�on normal. En la ley de grandes n�umeros el factor de escala es n,
para el teorema del l��mite central es

p
n. Note que esto equivale a multiplicar porp

n la ecuaci�on (4.13), es decir, se ampli�ca la variabilidad para apreciarla mejor.
Para darle una buena justi�caci�on al teorema necesitamos introducir el concepto de
funci�on caracter��stica de una variable aleatoria. Enunciaremos sus m�as importantes
propiedades para luego mostrar las ideas principales de una demostraci�on cl�asica.
Pero antes, una variable aleatoria Z con distribuci�on Gaussiana, o normal est�andar
(con media 0 y varianza 1) tiene densidad y distribuci�on

�(x) =
1p
2�

exp f�x2=2g; (4.14)

�(x) =

Z x

�1
�(z) dz: (4.15)

En general, dada una variable aleatoria X, con distribuci�on Fx, su funci�on carac-
ter��stica se de�ne como el valor esperado de e{wX , donde { es la unidad imaginaria y
w, el argumento de la funci�on caracter��stica, es un real cualquiera. Es decir, la funci�on
caracter��stica es

’x(w) = E[e{wX ] =

Z
D

e{wx dFx(x) =

Z
D

e{wxfx(x) dx: (4.16)

La funci�on caracter��stica siempre existe. La �ultima integral solo cuando la variable
aleatoria tiene densidad. En este caso la funci�on caracter��stica es la transformada
de Fourier de la densidad. Algunas veces se usa el t�ermino transformada de Fourier,
o simplemente transformada, como sin�onimo de funci�on caracter��stica. En general,
la funci�on caracter��stica determina la distribuci�on de la variable X. Distribuciones
diferentes tienen caracter��sticas diferentes. Cualquiera de las dos, la caracter��stica o
la distribuci�on tiene la misma informaci�on, de hecho, dada la caracter��stica es posible
obtener la distribuci�on con la llamada transformada inversa

fx(x) =
1

2�

Z
D

e�{wx’x(w)dw: (4.17)

Por ejemplo, la funci�on caracter��stica de la distribuci�on normal es

’z(w) =

Z 1
�1

e{wz�(z) dx = e�w
2=2; (4.18)

como se puede veri�car usando las ecuaciones (4.14) y (4.16). Como se ve, la carac-
ter��stica de la distribuci�on normal tiene la misma forma que la densidad.

Si una variable aleatoria X tiene caracter��stica ’x(w), la variable Y = aX + b tiene
caracter��stica ’y(w) = e{wb’x(aw).
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Una propiedad elemental es que mediante la derivada de orden n de la funci�on ca-
racter��stica, evaluada en cero, se pueden obtener el momento correspondiente de la
variable aleatoria. Esto es una consecuencia directa de intercambiar el orden de la
integral y la derivada, lo cual se puede justi�car,

’(n)
x (0) = {n E[Xn]: (4.19)

Para variables aleatorias independientes X y Y , la funci�on caracter��stica de la suma
es igual al producto de las funciones caracter��sticas,

’x+y(w) = E[e{w(X+Y )] = ’x(w)’y(w): (4.20)

Note que la independencia es necesaria en la anterior ecuaci�on. En general, solo para
variables independientes el valor esperado del producto es igual al producto de los
valores esperados. La independencia de X y Y implica la de e{wX y e{wY . Si F y G
denotan las distribuciones de dos variables independientes X y Y , la distribuci�on de
la suma se denota como F �G y se denomina la convoluci�on.

La funci�on caracter��stica tiene la propiedad de continuidad, es decir la transformada
del l��mite de una sucesi�on de distribuciones es igual al l��mite de las transformadas.
Propiedad que se va a usar para la justi�caci�on del teorema del l��mite central.

Para variables aleatorias discretas, o continuas positivas existen transformadas seme-
jantes a la de Fourier, la funci�on generatriz o transformada geom�etrica y la transfor-
mada de Laplace respectivamente. Ambas comparten con la transformada de Fourier
las propiedades fundamentales, con el necesario ajuste. Para una variable aleatoria
discreta, X, la funci�on generatriz es ’(s) = E[sX ] y para una variable positiva conti-
nua la transformada de Laplace es L(�) = E[e��X ]. Las correspondientes traducciones
con la funci�on caracter��stica son s = e{w y � = �{w. Entre la funci�on generatriz y la
transformada de Laplace es s = e��.

Para simpli�car el enunciado del teorema del l��mite central se toma � = 0 y � = 1
en la sucesi�on de variables aleatorias iid con suma Sn. El teorema del l��mite central
dice que en el l��mite cuando n ! 1, la distribuci�on de Sn=

p
n es una distribuci�on

normal. Para esto se procede a calcular su funci�on caracter��stica

’Sn=
p
n(w) = E[e{wSn=

p
n] = [’x(w=

p
n)]n: (4.21)

Ahora, como w=
p
n ! 0 cuando n ! 1 se puede aplicar la siguiente expansi�on en

serie de Taylor de ’x al rededor de cero, usando las derivadas evaluadas en cero,

’x(w=
p
n) = 1� w2

2
+ o(w2=n):

Al substituir esta expansi�on en la ecuaci�on (4.21) se obtiene la funci�on caracter��stica
de la distribuci�on normal, pues ex = l��m(1 + x=n)n. La �gura 4.1 ilustra el caso.
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Figura 4.1. Probabilidades de caras en lanzamiento de n monedas. Adaptada de Fie-
guth (2017)

Algunas de las propiedades m�as importantes de la distribuci�on normal son: cualquier
funci�on lineal de normales es normal, la distribuci�on normal es el l��mite de sumas
de variables aleatorias (TLC), existe una teor��a desarrollada para hacer pruebas de
hip�otesis e intervalos de con�anza para problemas con distribuciones normales. De
hecho, existen muy pocas pruebas para casos con distribuciones no normales, y aun-
que se acepta que en el l��mite la estad��stica Gaussiana se aplica, tal a�rmaci�on no
siempre es correcta. Por su simetr��a, los momentos impares alrededor de la media de la
distribuci�on normal son cero, el coe�ciente de Kurtosis es 3, la cola de la distribuci�on
Gaussiana es delgada, de hecho,

1� �(x) � x�1�(x); cuando x!1: (4.22)

Colas pesadas

La raz�on del fracaso del fondo ltcm (long term capital management) descrito al co-
mienzo de esta secci�on parece se debe a que el modelo usado se basa en distribuciones
de cola delgada, mientras que la realidad corresponde a distribuciones de cola pesada.

Para introducir el tema de las distribuciones de cola pesada considere una distri-
buci�on potencial, es decir una con densidad proporcional a x�� , con un exponente
caracter��stico dado �. Los m�etodos de integraci�on cl�asicos muestran queZ

x�� dx =

(
1

1��x
1�� + c si � 6= 1

ln(x) + c si � = 1;

por lo tanto, el dominio de la funci�on de densidad no puede ser (0;1). Para que tales
densidades sean normalizables se debe excluir el cero del dominio. Si el dominio es
(s;1), para alg�un s > 0, se deduce que tal distribuci�on (distribuci�on de Pareto):

- No es normalizable si � � 1,
- es normalizable con media y varianza in�nitas si 1 < � � 2,
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- es normalizable con media �nita y varianza in�nita si 2 < � � 3,
- es normalizable con media y varianza �nitas si 3 < �.

Un resultado fundamental del c�alculo es que la funci�on exp(x) va m�as r�apido a in�nito
que cualquier potencia positiva de x. De manera correspondiente vale semejante a�r-
maci�on sobre la rapidez de la convergencia a cero para exp(�x) y potencias negativas
de x. Por tal raz�on se usa el t�ermino cola delgada para las distribuciones cuya cola
va a cero a una velocidad exponencial o mayor. Por ejemplo, seg�un la ecuaci�on (4.22)
la cola de distribuci�on normal va a cero como exp(�x2). Pero la distribuci�on Pareto
va a cero como x�� , mucho m�as lentamente, por eso el nombre de cola pesada. La
�gura 4.2 ilustra la diferencia entre cola delgada y pesada. La �gura 4.3 muestra
varios ejemplos de aplicaciones de distribuciones con cola pesada.
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Figura 4.2. Aunque las densidades de distribuciones con colas exponenciales y pesadas
parecen semejantes, las colas son muy diferentes. En el medio se ilustran unas cuantas
realizaciones y a la derecha un n�umero grande de realizaciones lo que hace evidente
la gran diferencia. Adaptada de Fieguth (2017)

Para ilustrar las implicaciones pr�acticas considere el caso de la sismicidad. Suponga
que en un sitio dado (por ejemplo, la zona del Pac���co cercana a la central nuclear de
Fukushima en Jap�on), con 200 a~nos de datos, el m�aximo terremoto observado tiene
magnitud 8;5, lo cual lo escribimos como x1=200 = 8;5. Ahora, si se asume que la
distribuci�on de la magnitud es normal, y se condiciona a una magnitud x > 8;5, el
promedio de 1000 realizaciones es 1; 12x1=200, pero si la distribuci�on es Pareto con
� = 2=3 dicho promedio es 10x1=200. Una diferencia substancial si se quiere dise~nar
por ejemplo la altura del muro para proteger la central nuclear de las olas de un
tsunami generado por sismos. En realidad, la distribuci�on de la magnitud de sismos
se considera que est�a bien descrita por la distribuci�on de Pareto con tal exponente, y
el valor de x1=200 citado es cercano a lo estimado para el sitio.

Para un ejemplo un poco menos importante desde el punto de vista aplicado, pero
que ilustra la diferencia dram�atica, considere que la estatura de la mujer m�as alta
entre 200 es x1=200 = 1;82m. Si la distribuci�on de la estatura es normal (que es lo
aceptado), el promedio de la estatura de 1000 mujeres m�as altas que x1=200 es 1;85m.
Pero si la distribuci�on de la estatura fuera Pareto tal promedio ser��a 9;14m.
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Riqueza individual Meteoritos Palabras en libro

Víctimas de conflicto Temblores Citas a artículos

x−0.7 x−2.7 x−0.9

x−2.2 x−1.2 x−0.5

10

0

10

-2

10

-4

10

2

10

1

10

0

10

-6

10

-8

10

-10

10

-12

10

-4

0

10

4

10

2

10

3

10

4

10

0

10

2

10

4

10

0

10

1

10

2

10

3

10

-2

10

0

10

2

10

0

10

2

10

4

10

0

10

1

10

2

10

5

10

10

10

0

10

1

10

2

10

3

R
i
q
u
e
z
a

F
r
e
c
u
e
n
c
i
a

10

F
r
e
c
u
e
n
c
i
a

F
r
e
c
u
e
n
c
i
a

F
r
e
c
u
e
n
c
i
a

C
i
t
a
s

Rango de Riqueza Tamaño Rango

Victimas Magnitud Rango

Figura 4.3. Diagramas Log-Log para varios ejemplos de aplicaciones en las cuales se
considera que la distribuci�on es de colas Pesada. Adaptada de Fieguth (2017)

Una variable aleatoria X tiene distribuci�on Pareto en el dominio (s;1), con cola, �F ,
distribuci�on, F y densidad f dadas respectivamente por

�F (x) = (x=s)�� (4.23)

F (x) = 1� (x=s)�� (4.24)

f(x) = �s�x�(�+1): (4.25)

Note que el exponente de la distribuci�on, y, por lo tanto, tambi�en de la cola es igual
al de la densidad m�as 1, como es l�ogico debido a la integral. Los par�ametros de forma
y de escala son respectivamente � y s. La media es �s(� � 1)�1 si � > 1, e in�nita
si � � 1. La moda es s, y la mediana s �

p
2. La varianza es s2�(� � 1)�2(� � 2)�1; si

� > 2; pero 1 si � 2 (1; 2]. En general, para cualquier m,

E[Xm] =

Z 1
s

xmf(x) dx =

(
�sm(� �m)�1; si � > m

1 si m � �:

Otras propiedades: si X se distribuye Pareto con par�ametros � y s, entonces [XjX >
s1 > s] tambi�en es Pareto con par�ametros � y s1. Si X se distribuye Pareto con
par�ametros � y s, entonces Y = log(X=s) se distribuye exponencial con par�ametro
�. De manera equivalente, si Y se distribuye exponencial con par�ametro �, entonces
X = seY se distribuye Pareto con par�ametros � y s.

La distribuci�on de Pareto no es la �unica con cola pesada, hay otras, entre ellas las
distribuciones estables que se describen m�as adelante.
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Figura 4.4. Comparaciones Media y Mediana. Media en funci�on del tama~no muestral.
Izquierda: distribuci�on con varianza �nita. Centro: distribuci�on de Cauchy. Derecha:
Mediana para la distribuci�on Cauchy. Adaptada de Fieguth (2017)

Para distribuciones con cola pesada no es razonable tratar de estimar la media, mejor
se estima la mediana, que es m�as estable, como lo ilustra la �gura 4.4.

Un par�ametro clave a estimar es el exponente de la cola. Lo recomendado es trabajar
en espacio Log-Log. Para estimar la densidad, la distribuci�on, o su complemento
(cola) se usan subintervalos no aritm�eticos sino geom�etricos, es decir de la forma
(q; 
q); (
q; 
2q); : : :, para un valor conveniente 
 > 1. La frecuencia asociada a cada
intervalo se escala con la longitud del intervalo, fi = ni=(Nsi), donde ni es el n�umero
de observaciones en el intervalo, N el n�umero total de observaciones y si la longitud
del intervalo. El exponente se puede estimar por m��nimos cuadrados en espacio Log-
Log, o se usan dos intervalos separados convenientemente y la f�ormula 
 = 1 �
log[f1=f2]= log[q1q2], donde f1 es la frecuencia asociada al intervalo (q1; 
q1) y f2 al
(q2; 
q2). La �gura 4.5 ilustra este m�etodo.
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Figura 4.5. Estimaci�on del exponente de la cola en una distribuci�on de cola pesada.
Adaptada de Fieguth (2017), ver otra aplicaci�on en �gura 4.12

El origen de colas pesadas en las distribuciones puede ser variado. Las explicaciones
incluyen el escalamiento o la autosemejanza. Tambi�en la criticalidad auto organizada
que se presenta en este cap��tulo. Es muy popular el llamado principio de Pareto que
dice que, para muchos eventos, aproximadamente el 80 % de los efectos viene del 20 %
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de las causas. Por ejemplo aplicado a la distribuci�on de la tierra indica que el 80 % de
la tierra es propiedad del 20 % de los propietarios. A�rmaciones semejantes se re�eren
a la distribuci�on del ingreso y varias otras evidencias de la llamada desigualdad. Con-
viene anotar que de ser cierto este principio para situaciones problem�aticas puede ser
una buena noticia, por ejemplo, controlando solo el 20 % de las causas se puede resol-
ver el 80 % del problema. La �gura 4.6 ilustra tal auto-semejanza con la distribuci�on
del ingreso a nivel mundial y en Canad�a, tambi�en la frecuencia del uso de palabras
en un libro y un cap��tulo. Este es uno de los signos de un posible escalamiento es el
hecho de que al menos en los exponentes hay semejanza entre el todo y las partes,
una propiedad muy propia de los fractales.
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Figura 4.6. Ilustraci�on de que la parte puede ser semejante al todo. Caso de la riqueza
en un pa��s con distribuci�on semejante a la distribuci�on global. Caso de la frecuencia
de uso de palabras en un cap��tulo semejante al libro. Adaptada de Fieguth (2017)

La simulaci�on de procesos en los que haya variables aleatorias con distribuci�on Pareto
procede seg�un la receta general que consiste en generar n�umeros con distribuci�on
uniforme entre (0; 1) y a partir de ellos se obtienen los n�umeros con distribuci�on
Pareto usando la inversa de la distribuci�on. La �gura 4.7 ilustra el procedimiento.
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Figura 4.7. Se genera, u, un n�umero al azar con distribuci�on uniforme en (0; 1) y se
calcula y = s(1�u)�1=� que tiene distribuci�on potencial en (s;1), con exponente �.
Adaptada de Fieguth (2017)
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Distribuciones estables

Teor��a b�asica

Sean X;X1; X2; : : : variables aleatorias independientes con distribuci�on R y Sn =
X1 + � � �+Xn:

De�nici�on 4.3.2. La distribuci�on R es estable si no est�a concentrada en un punto
y para cada n existen constantes cn > 0 y 
n tales que

Sn
d
= cnX + 
n:

Teorema 4.3.1. Las constantes de normalizaci�on son de la forma

cn = n1=�; con 0 < � � 2:

La constante � se denomina el exponente caracter��stico de R.

Una distribuci�on R para la cual 
n = 0 se dice que es estrictamente estable. Para el
caso � 6= 1 es posible escoger la constante de localizaci�on (centro) de tal manera que
la estabilidad sea estricta. Luego,

Teorema 4.3.2. Si R es estrictamente estable con exponente �, entonces para todo
s > 0 y t > 0 se tiene

s1=�X1 + t1=�X2
d
= (s+ t)1=�X (4.26)

En lo que sigue se mantiene la nomenclatura de una sucesi�on de variables aleatorias
iid, digamos X;X1; X2; : : :, con distribuci�on F y Sn = X1 + � � �+Xn.

De�nici�on 4.3.3. La distribuci�on F de las variables iid Xk pertenece al dominio de
atracci�on de una distribuci�on R si existen constantes de normalizaci�on an > 0 y bn
tales que la distribuci�on de (Sn � bn)=an tienda a R cuando n!1:

De acuerdo con la de�nici�on, una distribuci�on R tiene un dominio de atracci�on si y
solo si es estable.

Considere una distribuci�on estable con � < 1. Por lo tanto, el promedio Sn=n tiene la
misma distribuci�on queX1n

�1+1=�, pero este �ultimo t�ermino tiende a1. Es decir, con
alta probabilidad el promedio de n variables es considerablemente mayor que cualquier
componente Xk. Esto solo puede ocurrir si el m�aximo Mn = m�ax[X1; : : : ; Xn] tiene
alta probabilidad de ser considerablemente grande y dominar el promedio. De hecho,
si las variables son positivas, el valor esperado de Sn=Mn tiende a (1� �)�1.

Para distribuciones positivas se tienen los siguientes resultados adicionales. El siguien-
te teorema caracteriza las transformadas de Laplace de las distribuciones estables y
establece que su cola tiene exponente �.

Teorema 4.3.3. Para 0 < � < 1 �jo, la funci�on L(�) = e��
�

es la transformada
de Laplace de una distribuci�on G� con las siguientes propiedades: G� es estable, si
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X1; : : : ; Xn son iid con distribuci�on G�, entonces (X1 + � � �+Xn)=n1=� tiene tambi�en
la distribuci�on G� y

l��m
x!1

x�[1�G�(x)] =
1

�(1� �)
; (4.27)

l��m
x!0

ex
��
G�(x) = 0: (4.28)

El siguiente teorema caracteriza el dominio de atracci�on de las distribuciones estables
positivas con 0 < � < 1.

Teorema 4.3.4. Dada una distribuci�on de probabilidades F en (0;1) tal que

Fn�(anx)! G(x) (4.29)

en los puntos de continuidad, donde G es una distribuci�on de probabilidades no con-
centrada en un punto y la notaci�on Fn� signi�ca la convoluci�on de F con sigo misma
n veces, entonces

[1� F (x)] � x��L(x)

�(1� �)
; cuando x!1; (4.30)

con L una funci�on que var��a lentamente en el in�nito y una constante 0 < � < 1.
Adem�as, si F es de la forma (4.30), es posible escoger an tales que

l��m
n!1

nL(an)

a�n
= 1; (4.31)

y en este caso (4.29) vale con G = G�.

Ejemplos

Normal. La distribuci�on normal est�andar es un ejemplo de distribuci�on estable con
� = 2. La ecuaci�on (4.26) se reduce en este caso a la regla para la composici�on de la
varianza.

Cauchy. La distribuci�on de Cauchy es estable con � = 1. Su densidad y distribuci�on
son

f(x) =
1

�(1 + x2)
; (4.32)

F (x) =
1

�
arctan(x) +

1

2
: (4.33)

La distribuci�on de Cauchy no tiene media. Si se parte la integral que de�ne la media
entre (�1; 0) y (0;1) se obtiene �1 +1 que no est�a de�nido. Por tal motivo no
tiene varianza, ni ning�un otro momento al rededor de la media, aunque los momentos
pares son 1. Se puede ver que el cociente de dos distribuciones normales indepen-
dientes con media cero y varianza uno se distribuye Cauchy. Es un ejemplo de una
distribuci�on estable con � = 1, que se de�ne m�as abajo. Por lo tanto, si X1 y X2 son
independientes con distribuci�on Cauchy, el promedio aritm�etico (X1 +X2)=2 tiene la
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misma distribuci�on, en general vale que el promedio aritm�etico de variables aleatorias
iid con distribuci�on Cauchy tiene la misma distribuci�on. La distribuci�on de Cauchy
coincide con la distribuci�on t de Student de un grado de libertad. La ecuaci�on (4.32)
tiene centro cero y escala uno. Es posible cambiar la escala y el centro usando las
ecuaciones (4.8) y (4.9).

Holtsmark. Otro ejemplo interesante es la distribuci�on de Holtsmark para la com-
ponente x de la fuerza gravitatoria de un sistema estelar. Se considera que el sistema
estelar est�a compuesto por un agregado aleatorio de puntos de masa aleatoria. Se
acepta que la densidad � del sistema estelar sea un par�ametro libre de la distribuci�on.
Sea X� la componente x de la fuerza gravitatoria ejercida sobre el origen por tal
sistema estelar. Claramente dos sistemas estelares independientes con densidades s
y t se pueden combinar para producir un sistema con densidad s + t. En t�erminos
probabil��sticos esto signi�ca que la suma de Xs y Xt debe tener la misma distribuci�on
que Xs+t, es decir

Xs +Xt
d
= Xs+t;

ahora, un cambio de densidad de 1 a � corresponde a un cambio de longitud de 1 a
1= 3
p
� y como la fuerza de gravedad es inversamente proporcional con el cuadrado de

la distancia se deduce que Xt debe tener la misma distribuci�on que t2=3X1. Por lo
tanto, � = 3=2 y

s2=3X1 + t2=3X2
d
= (s+ t)2=3X: (4.34)

El resultado es que hay una �unica distribuci�on estable sim�etrica con tal exponente.
Esta distribuci�on coincide con la que encontr�o el astr�onomo Holtsmark por otros
m�etodos.

Caminata Aleatoria Simple La distribuci�on del primer paso por a de una part��cu-
la sometida al movimiento Browniano est�andar es

F (t) = 2[1� �(a=
p
t)]; (4.35)

con densidad

f(t) =
ap
2�t3

e�
a2

2t ; (4.36)

que es estable en (0;1) con exponente � = 1=2, y tiene transformada de Laplace

L(�) = e�
p

2a�: (4.37)

Para justi�car lo anterior vamos a presentar los fundamentos de la caminata aleatoria
simple, y luego se pasa al movimiento Browniano como un l��mite cuando tanto �x
como �t van a cero. Aunque el camino parece ser largo, vale la pena por lo instructivo.
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Vamos a considerar una caminata aleatoria simple, con

S0 = 0; Sn = Sn�1 +Xn; para n = 1; 2; � � � ; (4.38)

conXn una familia de variables aleatorias iid con distribuci�on Bernoulli con par�ametro
p 2 (0; 1), tal que

Xn =

(
+1 con probabilidad p

�1 con probabilidad q = 1� p:
(4.39)

Este ejemplo tiene m�ultiples aplicaciones y arroja luces sobre temas profundos de la
teor��a de probabilidades que por otros m�etodos requieren m�etodos avanzados.

Una manera de describir la caminata es pensar en la ganancia (p�erdida) acumulada
de un jugador que en cada instante del tiempo n apuesta una unidad monetaria al
lanzamiento de una moneda, con cara gana una unidad, con sello la pierde. Suponemos
que tanto el jugador como el oponente tienen un capital inicial ilimitado y, por tanto,
el juego es inde�nido.

Otra manera de entender la caminata es en el lenguaje del movimiento Browniano
unidimensional. Sn describe la posici�on de una part��cula coloidal suspendida en el

uido contenido en un tubo in�nito. En cada instante del tiempo la part��cula es
golpeada al azar por las mol�eculas del 
uido que la desplazan a la derecha o a la
izquierda con las probabilidades enunciadas.

Tiempo de espera a una ganancia. Sea T la �epoca en la que se tiene por primera vez
una ganancia neta positiva, es decir Sn � 0 para n < T , y ST = 1. Claramente
T es una variable aleatoria. Vamos a calcular su distribuci�on, Pr[T = k] = hk. La
herramienta es la funci�on generatriz

H(s) =
X
k

sk Pr[T = k] = E[sT ]: (4.40)

La estrategia es condicionar en el resultado del primer lanzamiento de la moneda y
aplicar el teorema de la probabilidad total,

H(s) = E[sT ] = pE[sT jX1 = 1] + qE[sT jX1 = �1]:

Claramente si X1 = 1 entonces T = 1, por tanto, E[sT jX1 = 1] = s. Por otro lado,
si X1 = �1 entonces S1 = �1 y para poder tener una ganancia neta se requiere
pasar de S1 = �1 a ST1

= 0 para alg�un tiempo aleatorio T1 y luego de ST1
= 0

a ST1+T2
= 1, con T2 otro tiempo aleatorio. La clave es reconocer que T1 y T2 son

independientes y tienen la misma distribuci�on, igual tambi�en a la de T . Por lo tanto,
E[sT jX1 = �1] = E[s1+T1+T2 ] = sH(s)2. En resumen,

H = ps+ qsH2:

Esta ecuaci�on algebraica tiene dos ra��ces, se toma la acotada cerca a s = 0 y se obtiene

H(s) =
1�

p
1� 4pqs2

2qs
:
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Es posible expandir H en serie de potencias de s para obtener las probabilidades
correspondientes de los coe�cientes. Antes es posible obtener resultados importantes.

H(1) =
X
k

Pr[T = k] =
1� jp� qj

2q
;

y, por tanto, si p � q, con probabilidad 1 hay una ganancia neta en alguna �epoca.
Pero si p < q, existe la posibilidad de que Sn permanezca negativa por siempre, esto
ocurre con probabilidad (q � p)=q, que es el complemento de H(1). Claramente, si
p < q, T no es una variable aleatoria genuina. Pero para p � q se puede calcular el
valor esperado,

E[T ] = H 0(1) =
2p

p� q
� 1;

que para p = q = 1=2 es in�nito.

La expansi�on en series se apoya en el teorema del binomio de Newton,

(1 + x)� =

1X
k=0

�
�

k

�
xk; (4.41)

que en este caso da

h2k�1 =
(�1)k�1

2q

� 1
2

k

�
(4pq)k (4.42)

=
1

k

�
2k � 2

k � 1

�
pkqk�1; h2k = 0:

Primer retorno al equilibrio. El primer retorno a equilibrio despu�es de S0 = 0 ocurre
en el tiempo � si Sn 6= 0 para 1 � n < � , y S� = 0. De nuevo, la herramienta para
calcular la distribuci�on es la funci�on generatriz

G(s) =
X
k

sk Pr[� = k] = E[s� ]: (4.43)

Igualmente, la estrategia es condicionar en el resultado del primer lanzamiento de la
moneda y aplicar el teorema de la probabilidad total,

G(s) = E[s� ] = pE[s� jX1 = 1] + qE[s� jX1 = �1]:

Es claro que [� jX1 = �1] = 1+T porque para retornar al equilibrio hay que ganar una
unidad empezando en S1 = �1. Ahora usando simetr��a, intercambiando los papeles
de p y q se puede decir algo semejante para la condici�on X1 = 1. En resumen, (4.43)
se puede expresar como

G(s) = E[s� ] = ps(q=p)H(s) + qsH(s) = 1�
p

1� 4pqs2: (4.44)

Primera visita. A continuaci�on, se procede a calcular la distribuci�on de la �epoca de
la primera visita a r > 0. Es decir, la distribuci�on del tiempo aleatorio T (r), tal
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que ST (r) = r, pero Sn < r para todo n < T (r). Las respectivas probabilidades se
denotar por h(r). El argumento es que para llegar a r > 0 se debe sucesivamente pasar
por ST (1) = 1, ST (2) = 2, hasta ST (r) = r. En cada caso T (1) = T1, T (2) � T (1) =
T2, T (3) � T (2) = T3; : : :, T

(r) � T (r�1) = Tr son independientes e id�enticamente
distribuidos a T . Es decir T (r) = T1 + � � �+ Tr. Por tanto, la funci�on generatriz de la
primera visita a r es

H(s)r =

"
1�

p
1� 4pqs2

2qs

#r
;

y que

h
(r)
2k =

r

2k � r

�
2k � r
k

�
2rpkqk:

R-avo retorno al origen. La probabilidad de que el r-avo retorno al origen ocurra en
la �epoca n es igual a la probabilidad de la primera visita a r en la �epoca n� r (Feller,
1968, p. 90).

Movimiento Browniano. El paso de la caminata aleatoria al movimiento Brow-
niano consiste en considerar que cada paso de la part��cula produce un desplazamiento
in�nitesimal �x y que cada paso ocurre en el tiempo cada �t. De la de�nici�on en la
ecuaci�on (4.38) es claro que el teorema del l��mite central va a jugar un papel, pues

Sn =

nX
k=1

Xk;

donde las Xk son iid, y n es muy grande para tiempos macrosc�opicos, n = t=�t, con
�t! 0. Por tanto, la distribuci�on de Sn tiende a la distribuci�on normal. Sin embargo,
hay que tener cuidado porque ambos, �t y �x van a cero, pero no pueden ir a igual
velocidad. Antes de considerar este tema, conviene calcular la media y la varianza
de Xk y Sn. De la ecuaci�on (4.39) es f�acil ver que E[Xk] = p � q, E[X2

k ] = p + q =
1 = (p + q)2, y, por tanto, Var[Xk] = (p + q)2 � (p � q)2 = 4pq. En consecuencia,
E[Sn] = n(p� q) y Var[Sn] = 4npq.

Si los pasos en lugar de unitarios son de tama~no �x, la media y la varianza pasan a
ser t(p� q)�x=�t y 4tpq�X2=�t respectivamente. De la expresi�on para la varianza
es claro que para obtener un l��mite �nito diferente de cero se requiere que �X2=�t
tienda a una constante positiva, digamos �2. De igual manera, para que en el caso
p 6= q se tenga una media �nita diferente de cero se toma p = 1=2 + ��t=(2�X). En
conclusi�on, en el l��mite la media es �t y la varianza �2t.

Para resumir, sea X(t) la posici�on de la part��cula sometida al movimiento Browniano,
que se obtiene del paso al l��mite de la caminata aleatoria Sn, escalando el tiempo con
un factor de escala grande, m, y el espacio con factor de escala

p
m. Es decir

X(t) = l��m
m!1

Sbtmcp
m

; (4.45)
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donde btmc es la parte entera de tm. Para establecer la equivalencia con lo anterior
se toma m = 1=�t y �x / 1=

p
m. Como resultado, X(t) tiene densidad

p(x) =
1p

2��2t
exp

(
� (x� �t)2

2�2t

)
:

Adem�as, los incrementos del proceso X(t) son independientes. Es decir, para 0 <
t1 < t2 < � � � < tn se tiene que X(t1), X(t2) � X(t1); : : :, X(tn) � X(tn�1) son
independientes. La raz�on es que cada incremento corresponde a la suma de variables
iid diferentes. La �ultima propiedad importante del movimiento Browniano es que sus
trayectorias son continuas como funci�on del tiempo.

Ya se tienen los elementos necesarios para justi�car (4.35), la distribuci�on estable con
exponente � = 1=2 (Feller, 1971, p. 437). Contamos con la funci�on generatriz de � ,
el tiempo al primer retorno al equilibrio de la caminata aleatoria, ecuaci�on (4.44),
que con p = q = 1=2 es G(s) = 1�

p
1� s2: Con la substituci�on s = e�� se tiene la

transformada de Laplace

L� (�) = 1�
p

1� e�2�:

Para pasar de la caminata aleatoria al movimiento Browniano se requiere el l��mite de
(�1 + � � �+ �n)=n2 cuando n!1, con �1; : : : ; �n variables aleatorias iid con la misma
distribuci�on que � . La transformada de la suma es

LP
� (�) = [1�

p
1� e�2�]n;

que al escalar por n2 da

LP
�=n2(�) = [1�

p
1� e�2�=n2 ]n:

Para calcular el l��mite se toman los dos primeros t�erminos de la expansi�on en serie
de Taylor del exponencial, lo que resulta en

�(�) = l��m
n!1

LP
�=n2(�) = l��m

n!1
[1�

p
2�=n]n = e�

p
2�;

que corresponde a la ecuaci�on (4.37), la transformada de Laplace de la distribuci�on
estable con exponente � = 1=2 y a = 1. De la transformada de Laplace se puede ver
de inmediato que la distribuci�on es estable, �n(�) = �(n2�).

Una segunda justi�caci�on se basa en la distribuci�on de Ta, el tiempo al primer paso del
movimiento Browniano por un valor positivo a, dado X(0) = 0, � = 1 y � = 0 (Feller,
1971, p. 174). Por la independencia de incrementos, X(Ta+t)�X(Ta) = X(Ta+t)�a
es independiente de X(s) para cualquier s < Ta. Ahora, por continuidad, para pasar
por a+ b > a tiene que pasar primero por a, luego Ta+b � Ta es independiente de Ta
y tiene la misma distribuci�on que Tb. Por tanto, si denotamos por Fa(t) = Pr[Ta � t]
la distribuci�on de Ta, entonces Fa+b = Fa � Fb, y como �x2=�t es constante, la
distribuci�on de Ta es la misma que la de a2T1, es decir las distribuciones di�eren solo
por un factor de escala y por lo tanto, son estables con par�ametro � = 1=2.
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La distribuci�on se puede calcular directamente por un argumento de simetr��a

Pr[X(t)�X(s)jTa = s < t] =
1

2
=

Pr[X(t) > a]

Pr[Ta < t]
:

Ahora, X(t) tiene distribuci�on normal con media 0 y varianza t, luego Pr[X(t) > a] =
1� �(a=

p
t) y, por tanto

Pr[Ta < t] = 2[1� �(a=
p
t)]:

4.4. Memoria larga

Sea xt una serie de tiempo que representa la variable de inter�es en el intervalo (t �
�t; t). Sean n la longitud del registro, �t = 1, y para centrar las observaciones se
resta una cantidad igual a la media de la muestra �x. Por lo tanto, la serie acumulada
en el momento t es

St = St�1 + (xt � x):

Suponga adem�as que S0 = 0. De�na el rango de St como,

Rn = m�ax
f0�t�ng

St � m��n
f0�t�ng

St: (4.46)

Hurst (1951) encontr�o que para muchas series de tiempo observadas el rango reesca-
lado R�n = Rn=�n crece con la longitud de registro n a una potencia H mayor que
0;5, por lo general cerca de 0;7, donde �n es la desviaci�on est�andar de la muestra. En
contraste, seg�un el teorema funcional del l��mite central (TFLC) de la teor��a de pro-
babilidades, para una clase muy general de procesos estoc�asticos con varianza �nita
(Bhattacharya, Gupta y Waymire, 1983),

E[R�n] � ( 1
2��n)

0;5
, con � =

1X
k=�1

�k: (4.47)

Mediante el s��mbolo � se indica que la relaci�on de los dos lados converge a 1 cuando
n!1. La secuencia �k, k = 0; 1; : : : denota los coe�cientes de correlaci�on de rezago k,
y � es la integral de la funci�on de correlaci�on, que tambi�en se conoce como la ‘escala
de 
uctuaci�on del proceso’ en turbulencia (Taylor, 1922). La diferencia observada
emp��ricamente entre los valores de H y 0;5 se conoce como el \fen�omeno de Hurst",
una de las primeras observaciones de escalamiento.

Debido al TFLC, para la existencia del fen�omeno de Hurst es necesario violar al menos
una de las dos hip�otesis del teorema, a saber, la estacionariedad o la existencia de
escala de 
uctuaci�on � �nita. Un proceso estacionario con � <1 es conocido como un
\proceso de la memoria corta". La existencia de � depende de la tasa de convergencia
de �k a cero. Por ejemplo, si �k decae a un ritmo lento, digamos como una ley de
potencia �k = k�dL(k) con 0 � d < 1 y L(�) una funci�on que var��a lentamente en
in�nito, � no existe, diverge. Recuerde que una funci�on L var��a lentamente en in�nito
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si L(ax)=L(x)! 1 cuando x!1 para todo a > 0. Para apreciar lo signi�cativo de
la escala de 
uctuaci�on note que

Var[St] = Var[x1 � �x]
�
t+ 2

t�1X
k=1

(t� k)�k
�
:

Luego cuando � < 1 la varianza de las sumas parciales crece linealmente con t y
el comportamiento del proceso xt � �x no di�ere fundamentalmente de una sucesi�on
de variables aleatorias independientes. Por ejemplo, hay lugar a una ley de grandes
n�umeros porque Var[St=t]! 0 cuando t!1, lo que implica que la variable aleatoria
St=t converge a una constante, E[x1 � �x] = 0. Igualmente, hay lugar al teorema del
l��mite central, St=

p
t converge a una variable aleatoria con distribuci�on normal con

media cero y varianza Var[x1 � �x]�. Adem�as, el TFLC aporta m�as resultados, por
ejemplo, sobre los m�aximos, m��nimos y el rango.

Por otro lado, si � = 1 se dice que tales procesos estoc�asticos tienen \memoria
in�nita" o \dependencia de largo alcance". Es importante se~nalar que la tasa de de-
caimiento de �k a cero juega un papel similar en la teor��a de los sistemas din�amicos
deterministas. Tambi�en hay que recordar que estas de�niciones se basan en propie-
dades de segundo orden (correlaciones). Aunque se puede usar toda la estructura de
la dependencia del proceso para hacer de�niciones m�as estrictas, pero las nociones
m�as d�ebiles son su�cientes para nuestros prop�ositos (Samorodnitsky, 2007). El caso
varianza in�nita se tratar�a m�as adelante.

Los conceptos de semejanza y auto semejanza son muy importantes para muchas
ramas de la ciencia y la ingenier��a. Para un proceso auto semejante Z(t); t � 0, si
se cambia la escala de tiempo, el proceso resultante tiene la misma estructura pro-
babil��stica en una versi�on a escala del original. En concreto, para a > 0 existe una
constante b positiva tal que

Z(at)
d
= bZ(t): (4.48)

Para un proceso estoc�astico auto semejante, estacionario, no trivial, existe un �unico
exponente positivo H tal que b = aH . Los procesos auto semejantes no tienen escala
caracter��stica, en el sentido de que las propiedades temporales tanto locales como
de gran escala son semejantes. La estructura geom�etrica de las trayectorias puede
ser caracterizada por la dimensi�on fractal. Pero si las propiedades locales y de gran
escala de un proceso estoc�astico son independientes, entonces no hay auto semejanza
(Gneiting y Schlather, 2004).

Para el caso de varianza �nita, sea �(s) la correlaci�on de rezago s de un proceso
estoc�astico estacionario continuo. El comportamiento asint�otico de �(s) cuando s!
1 determina la presencia o ausencia de la dependencia de largo alcance. Si

l��m
s!1

�(s) � 1

jsj1��
; � 2 (0; 1]; entonces H = (1 + �)=2: (4.49)

La dependencia de largo alcance, o persistencia, corresponde al caso H 2 ( 1
2 ; 1). Si

H < 1
2 se tiene anti-persistencia, y las 
uctuaciones de alta frecuencia dominan. En
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el caso unidimensional, esto puede ser expresada en t�erminos de la densidad espectral

P (f) =

Z 1
�1

e�2�ifs�(s) ds: (4.50)

Para el caso de dependencia de largo alcance

P (f) � jf j�� cuando jf j ! 0: (4.51)

Ahora, las propiedades locales dependen de �(s) cerca s = 0. Si

1� �(s) � jsj�� cuando s! 0; para alg�un � 2 (0; 2]; (4.52)

entonces la dimensi�on fractal de las trayectorias en un espacio m dimensional es
(Gneiting y Schlather, 2004)

D = m+ 1� �=2: (4.53)

Un ejemplo bien conocido de un proceso auto semejante con varianza �nita es el
movimiento fraccional browniano () (BH(t); t � 0), un proceso gaussiano con me-
dia cero, inicia en cero en el tiempo cero BH(0) = 0, los incrementos cumplen
E[BH(t)�BH(s)]2 = �2jt�sj2H , para constantes � > 0 y H 2 (0; 1] dadas. Este pro-
ceso tiene incrementos estacionarios. En el caso H = 1=2 es el movimiento browniano.

Claramente este proceso tiene la propiedad de auto semejanza, BH(ct)
d
= cHBH(t),

para cualquier c > 0, t � 0. El ruido fraccional gaussiano (rfg) es un proceso de tiem-
po discreto de�nido mediante los incrementos del mfb, Xn = BH(n) � BH(n � 1),
para n = 1; 2; : : :. Este proceso es estacionario por la estacionariedad de los incremen-
tos de BH(t). Su covarianza es Cov(Xj+n; xj) = 1

2�
2[(n+ 1)2H + jn� 1j2H � 2N2H ].

Usando la propiedad de auto semejanza se puede mostrar que para este proceso R�n
crece a la tasa nH (Samorodnitsky, 2007).

El caso de varianza in�nita necesita una consideraci�on separada porque existe la
posibilidad de que la auto semejanza venga de distribuciones estables no Gaussianas.
En este caso, el exponente de escala puede tener contribuciones por la dependencia a
largo plazo y/o por el exponente de la distribuci�on estable. Mandelbrot y Wallis (1968)
se re�ri�o a la primera fuente como el efecto de Jos�e, y a la segunda como el efecto de
No�e usando referencias b��blicas. Un proceso que exhibe discontinuidades marcadas,
debido a cambios abruptos puede tener varianza in�nita. Ambas causas pueden ocurrir
simult�aneamente en los sistemas naturales. Una representaci�on adecuada de estas
propiedades es muy importante en las aplicaciones. Por ejemplo, la estimaci�on de la
probabilidad de ocurrencia de eventos extremos es sensible a la existencia del segundo
momento.

El caso general de los procesos de auto semejantes con varianza in�nita es complejo
(Samorodnitsky, 2007). Para dejar en claro los puntos principales se toma un modelo
t��pico, el llamado movimiento estable fraccional lineal, que a la vez tiene dependencia
de memoria in�nita y varianza in�nita. Est�a construido siguiendo el modelo corres-
pondiente al caso mfb, pero con incrementos estables no gaussianos. Recordemos
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que una familia de variables aleatorias independientes, X1; X2; : : :, tiene una distri-

buci�on estable con exponente caracter��stico �, si X1 +X2 + : : :+Xn
d
= n1=�X1, para

0 < � � 2. En el caso sim�etrico, la funci�on de distribuci�on acumulativa complemen-
taria decae con una ley de potencia, P (X > x) � x��.

De manera an�aloga a la construcci�on del ruido fraccional gaussiano a partir del movi-
miento browniano, se procede a partir del movimiento estable fraccional lineal con la
construcci�on el llamado ruido estable fraccional lineal, mediante sus incrementos, que
son estacionarios con exponente de escalamiento auto semejante dado por (Franzke
et al., 2011)

# = H � 1

2
+

1

�
; 0 < # < 1: (4.54)

Esta notaci�on es diferente a la de Franzke et al. (2011) o Mandelbrot (2002). Ac�a,
H� 1

2 representa la contribuci�on al exponente de escala proveniente de la persistencia
de largo alcance, y 1=� representan la contribuci�on al escalamiento que viene de la
distribuci�on estable no gaussiana; su suma, #, es el exponente total de escalamiento.
La distinci�on entre H y # es importante. No todas las series de tiempo observadas
tienen 
uctuaciones gaussianas y algunos de los m�etodos estad��sticos utilizados para
analizar series temporales pueden ser insensibles a las colas pesadas, detectando H y
no # o viceversa. Es �util poder estimar ambos. Observe que el caso extremo � = 2
corresponde a la distribuci�on gaussiana, y en este caso # = H, como debe ser.

Claramente, la varianza in�nita es otra causa posible para discernir adem�as de la
no estacionariedad y la dependencia a largo plazo. En este caso, incluso para un
proceso estacionario de memoria corta, la convergencia no es a un proceso gaussiano,
el resultado te�orico se llama teorema del l��mite no central (Samorodnitsky, 2007, p.
202). Sin embargo, como Mandelbrot y Taqqu (1979) mostraron, la varianza in�nita
por s�� sola no puede explicar el fen�omeno de Hurst como se sugiri�o en las primeras
etapas (Moran, 1964). Esto se debe a la funci�on de la normalizaci�on en el an�alisis
estad��stico del rango re-escalado R=S.

La estimaci�on de H o # o de ambos a partir de una muestra es un tema delicado
porque las longitudes de registro son generalmente limitadas. En las primeras etapas
la mayor��a de los estimadores de H se tomaron en t�erminos de la pendiente de la
regresi�on lineal de R�n vs. n en el espacio logar��tmico. Posteriormente se introdujeron
estimadores espectrales utilizando el periodograma. La lista fue posteriormente en-
riquecida con el an�alisis de 
uctuaciones, las onditas y otros m�etodos. De estos, los
dos �ultimos estiman el exponente de escalamiento auto semejante #, mientras que el
resto son m�etodos de estimaci�on de H. Hay una larga lista de aplicaciones de este
tipo de estimadores a una amplia variedad de registros que no son revisados aqu��, ver
por ejemplo Beran (1994) y Franzke et al. (2011).

A continuaci�on, se presenta una breve descripci�on de los m�etodos de estimaci�on del
exponente H. Dada una serie, xt, de longitud N , se divide el registro en Nn = N=n
segmentos disjuntos de tama~no n. El diagrama R/S es una gr�a�ca en escala log-log del
rango ajustado re-escalado R�n, ecuaci�on (4.46), para cada segmento contra el tama~no
del segmento n. La pendiente de este diagrama se ha usado como un estimador del
exponente H de Hurst. Este procedimiento asume una estructura auto semejante.
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Recientemente se han desarrollado otros m�etodos que se basan en la estimaci�on de las

uctuaciones alrededor de las tendencias para cada segmento. El punto de partida de
estos m�etodos es la cantidad St, ecuaci�on (4.46), que en probabilidades se conoce como
la posici�on en una caminata aleatoria. La part��cula se mueve un paso de longitud xt�x
desde su posici�on anterior en St�1. Si los pasos se describen por variables aleatorias
independientes, el desplazamiento medio cuadr�atico crece proporcional a t, pero la
dependencia de largo plazo puede producir crecimiento superlineal. La estimaci�on de
la tasa de crecimiento del desplazamiento cuadr�atico medio es la base del m�etodo
denominado An�alisis de Fluctuaciones, FA por las siglas en ingl�es (Koscielny-Bunde
et al., 2006). Para cada segmento se estima la 
uctuaci�on mediante F 2(k; n) = (Skn�
S(k�1)n)2, y la 
uctuaci�on media como

F (n) =

s
1

Nn

X
k

F 2(k; n): (4.55)

Nuevamente, la pendiente en el diagrama log-log de F (n) vs. n se usa como el estima-
dor del exponente de Hurst. Este es el llamado diagrama de An�alisis de Fluctuaci�on
(fa).

Sin embargo, tanto la estimaci�on por los m�etodos R/S o fa pueden fallar debido a
la presencia de tendencias en el registro, lo que lleva a sobre estimar el exponente.
Ahora, los registros producto de procesos con correlaci�on in�nita pueden mostrar una
tendencia para desviaciones positivas o negativas por per��odos largos que pueden pa-
recer tendencias. Por esta raz�on, el an�alisis fa se ha generalizado al llamado An�alisis
de Fluctuaci�on con tendencia removida (dfa). Para eliminar la tendencia, un polino-
mio yn de orden p se ajusta a los datos en cada segmento k de longitud n mediante
m��nimos cuadrados. La varianza de la curva residual se estima mediante:

F 2
p (k; s) =

1

n

nX
t=1

(S(k�1)n+t � yn(t))2: (4.56)

De manera semejante a como se hizo en la ecuaci�on (4.55) se estima la 
uctuaci�on
media de orden p, que se denota mediante Fp(n), y se procede a estimar la pendiente
del diagrama log-log de Fp(n) vs. n para estimar el exponente de Hurst, el llamado
DFAp. Normalmente, es su�ciente con el ajuste de tendencia lineal y cuadr�atica.

Otro m�etodo com�un para la estimaci�on del exponente de Hurst de una serie de tiempo
es mediante la densidad del espectro de potencias. Como lo indica la ecuaci�on (4.50),
la pendiente �� del diagrama log-log de P (f) vs. f , cuando f ! 0, est�a relacionada
con el exponente de Hurst mediante H = (1 + �)=2. La densidad espectral se puede
estimar de diversas maneras. Es com�un usar los llamados ajustes (tappers) (Perci-
val y Walden, 1993). El m�etodo de multi-ajustes usa sucesiones discretas esferoidales
alargadas, que se escogen para minimizar la fuga de frecuencias que proviene del mues-
treo discreto. De esta manera se produce un conjunto de estimados aproximadamente
independientes que se promedian para reducir la varianza muestral.

Para procesos no estacionarios, la funci�on de correlaci�on no est�a bien de�nida, porque
depende no solo de la separaci�on (rezago) sino tambi�en del tiempo mismo. Algo
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semejante ocurre con la transformada de Fourier. Sin embargo, hay una generalizaci�on
de estas ideas, el llamado espectro de Wigner-Ville que permite obtener una relaci�on
potencial l��mite entre los exponentes, semejante a la que se usa para los procesos
estacionarios, ecuaci�on (4.49) (Heneghan y McDarby, 2000). en este caso la relaci�on
es

H = (� � 1)=2: (4.57)

Por lo tanto, para un movimiento FBM, un proceso no estacionario con incrementos
auto semejantes, el exponente del diagrama DFA, H + 1, est�a en el rango [1; 2], �, el
exponente del espectro est�a en el rango [1; 3], y hay que aplicar la ecuaci�on (4.57).
Mientras que para el caso estacionario FGN, el exponente del diagrama DFA, H, est�a
en el rango [0; 1], � en el rango [�1; 1], y se aplica la ecuaci�on (4.49). Hay que recordar
que esto solo es v�alido bajo la hip�otesis de auto semejanza.

4.5. Incendios forestales

Como se indic�o en la Introducci�on, un fen�omeno cr��tico corresponde a un comporta-
miento macrosc�opico de escalamiento que resulta del ajuste de un par�ametro. En el
caso de los incendios forestales el modelo correspondiente es el de percolaci�on, que
tiene un punto cr��tico claro. Se ha propuesto una modi�caci�on que lleva a la criticali-
dad auto organizada como resultado del desequilibrio que resulta tanto del suministro
permanente de nuevos �arboles como de chispas que pueden incendiar el bosque. Tal
suministro de �arboles como las chispas producen un auto ajuste del par�ametro de
criticalidad, lo que explica el nombre. Se presenta primero el modelo cr��tico de perco-
laci�on y luego el modelo cao. Este ejemplo ilustra bien la relaci�on entre criticalidad
y criticalidad auto organizada.

Percolaci�on

Lo que sigue se apoya en lo fundamental es Stau�er y Aharony (1992). Suponga una
ret��cula bidimensional su�cientemente grande para que las fronteras no sean impor-
tantes. Cada sitio (centro de un p��xel) puede estar o no ocupado por un �arbol. Una
constelaci�on es un conjunto de sitios vecinos ocupados por �arboles. Vecinos cercanos
se re�ere a sitios con un lado de la ret��cula en com�un. Los sitios que est�an en esquinas
diferentes de la ret��cula no son vecinos cercanos, sino vecinos pr�oximos a cercanos.
Todos los sitios de una constelaci�on est�an conectados por una cadena de vecinos cer-
canos ocupados. La teor��a de percolaci�on trata sobre el n�umero y las propiedades de
las constelaciones (tambi�en se usan las palabras racimo, nido y otras m�as). Hay varias
posibilidades para las ret��culas, por ejemplo, triangulares, rectangulares, hexagonales,
c�ubicas, c�ubicas centradas en la cara, en el cuerpo, para simpli�car solo se trata el
caso rectangular.

La hip�otesis m�as simple sobre la distribuci�on de los �arboles en la ret��cula es la inde-
pendencia, es decir, no hay tendencia a la atracci�on o a repulsi�on entre vecinos. Se
dice que la ocupaci�on es al azar, cada sitio se ocupa independientemente de la ocu-
paci�on de los dem�as sitios. Sea p la probabilidad de ocupaci�on de un sitio cualquiera.
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Si se tienen n sitios en la ret��cula, con n grande, por la ley de grandes n�umeros hay
np sitios ocupados y (1� p)n sitios vac��os.

Hist�oricamente la teor��a de percolaci�on tiene su origen en trabajos durante la II
Guerra Mundial sobre coagulaci�on de pol��meros, es decir a la formaci�on de una red
enlaces qu��micos que atraviesa todo el sistema originando un gel. Un ejemplo de
la coagulaci�on es la cocci�on de un huevo que inicialmente es l��quido y con el calor
produce un gel.

La aplicaci�on inicial de las ideas de percolaci�on a los incendios forestales tiene como
objetivo la comprensi�on de los conceptos de percolaci�on, no tanto la de desarrollar
una herramienta para ayudar a combatir los incendios. En particular se busca hacer
claridad con un ejemplo simple sobre la existencia de un umbral de percolaci�on, la
transici�on brusca que se presenta en tal umbral, y sobre el escalamiento en el punto
cr��tico.

La pregunta inicial es sobre el tiempo que demora un incendio en penetrar un bosque
o en su defecto en extinguirse. Suponga que algunos �arboles se incendian y que el
fuego puede extenderse a los �arboles vecinos. La condici�on m�as simple para modelar
la propagaci�on es considerar que en el estado inicial los �arboles de la primera �la (caso
rectangular plano, �la superior) de la ret��cula se incendian y que no hay incendios en
las dem�as �las. Se procede a determinar los vecinos cercanos a un �arbol encendido,
con la regla de que estos vecinos cercanos se encienden. Por lo tanto, en el primer
recorrido un �arbol reci�en encendido prende sus vecinos a derecha, izquierda, arriba y
abajo, en caso de que esos sitios est�en ocupados. Cada recorrido por toda la ret��cula
constituye un paso de tiempo en la simulaci�on. Se asume tambi�en que un �arbol que
ha estado encendido una etapa de tiempo se quema por completo en esa etapa, a
continuaci�on se apaga y se convierte en un �arbol quemado, que en etapas siguientes ya
no puede encender los vecinos, ni ser encendido por ellos. En consecuencia, los posibles
estados de un sitio son cuatro: vac��o, ocupado por �arbol verde, ocupado por �arbol
encendido y ocupado por un �arbol quemado. La vida de un incendio forestal se de�ne
como el promedio del n�umero de pasos necesario para que una de dos condiciones se
cumpla: o que el incendio penetre todo el bosque, o que el incendio se extinga. La
primera condici�on se da si llega hasta la �la inferior. Como la ocupaci�on es aleatoria
es necesario usar el promedio en la de�nici�on de la vida del incendio. El promedio se
calcula sobre diversas simulaciones con diferentes realizaciones de la ocupaci�on de los
sitios, con todos los otros datos constantes. En la literatura hay ligeras variantes en
la de�nici�on de la vida del incendio y del algoritmo, pero las conclusiones b�asicas son
semejantes.

En la �gura 4.8 se presentan los resultados de un conjunto de simulaciones con dife-
rentes probabilidades de ocupaci�on y diferente tama~no de la malla. Se ve que existe
una transici�on brusca para la vida del incendio para una probabilidad p � 0;6. Para
valores bajos de la probabilidad de ocupaci�on, p < 0;6, no hay constelaciones de �arbo-
les que crucen la malla de abajo a arriba, el incendio no percola, la vida del incendio
es corta. Para valores altos, p > 0;6, es muy probable que exista una constelaci�on que
percola, lo que claramente ocurre en el l��mite, p ! 1, por tanto, la vida es igual al
tama~no de la malla. Pero lo verdaderamente importante es la divergencia de la vida
para p � 0;6. Para este caso el tama~no de la constelaci�on percolante, tal como se mide
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con la vida del incendio tiende a in�nito, como se puede comprobar si se aumenta
el tama~no de la malla, el promedio de la vida crece linealmente con el tama~no de la
malla. El lado derecho de la �gura 4.8 ilustra este crecimiento lineal.

Figura 4.8. Izquierda: Promedio de la vida de un incendio forestal en funci�on de
la probabilidad de ocupaci�on para una malla de 200 � 200 y 20 repeticiones para
el c�alculo del promedio. Derecha: M�aximo del promedio de la vida del incendio en
funci�on del tama~no de la malla

Criticalidad auto organizada de incendios

Esta secci�on se apoya en Turcotte (1999) y en Lesne y Lagu�es (2012, p. 349). La
super�cie se discretiza en una ret��cula, para tomar el caso simple digamos cuadrada.
En un instante dado un p��xel est�a vac��o o con �arbol. El crecimiento lento de nuevos
�arboles se modela mediante el llenado al azar de un p��xel vac��o a una tasa a1. Es
decir, el tiempo medio entre eventos de pixeles plantados es �t1 = 1=a1. La densidad
promedio de �arboles, el promedio de la fracci�on de pixeles ocupados se representa por
p(t), que es funci�on del tiempo. Si no hay incendios, p(t) crece debido al crecimiento
de nuevos �arboles. Usando el modelo de percolaci�on de la secci�on anterior se puede
caracterizar completamente la estad��stica de los racimos y la percolaci�on de incendios
en funci�on del par�ametro p(t). Por otro lado, con una tasa m�as baja a2 se escoge un
p��xel al azar y se descarga una chispa. Es decir, el tiempo medio entre dos chispas
es �t2 = 1=a2 � �t1. Si la chispa ocurre en un p��xel ocupado por un �arbol, este se
incendia, y el fuego se propaga r�apidamente a todos los vecinos ocupados por �arboles
con la regla anterior y as�� sucesivamente. Es decir, el racimo completo se incendia,
pasa a ser tierra desocupada, lo que ocurre en un paso de tiempo. El rango del incendio
se mide por el n�umero de pixeles quemados, que es igual al tama~no del racimo donde
cay�o la chispa.

Bajo este esquema habr�a per��odos largos de reforestaci�on, durante la cual p(t) crece,
separados por incendios de duraci�on corta, durante los cuales la densidad cae abrup-
tamente. Si p(t) es bajo al comienzo, por debajo de la densidad cr��tica pc, de haber
un incendio la constelaci�on ser�a normalmente de tama~no menor s(p) y por lo tanto
p(t) se ver�a afectada poco por el incendio y el bosque se recupera pronto. Por otro
lado, si p(t) > pc un p��xel elegido al azar tiene un a probabilidad positiva de pertene-
cer a una constelaci�on in�nita. Un incendio por tanto normalmente ser�a de tama~no
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considerable y la ca��da de p(t) ser�a signi�cativa. Si se deja evolucionar el sistema se
observa num�ericamente que p(t) ! pc, es decir el sistema se auto organiza para que
la densidad tienda a la cr��tica. Esto se puede cuanti�car mediante la distribuci�on del
tama~no de los incendios, A que sigue una ley de potencia

P (A) � A��; con � � 1;3:

La distribuci�on de las 
uctuaciones en la densidad es invariante ante cambios de
escala, es una ley de potencia que re
eja la ausencia de un tama~no caracter��stico
(aparte de los introducidos por el tama~no de la malla usada en la simulaci�on, que es
arti�cial e introduce un truncamiento en la ley de potencias.

Una variaci�on del modelo es solo permitir que en una etapa de tiempo se quemen
�arboles vecinos cercanos a �arboles prendidos. En este caso, la vida del incendio T es
otra medida de su escala, y se observa tambi�en ley de potencia para su distribuci�on.
En este caso, se reporta que las simulaciones reproducen bien datos observados en
incendios reales en Australia y Am�erica (Turcotte, 1999).

Para terminar, hay que resaltar dos caracter��sticas de este modelo que se van a en-
contrar en otros ejemplos de cao: la amplia separaci�on de escalas temporales entre la
reforestaci�on (larga) y los incendios (corta) y la estabilidad global del punto cr��tico,
es decir la din�amica conduce a la criticalidad.

cao es fundamentalmente un fen�omeno colectivo. Muchas interacciones simples no
lineales se organizan gradualmente hasta desarrollar correlaciones de rango largo (in-
�nito). Tales interacciones pueden contemplar por ejemplo umbrales. El sistema evo-
luciona a un estado donde muchas regiones correlacionadas est�an cerca al umbral. Por
lo tanto, el sistema es sensible a peque~nas perturbaciones que se pueden ampli�car.
La consecuencia a una causa peque~na es un evento de magnitud inconmensurable.
El estado cr��tico es estable ante perturbaciones, es decir regresa al punto cr��tico de
manera espont�anea sin que exista un par�ametro externo de control.

Por ejemplo, si se cambia la tasa de inyecci�on de material o energ��a (en nuestro ejemplo
la tasa de reforestaci�on a1) que mantiene el sistema lejos del equilibrio termodin�amico,
no se afecta el comportamiento observado del sistema, en la medida que el cambio
sea moderado. El mecanismo de la cao ilustra que el mecanismo que produce los
eventos peque~nos o las grandes cat�astrofes es el mismo, y que en consecuencia son
impredecibles. Una condici�on de la cao es que los sistemas deben ser abiertos y
disipativos. Pero es clave que las tasas de inyecci�on y disipaci�on sean muy diferentes.

4.6. Sismicidad

Se presenta una breve descripci�on de la aplicaci�on de las ideas de criticalidad au-
to organizada a la sismicidad. Las fuentes principales son Bak, Christensen et al.
(2002), Burridge y Knopo� (1967) y Olami, H. Feder y Christensen (1992). Prime-
ro una explicaci�on de los principales conceptos. Luego una breve descripci�on de las
observaciones y se concluye con la descripci�on de la aplicaci�on de un modelo cao.
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Principales conceptos

Un terremoto (temblor o sismo o se��smo) es la vibraci�on de la super�cie terrestre que
resulta de la liberaci�on s�ubita de energ��a por la ruptura de una falla en la litosfera
terrestre que genera ondas s��smicas que se propagan y pueden causar da~nos y ser
sentida a distancia considerable.

La teor��a principal que explica los temblores es la llamada teor��a del rebote el�astico.
De acuerdo con esta hip�otesis, un sismo ocurre cuando hay su�ciente energ��a el�astica
acumulada debido a la deformaci�on de la corteza para producir una ruptura y la
consecuente liberaci�on s�ubita de energ��a en forma de calor, ondas s��smicas y despla-
zamiento de las super�cies de falla. Es posible que exista movimiento continuo en
una falla sin liberaci�on de energ��a s��smica. Esto se presenta si no hay irregularidades
en la super�cie de la falla que opongan resistencia al movimiento. La mayor��a de las
fallas si oponen resistencia y la energ��a se acumula en forma de energ��a el�astica de
deformaci�on. Esta acumulaci�on contin�ua hasta que los esfuerzos alcanzan a romper
la resistencia de una manera s�ubita. La ruptura libera la energ��a acumulada.

Tambi�en hay sismos de origen volc�anico. La inyecci�on o retiro de magma producida
por un volc�an resulta en cambios de presi�on en las rocas circundantes que pueden
producir rupturas y movimientos de tierra.

La intensidad es un n�umero que describe la severidad de los efectos de un temblor
en un sitio dado, es decir depende tanto del sismo (magnitud y profundidad) como
de la distancia entre el epicentro y el punto de referencia. Una escala muy usada es
la llamada escala Mercalli modi�cada en la que la intensidad se escribe en n�umeros
romanos y que var��a de I para sismos imperceptibles, hasta XII para terremotos muy
destructivos.

El momento s��smico es una medida del tama~no de un terremoto basado en el �area
de la ruptura de la falla, el promedio del desplazamiento y la fuerza que se requiere
para superar la fricci�on que manten��a las rocas antes del movimiento. El momento
s��smico M0 se expresa como M0 = �AD donde � es el m�odulo de cortante, que se
toma como 32 GPa en la corteza y 75 GPa en el manto. A es el �area de la ruptura y
D el desplazamiento promedio.

La magnitud es un n�umero que caracteriza el tama~no relativo de un terremoto y se
basa en mediciones de acelerogramas. Hay varias escalas, la m�as usada es la magnitud
local o de Richter ML. Tambi�en se usa la magnitud basada en el �area de la fractura
MS y la magnitud del momento s��smico, MM = (2=3) log(M0)�6, tambi�en expresada
como logM0 = cMM + d, con c = 3=2 y d � 9;1. Esta �ultima de�nici�on de magnitud
es la m�as satisfactoria, aunque requiere informaci�on adicional a la contenida en los
sismogramas. Todas las escalas de magnitud dan valores semejantes para un deter-
minado temblor, excepto para los m�as fuertes, para los que se recomienda MM . Cada
unidad de magnitud representa un incremento de diez en la amplitud de la onda
s��smica y aproximadamente la energ��a del sismo se incrementa aproximadamente 30
veces. Emp��ricamente se observa una relaci�on lineal en espacio logar��tmico entre el
�area de la falla y el momento s��smico, logA / logM0 lo que indica que el esfuerzo
tiende a ser constante para los diferentes terremotos. Igualmente, se ha reportado
M0 / A3=2 y la energ��a E = 1;44MM + 5;24.
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Sismicidad observada

La evaluaci�on del riesgo s��smico de una regi�on tiene como prop�osito aportar la infor-
maci�on necesaria para que los ingenieros puedan dise~nar estructuras sismo resistentes.
Para esto se hacen estudios de sismicidad hist�orica, se estudian los cat�alogos de los
eventos observados y la tect�onica que ubica las fallas geol�ogicas en una regi�on. De fun-
damental importancia es la evaluaci�on de la frecuencia de ocurrencia de los temblores
y la distribuci�on de su magnitud e intensidad. Esta �ultima depende de la distancia a
las fuentes y del tipo de rocas y suelos por los que se propaga la onda s��smica.

Una de las caracter��sticas m�as b�asicas que se ha observado sobre la sismicidad de un
lugar es la llamada Ley de Gutenberg-Richter,

log10(N) = �bML + a;

con N el n�umero de sismos por a~no con magnitud mayor que ML (Gutenberg y
Richter, 1944). Los terremotos de mayor magnitud son m�as infrecuentes y los m�as
abundantes son de menor magnitud. La existencia de esta relaci�on lineal es notoria y
universal. Es decir, se observa en diferentes regiones del planeta (ver �gura 4.9). La
constante de proporcionalidad b, se ha considerado universal, b = 0;9�0;15 (Malamud
y Turcotte, 1999), y el intercepto a de alguna manera de�ne la sismicidad de una
regi�on.
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Earthquakes are a complicated spatiotemporal phenome-
non. The number of earthquakes with a magnitude M . m
is given by the Gutenberg-Richter law [1]. In addition to
the regularity in the rate of occurrence, earthquakes display
a complex spatiotemporal behavior [2,3]. The spatial dis-
tribution of epicenters is fractal and they occur on a fractal-
like structure of faults [3,4]. Short-range temporal
correlations between earthquakes are expressed by
Omori’s law [5], which states that immediately following
a main earthquake there is a sequence of aftershocks
whose frequency decays with time as T2a , a ! 1. This
has led to the commonly held belief that aftershocks are
caused by a different relaxation mechanism than the main
shocks.

The observed temporal complex behavior is obviously of
dynamical origin. However, the statistics of earthquakes,
as well as the geometrical fractal structure displayed by the
faults and by the spatial distribution of epicenters, is also
a result of a dynamical process and one might speculate
whether it is possible to unify these observations.

We propose a unified scaling law for the waiting times
between earthquakes, expressing a hierarchical organiza-
tion in time, space, and magnitude. There is a correlated
regime where the distribution of waiting times between
earthquakes is a power law T2a , a ! 1 and an uncorre-
lated regime. However, the waiting time interval for the
crossover between the two regimes for earthquakes larger
than a given magnitude depends on the area and magnitude
under consideration.

An earthquake catalog covering the period 1984 –2000
in a region of California spanning 20±N–45±N latitude
and 100±W–125±W longitude was analyzed [6]. The total
number of recorded earthquakes in the catalog is 335 076.
The number of earthquakes N"M . m# with a magnitude
larger than m is given by the Gutenberg-Richter law [1]
log10N "M . m# ~ 2bm, b ! 0.95 (see Fig. 1).

The spatiotemporal analysis was carried out as follows.
We covered the region with a grid with cells of size L 3 L
(see Fig. 2) and defined the waiting time T as the time
interval between the beginning of two successive earth-

quakes. We then measured PS,L"T#, the distribution of
waiting times T , between earthquakes occurring within
range L whose magnitudes are greater than m ! log"S#.

Figure 3 shows the resulting set of curves PS,L"T#, for
time scales ranging from seconds to 16 years, for several
values of S and L, plotted on double logarithmic scale.
Obviously, the curves differ widely. Some general trends
can be seen, however. There is a linear regime, indicating a
power-law distribution, extending up to a cutoff indicating
an upper limit of the waiting time. For fixed cell size L
and increasing cutoff S (or m), the range of the power-law
regime increases. For fixed cutoff S and increasing cell
size L, the range of the power-law regime decreases [7].

In Fig. 4, the curves are replotted in terms of rescaled
coordinates. The x axis is chosen as x ! TS2bLdf , and the
y axis represents y ! TaPS,L"T#. The rescaling causes a
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FIG. 1. The number of earthquakes N"M . m# with a mag-
nitude larger than m per year (open circles). The dashed line is
the Gutenberg-Richter law log10N"M . m# ~ 2bm, b ! 0.95.
The deficit at small magnitude m # 2 is related to the prob-
lems with detecting small earthquakes, so only earthquakes with
m $ 2 will be considered.
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Figura 4.9. Ley de Gutenberg-Richter: log10(N) = �bML + a; con N el n�umero de
sismos por a~no con magnitud mayor que ML (Gutenberg y Richter, 1944). A la
izquierda datos de 335 076 sismos en California, con magnitud mayor que 2 se estima
b = 0;95, adaptada de Bak, Christensen et al. (2002). A la derecha 913 sismos con
magnitud mayor que 5 entre 1900 y 1990 en un rect�angulo centrado en Colombia con
extremos de latitud 10S�10N y longitud 70� 80W. Se estima b = 0;84, adaptada de
Mesa (2002)

La existencia de esta relaci�on requiere explicaci�on. Algunos (Aki, 1981; Rundle et
al., 2003) toman las relaciones emp��ricas y la ley de Gutenberg-Richter como una
indicaci�on de la fractalidad de la distribuci�on de los sismos. Es f�acil ver que luego de
reemplazar las anteriores relaciones se obtiene la relaci�on de escala

N = �A�3b=2c:
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De all�� in�eren por la de�nici�on de dimensi�on fractal que D = 2b, recordando que
b = 3=2. Es decir, la distribuci�on de sismos es fractal y la ley de Gutenberg-Richter
es una manifestaci�on de este car�acter. Sin embargo, no se ha establecido una relaci�on
entre el escalamiento en la frecuencia de sismos y la dimensi�on fractal inferida con la
estructura fractal de la red de fallas geol�ogicas que tambi�en ha sido reportada para
un rango amplio de escalas (Turcotte, 1997).

Sornette (2003, p. 76) presenta una discusi�on interesante sobre los l��mites de la ley
de Gutenberg-Richter para magnitudes muy grandes. Las razones de esta limitaci�on
tienen que ver con la conservaci�on de energ��a y la geometr��a. Varias propuestas para
esto en t�erminos de una segunda ley potencial con un mayor valor de la pendiente b
luego de cruzar un umbral de magnitud. Otra posibilidad es el llamado ajuste (tapper
en ingl�es) exponencial apoyado en un l��mite suave o duro en la magnitud. No se entra
en estos detalles, pero si es conveniente recordar que hay l��mites para la validez de la
ley de Gutenberg-Richter.

Otra observaci�on clara es la disminuci�on con el tiempo del n�umero de r�eplicas despu�es
de un gran terremoto, f / T��. Esto se conoce como ley de Omori. La ocurrencia de
r�eplicas requiere explicaci�on por parte de la teor��a del rebote el�astico. Se aduce que
hay regiones en las que la ocurrencia de un terremoto aumenta el esfuerzo, pero hay
sistem�aticamente un rezago para la ocurrencia de la primera r�eplica. La corrosi�on y
la existencia de un esfuerzo cr��tico dependiente de la intensidad son los argumentos
usados.

Hay alguna evidencia de que la frecuencia de sismos de magnitud intermedia aumenta
antes de la ocurrencia de un gran evento (Rundle et al., 2003). Lo que se ha propuesto
como un m�etodo de predicci�on.

Modelo de bloques

La interpretaci�on cao de la sismicidad considera que en una transici�on de fase de
primer orden las fuerzas tect�onicas conducen el sistema de fallas a un estado de equi-
librio meta estable. Como las interacciones el�asticas son de largo alcance, el sistema
de fallas puede acercarse a una l��nea espinoidal. De hecho, en el caso de repetici�on en
el tiempo de sismos a lo largo de una falla se puede considerar que el sistema reside
permanentemente en la vecindad de una l��nea espinoidal, con 
uctuaciones en el tiem-
po alrededor de tal equilibrio. Un modelo usado es el de bloques, que se representa
en la �gura 4.10, ver Rundle et al. (2003) para mayores detalles.

4.7. Deslizamientos (pila de arena)

El modelo de la pila de arena (Bak, Tang y Wiesenfeld, 1988) es uno de los m�as
populares ejemplos de cao. Probablemente por que su descripci�on es elemental y
porque hacer experimentos mediante simulaciones en el computador es tambi�en sim-
ple. Este �exito ha motivado experimentos en laboratorio con diferentes materiales
(Kadano� et al., 1989; Malthe-S�renssen et al., 1999; Nagel, 1992) con resultados
variables. Por ejemplo, (Jaeger, C.-h. Liu y Nagel, 1989) no encuentran auto seme-
janza en experimentos reales en pilas de arena, aunque s�� parece que en algunos casos
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los experimentos en el laboratorio con�rman las simulaciones en el computador, por
ejemplo, en pilas de granos de arroz (Frette et al., 1996; Grumbacher et al., 1993).
Algunos deducen de estos modelos de juguete propiedades de deslizamientos reales
(Hergarten y Neugebauer, 1998). Se presenta un breve resumen del modelo con sus
resultados b�asicos. El an�alisis de estos se deja como tarea, y la discusi�on general sobre
la aplicabilidad de estas ideas se deja para la discusi�on general sobre cao. De todas
maneras, es notable como un modelo tan simple da lugar a escalamiento, memoria
in�nita, ruido 1=f y leyes de potencia. Para una mirada te�orica de acuerdo con el
enfoque de la mec�anica estad��stica ver Kadano� (1999).
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Figura 4.10. Esquema del modelo de bloques y placas adaptado de Rundle et al.
(2003)

El modelo de la din�amica de avalanchas o deslizamiento transcurre sobre una su-
per�cie plana �nita sobre la que se traza una grilla regularmente espaciada. En cada
punto de la grilla, de coordenadas i; j puede haber entre 0 y l granos de arena. hay dos
procesos que ocurren a escalas de tiempo diferentes. El primero es gradual y consiste
es agregar en cada etapa del tiempo un grano a uno de los sitios de la grilla escogido
al azar. El segundo ocurre espor�adicamente, en caso de llegar al l��mite superior l se
produce un deslizamiento, los granos en exceso de un umbral u se distribuyen a los
vecinos. Es com�un considerar el caso l = 4 y u = 0, es decir si un sitio con coordena-
das (i; j) llega a 4 granos, en el instante siguiente queda con 0 pues le ha transferido
1 a cada uno de sus cuatro vecinos: (i � 1; j), (i + 1; j), (i; j � 1) y (i; j + 1). Esto
ocurre con la excepci�on de los sitios (i; j) que est�en en alguna de las fronteras de la
super�cie, en cuyo caso 1 o 2 granos salen del dominio, por los bordes o las esquinas
respectivamente. Note que la desestabilizaci�on de un sitio puede generar una reac-
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