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RESUMEN La compresion de los mecanizmos {fsicos que dan lorma & las cuencas
Lidrogrificas es una de las tareas Iindamentales de la hidrologia actualmente. Bn las
ultitnaes décadas se han reportacdo una, gran cantidaed de regularidades en ks geometrin
de las cuencas hidrogrdficas ¥ su rod de drenaje gue ponen en evidencia la necesidad
de encontrar nn modelo tedrico que pueda explicarlas. Una de dichas regularidades
&5 la conocida Ley de Hack, que es una relacion potencial empirica entre: la lonpitnd
del ranal principal de la enenca ¥ su drea de drenaje. Varios estndios soloe esta
relacion se han resbizado desde que se foromld por primera vee en 1957, v se ha
encontrado, conaistentemnents, que e exponente del drea s supecior a (L3 - que es el
valor erperado por un andlisig dimensional simple - v peneralmente oscila entre (.55
v (L0, Fate resultado ha molivade a Lo comunidad Lidroldgice. ¥ geomertoldgion a
proponer diversas explicaciones para este comportamiento andmalo del exponente
En esle articulo se hard un resumen de las diferenteos propuestas tedricas tendientes
a explicar la apomalin del exponente encontrado en la ley de acl, las cnales van
desde cxplicaciones puramente germmétricas, hasta explicaciones basadas en Ia forma
der raanificacion de fa estructora topolagica de la red de dremaje, Fata revigion de
las explicaciones tedricas estd acompafiada por un estudio de mmestreo v omedicion
de las caracter{sticas morfomatricas en mes de 1000 cueneas enel modelo digital de
torrenn de Colombia, que pretende wabidar las explicaciones que se han propuesto
hasta el momento.

ABSTRACT Understanding the physical mechanisims woderlying the formation
of hydrolopical Lasios and thelr river networks is o fundamental topic i hydeology.
T the lost decades a large amount of regularitics in the river basins geomaetry and
its river network topology has beon reported, Those repularities must he explained
trough theorotieal models in order to find their physical meaning and implications.
Omne of such regularities is the well known Hack's Law, which is the empirical po-
tential relation between main river length and the bhasin avea, Several studies aboul
this relation has heen carried ool sinee his oroodation in Ue lade 3008, roporting an
srponent supevior Lo 05 (e expected value lom a simple dimensional analysis)
for the hasin aren, and between 0055 and 0.6, This result has motivated the lydro
logival communily Lo propose diverse justification for this ancmalous exponent. In
Lhis paper we prosent some of the theoretical justification given to this problem,
Llogether willy o broad study measuring the main merphometrical foatures of river
basin, This mensurements, made in abouwes [0 hasing in Colombia, will delermine
whether or not those thenries are valid in this comtext,

sar sohre o] tema, los estudios cuantitativos que

Lot cuencas hidropraficas son siatemas alta-
menle complejos, pies, au proceso de forma-
cidn estd Hpado a actores tan variables en
el tiempo v ol espacio como el clima, la ge
ologia, la  vegetacidn e incluso el tectonismo.
Sin embargo, ¥ contrario o lo que ae podria pen-

han sido realizados desde medindos de 1a década
de los 40, han revelado las profundas simetrfas
erhbebidas en tales sisbemas,

Bl estudin clisico realizado por Horton
(1945) =obre la orpanizacidn de la red de
drenaje, puso en evideocia Tao regulacidad de
esta, estructura al presendar los resullados de
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las que hoy son conocidas como las leyes de
Horton, gue resultan de un esquema de orde-
nanmiento propucsto por 6l mismo. Mas adelanls
Hack (1947) prosentd los resultados acercade la
refacidn potencial cxistente entre la longitud del
eanal principal ¥ ol drea dedrenaje en varios or-
denes de magnitud, la cnal puso en maniliesto,
s ves mids, que cste sistoma de aparenie com-
piejidad estaba organizado de una manera bas-
lande simple. Tstos trabajos motivaron a ol ros
investipadores & determinar ¥ cuantificar los
pardmetros que caracterizan la dindmica. al in-
tarior de este sistemna, tales como la geomelria
de losennales, la pendiente ¥ el caudal (Leopold
¥ Maddock, 1953 v Richards, 1988), En todos
eatos eslindios ol drea de la cuenea aparece como
el pardmelro natural de escala de los procesos
fisicos.

Mas alld del interés practico de las (-
viones  potenciales, que relacionan  algunos
pardmetros morfomatricos de la cuenca con el
dres, estd la pregunta acerca de los procesos fisi-
con fque dan origen a ellas y sobre las pistas que
encierran acerca de la evolucion del sistema, En
twte trabajo se tratardn cspecficamente dos de
las relaciones potenciales que la hidrologfa, aun
hoy, continua investigando, Tstas son la ley de
Hack y Ia relacidn encree los diferentes cuantiles
de la Tuncidn de distribucién de probabilidades
rle lom cadales midxinios v el drea de drenaje.

La ley de Hack es de especial interds, pues el
exponente de la relacién longitud - drea que se
encuentra usualmento enfre (K56 v (LA, os sz
nificativamente mayor que ¢l valor esperado por
nn andlisis dimensional simple entre cstas dos
variahles, que serfa (L5, Esta desviaclén anor-
mal del exponente e mucho mids que una cu-
ricsicland tedrica, pues cetd rolacionada seetin 1o
[Esien estadistica con importantes caracterfsti-
cas de invarianza de propiedades ance cambios
de escala. Los estudios sobre grupos de renor
malivacivin y sistenis auto-orsanizados en es-
tados crflives [Bak, 1092), han revelado que la
presencia de exponentes de eseala oo el en-
comtrade por Hack, extan asociados de maners
directa con earacteristicas [fsicas de la distribu-
cidn de la encrgia en diferentes esealas en el in-
terior del sistema dindmicn.

El reciente desarrollo de los compuladores
dee gran capacidad de procesamiento y alma-
cenamiento de informacion permite realizar
mediciones detalladas de las variables geomor
fddpicas en cuencas de gran tamano, lo que
hasta hace algunos anos podia parcesr imiposi-
ble. En este trabajo se desarrolla una carac-
terizacidn y un anglisis geomorfométrico de las
eneneas hidrograficas de Colombia (Mantilla,
1999), en busca de pistas sobre lag razones [fsi-
eas que conducen al valor andmalo del expo-
nente de Hack.

2 DATOS UTILIZADOS

Los andlisis estdn basades en meodelos digi-
tales de terreno (MIXTY), que son areulos ma-
triciales rectangularcs, en los gue cada posi
cidn corresponde A la clevacidn media de un
drea cuyo tamano depende de la resolncidn
tlel mapa, Tstos modelos cxisten en una wran
variedad de resoluciones v ofrceen un alio
grado de confianza sobre los dates propar-
cionados, Tn 1996 se terming un proyeclo de
eecala mundial dirigido por el Servicio (e
eligico de los Estades Unidos (USGS), cuyo
objetivo era generar mapas digitales para todo
¢l plancta con resolucidn de 30 sepundos de
arcer. Estos mapas estdn disponibles via F'FP
en fip:/fedefip.orousgs, gov/pub /dato Sgtope 50/
(para mayor informacidn, consulte la pdgina
el TIRGE  hitp:/fedeunsw, orousgs. povSdoc fed
E:'l'lE.r.:"i"i"?.-F;r,ﬁIJ.Iu':FngFJ_;"JY.!.J'I!:iﬂ.‘.h.l':'l"l'f.lr- oy s disj;ribu}m]
coma arregles reclangulares, en cddigo bina-
ricy, en archivos que coliren diferentes partes
del mimedo, B mapa de inlerés para Colom-
bia ed el WI0OaA0 ar. De alll se oxirae una
regidn que cubre completamente o Colombias
entre 5%5- 15%N de latitud v 65YW-R0"W de
lemgitd,

Ll modelo fue desarrollado a lo largo de un
perfodo de tres anos con el esfuerzo del per-
sonal del USGEH v 1o colaboracidn de inshibo-
viones coma la NASA, ef Instituto Nacional de
Estaddistica Geoprdfica o Informacion de Moe-
i, ¢l Servicie de Tnforpacidn Geografica del
Japin, Ta Agencia para el Desareallo Interna-
cional de los FUHAL e progeamea para el Desa-
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rrollo de Bases de Datos Ambientales de las Na-
viones Unidas, entre otros, que contribuyeron
encontrande yv/o permitiendo el uso de datos.
Liws datos bdsicos para la construccion fueron:
datos digitales de elevacidn de terreno propor-
cionados por la agencia de defensa de los Esta-
dos Unidos (50% de la informacion), la Carta
Dipital del Mundo ¥ la carta construida para
navepacion con una escala de 1:1'000.000. Para
interpolar la topografia faltante se usd como
pardmetro de control las corrientes importantes
de apua en el mur 1o, las cuales son facilmente
identificables desc » satélites, v datos de ele-
wvacidn media tom dos desde estos, Para lograr
que la topologia di 1a red de drenaje fuera simi-
lar a la que se con ce por fotograffas aéreas del
territorio Colombiane, fueron necesarias algu-
nas correcciones manuales sobre el MIDT, uti
lizando los maodulos ¥ controles para corregir
MDT del programa CUENCAS desarrollado
por el autor,

3 PROGRAMAS DESARROLLADOS
PARA EIL ANALISIS DE LOS
DAT(YS

Como es evidente, o] gran volumen de infor-
macicn que debfa ser manejado para realizar
embe trabngo, hizo evidente la necesidad de dis-
wiar programas de compotador para la visua-
Heacidn, andlisis ¥ preseotacion de los resulla-
thod, Fale tipo de prodramas se conoeen come
Siatemas de Toformacidn Geogralica (510G) v
aungie existe una pran variedad de ellos en el
mercado se opld por el desarrello de un pro-
grama propio, ya que las necesidades especificas
de este frabajo pusieron en evidencia la falta de
Aexibilicac de los 310 comerciales, ademds se
presenta como in paso hacia el desarrollo de
tutures trabajos de este tipo, El programa de-
sarrollado se ha Hamado "CUENCAS” (Figura
1). El programa CUENCAS ha sido desarro-
llade en el Posgrade en Aprovechamiento de
Recursos Hidrdulicos como parte del proyecto
Balances IHidroldgicos de Colombia (Unidad de
Planeacion Minero Energética -UPME-, Col
ciencias v Posgrado de Recursos Hidrdulicos,
1999), patrocinado por la UPME y por Col-

cicnciag, Bsta disenado para el andlisis de cuen-
cas hidrogrificas obtenidas a partic de modelos
digitales de terreno ¥ para la extraccian de los
pardmetros geomorfoldgicos de mayor inlerés,
El programa csta basado en ¢l andlisis de la
matriz de direcciones, la cual se crea nsandao la
informacidn contenida en ¢l modelo digital de
terreno usando ol algoriting de Hujo en la di-
receion de ln mdxima pendicente. Este algoritma
asigna a cada pixel del mapa digital una direc-
cion de drenaje. La direceidn en la que *lluya”
ol agua desde cualguier pixel se marca con un
identificador 1, 2, 4, &, 16, 32, 64 partiendo le
la direccidn noreste y continuando en el senti 1o
de lag manccillas del reloj hasta completar el
ciclo de direcciones (Mesa et al., 1999),

Con la informacion de la matriz de direc-
ciones cs posible determinar la cuenea hidrogra-
fica de cualquier pixel del mapa, la estructura
de su red de drenaje v los pardmetros goomor-
fologicos basicos derivados de esta. B particu-
lar es posible determinar o drea de drenaje de
todos los pixeles de la red de drenaje v 1a lon-
pituel del canal principal que drena hasta dicho
punteo, los cuales se despliecan de manera inter-
activa durante la gjecucion del programa. Las
rutinas implementadas en este programa han
sido modificadas para realizar el estudio gue se
presenta en este articulo,

4 ANALISIS DE LEY DE HACK EN
COLOMBIA

Como se meanciond anteriormente, la ley de
Hack ea una relacidn potencial emplrica antre
la longitud del canal prineipal de la cuenca v
an drea. Varios estudios sobre esta relacion se
han realivado desde gue se formuld poe primers
vez en 1957 (Hack, 1957}, v se ha enconlrado,
consistentemente, que ol cxponente del drea es
superior a (05 - que os el valor esperadoe por
un andlisis dimensional simple - ¥ generalmente
oscila entre (55 y (L6, Este resultado ha mes-
tivado a la comunidad hidrolégica v geomor-

foldgica a proponer diversas explicaciones para
; : %

este comportamiento andmalo del exponente.
En este capitulo se hard un resumen de las
diferentes propuestas tedricas tendientes a ox-
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plicar la anomalia del exponente encontrado en
la ley de Hack, las cuales van desde explica-
ciones puramente peométricas, hasta explica-
clones basadas en la "fractalidad” de los rios,
pasando por explicaciones basadas en la forma
de ramificacion de la estructura topoldgica de
la red de drenaje. Esta revisién de las cxplica-
ciones tedricas estard acompanada por un estu-
dio de muesireo v medicion de las caracterfs-
ticas morfomélricas en mds de 1000 cuencas
en el modelo dipital de terreno de Colorbia,
que pretende verificar las explicaciones que se
han propuesto hasta el momento. El objetivo de
este capitulo es dar luces que orienten la mirada
en la direccidn correcla para buscar una expli-
cacién fisica que resnelva salisfactoriamente el
problema del exponente andmalo de Hack,

4.1 EXPLICACIONES PROPUESTAS
PARA LA LEY DE HACK
4. 1.1 Tendencias en la geometria de o
euenca 3 lo red de drenage

4.1.1.1 Elongacion Hack observd que =i la
forma de las cuencas se conserva invariable con
el anmento de su tamafio ] cxponente en la
relacidn deberia ser 0.5, Al eseribir la ceuacidn
de Haek comao

i = 1 A
L2 2

podia interpretarse que la forma de las
cuencas de diferentes tamano no es completa-
mente similar, ya que un auwmento del tamafio
de la cuenca implica un decremento en la
relacién A/L?. Fsto, septn Hack, indica una
tendencia a la elongacién de las cuencas con
el aumento de su tamafio; este tipo de ere
cimiento se conoce el campo de Ia biolopfa como
crecimiento alomélrico.

Para ilustrar esta ides, se ha propuesto el
sipuiente ejercicio ledrico: demos una mirada a
la secuencia de cuencas en la Figura 2, los bor-
tles estdn dados por una sencilla enrva conocida
come la lemniscata, la cual estd deserita por la
[Grmula y(¢) = Acos{e(p— 7 /2)), donde [ varfa
desde w{e — 1)/2¢, hasta w{c + 1)/2c. Acd el
didamelro es A, ¥ la constante ¢ 2 1, determina
el grado de elongacion - lo que significa que el

ancho es proporeional a (A/¢), Cuando ¢ = 1
entonces la forma o5 completamente circular,
El drea de esta curva estd dada por

s A2

AT e

Para la sceuencia de formas de la Figura
2, el didmetro crece como 107, mientras que
la constante ¢ esta dada por ey=XA% con ¢ =
%. Paniendo esta expresion en la ley de Hack
(LerA™) v asumiendo que Lad, ohtenemos b =
477 == 0.57.

Este supuesto comportamientio de las cuen-
cas ha sido observado en modelos tedricos como
el introducido por Scheidegger (1967) en el cual,
"redes de drenaje aleatorias” son cresdas en
una malla triangular siguiendo una regla sim-
ple; ¥ en modelos aiin mas elaborados como el
prapueste por Rodriguez Iturbe ot al. (1997) de
redes dptimas de canales, basado en principios
de oplimizacion en la conectividad de ta red.
Esta cxplicacion solire la ley de Hack ha sido
aceptada durante mucho tiempo. Con el fin de
hacer una corrects estimacion de posibles len-
dencias en la forma de las cuencas es necesario
definir el didmetro de la cuenca usando el con-
cepto de la edseara convexa (Mantilla, 1999)
¥ hacer un estucio de su relacién con ol incre-
mento del drea. En la seceidn 4.3.2 se mostrardn
los resultados de esta prueha.

4.1.1.2 Sinuosidad En la misma época en
que Hack predicaba que la anomalia del ex-
ponente era debida principalmente a Ia elon-
gacian de las cuencas, otros autores (Smart ot
al., 1967} proponfan que el incremento de la si
nuosidad a lo largo del canal podia contribuir
en gran mediada a este resultade. La sinuosi-
dad se defiue como la relacion entre la longitud
medida a lo largo del canal, Ly, v la longitud
en lfnea recta desde su nacimiento hasta s de-
sembocadira, L. Matematicamente esto se ex-
presa comao
Sinuosidad = 2
,,.
Para ilustrar de manera precisa esta inter-
pretacidn se ha propuesto el siguiente gjercicio



MANTILLA ET AT ANALISIS DE LA LEY DE HACK EN COLOMBIA 5

tedrico: Suponpa un canal principal dado por la
funcién

1(a) = Alw)sin (7755

esta curva oscila alrededor del eje @&, con
amplitud ¥ periodo dades por Alz) y T{(x),
eomo se muestra en la Figura 3. Cuando A(x)
¥ T{x) son constantes, f{z) es una curva si-
musoidal sencilla. Pero si suponemos que la
amplitud ¥ ¢l perfode estdn dadas coma Tun-
ciones potenciales de x, es decir, Alz) = ex®
y T(x) = da® y asumiendo o > 0 y b enlre 0
¥ 1, entonces la amplitud y el perfodo anmen-
tan hacia aguas abajo como se observa en las
canales naturales (Leopold y Maddock, 1953).

La lemgitud de esta curva esta dada por la
longitud de arco de f{x), que se caleula medi-
ante la integral

la cual no puede ser resuelta de manera
analftica, pero es claro que L{x) es una funcion
creciente de z, s posible demostrar ademds,
basados en los resultados del uso de limites su-
periores inferiores ¥ supetiores que dependien-
o de los valores a ¥ b, es posible que ] valor
de L{x) crezca mas rdpido que x, de hecho es
posible demostrar que L{z) x!*2=% s g > b,
yoque Liz) x, en cualquier otro caso.

Con base en cste resultado analftico y el os-
tudio realizado por Leopold ¥ Maddock (1953)
en el que se encontrd que la amplitud y el pe-
riceles dle los meandros estaban fuertemente li-
patlos al ancho del canal w, en varios ordenes
de magnitiud por las formulas

A} ~ w!!
’f'(irJ] gt

eg posible derivar el exponente de Hacl
Teniendo en cuenta los estudios de Schurmm
(1977) que relacionan las caracteristicas del
canal con ¢l candal de banea lena, en particu-
lar se encontrd que ¢l ancho cumple la relacién
potencial w QS en varios ordenes de mag-
nitud, ¥ estudios sobre la variacidn del caudal
con el area (Flood Studies Report, 1975), en los

que se encontrd que la creclente media, estaba
relacionada con ¢l drea por @a.a3” A, De esta
manera y bajo la hipdtesis de que el didmetro
de la cuenca escala con el drea medianle un
exponente de (1.5 (cuencas autoscmejanles), re-
sulta que el exponente de Hack en la ecuacidn
LA™ es h = (1,55, como consecuencia exclusiva
de eatas suposiciones.

4.1.1.3 DIstructura topoldgica de la rad
de drenaje  Otras explicaciones del exponents
de ITack sc relacionan con ¢l efecto de la orpa-
nizacién topoldgica de la red de drenaje. Para
ello s establece la relacion entre el didgmetro
topoldgico, I , definido como la mavor dis-
tancia topolagica -en mimero de segmentos- en-
tre una fuente v la salida ¥ la magnitud de la
CULNCA, 1,

I
Dyo= am™

Delinido de esla manera, es posible derivar
valores tedriens del exponente hi a partir de los
maodelos topoldgicos de la red de drenaje.

4.1.1.4 Exponente de Hack derivado del
modelo de Shreve lna de las conclusiones
derivadas del modelo de Shreve {1966} sobre
la topologla de las cueneas, es el resultado
obtenide en Mesa v Gupla {'!f-]'?_‘}.'r'] acares de la
lese de Hack, El resullade presentado en ese tra-
bajo demuestra que si los postulades del s
delo de Shreve son wilidos, la observacion del
cxponente anormal de Hack se debe a un electo
preasintdtico, Bl cxponente tedtico caloulado es

1
Tl ol tur
el = 2l w—m
donde m e la magnitud de la cosnca. Los
valores derivades de la curva tedrica, fy(m),
sordn comparacdos con los valores obaarvados en
todas las cuencas de Colombia. Debe aclararse
gue en este caso lo comparacidn se hard eon
el exponente topoldgico de Hack, que es el que
resulta de la regresion potencial entre la mag-
nitud de la cuenca ¥ el didmetro topoldgicn.

4,1.1.5 Exponente de Hack derivado del
madelo de drboles autosimilares Como
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apunté Peckham (1993), si las redes de drenaje
pueden ser consideradas como drboles autose-
mejantes, « exponente topolégico de Hack
derivado de esta estructura estd dado por by =
1/Da4s donde Dgag es la dimension fractal
del 4rbol autosimilar, la cual sc define por
la relacion Daas = 1§H jfi . En esta concep-
cion, la explicacidn del exponente de Iack es

topoldpica.

4,1.1.6 "Fractalidad” Mandelbrot (1983)
sugiri que el exponente de Hack mayor que
0.5, podfa cxplicarse en términos de la natu-
raleza [ractal de los canales de la cuenes, lo que
canaarfa que la longitud medida variara con la
eacala del objeto. Asf, el exponenle de Hacl,
I = (L6, conducirfa a que la dimensidn fractal
de los rios fuese d = 2h = 1.2. Fsla suposicidn
se (undamenta en dos hipdtesis: (1) los canales
pueden ser vistos comao curvas fractales, y (2} la
farma de las cueticas es autosemejante en todas
las escalas. Esta idea parece surgir en la obser-
varidn de rios obtenidos a 'parlir de modclos
digitales de terreno, sin hacer la salvedad de
que el grado de discretizacidn involuerado en
eatos pucde llevar a confusiones visuales y de
cileulos, come se demostrara a mas adelante.

La dimensién fractal de un objeto se define
como la relacién entre la longitud y la cscala
a la que esta se mida (Mandelbrot, 1983) ¥ se
escribe

b i B (A)
S0

donde N, (A) representa el mimero de pa-
s0s necesarios para recorrer un objeto A con
un tamafio de paso 1. La mancra tradicional
en que se ha determinado esta dimension es a
traves del algoritmo de ” Box - counting” {con-
too de cajas), que consiste cn cubrir el objeto
con una malla regular de tamano | y contar el
nimero de cajas, Ny (A), que quedan ocupadas,
este proceso se repite disminuyendo el tamafio
de la malla y contando nuevamente, finalmente
se hace un gréafico log-log y se determina la
pendiente de la relacién log (Ny (A)] ™ log(A)
la cual es interpretada como la dimensidn de
Hausdorff - Besikovitch del abjeto.

La estimacion de la dimensién fractal ha
sido hecha por diferentes autores (Feder, 1988},
sin embargo no se ha hecho claridad sobre
la dificultadd de estimar la dimensién fractal
a partir Jde datos. Fate problema se ilustrard
a travis de una sencilla serie de ejemplos en
los cuales se hardn evidentes las dificultades,
desde el punlo de vista estadfstico para su de-
terminacion. Considere una curva sinusoidal de
perfode 27 generada por computador; obvia-
mente lo que se tiene es una coleccidn de o pun-
tos que visualmente representan la curva con-
tinua que estamos generando (este es el caso de
los rios que cxtracmos a partir de modelos di-
gitales de terrenc), ahora apliquemnos el proce-
dimiento de confeo de cajas para determinar su
dimension, £l resultado mostrado en la Figura
4 pone en evidencia que la pendiente de la recta
log (N3 (A)) vs log(A), para tamafios de caja
menores que la resolucién del objeto (x = 10,
es igual & cero, que es la dimensidn de un punto
y para tamanos mayores obtenemos un valor de
uno, que s la dimensidn de la iinea.

Acd podemos wver gua un usuario despre-
venido de los programas comunes para deter-
minar la dimension fractal de un objeto, podria
cometer praves srrored en la determinacion de
la dimension fractal si tomara indiscriminada-
mente puntos antes y después del umbral de
resolucién. En alpunas curvas ol umbral de re-
solucidn no es tan claro y la scleccién de los
puntos que deben ser tomados en la regresidn
se convierte en una tarea de mucho cuidado.
Por ejemplo, en la Figura 5, se muestran los
resultados del proceso de "hox -counting™ para
la curva usada en la seccién 4.1.1.2 para mo-
delar de manera sencilla el comportamiento
e los meandros. Cuando se observa la gralica
log { Ny (A)) vs log(A), resulta evidenle que no
es sencilla la decision de cuales puntos deben
usarse para la determinacidn de la pendiente
de la curva (dimension fractal).

De hecho, si se hacen todas las posibles
combinaciones de seleccion de puntos (Tabla
1}, la pendiente, que debiera ser uno pues ésta
es una curva simple, solo resulta en dos de e
llas. En la Figura 6 se mucstra la pendiente de
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la curva caleulada con base en distintas selec-
ciones de los puntos para la regresién.

Sin embargn, si repetimos este experimento
haciendo un nestreo mas detallado coma el
mostrade en la Figura 7 {z/2 = muiltiplos de
0.01) de la eurva f(x) = A(z)sin(2rz/T (x}),
loa resullados son diferentes; sin embargo, este
drastico incremento de resolucidén no corrigid
completamente las desviaciones de la curva
cerca al limite de resolucién ¥ en los tamanos
grandes del cajin.

Sin embargo, acd se hace mds facil la de-
terminacidn de los puntos que se deben tener
en euenta para la estimacion de la pendiente
{Figura 8)

Como se puede observar en estos cjerci-
cios munéricos, existe la necesidad de una
muy buena resolucidn del objeto del cual se
quiere estimar la dimensidn fractal. La determi-
nacitn de la dimensién fractal de algunos rios
de Colombia se presentard en la seccion 4.2.5
donde se mostrard que el grado de resolucidn
necesario para estimarla es aun muy pobre.

Ademds, del problema de la resolucién
para estimar dimensiones fraclales, s posible
demostrar con un sencillo ajercicio, que incluso
con rios fractales el exponenie de la relacidn
de Hack deberfa ser 0.5, recordando que Ia
desviacion de este exponente de au valor cspe-
rado fue la motivacion principal de Mandelbrot
para proponer su teorfa sobre rios fractales.

Teniendo en cuenta que en 08 primeros cs-
tudios de la relacidn longited vs Area, cstos
pardmetros eran medidos en mapas de distinta
pscala, suponpamnos dos cuencas de diferente
tamaiio, con su divisoria de aguas dada por un
cireulo de didgmetro A y con su cauce principal
dado por un sencillo fractal conocide como la
curva de von Koch (1993). Supongamos ademds
cque para fines de hacer el estudio a mano, las
cuencas deben ser dibujadas en un cuadro de
papel de 1 metro por 1 metro, ¥ que las dis-
tancias = miden con algin aparato que cuenta
el miimero de pasos v que con base en la escala
determina la distancia recorrida, por lo cual su
precision depende exclusivamente de la escals
(Figura 9).

Croime se piede ver en la figura la escala gri-

Hes en la cual se hacen lag mediciones depende
dle] drea de la coenca, en oste caso os claro que
la eseala grafica depende del drea clevada a la
0.5 y la longilud depende de la precision del
instrumento qgue a su vez depende de la eseala
prifica del mapa. Matemaficamente estas pro-
porcionalidades estdan dadas por

Las, A% = LaA"™®

De donde puede concliuise que el exponente
de Ilack no contiens ningund informacidn a-
cerca del cardeter fractal de los rios.

4.2 ANALISTS DE DATOS Y
COMPARACION DE RESULTADOS
CON LAS INTERPRETACIONES
TEORICAS

$.8.1  Fstimacidn del exponente de Iack para
cawitens dr Colombio

A continuacion se presontan los resultados de
la estimmacidn del exponente de Ilack con base
erl mediciones realizadas en aproximadamente
1000 cuencas hidrograficas de Colombia, La se-
leccidn de las cuencas en que se hizo la medicidn
e disefada para que hubiese suficiente infor-
macidn en todos los ordenes de magnitud in-
voluerados en la regresidn, con el fin de evitar
los problemas estadfsticos asociados a la falta
o poca presencia de datos en regiones particu-
lares de los datos (Figura 10}

488 Pruebas sobre I elongucidn de cuencas

Para las 1000 cuencas =eleccionadas se realind
un conjunto de mediciones. con el lin de reviaar
si la tendencia a la elongacion de las cuencas
con el incremento en ol drea ed significaliva para
producir el efecto de la ley de Hack, Como se
mostrd en la geccidn 4111, la tendencia a la
elongacidn debs ser muy clara ya que el expo-
nente de Hack encontrado en los datos os del
orden de (156,

Usando  la delinicién de  didgmetro ¥
perfmetro de la cdscara convexa (McCallum ¥
Diavis, 1979) se realizaron las regresiones en
bre &l digmetre ¥ ¢l drea (gue corresponde a
Ia relacidn de clongacién, Bapleson, 1970) v &l
perfmetro contra el drea (que corresponde al
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fndice de Gravelius, Eagleson, 1970). Los resul-
tados se muestran en la Figura 11,

Lag regresiones muestran que, en las cuen-
vas Colombianas, el efecto de la elongacidn
tiene una influencia determinante sobre el ex-
ponente anormal de Hack, Ademds, revelan que
exizte una componente adicional para explicar
el crecimiento anormal de la longitud del cauce,
In cual puede estar asociada a la sinuosidad
v/0 a la conexidn topoldgica existente en la red
de drenaje. Esta conclusidn se deriva del expo-
nente distinte de 1.0 en la represion L vs D,
gue muestra un crecimisnto més rdpido de la
longitud con el cambio de tamailo.

Con base en cstos resultados se derivan las
formulas de relacion de elongacidn e indice de
compacidad para las cuencas de Colombia ast:

Escala 60 segundos arco: K = 1.114%% v
Re=0.914799%

Las medidas de elongacidn son consistentes
en ambas escalas, mostrando que las cueneas
de Colombia, som en peneral, alargadas cn to-
das las escalas y con una elara tendencia a an-
mentar su didmetro mads rdpido que su ancho,
Fala observacidn so confirma cuando se escalan
3 cueneas de diferents tamafio con su didmetro
¥ se comparan visualmente (Figura 12).

4.2.2.1 Pruebas sobre la sinuosidad de
los canales Con el fin de demostrar la jmmpor-
tancia del cambio de sinuosidad a lo larpo del
canal utilizaremos el criterio de ordenamients
de Horton - Strahler para elasificar los canales,
Asl, determinaremos la sinuosidad promedio de
un eanal de orden 1,3, 80 Fsla medicidn
s hard en las cuencas de los rios Aranea,
Abrata, Baudd, Catatumbo, Palia, Pulimayo,
Han Juan, Simi, Toma, Vaupés, Vichada, Ca-
quetd, Guaviare, Magdalens y Meta.

En la Figura 13 se muestran los resultados
para la cuenca del rfo Meta, en donde se revela
i, en promedio, la smuosidad de los canales
vrece hacia apuas abajo, o mejor con el orden
del canal a noa tasa aproximada de (135, Sin
embargn, cuando se mira la variabilidad alrede-
dor de log estados medios, se encuentra una
gran dispersidn, motivada principalmente por
la presencia de controles geoldgicos en todas

las escalas que impiden que [a sinonosidad pre-
senbe una varlabilidad consbante a lo larpo del
cauce, Un gjemplo de este Lipo de controles se
pede entender si comparamos la sinaosidad del
ricy Atrato, con la del rio Canca a la altura de
Ttuanpo, ambos rios han acomulado practica-
mente Ia misma drea, sin embacgo es evidente
que £l Canea no pusde meandrear libremente
por el control que ejerce el candn interandino.

Ein general podenos observar gue la tenden-
cia e la sinuosiclad no es lo suficientemenle sis-
temdlica para produocir el efecto del exponente
de Hack por af solda, sin embargo se ha mostrado
gue 2 conbribucion al erecimiento de la longi-
tuel del cauce no es despreciable v que debe ser
tenida en cuenta por modelos tedricos que ex-
pliquen la sstructura peométrica de la red de
drenaje de las cuencas hidrogréficas,

4.2.2.2 DProebas sobre el exponente
topoldrico de Hack La ndsqueds de la ex-
plicacidn del sxponents de Hack 2o la topologla
ide la red de drenaje ha sido ono de Jos es
fuerzos matematicos mds signilicativos hasta
el momento, desde que Shreve (1966) presents
s omodels de topolopfas aleatoriag, Sin em-
barpo, el exponente lopoldgico de Hack solo
vorresponde con el exponente geométrico para
valores prandes de la magnitud de la red de
drenaje como consecuencia de la ley de los
prandes niimeros, por esta razdén acd se hard un
eafnerzn por medir independicntemente el expo-
nente topeldgico v compararlo con los valores
esperados por los modelos de Shrove (1966) y
Tokunaga (1978).

Fn la Figura 14a se muestra el resultade de
la comparacion entre el valor de log( D) / log( A)
ohscrvado en los datos v ¢l valor esperado segiin
el modelo de Shreve, se incluyen ademds las
bandas de 2 v 3 desviaciones estandar, T valor
tedrico de esta relacidn esta dado por

log(Th) T Jog{2/ (1 £ (E:T]j
Weon] 3T T

lopim) 2
donde @ es la desviacion Upica y esta dada

1
ar g% % y £ g5 una variable aleatoria con
distribucidn normal,

Las observaciones estan dentro de los ran-
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g permisibles por el modelo. Esta prueba
no es concluyente pues no hay ley de grandes
mimeros para la relacidn entre el didmetro y la
magnitud, ya que la varianza no tiende a cero.
FEn el capftulo signiente se hardn algunas proe-
bag adicionales del modelo de Shreve eon el fin
de obtener resultados mds concluyentes sobre
su validez,

En la Figura 14b se presentan los resuliados
de I comparacidn entre el exponente de Hack
estimado a partir de los datos de aproximacda-
mente 1000 cuencas de Colombia y el valor es-
perado por el modelo de drboles autosimilares,
se puede apreciar cdmo el valor es claramenie
subestimado. Este resultado demuestra e la
orpanizacion topolégica de la red de drenaje
aporta una cantidad significativa a la obser-
vacion del erecimiento andmale de la longitad
dal cance principal ¢on el incremento del drea.

4.2.3  Estimacidn de le dimensidn fractal de
algunoes ries de Colombia

Basados en el procedimiento ecxplicado en la
seceidn 4.1.1.4 se presentaran los resultados de
la estimacion de la dimensién fractal de aleunoes
rios de Colombia, En el programa CUENCAS
a2 ha implementado un madulo que permite cal-
eatlar la dimension fractal de un rio y permite al
usiario escoger los puntos con que desea hacer
la estimacidn de la dimension. A continuacidn
s¢ presentardn 3 cjemplos en los cuales se hard
csta medida., Se debe resaltar acd que estos pe-
sultados son con propdsitos ilustrativos, pues
como se demostrd en la seccién 4.3.2. la ten-
dencia a la elongacion de las cuencas con el au-
mento de tamano viela la hipdtesis de cuencas
antosemejantes en forma propuesta por Man-
delbrot, para explicar la ley de Hack en térmi-
nos de rios fractales,

Este gjercicio se hace con la intencidn e
demaostrar los problemas asociados a la esti-
macion de la dimensién fractal de rios extrafdos
de modelos digitales de terreno vy oen peneral
de objetos mueatreados en bajas resoluciones.
Ademds, como se pucde ver en las Fipuras 15 v
16 la dimensidn de Hausdorfl - Besikovitel no
eatdn muy lejos de 1.

h CONCLUSIONES

Se ha realizado un extenso eabudio de medicida
prl euencas de Colombia, euyas dreas varlan en
varios ordenes de magnitud, para examinar Ias
teorfas sobre Ia ley de Hack. Se demiestra que
la tendencia de las cusneas a elongarse con ol
aumento de tamatnio, es oo de los principales
componentes en el crecimiento andmalo de s
longitnd del cance principal con el aumento del
Area, abaervado en la ley de Hack, Ademds, se
miestra el efeclo no despreciable de la sinwosi-
dad creciente hacia aguas abajo de los rios en
el crecimiento de la longitud del canal prinei-
pal con el drea y la importante contribucidn
de la organizacion topoldgicn, con base en los
resultados del modelo de drboles autosimilares
{(Tokunaga, 1978).

Se ha dado un paso significativo en el campo
del desarrollo de herramicntas computacionales
para el andlisis de cuencas hidrogrificas ex-
Lrafdas de modeles digitales de terreno gue
permitié realizar este estudio sin precedentes
en Uolombia, de la caracterizacién  geomor-
fométrica de cuencas de gran tamafio que hasta
hace algunes afios parecfan imposibles de medic
v analizar, Y sc disefio un programa con una
interfaz grafica amigable que permite la ex
traccion de los parametros geomorfometricos de
cualguier cuenea hidrografica de Colombia, ob
wismente con las limitaciones de escala que ofre
cen los mapas trabajados.
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Flgura 1. Interfaz principal de la vergit firal el prrograma CITERNCAS,
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Cuenca 1 Cuenca 2
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Figura B. Haquema de medicida de la lonpitad ¥ el drea oo mapas de distinca escals de dos cuenens de distinto tamana, bajo
ln yuposicicn de cauce prinvipol es an fractal,
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Figura 13 Craficos de la sinuosidad de las corvieates de Jos prinvipales rios de Colombin
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Figura L4, (seperior) Comparacion entre ol wadon tedricn eaperado pur ol modelo de Shreve y al valor chaervada de b eelacitn
logl L4/ log{wa) en todes Tos puntes de ba red de drenaje extradds del ool digleal de tecronn da Colombin. [nfeciar] Compars-
citn cnlee el valor tedrice esporade por el modele de drboeles ambosimitares de Tokunags ¢ el observado del exponente tepaldgico
de Hack e 1a red de drensje extraida det modelo digital de terrenn de Golombian,
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Figura

15 Batimarian de la dimension fractal de efo Maegdalena, J = 100,
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14 MANTILLA ET AL ANALISIS DE LA LEY DE HACK EN COLOMEIA

Tahbla 1. Determinaciin de la dimensidn fractal nsando "box-countlng™ 3 haclendo todas las posibles combinaciones de log
puntra de s cursa Iogl Nigmeda (A1) va log(fombda),

Punta final da la regresldén para astimar la dimensldn fractal
2 3 4 5 & 7 a g 10 1 12 13 14
1] 000 000 000 QOO0 003 010 048 027 035 043 050 058 065
1 nog 000 000 004 042 022 032 041 n4e 057 085 071
2 Q00 Q00 a05 046 028 A28 04R 056 064 02 078
3 oo 008 022 036 047 058 0 N85 0¥2 081 0&T

4 014 032 047 058 067 075 082 090 085
& 049 063 073 078 086 g2 f;.i;l;i;ﬁ?.; 1.04
& 079 086 080 086 1000 108 111
7
&
g

0,84 0.96 1.02 1.08 1.4 1.7
0.95 1.0 1.0 1.20 1.21
1.1 1.1% 1.27 1.28

Pumta inigial de la regresion para estimar
la dimension fractal

10 121 138 132
M 147 1.
12 1.35

Taubln 3. Determinecidn de bo dioneuasice Toscinl oseoele "oec-eoupliong™ v heetends (ol Iny posibies combinaciones de Loy
pualos de Taeeurva Jog [ Nigmpae (A v togilarnbeda)

Punto final de la regresidn para estimar la dimensidn fractal

0 1 2 3 4 5 B 7 a o 10 11 12
= ] 097 088 085 099 093 €O 089 0.99 05 101 102 104 105
% 1 098 099 099 099 089 1U0 et Bl 101 10F 105 1.06
3 2 0.98 400 - 1.00 - 100 100 1.00 161 103 108 107
i% 3 A0 'il.'.lﬂl 1.11[!!:. SA000 100 102 104 107 108
EL | 4 (100 1000 4000 1000 161 102 104 108 1.08
ig 5 1000 400 100, 101 100 105 109 101
3w & 400 1,000 102 103 107 1M 143
= g 7 100 103 104 108 144 115
3 v B 1.04 108 111 118 148
S | e 108 115 123 1.2
E 10 120 129 128
£ & 138 127
= 12 1.23




