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Resumen

En este trabajo se estiman los pardmetros para la intensidad de default de covariables observables
en presencia de un factor de fragilidad no observable. La informacién observable corresponde a la
evolucion de algunas variables macroecondmicas en el tiempo, asi como la informacién caracteris-
tica de individuos de un segmento de crédito en una entidad financiera colombiana; se realiza una
pequeiia modificacién al proceso de Cox propuesto para la intensidad en Duffie et al. (2009), con
el fin de incluir una componente de saltos a partir de la cual se busca describir los agrupamientos
espontdneos de defaults, finalmente se implementa un programa para estimar los pardmetros aso-
ciados al proceso para la intensidad por medio del algoritmo EM y el muestreador de Gibbs.

Palabras clave: Intensidad de default, Proceso de Cox, Fragilidad, Algoritmo EM, Muestreador de
Gibbs.

Abstract

In this work, the parameters for the default intensity of observable covariates in the presence of an
unobservable fragility factor are estimated. The observable information corresponds to the evolu-
tion of some macroeconomic variables over time, as well as the characteristic information of the
individuals of a credit segment in a Colombian financial entity; a small modification to the Cox
process proposed for intensity is made in Duffie et al. (2009), in order to include a jump component
by means of which it is sought to describe the spontaneous clusters defaults, a program is finally
implemented to estimate the parameters associated to the process for intensity by means of the EM
algorithm and the Gibbs sampler.

Keywords: Default Intensity, Cox Process, Fragility, EM Algorithm, Gibbs Sampler






Contenido

Agradecimientos

Resumen

Lista de figuras

Lista de tablas

1.

Introduccion
Formulacién del problema . . . . . . . . ... .. .. ...

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
L.5.
1.6.

Objetivo General . . . . . . . . . .. e

Objetivos Especificos . . . . . . . . . . .o

Descripcionde losdatos. . . . . . . . . . ...

Especificaciondel modelo . . . . . . . . . .. .. ... ..
Estadodelarte. . . . . . . . . . . . . .. ..

Marco teorico

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Procesos eStocasticos . . . . . . . .. ..
2.1.1. Movimiento Browniano . . . . .. . .. .. ... ... .. ...
2.1.2. Proceso Ornstein—Uhlenbeck . . . . . . . .. .. ... ... ... .....
2.1.3. Proceso Ornstein-Uhlenbeck consaltos . . . . . .. ... ... ......
ProcesoPoisson . . . . . . . . ..
2.2.1. Proceso de Poisson no homogéneo . . . . . . ... ... ... .. .....
222, Procesode Cox . . . . . . . . . e
2.2.3. Procesos de Poisson compuestos . . . . . . . ... ...
Métodos de estimacion . . . . . . . . ... L. e
2.3.1. Funciénde verosimilitud . . . . . . . . . ... ... ... . ... ...
2.3.2. Resultados asint0ticos . . . . . . . . . . ... e
Cadenas de Markov Montecarlo . . . . . . . .. ... ... ... .........
24.1. CadenasdeMarkov. . . . . . . .. . .. ... ... ...
2.4.2. Leydegrandes nUmMeros . . . . . . . . . . o v v vttt
2.4.3. Algoritmo Metropolis Hasting . . . . . . . ... ... ... ........
2.4.4. Muestreadorde GIBBS . . . . . .. ... ...
2.4.5. Algoritmo de la Esperanza Maximizacién (Expectation Maximization)

VIl

Xl

11
11
13
14
15
15
16
17
17
17
18
18
21
22
23
26



VIII Contenido

2.4.6. Enfriamientosimulado . . . . ... ... Lo Lo
2.5. Procesos vectoriales autorregresivos . . . . ... . e e e e e e
2.5.1. Procesos autorregresivosdeorden1 . . . . . . .. ... ...
2.5.2. Estimacion del proceso vectorial AR . . . . . . ... ..o

. Formulacion del Modelo y Metodologia de estimacion

3.1. Proceso de COX o Poisson doblemente estocdstico . . . ... ... ........

3.2. Procesode Estimacion . . . . . . .. ... .. ...
3.2.1. Planteamiento de la Funcién de Verosimilitud . . . . . . . ... ... ...
3.2.2. Esperanza Maximizacion . . . . . . . . . . . . ... ..o
3.2.3. Muestreador de Gibbs para generar trayectorias del proceso de fragilidad. .
3.2.4. Modelo VAR para las covariables observables . . . . . .. ... ... ...

. Implementacion en una entidad financiera colombiana

4.1. Descripcion y tratamientode losdatos . . . . . . . ... ... ... ...
4.2. Estimacion de ML para el modelo con fragilidad . . . . . .. ... ... ... ..
4.3. Estimacion de ML para el modelo sin fragilidad . . . . . ... ... ... ... ..
4.4. Modelo con fragilidad vs modelo sin fragilidad . . . . . ... ... ... .....

. Conclusiones y recomendaciones
5.1. Conclusiones . . . . . . . . . . e e e
5.2. Recomendaciones . . . . . . . . . . . . ...

. Anexo: Ajuste VAR(1) covariables
A.0.1. Resultados del ajuste VAR(1) . . . . ... .. .. ... ... ... ...

. Anexo: Breve descripcion metodologias de riesgo de crédito

B.1. Modelode Merton . . . . . . . . . . . . ...

B.2. Modelo KMV . . . . . . . e e

B.3. Modelosdeintensidad . . . . . . . . .. ... ... ...

B.4. Modelo Credit Risk Metrics . . . . . . . . . . . . . . . . ..

B.5. Modelos estructurales . . . . . . . . . . ... e
B.5.1. Modelode Cox IngersollRoss . . . . . ... ... ... ... .. .....
B.5.2. Modelodetresfactores . . . . . . . . . . . .. ... .. ...
B.5.3. Duffie and Garleanu (2001) . . . . . . . .. ... ... .o
B.54. Copulas . . . . . . oL

. Anexo: Programa implementado para el algoritmo EM

Bibliografia

31
32
34
34
38
39
43

44
45
47
50
50

52
52
53

55
55

58
58
59
60
61
61
61
62
62
63

64

74



Lista de Figuras

2-1.
2-2.
2-3.

Trayectorias de un proceso estocdstico. Tomado de Douglas Rivas (2019) . . . . . 10

Una trayectoria del proceso Ornstein Uhlenbeck YV, con Yy =0,k =2. . .. . .. 13

Una trayectoria del proceso Ornstein Uhlenbeck Y;, con Yy = 0, k = 2, A = 2,

0= 1. . e e e 14
. Aparte resumen base de datos entidad financiera . . . . . ... .. ... ... ... 45
. Numero de Defaults entre agosto de 2016 y juniode 2019 . . . . . . . .. .. ... 47
. Ajuste estimacion tasa de intensidad con fragilidad. Elaboracion propia. . . . . . . 49
. Ajuste VAR(1) parael IPC . . . . . . . . .. .. ... ... 56
. Ajuste VAR(1) paraelPIB . . . . . .. .. ... 56
. Ajuste VAR(1) para la Distancia Default . . . . . . ... ... ... ... ..... 57
. Ajuste VAR(1) para el logaritmo de los activos . . . . . . .. ... ... ..... 57

. Variables que determinan la probabilidad de default. Tomado de Moodys KMV,

Pag 13. . . . e 60

. Trayectoria del modelo estructural de difusén de Duffie y Garleanu (2001) . . . . . 62






Lista de Tablas

4-1. Estimadores de maxima verosimilitud para la intensidad con el factor de fragilidad 48
4-2. Estimadores de maxima verosimilitud para la intensidad sin el factor de fragilidad . 50



1. Introduccion

El crédito ocupa un papel integral en el funcionamiento de un sistema econdémico organizado, los
agentes o individuos con excedentes de liquidez, estdn en la capacidad de transferirlos a indivi-
duos con déficit de estos recursos a cambio de un precio (tasas de interés). Las personas, empresas
y gobiernos adquieren obligaciones crediticias con el fin de financiar el gasto publico, proyectos
de inversion, actividades productivas y de consumo. Sin embargo, los cambios de cardcter social,
demografico, ambiental, o politico tienen una influencia permanente en la economia, lo que se
materializa en una mayor incertidumbre sobre la capacidad de pago de los diferentes agentes pres-
tatarios que estan sujetos a cambios en su situacion financiera, McNeil et al. (2005).

La tasa de interés refleja la prima por el riesgo de crédito que asumen los agentes prestamistas con
excedentes de liquidez; en los ultimos afios se ha incrementado la relevancia de la investigacion
en el riesgo de incumplimiento crediticio o default debido a la evidencia de su impacto sobre la
economia y el bienestar de los hogares. Un fendmeno que motiva el estudio de la dindmica o inten-
sidad del default consiste en los clusteres de incumplimiento crediticio, es decir, en incrementos
subitos de la frecuencia o nimero de incumplimientos. La evidencia empirica ha mostrado que
cuando se presentan fendmenos de desaceleracion o recesion econdmica, se empiezan a presentar
incumplimientos que se pueden generalizar provocando pdnico financiero, lo que técnicamente se
conoce como contagio default, fendmeno presente en cada una de las debacles financieras de los
ultimos afios, Spiliopoulos (2015).

La complejidad en la valoracién de instrumentos financieros de deuda, no sélo se presenta en
productos estructurados de deuda en los mercados de capitales, sino también en la cartera repre-
sentada por personas o empresas, en cualquier segmento o linea de crédito, ofrecida por ejemplo,
por entidades financieras y corporaciones de ahorro y vivienda. La percepcion que tienen los in-
versionistas o entidades financieras del valor y el riesgo de estos instrumentos estd fundamentada
en gran medida en el concepto o calificacion o score crediticio que emiten las diferentes agencias
calificadoras de riesgo, en cudnto la calidad y capacidad de pago de los agentes prestatarios. Por su
parte los entes de control velan por regular y exigir permanentemente el cumplimiento de las reser-
vas minimas de capital que deben tener las diferentes entidades financieras, fondos de pensiones
y aseguradoras, con el fin de garantizar un fondo de reserva que les permita afrontar una eventual
crisis o catdstrofe financiera.
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Este trabajo tiene como objetivo realizar una pequefia extension al modelo propuesto en Duffie
et al. (2009). El modelo descrito por los autores busca capturar la dindmica con la cual se presenta
en el tiempo el surgimiento de incumplimientos de pago o defaults; en este trabajo ademds se iden-
tifican aspectos o fendmenos que algunos modelos de riesgo de crédito utilizados en la practica no
capturan y que llevé en su momento a subestimar el riesgo de crédito, algo comun en diferentes de-
bacles financieras, entre otras, como las generadas por la burbuja inmobiliaria en Colombia (1997)
y la crisis subprime de EEUU (2008), ademds de muchos otros casos presentados recientemente,
como la crisis europea en (2010).

En el modelo estructural de riesgo crediticio propuesto en Duffie et al. (2009), se estiman los
parametros asociados a la intensidad con la cual se presentan incumplimientos crediticios, alli
esencialmente el proceso asociado a la intensidad es afectado por factores de riesgo observables y
un factor de riesgo latente (no observable) denominado fragilidad, el cual es comiin al conjunto de
préstamos. Se buscard modificar ligeramente la dindmica o especificacion del proceso asociado al
factor de fragilidad mediante un proceso de difusién con saltos.

Con el fin de determinar la replicabilidad del modelo, se abordan la estimacién y ajuste de la inten-
sidad para los eventos de incumplimiento crediticio en una entidad financiera colombiana; también
se implementa un programa experimental para estimar los pardmetros del proceso por medio del
algoritmo EM y el muestreador de GIBBS, el cual es modificado con el fin de incluir una compo-
nente de saltos. Luego de obtener criterio experto de diferentes entidades financieras se establecen
las covariables observables en el modelo para la intensidad, teniendo en cuenta el contexto de los
individuos considerados en la linea de crédito del andlisis.

1.1. Formulacion del problema

Para algunas entidades financieras, es comun encontrar dificultades en la gestion de la calidad de la
cartera de crédito, debido a que trabajan por practicidad con modelos para los que se establece una
variedad de supuestos que no replican el comportamiento de pago de los individuos. De otra parte,
la informacion recolectada es suceptible de sesgos o asimetria, lo que induce a un mayor error de
estimacién de las probabilidades de incumplimiento. La hipdtesis planteada, consiste en indagar
si la informacién no observable tiene una incidencia o impacto significativo sobre la dindmica de
los incumplimientos en el tiempo. En diferentes acontecimientos y crisis financieras se ha obser-
vado que los defaults se presentan en clusters o agrupamientos, sin que los gestores de riesgo de
entidades financieras, calificadoras de riesgo y otros agentes, hayan emitido las alertas necesarias,
ni tomado las medidas de riesgo pertinentes para evitar deterioros stbitos en la calidad de la cartera.

Debido a la complejidad en la valoracion de instrumentos de deuda, se trabaja con modelos que
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quiza no capturan todos los elementos representativos que permitan mejorar la estimacién de pro-
babilidades de incumplimiento. Cabe entonces mencionar algunos supuestos que se pueden flexi-
bilizar con el fin de tener estimaciones més precisas o ajustadas al comportamiento de pago de un
individuo:

= Incorporar una medida de dependencia que no solo esté asociada al comportamiento de
un factor de riesgo macroecondémico comun a todas las obligaciones, sino también a otros
factores de riesgo no observados, Spiliopoulos (2015).

= La existencia de un factor de fragilidad no observado que representa el efecto remanente no
explicado por factores observables sobre la intensidad de default de una compaifiia, Duffie
et al. (2009).

= Capturar la dindmica con la cual se presentan agrupamientos o clusters de defaults que final-
mente pueden inducir un contagio default, Spiliopoulos (2015).

Las situaciones que acaban de ser planteadas y a ser contempladas en la modelacidn, son temas
que se consideran en cualquier departamento de riesgo crediticio, y van en linea con la gestion de
la cartera de cualquier segmento de crédito, con el fin de controlar los cupos y asignar las tasas de
interés que permitan compensar el riesgo de colocacion, finalmente el objetivo es contar con una
valoracién razonable de los riesgos al momento de otorgar créditos y ofrecer aumento en los cupos
de endeudamiento.

1.2. Objetivo General

Utilizar la metodologia propuesta en Duffie et al. (2009), para estimar los pardmetros del proceso
de Cox para la intensidad de default estocéstica de covariables observables y un factor de fragilidad
no observado para el cual se incorpora una ligera modificacién por medio de un proceso de saltos.

1.3. Objetivos Especificos

= Realizar una pequeniia modificacién en un modelo utilizado en la literatura para incorporar
un componente de saltos.

= Emplear un algoritmo adecuado para estimar los pardmetros de la intensidad de default y
realizar simulaciones con el modelo calibrado.

= Ajustar el modelo a datos de incumplimiento provenientes de una cartera de crédito de un
segmento de personas naturales en una entidad financiera colombiana.
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1.4. Descripcion de los datos.

Los datos sobre los cuales se ha trabajado corresponden a incumplimientos crediticios interanuales
en un segmento de cartera masiva en una institucion financiera colombiana. Los datos correspon-
den al nivel de activos y nivel de deuda para 5.250 individuos registrados entre agosto de 2016 y
junio de 2019. La informacién correspondiente a los factores de riesgo asociados al comportamien-
to de la economia colombiana son representados por el PIB y las tasas de interés con resolucion
mensual. Se incorpora ademas el logaritmo de los activos de cada individuo y un indicador de
distancia al default, el cual, mide el nimero de desviaciones estdndar por las cuales los activos del
individuo superan los pasivos en un horizonte de tiempo, para ver con mayor detalle la definicién
de distancia a default, ver (Apéndice A) y pagina 660 de Duffie et al. (2007).

La fuente de los datos de incumplimientos crediticios y distancia a default de cada compaiiia en el
periodo de andlisis corresponde principalmente a informacién provista por una entidad financiera
reconocida, los datos de las variables macroeconémicas se obtuvieron a partir del DANE y el
Banco de la Republica.

1.5. Especificacion del modelo

El instante de incumplimiento del ¢-ésimo individuo en una cohorte de m prestatarios es modelado
como el instante del primer salto o evento de un proceso de Poisson N;(t) con tasa \;; que a su
vez constituye un proceso de Markov, especificado de la siguiente manera:

Xit =exp (Bo + f1Vi + 52U + nYy) . (1-1)

Doénde

V. esun factor comin (macroecondmico) a todos los individuos.
Ui+ Es un factor especifico del i-€simo individuo.
Y; Representa un factor no observable o latente, comtn a todo individuo.

El modelo consiste en el Proceso de Poisson N (t) = >~ N;(t) que resulta de la superposicién de
Procesos de Poisson con intensidades estocasticas. Dicho de otra forma, condicional en las tra-
yectorias de los procesos (V;, U; 1, Y;) el proceso de Poisson V;(¢) es un proceso de Poisson no
homogéneo con tasa \; ;. Sin embargo, cuando el proceso presenta una intensidad estocdstica co-
mo en (1-1) se habla de un “Proceso de Poisson doblemente estocastico” o “Proceso de Cox”,
Snyder and Miller (1991).

Los procesos V; y U;; son modelados como procesos autorregresivos de orden 1 gaussianos, con
un vector de pardmetros v que determina su dindmica, para adaptarlos en tiempo continuo, sim-
plemente se interpola entre los periodos, por lo que conservan la estructura de Markov.



1.5 Especificacién del modelo 5

El principal objetivo del trabajo consiste en el ajuste y estimacion de pardmetros, del proceso de
Poisson agregado IN(t) que resulta de considerar una cohorte de prestatarios. De manera muy
particular se abordard el modelo propuesto en Dulffie et al. (2009), el cual en lo sucesivo se deno-
minara el modelo D, que se caracteriza porque el proceso Y; en (1-1) consiste en un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck (en adelante OU) de la siguiente forma:

dY, = —kY; +dB;, Yy =0. (1-2)

Donde,  es un parametro constante y 3; es un movimiento Browniano estandar.

Se pretende realizar una adaptacion de la metodologia propuesta por los autores en Duffie et al.
(2009), para incluir una componente de saltos en el proceso (OU). Asi en lugar de considerar el
proceso Y; de (1-2) como factor de riesgo en (1-1), se considerara el siguiente proceso:

dY, = —kY; + dB; + dJ,-,

Ny
=) & (1-3)
i=1

En 1-3 el proceso NV; representa un proceso de Poisson simple con intesidad constante \¢. {¢;}, es
una sucesion iid' de variables normales N (0, ?) independientes del Movimiento Browniano B;,
y dJ;- denota el proceso:

0 si Nt — Nt* =0
d:]tf = Jt - th == (1-4)
& si Ny— N, =1

Dicho de otra forma J; es un proceso de Poisson compuesto y la distribucién de los saltos es normal
N(0,v?). La idea es que el nivel del proceso OU en (1-3) es perturbado en tiempos exponencial-
mente distribuidos por pulsos &; normalmente distribuidos.

lindependientes e idénticamente distribuidas
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1.6. Estado del arte

El modelamiento del riesgo crediticio por su naturaleza, contintia siendo un reto en el campo de fi-
nanzas cuantitativas, debido a que no se cuenta con informacion publica disponible y suficiente que
permita estimar medidas de riesgo crediticio asociadas a una empresa o individuo. La evidencia
empirica ha mostrado que la distribucion de pérdida asociada a los incumplimientos asumidos por
un prestamista con frecuencia es asimétrica, con defaults en clusters, y valores extremos, McNeil
et al. (2005).

En los dltimos afios se han presentado catéstrofes financieras con consecuencias desastrosas que
han tenido origen en la mayor incertidumbre y volatilidad experimentadas en el mercado de deuda
y que superan significativamente la incertidumbre y volatilidad realizadas en los mercados de renta
variable.

Los modelos dindmicos de riesgo crediticio son construidos bajo el supuesto de que una compafiia
entra en default cuando su nivel de activos cae por debajo de un umbral determinado por su nivel de
deuda. Black and Scholes (1973), Edwin O. Fischer (1989) y Leland (1994) consideraron ademas
el movimiento Browniano geométrico para modelar el proceso que gobierna el comportamiento de
los activos de una compaiia.

Algunas investigaciones en finanzas cuantitativas han llevado a considerar modelos estructurales
con tasas de interés estocdsticas y procesos de saltos para modelar la evolucion de los precios de
los activos como en Zhou (2001), umbrales de default variables en el tiempo Hull et al. (2004)
o modelos de volatilidad estocéstica como en Overbeck and Schmidt (2003). Modelos en tiempo
discreto han sido ampliamente investigados por Cox and Rubinstein (1985), Jarrow et al. (1995) y
Follmer and Schied (2004). Por su parte modelos en tiempo continuo han sido desarrollados por
Baxter and Rennie (1997), Bingham (2007), Bjork (2009), Duffie (2010) y Lamberton and Lapeyre
(2011); otros desarrollos tedricos destacados han sido derivados del aporte de investigadores como
Karatzas and Shreve (1998), Musiela and Rutkowski (2006), entre otros.

Grandes entidades no gubernamentales a nivel mundial también han contribuido al desarrollo de
este campo, como el modelo KMV de la Moody’s, donde se da un tratamiento a la medicién del
riesgo de crédito en empresas medianas o pequefias que no cotizan en bolsa, (un mayor detalle se
puede encontrar en Gregoriou (2006)), asi mismo en 1997 el Credit Suisse Financial Products y
McKinsey presentaron CreditRisk+, McNeil et al. (2005). En los tltimos afios se han incorpora-
do modelos de clasificaciéon que utilizan la inteligencia artificial y maquinas de soporte vectorial
(SVM) con el fin de predecir la calificacion crediticia de una obligacién, ver Ahn et al. (2011) y
Atzmueller et al. (2016). Sin embargo, la principal desventaja es que estos modelos no reaccionan
répidamente a cambios repentinos en la economia y en la situacion financiera de empresas e indi-
viduos, McNeil et al. (2005).
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Otra clase de modelos de riesgo de crédito ampliamente utilizados son los modelos de migracién
de rating o scoring crediticio. El modelo estdndar en la industria es el propuesto por la Risk Metrics
Group como métrica y el cual fue desarrollado conjuntamente con la JP Morgan Company (1996).
Estos rating son emitidos por agencias calificadoras de riesgo como la Moody’s, la Standard and
Poor’s o la Fitch. Es usual encontrar este sistema de calificacion crediticia en entidades financieras,
que por ley deben cuantificar los riesgos y reportar la calidad de sus carteras a partir de la cate-
gorizacién de estas en diferentes niveles de riesgo. La modelacion de estos scores crediticios se
realiza con el fin de estimar las probabilidades de transicion de una calificacion a otra, por su parte
estas probabilidades dependen de la informacion histérica de los defaults en las diferentes carteras
administradas, McNeil et al. (2005).

En el dltimo lustro se destacan numerosos aportes tedricos por parte de reconocidos investigadores
que presentan aproximaciones analiticas para modelar la dindmica de un evento de default. En Bie-
lecki et al. (2014), ademds de modelar la intensidad y la tasa de recuperacion del capital, se agregan
estructuras de dependencia para las diferentes obligaciones de un portafolio usando la cépula de
Markov. De otro lado Spiliopoulos (2015), adicional a la incorporaracién de un proceso estocdstico
para la intensidad, considera otros hechos estilizados como una estructura de correlacion para las
diferentes obligaciones de un portafolio, para el cual se tiene un crecimiento indefinido del nimero
de nuevos prestatarios; como ocurre normalmente en cualquier linea de crédito de una institucion
financiera.

En el anexo B de este trabajo se describen brevemente algunas de las metodologias de riesgo de
crédito mencionadas en este capitulo.

En adelante el trabajo se encuentra estructurado de la siguiente forma: En el capitulo 2 se esbozaran
algunos elementos estadisticos y matematicos que componen los fundamentos tedricos presenta-
dos en el problema y la idea de solucion, en el capitulo 3 se presenta la adaptacion propuesta sobre
el articulo de Duffie et al. (2009) objeto de este trabajo y se explica de forma mas detallada la
metologia de estimacion.

De acuerdo con el planteamiento del problema se buscé abordar la replicabilidad del modelo en el
contexto de una linea de crédito de una entidad financiera colombiana (capitulo 4). En este punto
se hizo un esfuerzo por conseguir datos provenientes de una entidad financiera, con el fin de pro-
bar la utilidad en la aplicacion de la extension o idea de solucién al modelo estructural de riesgo
propuesto por Duffie, en el contexto de una entidad financiera colombiana.

A partir de la informacién recolectada sobre individuos de una linea de crédito, se estimo la distan-
cia a default, imputando los datos faltantes con el fin de tener informacion consistente de insumo
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para el modelo. Para realizar el ajuste se utiliz6 el software estadistico R y se programé la funcién
de verosimilitud, posteriormente se program¢ el algoritmo EM utilizado para la estimacion de los
parametros del modelo, realizando una ligera modificacion a la metodologia de estimacion pro-
puesta por Duffie para el paso E debido a la inclusién de la componente de saltos para el proceso
de fragilidad.

Finalmente se realizaron corridas del algoritmo EM con diferentes valores para el vector inicial
de parametros y se estimaron los pardmetros para ajustar la funcién de intensidad y analizar los
resultados correspondientes.

Como anexo integral del trabajo se presentan los resultados de las estimaciones del proceso auto-
rregresivo asociado a las covariables observables de la intensidad en el apéndice A, en el apéndice
B se presenta una revision exploratoria de la literatura de modelos de riesgo crediticio, ademds en
el anexo C se muestra el programa en R implementado para el modelo propuesto.



2. Marco teorico

La teoria moderna de la probabilidad se ha convertido en una de las principales herramientas en la
formulacion de métodos cuantitativos para modelar la dindmica en la evolucion de activos finan-
cieros.

En este capitulo se presentan los principales fundamentos tedricos tras los planteamientos propues-
tos por Duffie y los elementos utilizados para plantear la propuesta de modificacién incluyendo una
componente de saltos en el proceso de fragilidad inmerso en la funcién de intensidad, con la cual
se busca explicar la dindmica de los incumplimientos crediticios.

En las secciones 2.2 y 2.3 se introducen brevemente los procesos implementados en la funcion
de intensidad, a saber, el Proceso de Poisson, el Movimiento Browniano y el Proceso Ornstein-
Uhlenbeck. Luego en la seccion 2.4, se explican detallamademente las metodologias de estima-
cion, partiendo de la definicién de la funcién de verosimilitud y el uso de las propiedades de las
Cadenas de Markov, las cuales son fundamentales para garantizar convergencia en los resultados
obtenidos tras el proceso de estimacion. Posteriormente en las secciones 2.4.6 a la 2.4.9, se descri-
ben los principales elementos y algoritmos mediante los cuales se abord6 el proceso de estimacion
de los parametros, fundamentalmente a partir de los algoritmos EM, Muestreador de Gibbs y el
Metropolis Hasting.

Para abordar algunos fundamentos relacionados con procesos estocdsticos se presentardn a con-
tinuacion los elementos estadisticos y matemaéticos utilizados, dejando de lado algunas pruebas
matematicas para las que se sugiere al lector remitirse algunos textos guia.

2.1. Procesos estocasticos

Los procesos estocdsticos se constituyen como la principal herramienta para modelar la dindmica
en el tiempo de una variable aleatoria. La aleatoriedad del fenémeno se captura a partir de un es-
pacio de probabilidad (€2, F, P), donde €2 es el espacio muestral con todos los posibles resultados,
JF una o-dlgebra que representa la coleccion de eventos relevantes para el investigador y P corres-
ponde a una medida de probabilidad, Dobrow (2016).
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Un proceso estocéstico { X; }er estd conformado por un conjunto de variables aleatorias { X }sc7,
donde [ es un conjunto discreto o continuo de nimeros reales que representan el tiempo, ver figura
2-1. En el desarrollo de la teoria de las finanzas cuantitativas y el riesgo, la evolucién del precio de
acciones, tasas de interés y precios de derivados financieros constituyen ejemplos de variables que
pueden ser modeladas por procesos estocdsticos, sin embargo, se puede pensar en una infinidad de
fendmenos que también se pueden representar por procesos estocasticos, por ejemplo la hidrolo-
gia en una cuenca hidrogréfica, el flujo de particulas en un sistema, entre otros fenémenos fisicos,
Douglas Rivas (2019).

Figura 2-1.: Trayectorias de un proceso estocastico. Tomado de Douglas Rivas (2019)

Definicion 1. Si (2, F,P) es un espacio de probabilidad, y T > 0, un proceso estocdstico X en
0, T'] es una funcion:

X:[0,T]xQ—R 2-1)

Para cada w € (), la funcién ¢ — X (¢,w) se denomina trayectoria (‘path’) o realizacién de
un proceso estocdstico, ver figura 2-1. Para cada ¢ € [0, 7] fijo, X; es una variable aleatoria. El
conjunto de indices, como se denomina a [0, 7] puede ser discreto, finito ¢ infinito y de cualquier
dimension.

Definicion 2. Un proceso estocdstico (X;)ier presenta incrementos independientes si para r <
u<s<tconr,u,s,t € I,se tiene entonces que X; — X es independiente de X,, — X,.. Un pro-
ceso estocdstico (Xy)iey tiene incrementos estacionarios si para cada s <t con s+h,t+h € I se
tiene que Xy, — Xsyp ~ Xy — X, en otras palabras, la distribucion de los incrementos X; — X
solo depende de la diferencia del tiempo t — s.
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2.1.1. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano se utiliza como bloque fundamental para la construcciéon de modelos
que permiten simular, por ejemplo, la evolucién en el tiempo del precio de un activo financiero, o
la cuenta de balance de un individuo, tal como se plantea en este trabajo para una de las covariables
observadas, ver Martinez (2006) pag. 33

Definicion 3. Sea (2, F,P) un espacio fijo de probabilidad, el movimiento Browniano estdindar
es una funcion:

W:0,00)xQ —R (2-2)

Tal que para cada t > 0, la funcion W(t,-) : Q — R, es una variable aleatoria definida en
(Q, F). Mientras que para cada w € Q la funcion W (-,w) : [0,00) — R, es continua en [0, o).
A W(-,w) se le denomina trayectoria y se denotan por w(t). Ademds se cumplen las siguientes
propiedades:

1. Wy =0, c.pl,, es decir, el proceso inicia en t = 0 con probabilidad uno.

2. Para cualquier conjunto de tiempos 0 < t; < to < ... < t,, los incrementos Wy, —
Wiy, Wiy = Wy, ..o, Wy, — Wy, | son independientes entre si.

3. Para cualquier par de tiemposty s con 0 < s <t, W, — Wy ~ N(0,t — s).

Es decir W; — W posee distribucién normal con media cero y varianza ¢ — s.

2.1.2. Proceso Ornstein—Uhlenbeck

El proceso Ornstein-Uhlenbeck es conocido también como caminata aleatoria eldstica, que co-
rresponde a un Proceso de Markov con incrementos normalmente distribuidos. A diferencia del
Movimiento Browniano, el cual es un proceso inestable que después de un largo tiempo tiende a
valores infinitos, el proceso Ornstein-Uhlenbeck posee una distribucion estacionaria. En finanzas
el Proceso Ornstein-Uhlenbeck es adaptado en el modelo de Vasicek y es utilizado para modelar el
comportamiento de las tasas de interés, este proceso presenta reversion a la media sobre la tenden-
cia con el fin de buscar una situacién de equilibrio, la ecuacion diferencial estocastica del proceso
Ornstein-Uhlenbeck esta dada por, ver Martinez (2006) pag 522 y Tankov (2003) pag 390:

dY; = —k(Y; — p)dt + od B, (2-3)
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Donde K,y o > 0 son pardmetros. El término de tendencia —r(Y; — p) representa una fuerza
que jala al proceso a su media de largo plazo pu, la rapidez con que el proceso revierte a su media
es controlada por «. La componente aleatoria 0d B; hace que el proceso fluctie de forma irregular
alrededor de la media de largo plazo.

El proceso Ornstein-Uhlenbeck también puede expresarse por medio de integrales de la siguiente
forma:

t t
Y; zYo—l—/ sts—l—/ dB;. (2-4)
0 0
Sabemos que (2-4) puede representarse en forma diferencial por:
dY, = —rY,dt + dB,, (2-5)

Ahora se expondrd una representacién mds amena para el proceso Y; que se obtiene al resolver
(2-5).

Reordenando términos y multiplicando por el factor integrante e se obtiene:

" (dY; + rY;) = e™dB;,
e dY, + ke®dt = e"dB,,
d(e™Y;) = e™dB;,

(2-6)
Recordando que Y, = 0, se tiene que:
t t
ey, = / d(e™Y;) = / e™dB;, 2-7)
0 0
De donde finalmente,
t
Y, = e‘“t/ " dBs, (2-8)
0
En este caso, sabemos que Y; posee distribucién normal con media cero y varianza:
t
Var[V;] = e™ 2 / e ds. (2-9)
0

Finalmente una trayectoria del proceso tiene la dindmica de la figura 2-2.
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Proceso Ornstein Uhlenbeck

Figura 2-2.: Una trayectoria del proceso Ornstein Uhlenbeck Y;, con Yy = 0, x = 2.

2.1.3. Proceso Ornstein-Uhlenbeck con saltos

Ahora consideramos una ligera modificacion del proceso Ornstein-Uhlenbeck al que se le incor-
pora una componente de saltos, mds especificamente nos concentraremos en el modelo:

dY, = —kY; + dB; + dJ,-,

Ny
Ji=) &
=1
(2-10)

En (2-10) el proceso [V, representa un proceso de Poisson simple con intesidad constante \, {&;}
es una sucecion iid de variables normales N (0, 02) independientes del Movimiento Browniano B;
y dJ;- denota el proceso:

O Si Nt - Ntf - O
th— == Jt - Jt— = (2-11)
& si N,— N =1

Dicho de otra forma .J; es un proceso de Poisson compuesto y la distribucion de los saltos es normal
N(0,0?). La idea en (2-10) es que el nivel del proceso OU es perturbado en tiempos exponencial-
mente distribuidos por pulsos &; normalmente distribuidos, ver figura 2-3.

Se justificard que Y; esta vez viene dado por:

}/t:Y;C_‘_Jta

t N
= et / e dB, + > &,
0 i=1

(2-12)
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Proceso Ornstein Uhlenbeck con Saltos

-05

Figura 2-3.: Una trayectoria del proceso Ornstein Uhlenbeck Y;, con Yo =0,k =2, A =2,0 = 1.

2.2. Proceso Poisson

El proceso de Poisson es un proceso de conteo, representa la ocurrencia de un nimero determina-
do de eventos en el tiempo que inicia en ¢ = 0, se denota por N, el nimero de eventos hasta un
instante ¢, por ejemplo el nimero de personas que llegan a una unidad de urgencias o el nimero de
incumplimientos de pago en una franquicia. Como se plantea a partir de la funcion de intensidad
del modelo descrito en este trabajo, los tiempos en los que se presentan los default son exponen-
cialmente distribuidos pero el nimero de incumplimientos proviene de un Proceso de Poisson. A
continuacion se presentan algunas definiciones y conceptos adyacentes a este proceso, para ver
con mayor detalle algunas de las propiedades del Proceso de Poisson, ver la seccion 2.5 de la pag
44 de Tankov (2003).

Definicion 4. Un proceso de conteo (Ny)i=o es una coleccion de variables aleatorias, enteras no
negativas, tal que si 0 < s < t, entonces Ny < N;.

El proceso de Poisson es un claro ejemplo de proceso estocdstico con trayectorias discontinuas y
es ampliamente usado como punto de partida para construir procesos de saltos mds complejos.

A continuacién se presenta formalmente la definicién de proceso de Poisson, tomado de Tankov
(2003):

Definicioén 5. Un Proceso de Poisson homogéneo de pardmetro \ es un proceso de conteo (Ny)i=o
con las siguientes propiedades, Tankov (2003) y Karlin and Taylor (2012):

]. N():O

2. Para cadat > 0, Ny tiene una distribucion Poisson con pardmetro \t
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3. (Incrementos estacionarios). Para cada s,t > 0 Ny,.s — Ny tiene la misma distribucion de
Ny, es decir:

A)F
P(Nyys — Ny = k) =P(N, = k) = e*”( k‘) cparak =01, (2-13)

4. Para0 < g <r <s<t, Ny— Nyy N, — N, son variables aleatorias independientes.

Proposicion 1. Superposicion. Si (Nt(l))t>0, cee (Nt(n))t>0 son n procesos de Poisson indepen-
dientes con pardmetros \,- - , \,, donde N; = Nt(l) 4+ -+ Nt("), parat > 0. Entonces (N;)>o
es un proceso de Poisson con pardmetro A = Ay + - -+ + \,.

2.2.1. Proceso de Poisson no homogéneo

En un proceso de Poisson homogéneo, la ocurrencia de eventos ocurre a una tasa de intensidad
constante. Cuando la tasa de ocurrencia o intensidad con la que se presentan eventos cambia con
el tiempo se considera un proceso de Poisson no homogéneo, tal como ocurre con la tasa de
intensidad con la cual se explica la dindmica de los incumplimientos en una cartera de crédito.

Definicién 6. Un Proceso de conteo (N;);>¢ es un proceso de Poisson no homogéneo con funcion
de intensidad \(t), si:

2. Para cadat > 0, N, tiene una distribucion Poisson con media:

E(Ny) = /Ot/\(:l?)dl‘. (2-14)

3. Para0 < q<r<s<t, N,— Ny;y N, — N, son variables aleatorias independientes.

En contraste con el proceso de Poisson homogéneo el proceso de Poisson no homogéneo también
presenta incrementos independientes, pero no necesariamente incrementos estacionarios.

2.2.2. Proceso de Cox

Un proceso de Cox, también conocido como Proceso de Poisson doblemente estocastico, consiste
en una generalizacion del proceso de Poisson donde la tasa de intensidad A es en si misma un
proceso estocastico, las propiedades de un proceso de Poisson se mantienen dado que los Procesos
Poisson homogéneo y no homogéneo son casos particulares del Proceso de Cox. Si (N;);>o es un
Proceso de Cox, entonces la distribucién condicional de N; dado A = ), es Poisson con pardmetro
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At, McNeil et al. (2005).

Claramente el proceso mediante el cual se explica la dindmica de los incumplimientos de crédito
y se formula el modelo de partida propuesto en Duffie et al. (2009), cumple con esta especifica-
cion, es decir, para una cartera de m prestatarios se tiene que la intensidad se puede expresar como:

)\i,t = exXp (Xt> . (2-15)

Donde el X, es a su vez un proceso estocdstico, en este caso gaussiano, aqui se parte de un proceso
que depende de dos procesos autorregresivos que explican covariables inherentes al comporta-
miento de pago de los individuos U; ; y una covariable comin a todos que refleja el estado de la
economia V;, y donde ademds se considera una covariable latente especificada mediante un proce-
so Ornstein-Uhlenbeck con saltos Y;.

En este caso se tiene que:
Xy = fo+ 51Ve + BolUis + 1Yy (2-16)

Para un vector de parametros © = (3, 81, 52, 1).

2.2.3. Procesos de Poisson compuestos

Los procesos de Poisson compuestos son una generalizacion donde los tiempos de espera entre
saltos que son exponencialemente distribuidos, pero de otro lado, los tamafios del salto pueden
tener una distribucién arbitraria.

Sea N un proceso de Poisson con pardmetro A y {&;},., una secuencia de variables aleatorias
independientes, e idénticamente distribuidas, el proceso,

Ny
Ji=) 6 (2-17)
i=1
Se denomina proceso de Poisson compuesto, el cual tiene incrementos independientes.

Aqui se considera un proceso de Poisson Compuesto inmerso en el proceso de saltos considerado
para una de las componentes del proceso Ornstein-Uhlenbeck.
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2.3. Métodos de estimacion

En esta seccién se esbozan los métodos numéricos utilizados para el programa implementado en
el trabajo, el principal objetivo consiste en estimar los pardmetros de maxima verosimilitud aso-
ciados a la funcién de intensidad. Para la estimacién conjunta de los pardmetros en presencia de
informacion observable y latente se hace necesario implementar el algoritmo Esperanza Maximi-
zacion el cudl se explicard en breve. En primera instancia, se parte de la definicién de funcién de
verosimilitud la cual es una funcién de los pardmetros del modelo planteado que permite realizar
inferencias acerca de su valor a partir de un conjunto de observaciones.

Al no contar con informacién sobre la variable latente, se hace necesario muestrear las trayectorias
del proceso de fragilidad mediante el muestreador de GIBBS y el algoritmo Metropolis-Hastings,
los cuales constituyen dos metodologias de estimacion que se implementan en Cadenas de Markov
Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo), en lo sucesivo por sus siglas en inglés MCMC.

2.3.1. Funcion de verosimilitud

Considere un vector aleatorio X = (X1, - -+, X,,)T el cual tiene funcién de distribucién de probabi-
lidad conjunta fx(X;©), indexada con un vector de pardmetros © = (31, - - , 3,)". Se considera
ademads que la informacién observable corresponde a una realizacién de X para un valor descono-
cido de ©. Es decir, se asume que se dispone de observaciones X; a X,, en cada componente de X
McNeil et al. (2005).

La funcién de verosimilitud para el vector de pardmetros ©, dada la informacién observable es
L(©;X) = fx(X;0) y el Estimador de Maxima Verosimilitud (MLE) © es el valor de © que
maximiza L(0; X) o de forma equivalente, el valor que maximiza la funcién de log-verosimilitud
£(0;X) = In L(©; X). El estimador de © se denota como ©,, cuando se hace hincapié a su de-
pendencia de una muestra de tamafio n. Para n grande se espera que el estimador O,, s aproxime
a su valor real O, los resultados derivados de las propiedades asintdticas dan informacién acerca
de la calidad del estimador en muestras grandes. Para describir la forma en que se presentan los
resultados se considera una situacion en la cual X se asume como un vector de componentes iid
con funcién de densidad univariada f tal que, McNeil et al. (2005):
mL(©; X) =[] f(X50) =) InL(6;X;),
i=1 i=1

(2-18)

2.3.2. Resultados asintoticos

Bajo condiciones fuertes de regularidad (ver Casella and Berger (2002), pag. 516), dado un vector
de p parametros, el estimador de mdxima verosimilitud ®,, de ® presenta eficiencia asintdtica, en



18 2 Marco tedrico

el sentido en que, para n — oo se tiene que:
Vi(©, — ©) 5 N,(0,1(07)), (2-19)
Dénde I(®) denota la matriz de informacién de Fisher, definida por,

0 0 0?

El resultado de la convergencia implica que, para un n suficientemente grande, tenemos que:
0, ~ N,(0, [nI(©)] ), (2-21)

Este resultado es de utilidad para construir regiones de confianza para ® o intervalos de confianza
para cada componente O;. En la prictica se puede aproximar la matriz de informacion de Fisher
I(®) a partir de la matriz de informacion de Fisher observada:

In L(©; X)) (2-22)

Para cada realizacion obtenida del vector de estados X. A partir de la ley de los grandes nimeros
se alcanzaria convergencia a la matriz de informacién esperada.

2.4. Cadenas de Markov Montecarlo

Las Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC) comprenden una metodologia que utiliza cadenas
de Markov para simular de una manera efectiva distribuciones de probabilidad en espacios de alta
dimension que de otra forma serian intratables. La metodologia MCMC ha sido descrita como una
revolucion, un cambio de paradigma en el campo de la estadistica y uno de los 10 algoritmos mas
importantes del siglo XX, ver Diaconis (2009). En lo que sigue se presenta una breve introduccion
a las Cadenas de Markov con el fin de abordar las MCMC, algunas definiciones fueron tomadas
de Dobrow (2016), véase también Grimmett and Stirzaker (2001).

2.4.1. Cadenas de Markov

A continuacioén se definen los conceptos subyacentes a las Cadenas de Markov cuyas propiedades
son fundamentales para el uso de las Cadenas de Markov Monte Carlo necesarias para implementar
el Muestreador de Gibbs. En primera instancia se definirdn brevemente y se presentan algunas
definiciones y propiedades importantes relevantes.
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Definicion 7. Una Cadena de Markov es una secuencia de variables aleatorias {Y;}5°, que toman
valores en un conjuto discreto S con la propiedad de:

P<Yn+1 — j‘Yb = Yo, .- 7Yn—1 = yn—hYn = yn)
= P(Yn+1 = ]‘Yn = yn)
(2-23)

para todo yo, Y1, ..., Yn, ] € S.

Definicion 8. Considere una distribucion de probabilidad p = (p;)ics en S, esdecirp : S — [0, 1]
es una funcion de masa de probabilidad que cumple:

1. p(i) = p; > 0 para todo i € S.

Decimos que p es una distribucion limite de la cadena de Markov'Y,, si:

lim P(Y, = j[Yo =1) = p(j) = p;- (2-24)

n—o0

paratodoi,j € S.

Definicion 9. Decimos que una distribucion de probabilidad p en el espacio de estados S de
una cadena de Markov Y,, es una distribucion estacionaria de la cadena, si dado que Y, posea
distribucion p implica que Y,, también posee distribucion p para todo n, es decir p debe cumplir:

pj =P, =j)=>Y P(Y,=jlYo=1ip: (2-25)

ieS
paratodon =1,2,...,ytodo,j € S, Dobrow (2016).

Para que la distribucién de una cadena de Markov Y, discreta converja a la distribucion estaciona-
ria, la cadena necesita satisfacer 3 condiciones técnicas importantes, aca s6lo se mencionan, para
mayor detalle ver Dobrow (2016):

= Primero la cadena debe ser irreducible. Es decir, comenzando desde cualquier punto (esta-
do), debe ser posible para la cadena alcanzar cualquier conjunto no vacio con probabilidad
positiva en un niimero finito de iteraciones. Se trata esencialmente de una propiedad de co-
nexion probabilistica.
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= Segundo, la cadena necesita ser aperiddica. Esto evita que la cadena oscile de forma regular
entre conjuntos de diferentes estados.

= Ultimo y mds importante, la cadena debe ser positiva recurrente, (ver Grimmett and Stir-
zaker (2001)) para las definiciones pertinentes).

Teorema 1. Para una cadena irreducible y aperiodica, se tiene que:

lim P;;(n) = p;. (2-26)

n—oo

Donde p; es una distribucion estacionaria de Y.

Observe que para algun estado ¢ con la propiedad que P; > 0 la cadena es necesariamente aperio-
dica. De esta manera, una condicién suficiente para que una cadena de Markov sea aperiddica es
que P;; > 0 para algin estado :. Esto implica que al menos una entrada de la matriz diagonal no
sea igual a 0.

El algoritmo MCMC construye una cadena de Markov ergédica para la cual la distribucion li-
mite es la distribucion buscada p(y|©). Una vez se corre un nimero de iteraciones suficiente para
que la cadena converja a su distribucion limite, las dltimas realizaciones de la secuencia de Markov
corresponden a una muestra de una distribucién muy préxima a p(y|©).

Las trayectorias son generadas de forma secuencial, donde la distribucion de las muestras obte-
nidas dependen del dltimo valor muestreado; por tanto las trayectorias forman una Cadena de
Markov. A continuacion se describen las principales definiciones y propiedades que justifican los
pilares fundamentales del funcionamiento del algoritmo MCMC.

Proposicion 2. Una cadena de Markov es denominada ergodica, si es irreducible, aperiodica, y
todos los estados tienen tiempos de retorno esperados finitos. Lo anterior siempre es cierto para
cadenas finitas. Ast, una cadena de Markov finita es ergodica si ésta es irreducible y aperiodica.
Esto es precisamente la clase de cadenas de Markov que tienen distribuciones limite positivas.

Teorema 2. Sea Yy, Y1, -+ una cadena de Markov ergodica. Entonces, existe una vinica distribu-
cion estacionaria p, la cual es la distribucion limite de la cadena. Es decir,

p; = lim P, para, todo, i, j.
n—00

Definicion 10. Una cadena de Markov irreducible con matriz de transicion Py distribucion esta-
cionaria p es reversible, o reversible en el tiempo, si:

szz] = pjpjia para, t0d07 Z?.] (2'27)
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Las ecuaciones de la forma 2-27 son denominadas ecuaciones de balance. Estas establecen que
para una cadena estacionaria,

PYo=1,Y1=j) =Py =jY1 =1i), para, todo, i,j. (2-28)

Es decir, la frecuencia de las transiciones desde el estado 7 al estado j es igual a la frecuencia de
las transiciones del estado j al estado .

Si una cadena de Markov estacionaria es reversible, entonces:

P(%:iO,Yl:il,"' 7Yn:7;n):P<Yb:in7}/1:in—17”' 7Yn:i0)‘ (2_29)

Para, todo, ig,11,- - ,ip.

Para ampliar remitirse al ejemplo 3.39 de Dobrow (2016).

Proposicion 3. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov. Si y es una funcion de
distribucion de probabilidad que satisface,

szz] - ijjia para, tOdOa Za] (2'30)
Entonces y es la distribucion estacionaria, y la cadena de Markov es reversible.

Este resultado fundamenta las bases del algoritmo del muestreador de Gibbs que se implementa en
la metodologia de estimacion.

El algoritmo MCMC se fundamenta en que las propiedades de una cadena de Markov ergddica
que presentan similaridades a secuencias independientes e idénticamente distribuidas. En particu-
lar se conserva la ley fuerte de los grandes nlimeros que se describe a continuacioén y que permite
aproximar el valor esperado de una cadena de Markov con distribucion estacionaria p(y|©).

2.4.2. Ley de grandes numeros

La ley de los grandes nimeros es uno de los teoremas limite de la probabilidad. Si Y7, Y5, - --
es una secuencia iid con una media comun ;4 < oo, entonces la ley fuerte de grandes nimeros,
establece que, con probabilidad igual a 1,

lim 2L Y m (2-31)
n—oo n
De forma equivalente, considere una variable aleatoria Y con la misma distribucién de Y; y con-
sidere ademds que r es una funcién de valor real. Entonces, r(Y;),r(Y3), -+ es también una se-
cuencia iid con media finita, y, con probabilidad igual a 1,
lim r(Y1)+ -+ 1Y)

n—00 n

= E(r(Y)). (2-32)
(2-33)
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Teorema 3. Considere que Xy, X1, -+ es una cadena de Markov con distribucion estacionaria
p(y|©). Considere una funcion de valor real r. Sea X una variable aleatoria con distribucion
p(y|©). Entonces, con probabilidad igual 1,

n—00 n

Donde E(r(X)) = [ r(j)p(y|©)dy.

— BE(r(X)) (2-34)

2.4.3. Algoritmo Metropolis Hasting

El algoritmo de Metropolis Hasting es el algoritmo de una cadena de Markov reversible Yy, Y7, ...
cuya distribucién estacionaria es p(y|®) = (p1, ps, ...). Considere una matriz de transicién q;
para alguna cadena de Markov irreducible con el mismo espacio de estados p(y|®) en que esta
soportada, observe que aqui cada susesion o secuencia, Y;, t = 1,2,3, - - -, es generada a partir de
un punto inicial Yy, y luego, para cada ¢, se muestrea Y; a partir de la distribucién de transicion,
¢ (Y/|Y7 7). Se supone que apriori se conoce la forma de muestrear trayectorias de ¢;. La cadena
q; se utilizard como una cadena propuesta, generando elementos de una sucesién que el algoritmo
elige mediante un criterio de aceptacion.

. . i1 . L.
Con el fin de describir el proceso, considere una cadena Y;”;" en un estado i, el préximo paso de
la cadena Y}’ estd determinado por el siguiente proceso iterativo:

1. Genere una trayectoria para el proceso g propuesto, es decir, elija j con probabilidad g;;, €l
estado j es llamado estado propuesto.

2. Criterio de aceptacion de j:

P;idji
Diqij

a(i, j) = (2-35)
Si a(i,j) > 1, se acepta a j como el siguiente estado de la cadena, en caso contrario, si
a(t,7) < 1, se conserva ¢ como el préximo estado de la cadena Y,/ = i. En otras palabras,
asuma que Yy = i, luego se recurre a la distribucién uniforme (0 y 1) para muestrear un
nimero C, donde el préximo estado de la cadena es tal que:

i C<ali,j),
Y, — (2-36)
i C>afi,j).

Proposicion 4. Si la cadena propuesta es ergddica (irreducible y aperiodica) se cumple que la ca-
dena resultante de aplicar al algoritmo también es ergddica con distribucion limite igual a p(y|©).
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Algunas consideraciones sobre el algoritmo:

p;

» Si la matriz de transicion de propuesta ¢ es simétrica, entonces «(i, j) =
Di

= El algoritmo trabaja para una cadena propuesta irreducible. Es decir, se cuenta con una am-
plia variedad de alternativas de establecer una cadena propuesta que sea eficiente en el con-
texto del problema.

= Al ser necesario que la cadena resultante sea estacionaria se deben utilizar muchas iteracio-
nes, sin embargo, siempre existe un sesgo remanente debido a las observaciones iniciales.
Por tanto se aplica un procedimiento de quemado o descarte de las observaciones iniciales
(Burn in), es decir, para algin nimero m de iteraciones, por la ley fuerte de los grandes
numeros para Cadenas de Markov se tiene que:

r(Xm) + ... +7(X5) /
Ii = O)dy. 2-37
Jim —— r(2)p(y©)dy (2-37)
La prueba de que la secuencia de las iteraciones Y°, Y'!, ... converge a una distribucién objetivo

tiene dos pasos: Primero, se debe mostrar que la trayectoria o secuencia de valores simulados es
una cadena de Markov con tnica distribucidn estacionaria, en segunda instancia, que esta distribu-
cidn estacionaria es igual a esta distribucion objetivo.

Para que se cumpla lo primero, la cadena de Markov debe ser irreducibe, aperiddica y no transi-
toria. Salvo algunas excepciones, estas dos ultimas condiciones se mantienen para una caminata
aleatoria con una distribucién apropiada, la propiedad de irreducibilidad se mantiene siempre que
las probabilidades de pasar de un estado a otro sean positivas, es decir, la distribucién de transicion
q: debe eventualmente alcanzar todos los estados con probabilidad positiva, para ver la prueba re-
mitirse a la pagina 188 de Dobrow (2016).

2.4.4. Muestreador de GIBBS

El muestreador de GIBBS es una adaptacion del Metropolis-Hasting, especialmente utilizado en
problemas de alta dimension. En el muestreador de GIBBS la distribucién objetivo p(y|©) es
una funcién de distribucion conjunta m-dimensional p(Y') = p(yi, ..., Ym ). Este algoritmo genera
elementos de la forma Y, Y*', Y2 .. = (Y?, .., YD), (Y, ..., Y}), (Y7 ..., Y}2), ... mediante un
proceso iterativo, actualizando cada componente de un vector de estados m-dimensional condicio-
nado en m — 1 componentes, ver Dobrow (2016) pag 198.
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En el muestreador de Gibbs, la distribucion objetivo p(y|©) es una funcién de densidad de proba-
bilidad conjunta de la forma,

pW|©) = p(Yr, -+, Yn) (2-38)

Una cadena de Markov multivariada es construida de forma tal que su distribucion limite es p(y|©),
y toma valores en un espacio m-dimensional.

Suponga que Y = (Y7, -+ ,Y,,) y se tienen las siguientes distribuciones posteriores condicionales:

P1 ()/1 | }/27 ,Ym,datOS)
D2 ()/2 | Yia}/zia"' 7Ym7da/tos)
b3 ()/3 | }/1)}/27'” 7Ym7dat03)

Pm (Ym | }/17 }/37 e 7Ym—17 datos),

donde datos se refiere a la informacién observada.

El algoritmo se describe en los siguientes pasos:
1. Inicializar j = 0, Y© = (v} ... ¥,
2. Generar V"™ ~ p (Y | Y37, V).

3. Generar Y7 ~ py(Ya | YTV VD o ymU)).

4. Generar Y#+1) - pm(Y1 ’ Yl(jﬂ),Yz(jH) ... yU 11))_

Y Y m—

5. Incremente j y regrese al paso 1.

Para ilustrar el Muestreador de Gibbs considere una distribucion normal estédndar (0, = 0, = 1)
bivariada con coeficiente de correlacion p. La distribucién normal bivariada tiene la propiedad de
que sus distribuciones condicionales son normales. Si (X, Y") tiene una distribucién bivariada nor-
mal estdndar, entonces la distribucion condicional de Y dado X = z es normal con media px y
varianza 1 — p?. De forma similar, la distribucién condicional de X dado Y = y es normal con
media py y varianza 1 — p?, Dobrow (2016).

El muestreador de Gibbs es implementado para simular Y a partir de una distribuciion bivariada
normal estdndar con coeficiente de correlacion p, En cada paso del algoritmo, un componente de
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un vector de dos entradas es actualizado muestreando a partir de su distribucioén condicional dado
el otro componente. Cada actualizacion cambia de componente a componente. La sucesion resul-
tante de una muestra bivariada converge a la distribucion objetivo.

1. Inicializar: (yo, zo) < (0,0), m < 1.

2. Generar y,, a partir de la distribucién condicional de X dado Y = y,, ;. Es decir, simule a
partir de una distribucién normal con media px,,_; y varianza 1 — p?

3. Generar x,, a partir de la distribucién condicional de x dado Y = v,,,. Es decir, simule a
partir de una distribucién normal con media py,, y varianza 1 — p*.

4. m <~ m + 1.

5. Retornar al paso 2.

Como se menciond, el muestreador de Gibbs es un caso especial del algoritmo Metropolis-Hastings.
Para ver esto, considere una distribucion conjunta m-dimensional p(y|©). Se ilustraré solo un paso
del muestreador de Gibbs en el caso de la actualizacién de la primera componente.

Considere que i = (y1, Y2, ,Ym) s el estado actual de una cadena de Markov m-dimensional
Y,y 7= (¥, Y2 ,Ym) es el estado propuesto. La distribucién de propuesta ¢ es la distribucién
condicional de Y] dado Y3, - - - Y,. La funcién de aceptacion es «(i, j) = f) it " ge tiene que,

o 4 (yl Yo, aym)
Pjiqji _p(y17y27"' aym fp(y Yo, - y )dy
(

=p(Y1, Y2, Ym) (fp

e ) pyi,y27-~-,ym)
DT ey, s ym)dy )

= p<y17 Yo, 7ym)fy1|y2,~~-,ym(y1’y27 e 7ym)7
= Pi4ij- (2-39)

Asi se tiene que, a(i,j) = 1. Es decir, el estado propuesto es siempre aceptado. Lo mismo es
cierto para cada uno de los m componentes. El algoritmo puede ser implementado bien sea, ac-
tualizando de forma sucesiva cada componente de la distribucién m-dimensional, o seleccionando
componentes para ser actualizadas de manera uniforme y aleatoria. Finalmente cabe decir, que el
muestreador de Gibbs es ampliamente versitil y puede ser utilizado en una amplia variedad de
problemas de alta complejidad, Dobrow (2016).
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2.4.5. Algoritmo de la Esperanza Maximizacion (Expectation
Maximization)

En la literatura estadistica se han tratado problemas que presentan datos incompletos, es decir,
que implican valores faltantes. El algoritmo (Esperanza-Maximizacion) a partir de ahora (EM),
formalizado por Dempster et al. (1977), se ha convertido en una herramienta popular para dar tra-
tamiento a estas dificultades. Muchos problemas de inferencia importantes en estadistica, como los
modelos de pardmetros aleatorios y variables latentes, pueden ser tratados por medio del algoritmo
EM cuando se formulan como problemas de valor perdido. En estas aplicaciones, no son los datos
recopilados en campo los que en cierto sentido estan perdidos, mas bien, son los pardmetros o va-
riables ocultas los que son sisteméticamente no observados. En este trabajo se trata principalmente
con este tipo de estructuras datos.

El uso generalizado de EM desde Dempster et al. (1977), es de un gran aporte. Los principales
atractivos de este algoritmo iterativo radican en primera instancia a que es relativamente facil de
programar y que produce estimaciones de maxima verosimilitud (MLE). Sin embargo, también hay
defectos bien documentados de EM, por ejemplo, que el algoritmo puede converger a maximos
locales o puntos de silla de la funcién log-verosimilitud, y es a menudo sensible a los valores ini-
ciales. En algunos modelos, el clculo del paso E (E-step) implica integraciones de alta dimension
sobre subconjuntos de un espacio euclideo k-dimensional, que pueden ser intratables numérica-
mente.

El algoritmo EM

Por simplicidad supéngase que los datos completos que vienen representados por x = {z1, ..., z,},
y constituyen realizaciones de variables aleatorias de una distribucion con densidad f(x|©) donde
O es un vector de pardmetros.

Se denotard por x = (W,Y"), donde Y representa la parte de la muestra correspondiente a variables
no observables y IV representa la parte de la muestra correspondiente a las variables observables.
Con esta notaciodn, la log-verosimilitud correspondiente a los datos observados es:

Lom(OW) = log / F(V,Y10) dy. (2-40)

El célculo y maximizacién de Lops(O|y) es de alta complejidad en muchas situaciones de interés.
En contraste la log-verosimilitud que corresponde al conjunto completo de datos:

Leomp(O]z) = log f(W,YO) (2-41)

Admite una expresion o férmula explicita para el correspondiente estimador de mdxima verosimi-
lutud (MLE por sus siglas en inglés), Oy (W, Y).
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Bajo el modelo (2-40), la informacién correspondiente al componente de la muestra no observable
estd representada por la densidad condicional Y|V,
URSC)

k(Y |0, W) = TH 7Y a7 (2-42)

La idea bdsica del algoritmo EM consiste en llevar acabo la maximizacidn de la log-verosimilitud
correspondiente a la parte de la muestra observada Lops(©|w), por medio de maximizaciones su-
cesivas en © de la esperanza condicional Q(©|0®)) de la log-verosimilitud correspondiente a los
datos completos Lcomp(©|z), dada la parte observada 1/ y un ajuste previo ) del parametro,

Q(616") = Egm [Leomp(O]2)|W],

— [ Leaml®IW VIRV 100, 1) dy.
(2-43)

Asi dado O a la k-ésima iteracién del algoritmo EM, la (k + 1)-ésima iteracién se desarrolla en
2 pasos:

= Paso E: Calcule Q(0©]0™)). En este paso se implementa el Muestreador de Gibbs.
= Paso M: Actualice ©®), calculando el méximizador ©*+1 de Q(©|0").

Este proceso iterativo es repetido hasta una alcanzar una convergencia del algoritmo. Para detalles
en las propiedades de convergencia de la secuencia 0% ver (Dempster et al. (1977)) y (Wu (1983)).

2.4.6. Enfriamiento simulado

El algoritmo de enfriamiento o recocido simulado (Simulated Annealing Algorithm - SAA) perte-
nece a una clase de algoritmos de busqueda local, también conocidos como algoritmos de Umbral.
Hay dos razones por las cuales los algoritmos de umbral resultan interesantes dentro de los algo-
ritmos de busqueda local, Kirkpatrick et al. (1983) :

1. Trabajan de forma eficiente en una amplia gama de problemas.

2. Algunos algoritmos de umbral, como los de busqueda local, tienen caracteristicas que per-
miten hacer un andlisis de la convergencia.

3. A diferencia de otros métodos de optimizacidn no requieren del calculo del gradiente, que
en un funciones complejas como las que hay que maximizar en cada paso E del algoritmo
EM pueden presentar dificultades.
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El método de enfriamiento simulado es de utilidad para resolver problemas de optimizacién sin
restricciones y con restricciones limitadas. El método modela el proceso fisico de calentamiento
de una particula y luego baja lentamente la temperatura para disminuir los defectos, minimizando
asf la energia del sistema.

En cada iteracion del algoritmo, se genera aleatoriamente un nuevo punto. La distancia del nuevo
punto desde el punto actual, se basa en una distribucion de probabilidad con una escala proporcio-
nal a la temperatura. El algoritmo acepta todos los puntos nuevos que maximizan el objetivo, por
ejemplo una funcién de verosimilitud.

Al aceptar puntos que maximizan el objetivo, el algoritmo evita quedar atrapado en los maximos
locales y puede explorar globalmente para encontrar mds soluciones posibles. Se selecciona un
programa de enfriamiento para disminuir sistemdticamente la temperatura a medida que avanza el
algoritmo. A medida que disminuye la temperatura, el algoritmo reduce el alcance de su busqueda
para converger al maximo, Kirkpatrick et al. (1983).
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2.5. Procesos vectoriales autorregresivos

En esta seccion se describe brevemente la funcidén de verosimilitud implementada para estimar
los pardmetros asociados a la componente observable del proceso, al no ser el objeto central de
este trabajo se sugiere al lector ampliar los conceptos subyacentes a la teoria de series de tiempo
esencialmente lo que concierne a procesos vectoriales autorregresivos para lo cual puede remitirse
a Wei and Tanner (1990) y Hamilton and Press (1994).

2.5.1. Procesos autorregresivos de orden 1
Un proceso de la forma:
Y, =mYi1 +e (2-44)

Donde Y;_; corresponde al primer rezago de Y;, y €; es un ruido blanco, es decir, €; es una variable
aleatoria que distribuye normal con media cero y varianza 1.

El proceso autorregresivo de orden 1, también se conoce como proceso de Markov porque la dis-
tribucién de Y; dado Y;_1,Y;_o,Y;_o,--- es exactamente la misma distribucién de Y; dado Y;_;.
El proceso es invertible y para verificar su estacionariedad, la raiz del polinomio caracteristico
(1 — m)B = 0 debe estar por fuera del circulo unitario, es decir | m; |< 1.

Proceso Vectorial AR(1)

Un proceso vectorial de orden 1 AR(1) esta dado por:
(I —II,B)Y; = & (2-45)
Para m = 2, se tiene que:
vl - mel b=
Donde la matriz de varianza covarianza 3. del proceso es de la forma:

Y = E(ewef) = {Z; Z;j (2-47)
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2.5.2. Estimacion del proceso vectorial AR

La funcién de log-verosimilitud del proceso VAR se define como:

1
LOLE|Y) = —?ZOQQW - %log S0l = 5tr (e, el) (2-48)

Una vez se obtiene el estimador de mdxima verosimilitud para el vector de pardmetros del proceso,
se deben validar supuestos de homocedasticidad, incorrelaciéon y normalidad sobre los residuales
con el fin de validar el supuesto de ruido blanco y verificar la consistencia del modelo para realizar
inferencias o pronosticar. Para ampliar sobre algunos elementos utilizados en este proceso ver, Wei
and Tanner (1990) y Hamilton and Press (1994).



3. Formulacion del Modelo y
Metodologia de estimacion

En linea con la exposicion presentada en la introduccion, se parte del modelo propuesto en Duffie
et al. (2009), donde se considera un proceso de COX para la intensidad de default, el cual es log-
lineal en sus pardmetros. La tasa con la que se presentan incumplimientos, depende de un proceso
autorregresivo determinado a partir de informacién observable y de un proceso estocéstico de fra-
gilidad no observable, especificado como un proceso Ornstein-Uhlenbeck con una componente de
saltos (OU).

En este capitulo se presentard de forma mas detallada la metodologia de estimacion propuesta en
Duffie et al. (2009), mds adelante se presenta la adaptacion propuesta en este trabajo, motivada en
una de las recomendaciones sugeridas por los autores del mencionado articulo. Se recuerda que la
modificacién propuesta consiste en modificar levemente el proceso OU utilizado para la fragilidad,
incorporando un proceso de Poisson compuesto que perturba el proceso OU por medio de pulsos
o saltos.

Para el proceso de estimacién se implement6 un programa en el software estadistico R, por medio
del cual se intento replicar el modelo propuesto en Duffie et al. (2009) con la modificacién co-
rrespondiente que incorpora el proceso de saltos. Se buscard realizar la estimacion conjunta de los
pardmetros asociados a estos procesos a partir del algoritmo EM vy se utilizard el muestreador de
GIBBS con el fin de generar las trayectorias asociadas al proceso OU con saltos que representa el
factor latente.

Con respecto a la informacién requerida para la estimacion de los pardmetros del proceso; para
la componente observable se utiliz6 informacion histdrica, caracteristica de cada individuo de una
cartera o linea de crédito, de otra parte, se considera una covariable comun a todos los individuos,
consistente en informacion de indicadores de la economia, que de alguna manera se relacionan
con el comportamiento de pago de los individuos en el sector financiero. Por simplicidad y tal
como se propone en Duffie et al. (2009), el proceso que gobierna la dindmica de estas covariables
observables es del tipo vectorial autorrogresivo (VAR). Con el fin de obtener los estimadores de
méxima verosimilitud de los pardmetros asociados a este proceso se implementa un programa en
R, es importante mencionar que en este trabajo se centra la atencion sobre la estimacion de los
pardmetros asociados al factor no observable y a la funcién de intensidad del Proceso de Cox.
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3.1. Proceso de COX o Poisson doblemente estocastico

A partir de ahora, se considera una cartera de crédito constituida por m prestatarios o compaiiias
sobre un horizonte de tiempo determinado 7'. La principal variable de estudio es el tiempo aleato-
rio 7, que representa el tiempo de default de un individuo en relacion al compromiso de crédito,
de tal forma que la probabilidad de default antes del instante t es P(7 < t).

El instante de incumplimiento de un solo individuo, por ejemplo el i-€simo entre una cohorte de
m prestamistas, es modelado como el instante del primer salto o evento de un proceso de Poisson
N;(t) con tasa \;; que a su vez constituye un proceso de Markov, especificado de la siguiente
manera:

it = exp (Bo + S1Vi + BoUi v + nY2) . (3-1)

Vi Es un factor macroeconémico comun a todos los individuos, (ver seccion
5.1.3).

U;; Corresponde a la distancia a default del i-ésimo individuo (se explica en la
seccion 5.1.3).

Y,  Representa el factor no observable o latente, denominado factor de fragilidad
y es comun a todo individuo.

Con respecto al factor de riesgo adicional Y;, no observable o latente y al que todos los individuos
se encuentran conjuntamente expuestos, cabe decir que se conoce como factor de fragilidad. En la
literatura estadistica de prondstico de eventos al efecto de una covariable latente o no observable
se le denomina fragilidad.

De acuerdo con la seccién 1.1 los tiempos de default 7; también pueden ser caracterizados por

medio de procesos indicadores D; ¢, ¢ = 1, ..., m, donde:
0 t<m

Dy = (3-2)
1 T S t.

Es decir el proceso indicador de default D;; salta de “cero” 0 a “uno” 1 justo en el instante del
incumplimiento.
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Con el fin de simplificar la notacién, se asume que \; = A(S;(X}), ©), donde S;(X;) = (W, Y?),
Wi = (U4, Vi) corresponde al vector de covariables observables para el i-ésimo prestatario y \; ;
queda expresado por:

A((w, y)’ @) — 6/811U1+~-~+/8nwn+773/’ (3-3)

Para un vector de pardmetros © = (3,7, k, A¢, V), donde 3 es el vector de pardmetros asociado al
proceso W'y (1, k, A¢, V) corresponden a los pardmetros del proceso OU con saltos Y. Se supone
que el factor de fragilidad Y; es en si mismo un proceso de Markov en tiempo discreto.

En lo sucesivo se referird de ahora en adelante al proceso de Poisson N (¢) que consiste en la
suma de m procesos de Poisson condicionalmente independientes, dadas las realizaciones de los
procesos Vi, U; 1,0 = 1,...,my Y;, como modelo M. El proceso de Poisson subyacente al modelo
M caracteriza de esta forma la distribuciéon del nimero de incumplimientos en la cohorte de m
prestatarios en el tiempo.

El tiempo de default 7; de cualquiera de los m prestatarios, como se habia mencionado, corresponde
al instante del primer evento del proceso de Poisson V;(t) con intensidad \;; como en (1-1), es
decir:

y asi:

P(r; <t) = P(Ni(t) > 1) = / P(N,(t) > 1|V, U, Y)dP(V, U;,Y). (3-5)

— g(VUiY) [P(N;(t) > 1|V, U;,Y)]

_ E(V,U,-,Y)[l e I )\iysds].

(3-6)

La medida dP(V,U;,Y’) corresponde a la medida conjunta de los tres procesos en el respectivo
espacio de trayectorias.

De (3-4) también se deduce que:
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t
— |5 Ai sds
=1 — ¢ Jotisds,

] [ Jit ePo+P1VatBalistns )
=1-e .
(3-7)

3.2. Proceso de Estimacion

Con el fin de realizar la estimacién de los pardmetros del modelo M descrito en la seccién anterior,
se sigue casi literalmente la metodologia propuesta por Duffie et al. (2009), que se ha utilizado para
el ajuste del modelo D, esto principalmente porque el modelo de interés (modelo M) corresponde
a una ligera modificacion del modelo que estos investigadores estudian en el mencionado articulo.
Segtn la revision exploratoria de la literatura, en el estado actual de conocimiento la metodologia
que serd descrita es la tinica conocida para resolver el problema de estimacién, dado que el modelo
M constituye un proceso mezcla de Procesos de Poisson pero la variable de mezcla es también un
proceso estocdstico representado por el proceso Y;.

El método de estimacion, se describe a continuacion en los siguientes pasos:

3.2.1. Planteamiento de la Funcion de Verosimilitud

En primera instancia se considera que el vector de pardmetros que caracteriza la especificacion del
modelo M es:

(77507617527777 R, A577/) (3'8)

El parametro ~ es a su vez un vector de pardmetros que caracteriza la dindmica conjunta de los
procesos exégenos V;, (U;;, ¢ = 1,...,m)y se estima por método estdndar de maxima verosimili-
tud de la teoria de series de tiempo, pues estos procesos por simplicidad se modelan como procesos
autorregresivos de orden 1 Gaussianos.

El objetivo de este trabajo se centra en la estimacion de los pardmetros restantes.

© = (BOaﬁlvﬁ%T/a R, Afa”) (3_9)

Recuerde que:



3.2 Proceso de Estimacion 35

Bo, B1, P2, parametrizan la funcién de intensidad log-lineal en (1-1)

K corresponde a la tasa de reversion a la media en el proceso (OU) en (1-3)
Ae, V corresponden a la frecuencia y desviacion estdndar de los pulsos del compo-

nente de saltos en (1-3).

La funcién de distribucién conjunta en el espacio de trayectorias de los procesos:

Dt - (Dl,t7 .. ‘JDm,t>7 Wt = (‘/t’Ul,t; .. ‘7Um,t)7 }/t

Se representard por:

P(D,W,Y;~,0)

Recordando que el proceso:

W, = (V;, Uiy, ..., Upny) es observable y por supuesto también lo es: Dy, = (D14, . ..

Se considerara la siguiente funcién de verosimilitud para ©, basadaen W,Y y D:

L(©; DY, W) = P(D[Y,W,©),
también la funcién de verosimilitud para ~y
L(y; W) = P(Wly),
Y la funcién de verosimilitud para (-, ©)
L(.0;D,W|Y) = P(D,WY,,6),

= P(DIW;Y,0)P(W]y)

= L(©; DIY,W)L(y; W)

(3-10)

(3-11)

(3-12)

(3-13)

(3-14)

Observe que la factorizacion en la segunda linea en (3-14), simplemente responde a la regla del
producto usual de que una distribucién conjunta se obtiene a partir de una condicional por una
marginal. Ademads se tiene en cuenta que W solo depende del vector de pardmetros ~y. También,

condicional en W, los procesos Dy Y sélo dependen del pardmetro O.

La factorizacion en (3-14) también permite encontrar los estimadores de mdxima verosimilitud de
vy O por separado, porque la Log-verosimilitud corresponde a la suma de 2 términos, uno que
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depende s6lo de vy y otro que depende solo de ©.

Como el logaritmo de la verosimilitud en la tercera linea de (3-14) corresponde a la suma de
términos separados que envuelven los parametros 7y y 0, se puede descomponer la verosimilitud en
dos problemas, Duffie et al. (2007):

sup L(v; W),y (3-15)

o

sup L(6; D|W,Y)
(€]

Proposicion 5. Los estimadores de mdxima verosimilitud v y © hallados para 3-15 forman una
solucion para

~,0

El factor L(v; W) corresponde a la verosimilitud de procesos autorregresivos de orden 1 Gaus-
sianos, el vector de pardmetros v determina el comportamiento de la serie de tiempo asociada a
las covariables observables inmersas en el vector de estados X, Duffie et al. (2007). Nuevamente
se hace hincapié en que la estimacion del vector de pardmetros v no es el objeto central de este
trabajo, en cambio el interés se centra en el estimador de mdxima verosimilitud para © para el cual
se considerara la verosimilitud L(©; D|W,Y) = P(D|W,Y, ©).

En relacién a la funcién de verosimilitud L(©; D|W,Y") = P(D|W,Y, ©), se tiene que:
1. Cuando se tiene informacién completa (Y observable), se tiene que

L(6; DIW,Y) = P(DW,Y,6),

_ H (e— PO H[Dit/\itAt + (1 - D@]) . (3-17)
=1

t=t;

Para entender el porqué de (3-17), obsérvese primero, que P(D|W,Y,©) es la distribucion
conjunta de los procesos indicadores [);; que caracterizan cada uno el primer salto del Pro-
ceso de Poisson N;(t) con intensidad \;. Asi considerando una particién At del tiempo,
se puede aproximar la distribucién P(D;|W,Y, ©) (que corresponde a la probabilidad de la
realizacion del proceso D;;) por:

P(DW,Y,0) ~ e iAo dig Bl o= dim A\ ¢ (3-18)
= = Dt MM TT[Dy A AL + (1 — D) (3-19)

t=t1
Recuérdese que:

D, = 0 S% t<T;
1 si 7, <t
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ti+At
Para entender mejor (3-18) obsérvese que, e At~ e ino s aproxima la probabilidad de
que el Proceso de Poisson V;(t) no salte en el intervalo [¢;,t; + At) = [t;,t41).

Jri=an i sds :7 Ap Niysds. aproxima la probabilidad de que
el Proceso de Poisson N;(t) salte en el intervalo [1; — At, 7;].

De manera similar e M7\ AL &~ e

Por lo tanto la expresion en el lado derecho de (3-18)

R N -V N

Aproxima la probabilidad de la realizacién del proceso D;;, P(D;|W,Y, ©) que caracteriza el tiem-
po hasta el default del i-ésimo prestatario.

Para la corte de m prestatarios los procesos indicadores D;;, ¢ = 1,...,m son condicionalmente
independientes dados W, Y y por lo tanto con informaciéon completa:

L(&; DIW,Y) = P(D|W,Y,0),

=1

=11 <e— Sty Mudst [[Dixart + (1 - Dit)]> . (3-20)
=1

t=t;

Con informacién incompleta, es decir, en el caso en que solo se observan Dy W en vez de la
verosimilitud L(©; D|W,Y), se puede considerar la siguiente log-verosimilitud esperada:

L(6; D|W) = E" [L(6; D|W, Y],

_ / L(©: DIW, y) Py (y]©)dy.

H (6_ Z:Z:tz i At l_Z[[Dlt)\ztAt + (1 - th)])] ) (3-21)

=1 t=t;

=EY

Donde el valor esperado en (3-21) es con respecto a la densidad a priori del proceso Y, Py (y|O).

El célculo de (3-21) por simulacion directa implica integracion Monte Carlo en un espacio de alta
dimension. Este es un proceso computacionalmente intenso si se lleva a cabo por medio de Monte
Carlo basico teniendo en cuenta que se debe optimizar con respecto al vector de parimetros O. La
metodologia sugerida por la literatura consiste en conseguir el estimador de mdxima verosimilitud
(MLE) de © por medio del algoritmo EM (Esperanza Maximizacién), en el cual, en lugar de la
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verosimilitud L(©; D|W,Y") se considera la maximizacién en O de la siguiente log-verosimilitud
esperada:

Q(0|eW) = £(e; D|W),
_ / log L(6; D[W, y) Py (4] D, W, 0® )dy,

= BV IPWON L(e; DIW,Y)),

_ RYIDWe® [H (e—ZZiti Air At H[Dit)\itAt +(1- Dit)])

=1 t=t;

: (3-22)

Donde esta vez el valor esperado en (3-22) es con respecto a la distribucion posteriori (Es decir
teniendo en cuenta los datos observados D , W) del proceso Y, Py (y|D, W, C:)(’“)). Para muestrear
de esta distribucién se emplea el Muestreador de Gibbs, O®) corresponde a un ajuste previo del
parametro ©. El algoritmo EM se explicara de forma mas amplia a continuacion, la exposicién del
Muestreador de Gibbs se hard més adelante.

3.2.2. Esperanza Maximizacién

El algoritmo EM consta de dos pasos:

= Paso Esperanza Dado é)(k), mediante el muestreador de Gibbs, se simula una muestra {Yj}
de la distribuién Py (y; D, W, é(k)) y se estima:

QO16%) = [ 105 L(6: D.yW) Py (4D, W. 6%y (3-23)

A partir de la ley de los grandes ntimeros, y el teorema 3 visto en la seccion 2.4.2, del cual se
deduce que para la distribucién estacionaria Py (y| D, W, ©%)), el estimador de Monte Carlo
para el valor esperado en (3-23), se puede aproximar numéricamente de la siguiente manera:

N
A A 1 .
(B — — E . J

= Paso Maximizacion.

Maximizar en © la funcién Q(0|60™*)), este paso es niimericamente intenso porque para ca-
da iteracion del algoritmo de optimizacion que se esté utilizando hay que realizar un paso
esperanza.
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Luego de optimizar se tiene:

O+ — arg m(gix@(@|@(k)). (3-24)

Con éxito la secuencia (™)) converge al estimador de méxima verosimilitud de £(©; D|W).

3.2.3. Muestreador de Gibbs para generar trayectorias del proceso
de fragilidad.

Con el fin de completar el paso E-step y muestrear las trayectorias para el proceso Y se considera
nuevamente la densidad Py (- | W, D, ©). Una dificultad que debe enfrentarse es que la distribu-
cién de las trayectorias de Y, Py (- | W, D, ©) estd soportada sobre un espacio de alta dimension.

Sin embargo, mediante métodos nimericos como MCMC se puede aproximar la distribucion pos-
terior del proceso Py (- | W, D, ©), simulando una cadena de Markov con densidad de equilibrio
dada por Py (- | W, D, ©).

La estimacién via simulacién MonteCarlo para una funcién f(-) donde su valor esperado esta dado
por:

E(f(Y) | W.D.0] = [ f(s)Prly | W.D.6)dy, (325)
Se puede estimar por medio de:
1 .
=52 S0 (3-26)
j=1

Aca: Y7 = (Y7, -, Y])

1. La idea del muestreador de Gibbs en este caso, consiste en:

Dada una realizacién (estado) Y01 = (YU vU™V ¥, de la cadena, se itera
sobre las componentes de YU~ y por medio del algoritmo de Metropolis-Hastings se

generan nuevas componentes Yt(] ) simulando de la distribucién condicional.

YYD, v v vy vy,

=YV (3-27)

Obteniendo de esta forma la siguiente realizacién o estado Y 7).
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2. Una cantidad central para estimar la dindmica del histérico de incumplimientos, viene dada

por la distribucién posteriori P(Y{|W, D, Y(J_ ;)1 , ©). Observe entonces que esta distribucion

puede expresarse como sigue para efectos de muestreo, (ver pag 2119 en Duffie et al. (2009)):
P(W,D,Y,0)

~ Py(W.D,Y(),0)

x P(W,D,Y,0)

= P(W,D | Y,0)P(Y,0)

(DIW,Y,©)P(W]Y,0)P(Y,0) (3-28)

(DIW,Y,©)P(Y,0),

)P

)E(

P(Y;f ’ VV7D>YV(*t)79)

P
P

%

C)
L(©; D|W,Y)P(Y,0),
L(©; DIW,Y) P(Yi[Y(_1), ©) P(Y(_s), ©),

= L(©; DIW,Y)P(Yi|Y(_y,6). (3-29)

Donde el paso en (3-28) a la siguiente linea se explica porque ¥ no depende de Y ni de ©
y en consecuencia P(WY, ©) es igual a P(W) y por tanto puede ser descartado.

Ahora veamos que para el factor P(Y;|Y(_), ©) se tiene que:
P(Yt’Y(—t)a ©) P(Yt|Y(t—1)a @)P(Y(t+1) Y1, 0), (3-30)
en efecto, denotando por P; ;1 = P(Y;41]Y;, ©), se tiene:

P(%a}/la"'7}/;—173/;57}/;-"—17"'7YT|@)
P(YE%}/D"'7Yt—17}/;+1a"'7YT|@) ’

p(YilY(—),©) =

_ P(Y5|©)Po1Pro- - Prooy1Pio14Prys1Prvagto - Proar
PY|©)FPoaPio-  Pioot1Pi1441Pv1gt2- - Proar ’

o Py 1P

P41 7
o< P(Y;|Y;-1,0)P(Yi11]Y:, ©). (3-31)

Finalmente sustituyendo (3-30) en (3-29) se obtiene que

P(}/;f | W7Da}/(ft)a@) X L(@7D|W7 Y)P(}/Hyt—lv@)P(th-‘rlD/tv@) (3_32)
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Dénde P(Y; | Yi_1,0©) es la densidad de transicion de un paso del proceso OU con una compo-
nente de saltos. Esta ultima expresion en (3-32) corresponde a la densidad sobre la cual se desea
muestrear trayectorias por medio del sampleador de Gibbs. Recuérdese ademds que:

L©,Dw,Y)=]] <e_ ity diedt [[Dixart + (1 - Dit)]> : (3-33)

=1 t=t;
A partir de este resultado se explica a continuacién como se implementa el Muestreador de Gibbs

para generar trayectorias que consideren la componente de saltos para el proceso de fragilidad pro-
puesto.

Modificacion en el muestreador de Gibbs para tomar cuenta de la componente de
saltos

Hasta el momento se ha descrito la idea general del método de estimacion propuesto en Duffie et al.
(2009) basado en el muestreador de Gibbs y en el algoritmo de Esperanza-Maximizacién. Ahora
se explicard la modificacion que se ha planteado en el muestreador de Gibbs para considerar el
ajuste de la componente de saltos del proceso (OU) en (1-3).

En dicho articulo, en la descripcion del muestreador de Gibbs para la simulacion de la distribucion
del proceso Y se propone utilizar la siguiente distribucién!, como distribucién de propuesta para
el muestreador (ver pagina 2119 de Duffie et al. (2009)):

J(Y D[y GD8) — Ny g). (3-34)

La modificacién que se ha sugerido para la distribucién de propuesta en (3-34) es la siguiente:
» Se simula variable U ~ Bernoulli(p), es decir:

1 con probp
U= con p=1—exp(—£At), (3-35)
0 conprobl—p

p aproxima la probabilidad de que se presente al menos un salto de Poisson con tasa £ en un
intervalo de tiempo pequeio At.

'El muestreador de Gibbs consiste en una iteracién del algoritmo de Metropolis-Hastings. En este algoritmo siempre
hay una funcién de aceptacion.
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= Entonces la distribucién de propuesta considerada es:
VOO = NV U - 2,4), (3-36)

Doénde Z es una variable aleatoria normal que simula la magnitud de los saltos, independien-
te del movimiento Browniano B; en (1-3), donde la distribucion de los saltos &; corresponde
aZ ~ N(0,v2).

La idea es que simplemente se modifica aditivamente la media de la distribucion propuesta, pero
cabe resaltar que solo en la medida en que los pulsos sean frecuentes y el nivel en que se cambia
dicha media corresponde a la magnitud de un posible pulso.

g7 |W,D, YL 0) =Ny Y+ U - 2,4), (3-37)

Cada trayectoria se genera de una media igual a la anterior observacion del proceso, obtenida a
partir del muestreador de Gibbs y una varianza igual a 2 veces los incrementos de un Movimiento
Browniano estdndar.

Es de resaltar que frente a la idea propuesta en Duffie et al. (2009), donde se considera un Proceso
OU estandar, se intenta capturar los pulsos de la funcién de intensidad modificando la media pero
garantizando que el proceso sigue siendo estacionario. Lo anterior fue verificado numéricamente
de forma tal que la convergencia del algoritmo no se viera afectada por presencia de valores ex-
tremos o colas pesadas en la densidad propuesta obteniendo los resultados que se presentan en el
préximo capitulo.

Finalmente utilizando el algoritmo Metropolis-Hastings se muestrea Y; en la j-ésima iteracion del
muestreador de Gibbs, el algoritmo se explica a continuacion:

1. Muestrear un candidato tal que:

(3-38)

vi_ Jy~ NV U Z0) siU=1
' y~ NY,U™ 4) siU =0

2. Luego se evalua cada trayectoria para la fragilidad en la siguiente funcion de aceptacion:

. (-1 _
L(©:D | WYY, = y) 1) (339

I\ ’
Oé(yuift ) = 1nin ( L(@, D | I/V’Y(j—l))

3. Se recurre a la distribucién uniforme para muestrear un nimero C' entre (0, 1) y considerar:

. siC < aly,Y/
Y;J — { Y(?—l) — (y t ) (3_40)
f en otro caso.
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3.2.4. Modelo VAR para las covariables observables

Considere R(T;) = {k: 7, > T} los individuos que no han entrado en default antes de 7}, se
tiene que el componente de la funcidn de verosimilitud totalmente observable se puede expresar
como sigue:

tm

LONW) =[] Frernreo We, | Wesv) (3-41)

te=1

Por practicidad se considera un proceso Gaussiano autorregresivo de primer orden debido a que el
proceso de Markov X no tiene memoria més alld de un paso.

Segtn lo propuesto por Duffie et al. (2007), se construird el vector de covariables V; a partir de dos
variables macroecondmicas, se define a r1; como las tasas de interés, entre tanto ro; corresponde a
la variacién mensual del PIB. Luego el proceso tiene la siguiente estructura:

rep1 =1+ B (0 — 1) + Crepn (3-42)

Dénde: €; ~ N(0,1) y C, es una matriz triangular inferior de 2x2.

Para el vector de covariables especificas W;; se consideran la distancia a default d;; y los activos
logaritmicos de cada firma Uy, expresadas por:

digr1| | Oi Bs O Ois| [0 b(6, — 1) o5 0],
o I Db e

Doénde: (;; = Az + Bwy

(3-43)

Con respecto a la distancia a default (6;;) cabe decir, que de acuerdo a lo propuesto por Vassalou
and Xing 2004, Shumway 2001 y Hillegeist et al. (2004), es construida con base en el nimero
de desviaciones estdndar que el logaritmo de los activos de cada compaiiia excede el valor de sus
pasivos (deuda). Lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

5. In(3) + (pa — 5057)
it O’A\/T )
Doénde V; corresponde al valor de los activos de cada individuo, y L, el valor de sus deudas en un

tiempo ¢. Por su parte p14 y 04 corresponden a la tasa media del crecimiento y la volatilidad de los
activos. Para ampliar remitirse al numeral B1 del apéndice B.

(3-44)

Se supondré independencia entre los errores €; y ¢ de los modelos econométricos planteados en
(3-42) y (3-43). Se puede ver entonces que el vector de pardmetros (7y) subyacente a la serie de
tiempo del proceso X, en (3.1) quedaria finalmente dado por los parametros estimados a partir de
un proceso vectorial autorregresivo de primer orden VAR(1).



4. Implementacion en una entidad
financiera colombiana

Los trabajos de investigacién sobre la medicién de riesgos son una actividad que en muy poco
tiempo ha experimentado un crecimiento significativo. Tanto es asi, que a principios de los afios
90 no existia, de forma generalizada lo que hoy se llama “Sistemas de administracién y Gestion
Riesgos”. Mediante el esfuerzo de profesionales del sector financiero, los centros académicos y
las empresas de consultoria financiera, se dispone hoy de una rica variedad de modelos y sistemas
para la medicién y control de riesgos financieros. Actualmente y de manera rutinaria, los sistemas
implantados en bancos, sociedades financieras y departamentos de tesoreria de grandes empresas
no financieras, generan medidas periddicas de los riesgos financieros que son utilizadas como una
importante herramienta de gestion administrativa.

Colombia no ha estado ajena estos desarrollos, la Superintendencia Financiera de Colombia (SFC),
como ente regulador de las instituciones financieras y adoptando los acuerdos de Basilea, ha emiti-
do una serie de normas que deben cumplir las instituciones sometidas a la inspeccién y vigilancia
de la SFC en materia de administracion de riesgos de mercado (SARM), de riesgos crédito (SARC),
de riesgos liquidez y riesgos operativos (SARO). Dichos requerimientos estdn relacionados en la
Circular Bésica y Contable Financiera (Circular Externa 100 de 1995) los cuales deben ser imple-
mentados por las instituciones financieras. Por otra parte, las instituciones deben medir y reportar
periddicamente el valor en Riesgo (VaR) de sus operaciones (calculado como minimo mediante el
modelo estdndar) y de los niveles de solvencia como una funcién del valor en riesgo calculado.

El Instituto Colombiano de Normas Técnicas emite la norma técnica NTC-5254 en agosto de 2006,
la cual proporciona una guia genérica para la administracion y gestion de riesgos. Dicha norma re-
coge todos los lineamientos del estdndar australiano AS/NZS 4360 de 1999 y puede ser aplicada a
cualquier industria o sector econdémico.

A pesar que la norma técnica permite a las entidades financieras dar un paso muy importante en la
gestion de riesgos, ya que da las directrices para identificar y medir su impacto en términos econé-
micos, los desarrollos en medicidn cuantitativa de riesgos plantean ir mas alld, en este sentido, para
tener estimaciones razonables de la probabilidad de incumplimiento crediticio en un segmento de
negocio, es necesario contar con modelos estructurales més robustos, que a partir de la informa-
cién conocida de cada individuo permitan incorporar otro tipo de variables y con esto mejorar la
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calidad de las estimaciones. El objetivo es mejorar la provision de la cartera en riesgo, de forma tal
que se minimice el error de sobre estimacion u subestimacion sobre ésta, ya que las implicaciones
de incurrir reiteradamente en éste error se reflejan en mayores costos e ineficiencias. Por un lado
implicaria la pérdida de oportunidades de negocios por una provision mucho mayor a la adecuada,

y por el otro incrementaria la exposicion a pérdidas operacionales, si esta provision estd por debajo
del riesgo real de la cartera.

De acuerdo con los argumentos expuestos, se pretende entonces estimar los pardmetros asociados
a la intensidad de Cox expuesta en el capitulo 3, con el fin de ajustar la intensidad a partir de la cual
mads adelante se pueden estimar las probabilidades de incumplimiento en un segmento de cartera
masiva de una entidad financiera colombiana.

4.1. Descripcion y tratamiento de los datos

Se tomaron los datos mensuales de aproximadamente tres anfios (35 meses) de individuos pertene-
cientes al segmento de cartera masiva en una entidad financiera. La base de datos utilizada contiene
informacion idiosincrética o personal sobre la evolucion de la situacién financiera de cada pres-
tatario. Las variables que hacen parte de la informacién primaria son: Nivel de ingresos, egresos,
activos, endeudamiento con el sector real, endeudamiento con entidades financieras y el vector de
altura de mora de 1 a 12 meses.

Fecha C"';T Cliente Total Acti | Total Pasiv M- L M- L - M~ M M M M~ MIT ) MIT MIT
ago-16 Cliente 61 27.350.000 1.430.000 - 15 15 15 - 14 - - -
ago-16 Cliente 62 124.900.000 4.256.000 - - - - - - 11 1 -
ago-16 Cliente 67 49.550.000 5.482.000 - - - - - - - -
sep-16 Cliente 240 104.250.000 40.462.000 - - - 5 5 5 - - 5 -
sep-16 Cliente 275 13.249.450 1.193.000 - 89 59 29 29 -
sep-16 Cliente 309 65.600.000 2.205.000 - 5 5 5 5 - - - - - -
sep-16 Cliente 312 33.965.000 8.647.000 - 29 59 143 119 89 58 29 29 29 -
oct-16 Cliente 332 34.900.000 8.494.000 71 4 1 - 131 101 71 11 a1 11 -
oct-16 Cliente 337 40.800.000 23.231.000 - 46 16 - 16 - 16 - 16 -
oct-16 Cliente 338 19.200.000 13.607.000 - - - - - - - -
oct-16 Cliente 339 22.030.000 16.503.000 3 - 3 3 3 3 3 2 - 3 -
oct-16 Cliente 341 21.525.000 9.345.000 - - - 60 30 - 30 - - -
abr-19 Cliente 1886 1.148.000 607.000 - - 9 9 9 - - - 9 -
abr-19 Cliente 2272 15.905.000 5.276.000 - - 20 - 20 20 20 20 - - - -
abr-19 Cliente 5027 77.480.000 11.104.000 - - - - 46 16 16 16 - - 16 -
abr-19 Cliente 3363 55.590.000 23.749.000 - - - - - 4 - - - 4 4 -
abr-19 Cliente 461 30.256.000 5.367.000 - 16 - - 16 - 16 - - - 16 -

may-19 Cliente 4392 52.350.000,00  11.200.000 14 14 14 0 0 74 74 44 14 14 14 o
may-19 Cliente 5043 40.350.000,00  12.024.000 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 a o
may-19 Cliente 5065 18.400.000,00 8.335.000 13 13 0 13 13 13 13 13 13 o 13 o
may-19 Cliente 5066 35.400.000,00  12.210.000 0 0 0 0 0 0 0 o 0 o a o
may-19 Cliente 1386 1.800.000,00 1.500.000 300 270 240 210 180 150 120 350 60 30 a o
may-19 Cliente 5121 25.820.000,00 2.787.000 83 83 113 83 53 23 53 23 0 o 23 o
Jun-19 Cliente 161 10.680.000 2.674.000 0 0 0 0 0 0 7 o 7 o a o
Jun-19 Cliente 986 35.540.000 3.877.000 0 28 0 28 0 0 28 o 0 28 a o
Jun-19 Cliente 5179 62.330.000 10.950.000 0 0 0 23 0 23 23 o 23 23 a o
Jun-19 Cliente 1665 114.200.000 26.440.000 0 3 3 3 0 3 0 3 3 3 a o
Jun-19 Cliente 5203 19.177.177 6.007.000 o 0 16 16 o 0 o o 16 16 o o
Jun-19 Cliente 5215 10.300.000 1.400.000 o 52 22 0 52 22 o 22 22 o 22 o
Jun-19 Cliente 1203 15.641.000 1.839.000 o 41 1 0 1 1 11 1 11 o o o
Jun-19 Cliente 788 22.830.000 6.674.000 o 11 o 0 1 0 11 o 11 o o o
Jun-19 Cliente 5238 6.460.000 1.800.000 o 121 91 61 31 31 1 o 1 o 1 o
Jun-19 Cliente 5247 16.100.000 3.917.000 o 60 30 28 30 30 30 o 30 o o o

Figura 4-1.: Aparte resumen base de datos entidad financiera

Con el fin de estimar las covariables observadas a partir de informacion histdrica, se organizo la
informacion de forma tal que las filas corresponden a los individuos y las columnas representan el
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tiempo en meses, es decir el cambio en el tiempo o discretizacion es At =~ 1,029 si se considera
el afio (12 meses) como base. A partir de las series de tiempo de los activos y la deuda financiera
se estim6 mediante el modelo de Merton (ecuacién B-2), la distancia a default para cada uno de
los individuos. La informacion observable de cada prestatario corresponde a la distancia a default
y el momento en que se presenta el default. Asi, se tiene que W = (Wy,...,W,,) es el vector
de las covariables observadas de todos los individuos y D = (Dy, ..., D,,) el vector de procesos
indicadores de default, recordando que D;; = 1y, <4y asi Dy salta de cero 0 a uno 1 en el instante
en que 7; = .

Se considera un default si la altura de mora de la obligacion sobrepasa 90 dias calendario. Se
presentaron 528 defaults (ver figura 4-2) para un total de 5250 individuos en el marco de tiempo
analizado. Se puede apreciar ademds, que entre agosto de 2017 y agosto de 2018, se incrementd
el nimero de defaults en el segmento analizado, este podria ser un ejemplo de contagio default.
Ademas se puede observar como la desaceleracion de la economia colombiana en ese periodo estd
relacionada de alguna manera con el comportamiento de pago de prestatarios en la cartera para
esta entidad financiera.

Para los datos de activos, nivel de deuda y vector de mora se presentaron algunos faltantes. Se
considerd utilizar imputacion por la mediana, sin embargo, de acuerdo con la literatura, en estos
casos, en los cuales se tienen datos de tipo mixto, variables numéricas y categdricas, se sugiere
utilizar una técnica de imputacion de datos conocida como Random Forest, esta técnica permite
capturar relaciones no lineales e interacciones de mayor complejidad entre los datos, para conocer
mas detalles de esta técnica ver Stekhoven and Bithimann (2011).

Las variables a partir de las cuales se ajusté el modelo para la intensidad de covariables, corres-
ponden a informacién de indicadores macroecondmicos y especifica de cada individuo, estos datos
estdn dados en una resoluciéon mensual entre agosto de 2016 y junio de 2019:

1. Distancia a default: Esta covariable fue construida a partir de los datos de activos y nivel
de deuda de cada individuo, cabe resaltar que en algunos casos fue necesario imputar datos
ya que la informacién de los individuos no fue cargada o actualizada en el sistema para
ciertos periodos. A partir de estas variables se estimé la volatilidad y el rendimiento histérico
asociado a la evolucidn de los activos, con estos datos se utilizé el modelo de Merton B-2,
y se obtuvieron las distancias a default de cada individuo de la cartera para los 35 periodos
analizados.

2. Tasas de interés: Al considerar que los individuos analizados hacen parte de un segmen-
to crediticio propio de personas naturales, esta variable macroecondémica estd directamente
relacionada con el nivel de liquidez en la economia y las preferencias de liquidez de presta-
mistas e inversionistas, debido a que impacta directamente la propensiéon marginal de consu-
mo y por tanto la evolucion del nivel de deuda de los individuos, de otra parte esta variable
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Figura 4-2.: Nimero de Defaults entre agosto de 2016 y junio de 2019

estd inversamente relacionada con el (Indice de Precios al Consumidor) IPC, toda vez que
el banco central (Banco de la Reptblica) toma decisiones de politica monetaria e interviene
estas tasas de acuerdo con los niveles de inflacién observados, como una de sus principales
funciones.

3. Producto Interno Bruto (PIB): Este indicador macroecondmico refleja el agregado de bie-
nes y servicios de toda la economia, luego es un indicador que esta relacionado por ejemplo
con otras variables que pueden incidir sobre el comportamiento de pagos de una persona,
como es el caso de los indices de desempleo, el crecimiento de la demanda (consumo) y el
comercio.

4.2. Estimacion de ML para el modelo con fragilidad

Con el fin de obtener convergencia numérica debido a la complejidad de la funcién de verosimi-
litud, un método de optimizacién tradicional puede presentar dificultades en cada paso de opti-
mizacion del algoritmo (M-Step), debido a que éste debe calcular el gradiente a partir del vector
de parametros actualizado en cada paso con el fin de maximizar el valor esperado de la funcién
de verosimilitud en (3-22). Se abord6 la maximizacion de los pardmetros mediante el método de
enfriamiento o recocido simulado expuesto en el capitulo 2, obteniendo los resultados de la tabla
4-1.

Las consideraciones para la codificacion y parametrizacion para el algoritmo fueron las siguientes:

= El valor inicial del parametro ©() y el fumbral de enfriamiento fue definido en 10.
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= Para cambiar la temperatura se consideran dos pardmetros: K= niimero de iteraciones, A=
nuimero de iteraciones en que se acepta un cambio.

m Factor de calentamiento.

m Silarazéon % < Umbral minimo de enfriamiento, se detiene el algoritmo.

El algoritmo busco el nivel méximo para el valor esperado de la verosimilitud. A partir de 10.000
iteraciones para el Muestreador de Gibbs implementado, se guemaron o descartaron las primeras
1.000 trayectorias del factor de fragilidad, el 6ptimo global fue detectado en el punto limite de
enfriamiento (valor de la temperatura aproximadamente cero).

El algoritmo inicio su busqueda de maximos locales a partir de un vector de pardmetros inicia-
lizado en ©©) = (—2,0,762,0,964, —0,158,0,0,015,0), que corresponden a los estimadores de
maxima verosimilitud del modelo sin considerar el factor de fragilidad, por su parte se establecid
el valor para los pardmetros iniciales de la fragilidad en 0. Finalmente en el limite del enfriamiento
se alcanzé un maximo global que corresponde a los pardmetros de maxima verosimilitud para el
modelo de intensidad, ver tabla 4-1.

Tabla 4-1.: Estimadores de maxima verosimilitud para la intensidad con el factor de fragilidad

Covariable Coeficiente
Constante & -1.97
Tasas de interés 7 -0.2282
PIB g 1.9542
Distancia Default3 0.6615
Fragilidad 7 0.36
Frecuencia del Salto ):5 -0.0150
Varianza salto 0.35

Con el fin de determinar la calidad del ajuste de la funcién de intensidad sobre los datos, se super-
puso el modelo ajustado para la intensidad de default, sobre la intensidad estimada en el periodo
observado, la intensidad histérica u observada fue estimada como A, = %ﬁ”s (nimero de

eventos por unidad de tiempo).

En la figura 4-3, se presenta el ajuste correspondiente, en el eje de las abscisas se relaciona el tiem-
po, mientras que el eje vertical corresponde al nimero de eventos por unidad de tiempo, la linea
azul discontinua presenta la intensidad del modelo ajustado, entre tanto, la linea negra corresponde
a lo realmente observado entre agosto de 2016 y junio de 2019.
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Figura 4-3.: Ajuste estimacion tasa de intensidad con fragilidad. Elaboracién propia.

A pesar de evidenciarse carencia de ajuste en algunos instantes, en general el modelo sigue los
incrementos y disminuciones de la intensidad de los incumplimientos crediticios en el periodo
observado, por ejemplo en 2018 se puede apreciar que se incrementaron stibitamente los defaults
ademds de algunos clusters o agrupamientos, este resultado muestra evidencia a favor de incor-
porar el factor de fragilidad que se propone para la funcién de intensidad, ademds se observa un
cambio repentino o salto en este periodo por lo cudl también se logra capturar parte de la dindmica
de la funcion de intensidad incorporando el proceso de saltos sobre el factor de fragilidad.

A partir de estos resultados se evidencid que a pesar de no explicar completamente la intensidad
de default, segin los valores estimados para los diferentes pardmetros de las covariables, se puede
inferir que los de mayor incidencia sobre la intensidad corresponden a la distancia default y el
proceso de fragilidad, por ejemplo el prametro que acompaiia la variable latente 7 corresponde a
la volatilidad mensual del efecto de esta variable, este valor anualizado alcanza el 65.8 %

La covariable macroeconémica que presenté mayor incidencia sobre la intensidad de default para
el periodo observado corresponde al PIB, confirmando la relacién inversa vista en el periodo ana-
lizado, sin embargo, las tasas de interés también presentan un impacto significativo sobre la tasa
con la que se presentan incumplimientos. En cuanto la informacién especifica de los individuos,
se estimé que un choque negativo de la distancia a default en una desviacion estdndar incrementa
la intensidad de default en aproximadamente €% ™!° — 1 ~ 106 %.
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De otra parte la magnitud del salto con la cual se incrementa o disminuye stbitamente la intensi-
dad de default debido a la dindmica propia de los choques en agrupamientos de incumplimientos
representa una volatilidad anual de aproximadamente 0,53+/12 ~ 184 %.

4.3. Estimacion de ML para el modelo sin fragilidad

En la tabla 4-2 se reportan los pardmetros de mdxima verosimilitud del modelo de intensidad sin
considerar el factor de fragilidad.

Tabla 4-2.: Estimadores de méaxima verosimilitud para la intensidad sin el factor de fragilidad

Covariable Coeficiente
Constante & 2.8
Tasas de interés r -0.4882
PIB ¢ 0.9042

Distancia Default3  -0.9985

Al dejar de lado la inclusién del factor de fragilidad en el modelo para la intensidad, la covariable
que mayor incidencia genera en la intensidad de default es la distancia a default, es decir, tiene ma-
yor incidencia la informacién especifica de los individuos. Se estim6 que un choque negativo de la
distancia a default de una desviacion estandar incrementa la intensidad de default en aproximada-
mente %09 — 1 ~ 170 %, valor que dobla el impacto de esta covariable cuando se incorpora en
el modelo la fragilidad.

De otro lado, se observa que se conservan los signos para los pardmetros estimados con excepcion
de las tasas de interés que reducen su impacto sobre la intensidad de default pero siguen siendo
una covariable significativa.

4.4. Modelo con fragilidad vs modelo sin fragilidad

A continuacion se presentan los resultados del test de razon de verosimilitudes con el fin de dar
cuenta del efecto de la fragilidad en la especificacion del modelo para la intensidad. Como en Duf-
fie et al. (2009), se considerard el factor de Bayes con el fin de comparar la calidad del ajuste de
ambos modelos.

Asumiendo probabilidades a priori para ambos modelos, a saber: Modelo sin fragilidad (''moF'")
y Modelo con fragilidad ("'F'"), la razén de verosimilitudes o también conocida como el ratio de
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Odds se expresa como:

P(FIW.D) _ Lp(3,Or |W.Y,D)  P(F) @-1)
P('TLOF“/V, D) EnoF(:)/noFa énoF ‘ W7 Y" D) ]P)(HOF) 7

Donde © y L corresponden al vector de pardmetros de maxima verosimilitud y la funcién de vero-
similitud para cada modelo. Reemplazando 3-14 en 4-1 y teniendo en cuenta que el proceso VAR
para las covariables observables es el mismo en los dos modelos se tiene que:

P(FW,D) _ L(r |W)Lp(OF |W,Y,D) P(F)

P(noF|W,D)  L(Amr | W) Lor(Onor | W, D) P(noF)’

_ Lp(Op |WY,D) P(F)

- 4-2
Lror(Onor | W, D) P(noF) (4-2)

Donde el término de la izquierda se conoce como el factor de Bayes, en linea con lo expuesto por
Duffie et al. (2009), el criterio de rechazo para el test serd de dos veces el logaritmo natural del
factor de Bayes. Si el estadistico estd entre 2 y 6 hay evidencia positiva a favor del modelo con
fragilidad, un valor entre 6 y 10 habla de evidencia fuerte y un valor mayor a 10 es evidencia sig-
nificativamente fuerte a favor del modelo con fragilidad. Para la especificacion de ambos modelos
se lleg6 a al siguiente resultado:

_ Lp(Op |W,Y,D)
‘CnoF(énoF | VVa D)

740,83
= 2log (289,03) = 2,229173 (4-3)
Como el estadistico se encuentra en 2 y 6 hay evidencia positiva a favor de incluir el factor de
fragilidad en el modelo para la intensidad, este resultado corrobora lo obtenido a partir del ajuste
en la figura 4-3, donde se puede apreciar que un incremento en la tasa de intensidad histérica es
aproximadamente capturado por el proceso estimado a partir de los pardmetros MLE estimados y
obtenidos a partir del algoritmo EM.
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5.1.

Conclusiones y recomendaciones

Conclusiones

Un fenémeno que motiva el estudio de la dindmica de la intensidad del default consiste en
los clisteres o agrupamientos espontdneos en los cuales se presentan estos incumplimientos,
es decir, los incrementos subitos de la frecuencia o nimero de incumplimientos en cierto
periodo de tiempo, a este fendémeno se le conoce como fragilidad.

Se realiz6 una modificacién al modelo propuesto en Duffie et al. (2009), donde el proceso
de fragilidad asociado al proceso de Cox para la intensidad es un proceso OU donde se
incluy6 una componente de saltos con el fin de capturar el incremento sibito en el nimero
de defaults y con esto mejorar la calidad en el ajuste sobre el proceso de intensidad.

El proceso Ornstein- Uhlenbeck que incorpora un componente de saltos planteado, podria
capturar el efecto acumulado sobre el tiempo de diferentes choques no observados funda-
mentales a la intensidad de default, ademds de los choques subitos con los que pueden pre-
sentarse agrupamientos o clusters de estos incumplimientos.

Mientras existan fallas en la gestion de la informacion y asimetria en el conocimiento del
perfil del cliente por parte de una entidad financiera, a pesar que la componente de fragilidad
pueda ser mitigada con mejoras en los procesos correspondientes, pueden originarse nuevas
formas de presentarse un incremento comun en las intensidades de default lo que justifica el
hecho de seguir considerando una fuente de ruido comin no observable.

Se estimaron los pardmetros para un modelo estructural de riesgo crediticio, en el cual se
ajusto la intensidad de default, a partir de un modelo con factores de riesgo observables y un
factor de riesgo latente (no observable), comun al conjunto de préstamos para un segmento
de cartera masiva de una entidad financiera colombiana.

Muchos problemas de inferencia importantes en estadistica, como los modelos de parametros
aleatorios y variables latentes, resultan ser solucionables por EM. Aqui, se tratd principal-
mente con el problema de estimar los pardmetros para la intensidad de default en presencia
de un factor latente.

Debido a la dificultad en el procesamiento del algoritmo EM se realiz6 una variante al pro-
ceso de estimacién de cada paso de maximizacidn, a partir de un algoritmo conocido como
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enfriamiento simulado en lugar de utilizar Newton Raphson como se sugiere en la literatura
buscando mejorar la eficiencia en el procesamiento. El método modela el proceso fisico de
calentamiento de una particula y luego baja lentamente la temperatura hasta alcanzar una
aproximacion del punto de méximo global.

Se aplicé la regla de Bayes con el fin de actualizar la distribucién a posteriori del factor de
riesgo latente y capturar la dindmica con la que se presentan incumplimientos crediticios
en el tiempo, que tienden a presentarse en clusters, cuyo hecho no se espera basdndose
tnicamente en los factores observados.

Se caracterizaron las covariables idiosincréticas con incidencia en el habito de pagos para
los individuos de una linea de crédito en una entidad financiera: El vector de altura de mora
a 90 dias, el nivel de endeudamiento reportado en la CIFIN y el nivel de activos, finalmente
se estimo la distancia a default para los individuos de la cartera a partir de una adaptacion
del modelo de Merton.

Se caracterizaron las covariables macroecondémicas que podrian explicar el comportamiento
de pagos en el segmento de banca personas para una entidad financiera colombiana.

Segun los resultados de los parametros estimados se identifico que el crecimiento de la
econora es la covariable macroeconémica con mayor incidencia en los cambios de la in-
tensidad de incumplimientos.

A partir del test de razon de verosimilitudes y el factor de Bayes, se obtuvo evidencia positiva
a favor de la inclusion del factor de fragilidad en el modelo para la intensidad de default.

5.2. Recomendaciones

= El mayor reto en el desarrollo de este trabajo se presento en el procesamiento del modelo,
debido al problema de optimizacion sobre los valores esperados de una funcion de verosi-
militud con cierta complejidad para la integracién numérica. Se proponen varias alternativas
que podrian contribuir a mejoras en la estimacion de los pardmetros para la intensidad de
default en trabajos futuros:

» Explorar otras metodologias para establecer el vector inicial de pardmetros.

* Explorar otros algoritmos o métodos de optimizacién para mejorar la eficiencia de
computo en el procesamiento del modelo.

* Incorporar un proceso para la volatilidad de la fragilidad y ajustar el modelo con otras
variantes para el proceso de difusion.

= Se recomienda incorporar criterios de informaci’on que den cuenta de la calidad del ajuste.
El paquete con el cual se aplico el algoritmo de enfriamiento similuado OptimSa, no cuenta
con una rutina integrada que permita generar regiones o intervalos de confianza.



54 5 Conclusiones y recomendaciones

» La cantidad de datos también puede influir en la calidad del ajuste y la estimacidn, si bien
los tres afios de informacion con la cual se contd para realizar el ajuste facilitan el procesa-
miento, es de interés comprobar la replicabilidad del modelo con mas historia que aporte un
mayor volumen de informacion sobre los individuos de la cartera.

= Para el proceso VAR ajustado al componente de la verosimilitud observable se podrian con-
siderar modelos mds robustos para ajustar las series de distancia a default y el logaritmo de
los activos de los individuos.



A. Anexo: Ajuste VAR(1) covariables

A.0.1. Resultados del ajuste VAR(1)

Respecto a los resultados de la estimaciéon de los pardmetros de mixima verosimilitud para el
proceso de dos factores, con la informacién de los indicadores macroecondémicos en el periodo
observado se tiene lo siguiente (error estindar en subindices):

b — (0,7618(071127) —0,0898(0,05))
" \0,051400080m  0,9642(0,06)

0. — ( 0,01040,0054) )
' —0,0003(0,0043)

Mientras que la matriz de Choelesky queda dada por:

o 1,658595e — 05  —1,919835e — 06
"\ —1,919835¢ — 06  1,049275¢ — 05

En cuanto a los estimadores de mdxima verosimilitud para los pardmetros con informacién idiosin-
cratica de todos los individuos del segmento de crédito, se obtuvieron las siguientes estimaciones
(con errores estdndar entre paréntises):

b= (—0,1580,1795) — 0,4731(0,1501))
ks =2,3238(0,3603);
o5 = — 0,1685(0,4834),
ky =1,473(1,1019),
oy =0,033(0,0583)

AA 1 BE — ( 1 0,2381455) |

0,2381455 1

Mientras que:

~(0,007767747 0,005656807
" \0,005656807 0,072637836
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A Anexo: Ajuste VAR(1) covariables

ACF Residuals
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Figura A-2.: Ajuste VAR(1) para el PIB
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Figura A-4.: Ajuste VAR(1) para el logaritmo de los activos



B. Anexo: Breve descripcion
metodologias de riesgo de crédito

B.1. Modelo de Merton

Instituciones financieras, bancos de pensiones y compaifiias de seguros en su sistema de adminis-
tracion de riesgos necesitan evaluar el riesgo de sus carteras activas o pasivas de deuda, por esta
razon se utilizan modelos estructurales de riesgo de crédito, este modelo establece una estructura
para variables econdmicas e indicadores financieros para a partir de éstos intentar explicar la pro-
babilidad de default principalmente en carteras de deuda o bonos donde el prestamista corresponde
a una compaiiia listada en bolsa.

El modelo de Merton es un modelo estructural basado en el modelo de valuacién de opciones
Black-Scholes. Este modelo puede ser usado tanto para valuar acciones como para valorar el ries-
go de crédito. Intuitivamente, el modelo se puede describir a partir de la propiedad residual que
tienen los accionistas propietarios en una firma, es decir, sobre el valor de los activos por encima
del valor de mercado de la deuda que se asimila al precio de ejercicio, por tanto se podria afirmar
que un accionista es propietario de una opcién call (de compra) con precio de ejercicio L (valor
de la deuda). Si el valor de los activos Vi en un instante 7" es mayor que L, el pago en 7' de esta
opcion es Vpr — L. Asi mismo puede considerarse el tenedor de un bono que tiene una posicion
corta sobre una opcién de venta.

El modelo de Merton es una adaptacion del modelo BS para estimar el valor de una compaiiia en
funcidn de sus activos y el valor de mercado de la deuda. Los pardmetros implicitos en la respectiva
expresion corresponden a: la tasa libre de riesgo r, la volatilidad de los activos o, el tiempo al
vencimiento 7', por su parte ®(-) corresponde al cuantil de la funcién de distribucién acumulada
de una normal estdndar. Claramente entre mds alto sea el valor de los activos en relacién con la
deuda mayor es el valor de la firma, Hull (2006).

W, = Vi®(dy) — Lie "™ ®(dy) (B-1)

o In (L%) + (r+30%) ®2)
b oaVT
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dy =d, — o, VT (B-3)

Donde V; corresponde al nivel de activos en un tiempo ¢, L; corresponde al valor de las obligacio-
nes o deuda en un tiempo ¢ y W, corresponde al valor residual o patrimonial en un tiempo .

Una dificultad con este modelo consiste en que tanto el valor de los activos y la volatilidad de los
mismos no son observables. S6lo para las compaiias listadas en bolsa se tiene que el precio de su
accion es una aproximacion del valor de mercado del patrimonio. A partir del modelo de Merton
se puede derivar la probabilidad de default, por medio de las probabilidades neutrales al riesgo las
cuales expresan la posibilidad de que al vencimiento, el valor de los activos sea menor o mayor que
el valor de mercado de la deuda. Por ejemplo en el caso de una opcidn, la probabilidad de que esta
expire al vencimiento sin valor segtin el modelo Black-Scholes vendria dada por ®(—d,) mientras
que la probabilidad de que esta sea ejercida es ®(ds), Hull (2006).

B.2. Modelo KMV

El modelo KMV es otro modelo estructural a partir del cual se busca estimar la frecuencia esperada
de default de una firma, al igual que el modelo de Merton es preferiblemente usado para companias
que listan en bolsa donde el valor de mercado de la compaiia estd implicito en el valor de la
accion. La informacién de mercado de la accidn y la informacién publica de los estados financieros
de la compaifiia son usadas para estimar los riesgos de incumplimiento crediticio, de hecho este
modelo y el de Merton presentan ciertas similaridades ya que ambos se derivan del modelo Black-
Scholes. En el modelo se plantean seis variables que determinan la probabilidad de default entre
un momento inicial y un horizonte de tiempo /.

= FE] valor actual de los activos.

= La distribucién del valor de los activos en un tiempo H

= La volatilidad de los activos al tiempo .

= El nivel de default dado por el valor en libros de los pasivos.

= El tasa esperada de crecimiento de los activos durante el horizonte.

= El tiempo al vencimiento definido para el horizonte dado H.

Consideremos ahora la figura B-1, en el eje z se tiene el tiempo y en el eje y tenemos una po-
sible trayectoria para el valor de mercado de los activos de una compaiiia, este valor estd dado
por (1), ahora considere el punto de default (4) definido por el valor en libros de la deuda, en la
figura, el numeral (2) corresponde a la distribucion futura del valor de los activos en el horizonte H.
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Distribution -~
Market of asset value @

Avsaslztes | at the horizon
|

Possible | \
assetvalue | I \
i
|

BN

0 H ® Time
Figura B-1.: Variables que determinan la probabilidad de default. Tomado de Moodys KMV, Pag 13.

Inicialmente las 4 variables con mayor impacto son el valor actual de los activos, la deuda, la
volatilidad de los activos y la distribucion futura de los rendimientos de los activos de la firma
sobre la cudl se quiere estimar la distancia a default. Si el valor de los activos cae por debajo de
la deuda entonces la firma entra en default, luego la probabilidad de default es estimada a partir
del punto donde inicial el drea sombreada (EDF) en la figura B-1. La distancia a default DD en
el horizonte H estd definida como el numero de desviaciones estdndar a las que se encuentran los
activos del punto de deafult (nivel de deuda) ya que hay evidencia empirica de una alta correlacién
en el comportamiento de estas dos variables.

B.3. Modelos de intensidad

La principal variable de estudio es un tiempo aleatorio 7 que representa el tiempo de default de una
compaififa en relacién a un compromiso de crédito, de tal forma que la probabilidad de default antes
del instante t es P(7 < t), se caracteriza a partir de la funcién de distribucién de probabilidad de
T, en un escenario de varias compaiiias se denota por 7; al tiempo a default de la 7-€sima compaiiia.
Si T' es el tiempo de vencimiento de una obligacién y se tiene que 7 > 1 entonces no hubo
incumplimiento por parte del prestatario y se asume que ha cumplido en su totalidad con el plan
de pagos acordado.

En los modelos de intensidad se define una funcién A, para la cual, si 7; denota el tiempo a default
de la i-€sima compaiiia, entonces la probabilidad de default antes de ¢ queda definida por, McNeil
et al. (2005):

Fro(t)=P(r; <t) =1— ¢ Joists (B-4)

Doénde )\; se define a partir de:

P(r<t+hlt>t
A = lim AT S TR 2 1)

h—0 h (B-5)
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B.4. Modelo Credit Risk Metrics

Este modelo fue implementado por el Banco Credit Suisse en 1997 para estimar la provisién ne-
cesaria para cubrir las posibles pérdidas por el riesgo en bonos y créditos. En su concepcion es un
modelo de mezclas de Bernoulli con probabilidades que dependen de factores de riesgo sistemati-
co, este es ampliamente implementado en el sector financiero.

Se puede caracterizar a partir de probabilidades de default que dependen de factores de riesgo
distribuidos Gamma para establecer finalmente una relacion lineal entre los factores de riesgo que
pueden ser de mercado e incorporar informacion idiosincratica o referente a los individuos de la
cartera. Las variables que incluye el modelo son las siguientes, McNeil et al. (2005):

= Se asume una linea o segmento homogéneo de N créditos. Por ejemplo el segmento de
microcréditos en una entidad financiera.

= Se asume un vector X; = (Y3,...,Y,,) de m factores de riesgo sistemdtico dados por va-
riables del mercado e inclusive se puede considerar un factor de riesgo idiosincratico con
informacién individual.

» Estas variables poseen distribucion Gamma, Y; ~ Gamma(a;, B;) con pardmetros o; =

Kv.q[\’jl =

y B = 0]2, y son independientes entre si.

= La tasa o intensidad asociada a los defaults de la cartera en este caso depende de X; y se
establece como \;(X) = p;w; X, p; equivale a una probabilidad de default apriori, aqui w;
es un vector de pesos.

= Finalmente se define una variable D;, condicionalmente independiente, tales que: D;| X ~
Bin(1, \(X))

B.5. Modelos estructurales

Denominados modelos de barrera se caracterizan en explicar la probabilidad de incumplimiento a
partir de un modelo no lineal para un vector de estados X; que esta definido en funcion de infor-
macion idiosincrética en presencia de una variable latente. Estos modelos se basan principalmente
en procesos de difusién, McNeil et al. (2005).

B.5.1. Modelo de Cox Ingersoll Ross

Este modelo estéd definido a partir de la siguiente ecuacién diferencial estocastica, Dobrow (2016):

dXt = —I{(Xt — ,U)dt + oy XtdBt (B-6)
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Este modelo es frecuentemente utilizado para describir la dindmica en la evolucién de las tasas de
interés (modelos de tasa corta). Se puede apreciar que la difusidon conserva el mismo coeficiente de
tendencia asi como el patrén de reversion a la media del proceso Orstein-Uhlenbeck, sin embargo
al considerar una raiz en el término estocastico el proceso deja de tener una distribucion normal,
de hecho en este caso la distribucién corresponde a una y? no central, Martinez (2006).

B.5.2. Modelo de tres factores

Otro modelo de tasa corta, se asume que X; es un vector de tres procesos de difusién independientes
X; = (Xi1, Xt 2, X¢3)', cada uno con la siguiente dindmica, McNeil et al. (2005):

dXy; = —ri(Xpi — p)dt + 0/ Xy ;dBy (B-7)

Para movimientos Brownianos B; ;, ¢ = 1, 2, 3 independientes. La tasa corta de interés estd dada
por: ry = 19 + X; 2 + X ; para una constante r, > 0. La tasa de intensidad de la contraparte bajo
consideracion estd dada por v, = 71X + X, 3 para 7; > 0. Esta parametrizacién permite una
autocorrelacion negativa entre r; y ;.

B.5.3. Duffie and Garleanu (2001)

Este modelo de difusion por saltos es utilizado con frecuencia en la valoracion de obligaciones de
deuda colaterales, especificamente la dindmica de X; viene dada por:

dXt,i = —Ii(@ — Xt)dt + o/ XtdBt + dZt (B-S)

Donde los parametros «, 6, 0 > 0y el proceso de saltos Z; tiene una constante que refleja la mag-
nitud de la intensidad del salto [° > 0, por tanto los saltos son de igual magnitud y el tiempo entre
estos se distribuye exponencial con pardmetro 1/4. También conocido como modelo basico es-
tructural de difusién con saltos, donde cada salto siempre es de magnitud positiva, ver B-2,McNeil
et al. (2005).

0.30
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0.10

0.30 )

0.20

0.10
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4 6 8 10
Time

Figura B-2.: Trayectoria del modelo estructural de difusén de Duffie y Garleanu (2001)
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En la figura se presenta una trayectoria del modelo de difusion estructural propuesto por Duffie y
Garleanu (2001), con pardmetros

B.5.4. Copulas

En teoria de probabilidad una cépula consiste en una funcién de distribucién multivariada cuyas
distribuciones marginales provienen de una distribucion uniforme. Son especialmente utilizadas
para describir la estructura de dependencia entre variables aleatorias. A partir del teorema de Sklar
se deriva que funcién de distribucién conjunta puede expresarse en términos de distribuciones mar-
ginales, ver McNeil et al. (2005).

Los modelos de copulas son ampliamiente utilizados es la prictica en la valoracion de obligaciones
de deuda colateralizadas por su facilidad en la implementacion, ademéds son usados para modelar el
contagio default, fendmeno que inicia con pequefios choques o incumplimientos que inicialmente
afectan a unas cudntas entidades financieras pero que gradualmente se empiezan a extender al resto
del sector e inclusive hacia otros paises. De forma similar a como ocurre con un virus, las cépulas
se utilizan especialmente para capturar la estructura de correlacion presente en el comportamiento
de defaults colectivos.

Estos modelos de factores de copula asumen una tasa de intensidad +;(¢) y consideran una variable
de mezclas de Bernoulli con factor U y probabilidades condicionales de default dadas por Q;(v) =
1 — F, v (t|v), en la literatura de andlisis de supervivencia el vector V' es una variable latente y
es conocida como factor de fragilidad del default.En la literatura se pueden encontrar modelos
dindmicos de riesgo crediticio de factores que utilizan diferentes tipos de cépulas, a saber: La
cépula de Gauss C§?, las cépulas arquimedianas, entre otras, para mayor detalle ver McNeil et al.
(2005).
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C. Anexo: Programa implementado
para el algoritmo EM

########CARGUE LIBRERIASH###########4###

library (zoo) ######Permite excluir NA’s inmersos en los datos

library (progress) ######Permite utilizar una barra de progreso
de las tareas en ejecucion

library (optimization) ######Permite implementar la funcion de

enfriamiento simulado optim_sa

#HAF#HH#HHH#HDATOS INDIVIDUOSH#H#H#HEH#HH#HHFHHHSHHFHHFHHFHHHHHHE

######Dimension de datos#########4#

5250 ###Numero de individuos analizados

3
Il

35 ###Numero de periodos

=)
Il

ti <- seq(0,35,1length.out = n) #######Resolucion temporal
mensual###fH#fHtHHtfHFH44H

Dt <= ti[2]-ti[1] #####Calculo Delta t o unidad de cambio en

el tiempo

dtc= Dt ####Se renombra con el fin de no confundir con variable
Defaults

444 EH S ECargue datos DefaultsH########4#44444444



28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

65

D <- read.table(file = "C://Users//Luis Bernal//Desktop//MsC
Estadistica//Tesis//18082019//Filtrados//Default.csv", header
= FALSE,dec=".",sep=";", stringsAsFactors=TRUE)

D <- as.matrix(D[1l:m,],nrow = m, byrow = TRUE) ###Se asigna

como arreglo matricial

####La siguiente linea permite darle un manejo matricial a los
datos de default

De = matrix(rep(0,n*m),nrow = m,byrow = T)
for (i in seq(l,m)) {
De[i,] = as.vector (D[i,])

######Cargue distancias a default

W <-read.table(file = "C://Users//Luis Bernal//Desktop//MsC
Estadistica//Tesis//18082019//Filtrados//Distancias.csv",
header = FALSE,dec=",",sep=";",stringsAsFactors=TRUE)

W <— as.matrix(W[l:m,],nrow = m, byrow = TRUE) ###Se asigna
como arreglo matricial

######Cargue tasas de interes

rt <-read.table(file = "C://Users//Luis Bernal//Desktop//MsC

Estadistica//Tesis//18082019//Filtrados//tasas.csv",header =
FALSE, dec=",", sep=";",stringsAsFactors=TRUE)

rt <- as.matrix(rt[l:m,],nrow = m, byrow = TRUE) ###Se asigna

como arreglo matricial

######Cargue tasas evolucion del PIB
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g <-read.table (file = "C://Users//Luis Bernal//Desktop//MsC
Estadistica//Tesis//18082019//Filtrados//PIB.csv",header =
FALSE, dec=",",sep=";",stringsAsFactors=TRUE)

g <— as.matrix(g[l:m,],nrow = m, byrow = TRUE) ###Se asigna

como arreglo matricial

#######Definicion inicial de parametros para el vector asociado
a la funcion de intensidad#######4

al <- -2 ###Intercepto (beta_0)

tasas<- 0.7618 ####Estimador ML modelo sin fragilidad para
las tasas de interes (beta_l)

PIB<- 0.9642 ####Estimador ML modelo sin fragilidad para el
crecimiento del PIB (beta_2)

beta <- -0.1585 ####Estimador ML modelo sin fragilidad para
las distancias a default de c/individuo (beta_3)

eta<-= 0 #### Parametro inicial para el proceso de
fragilidad
Zi <= 0.015 #### Parametro inicial para la magnitud del

proceso de saltos
nu <=0 #### Parametro inicial para la varianza de la
magnitud del salto (gaussiana)

#####Valores iniciales vector de parametros funcion de

intensidad#####F###HHH4#

theta_in <- e¢(al,tasas,PIB,beta,eta, zi, nu)

#####Valor inicial trayectoria fragilidad (no observada)

SRR EEEEE

Y <- rep(0,n)

FHEHFFFAE S #FALlgoritmo EM (Expectation Maximization)
FHAH S
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Hhe#HHHfF A ######Estimacion conjunta del vector de parametros
theta

444444 que depende de covariables observables en
presencia de una variable latente#######4#

FH4#HHHH4HH 4SS —— PRIMERA PARTE: VEROSIMILITUD
fffffffffffffff FHFFF AR HH

FHEHFFFHEHFFFEH4HF E1 siguiente programa calcula la funcion de
verosimilitud presentada para el proceso asociado a la
intensidad########4#H4HHHHHHHEFFEHFSHHSHHSHHSEHHE

Like <- function(theta_in,Y) {

######Variable auxiliar para la fragilidad

Yl <- matrix(rep(Y,m),nrow = m, byrow = T)

###### Funcion de intensidad (log-lineal en los parametros del

proceso AR
#######y el proceso de fragilidad)

LAMBD_A <- exp(theta_in[l]+rtxtheta_in[2]+g*theta_in[3]+Wxtheta

_in[4]1+Yl*theta_in[5])

#####En el siguiente ciclo se captura el comportamiento
asociado al proceso de defaults en funcion del proceso de

intensidad para los m individuos

Likel =1
for (i in seq(l,m)) {
if (length (which((D[i,] != 0))) == 0){

Likel = Likelxexp (—sum(LAMBD_A[1i,]) *Dt)
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else {

Ntau = which(D[i,] > 0 ) [1]

Likel = Likelxexp (-sum(LAMBD_A[i,1:Ntau])*Dt)*LAMBD_A[i,Ntau]=*
Dt

return (Likel)

## Para Chequear la funcion anterior , ejecute la siguiente

linea..

Like2 <- (log(Like(theta_in,Y)))

(Like2)

#Heff#t————— SEGUNDA PARTE: PASO E (EXPECTATION)
fffffffffff thEHFEHEHHAS

##A partir del siguiente programa se obtiene el valor esperado
de la funcion de verosimilitud que esta dada en funcion de
los parametros iniciales######4#

Expect_Verol <- function(theta,thetal) {

#H#########Con el fin de muestrear las trayectorias del proceso
de fragilidad se implementa a continuacion el muestreador de
GIBBS, para ello se hace necesario definir el numero de
trayectorias, asi como un punto donde el proceso alcance
estacionariedad y se descartan las primeras trayectorias
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Burn = 1000 ######Numero de trayectorias a descartar o "
quemar"
M = 10000 ###### Numero de trayectorias a muestrear para

la fragilidad

#H##H###### Debido a que este programa es exigente en el
procesamiento es util implementar la siguiente barra de
progreso la cual muestra el valor de la funcion del paso E
asociado a cada trayectoria del proceso

#H Expectation Bar progress ————————-— #4#

pb <— progress_bar$new (

format = " (:spin) [:bar] :percent eta: :eta",
total = M, clear = FALSE, width = 60)

Esp_Like <-= 0 ###### Valor de conteo para el valor esperado

s <— 1 #4#### Valor inicial del contador

tHE#H####Muestreador de GIBBSH########4##H44 44 #H 44441 #H

444 ###4##Para cada tiempo deltaT se genera un valor para

trayectoria de fragilidad

while (s <= M) {

for (j in seq(l,length(Y))) {

Yl _aux <—- Y #####Variable auxiliar
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Prob_jump <— theta_in[6]*Dt #####Probabilidad del salto (
depende de la magnitud Zi)

######A continuacion se define una variable indicadora (
bernoulli) para los instantes de salto con probabilidad (Zi*
deltaT)

Ind_Jump <- sample(c(0,1), size = 1, replace = TRUE, prob = ¢
(1-Prob_jump, Prob_ jump) )

###4### Se modifica aditivamente la media del proceso OU de
fragilidad con un salto en los instantes definidos por 1la

variable indicadora

Y _star <—= Y1_aux[Jj] + Ind_Jump*rnorm(l,0,theta_in[7])

##### En los casos que la variable indicadora toma el valor de
0 (no hay salto) la fragilidad se muestrea a partir de un
proceso gaussiano con media igual al valor anterior de la

cadena y varianza 4

Y2 _aux <-— rnorm(l,Y_star,2)

######E1 objetivo de esta rutina es implementar M-H para
muestrear finalmente las trayectorias del proceso OU con

saltos definidas para la fragilidad

Y3_aux <— Y1l_aux ####Variable auxiliar para definir el valor

anterior del proceso

Y3_aux[j] <= Y2_aux ####Variable auxiliar para definir la
trayectoria muestreada a partir del proceso de saltos

###### Funcion de aceptacion: Este corresponde al criterio para
definir si el valor del proceso se establece a partir de la
variable muestreada o al valor anterior de la cadena
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F_acepta <-— min (1, Like (thetal,Y¥3_aux)/ Like (thetal,Y1l_aux))

Un <-= runif (1)

if ( F_acepta >= Un) {

Y[Jj] <= Y2_aux}

##4#44## A continuacion se tienen en cuenta para el calculo del
valor esperado unicamente las trayectorias mas alla del
punto de quemado, el valor que se acumula corresponde a la
log-verosimilitud

if (s > Burn) {

Esp_Like = Esp_Like + (log(Like(theta,¥Y1l_aux)))

#######Esta barra de progreso se utiliza para medir el tiempo
del calculo del valor esperado

¥ ———————— Expectation Bar Progress (2) ————————-— ##

pb$tick ()
Sys.sleep(3/100)

s <= s+1

print (¢ (- Esp_Like/s, paste("iter",s)))

#H######Por ley de grandes numeros el valor esperado converje al
promedio de la funcion de log-verosimilitud evaluada en
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cada trayectoria del proceso no descartada

return (Esp_Like/ (M-Burn))

## Para Chequear la funcion anterior , ejecute la siguiente

linea..

(Expect_Verol (theta_in, theta_in))

I TERCERA PARTE: MAXIMIZATION
————————————————————————————— 4

theta_k = theta_in ######Variable auxiliar para cada paso E

del algoritmo que se pretende maximizar

######Funcion auxiliar para almacenar el valor esperado

funcion a maximizar) #######

Vero_optim <- function (theta) {

thetal = theta_k

return (-Expect_Verol (theta, thetal))

FHEHEESEE SRS S S 4 #4Algoritmo de Enfriamiento Simulado
FHFH AR AR AR F AR R

(
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FHEHFFFAHHFF A FF#H#ODJetivo: Maximizar cada paso E. Se hace
necesario implementar el algoritmo de enfriamiento simuluado
disponible en la funcion optim sa de la libreria
optimization

v <= theta_in #####Valor inicial para el vector de parametros
theta

FHESEESE S A 444 #4Para acotar 1la busqueda de maximos del
algoritmo se hace necesario definir el siguiente intervalo

para los valores del vector de parametros theta

lower <-c(-3,-2,-2,-2,-2,-2,-2) ######Valores minimos

upper <- ¢(0,2,2,2,2,2,2) ###### Valores maximos

FHEH#HFFHHHH##EHESF Para encontrar el maximo es necesario
parametrizar en la funcion optim_sa de base: 1. Una funcion
a maximizar, un vector inicial de parametros, incluir el
intervalo de busqueda y ademas un numero minimo para la
temperatura

out <— optim sa (Vero_optim, v, maximization = TRUE, trace =
TRUE,

lower, upper, control = list (nlimit=1000,t_min=10))

out

## Para Chequear la funcion anterior, y visualizar los
estimadores de maxima verosimilitud del algoritmo EM

implementado ejecute la siguiente linea

(out$par)
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