Ejemplo 4.1.1 Para el nudo combinatorio L = ((—1,-2,3,1,-3,2),(—1, 1, 1)) tenemos
G(L)= <x1, To, X3 : .1'2{E3{E2_1$1_1, $g1$1$31‘2_1,$2_1$21‘2$g1> =~ 7.

Sin embargo, L no es equivalente al nudo trivial, ya que su invariante A es

-1 0 0 0 O
1 1 0 1

1 , 1 | 0 0 1 = ; ; .
1 -1 -1 0

1 -1 0 -1 0

Por tanto L no es un nudo combinatorio cldsico.

Ejemplo 4.1.2 Consideremos el cédigo K = ((—1,2,3,—4,-3,4,1,-2),(1,1,—1,—1)), los ar-
cos de K son: 1 = (—1,2,3,—-4), xzo = (-2,-1), 23 = (-3,4,1,-2) y x4 = (—4,-3). Los
relatores de G(K) son:

a1 -1 1 -1 . -1,.—-1 . -1,.—-1
T Ty XT2T3Tq T, T2 1 Xy T3T1TyH T3 I X1T4Tq g, T4 1 X3T1Xg Ty,

por tanto,
G(K) = (22,73 : 2ax3%2 = 37023) = (y,2: 2° = %) .

G(K) no es isomorfo a Z, vease [3]. Y como consecuencia, [K] no es el nudo trivial. Como

1 -1 0 -1 1 -2

1 1 10 0 1
NG I Y I Y IR |

-1 1 2 -1 1 0

entonces K no es un nudo combinatorio cldsico.

Proposicién 4.1.5 El movimiento prohibido, vease Figura 1-11, no es consecuencia de los

movimientos generalizados de Reidemeister.

Prueba. Supongamos que si lo es, entonces G(K) = Z, lo que es un absurdo, ya que el

nudo combinatorio del ejemplo anterior tiene grupo que no es isomorfo a Z. m

4.1.1.3 Presentacién por encima del grupo de un nudo combinatorio

Es esta secciéon mostraremos como utilizar el grupo de un nudo combinatorio para distinguir

nudos virtuales.
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Sea K un codigo y v = {—t,...,—(t+ 1)}, ypy1 = {—t+p+1),....,—(t + p+2)} dos puentes

consecutivos de K. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que K esta dado por
K= ((Zlv a*ta"' 7*(t+1)7"' a*(t+p)a*(t+p+1)a"' 7*(t+p+2)a"' 7i2n)aE)a

donde E = (e1, -+ ,em) y no hay cruces entre —(t +14) y —(t+i+ 1), parai=1,2,...,p.
Consideremos el relator

pr = wy Ywey con wy = Yyt yar P yanh (4.1)
donde Ya,, Yay, -+ Ya,,, son puentes de K tales que —(t +1) € Yo, 1 =1,2,...,p+ 1.
El siguiente teorema provee otra presentaciéon de G(K) que es llamada la presentacion por

encima de G(K).

Teorema 4.1.6 Sea K un cddigo, tal que K # ((),()) v sean y1, y2,..., Ym los puentes de K,

entonces

G(K) = <y1ay2a < Ym * P1y apm> ’

con py dado por (4.1),t=1,2,...,m.

Prueba. Sea K # ((),()) un cédigo, G(K) = (x1,x2, -+ ,Tpn 1 71,72, -+ ,Tp) €l grupo de
K,y xi,%iy, ..., x5, los arcos de K tales que !:rzj‘ =2 j = 1,2,...,v. Para simplificar la
notacion, sean x; = xi;, j = 1,2,...,0 Y Yu = Totu, ¥ = 1,...,m =n — v los puentes de K. Por

transformaciones de tipo A, podemos suponer que
K= ((ila"' a*ta"' v*(t+1)v"' ,*(t+p),*(t+p+1),'-- ,*(t+p+2),'-- ,ign},E)

ye={—t,- ,—(t+1)}, x; = {—(+9),—(t+i+ 1)}, i =1,...,p, e g1 = {—(t+p+1), ..., —(t+
p+2)}. Sean Ya,, Yay, > Yap,, l0s puentes de K tales que —(t +14) € yq,, i = 1,2,...,p+ 1. Los
relatores de G(K) obtenidos de los cruces (t + 1), (t+2),...,(t +p), (t+p+1) son:

_ . —etr1 err1 .—1 L. et et+i —1 -
Tt+1 = Ya, o ytya§+ Zy 5 Tt+i = Ya, Zi-1Ya; X; 5, 1= 2a e D,y (42)

— o, Cttp+l Ct+p+1, —1
Tt4p+l = Yapr1 TpYaprr Yiya-

1 €t+1

Del relator 7,1 obtenemos que 1 = ya, ""'yrei™. Reemplazdndolo en el relator 74,5 con-

cluimos que

— —€t42,,—€t4+1 €t+1,,6t+2
T2 =Yg, Yay YtYar " Yas

del relator ryy3

— g C€t43,,7€t42,, €41 €t+1,,6t+2,,€t43
T3 = Yaq Yao Ya, YtYa: Yas Yas
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entonces

€t4i

—Ct+i —€t4+3,,~€t42,,—€Ct4+1 €t41,,6t+2,,€t+3 R
"‘yag yag yal ytyal yag yag --Ya; 71_1727"'729' (43)

Ti = Ya;

Ahora, si reemplazamos x,, en el relator 74,11 obtenemos la relacién

__ T Ct+p+1, —€t4p —€¢43,,—€t42,,—Ct+1 et4+1,,6t+2,,6t+3 €t+p  Ct+p+1
Yt+1 = yap+1 yap "‘yag yaz yal ytyal yag yag ”‘yap yap+1
: __ ,et+1, €t+2, €143 €t+p, €t4+p+1 _ —1 2
Si Wt = Ya1 Yas Yasz ...yap yap+1 s entonces Yt+1 = Wy YWy Puesto que Ty, ..., Tp sélo

aparecen en los relatores 7441, ...,Tt4p ¥ Tt1p+1, respectivamente, entonces
~ . _ -1 -1 _
G(K) Z (Y1, ., Ym : P1> - P, donde p; = w;  ypwyy,  parat=1,..,m. ®
El siguiente ejemplo nos mostrara lo eficaz que es el teorema anterior para computar el grupo

de un nudo combinatorio.
Ejemplo 4.1.3 Sea K=((1,3,—4,-3,4,2,—-1,-2), (1,1,1,1)). Entonces

G(K) = <y1,y2 : yﬁyzyl)yil,yéylyz)yfl> ~(yz:28 =y 27,

donde y§y2y1) significa (yay1) *y1(yay1). Similarmente yéylyz).

Nota 4.1.1 (a) Sibry[K]| =1, entonces G(K) = Z. Por tanto, si [K] es un nudo combinatorio
clasico con br[K] =1 tenemos que [K] es trivial.

(b) En general, si br,[K] = 1, no necesariamente [K| es trivial. En el Ejemplo 4.2.2 damos
una galerta infinita de nudos combinatorios de nimero de puente 1 que no son triviales. Fsa

galeria fue tomada del articulo [15].

Dado un cédigo K, definimos el grupo G,(K) = G(K*). El grupo G,(K) lo llamaremos
el grupo por debajo de K Algunas veces llamaremos al grupo G(K) como el grupo por
encima de K. En general, para los nudos combinatorios esos grupos no son iguales. Por

ejemplo, para el nudo combinatorio dado en el Ejemplo 4.1.2, tenemos
Gu(K)=ZyGK)=(y,z: 23 = y2> 2 7.

En el caso cldsico tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.7 Si K es un nudo clasico, entonces G(K) = G (K).

Prueba. Sea K un nudo clésico, entonces 71 (5% — K) = m1(S% — K*). Puesto que G(K) y
G(K™) son presentaciones del mismo grupo, entonces ellos son isomorfos. m

Este lema nos permite concluir que el nudo combinatorio del Ejemplo 4.1.2 no es clésico.

79



4.1.2 Sistemas periferales

Sea K = ((i1,42,"+ ,i2n), (€1,€2,+ ,€r,)) un cédigo y G = G(K) su grupo.

Sean [ = mZimzzxZZ, donde i € xp,, i = 1,2,..,ny p = €1 + ... + €y,. Definamos [, =

rdag? - x xe” para todo o = ki, kg, .., K.

Lema 4.1.8 Con la notacion anterior, lo € |G, G| = G’ para todo o = ky,ka, ..., kn.

Prueba. Sea « € {ki,...,k,}. Debido a que Gg = Z, por Lema 4.1.2, podemos ver a Ggp
como un grupo ciclico generado por la clase lateral izquierda z,G’ y ©;G’' = 2,G’, para todo
i € {k1,...,kpn}, por tanto

S G = (G o 6 = T

_— €162  ..en, P !
con lo que lo = z) ) --- 2} " € G'. m

g (& et — . . .
Puesto que lel mzz ceaty T xZi ...z 7' representan la misma clase lateral izquierda
n n
_ pel1..2 . .en,. P _ et Ct+l €n .61 €t—1,,—Pp
en Ggp, entonces podemos suponer que lo = Zj)j2 -+ 2" Ta' = Tp Tyt Ty T T Ta

t=1,2,...,n.

Definicién 4.1.3 Sea K un cddigo. Para o = 1,2,...,n, a cada arco xo, de K lo llamaremos
un meridiano de K y lo denotaremos por my, a ly la llamaremos una longitud de K. Un

sistema periferal de un nudo combinatorio K es la pareja (mq,ly).

En la teoria cldsica de nudos, la pareja periferal tiene un rol geométrico muy importante, pero

en la teorfa de los nudos virtuales atin no tenemos interpretaciones geométricas.

Ejemplo 4.1.4 Sea K = ((—1,2,-3,1,-2,3),(—1,—1,-1)). Una longitud para K es |l =

xy oy egtad = a7t ey @3, La Figura 4-1 muestra los pasos para obtener tal longitud en el caso

5 . e . 8~ — o f\\s’l/ y
P

N s_

) 2 2 5,

Figura 4-1: Proceso de construccién de una longitud para un diagrama de un nudo cldsico.
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Diremos que dos parejas periferales (m;,l;) y (mj,1;) son conjugadas en G(K) si existe w €
G(K) tal que m; = wilmjw yl; = willjw. Ser conjugado define una relacién de equivalencia
sobre el conjunto de las parejas periferales de un cédigo nudal K.

Una estructura periferal de un nudo combinatorio [K] la definimos como la clase conjugada en

G(K) de una pareja periferal de K.

Proposicién 4.1.9 La estructura periferal de un nudo combinatorio es tnica salvo conju-

gacion.

Prueba. Sean (z;,l;) y (xj,l;) dos parejas periferales de un nudo combinatorio [K].

Podemos suponer que j > 4. De los relatores r;41,...,7; tenemos que

o G €itl, . G+l Cj—1..6j
Tj =Ty, xt o Ty i1 TiTg ) e

s €i+1 €j—1 -1
donde v € zy,, v =1+ 1,..., 7, asi, si w1 = w1 (,7) =Ty Ty xt , entonces T; = w; T;wi.

R ej+1 €it1 €j, .= P __ -p
l; = Tyl xtn wtl xtz Ty ly ey L5 = WL T
— Gt en €1 €; -p _ ,,—1,.7p R 4 —
donde wy = xy " ..xg) @y ...y Puesto que z;7 = w; xz; “wi, entonces lj = wax; "w1 =
wy 1w1w2x wy. Ahora bien,
. Gl €j-1,.65 .6i+1 €n €1 €i TP _ 4
b= @y )ty T = wiway

ast que I; = wy "l;wy, por tanto (x;,1;) y (x,1;) son conjugados en G(K). m

Sea [K] un nudo combinatorio, G(K) su grupo y (m,l) = (x;,l;) la estructura periferal de
K. La tripleta (G(K), m,l) es llamada el sistema periferal de [K]. Diremos que dos sistemas
periferales (G(K7),m,l) y (G(Kz2),m/,I') son isomorfos si y sélo si existe un isomorfismo ¢ :
G(K1) — G(K3) tal que p(m) = m’ y ¢(I) = I'. Del Teorema 4.1.1 y la Proposicién 4.1.9,
tenemos que el sistema periferal es un invariante de nudos combinatorios.

Por la correspondencia que existe entre los nudos virtuales y los nudos combinatorios, podemos
adaptar la definicién de sistema periferal a los nudos virtuales.

El teorema que daremos a continuacién, conocido como el teorema de Waldhausen, dice que
las clases de equivalencia de nudos cldsicos estdn completamente determinadas por el grupo

fundamental y el sistema periferal.

Teorema 4.1.10 [48] (Waldhausen) Sean [K1] y [Ka] nudos combinatorios cldsicos, con sis-
temas periferales (G(K;),l;,m;), 1 = 1,2, respectivamente, entonces K se puede transformar
en Ko, mediante un ndmero finito de los movimientos de Reidemeister, si y sélo si los sistemas
periferales (G(K1),l1,m1) y (G(K2),l2, ma) son isomorfos.
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Corolario 4.1.11 Sea K un nudo combinatorio cldsico con longitud trivial, entonces K es

equivalente al nudo combinatorio trivial.

Corolario 4.1.12 Sean K y K’ diagramas de nudos cldsicos. Si K se puede transformar en
K' usando un nimero finito de los movimientos generalizados de Reidemeister, entonces K se

puede transformar en K' usando un nimero finito de los movimientos de Reidemeister.

Prueba. Supongamos que K y K’ son dos diagramas de nudos clésicos equivalentes, en el
sentido virtual. Puesto que el sistema periferal es un invariante de nudos virtuales, entonces
K y K’ tienen sistemas periferales isomorfos, asi, por el Teorema de Waldhausen, K y K’ son

equivalentes en el sentido cldsico. ®

Ejemplo 4.1.5 Para el nudo combinatorio K = ((—1,2,3,—4,-3,4, 1, =2), (1, 1, —1, —1))
tenemos, por un lado que G(K) 2 Z, por otro lado la longitud 1y satisface

1 = agaglaflalag =e.
Por el Teorema de Waldhausen, K no es un nudo combinatorio cldsico.

4.1.3 Presentaciones de Wirtinger
Sea GG un grupo. Una presentaciéon de Wirtinger para GG es una presentacién de la forma

G— <:E1,SL‘2,"' ,:E‘p.’l“l,T’Q,"' ,T’q>, con rk—wk SL‘jwkSL‘i =X,

-1

i Tioo
1 <4,7 <py wy,- - ,w, son palabras en el grupo libre F(z1,...,2,), no necesariamente
diferentes en G.
Diremos que una presentacién de Wirtinger es ciclica si es de la forma

. _ wi, —1

<{E1,$2, Tt T, T2, 7rm> ,conr; =, :I:Z‘Jrlu

i=1,2,....m, wy,- - ,wy € F(x1,...,x,), no necesariamente diferentes en G.
Una presentacién de Wirtinger es realizable si w; = mi’l, parai € {1,2,...n} y & € {1,—1}.
Notemos que el grupo de un nudo combinatorio estd dado por un presentacién de Wirtinger

realizable, ver Definicién 4.1.1.

Definicién 4.1.4 La deficiencia de un presentacion finita de un grupo es el nimero de genera-
dores menos el nimero de relatores. La deficiencia de un grupo G, def(G), la definimos como

la mdxima deficiencia de todas las presentaciones finitas de G.

Del siguiente resultado podemos afirmar que si [K] es un nudo combinatorio entonces G([K])

tiene una presentacion de Wirtinger realizable de deficiencia 1 o 0.
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Teorema 4.1.13 [8] Sea [K] un nudo combinatorio cldsico, entonces G([K]) tiene una pre-

sentacion de Wirtinger realizable de deficiencia 1.
El siguiente resultado es central en la teorfa de los nudos virtuales.

Teorema 4.1.14 Sea G un grupo con presentacion de Wirtinger realizable de deficiencia O,

~Y

entonces existe un cédigo K tal que G(K) = G.

Prueba. Sea G un grupo tal que G = (z1, 22, ,&p : 71,72, ,Tp), CONT; = ml;elwzwgm;ll,

i =1,2,3,..,n, Tny1 = 21y € € {1,—1}. Sea K el nudo combinatorio dado por K =
((A1,—1, A9, =2, A3, =3, ..., Aj, —i, Ait1, ..., An, —n) (€1,€2,...,¢e,)), donde {A4;1},...,{A,} son
subconjuntos de {1,2,...,n} definidos por {4;} = {j € {1,2,...,n} : xzjj = 2!}, Tenemos
que U 1 {A;} ={1, 2, ..., n}. Es posible que alguno de los A; sea vacio.

Sizy ={-n,A1,—1}, z2 = {-1, 42, -2},..., z, = {—(n — 1), Ay, —n}, entonces i € z, y

G(K) = <.’If1,fE2,"' sy Tn L P1y P2y 7pn>7
donde p; = sc,;eiscisczsc;rll, i=1,2,...,m, py1 = x1. Por tanto G(K) = G. m
—1

—1 —1
. SRR T S . S | ) _ oz
Ejemplo 4.1.6 Sea G = <m1,x2,x3.x13x2 Tyt Ty, w57 T >, entonces: 1 = 2715 ",

—1

—1
re = xy" x3' yrs = x3° 27, de donde Ay = {2}, Ay = {3} y A3 = {1}. Por tanto, si
K =((-1,2,-2,3,-3,1},{—1,1,-1)), entonces G(K) = G. Mas ain, una estructura periferal

para K es ($1,$2_1$C3$1_1$1) = (1, LE2_1$L‘3).

Teorema 4.1.15 Sea G un grupo con presentacion de Wirtinger ciclica de deficiencia 0 o 1,

entonces existe un cdédigo nudal K tal que G(K) = G.

Prueba. Supongamos que G tiene una presentacién de la forma (z1, x2, -+, Zp : 71, ,Tn—1),
donde r; = wi_lmiwixi__fl, i=1,2,...,n—1. Sea w, = (wlwg...wn_l)_l, entonces G es isomorfo
a (T1,T2, * ,Tp i T1,T2, * ,Tp—1,Ln), CON Iy = wglxnwnmfl. Asi, sin perdida de generalidad
podemos suponer que G tiene deficiencia 0.

Supongamos que w; = wflle;xf:, donde k = k(i), y €1, ...,ex € {1,—1}, entonces

. — €k —€1,.7€1 . €1 €1 Ek
Tip1 = T;, o)t wy St T
— — €1 €1 _ o Ck-1 E€k—1 :
Sea Yi,0) = Tis Y1) = Ty, Ya.0)Tirs s Y(ik—1) = T, " Yik-2)T;, - Por transformaciones
de Tietze, G es isomorfo a la presentacion
<IIJ’1, L2, 5 Tns Y1,0) 7 H Y(nkn)) 2 T1,72,° 0 T,y R> )

83



— ar}i:L...,n

donde R = {y(; ), y(;,]})xzrary(im—l)scir =1 k()—1- Ast que,

G= <y(1,0)7 Y3600 Yk -1 s Y(nk(n)) ¢ T> ’

con
r=1,2,....k(i)—1

_ -1, —&r Er
T= {yum)y(u,o>y<ivr*1>y<zr,o)}izl 2m
que es una presentacion de Wirtinger realizable; por el Teorema 4.1.14, existe un nudo combi-
natorio K tal que G(K) = G. Del Teorema 4.1.14, si G es un grupo con una presentacién de

Wirtinger realizable de deficiencia 0, entonces G es el grupo de un nudo combinatorio. ®

) 1 o} 1 a2 1 a?
Ejemplo 4.1.7 Sea G = (21, 2,23 : T X3°, Ty 17, T3 Ty ).
-1 -1 -1
Sean y1 = 3, Yo = Ty Y1T2, Y3 = T1, Y4 = T3 Y3T3, Y5 = T2, Y6 = T7 YsT1. Entonces G

tiene la siguiente presentacion,

(Y1, Y2, y3, Y1, U5, Y6 - U3 W8y Ty yn e vyt un g g Tyl )

~ —1 —1 —1 —1 -1 —1
> (Y1, Y2, Y3, Y4, Us, U6 < Y1 Ve, Ya YUY, us Yy un v us ye ug Y .

Ast, si K = ((—1,4,5—-2,-3,1,6 —4,-5,2,3 —6},{1,1,1,1,1,1)) entonces G(K) = G.

Consideremos la siguiente definicién.

Definicién 4.1.5 Sea G = (x1,22, -+ ,xp : 11,72, -+ ,Tq) una presentacion de Wirtinger. Defi-

nimos el grafo I1(G) tal que sus vértices son etiquetados con x1, X2, ..., Tp, Y T;T; €s una arista
. . . . wo—1

de I(G) si y sdlo si existe una relator en {r1, r2, ..., rp} de la forma x}’z; .

Lema 4.1.16 Sea G un grupo con presentacion de Wirtinger de deficiencia 0, entonces I(G)

no es un drbol.

Prueba. Puesto que G tiene deficiencia 0, entonces el nimero de vértices de I(G) es igual

a su numero de aristas, por tanto I(G) no puede ser un drbol. m

Teorema 4.1.17 Si G es un grupo con presentacion de Wirtinger de deficiencia 0 6 1 tal que

Gap 2 Z, entonces G es el grupo de un cédigo nudal.

Prueba. Sea G = (x1,%2, -+ ,xp 71,72, -+ ,T¢) una presentacién de Wirtinger, donde
qg=pb6q=p—1. Sirepetimos uno de los relatores de GG, entonces podemos suponer que GG
tiene deficiencia 0.

Puesto que G, = Z, entonces todos los x; son conjugados en G, mediante relaciones que

estdn en el conjunto de relatores de la presentacién de G, asi que I(G) es un grafo conexo.
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Figura 4-2: Operacién sobre el grafo I(G)

Consideremos las operaciones sobre el grafo I(G), mostradas en la Figura 4-2, I(G) puede ser
transformado, usando un nimero finito de los movimientos mostrados en la Figura 4-2, en un
ciclo Cj, tal que V(Cp) = V(I(Q)) y |[E(Cp)| = |[E(I(G))|. En efecto, por el Lema 4.1.16, I(G)
debe tener un ciclo que denotaremos por C, = ;,....x, T;, ahora bien, si V(C,) = V(I(G))
y |E(Ca)| = |E(I(G))] listo; si no, entonces debe existir un un vértice z;, tal que la arista
Ti; Tig ¢ E(C,), considerando reenumeracién de los vértices de C,, podemos suponer que

iy

;= Tig

Figura 4-3: Construccién del ciclo C,11 a partir del ciclo C,,.

Con esta notacién el grafo I(G) localmente tiene la forma que se muestra en la Figura 4-3
a. Aplicando una operacion de las mostradas en la Figura 4-2, construimos el ciclo Cyy1 =

Zi,....T, X que se muestra en la Figura 4-3 b. Siguiendo con este razonamiento construiremos

un cicloa+Clp = Tj,....x, Ti,, de donde V(C}) = V(I(G)) y puesto que las operaciones empleadas
no alteran el nimero de aristas, entonces |E(C))| = |E(I(G))].

Supongamos que C), = x; Tj,...T;, T, si denotamos y; = x;,, t = 1,2,...,p, entonces C, =
Y1y2...YpY1 y las correspondientes operaciones sobre los relatores de G dan una presentacién

ciclica de G. Luego, por el Teorema 4.1.15, G es un grupo de un nudo combinatorio. m

Ejemplo 4.1.8 El grupo Baumslag-Solitar G = <x,y syl = y3> es el grupo de un nudo

combinatorio. Puesto que,

G={(z,y,y1, 0y =z 'Yy %y =z,50 =y ay ),
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1,2 -1, \2
Entonces, G = (y1,y2 : Yo = ygyl v2) Yy = yéyl Y2) ).

. -1 -1 —1 -1 -1
Six1 =y1, x2 = Y2Z1Yo 5, T3 = Y1 T2Y1, T4 = Y2Z3Yy , T5 = Y2, L6 = Y1T5Y; , T7 = Yy T6Y2
Y Ty = ypwyfl, entonces

—1 —1 -1

1 1 Ty —1 1 Ty —1
Ly

— .25 ,,—1 Ty — 1 .— T, .—
G = <SL‘1, o, 3, T4, Ty, Tg, L7, T8 : SL‘S SL‘l s :L’l SL‘2 s SL‘2 SL‘3 s SL‘3 s 1’4 SL‘5 s 1’5 :E‘6 s

gzt 2 agt).
Si tomamos K = ((—1,3,5,6,8,—2,—3,—4,-5,1,2,4,7, -6, —7,—8),(1,-1,1,—1,1,—1,1, - 1)),

entonces G es el grupo de K.

El correspondiente nudo virtual lo mostramos en la Figura 4-4. Note que se trata de un nudo

de 2 puentes.

Figura 4-4: Un diagrama asociado al grupo Baumslag-Solitar.

4.2 Polinomios invariantes de nudos virtuales

En esta seccién estudiaremos algunos polinomios invariantes de nudos virtuales: Los A-polino-
mios; que es un conjunto formado por tres polinomios propuesto por nosotros y obtenidos del
invariante A; el polinomio P de Henrich [15] y [16], el polinomio Z de Sawollek, [36] y [21], y el
polinomio de Jones para nudos virtuales. La definiciéon que daremos del polinomio de Jones es
a través del polinomio bracket de Kauffman [25], [10], [11], [19] y [20].

4.2.1 Polinomios invariantes asociados a A

Como veremos en el Capitulo 5, la tripleta A es un invariante muy fuerte de nudos virtuales; y
todo ese poderio descansa en sus irreducibles, vease Definicién 3.2.4, los cuales no son dificiles
de encontrar. Para facilitar, ain méds, la tarea que tienen los irreducibles en el sentido de
distinguir nudos virtuales, en esta seccién definiremos un conjunto formado por tres polinomios,
que denominamos los A—polinomios de un nudo combinatorio [K], obtenidos a partir de un
irreducible de A([K]).
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Usaremos las tripletas para dar una definicién alternativa del polinomio P de Henrich, [15] y [16],
y estudiaremos algunas de sus propiedades. Creemos que nuestra definicién es computablemente

mejor que la hecha por ella.

4.2.1.1 Los A—polinomios

Al hacer una reenumeracién sobre los cruces de un cédigo nudal, modificamos la tripleta de una
manera controlada, por tanto no perdemos generalidad si los cédigos nudales estdn en forma

estandar.

Definicién 4.2.1 Sea A\ = ((&), (as), (bij)) un elemento irreducible de orden n de [E, A, B].

Denotemos por w; = bj1 + ... + byn. Definimos los siguientes polinomios:
n n n
hat) = et™, A=Y at y gt =) eciat™
i=1 i=1 i=1

SiA=((),(), (), entonces h(t) = fa(t) = ga(t) = 0.
El siguiente teorema es una consecuencia directa del Teorema 3.2.5.
Teorema 4.2.1 Los polinomios definidos en (4.2.1) no dependen del irreducible escogido.

Prueba. Haremos la prueba para el polinomio h. Para los otros dos se procede de una forma,
similar. Sean A1 = ((s:), (@i), (bij)) ¥y A2 = ((¢), (di), (wi;)) dos irreducibles de [X,Y, Z]. Por
el Teorema 3.2.5, existe una matriz P de permutacién tal que A = (P(c¢;), P(d;), P(w;;)PT).
Como podemos apreciar el polinomio hy, (t) termina siendo una reescritura del polinomio hy, (%),
por tal motivo hy, (t) = hx,(t). =

Del teorema anterior tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 4.2.2 (A—polinomios ) Sea [K| un nudo combinatorio y sea X\ = ((s;), (a;), (bi;))
un elemento irreducible de A([K]) de orden n. Definimos los A—polinomios de [K], denotados
hir)(t), fix1() ¥ g1 (1), como hyg(t) = ha(t), fir)(t) = fa(t) ¥ g1 (t) = ga(t).

Corolario 4.2.2 Si [K] un nudo combinatorio cldsico, entonces hix|(t) = fix)(t) = gix)(t) = 0.

Ejemplo 4.2.1 Los nudos virtuales mostrados en la Figura 3-1 son diferentes. Esto es debido
a que hi(t) =0 y hgo(t) = 2t73 — 263,

87



4.2.1.2 El polinomio P de Henrich

Henrich asoci6é a un diagrama de nudo virtual K un polinomio invariante Pk (t) € Z[t], vease
[15], que tiene sus origenes en los polinomios u; y u_ definidos por Turaev, vease [47]. Este
polinomio tiene la particularidad de ser cero sobre la categoria de los nudos clédsicos. Nosotros
daremos las definiciones de la forma méds general posible, pero en términos del invariante A.
Ellas son definiciones diferentes a las dadas en [15], [16] y [47], alli se estudian otras propiedades

de los polinomios P, u4+ y u—.

Definicién 4.2.3 Sea A\ = (E, A, B) una tripleta. Supongamos que ET = (eq,...,e,) y AT =
(a1, ...,an). Definimos los polinomios us(T'), u—(T) € Z[t] como sigue

wy N = Y - > y o ou(NO)= > - Y,

e;=1, a;>0 e;j=—1, a;<0 e;=1, a;<0 ej=—1, a;>0

() = u-(A)(t) = 0.

Siaj =0, para todo j =1,2,....,n, uy(N)
SiA=1(0,0,0), definimos ui()\)( )=0.

Definicién 4.2.4 Sea K un cddigo nudal y sea A(K) = ((ei), (ai(K)), (8;;(K))) su tripleta.

Definimos

Zn: eit|ai(K)‘, st n>1,
Py (t) = i=1, a;(K)#0

0, si n=0 6 o;(K)=0, para todo 1.
No es dificil probar que los polinomios definidos anteriormente son invariantes de tripletas.
Nota 4.2.1 [47],[16]. Se verifica facilmente que Pk (t) = uy(A(K)) + u—(A(K)).
La prueba del siguiente teorema es inmediata de la definicién de las movidas Ag, A1 y As.
Teorema 4.2.3 [15] Sean K; y Ko cédigos nudales equivalentes, entonces Pk, (t) = Pk, (t).
Por el teorema anterior tiene sentido la siguiente definicion.
Definicién 4.2.5 Sea [K] un nudo combinatorio. Definimos P (t) = Pk (t).

Corolario 4.2.4 Si [K] es un nudo combinatorio cldsico, entonces Pig)(t) = 0.

El reciproco del Corolario 4.2.4 no se tiene. Consideremos el nudo combinatorio K = ((—1,
1,-3,2,4, 3, —4), (1, 1, 1, —1)). Tenemos que Pg(t) = 0, pero ord(K) =4 # 0, vease el
Ejemplo 4.2.4, con lo que K no es clésico.
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Ejemplo 4.2.2 Consideremos K, dado en el Teorema 2.5.4, paran € N. Entonces [K,;I] no es
un nudo combinatorio cldsico. En efecto, puesto que S;(K;) = {—(i+1), —(i+2), ..., —n, 1,2, ..., i—
1}, para todo i = 1,2, ...,n, a;(K;") =n — 2i + 1, entonces:

Sin es par,

n n
n

2 n 2
i=1 i=1 =241 j=1

n

2
= "l Zth_l =2+ 213 4 .. 23 pogn ]
j=1

Sin es impar, P[K,T] (t) = 22 + ... +2t" 3 2L,

A continuacién daremos algunas propiedades del polinomio P. Algunos de los resultados y las
pruebas son originales.

El siguiente teorema nos muestra cémo computar el polinomio P de una suma conexa, ademds
nos dice que el resultado no depende donde realizamos dicha suma, por ello, cuando realizamos la
suma conexa en distintos puntos, dando lugar a nudos combinatorios diferentes, obtendremos el
mismo polinomio P. Esto muestra que es débil en las sumas conexas. Asi mismo, la Proposicién

4.2.6 nos muestra que no distingue al inverso de un nudo, ni las dos imagenes espejo entre si.

Teorema 4.2.5 Sean [K1] y [K2] nudos combinatorios, entonces P ux,(t) = P, (t) +

Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Ki = ((i1, ..., %2;), (€1, .-, €n)),
estd en forma estdndar y que Ko = ((j1, .-, jom)-(€1, ---, €5)), donde {j1, ..., Jom} = {n+1,....,n+
m}U{=(n+1),....,—(n+m)}. También podemos suponer que s = n + m. Ahora bien, sea
(it, jr) la pareja de cruces con respecto a la cual realizaremos la suma conexa. Por definicién,
Ka# Ky = Ki# i, ) K2 = (01, 0ty Jry ooy J2ms J1y -o0s Jr—15 U415+, 520n), (€15 o0y €y Encg 1y oy Es))-
Sea | € {1,2,...,n}, entonces S;(K1#K3) = Sj(K1) 6 Sj(K1#K>3) = S;(K1) U{j1,..., Jom}- En
cada caso oq(K1#Kj3) = oq(K7). De forma similar se prueba que oy(K1#K2) = oy(K3), para
le{n+1,..,n+k}. Portanto P, 4k, = P,] + P, ®

Proposicién 4.2.6 Sea K un nudo combinatorio, entonces P_g(t) = Pg(t) y Pg~(t) =
Pyy(t) = —Pk(t).

Prueba. Usamos el Teorema 3.5.3 y tenemos que P_k(t) = Pk (t). Por otro lado, por los
Teoremas 3.5.1 y 3.5.2, se prueba que Pg+(t) = Pg# = —Px(t). ®
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Por la Proposicién 4.2.6 y el Teorema 4.2.5, para todo nudo combinatorio K, se cumple que
P, K4 K+ (t) = 0.
Una consecuencia inmediata del Corolario 3.6.7 y del Teorema 3.6.9 es la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.7 Con la notacidon de la Seccion 3.6. Tenemos que si K es un cddigo geo-

métrico y n un cruce de K, entonces

PK,? t) = PK;%, (t) = (es41+---+ er)t26n +(ert1+--- en—l)t72en )
PK” (t) = (€s+1 + -+ 67«)1':6” + (6r+1 + .- anl)t_eyl

4.2.2 El Polinomio 7 de Sawollek

En [36] Sawollek adapta las ideas expuestas en [21] para definir un polinomio invariante de
enlaces virtuales. En esta seccién definiremos, en una forma méds algoritmica, el polinomio
Z de Sawollek para nudos virtuales. Daremos un ejemplo de un nudo virtual no cldsico con
polinomio Z igual a cero. Definiremos el polinomio Z sélo para cédigos enlaces en forma
estandar. Podemos hacer tal consideracién debido al hecho de que Z es un invariante de nudos
virtuales, ver [36] y [21].

Sea K = ({Ch,...,Cp}, (e1,...,en)) un cédigo enlace. Consideremos las siguientes dos matrices,

donde x y y son variables.

l—2z —y 0 —z 1y
M, = M_ = .

Definimos la matriz diagonal por bloques M = diag(My, ..., M,,), de orden 2n x 2n, donde
M;=M;sies=1yM;,=M_sie;=—1,parai=1,2,...,n.

Para Cy = (q1,...,qr), r = (q), sea ahora F}L el conjunto:

Fg( = {(quqj7€qj+1qj+1) J = 1727 ey Ty Qr41 = q1}7

donde g4, = —eg;, 81 q; >0y eq, =e_g;, 81 q; <0. Y sea
P
_ q
Fr = Ff.
g=1

Cabe aclarar que si K = ((i1,...,921), (€1, ..., €5)), €l conjunto Fx es mucho mds simple de

encontrar ya que este es igual a:
Fyi = {(é‘ijij,é‘ij+1ij+1) 27 =L12...2n, iop41 = il} ,
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Consideremos la matriz definida por bloques como

Py P -+ Py
Pnl Pn2 Pnn

donde F;j, ¢,7 = 1,2,...,n, es una matriz de orden 2 x 2 tal que

rt=1,2.

P(t,r) = L osi (=175, (-1)"h) € Fg
o 0 si ((=1)75(-1)h) ¢ Fg

Definicién 4.2.6 Sea K = ({C1,...,Cp}, (€1, ...,e5)) un cédigo enlace. Definimos el polinomio
Zi(x,y) € Z[z*Ft, y*1] como:

Zi(x,y) = { (—1)"% det(M — P) st Ci # () para todo i € {1,2,...,p} ;

0 en otro caso
donde wg =e1+--- ey es el writhe de K ye; € {1,—1}, j=1,2,...,n.

Ejemplo 4.2.3 Sea K = ((1,2,—1,-2),(1,1)), entonces Fx = {(-1,-2),(-2,1),(1,2),(2,-1)},

por tanto

0010 l—az —y 0 0
0 0 01 —xy~!

p_ y M- Ty 0 0 0
01 00 0 0 1—a —y
10 00 0 0 —xzy ' 0

1
de donde Zy (x,y) = (—1)?det(M — P) = ; (2?2 —y —z —y? + ay® + 2%y).

Para la prueba de los siguientes resultados ver [36] y [21].

Proposicién 4.2.8 El polinomio Zi(x,y) es un invariante de enlaces combinatorios salvo

multiplicaciones por potencias de z+!.

El polinomio normalizado Zg (x,y) se define como: si Zx (,y) es diferente de cero, y N la menor
potencia de la variable z en Zg (z,y), definimos Zg(z,y) = 2N Zg(z,y); si Zx(z,y) = 0,

entonces Zg (z,y) = 0.

Proposiciéon 4.2.9 El polinomio ZK(x,y) es un invartante de enlaces combinatorios.
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El polinomio Z Kk (z,y) lo usaremos en el Capitulo 5. Este polinomio es mas poderoso que el

polinomio de Jones pero menos que la tripleta A.
Teorema 4.2.10 Sea K un nudo combinatorio, si K es clasico, entonces Z(x,y) = 0.
El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teorema anterior no es cierto.

Ejemplo 4.2.4 Sea [K] =[(—1, —2,1, =3,2,4,3, —4), (1,1, 1, =1 ) | un nudo combinatorio.

En la Figura 4-5 mostramos un nudo virtual que realiza a K.

Figura 4-5: Ejemplo de un nudo virtual, no cldsico, con polinomio Z igual a cero

Ahora bien, Fx = {(1,2),(2,-1),(-1,3),(3,-2),(—2,4), (4, =3), (=3, —4),(—4,1)}, con lo que

000O0O0OO0OT1PO0

0001O0O0O0OGO

01 00O0O0O0O M, O 0 0
PZO()OO()lOO y M= 0 My O 0

100 00O0O0O 0 0 My O

000O0O0O0TO0O1 0 0 0 M-

0010O0O0OO0OO

000O01O0TO0OTO

Luego Zy(z,y) = (—1)2det(M — P) = 0. Por otro lado\(K) =

1 1 0 1 1 0
1 0 -1 0 1 1
1 |’ o |'] -1 -1 0 1

-1 -1 0 -1 -1 0

Como \(K) es irreducible, entonces Ord(A(K)) =4 # 0, y asi [K] no es cldsico.

Ejemplo 4.2.5 Para el nudo virtual K, mostrado en la Figura 3-2, Zx(x,y) = x21y2 (223 —x? —

zy — 2 + 3 oyt 2%y — ayd 2Py — 22yt — oty — 223 + 22yt 4+ 23y?), por tanto Zk (z,y) =
y%(2m3 — 2 —ay — a2 oyt 2y — a2y — 20yt — 2ty — 2%+ 2%yt 4 23R,

92



Sean K; = ({C1,...,Cp}, (€1,...,en)) v Ko = ({Hi,...,Hy}, (€1,...,€y)) dos cédigos enlaces.
Supongamos que los cruces de Kj son 1,2,...n y que los cruces de Ky son n + 1,...,m.

Recordemos que la suma disconexa entre Ky y Ko fue definida como el cédigo enlace
KiUKy = ({01, ceey Cp, Hq, ..., Hq}, (61, vy €y gn—&-ly ey gm»

Teorema 4.2.11 Si K y K» son enlaces virtuales, entonces Zx, i, (2,y) = Zr, (z,9) Zx, (z,y)
Y ZruKs(2,Y) = Zk, (2,Y) 2K, (3, Y).

Prueba. Si K; 6 K> tienen una componente vacia, el resultado se tiene por definicién.
Supongamos que ni K; ni Ky tienen una componente vacfa, entonces F, x, = Fr, U Fk,

(unién disjunta), por tanto

P, 0 M 0
o= (70 1) ().
2 2

ademds, Wk, K, = Wk, + Wk,. Por tanto Zx, i, (x,y) = Zk,(2,9) Zk,(x,y). ®

Notemos que el teorema anterior es compatible con la definicién de que Zk (t) = 0 siempre que
K sea un cédigo enlace con alguna componente vacia.

La igualdad dada en el teorema anterior no se cumple para la suma conexa, vease [36].

Con la notacién de la Seccién 2.3 podemos enunciar el siguiente teorema, [36] y [21], que
nos muestra que el polinomio Z satisface una propiedad andloga a la del teorema cldsico de

Alexander, vease [3], de ahi que se pueda llamar el polinomio Alexander-Conway.

Teorema 4.2.12 [36] Sea K un cédigo enlace, entonces el polinomio Zy(x,y) satisface la

sigutente ecuacion de recursion.

[N
[NIE

v 2k () — 23 Zx_(w,y) = (27 — 27) Zgg (2, y). (4.4)

La férmula de recursién (4.4) no siempre se puede usar como herramienta de computo del
polinomio Z, ya que no todo cédigo enlace se puede transformar en el cédigo enlace trivial
usando un numero finito de operaciones K, K_ y Ky, como vimos en la Nota 2.4.1. Por la
misma razén no se ha podido dar un algoritmo de recurrencia, sin usar el grupo de un nudo
combinatorio, para computar el polinomio de Alexander de un nudo combinatorio en general.

Igualmente, no se puede definir el polinomio de HOMFLY mediante su férmula de recurrencia.

4.2.3 El polinomio de Jones de un nudo virtual

El polinomio de Jones fue presentado por primera vez, para nudos cldsicos, en el ano de 1984

por V. Jones [22]. M4s tarde, Kauffman dio un método algoritmico, usando un polinomio que
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¢l denominé polinomio bracket, para computarlo. A partir de esta aproximacién, Kauffman
mostré que el polinomio de Jones puede ser extendido, de manera natural, a un invariante de
nudos virtuales, [25].

En la primera parte estudiaremos el polinomio de Jones via nudos combinatorios, para ello
definiremos el polinomio bracket para nudos combinatorios. También estudiaremos el compor-
tamiento del polinomio de Jones con respecto a las virtualizaciones. Este polinomio no es tan

fuerte para distinguir nudos virtuales como lo es el polinomio Z de Sawollek.

4.2.3.1 El polinomio bracket

Para la definicién del polinomio bracket utilizaremos las definiciones y notaciones de suavizacién
dadas en el Capitulo 2.

Recordemos que para un cédigo enlace S denota el conjunto de todos los estados de K. Si
K; € §, C(K;) denota el nimero de veces que aparece 0 en [ menos el nimero de veces que
aparece 1 y |K;| es el niimero de componentes del enlace K.

Definicién 4.2.7 (Kauffman) Sea K un cddigo enlace, definimos el polinomio bracket de

K, denotado (K), como el polinomio de Laurent

(K) (t) = > tCFD (=472 — 2Kt (4.5)
K, eS

st K tiene por lo menos un cruce. Y

p componentes

——
(Kyt)=(—t2 =P P si K=({ (O, ) },(e1,s60))-

Teorema 4.2.13 Sea K un cédigo enlace, entonces el polinomio bracket (K) estd univocamente

determinado por K.

Prueba. Aplicamos Teorema 2.3.2 y el numeral 1 de la Nota 2.3.1. =
Una caracteristica importe del polinomio {( ) es que no se altera por reenumeracién, quitar

signos superfluos o rotacién. Se prueba ficilmente la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.14 Sea K = ({Ci,...,Cy, ...,Cp}, (€1, ..., €n)) un cédigo enlace, donde Cy =
(t1y..sts), s=s(t), t =1,2,...,p. Entonces

(K) = (({C1, s C 1 s O}y (€1 n))), t=1,2,...p.

Ejemplo 4.2.6 Para el cdédigo nudal K = ((1,2,-1,3,—-4,-3,4,—-2),(1,—1,1,—1)), vease
Figura 2-4, tenemos que |[K]oooo| = 1, |[K]oo01| = L,|[KJoo10] = 2, |[KJo100] = 1, |[K]1000] = 2,
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I[Kloo11] = 1, |[Klowo1] = 1, [[KJoiol = 2, |[Kli0o10] = 3, |[Kli100l = 1, |[K]i001] = 2,
I[K1110] = 2, |[K]1101] = 1, |[[K1011] = 2, |[K]o111] = 1, |[K]1111] = 1. De donde (K) = 1.

El siguiente teorema muestra una propiedad del polinomio (K) que permite hallar una relacién

de recurrencia para computar el polinomio ( ) de un nudo combinatorio.

Teorema 4.2.15 Sea K = ({C1,...,Cp}, (e1, ..., en)) un cdédigo enlace, entonces

(1) (K) =t (Ko) +t! (K1)
(2) {({(),C1, .. Gyl (en, s en))) = (=87 = t72) (K)

Prueba. Supongamos que K = ({C1, ...,Cp}, (€1, ..., e5)) un cédigo enlace con n cruces.
Probemos (1). En efecto, denotemos la coleccién de todos los estados de Ky y K; por Sy y Si,

respectivamente, y a los elementos de So y S1 por (Ko)(,, ) ¥ (K1), 1,), respectivamente.

l27"'7
Es claro que si S denota el conjunto de todos los estados de K, entonces S = Sy U Sy, ¥

esta unién es disjunta. Con esta notacién C(K(O,lz,...,ln)) = c((Ko)(l%.’ln)) +1, c(K(Ll%.’ln)) =
(KD 13.0) = 1 | K 013, t0| = |(KO) 1.0

Y ‘K(le,...,ln)‘ = ‘(Kl)(lz,...7ln) , con lo que

,,,,,

donde d = —t72 — #2.

(2) Sabemos que ({( ),Ch,...,Cp}, (€1, ...,en)) = ((),()) U K, por tanto, los estados de ({(
), C1, ..., Cp}, (ex, ..., €,)) son de la forma ((), ())UK,, donde K, es un estado de K. De lo anterior
(—t? —t1) es un factor comiin de (((),()) U K), y ademéds (((), ) UK) = (—t? -t 1)(K). m

Nota 4.2.2 Una consecuencia inmediata de la Nota 2.3.1 es que la igualdad (K) =t (Ko) +
t~1 (K1) no es afectada por la decision de tomar A~ 6 B~ en Ko o en Kj.Vease Definicion
2.5.1

La prueba del siguiente teorema puede ser consultada en [25].

Teorema 4.2.16 FEl polinomio bracket es invariante bajo los movimientos de Reidemeister 11,
IIT y II1".

El siguiente corolario muestra la no invariancia del polinomio bracket con respecto al movimiento
de tipo I. Pero ademds nos muestra que el cambio del polinomio es por un factor de —t* 6

—t73, lo cual nos indica que dicho polinomio se puede extender a un polinomio invariante.
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Corolario 4.2.17 Sea K = ({(k,—k,A),C4,...,Cp}, E) un cddigo enlace con n cruces, donde
ke{1,2,..,n}U{-1,-2,..,—n}, E=(e1,...,en). Si K = ({(A),C4, ...,C,}, E), entonces

(K) =~ (K ).

Prueba. No perdemos generalidad si tomamos k € {n, —n}.
Supongamos que k = n, es decir, K = ({(n,—n,A),C1,....,Cp},E) y K= ({(4), C1,...,Cp}, E).
Consideremos los siguientes casos:
Si e, = 1, por definiciéon Ky = ({(), (4),C1,...,Cp}, E) vy Ko = ({(A4),Ch,...,Cp}, E). Por el

Teorema 4.2.15, tenemos que
(K) =t (Ko) +t 1 (K1) =t <f{> +t (=72 = 1?) <f{> =3 <f{> .

Si e, = —1, lo que tenemos es que Ko = ({(), (4),C1,....Cp}, E) y K1 = ({(A),Ch, ...,Cp}, E).
Por el Teorema 4.2.15, tenemos que

(K) =t (Ko) + ¢ (K1) = t(—t72 — 12) <f{> ! <i€> S <f{> .

Si k = —n el anélisis es andlogo. m
La combinacién del corolario anterior y los Teoremas 4.2.15 y 4.2.16 nos muestran una forma
més simplificada para hallar el polinomio bracket de un diagrama de un nudo virtual.

Ejemplo 4.2.7 Consideremos el diagrama de un nudo virtual K mostrado en la Figura 4-6.

_ —
2 4
No orientado Orientado

Figura 4-6: Modificacién del nudo de Kishino

Un cédigo nudal asociado a una orientacion de K es K = ((1, 2, —1, =3, 4, 3, —4,-2), (1,
-1, =1, 1)). Ahora bien, K1 = ({(2),(-3,4,3,—-4,-2)},(1,1,-1,1)) y Ko = ((2, -3, 4, 3,
—4, —2),(1, 1, =1, 1)). Por el Corolario 4.2.17 y el Teorema 4.2.16, (Ko) = —t~3. Por otro
lado, K10 = K11 = ((—3, 4, 3, —4),(1, 1, =1, 1)). Por el Teorema 4.2.16, (K1) = (K11) = 1.
Aplicando el Teorema 4.2.15, (K1) =t (K19) +t1 (K11) =t +t7!, de donde

(K) =t (Ko) +t 1 (K1) =t(—t )+t (¢t +t7 ) = 1.
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Por otro lado

1 -1 0 -1 -2 0
-1 1 10 0 2

NGRS IR Y Y I I P
1 -1 0 -2 -1 0

Con lo que que K no es un nudo combinatorio cldsico.

4.2.3.2 El polinomio de Jones.

En esta seccién definiremos el polinomio de Jones o polinomio bracket normalizado, para un
nudo combinatorio K, y lo denotaremos V. Este nuevo polinomio es, en efecto, un invariante

de nudos combinatorio.

Definicién 4.2.8 Sea K un cédigo enlace. Definimos el polinomio de Jones para K, me-
diante
Vi (t) = (=t 3K (K) , donde wi es el writhe de K.

Teorema 4.2.18 El polinomio de Jones es invariante bajo los movimientos de Reidemeister.

Una pregunta que ain sigue abierta en la categoria cldsica de nudos es la de encontrar un nudo
clédsico no trivial con polinomio de Jones 1. El siguiente ejemplo resuelve el interrogante anterior

para el caso de los nudos virtuales.

Ejemplo 4.2.8 Consideremos el nudo virtual K mostrado en la Figura 4-6. Sabemos que

(K) =1, y ademds wix = 0, de donde Vi (t) =1, y sabemos que K no es trivial.

4.2.3.3 Virtualizacion

A continuacién estudiaremos el comportamiento del polinomio bracket, y por ende del polinomio
de Jones, con respecto a las virtualizaciones de cédigos nudales. Supondremos que los cédigos

estdn en forma estandar.

Teorema 4.2.19 Sea K un nudo combinatorio, y sea m un cruce de K, entonces (KJ') =
(K3

Prueba. Supongamos que K = ((n, A,—n,B), E) con E = (eq,...,en_1,€,) y consideremos
el caso cuando m = n. Entonces K] = ((n,A, —n, B), (e1, ...,eén—1, —€5)). Consideremos los
siguientes casos:

Si e, = 1, entonces (K})); = ((A7,B),E) y (K})), = ({(4),(B)},E). Por la Nota 4.2.2,
tenemos que ((K7');) = (((4,B7), (e1, ...,en))), por lo tanto

(K0) = t{(KD)g) +¢71 (((A4,B7), (e1, v en))) -
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Por otro lado, puesto que K" = ((—n, A,n, B), (1, ...,en—1, —1)), entonces (K'), = ((A,B7), E)
y (K)o = (K7)1, de donde (KJ) = (K7).

Si e, = —1, entonces (K2), = ({(A), (B)}, B) y (K2}, = (A, B), E), nuevamente, por la

Nota 4.2.2 tenemos que

(K) =t (((A,B7), (€1, 0))) + 1 ((KD),) -
Y se verifica que (K7') = (K}'), v (K)o = ((4,B7),(e1,...,en)), con lo que (K7') = (K}}). m
Corolario 4.2.20 Sea K un cddigo nudal, entonces (K2) = (K).

Dado K un cédigo nudal, decimos que K tiene nidmero de desanudamiento 1 si existe un
cruce m tal que K" es equivalente al nudo trivial. Por el resultado anterior tenemos el siguiente
corolario, que nos permite construir un nimero infinito de nudos virtuales cuyo polinomio de

Jones es 1.

Corolario 4.2.21 Sea K un diagrama de un nudo cldsico con nimero de desanudamiento 1.
Entonces Vin(t) = 1.
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Capitulo 5

Clasificacion de nudos virtuales

En este capitulo haremos una breve introduccién a la clasificacién de nudos virtuales usando la
versatilidad de los nudos combinatorios y mostrando el poder del invariante A para distinguir
nudos virtuales, por lo menos para un nimero bajo de cruces. Para la clasificacién utilizamos
también los otros invariantes que se introdujeron en el Capitulo 4, aprovechdndonos de la
posibilidad de computar dichos invariantes sin necesidad de recurrir a diagramas. Sélo hacemos
un esquema del método de clasificacién y presentamos las tablas paran =2y n = 3, ya que el
mimero de nudos virtuales ya es muy grande para n = 4. En un trabajo posterior continuaremos
con la clasificacion.

Queremos enfrentar el problema de hacer una enumeracién de nudos virtuales, es decir, construir
una tabla en la que se listen los nudos virtuales, de tal forma que no haya repeticiones ni
omisiones. Este problema es el andlogo de la tarea emprendida a finales del siglo XIX para
nudos clésicos y que fue motor de muchos desarrollos, vease [31]. Para compilar dicha tabla
necesitamos poder identificar un cédigo combinatorio particular que represente de forma tinica
un diagrama de nudo virtual. Adicionalmente, necesitamos un orden en el conjunto de cédigos
combinatorios que nos permita elegir el minimo entre todos los cédigos que representan el
mismo nudo combinatorio y éste sera el representante normal elegido para el nudo combinatorio.
Para los nudos clésicos, el cédigo de Dowker, [17], fue utilizado muy exitosamente, vease el
trabajo [43], en el que se usa muy fuertemente el orden lexicografico en el conjunto de todos los
posibles cédigos de Dowker. Una filosofia parecida a ésta es la que utilizan en la pdgina web
[49]. Nosotros implementaremos un proceso diferente al realizado por ellos, ya que deseamos
simultdneamente minimizar mimero de cruces y de puentes.

Ya sabemos que un nudo combinatorio tiene infinitos cédigos combinatorios asociados a él.
Habfamos dicho que un cédigo combinatorio estd en forma standard, ver Seccién 1.2.1, si los
cruces estdn etiquetados con el conjunto de enteros {1,---,n} y no tiene signos obsoletos, es
decir, es de la forma ((i1,- - ,i2,),(e1, -+ ,en)). Pero una forma standard no es tnica y para
nuestro trabajo es necesaria la unicidad. También definimos presentacién en puentes en la
Seccién 2.5, pero de nuevo, ésta no es unica. Asi que nuestro primer paso es definir una forma
normal de un cddigo, para garantizar unicidad.

El esquema de nuestro trabajo es el siguiente:

i. Definimos una codificacién en forma normal en la Seccién 5.1. De esta forma, un cédigo
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es unico, salvo movimientos de Reidemeister. Es decir, definimos una numeracién particular
como la unica aceptable para un diagrama especifico de un nudo virtual.

ii. Definimos un orden en el conjunto de cédigos que se encuentran en forma normal en la
Seccién 5.2. Este orden depende del nimero de cruces y nimero de puentes. Es muy natural
querer minimizar el nimero de cruces, pero para nosotros es importante el concepto de puente
y deseamos también tenerlo en cuenta.

iii. Se va haciendo la lista de todos los posibles cédigos en forma normal. Al producir un
nuevo cédigo, se determina si el nudo ya es uno de los obtenidos. Para esto contamos con la
ayuda de los invariantes estudiados en los capitulos anteriores. Si el conjunto de invariantes
muestra que es un nudo nuevo, lo agregamos a la lista. Si los invariantes dan la indicacién que
es uno de los anteriores, se trata de hacer las simplificaciones, para verificar que en efecto ya
estaba. Para eso es particularmente 1itil el invariante delta. Por supuesto, a medida que el
mimero de cruces aumenta, el problema se va volviendo més complejo y se pueden encontrar
con nudos en los que la determinacién de si es o no un nudo nuevo no se puede hacer con los
invariantes disponibles. Cuando el nudo es clédsico, usamos la clasificaciéon que ya se conoce.
Queremos hacer una clasificaciéon completa, es decir, que distinga el inverso y las imdgenes
espejos. Usualmente estos nudos son mas dificiles de distinguir y para n grande puede se mucho
més préactico hacer primero una clasificacién sin distinguir espejos e inversos y posteriormente
refinar la clasificacion.

En el resto del capitulo, para un entero positivo n utilizaremos la notacién [n] = {1,2,--- ,n}.

5.1 Forma normal de un nudo combinatorio

Para definir la forma normal se deben buscar los puentes y escoger el de mayor longitud. Vamos
a suponer que el nudo siempre estd en forma estdndar, asi que los cruces van de 1 hasta n. La
lista de signos la denotamos E y tiene longitud n.

El esquema del nudo combinatorio serd ((—1, Aj, —2, A3, —3..., —n, A,), E), con la posibilidad
de que algunos de los A; sean vacios, pero tal que U'A; = [n]. Notemos que los arcos del
diagrama serdn (—i, A;,—(i +1)), i = 1,2,...,n, donde n + 1 = 1. Recordemos que un arco
del diagrama es un puente si pasa por encima de algin cruce. En este caso los puentes van
a corresponder a los A; tales que |A;| > 0. Con esta notacién podemos numerar los arcos
con el nimero del cruce en el que empieza, y de esa manera los arcos estdn numerados en el
orden en el que se recorre el nudo. Esto es particularmente ttil para encontrar el grupo del
nudo. Queremos que el puente de mayor longitud sea el primero, asf que |A;| > |A;| para todo
i =2,---,n. Elegir esta forma de numeracion corresponde, en un diagrama, a ir recorriendo
el diagrama poniendo el punto de inicio inmediatamente antes del cruce negativo en el que se

inicia el puente de mayor longitud. Si el diagrama tiene al menos un cruce, siempre existe
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tal punto. Al ir recorriendo el diagrama, se van numerando los cruces cuando los recorramos
por debajo. Si hay sélo un puente de longitud méxima, no hay ninguna confusién en la forma
de la enumeracién, pero si hay mds de un puente de longitud méxima debemos tener otras
consideraciones.

A la sucesién de las longitudes de los arcos lo llamamos el tablero de puentes o marco de
puentes del nudo. O sea que el marco del nudo ((—1, A1, —2, Az, —3..., —n, A,,), E) es el arreglo
(|A1|,]Az2|, -+ ,]An|) ¥ se puede representar de forma andloga a los tableros de Young, pero
s6lo pedimos que |A;]| sea el mayor y no se dice nada de los otros grupos de casillas, que incluso
pueden ser 0. Por ejemplo, para nudos de dos cruces hay dos posibles tableros: (1,1) y (2,0).
Estos tableros se pueden representar en forma diagramatica mediante un arreglo de n columnas,
tal que en la columna ¢ hay k; = |4;| casillas, (|]A1|,|Az2|,- - ,|An|) sujetas a las condiciones:

L 0<ki<nii. kj<kparai=1,--- ,nyiii. ) . k =n.

Por ejemplo:

=[]} o= E Ly =[]} eon= H_D

(2,1,0) = | , (3,0,0) =

El conjunto de los k; que no son cero forman una particién de n. Pero para nuestros propdsitos
es fundamental permitir los valores de cero.

Los tableros los organizamos en orden lexicogrifico con respecto a los valores de k;. Si hay un
sélo puente de longitud méxima, es claro donde poner el punto inicial. Si hay més de un puente
de longitud méaxima, al tomar el mayor en el orden lexicogréfico de los tablero se determina en
forma tnica donde se inicia el recorrido en el diagrama.

Por ejemplo, si un nudo de 4 cruces tiene dos puentes de longitud 2 cada uno, que estdn
contiguos, tenemos dos posibilidades para el marco: (2,2,0,0) y (2,0,0,2). Se toma el mayor
en el orden lexicogréfico, que es (2,2,0,0). Esto corresponde al deseo de recorrer primero los
puentes de mayor tamano.

Otro ejemplo es el marco (2,2,0,0,2,0) que se podria describir también como (2,0,0,2,0,2) 6
(2,0,2,2,0,0). Entre estos, el primero es el mayor en el orden lexicogréfico.

Si el tablero tiene simetrias, por ejemplo el tablero de un nudo alternante o los tableros
(2,0,2,0), (2,0,2,0,2,0) y (3,0,0,3,0,0), entonces hay ambigiiedad en el lugar en el cual
se deba elegir el punto inicial. Esto se decide entonces considerando todos los posibles c6digos
que se forman con el marco simétrico dado y eligiendo aquel menor en el orden lexicografico.
De esa forma el cédigo normal queda univocamente determinado. Con esta forma de elegir el

representante de la clase usamos una convencién parecida a la usada en [43].
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El problema de la simetria es particularmente notorio en los nudos combinatorios alternantes,
pues cualquier punto antes de un cruce negativo nos da el esquema correcto de puentes. Asi,
si el nudo es de n cruces, se tienen que considerar n posibles esquemas de numeracién y elegir
el menor entre ellos. Por ejemplo, la lista de cruces (—1,5,—2,4,—3,1,—4,3,—5,2) es equiv-
alente por renumeracién a: (—1,3,-2,1,—3,5,—4,2,—5.4), (—-1,5,-2,4,-3,2,-4,1,-5,3),
(—-1,4,-2,1,-3,5,—-4,3,-5,2), (—1,3,—-2,5,-3,2,—4,1,—-5,4), de las cuales la menor en el
orden lexicografico es (—1,3,—2,1,—3,5,—4,2,—5,4).

Puede suceder que la renumeracién de una lista de cruces dé la misma que la inicial, como le
sucede a la lista de cruces del nudo combinatorio L = ((—1,3,-2,4,-3,1,—4,2),(1,—1,1,1)).
Este nudo es equivalente, por renumeraciones que son simplemente rotaciones, a

((72747 737 17 747 27 7173) ’ (17 17 717 1))7 ((737 17 747 27 717 37 7274) ) (17 17 17 71))7
((—4,2,-1,3,-2,4,-3,1),(-1,1,1,1))

que corresponden a

((71737 72747 737 17 747 2) ’ (17 17 717 1))7 ((71737 72747 737 17 747 2) ) (17 17 17 71))7
((-1,3,-2,4,-3,1,—-4,2),(-1,1,1,1))

que tienen exactamente la misma lista de cruces, pero no la lista de signos, por lo que el menor
serfa (—1,3,-2,4,-3,1,-4,2),(-1,1,1,1).

Explicitamente tenemos la siguiente definicién

Definicién 5.1.1 Un cddigo combinatorio de n cruces se encuentra en forma normal si:
1. El cidigo estd en forma standard, es decir los cruces estan numerados con los enteros de
1 hasta n y no hay signos obsoletos.

2. FEl codigo estd en forma de puentes, es decir es de la forma
((-1,A1,-2, A2, -3...,—n, Ap), E),

donde E es la lista de signos, con la posibilidad de que algunas de las sucesiones A; sean vacias,
pero que U, {A;} = [n].

3. Sik; = |Ail, el tablero de puentes (ki,ka, - ,ky) satisface las condiciones. 0 < k; <
n<kyparai=1,--- ,ny>. ki=n.

4. El tablero de puentes es el mayor en el orden lexicogrifico entre todos los posibles tableros
de puentes que se obtienen por renumeracion. Si el tablero de puentes no tiene simetria, con
estas consideraciones sobre el tablero se garantiza que el cédigo combinatorio es inico y ese se
toma como su forma normal. Si el tablero de puentes tiene simetria, la lista de cruces debe
satisfacer, ademds, ser la menor en el orden lexicogrdifico entre todos los cddigos obtenidos por

renumeraciones de puentes. En el caso que todas las listas de cruces sean las mismas, se toma

102



el orden lexicogrifico teniendo en cuenta también la lista de signos.

5.2 Orden en el conjunto de cédigos combinatorios normales

Ahora queremos establecer un orden en el conjunto de todos los c6digos combinatorios. Para
que esto tenga mds sentido préactico debemos simplificar en lo posible los cédigos, asi que
pedimos que sean reducidos, es decir que no halla reduccién de cruces mediante movimientos
de Reidemeister de Tipos I y II que sean evidentes, y pedimos que los c6digos estén en forma
normal. Para este orden tendremos en cuenta los siguientes valores:

ne,(L): nimero de cruces del c6digo combinatorio L.

br, (L): nimero de puentes del c6digo combinatorio L.

tab(L): tablero de puentes del cédigo combinatorio L.

Primero definamos un orden entre tableros de puentes.

Definicién 5.2.1 Dados dos tableros de puentes (ki,ka, -+ ,kn) y (I1,l2, -+ ,lm), tales que
0<k <k <n,parai=1,---,n, >k =n0<1l <l <m,paraj=1---,m,y
4 li =m, decimos que
(k17k27'“ 7kn> < (l17l27"' 7lm)

St

. n<m, o

. sin=m, [{ki: ki>0}iz1..n| <|{lj:1lj>0}j=1,..m|, es decir el nimero de puentes
de (ki,ka, -+ ,kn) es menor que el nimero de puentes de (l1,l2,- -+ ,lm), 0

111. st el numero de puentes es igual y k1 > Iy, o

1. si el numero de puentes es tgual y k1 =11, ki =1 y kiv1 > liv1,1=2,--- ,n—1.
Noétese que cuando el nimero de puentes es igual se estd usando el orden lexicogrifico inverso.

Definicién 5.2.2 Dados dos cédigos combinatorios en forma normal reducida Ly y Lo diremos
que Ly "estd primero que" Lo o que L1 < Lo st

1. ney (L) < mney (L), o

2. ney (L1) = ney (La) y bry (L1) < bry (La2), o

3. ney (L1) = ney (Le2), bry (L1) = brv (Lg) y tab(Ly) < tab(L2), o

4 ey (L1) = ney (La), br (L1) = br (L2), tab(L1) = tab(L2) y considerados como sucesion

de enteros, L1 es menor en el orden lexicogrifico a Ls.

5.3 Generacion de lista de nudos

Queremos que la lista de candidatos para producir los nudos combinatorios nuevos, que vamos a

agregar a los ya obtenidos de hasta n—1 cruces, sea lo més depurada posible, puesto que después
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debemos calcular los invariantes para estar seguros de que en efecto son nudos combinatorios
nuevos.

Para generar la lista de todos los posibles nudos combinatorios de n cruces, desarrollamos el
siguiente algoritmo:

Paso 1. Generacién de tableros: Generamos todos los posibles marcos o tableros de
puentes. Estos corresponden al esquema de las posiciones de los cruces por debajo. Debemos
tomar el conjunto [n] y partirlo en todos los posibles ¢ subconjuntos, ¢t = 1, --- , n. Asignar todas
las posiciones posibles para estos subconjuntos. Luego, por cada subconjunto debemos tomar
todas las permutaciones. Hay que suprimir aquellas en la que el primer entero sea menor que
los otros. Esto se hace seleccionando aquellas en las que el maximo esté en el primer elemento.
Ordenamos los tableros en el orden dado en la Definicién 5.2.1, asi el primer tablero corresponde
al esquema de los nudos de un puente y el 1iltimo tablero corresponde al esquema de los nudos
alternantes. Se eliminan aquellos que son sélo rotacién de otros. Este fendmeno es notorio
a medida que n crece. En ese caso se deja aquel que es mayor en el orden de tableros de la
Definicién 5.2.1.

A continuacién mostramos una tabla con el nimero de tableros hasta n = 10, y escribimos

explicitamente los posibles tableros hasta n = 5.

n 21314 (5 |6 |7 8 9 10
numero tableros || 2 | 4| 10 | 26 | 80 | 246 | 810 | 2704 | 9252

n = 2, hay 2 tableros: {2,0} y {1,1}.

n = 3, hay 4 tableros:{3, 0,0}, {2,1,0},{2,0,1} y {1,1,1}.

n = 4, hay 10 tableros: {4,0,0,0},{3,1,0,0},{3,0,1,0},{3,0,0,1},{2,2,0,0},{2,0,2,0},

{2,1,1,0},{2,1,0,1},{2,0,1,1} y {1,1,1,1}.

n = 5, hay 26 tableros: {5,0,0,0,0},{4,1,0,0,0},{4,0,1,0,0},{4,0,0,1,0},{4,0,0,0,1},

{3,2,0,0,0},{3,0,2,0,0},{3,0,0,2,0},{3,0,0,0,2},{3,1,1,0,0}, {2,0,1,1,1},{2,0,2,0, 1},

{2,1,0,1,1},{2,1,0,2,0}, ,{3,1,0,1,0},{3,1,0,0,1},{3,0,1,1,0},{3,0,1,0,1},{3,0,0, 1, 1},

{2,2,1,0,0},{2,2,0,1,0},{2,2,0,0,1},{2,1,2,0,0}, {2,1,0,2,0},{2,1,0,0,2},{2,0,2,0,1},

{2,0,0,2,1},{2,1,1,1,0},{2,1,1,0,1} y {1,1,1,1,1}.

De estos tableros, aparte de los alternantes, el tnico que admite posibles renumeraciones es
{2,0,2,0}. Esto se tiene en cuenta para generar la lista de cruces.

Paso 2. Generacién de lista de cruces: Se generan todas las posibles permutaciones de
cruces por encima para un nudo de n cruces, y asi con ellos llenar todos los tableros. Claramente
se pueden eliminar todos los érdenes que empiezan con 1, pues quedaria -1,1, que da lugar a un
movimiento de Reidemeister de Tipo I. Se eliminan en la lista de cruces los que corresponden
a movimiento de Reidemeister de Tipo I.

Paso 3. Generaciéon de signos: La lista de signo es generada independientemente, con
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todos los posibles signos de nudos de n cruces. Este conjunto de signos corresponde a {1, —1}".
La funcién se define por recurrencia para que quede en el orden de signos que queremos.

Paso 4. Generacién de cédigos: A cada una de estas listas de cruces obtenidas en el
Paso 2 le asociamos cada una de las listas de signos que se obtuvieron en el Paso 3. Luego se
simplifica la lista al realizar todos los posibles movimientos de Reidemeister de Tipo II, 6 III,
que van a depender de no sélo de la lista de cruces, sino también de los signos. Cuando se
efectia un movimiento de Tipo II, se obtiene un cédigo de menos cruces, por tanto se elimina.
Cuando se puede efectuar uno del Tipo III, se lleva a la forma normal y se compara con los
otros posibles c6digos, y se deja el menor en el orden de tableros.

Paso 5. Depuracién de listas de candidatos. Con las listas obtenidas en los pasos
anteriores, se tienen todos los posibles candidatos de nudos virtuales de n cruces, pero por
supuesto hay repeticiones. Asi que usamos invariantes para eliminar duplicaciones. Calculamos
el invariante A, el polinomio Z y el polinomio de Jones y, agrupamos los nudos combinatorios
con los mismos invariantes. Dentro de cada grupo tratamos de probar que son el mismo nudo
usando otras técnicas, por ejemplo el flip, analizando el grupo del nudo, etc. De esta forma
reducimos cada grupo. A medida que n crece se va haciendo necesario buscar otros invariantes.

Para los nudos cldsicos utilizamos la clasificacién ya conocida

5.4 Tablas de clasificaciéon para n < 3

Damos las tablas completas de todos los nudos virtuales de 2 y 3 cruces. Un trabajo posterior

que deseamos emprender es continuar con esta clasificacién. La lista de cruces la escribimos

2
en forma diagrdamatica, llenando el tablero de puentes, de tal forma que N representa la

lista de cruces (—1,2,1, —2). Como la lista de signos es la primera columna del invariante A, la

escribimos sélo en el invariante A y no la repetimos. Escribimos el invariante A completamente

y sefialamos con * aquellos que se pueden reducir.

54.1 n=2

Cruces Invariante A Pol. Swallowek Pol. Jones C. Euler

2 -1 -1 0 1 2

n (—1><1><_1 o) 2okttt b o |0
2 N (-1\( 0 1

1] (1)(1)(_1 O) %2+x2+yx—%—y71 2132440

105




Hay sélo dos nudos virtuales, el uno es la imagen espejo del otro. Ambos los distingue tanto

el invariante A, como el polinomio Z y el polinomio de Jones.

5.4.2 n=3

Dividimos la tabla segiin el nimero de puentes. Para simplificar, cémo sélo hay 6 posibles

polinomios de Jones, no triviales, los denotamos de la siguiente forma

_ 1 1 1 _ 5/2 3/2 _ 4 3 _ 1 1 1
pols = ¢ + = o, pola = —¢°* + ¢* + ¢, pols = —¢* + ¢* + ¢, pola= — 1 + 5 + ¢,
1 1 1 2 1
olx = 1—=-= =, polg = —q— 1 Nz
pols =\ g+ 1——m—g+ g pils=q" —q—\/q+1+ 5
1 Puente
I Cruces | Invariante A I Pol. Swallowek Jones I C. Euler
2 - -1 0o 2 o0 5
1 - 2 -2 0 -1 7177w3+y2;v+§7y2+1 poly )
3 - -1 o 1 o
2 -1 1 0 -2 0
1 1 -2 2 0 1 —yz? — 22—yttt y pols -2
3 - 1 0 -1 0
2 1 1 0 -1 o0 ) )
1 -1 -2 1 0 2 %+%7y%+171/y71 polg -2
3 1 1 0 -2 0
2 1\ /-1 o 1 o0 5 ,
1 1 2 -1 0 -2 727+x3+y;v2+i77y71 pola -2
3 1) \-1 0 2 o0 |
2 -1 -2 0o 2 1 5 )
3 -1 2 -2 0 -1 ;LQ—zS—;%Jrﬁer?zfzfy?le poly 0
1 -1 0 -1 1 o0
2 1 —2 o 2 1 5 5
3 1 2 -2 0 -1 7:7+x3+:77x27y2x+x+y271 pols 0
1 1 0 -1 1 0
3 -1 —2 0o 1 2 5 5
2 -1 1 -1 0 0 fg—za—yﬁ—igurghq polq 2.
1 -1 1 -2 0 0 |
3 -1 2 0o -2 -1
2 1 —1 2 0 0 y;v2+;v2+y2;v7;v7y27y polg -2
1 1 -1 10 0
3 1 2 0o -1 -2 , ,
2 -1 -1 10 0 7177f7+;’37:c+%+1 pols -2
1 -1 -1 2 0 0 |
3 1 -2 o 2 1 5
2 1 1 -2 0 0 17+x37y2x7%+y271 pola -2
1 1 1 -1 0 0
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