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RESUMEN.

En el este artfculo se presenta el desarrollo matemdtico y la solucidn numérica de un modelo
ridimensional que permile simular el avance de un frente salino en aguas claras,

Se presentan las ecuaciones penerales del modelo (las ecuaciones de Reynolds) y con base ¢n
la suposicién de distribuci6n hidrostdtica de presiones y densidad variable, se presentan los
detalles de la integracin de los términos de presién de eslas ecvaciones. Se describe, ademds,
¢l modelo de turbulencia utilizado para la simulacién de las tensiones de Reynolds.
Con estas ecuaciones, la ecuacion de conservacion de masa y la condicién cinemdtica en
1a superficie libre se obtiene el campo de velocidades. La ecuacién de conveccion-difusion sc
uliliza para la simulacién del wansporte de la concentracién salina. La densidad del
fluida, se obtiene mediante funciones empiricas que la relacionan con la concentracion
salina y la temperatura del medio (asumida constante en este trabajo).

Suponiendo que el avance del frente salino es mds lento que cl fendmeno hidro-dindmico,
las ecuaciones hidrodindmicas y la ecuacion de conveccidn-difusion se solucionan
desacoplada-mente asf: el flujo se asume constante mientras se soluciona la ecuacion de
difusion para la salinidad. Una vez conocida la concentracién salina, se utilizan relaciones
empfricas para ¢l célculo de la densidad del fluido y se obtiene entonces el campo de flujo de
las ecuaciones hidrodindmicas.

Finalmente, s¢ describe en forma general la téenica del elemento eficiente utilizada para la
solucién numérica de las ecuaciones y se presenta un ejemplo de aplicacion,
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1. ECUACIONES DE REYNOLDS

Las ecuaciones de Reynolds, suponiendo distribuci6n hidrostdtica de presiones, en un sistema
cartesiano de coordenadas toma la forma:

Ecuacion de Momentum en direccidn X:

ot ) as
iu..-p"iii-pui.{-wi",q-luaﬁ:l ___ﬂ_._ﬁ*_‘__ﬂ'] {1]
ot ox dy oz p ox p \ ox ay oz
Eeuacién de Momentum en direccion Y:
d d 0
§1+uﬂl+uﬂ.+w§1+lﬂ,i(j+_‘_n+ ‘.w] .
ot ox oy oz p oy p \ ox ay oz

Donde:

x,y, z : Coordenadas espaciales en direcciones Qcste-Este, Sur-Norte, y la Verlical,

u,uw o Componentes del vector velocidad en direcciones x, y, z respectivamente,

P : Presion.

p : Densidad,

Ty - Tensor de esfuerzos (incluye efeclos viscosos y tensiones de Reynolds).

|.a ecuacién de Momentum en direccidn z se reduce a la condicion de distribucitn hidrostitica
de presiones bajo la suposicion de tener velocidades y aceleraciones verticales menores que
sus andlogas en las dos direcciones horizontales.

La componente vertical de la velocidad se obtienc por integracién directa de la ley de
conservacitn de masa para fluidos incompresibles:

wz) = w, - f{uai + —al}dz (3)
g oy

donde w, es la velocidad al nivel z,

Con el proposito de incluir el avance de frentes de fluidos de densidades diferentes (un
frente salino, por ejemplo), los gradicntes de presiones en las ccuaciones (1) v (2) se
calculan a partir de la suposicién de distribucitn hidrostdtica de presiones y considerando
Ia densidad variable, A conlinuacién se presentan los detalles de dicho desarrollo.
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La distribucion hidrostdtica de presiones con densidad variable se escribe (de la ecuacion de
maomentum en la direccion vertical):

LA @)
oz

o, inlegrando

-
P, - P, =g [pds (5)

donde £ es la cota de la superficic libre, y z es el nivel al cual se busca la presion. El
gradiente de presiones se obticne, entonces, de la siguientc manera:

_._-———=u-g—fpdz (6)

donde P, =0 (presitn atmoslérica)
Para integrar la ecuaci6n (6), se utiliza la regla de Leibniz que se escribe de la forma:

£ i
fﬁdz i 9 udz - uli{ + o (7)
dx

N o
X ox 4 ox E‘r

Aplicando la regla de Leibniz a la ecuacion (7)), se obtiene:

19P, ap 9k z
~—1 de + pp = - p, = (8)
0 f P = i
O finalmente
Lob s Ef"“" dr + [ﬁ]a—“ ©)
p ox p s ox

donde el término % eha despreciado, De manera andloga, el gradiente de presiones en la
ox

eruacion de momentum en direceitn Y toma la forma:
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L]
182 g a_"dz+g[h]i’l (10}
pay p, p/ oy

Los términos del tensor de esfuerzos ©; ¢n las ecuaciones de momentum, se manipulan de la
siguiente manera:

o T T T
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Este tensor de esfucrzos incluye los efectos viscosos y los efectos de las tensiones aparentes
(tensiones de Reynolds) oblenidas de la descomposicién de Reynolds que se hace a las
ccuaciones de Navier-Stokes. Las tensiones de Reynolds se simulan mediantc la
aproximacion de Boussinesq en términos del coeficiente de turbulencia ("eddy viscosity"),
y de los gradientes de las velocidades Yel flujo principal. Es importante recalcar en este
punto que ¢l coeficiente de turbulencia es una propiedad del flujo y no del tluido,
requiriéndose, entonces, de ecuaciones adicionales para su evaluacion., Teniendo en cuenta
estas consideraciones, el tensor de esfuerzos se escribe de la siguiente manera:

-T-EH{EE:‘F»’I'%:" (123)
P
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Tm.r du du

j“(ﬂr*“ﬁg*l’ﬁs”}g (12b)
%=(E,+u}f_;+fgx+u)% (120)

l:.qm,w% (12d)
TT"-(E'+\?\%E+{EF+U}5—E: (12e)

donde v ecs la viscosidad cinemdtica del fluido; E,, E, y E, son los coeficientes de
wrbulencia en las direcciones X, Y, y Z, respectivamente; 7 es la cota de la superficie
libre, ¥ g es la aceleracitn de la gravedad.

Para simular el cfecto del viento que actda sobre la superficie libre, s¢ utiliza una expresidn
empfrica (ver por ejemplo Bloss et all, 1987) de la forma:

T, = C, W, 1/Fi’f + Ff (13)

M Cy W:.- FF: + I’Ff {14)

donde C, = 1.3 x 107 es una constante empfrica, W, y W, son las velocidades del viento
a una altura de 10 m. sobre la superficie libre del agua.

Los coeficientes de turbulencia para aguas claras se determinan mediante las siguientes
escnaciones (ver Toro, 1994):

Et-ﬂz{u"}[i] [1—5) (15)
h P
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Eu_’.z — _— ——= {lﬁ]

¢
2 E‘.':j ax,

- ﬂ,[i] 1‘[?] (17

Con la ecuacidn (15), se calcula el coeficiente de turbulencia suponienda que la turbulencia
es generada en el fondo y fue comprobada experimentalmente por Nezu and Rodi, 1986,
Con las ecoaciones (16) y (17} el coeficiente de wrbulencia se calcula suponiendo que hay
una balance entre los términvs yue representan la produccién de cnergfa cinética de
turbulencia y su tasa de disipacion v fue propuesto por el Dr. Eddy Langendoen en su tesis
doctoral (Langendoen, 1992},

1 [ﬁu' Ou, .

Debido a los efectos de posible estratificacitn, los coeficientes de wrbulencia se deben
modificar en funcién del nGmero de Richardson, R, ¢l cual tiene en cuenta las diferencias
de densidad en el [ujo. Esta funcién se obtiene empfricamente con mediciones de campo.
Bloss et al, 1988 proponen la siguiente expresion calibrada para el mar del Norte:

EnEﬂF{R}-Eﬂ(ld-EB)" (18}

donde E_ es el coeliciente de wrbulencia para aguas claras, El mimero de Richardson se
calcula mediante la expresion;

-l
(=) {2) (2]

l.a cota de la superficie libre se obtiene de la ecvacitn de conservacion de masa integrada a
lo largo de la profundidad (ver ASCE, 1988):

Im-%) , -BW S(v-B} _ (20)
i dx oy
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= 1 }udz : F-—]—-]‘udz (21)
£ £

El sistema de ecuaciones presentado en los parrafos anteriores se resuelve numéncamente
para las variables », v,w vy 1.

Las variacioncs de la densidad de fluido se ticnen en cuenta al considerar las variaciones de
la concentracitn salina (en Partes Por Mil), variaciones que se calculan resolviendo la
ecuacion de conveccion-difusidn:

d 3w 20 3w _ i[x a_] +i[x ﬂ_] +i[1: E] 3)
st o oy oz ox\ “ox) aéy\ Toy) os\ "oz i

donde K, Kf, y K, son los coeficientes de difusion en las direcciones x, y, y z 1es-
pectivamente. Estos coeficientes de difusion se relacionan con los coeficientes de
turbulencia para aguas claras mediante una funcién empfrica del nimero de Richardson
(ver Blass et al 1988) asf:

K=E GR) =Ef1+3R" (24)

Finalmente, la densidad del fluido se obtiene como una funcidn cmpfrica de la
concentracidn salina y la temperatura. Bloss et al, 1988 proponen la siguiente expresitn:

p-pa{l—[T{T-Ta)—?Sﬂc]ID'E) (25)

donde p, = 999.972 kg.n"m’ es la densidad del agua clara a la temperatura T, = 4°C.

Las férmulas cmpivicas descritas arriba fueron tomadas de un trabajo especifico
desarrollado para el Mar del Norte. Es claro que la aplicabilidad de estas formulas en
nuestro medio ez cuestionable. Su ulilizacidn en este caso se justifica ante el hecho de no
haber informacién disponible en nuestro medio para obtener los pardmetros aplicables al
caso particular del sistema deltaico de la Ciénnga Grande de Santa Marta.

2. SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

Las ecuaciones presentadas en el numeral anterior se solucionan mediante la técnica de
Elemento Eficiente. Por medio de esta téenica, el dominio de cdleulo se divide en hexaedros
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de 27 nodos. Las variables independientes y dependientes se interpolan mediante funciones
espaciales (funciones hibridas). Una vez realizada esla inlerpolacion, se minimiza el error
localmente (inétodo de la colocacion), De esta manera sc transforma ¢l sistema original de
ecuaciones diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya
gnica variable independiente es la coordenada lemporal. La solucidn en el tiempo se logra
utilizande el esquema de Lax-Wendroff modificado, Para mayores detalles acerca de la
solucién numérica, referirse a la tesis Doctoral del autor (Toro, 1994)

3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL MODELO 3D

En este capftulo se presentan los resullados de la aplicacion del modelo 3D, En este caso s¢
corrié el modelo para un canal recto de 500 m. de longitud {direccitn Oeste - Este) y de ancho
100 m. Los resultados de tres casos se presentan en este articulo. En el primer caso, se simula
un frente salino gue entra por la [rontera Oeste. El segundo caso simula el mismao {rente salino
que en el primer caso con la diterencia de considerarse la accidn del viento en la direccidn del
flujo. El tercer caso es similar al segundo con la diferencia de considerar la accion del viento
en direceidn contraria a la direccidn del [Tujo. Los pardametros utilizados para correr el modelo
son:

NLEVY= T {(ndmero de niveles en dircecidn vertical)

COEFTUR= 1.0 (E,=E,: Turbulencia isotrdpica plano horizontal)

TURHV= L0 (E,=E, =E, Turbulencia isotrGpica completa)

COEFWALL= 1.0 (paredes completamente lisas)

ITUR= 2 (E,, E, ¥ E, calculados seglin ecuaciones (16) ¥ (17)

TIBOUN= 1] (paredes completamente lisas)

ITSAL= 2000 (ndmero de intervalos de cdlculo para salinidad con
campo de velocidades constante)

ITHYD= 1000 (ndmero de intervalos de cdlculo para flujo con sali-
nidad constanle)

TSCALE= 2.0 (relacién entre intervalo de cdlculo para salinidad
y el para campo de velocidades)

CWIND= 1.0E-035 (coeficiente de friccidn para accidn del viento)

WINDX= 0.0 (no viento); 2.0(viento) y -2.0

WINDY= 0.0

DT= (0,03 s. (intervalo de cdlculo para el campo de velocidades)

El modelo se "calentd” con perfiles logaritmicos de velocidad impuestos como condicion de
borde a la entrada del canal y corriendo el modelo hasta alcanzar el estado permanente (40
min, de simulacién), En las Figuras 1 a 3 se muestran los perfiles verticales de las tres
componentes de la velocidad a lo largo de las secciones Y = - 20,0 m, Y = 0.0 m (eje del
canal} y Y =20.0 m. En eslas [iguras se aprecia claramente Ia simetrfa de la solucion numérica
asf como ¢l estado de fujo permanente alcanzado al final del tiempo de simulacin.

At
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Una vez "calentado” el modelo se procedié a correr ¢l avance de la cufia salina para tres
casos: Flujo en el canal sin viento, (lujo con viento actuando en Ia superficie libre en la
dirceeion del flujo y flujo con viento actuando en la superficie en direccitn contraria a la
direccitn del flujo. La cuiia salina se simulé como un frente de concentraciones (constante a
lo largo de la vertical) impuesto como condicion de borde en la seccidn de entrada al canal (X
={0.0m),

En las Figuras 4 a 7 se muestran los perfiles verticales de las tres componentes de la
velocidad y el de concentracion salina después de 40 minutos de simulacién. Los perfiles
verticales se presentan a lo largo del cje del canal para diferentes seceiones (X =0.0m, X =
1250 m, X =250.0 m, X=375.0m, y X =500.0 m). Sc nota claramente de estas figuras que
la cufia salina ha pasado completamente por lodo el dominio (s¢ ha mezelado toda el agua
salada). Las variaciones en el tiempo, para un punto sobre el eje del canal y a la salida de éste,
de los perfiles verticales de las tres componentes de la velocidad y el de concentraci6n salina
se muestran en las Figuras 8 a 11, Obsérvese en estas figuras la aceién del viento actuando en
la superficic libre,

4. CONCLUSIONES

Se han obtenido las ecuaciones que permilen simular el avance de un frente salino en un medio
de aguas claras, Dichas ecuaciones se obticnen a partir de las ecuaciones de Naviei-Stokes, a
las cuales se les hace el tratamiento especial de considerar 1a densidad variable. Bl efecto de
la densidad variable se incluye explicitamente en los términos de presion. La suposicidn fuerte
de esta melodologha estd en considerar que el medio aguas arriba y el medio aguas abajo de
frente salino se encucntra bien mezclado. Adicionalmente, se considerd Ia posibilidad de
simular los cfectos de vientos. El frente salino se simula mediante la ecuacidn de conveccitn-
difusion para obtener cl valor de la concentracion salina, valor que a su vez se utiliza para
obtener la densidad de luido mediante fa utilizacion de una ccuacién empfrica.

Como ejemplo de aplicacidn, se escogié la simulacicn del avance de un frente salino en un
canal de 500 m de largo por 100 m. de ancho. Los resultados del modelo se muestran
cohercntes y consistentes. No se hizo la comparacién con datos experimentales pues no se
tenfan a disposicidn a la fecha.

Con respecto a la solucién numérica del modelo, se puede decir que ésta a la fecha se hace
ineficiente, especlalmente en lo referente al esquema ulilizado para la intepracidon de las
ccuaciones en el iempo, En la actualidad, el autor conjuntamente con un grupo de profesores
de las Facultades de Minas y de Ciencias ha presentado una solicitud a COLCIENCIAS para
mejorar el modelo: se propone utilizar un esquema de solucién implicito en 1a vertical y dejar
la solucidn explfcita en el plano horizontal. De esta manera se busca hacer depender ¢l
intervalo de cdlculo de la malla horizontal e independizarlo de la distribuci6n de la malla en
la direccidn vertical,
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Figura 1. Perfiles Verticales de la Componente Longitudinal de la Velocidad

a 1o Largo de las Secciones Y = -20.0 m, ¥ = 0.0 m, y Y =200 m.
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Figura 2. Perfiles Verlicales de la Componente Transversal de la Velocidad

a lo Largo de las Secciones ¥ =-20.0 m, Y = 0.0 m, y Y = 20.0 m.
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Figura 4. Perfiles Verticales de la Componente Longitudinal de la Velocidad para

los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo ¥ con Viento
en contra del Flujo. ¥ = 0.0 m.
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Figura 6. Perfiles Verticales de la Componente Vertical de la Velocidad para

los Casos sin Viento, con Viento en la direccion del flujo y con Viento
en contra del Flujo, Y = 0.0 m,
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Figura 8. Variacién en el Tiempo (horas) de la Componente Longitudinal de la

Velocidad para los Casos sin Viento, con Viento en la direccidn del flujo
y con Viento en contra del Flujo. X=500 m. Y=0 m
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Figura 10.  Variacién cn el Tiempo (horas) de la Componente Vertical de la

Velocidad para los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo
y con Viento en contra del Flujo. X=500 m. Y=0 m
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Figura 11.  Varacién en el Tiempo (horas) de la Concentracién Salina para los Casos

sin Viento, con Viento en la direccién del flujo y con Viento en contra
del Flujo. X=500 m. Y=0 m
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