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Resumen

Algebras biseriales, algebras de grafos de Brauer y algunas de sus
aplicaciones

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las algebras de configuracién de Brauer.
Para esto, se inicia por la exposicion de aspectos basicos de la Teoria de representacion
de carcajes, luego se describen las algebras biseriales y especial biseriales desde ejemplos
y propiedades de ellas que las relacionan con el surgimiento de las algebras de grafo de
Brauer, estas ultimas se definen y ejemplifican para hacer la posterior presentacion de las
algebras de configuracién de Brauer y algunas de sus propiedades. A partir de lo anterior,
el presente trabajo ofrece como resultado la definicién de las Algebras de configuracién de
Brauer asociadas a puntos en el plano, estableciendo ecuaciones que permiten calcular la
dimension de estas dlgebras y de su centro. Ademads, se presentan ejemplos relacionados
con la construccién de algebras de configuracion de Brauer asociadas a puntos en el plano,
regiones de congelamiento y regiones de mutacion, determinando propiedades para ellas.
Por 1ltimo, se presentan algunas conclusiones y recomendaciones que serviran de base para
futuros trabajos de investigacion.

Palabras clave: Algebras de configuracién de Brauer, carcaj, matriz de mensajes, region

de mutacion, regiéon de congelamiento.
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Abstract

Biserial algebras, Brauer graph algebras and some of its
applications

The main objective of this work is to study Brauer configuration algebras. For this, it begins
with the exposition of basic aspects of the representation theory of characters, then biserial
and special biserial algebras are described from examples and properties of them that relate
them to the emergence of Brauer graph algebras, the latter are defined and exemplified to
make the subsequent presentation of Brauer configuration algebras and some of its proper-
ties. From the above, the present work offers as a result the definition of Brauer configuration
algebras associated to points in the plane, establishing equations that allow calculating the
dimension of these algebras and their center. In addition, examples related to the construc-
tion of Brauer configuration algebras associated to points in the plane, freezing regions and
mutation regions are presented, determining properties for them. Finally, some conclusions
and recommendations are presented, which will serve as a basis for future research work.

Keywords: Brauer configuration algebras, quiver, message matrix, mutation region,

freezing region.



Contenido

Agradecimientos VI

Resumen vii

1 Introduccién 2

2 Preliminares 3

2.1 K-dlgebras . . . . . .. 3

2.2 Representacion de Carcajes . . . . . . . . ... e 8

3 Algebras Biseriales Especiales 22

4 Algebras de Configuracién de Brauer 30

4.1 Algebras de Grafo de Brauver . . . . . . .. ... oo 30
4.2 Algebras de Configuraciéon de Brauer como Generalizaciéon de las Algebras de

Grafode Brauer . . . . . . .. ... 33

4.3 Algunas Propiedades de las Algebras de Configuraciéon de Brauer. . . . . . . 36

4.4 FEl Mensaje de una Configuracion de Braver . . . . . . . .. ... .. .. .. 45

5 Algebras de Configuracién de Brauer Asociadas al Plano 47

5.1 Configuracién de Brauer Para un Puntoenel Plano . . . . .. .. ... ... 47

5.2 Regiones de Congelamiento y Mutacion . . . . . . . ... ... .. ... ... 51

6 Conclusiones y Recomendaciones 73

6.1 Conclusiones . . . . . . . . . . e 73

6.2 Recomendaciones . . . . . . . . ... 74

Bibliografia 75



1 Introduccion

Las algebras de grafo de Brauer se definen mediante datos combinatorios basados en gra-
fos, basicamente las dlgebras de grafo de Brauer estdn asociadas a grafos finitos con una
orientacién ciclica de las aristas en cada vértice y una funcién de multiplicidad [37]. Estas
algebras fueron definidas por Donovan y Freislich [7], presentando una clasificacién de las
representaciones indescomponibles de las dlgebras de grafo de Brauer en términos de modu-
los canénicos de tipo cuerda y banda, basando su propuesta en el trabajo de Ringel [34]
sobre representaciones indescomponibles de grupos dihedrales y en el trabajo de Gelfand y
Ponomarev [19] sobre las representaciones indescomponibles del grupo de Lorentz.

En los tdltimos anos ha existido un renovado interés en las algebras de grafo de Brauer
al encontrar asociaciones de ellas con triangulaciones parciales [6], cubiertas de grafos de
Brauer [22], la generacién finita del algebra de Yoneda (o Ext) para un algebra de grafo
de Brauer [2,23] y la condicién de Koszul en un élgebra de grafo de Brauer [23]. También
se han encontrado nuevos resultados sobre la no periodicidad de modulos de complejidad
finita sobre dlgebras de grafo de Brauer débilmente simétricas [10] y se ha destacado que las
algebras de grafo de Brauer desempenan un papel central en la conexion entre la teoria de
la representacion de grupos finitos y la teoria de las algebras de conglomerado [27]. Ademas,
se ha determinado la coincidencia entre la clase de dlgebras de grafo de Brauer y la clase de
algebras biseriales especiales simétricas [6, 7.

Es precisamente en este sentido que se dirige el presente trabajo, al buscar relaciones exis-
tentes entre las algebras de configuracion de Brauer introducidas por Green y Schroll [20] y
algunos objetos combinatorios. Estudiando el caso particular de las algebras de configura-
cién de Brauer asociadas al plano, mediante el analisis de sus construcciones y propiedades,
determinando ejemplos y estableciendo conexiones con otras areas de la matematica.



2 Preliminares

En este capitulo se presentan algunas de las definiciones, teoremas y resultados de la teoria
de representacion de algebras que son base en el desarrollo del presente trabajo, las cuales
son tomadas de lo propuesto por Assem, Simson y Skowronski [3] y se encaminan todas a la
posterior presentacién de las algebras biseriales y las algebras de configuracién de Brauer.

2.1. K-algebras

Para iniciar, es importante mencionar qué tipo de algebras se manejan a lo largo de este
trabajo, las cuales se definen en torno a un campo K algebraicamente cerrado de la siguiente
manera.

Definicién 2.1.1. Sea K un campo algebraicamente cerrado. Una K-algebra es un anillo A
con elemento identidad (denotado como 1), tal que A tiene estructura de K-espacio vectorial
compatible con la multiplicacién del anillo, es decir:

Alab) = (aX)b = a(Ab) = (ab) A,

para todo A € K y todo a,b € A. Una K-algebra se dice que es de dimension finita si la
dimensién dimx A del K-espacio vectorial A es finita.

Definicién 2.1.2. Un K-subespacio vectorial B de una K-algebra A es una K-subalgebra
de A si la identidad de A estd en B y ademés bb' € B para todos b,V € B.

Definicién 2.1.3. Un K-subespacio vectorial I de una K-algebra A es un ideal a derecha
de A si za € I para todo z € I y todo a € A (de manera similar, I es ideal a izquierda si
ax € I). Un ideal bilatero de A, o simplemente un ideal de A, es un K-subespacio vectorial
I de A que es tanto ideal a derecha como ideal a izquierda de A.

El radical de estos ideales es un elemento de particular interés, al ser util para establecer
de manera sencilla médulos proyectivos e inyectivos indescomponibles de las dlgebras que se
estudiaran.

Definicién 2.1.4. El radical de Jacobson rad A de una K-algebra A, es la interseccién
de todos los ideales maximales a derecha de A.
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Aunque esta definicion parte de los ideales maximales a derecha, resulta ser equivalente al
tomar los ideales maximales a izquierda, para ver esto se presenta el siguiente lema y su
respectivo corolario.

Lema 2.1.5. Sean A una K-dlgebra y a € A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) a € rad A.

b) a pertenece a la interseccion de todos los ideales mazimales a izquierda de A.

¢) Para todo b € A, el elemento 1 — ab tiene un inverso a ambos lados.

d) Para todo b € A, el elemento 1 — ab tiene un inverso a derecha.

e) Para todo b € A, el elemento 1 — ba tiene un inverso a ambos lados.

f) Para todo b € A, el elemento 1 — ba tiene un inverso a izquierda.

Demostracidén. a) implica d). Sea b € A. Supéngase que 1 — ab no tiene inverso a derecha.
Entonces existe un ideal I a derecha, el cual es maximal, tal que 1 — ab € I. Como a €
rad A C I se tiene que ab € I y 1 € I lo cual es una contradiccién. Luego 1 — ab tiene inverso
a derecha.

d) implica a). Asumase que a ¢ rad A entonces existe un ideal I maximal a derecha en A
tal que a ¢ rad A. Luego A = I 4 aA. Asi existen z € I y b € A tales que 1 = = + ab. Esto
implica que z = 1 — ab € I no tiene inverso a derecha, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto a € rad A.

b) implica f). Sea b € A y supéngase que 1 — ba no tiene inverso a izquierda. Luego existe
un ideal I maximal a izquierda de A tal que 1 —ba € I. Como a € B C [ entonces ba € [ 'y
1 € I, lo cual es una contradiccién. De esta forma 1 — ba tiene inverso a izquierda.

f) implica b). Astimase que a ¢ B. Sea [ el ideal maximal a izquierda de A tal que a ¢ 1.
Entonces A = I + Aa. Asi existen x € [ y b € A tales que 1 = x + ba. Luego x =1 —ba € I,
es decir = no tiene inverso a izquierda, lo cual es una contradiccion. Esto implica que a € B.

Ahora, ¢) y e) son equivalentes. Como 1 — ab tiene inverso a dos lados entonces existe z € A
tal que (1 — ab)x = 1. Es decir:

r—abr =1
b(x — abx)a = ba
bxa — babxra — ba = 0
1+ bxa — babxa — ba =1
1+ bzra — ba(l + bzra) =1
(1 —ba)(1l+ bxa) = 1.
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De esta forma, 1 — ba tiene inverso a derecha. Ademas 1 — ba tiene inverso a izquierda. Ya
que se tiene que existe y € A tal que y(1 — ab) = 1. Entonces:

y—yab=1
b(y — yab)a = ba
bya — byaba — ba = 0
1 4 bya — byaba — ba =1
1+ bya — (bya + 1)ba = 1
(14 bya)(l —ba) =1,

luego 1 — ba tiene inverso a izquierda. De manera similar, como 1 — ba tiene inverso a ambos
lados entonces existe z € A tal que (1 — ba)z = 1. De esta manera:

xr—bar =1
a(x + bax)b = ab
axb — abaxb — ab =10
1+ azxb — abaxb — ab =1
1+ azb — ab(1l + azb) =1
(1 —ab)(1+ axdb) = 1.

Con lo que 1 — ab tiene inverso a derecha. Ahora, 1 — ab tiene inverso a izquierda. Para ver
esto, se tiene que existe y € A tal que y(1 — ba) = 1. Entonces:

y—yba =1
a(y — yba)b = ab
ayb — aybab — ab =0
1+ ayb — aybab — ab =1
1+ayb— (ayb+ 1)ab =1
(14 ayb)(1 —ab) = 1.

Es decir, 1 — ab tiene inverso a izquierda.

d) implica ¢). Tomando b € A como valor fijo. Se tiene que, como 1 — ab tiene inverso a
derecha, entonces existe x € A tal que (1 —ab)z = 1. Luego z = 1 —a(—bx). Asi existe y € A
tal que: 1 = zy = (1 + abz)y = y + abry = y + ab. Luego y = 1 — ab, es decir x es un inverso
a izquierda de y, por lo tanto 1 — ab tiene inverso a ambos lados.

¢) implica d). Esto se obtiene de forma inmediata, pues si para todo b € A el elemento 1 —ab
tiene un inverso a ambos lados, en particular tendra inverso a derecha.

f) implica e). Tomando b € A como valor fijo. Se tiene que, como 1 — ba tiene inverso a
izquierda, entonces existe y € A tal que y(1 — ba) = 1. Luego y = 1 — (—yb)a. Asi, existe
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x € Atal que 1 = zy = 2(1 + yba) = x + xyba = = + ba. Luego x = 1 — ba, es decir y es un
inverso a derecha de x y por lo tanto 1 — ba tiene inverso a ambos lados.

Para finalizar, e) implica f). Esto se obtiene de forma inmediata, pues si para todo b € A el
elemento 1 — ba tiene un inverso a ambos lados, en particular tendra inverso a izquierda.

U

Corolario 2.1.6. Sea rad A el radical de una K-dlgebra A, entonces:

1. rad A es la interseccion de todos los ideales maximales a izquierda.
2. rad A es un ideal bildtero y rad (A/rad A) = 0.

3. Si I es un ideal bildtero nilpotente de A, entonces I C rad A. Si, ademds, el dlgebra
A/l es isomorfa al producto K X --- x K de copias de K, entonces I = rad A.

Demostracion.
1. La equivalencia entre a) y b) del lema 2.1.5 justifica este hecho.

2. rad A es un ideal bilatero, esto se ve como consecuencia inmediata del Lema 2.1.5.

Para ver que rad (A/rad A) = 0, sea a € rad (A/rad A), b € A/rad A. Por el Lema
2.1.5 se tiene que existe ¢ € A/rad A tal que (1 —ab)c = 1. Asi (1 —ab)c = 1 — z, para
a,b € A, algin c € Ay x € rad A. Entonces existe un d € A tal que (1 —z)d =1, es
decir (1 —ab)ed = 1. Luego 1 — ab tiene inverso a derecha. Asi a € rad A y por lo tanto
a=0¢€ A/rad A. Con lo cual rad (A/rad A) = 0.

3. Sean m > 0 un entero tal que I"™ = 0, x € I y a € A. Entonces ax € I. Luego
(az)r = 0, para algtin r > 0. Se deduce entonces que la igualdad (1 + ax + (az)? + - -
-+ (az)"')(1 — ax) = 1 se mantiene para cualquier a € A. Por el Lema 2.1.5 se tiene
que x € rad A, de donde I C rad A. Ahora, para probar la inclusién inversa, al asumir
que el algebra A/I es isomorfa al producto de copias de K se tiene que rad (A/I) = 0.
El homomorfismo canénico m : A — A/I envia rad A al rad (A/I) = 0. En efecto, si
a €radAy nb) =b+1,be A, es cualquier elemento de A/I, entonces 1 — ab es
invertible en A y por lo tanto w(1 — ab) = 1 — w(b)7(a) es invertible en A/I. Luego
m(a) € rad (A/I) =0. Asi rad A C ker m = I. De esta manera rad A = I.

O
Para cerrar estas nociones basicas relacionadas con las K-algebras se presenta la definicién de

moédulo y médulo indescomponible, elementos fundamentales en la estructura de las dlgebras
biseriales y multiseriales que se presentaran en capitulos posteriores.

Definicién 2.1.7. Sea A una K-algebra. Un A-mdédulo a derecha (denotado como My)
es un par (M,-), donde M es un K-espacio vectorial y - es la accién:



2.1 K-4lgebras 7

T MxA—->M
(m,a) > m-a=ma

que satisface:

(x +y)a=za+ya

z(a+b) = za+ zb
» z(ab) = (za)b
m ]l =2
» (zN\)a = z(a)) = (za)A
Paratodoz,y € M,a,be Ay A€ K.
La definicién de un A-mdédulo a izquierda es andloga y se denota 4 M.

Nota 2.1.8. Un médulo M es de dimensién finita si la dimensién dimyg M del K-espacio
vectorial subyacente de M es finita.

Definicién 2.1.9. Un A-médulo a derecha M es generado por los elementos my, ..., m, de
M si cualquier elemento m € M es de la forma m = mya; + - - - + msa, para elementos
ai,...,as € A. En este caso, se expresa M = miA+ -+ mzA. Un médulo M se denomina
finitamente generado si es generado por un subconjunto finito de elementos de M.

Definicién 2.1.10. Dados M y N A-moddulos a derecha, donde A es una K-algebra. Una
aplicacién K-lineal f : M — N es un homormofismo de A-mdédulos si f(a\) = f(a),
para todoa € M y X\ € A.

Definicién 2.1.11. La suma directa de M, ..., M, de A-md6dulos a derecha es definida
como el K-espacio vectorial de suma directa M; @ - - - & M, equipado con estructura de
A-médulo a derecha definida por (my, ..., mg)a = (ma, ..., msa) para my; € My, ...,mgs € M
y a € A. Ademas, se denota como M* =M & ---H M.

s—copias

Definicién 2.1.12. Un A-médulo M a derecha se dice indescomponible si es diferente
de cero y no tiene descomposicion en suma directa del tipo M = N & L, donde L y N son
A-médulos diferentes de cero.

Como notacion adicional, Mod A denota la categoria de todos los médulos derechos sobre
A. En esta categoria cada M es un K-espacio vectorial. Ademas, mod A denota la subcate-
goria plena de Mod A constituida por los médulos finitamente generados. En esta categoria
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es importante mencionar que si A es de dimensién finita, entonces mod A coincide con la
subcategoria plena de Mod A constituida por los médulos de K-dimension finita.

Definicién 2.1.13. Dos anillos A y B se dicen Morita equivalentes si sus categorias de
modulos son equivalentes. Es decir, si existen funtores:

F:modA — modB
G i mod B — mod A

e isomorfismos naturales G o FF = mod A, F' o G = mod B.

2.2. Representacion de Carcajes

Con la claridad del tipo de dlgebras a trabajar, se presentan ahora definiciones que permiten
mostrar que cada algebra de dimension finita sobre un campo algebraicamente cerrado K
corresponde a una estructura grafica, llamada carcaj, y que, reciprocamente, a cada carcaj
corresponde un &algebra asociativa K. Aunque son varios los antecedentes a considerar en
la teoria de representaciones, las nociones de carcaj y la representacién lineal de carcaj
fueron introducidas explicitamente por Gabriel en [16,17], en especial, el estudio de la teoria
de representacion de algebras mediante carcajes estd asociado al siguiente teorema que él
propuso.

Teorema 2.2.1. [15] Cada dlgebra K de dimensidn finita y conexa es Morita equivalente a
un dlgebra KQ/I para un tinico carcaj Q, donde I es un ideal admisible de KQ.

Siendo éste el punto de partida de la teoria moderna de la representacién gréafica de algebras
asociativas. Lo expuesto en esta seccion es de amplia divulgacién y tomado del trabajo de
Assem, Simson y Skowronski [3].

Definicién 2.2.2. Un Carcaj @) es una cuadrupla: @ = (Qo, @1, s,t). En donde @ es un
conjunto no vacio de vértices, (1 es una coleccion de flechas que conectan vértices de Qg y
las dos funciones s y ¢ son:

st Q1 = Qo t: Q1 — Qo

a — sla)=a a +— ta)=0>

Si |Qo| < 00y |Q1] < 0o se dice que el carcaj @ es finito.

Cuando se omite la direccion de las flechas del carcaj () se obtiene un grafo () que se denomina
carcaj subyacente a (). Ademas, un carcaj () se dice que es conexo si su carcaj subyacente
() es un grafo conexo.
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Ejemplo 2.2.3. Dados @y = {1,2,3} y Q1 = {«, 5,7} de tal forma que:

S 3 2
s(B) =2 t(B) =1
S 1 3

Se obtiene el carcaj cuya representaciéon es:

2
/ \
1 . 3

para el cual su carcaj subyacente es:

2
/ \
1 . 3

Definicién 2.2.4. Sea () un carcaj y a,b € (), un camino P de a hasta b es una coleccién

de flechas y vértices de la forma:
P = (alay, as, ..., y|b),

en donde o € @y para todo 1 < k < [, ademds s(ay) = a, t(ag) = s(agy1) y finalmente
t(Oél) =b.

De esta forma, un camino de longitud [ > 1 es llamado ciclo si el vértice de partida coincide
con el vértice de llegada. Un ciclo de longitud 1 es llamado bucle. Ademas, cada punto
a € Qo tiene asociado un camino de longitud [ = 0, el cual se llama camino trivial en a,
denotado ¢, = (a | | a).

Definicién 2.2.5. Sea () un carcaj. El dlgebra de caminos K@ de () es la K-algebra cuyo
K-espacio vectorial correspondiente tiene como base al conjunto de caminos (a|aq, ag, ..., a;|b)
de longitud [ > 0 en Q. El producto de dos caminos (a|oy, ag, ..., ay|b) v (¢| 51, Ba, ..., B|d) en
K@ se define ast:

(a|a1, g, ..., Oél|b) (C|617 62a 7ﬁ’y|d) = 6bc(a|a1a Qg, ..., O, ﬁl?/BQ) sy 6”/|d)

Donde 0. denota el delta de Kronecker, es decir, el producto de dos caminos de K@) se
define como cero si t(oy) # s(f1) v es igual a la composicién de caminos oqy...q; 51 f2...5,

si t(ay) = s(f1)-

Ejemplo 2.2.6. Dados Qy = {1,2} y Q1 = {a} de tal forma que s(a) = 2 y t(a) = 1. Se
obtiene el carcaj cuya representacion es:
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En este se determinan tres caminos, « cuya longitud es 1 y los caminos triviales g1 y &s.
Ademas, en este carcaj no existen bucles, pues no hay flechas que conecten algin vértice
consigo mismo, tampoco existen ciclos, pues el tnico camino de longitud mayor a cero es
(2] a| 1)y s(a) # t(«). De esta forma el dlgebra de caminos K @) esté definida por el conjunto
base {1, €2, a}, en donde el producto de sus elementos es:

e1-a=0 €9 Q= -] =«
€1-69=0 €o-e1 =0 a-e9=0
€181 —=¢&1 E9 €9 = &9 a-a=0

Esta dlgebra K@) es isomorfa al dlgebra de matrices 2 x 2 triangulares inferiores:

1K) = [ ] =82 1abee ),

El isomorfismo es inducido por la aplicacién K-lineal:

er— [§9] g2 = [99] a—[99]

Los siguientes resultados y definiciones conciernen a la estructura de las algebras de caminos
con y sin relaciones. Mostrando en particular que las algebras de caminos son asociativas y
agregando las definiciones de ideal, ideal admisible, zocalo, radical y tope, considerando que
se hard uso de ellas para representar y analizar las dlgebras de los capitulos posteriores.

Lema 2.2.7. Sea ) un carcaj y KQ un dlgebra de caminos, entonces:

a) KQ es un dlgebra asociativa.

b) KQ tiene un elemento identidad si y sélo si Qg es finito.

c) KQ es de dimension finita si y sdlo si Q es finito y no tiene ciclos orientados.
Demostracioén.

a) El hecho de que K@ es un édlgebra asociativa se deduce directamente de la definicién que
se ha dado para la operacion producto, pues es la composicion de caminos y esta operacion
es asociativa.

b) Para la primer implicacién, se considera que cada camino trivial ¢, = (a||a) es un idem-
potente de K@, esto se puede ver como £ = (a||a)...(alla) = (a|la) = &,. De esta manera
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se tiene que si g es finito, Zaer £, es un elemento identidad para K(@Q); para ver esto, sea
a=>Y . Nw; € KQ, con w; caminos de (), con esto:

(Z ) o (Z ) <z )\iw,) S S e

a€Qo a€Qo a€Qop 1t

y para cada w; existe un unico a € )y que es el inicio del camino, se tiene que e, w; = w; y
gyw; = 0 para b # a, por lo cual:

(Z &?a) o= Aiw; = Q.

a€Qo

Para la otra implicacién, se parte de que @ es infinito y se supone que 1 = > ", A\w; es
una identidad de K donde \; son escalares diferentes de cero y w; caminos en Q). Sea @ el
conjunto conformado por todos los vértices que son origen de los w;, asi @ tiene a lo sumo
m elementos y es finito, al tomarse un elemento a € Qo — @, se tendria que ¢,1 = 0, lo cual
es una contradiccion.

¢) Si @ es infinito, entonces la base de K también lo es y por lo tanto K@) es de dimensién
infinita. Si w = ajas...qq es un ciclo en @), para cada t > 0 se tiene un elemento de la base
w' = (aqag...qq)t; asi que KQ es de nuevo de dimensién infinita. Inversamente, si @ es finito

y aciclico contiene sélo un nimero finito de caminos, por lo cual K@ es de dimensién finita.
O

Definicién 2.2.8. Sea () un carcaj finito y conexo, el ideal del algebra de caminos K@
generado por las flechas de @) recibe el nombre de ideal flecha de K y es denotado por
Ry o simplemente R.

Es importante tener en cuenta que para Rg existe una descomposicion en sumas directas de
la forma:

RQ = KQl @KQ2@...@KQm@...

del K-espacio vectorial Rg, donde K@, es el subespacio de K() generado por el conjunto
@, de todos los caminos de longitud m. En particular, el K-espacio vectorial asociado a R
es generado por todos los caminos en () de longitud m > 1. Esto implica que, para cada
m > 1 se tiene:

o= K

I>m
y por lo tanto, Rp) es el ideal de K'() generado, como un K-espacio vectorial, para el conjunto
de caminos de longitud > m.
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Definiciéon 2.2.9. Sea () un carcaj finito y Rg el ideal flecha del algebra de caminos K(Q).
Un ideal bilatero I de K@) se dice admisible si existe m > 2 tal que Rg CcCJC Ré.

Si [ es un ideal admisible de K@, el par (@, I) se dice que es un carcaj acotado. El algebra
cociente A = KQ/I se dice que es el dlgebra del carcaj acotado (Q, I).

Ejemplo 2.2.10. Para el carcaj Q:
2
/ \
A1 4
X /
3

El ideal I = (a8 — 70, S\, A?) es admisible, para ver esto hay que iniciar por analizar el
cumplimiento de la contenencia I C Ré. Esto se cumple ya que, los caminos que viven en
el ideal I contienen alguno de los productos: a3, v, B\ o A%, es decir, todos los caminos
pertenecen a Ré.

En cuanto a la contenencia R¢y C I, se cumple para m = 4. Esto se sustenta en el hecho de
que cada camino de longitud mayor o igual a 4 estd en I, de hecho se puede ver cada uno
de estos posibles caminos: Si el camino inicia en 1, 2 0 3 entonces contendrd al producto A3
y por tanto pertenece a I; si el camino inicia en 4 hay dos posibilidades, que contenga a\?
0 732 los cuales pertenecen a I, para el primer caso se tiene que S\ € I y para el segundo
caso YOA2 = Y0A2 — a2+ aBA? = (vd — af) A2+ aB)?, el cual pertenece a I. De esta forma
se concluye que R, € I € R y por tanto I es un ideal admisible para KQ.

Definicién 2.2.11. Sea () un carcaj finito. Una representacién K-lineal, o en otras palabras,
una representacion M de () es definida por las siguientes condiciones:

= A cada punto a en Qg se le asocia un K-espacio vectorial M,,.
= A cada flecha a: a — b en @)y le es asociada una aplicacién K-lineal o, : M, — M,,.
Cada representacién es denotada como M = (M,, ¢,).

Definicién 2.2.12. Para una representacién M = (M,, p,) se tiene que, si cada espacio
vectorial M, es de dimension finita, entonces la dimension de la representacion se define
como el vector dimensién dim M = (alimMa)ae 0
riales M,. En caso contrario la dimensiéon de la representacion sera infinita. Es decir, una

de las dimensiones de los espacios vecto-
0

representacion es llamada de dimensién finita si cada espacio vectorial M, es de dimensién
finita.
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Definicién 2.2.13. Sea A = KQ/I una K-algebra y sea M un médulo en mod A. El vector
dimension de M se define como el vector:

dimg Me,
dim M = :
dimgMe,,
en Z", donde ey, ..., e, son idempotentes ortogonales primitivos de A correspondientes a los
puntos 1,...,n de Q.

Definicién 2.2.14. Dadas dos representaciones M = (M, po) y M' = (M!,¢)) de @, un
morfismo (de representaciones) f : M — M’ es una familia f = (f,)scq, de aplicaciones
K-lineales (f, : M, — M])qcq, que son compatibles con la estructura de las aplicaciones ¢,,
esto es, para cada flecha a : a — b se tiene ¢!, f, = fypa, 0 equivalentemente, el siguiente
diagrama conmuta:

M, L M,

fa fb

/

/ Pa /
M M

El conjunto de todos los morfismos entre dos representaciones M y M’ se denota como
Hom(M,M'), el cual es un K-espacio vectorial [3]. Ademéds, un morfismo f = M — M’
es un isomorfismo si cada f, es biyectivo. La clase de todas las representaciones que son
isomorfas a una representacion dada M es llamada isoclase de M.

Ejemplo 2.2.15. Para el carcaj de Kronecker:

«
1 2
B
Se pueden considerar las representaciones:
4] [39)
M: K? K M K? K?
] [98]

En donde 1 indica la aplicacién identidad de K en K, dim M = (2,1) y dim M' = (2,2). Se
puede definir ademds un morfismo de M — M’ asf:
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—O
I

<
g

—
—O

En donde:

Por lo cual, efectivamente el diagrama conmuta. De hecho, dado que ya conocemos que existe
al menos un morfismo, se puede establecer Hom(M, M') de la siguiente manera:

Sea f = (f1, f2) un morfismo de M a M’, entonces f; y fo se pueden escribir en forma

= fo ] r= |

En donde a,b,c,d,z,y € K. Ahora, como f es un morfismo de representaciones entonces
J19a = 90'06]02 y f190[3 = go};fg, es decir:

1 R W R A 1

. . a x b 0
Lo cual implica que: = y = :
c Y d x

Con lo que se tiene que f es de la forma f = ([“ 0]7 [‘C‘]) De esta manera Hom (M, M') = K?

ca

matricial asi:

es un espacio vectorial de dimensién 2 con base:

o= {(5 16 9

Definicién 2.2.16. Sea () un carcaj finito. Las representaciones K-lineales de () definen una
categoria denotada Rep(Q). Se denota ademds por rep(Q) la subcategoria de Rep(Q) com-
puesta por todas las representaciones de dimensién finita. En particular, Rep(Q) y rep(Q)
son K-categorias abelianas [3].
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Ahora, dado que uno de los objetivos de la teoria de representaciones es clasificar todas
las representaciones de un carcaj () dado y todos los morfismos entre ellas, es importante
introducir la nocién de representacién indescomponible. Dicha definicién es dada a través de
la idea de suma directa que se presenta a continuacion.

Definicién 2.2.17. Sea M = (M;,¢,) y M’ = (M}, ¢l) representaciones de un carcaj @,
entonces la suma directa de M y M’ denotada M @& M’ es una representacion de () definida
de la siguiente forma:

MeM = (Mi@Mi,7 [ «Sa})

i€Qo,a€Q1

Esta definicién se puede extender a la suma de cualquier niimero finito de representaciones
que pertenecen a rep(Q).

Definicién 2.2.18. Una representacion M € rep(Q) es llamada indescomponible si M # 0
y M no puede ser escrita como suma directa de dos representaciones diferentes de cero, esto
es, cuando M =2 N @ L con N, L € rep(Q), entonces N =06 L = 0.

Ejemplo 2.2.19. Sea @) el carcaj:

1 2 3
Y sus representaciones:
M K L K 0 0
P (1) I

En donde 1 indica la aplicacion identidad. Entonces la suma directa de estas representaciones
M & M’ es la representacion:

100 00
K& K? [83%} K& K* {8%} 0@ K
la cual es isomorfa a:
P

De estas representaciones, M es indescomponible y M’ no lo es, dado que M’ es isomorfa
(pero no igual) a:
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(k——K—t—K)o(K——K—"0)

Ahora bien, para los fines de la teoria de representaciones son de gran importancia las repre-
sentaciones simples, proyectivas e inyectivas, pues el conocer las representaciones proyectivas
e inyectivas indescomponibles implica conocer todas las representaciones proyectivas e in-
yectivas.

Definicién 2.2.20. Para un vertice ¢ en un carcaj () sin ciclos orientados se tiene que:

» Una representacién simple en un vertice i se denota por S(i), esta representacién
S(l) = (S(i)ja SOa)jeQO,ate es tal que:

S(i)jZ{g( SZ: Z%j 0, = 0 para todo o € Q
st i=]

» Unarepresentacién proyectiva P(i) es aquella en la que P(i) = (P(7);, Pu) jcQo.0c0:
donde P(i); es el K-espacio vectorial que tiene por base al conjunto de caminos que
van de ¢ a j en @); es decir, los elementos de P(i); son de la forma ) A. ¢ donde
¢ recorre todos los caminos de i a j y A € K. Ademds, si j — [ es una flecha en
() entonces @, : P(i); — P(i); es la aplicacién lineal definida sobre las bases por la
composicién de caminos de i a j con la flecha j = [, es decir la flecha a induce una
aplicacion inyectiva entre las bases:

Base de P(i); — Base de P(i),
C= (“ﬁl?ﬁ?? ceey ,85|]) — ca = (Z|Bl7 527 --wBSa O~/|l)

con ¢, definido como:
Pa <Z)\C c) = Z)\C c o

» Una representacion inyectiva (i) es aquella en la que 1(z) = (1(7);, ¥u)jcQo.ac0: s
donde 1(7); es el K-espacio vectorial que tiene por base al conjunto de caminos que van
de j a i en Q; es decir, los elementos de /(7); son de la forma )\, ¢ donde ¢ recorre
todos los caminos de j a iy A. € K. Ademds, si j = [ es una flecha en ) entonces
0o+ 1(i); = I(3); es la aplicacion lineal, definida sobre las bases, que elimina la flecha
j 3 1 de aquellos caminos de j a ¢ que comienzan con a y enviando a cero los caminos
que no inician en «. Més precisamente, la flecha « induce una aplicacién sobreyectiva
f entre las bases asi:

Base de I(i); N Base de 1(7),
c = (jIB1, B2y -, Bsli) NN { (U|B2y ..., Bslt) st B =«

0 en otro caso
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con ¢, definido como:

Pa (Z)\c C) = ZAC f(C)
Nota 2.2.21.

1. La representacién proyectiva en el vértice ¢ es la representacion simple en el vértice ¢
si y solo si no hay una flecha o en @ tal que s(a) = i. Estos vértices son llamados
sumideros del carcaj (). Formalmente se definen asi:

S(i) = P(i) <= i es un sumidero en Q.

2. La representacion inyectiva en el vértice ¢ es la representacion simple en el vértice 7 si y
solo si no hay una flecha a en @) tal que t(«) = i. Estos vértices son llamados fuentes
del carcaj (). Formalmente se definen asi:

S(i) = I(i) <= i es fuente en Q.

Definicién 2.2.22. Para un A-modulo derecho M se tiene que el zécalo soc M es el médulo
semisimple generado por todos los submdédulos simples de M.

Definicién 2.2.23. El Top de un médulo M se define como top M = M /rad M.

Definicién 2.2.24. El Corazén de un moédulo proyectivo indescomponible P se define como
H(P) =radP/socP.

Definicién 2.2.25. Sea () un carcaj finito e I un ideal admisible de K'(). Una representacién
M = (M,, ¢.) de @ se dice acotada por I, o satisface las relaciones de I, si se tiene que:

¢, = 0, paratodaslasrelaciones p € I.

Si I es generado por el conjunto finito de relaciones {py, ..., pm}, la representacién M es
acotada por I siy solo si ¢,; = 0, para todo j tal que 1 < j < m.

Lema 2.2.26. Sea M = (M,, ¢,) una representacion acotada de (Q,I).
a) M es semisimple si y solo si g, =0 para cada o € Q.

b) soc M = N, donde N = (N,, 1) con N, = M, si a es un sumidero, mientras que:



18 2 Preliminares

Si a no es un sumidero, y Vo, = pa|n, = 0 para cada flecha o de origen a.

c) rad M = J, donde J = (Ja,Va) con Jo =D 0 0 lm(@a : My = M) ¥ Vo = Palja para
cada flecha o y origen a.

d) topM = L, donde L = (Lg,%s) con Ly, = M, si a es origen, mientras que L, =
Y avsa Coker(g « My — M,) si.a no es origen y o = 0 para cada flecha o y origen a.

Demostracién.

a) Este hecho se sustenta en que ¢, = 0 para cada o € Q1 si y solo si

M = @ S(a)dimKMa

a€Qo

b) Dado que ¥, = p4|n, entonces N es submédulo de M. Teniendo que v, = 0 para cada
« entonces N es semisimple. Sea S, un submodulo simple de M, entonces existe a € Qg tal
que S = S(a). Asi se tiene que para cada « : @ — b un diagrama conmutativo:

K = S5(a), S(a), =0
J |
M, M,

Pa

Entonces S(a), C Kery, para cada a: a — by por lo tanto S(a), C N,. Esto muestra que
S(a) € N y entonces N = soc M.

¢) Sea R el ideal flecha de K@. Dado que rad A = R/I es generado como un ideal bilatero
por el médulo de clases residuales I de las flechas o € ()1, de esta forma:

J=radM =M -radA=M-(R/I)= Y Ma.
ac@

Donde @ = a + I. Entonces para cada a € @ se tiene que J, = > Ma, donde la suma

se toma sobre todas las flechas que finalizan en a. Para cada flecha o : b — a se tiene:

Ma = Meya = My = po(My) = I,

ab—a

entonces la accion de ¢, corresponde a la multiplicacién a derecha por &, asi:

Jo = Z Im(pa : My — M,)

azb—a

y dado que J es un submdédulo de M se tiene que v, = @, -

d) Se obtiene como resultado de ¢) y del hecho que L = M /(M rad A) = M /rad A.

Ejemplo 2.2.27. Para el algebra de caminos A = K@) del carcaj Q:
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Sus representaciones simples son:

S(1)

N Nz

5(2)

= O\K/O = O\O/O

Ademas las representaciones proyectivas e inyectivas son:

P(l)= g K2 K2 P@3)= o K
% N

P(2)= K K P(4) = o 0
N %

)= g 0 1(3) = K2 K
% N

12)= K 0 0 1(4) = K2 K
% N

Al calcular el radical de los proyectivos se obtiene:

rad P(1) = K2 radP(2)= K

Nz N
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NV NV

De estas representaciones se observan algunas relaciones:

rad P(3) = K rad P(4) =

P(4) = S(4) = rad P(3) I(1) = 5(1)
Por lo cual el vértice 4 es un sumidero y 1 es un vértice fuente.

Nota 2.2.28. Cuando se analiza la estructura de las representaciones de un carcaj resulta
util la siguiente notacién que algunos autores [3,4,20] emplean para expresar de manera
abreviada dichas representaciones. En esta notacién, se omiten las flechas del quiver y se
cambian el K de cada vértice por el indice que le fue asignado en el carcaj. Si () es un carcaj,
Qo = [n] es su conjunto de vértices y M = (M;, ¢,) es una representacién indescomponible
de @ para la cual se tiene el vector dimensién dim M = (dy, da, ..., d,) (ver Definicién 2.2.13).
Se representa a M usando los digitos ¢ € [n] de tal manera que i aparece exactamente d;
veces. Ademads, se organizan los digitos de tal manera que si hay una flecha o : ¢ — j y su
respectivo morfismo asociado ¢, : M; — M; es no nulo, entonces el digito ¢ se coloca arriba
del digito j.

Para mostrar como funciona esta notacion, se puede ver como se expresan los proyectivos e
inyectivos del Ejemplo 2.2.27.

En ellos se encuentra como relacién que P(1) = I(4).

Definicién 2.2.29. Una K-algebra A de dimension finita se define como un algebra de tipo
de representacioén finita si el nimero de clases de isomorfismo de A-mdédulos derechos in-
decomponibles de dimension finita es finito. Una K-algebra A es de tipo de representacion
infinita si no es de tipo de representacion finita.

Ademads, Drozd [8] demostré que las algebras de tipo infinito se dividen a su vez en dos
clases disjuntas: algebras mansas cuyas representaciones indecomponibles pueden ser pa-
rametrizadas por varios parametros discretos y uno continuo y algebras salvajes para las
cuales la clasificacién de representaciones indecomponibles ocurren en familias de al menos
dos parametros continuos.
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Teorema 2.2.30. (Teorema de Gabriel. Parte 1, [36], Teorema 3.1) Un carcaj conexo es de
tipo representacion finita si y solo si su carcaj subyacente es uno de los diagramas de Dynkin

de tipo A, D o E que se presentan a continuacion.

A, = o o------O0——-0 m>1
D, = o o----—--O0——0 n>4
E¢ = o O T o

Oo———o0
O
O
O

o———o0
O




3 Algebras Biseriales Especiales

Las élgebras de la forma K@ /I que aparecen en el estudio de la teoria de representacién de
algebras mediante carcajes son complicadas y por lo tanto a menudo se consideran subclases
de ellas. Por ejemplo, para restringir la clase de algebras de dimensién finita, se pueden
imponer restricciones adicionales sobre I y (), como la cantidad de flechas que inician y
finalizan en cada vértice. La exploracion de dichas restricciones lleva en primera instancia a
las dlgebras de Nakayama (generalizacion de las dlgebras uniseriales [3,29]) y posteriormente
a las algebras biseriales.

Las algebras biseriales y biseriales especiales son objeto de un intenso estudio en el iltimo
siglo [21], pues a través de ellas se pueden analizar muchos aspectos de la teoria de repre-
sentaciéon de algebras, en particular y especialmente importante para el presente trabajo, en
la actualidad existe un renovado interés en ellas por su utilidad en el estudio de algebras
autoinyectivas desde las algebras de grafo de Brauer.

A lo largo de esta seccion se denota por A a una K-dlgebra y todos los A-mdédulos son, a
menos que se diga otra cosa, A-mddulos derechos finitamente generados.

Definicién 3.1. Un A-médulo M4 es uniserial si tiene una serie de composicion tnica.

Si M es uniserial, entonces también lo es cada submoédulo de M y cada cociente de M.
Ademas, el dual DM de M es A-moddulo izquierdo uniserial. Debido a que un médulo uniserial
M necesariamente tiene un top simple (y un zécalo simple), debe ser indescomponible.

En buisqueda de determinar de manera sencilla y natural cuando los médulos de una élgebra
de caminos son uniseriales, se presenta la definicion de algebra uniserial derecha y &dlgebra
uniserial izquierda.

Definicién 3.2. Un algebra A es uniserial derecha si cada A-moédulo proyectivo indes-
componible derecho es uniserial. Un algebra A es uniserial izquierda si cada A-mdédulo
proyectivo indescomponible izquierdo es uniserial.

De manera equivalente, A es uniserial derecha si cada A-mddulo inyectivo indescomponible
izquierdo es uniserial, y A es uniserial izquierda si cada A-mddulo inyectivo indescomponible
derecho es uniserial. Por lo tanto, un algebra A es uniserial derecha si y solo si su algebra
opuesta AP es uniserial izquierda. Mas atun, una K-algebra basica A es uniserial derecha si
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y solo si para cada vértice v de su carcaj asociado (4 existe como maximo una flecha de
origen en v (una descripcién detallada de estos hechos se encuentra disponible en [3]).

Ejemplo 3.3. Considere el dlgebra de caminos A = K@ cuyo carcaj () es:

1 2 3 4 5

Dado que, de cada vértice sale como maximo una flecha entonces A es uniserial derecha.
Ademas, AP es uniserial izquierda pues en su carcaj Q° se cumple la misma condicion:

1 2 3 4 5

De esta forma todos sus modulos proyectivos e inyectivos indescomponibles seran uniseriales.
Veamos cuales son:

13(1):1(5):%L PE) = I =1 [(4):%
. P = 1 -
P2) =1 P(5) =5 1(3) = 3

Ahora, la eleccion de este ejemplo radica en el hecho de que A pertenece al tipo especial de
algebras denominado como algebras de Nakayama, las cuales son una generalizacién de las
algebras uniseriales y se definen a continuacion.

Definicién 3.4. Un édlgebra A se denomina como algebra de Nakayama si tiene una serie
de composicién tnica como A-médulo.

Esto es, A es un algebra de Nakayama si es a la vez uniserial derecha e izquierda. Para estas
algebras se conoce el tipo de carcaj asociado que les corresponde, como se muestra en el
siguiente teorema.

Teorema 3.5. Un dlgebra bdsica y conexa A es un dlgebra de Nakayama si y solo si A =
KQ/I, con I un ideal admisible y Q) uno de los siquientes carcages.

a) 1 2 n b) 1 2 n

~_

Donde n > 1. Ademdas, A es un dlgebra de Nakayama si y solo si cada A-mddulo indescom-
ponible es uniserial. En el caso b) las dlgebras de Nakayama resultan ser auto-inyectivas.

Entendiendo que un algebra es auto-inyectiva si todo médulo proyectivo derecho es inyectivo
(una descripcién detallada de estos hechos se encuentra disponible en el capitulo V de [3]).

Ejemplo 3.6. Para el algebra de caminos A = K cuyo carcaj @ es:
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Con las relaciones affvé = fyde = vdea = deaf = eaffy = 0.

Al ser un dlgebra de Nakayama, es uniserial y su carcaj permite deducir que es auto-inyectiva.
Esto se puede ver a través de sus médulos proyectivos e inyectivos indescomponibles.

P(1) = I(4) = 2 P(3) = I(1) = 4 P(5) = I(1) = |
P(2)=1(5) = § P(4)=1(2) = ¢

Ahora que se han definido los médulos uniseriales y una generalizacion de dlgebras cuyos
modulos indescomponibles son uniseriales, se revisa qué sucede en un algebra con maédulos
biseriales.

Definicién 3.7. [14] Un élgebra A es biserial si para cada médulo proyectivo indescom-
ponible izquierdo o derecho P, existen submédulos uniseriales U y V' de P que satisfacen
rad P = U + V (no necesariamente suma directa), tal que U NV es cero o simple.

Definicién 3.8. [21] Un dlgebra A es multiserial si para cada A-mddulo derecho o izquierdo
P su radical rad P puede ser escrito como suma directa de médulos uniseriales Uy, ..., U;, de
manera que, si ¢ # j entonces U; N U; es cero o un A-mdédulo simple.

Ejemplo 3.9. Sea () el carcaj:

3«—F——2

19 a

5/ \1

Y el ideal admisible I = (apd — 7). Entonces para el dlgebra A = KQ/I se tiene que:

P(3) =1 P(4) = P(5) =5

[S1{S ] \V]

P(1)=13 4 P(2) =

Es decir, P(2), P(3), P(4) y P(5) son uniseriales, mientras que P(1) es biserial. Ademas,
como rad P(1) = P(2) + P(4) y P(2) N P(4) = S(5) entonces A es biserial.
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Con la intencién de estudiar las dlgebras biseriales y siguiendo con lo expuesto en las algebras
de Nakayama, surge de manera natural la idea de analizar si las algebras biseriales son
aquellas cuyo carcaj ordinario cumple que cada vértice es origen y finalizaciéon de méximo
dos flechas; sin embargo, la mayoria de algebras que cumplen esa condicion resultan salvajes,
por esta razén aparece la necesidad de establecer restricciones en las flechas que hacen parte
del carcaj, esto lleva al planteamiento de las dlgebras especiales biseriales.

Definicién 3.10. [4] Un algebra se llama especial biserial si es Morita equivalente a un
algebra de la forma K@Q/I que satisface:

= (S0) En cada vértice v de @ hay como maximo dos flechas que comienzan en v y hay
como maximo dos flechas que terminan en v.

» (S1) Para cada flecha « de @) existe como maximo una flecha § tal que a5 ¢ I y existe
como méaximo una flecha v tal que yo & I.

Ejemplo 3.11. El algebra A del Ejemplo 3.9 es especial biserial.

Ejemplo 3.12. Sea @ el carcaj:

p
1 5 2
5 v
a n
3
Y el ideal admisible I = (pn, na, ap, 0,76, 59, pB — da, ny — Bp, ad — yn). Entonces para
el dlgebra A = KQ/I se tiene que:

P(l)zzi?, P(2):321 P(3):1§2,

son moédulos biseriales, con radicales que pueden ser vistos como suma de sub-mdédulos
uniseriales de interseccion cero:

rad P(1) = % +3 rad P(2) = 3 +1 rad P(3) = 1 +2,
por lo cual A es biserial. Ademads, es biserial especial pues cumple (S0) y (S1).

Ejemplo 3.13. Sea @ el carcaj:

y P
N A
3

Y el ideal admisible I = (fn, af — ayd). Entonces para el dlgebra A = KQ/I se tiene:
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P(4) = ¢ P(5) =5.
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I
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Es decir, P(1), P(3), P(4) y P(5) son m6dulos uniseriales, mientras que P(2) es biserial.
Para este dltimo su radical es suma de dos sub-moédulos uniseriales de intercepcién simple:

rad P(2) = g + 4.

Por lo cual A es biserial. Sin embargo, no es biserial especial pues cumple (S0) pero no (S1).
Especificamente, para a se tiene que a8 y ay no pertenecen a I.

Este ultimo ejemplo muestra que el ser biserial no implica ser biserial especial, no obstante,
los demas ejemplos dejan la inquietud de la veracidad de la implicacién contraria, esto se ve
a traves del siguiente teorema.

Teorema 3.14. [40] Las dlgebras especiales biseriales son biseriales.

Demostracién. Toda flecha o = ¢; < ¢; en @) determina un tnico camino w = ay ... @
a1, ap = «, el cual es maximal en el conjunto de todas los caminos u que no estan en [
comenzando en «, y cualquier camino u de este tipo es un subcamino de w. Entonces el
submodulo A(a + I) de rad Ae; es uniserial y, por (S0), rad Ae; es la suma de a lo sumo
dos médulos uniseriales.

Ahora, al suponer que se tienen dos caminos paralelos u = a,, - - - a1 y v = By -+ - B2 b1
iniciando en e;, ay # B, tal que A(u + I) = A(v+ I) # 0. Entonces por (S1) se tiene que
Qp # Bm, y se afirma que A(u+ I) = K(u+ I) C soc Ae;. Asi que se asume yu ¢ I para
alguna flecha v en Q). Como A(u+ I) = A(v+ I) es un médulo uniserial, se puede ver que
por (S1) el punto final de 7 es el segundo factor superior de A(u + I), y asi se tiene que
v ¢ I, pero entonces ambos Yo, y 75, no pertenecen a I, contrario a (S1), con lo cual la
afirmacién estd probada. Dado que las condiciones (S) son simétricas a derecha e izquierda,
A es biserial.

La prueba de este teorema de hecho demuestra lo siguiente.

Corolario 3.15. Si el carcaj (Q,I) satisface las condiciones (S0) y (S1), entonces I es
generado por un conjunto de caminos y un conjunto de elementos u; — c;v;, donde u; y v;
son caminos paralelos distintos y ¢; es un elemento distinto de cero en K. Para tal relacion
K(u+I) se encuentra en el zécalo izquierdo y derecho de A = KQ/I.

Pese a que en general no es cierto el reciproco del Teorema 3.14, si se cumple en el caso en
que el algebra es estandar autoinyectiva [32], recordando que se considera que un &lgebra es
estandar si es isomorfa a @A para alguna categoria finita estandar A; es decir, el dlgebra es
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isomorfa a una A categoria que admite un cubrimiento de Galois R — A con R simple y
conexa. Otro caso en el que se cumple el reciproco es cuando el algebra es biserial distributiva
[40], aclarando que Ringel demostré que si un élgebra A es de representacion finita entonces
es distributiva [33].

Ejemplo 3.16. El algebra A del Ejemplo 3.13 es biserial simple y conexa, por tanto estandar,
pero no es autoinyectiva, por lo tanto no es especial biserial.

Ejemplo 3.17. Sea () el carcaj:

(1 R D 37

Con relaciones a? = % = 0, entonces:

P(1) =} P(2) =1 P(3) = 3.
Como los proyectivos indescomponibles son uniseriales, el algebra A = KQ/I es biserial
y ademas es distributiva por ser de tipo representaciéon finita. De esta forma el algebra es

especial biserial.
Teorema 3.18. Las dlgebras especiales biseriales son de tipo representacion manso.

La demostracién de este teorema se puede ver en el trabajo de Wald y Waschbiisch [43],
quienes clasificaron todos los médulos indescomponibles de las algebras especiales biseriales
y al hacerlo mostraron que estas algebras son siempre de tipo manso.

Ahora, cada K-algebra especial biserial de dimensién finita es factor de una simétrica, de ahi
lo especial de las algebras especiales biseriales, pues al ser cocientes de algebras simétricas,
resulta que estas algebras simétricas son nuevamente biseriales. Esto es expresado mediante
el siguiente teorema.

Teorema 3.19. [43] Toda dlgebra especial biserial es factor de un dlgebra especial biserial
simétrica.

Demostracion. Sea A un algebra especial biserial, en esta demostracion construiremos un
algebra especial biserial simétrica Ag a partir de A, con la claridad de que Ag no esta
determinado unicamente por A.

Para iniciar, es necesario extender la nocién de camino a lo siguiente. Una tripla 7' = (Q, I, v),
en donde (Q, I) es un carcaj acotado y v € ) es un camino (o un ciclo), es llamada camino
lineal (respectivamente ciclico) si A = KQ/I es de dimensién finita y satisface que: (1)
Cada flecha o € ()1 ocurre exactamente una vez en v y v se relaciona como maximo dos
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veces a través de cada vértice de ). (2) Para cada par de flechas «, 8 € @)1 que se pueden
componer, la composicién af vive en [ si y solo si fa no esta en un sub-camino de v.

Sea A = KQ/I donde (Q, ) es un carcaj acotado especial e I = {T,, = (Qu, L4, Vo), € Q C
@1} el conjunto de caminos de (@, I). Se asigna ahora alguna numeracién a los caminos, por
ejemplo I = {T1,...,T; }, T; = (Q;, I;,v;) para 1 < i < ¢, tal que para algin 0 < s < ¢ se
tiene que v; es un ciclo o un camino cerrado para 1 < ¢ < s, mientras que v; no es cerrado
para s +1 <3¢ <t.

El primer paso es presentar al dlgebra A como factor de un algebra especial A’ cuyos caminos
contienen ciclos o caminos cerrados. Esto se puede hacer por inducciéon sobre el nimero
n =t — s de caminos no cerrados v;, n = n(A).

Sean a; y b; el punto inicial y final de v; respectivamente, s +1 <1 < t.
Caso 1. Hay caminos que se pueden componer, digamos, Vi1, Uri2, .-, Upim, M > 2.

Si la composicién v de ellos es un camino cerrado, se define una nueva élgebra A’ = KQ/I'
donde I’ es obtenido de I borrando las relaciones:

Bidiz1, r+1<i<r+m-1 y Bymar+1

Donde «; es la primera y f3; la iltima flecha en el camino v;. Entonces A’ es especial biserial,
A es un factor de A’y n(A") =t — (s +m) < n(A).

Si v no es cerrado, se puede asumir que ningin otro camino v;, ¢ > r+m, se puede componer
con v. Esto implica que méximo una flecha de @) tiene dominio by, y a lo més una flecha
de @ tiene rango as.;. Entonces se puede agregar una nueva flecha ~ : bs,,, = asy1 y con
las relaciones apropiadas I’ en el nuevo carcaj ', nuevamente se obtiene un algebra especial
A’ de manera que A es un factor de A’ y n(A") =t — (s +m) < n(A).

Caso 2. Los caminos v;, s + 1 <17 < t, no se pueden componer.

En este caso nuevamente se puede agregar una nueva flecha v : b, — a1 y se obtiene un
algebra A’ como antes con n(A") =n(A) — 1.

Se puede asumir ahora que los caminos v, en T,, o € €2, de A son ciclos o caminos cerrados.
Se define vg := v, para cada flecha 8 ocurriendo en v, y se denota por m el indice de
nilpotencia del rad A. Para cada vértice a de () y cada flecha o con dominio a se denota
COmMo 7, €l camino cerrado que inicia en a, con a recorriendo m veces a través de v, y
finalizando en a. Al considerar el ideal I, de K () generado por todos los elementos que tiene
alguna de las siguientes formas:

(i) Sa, donde Ba no es subcamino de vy,
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(i) Todos los caminos que contienen propiamente un camino vg q,
(iii) Todas las diferencias v, o — V48, donde a # [ son flechas con el mismo dominio a.
De esta manera el algebra A; := KQ/I es especial biserial y tiene al dlgebra A como factor.

Finalmente, se puede observar que Ag es también simétrica mediante la aplicacion lineal
¢ Asg — K dada sobre las clases residuales de caminos v asi:

o(v+ 1) =1 si V=1, para algin a =a -+ b€
o(v+ I5) :== 0 en otro caso.
© no se anula en ideales derechos o izquierdos diferentes de cero pero si en los conmutadores,

porque para dos caminos u y v que se pueden componer en () se tiene que u - v = v,, para
alguna flecha a = a — b si y solo si v - u = v., para alguna flecha v = c — d.

O

Explorando los cocientes entre algebras biseriales simétricas aparecen relaciones directas con
las denominadas algebras de grafo de Brauer, las cuales se presentan en el Capitulo 4.
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La clasificacion de algebras segin sean de tipo representacion finita, mansas o salvajes ha
permitido diversos desarrollos en la estructuracién de las algebras de dimensién finita, las
cuales suelen entenderse muy bien y sirven de ejemplos y casos de prueba para la generacion
de nuevas ideas y conjeturas en la teoria de representacion de algebras. Con las algebras de
tipo representacion infinito, en el caso de ser mansas ain se conservan regularidades y aspec-
tos estructurales que permiten establecer conjeturas y resultados; sin embargo, al pasar a las
algebras salvajes el estudio de sus propiedades resulta mucho mas complejo. En este sentido,
toman importancia las dlgebras de grafo de Brauer, las cuales son de tipo de representacién
manso y cuya teoria de representacion esta codificada por datos combinatorios basados en
grafos, pues éstas pueden ser generalizadas a las denominadas algebras de configuracién de
Brauer que usualmente resultan de tipo de representacién salvaje [20].

4.1. Algebras de Grafo de Brauer

Las algebras de grafo de Brauer se originan en la teorfa de la representacion modular de
grupos finitos, especificamente en el trabajo de Janusz [24] en donde aparecen bajo la forma
de algebras de arboles de Brauer, para luego ser definidas a modo general por Donovan
y Freislich [7]. A continuacién se presentan algunas definiciones y teoremas fundamentales
sobre las algebras de grafo de Brauer, los cuales son tomados del trabajo de Assem y Trepode
[4].

Definicién 4.1.1. Un grafo de Brauer G es una tupla G = (Gy, G, m, Q) donde:

» (Go,Gy) es un grafo conectado finito (no orientado) con un conjunto de vértices G y
un conjunto de aristas Gj.

» m: Gy — Z-g es una funciéon llamada multiplicidad o funcién de multiplicidad
de G.

= O es llamado orientacion de GG y esta dado, para cada vértice v € Gy, por un orden
ciclico de las aristas incidentes sobre v, de modo que si v es un vértice incidente en
una arista simple ¢ entonces: si m(v) = 1 el ordenamiento ciclico para v esta dado por
i, y si m(v) > 1 el ordenamiento ciclico para v estd dado por i < i.
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Definicién 4.1.2. Para un grafo de Brauer se denota como val(v) a la valencia del vértice
v € (G, definiendose como el nimero de aristas en G incidentes en v, con la convencién de
que un bucle se cuenta dos veces.

Definicién 4.1.3. Un arbol de Brauer es un grafo de brauer G = (G, G, m, O) tal que
(Go, G1) es un arbol y m(v) = 1 para todos excepto un v € Gj. Ademas, para una arista i
con vértice v, se dice que estd truncada en v si m(v)val(v) = 1.

Ejemplo 4.1.4. Sea el grafo de Brauer G = (Gy, Gy, m, O), tal que:

» m(i) =1 para todo i € Gy.

El orden ciclico de los vértices incidentes en a es 2, val(a) = 1.

El orden ciclico de los vértices incidentes en b es 1, val(b) = 1.

El orden ciclico de los vértices incidentes en c es 1 <2 < 3 < 1, val(c) = 3.

El orden ciclico de los vértices incidentes en d es 3 <4 < 5 < 3, val(d) = 3.

El orden ciclico de los vértices incidentes en e es 4, val(e) = 1.

El orden ciclico de los vértices incidentes en f es 5, val(f) = 1.

Entonces su representacion es:

Definicién 4.1.5. (Carcaj de un grafo de Brauer) Dado un grafo de Brauer G =
(Go, G1,m, ), se define un carcaj Q¢ = (Qo, Q1) de la siguiente forma. El conjunto de
vértices )y esta dado por el conjunto de aristas GG de G, denotando el vértice en )y con i de
acuerdo a su correspondiente arista ¢ en (G;. Las flechas en () son inducidas por la orientacién
O. Maés precisamente, sean ¢ y 7 dos aristas en GGy incidentes con un vértice comun v y tal
que j es un sucesor directo de ¢ en el orden ciclico de las aristas en v, entonces hay una flecha
a:i— jen Qg. Cada vértice v € Gy tal que m(v)val(v) > 1 da inicio a una flecha de ciclo
orientado C, en )¢, la cual es Unica hasta la permutacién ciclica. Se denomina a C, como
ciclo especial en v.
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Ejemplo 4.1.6. El carcaj asociado al grafo de Brauer del Ejemplo 4.1.4 es:
1 5
X /
ai 3 B2
2 4

Definicién 4.1.7. Un ideal de relaciones I en K@) es generado por tres tipos de relaciones:

Relacién tipo I: Cy" @ _ c ) Para todo i € Qo v para todos los i-ciclos especiales C,, y
Cy de vy v tales que v y v’ no son truncados.

Relacion tipo II: C’Zn(v)al. Para todo i € QQy, todo v € Gy y donde C,, = ajasag - - -, €8
algun -ciclo especial.

Relacion tipo III: afS. Para todo a, 5 € Q)1 tal que a5 no es una subtrayectoria de algun ciclo
especial, excepto si @ = [ es un bucle asociado al vértice v de valencia uno y multiplicidad
m(v) > 1.

Definicién 4.1.8. El dlgebra Ag = KQ¢/Ig es llamada Algebra de un Grafo de Brauer
asociada al Grafo de Brauer G.

Ejemplo 4.1.9. El conjunto de relaciones I que definen el algebra del grafo de Brauer
B = KQg, /I, correspondente al Ejemplo 4.1.4 son:

Ciclos especiales en c: 1-ciclo ajasag, 2-ciclo asazay v 3-ciclo agayas.

Ciclos especiales en d: 3-ciclo (818503, 4-ciclo (2830, v b-ciclo (3081 5s.

Relaciones tipo I: azaqcg — B15253.

Relaciones tipo II: (cyasas)ay, (agasan)as, (asaras)as, (815203) 01, (B28361) 82y (835182)Ps-
Relaciones tipo III: a3 v P3as.

Si analizamos los modulos proyectivos indescomponibles del dlgebra B encontramos que son:
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Es decir, B es biserial. Lo cual no es casual, para mostrar esto se presentan a continuacién dos
teoremas que relaciénan las algebras de grafo de Brauer con las algebras especiales biseriales.
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Teorema 4.1.10. Dado un grafo de Brauer G = (Ggy, Gy, m,O) su dlgebra de grafo de
Brauer asociada Ag = Kg/Ig es un dlgebra simétrica de dimension finita.

Demostracion. Para iniciar, se puede mostrar que el ideal I5 es admisible. Para esto,
al tomar la definicién de un ciclo especial C,, se tiene que cada [(C,) > 1 o m(v) > 1.
Entonces, I¢ C KQ? Ademss, de las relaciones de tipo I, II y III se tiene que, para N =

m(v))

mazyec, [(Cy ), cada camino p in @ con I(p) > N + 1 es tal que p € I.

Ahora, para mostrar que Ag es simétrica, se define la funcién lineal simétrica f : Ag — K
en la cual:

1, st p= o paraalginv € Gy
fo)=14,
, en otro caso

De esta forma, no tiene ideal izquierdo diferente de cero en el kernel y como consecuencia
Ag es simétrica.
O

Teorema 4.1.11. Sea KQ/I una K-dlgebra de dimension finita. Entonces KQ/I es un
dlgebra especial biserial simétrica si y solo si KQ/I es un dlgebra de grafo de Brauer.

Este teorema fue demostrado por Roggenkamp [35] quien determiné que si el carcaj asociado
a un algebra biserial simétrica A no tiene flechas dobles, entonces A es un algebra de grafo de
Brauer, esto fue retomado por Schroll [38] (Teorema 1.1) quien demostré que este resultado
se mantiene para cualquier carcaj asociado a un algebra biserial simétrica. Este resultado
también es expuesto por Aihara [1] (Proposicién 1.2) de la siguiente manera.

Proposicion 4.1.12. Las dlgebras de grafo de Brauer son especiales biseriales.
Con la Proposicién 4.1.12 y el Teorema 3.17 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.1.13. Las dlgebras de grafo de Brauer son de tipo representacion manso. El
algebra de un grafo de Brauer es de tipo representacion finita si y solo si es un dlgebra de
arbol de Brauer.

4.2. Algebras de Configuracién de Brauer como
Generalizacién de las Algebras de Grafo de Brauer

Las élgebras de configuracién de Brauer fueron propuestas por Green y Schroll en [20] como
una generalizacion de las algebras de grafos de Brauer, mostrando que, asi como a cada grafo
de Brauer le corresponde un algebra de grafo de Brauer, para cada configuracion de Brauer
existe un algebra de configuracién de Brauer asociada. Exponiendo ademas que, subyacente
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a cada algebra de grafo de Brauer hay un grafo finito con una orientacion ciclica de las aristas
en cada vértice y una funcién de multiplicidad [37]. La construccién de un élgebra de grafo
de Brauer es un caso especial de la construccién de un algebra de configuracion de Brauer
en el sentido de que cada grafo de Brauer es una configuraciéon de Brauer con la restriccién
de que cada poligono es un conjunto con dos vértices. A continuacién se detallan algunos
elementos de las dlgebras de configuracién de Brauer expuestos en [4,13,20,31].

Definicién 4.2.1. Una configuracion de Brauer I' es una cuadrupla de la forma I' =
(To, Ty, i, O) en donde:

(B1) T’y es un conjunto finito cuyos elementos son llamados vértices.

(B2) I’y es una coleccién finita de multiconjuntos llamados poligonos. En este caso, si
V € I'; entonces los elementos de V' son vértices posiblemente con repeticiones, occ(a, V')
denota la frecuencia del vértice a en el poligono V' y la valencia de a denotada val(a) es
definida de tal manera que:
val(a) = Z occ(a, V).
Vel

(B3) u es una funcién de valor entera tal que p : I' = N, donde N denota el conjunto de
enteros positivos, ésta es llamada funcién de multiplicidad.

(B4) O denota una orientacién definida sobre I'y que es una eleccién, para cada vérti-
ce a € 'y, de un orden ciclico de los poligonos en los que a aparece como vértice, in-
cluidas las repeticiones, se denota S, tal coleccion de poligonos. Mas especificamente, si
So = {V/ VL) VY es la coleccién de poligonos donde el vértice a ocurre con
a; = occ(a, Vi) y Vi(ai) lo que significa que S, tiene «; copias de V;, entonces una orienta-
cion O es obtenida dotando de un orden lineal < a S, y anadiendo una relaciéon V; < Vi,
si V4 =min S, y V;, =max S,. De acuerdo con este orden, las «; copias de V; pueden ser
ordenadas como Vi; < Vo; < ... < Vig,—1); < Va,i ¥ Sa puede ser ordenado en la forma

Vl(al) < ‘/2(042) < < V(ioi(lt)fl)) < V;(Oét)‘

(B5) Cada vértice en I'y es un vértice en al menos un poligono de T'y.

(B6) Cada poligono tiene al menos dos vértices.

(BT7) Cada poligono en I'; tiene al menos un vértice a tal que pu(a)val(a) > 1.

El conjunto (S,, <) es llamado secuencia sucesora en el vértice . Ademads, un vértice

a € 'y es llamado truncado si pu(a)val(a) = 1, esto es, a es un vértice truncado si ocurre
exactamente una vez en exactamente un V' € I'y y u(a) = 1. En caso contrario el vértice
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serda no truncado.

Nota 4.2.2. Sea I' = (I'g, ', pt, O) una configuracién de Brauer, I" se dice disconexa si
existen dos configuraciones de Brauer IV = (I'f,, I}, i/, O") y T” = (T, ', i, O") tales que:

1. {T}, T4} es una particién de T'.

2. Para cada poligono V' € I', los vértices de V' estan todos en I'jj o estdn todos en I7j.
3. {I'},T'!} es una particién de T';.

4. 1 (respectivamente p”) es una restriccién de p para I'fy (repectivamente I'f)).

5. Las orientaciones O’ y O” son inducidos por O.

En este caso, se tiene que I' = IV U T". En otro caso se dice que I' es conexo.

Definicién 4.2.3. El Carcaj Qr = ((Qr)o, (Qr)1) de una configuraciéon de Brauer se define
de tal manera que el conjunto de vértices (Qr)o = {v1,vs, ..., v} de Qr estd en correspon-
dencia con el conjunto de poligonos {Vi, Vs, ..., V;,,} en I'y, notando que hay un vértice en
(Qr)o para cada poligono en I'y.

Las flechas en Qr son definidas por la secuencia sucesora. Esto es; hay una flecha v; — v;11 €
(Qr); siempre que V; < Vi1 en (S,, <) U{V; < V;} para algin vértice no truncado a € T'y.
En otras palabras, para cada vértice no truncado o € I'y y cada sucesor V' de V en «, hay
una flecha de v a v' en Qr donde v y v' son vértices en Qr asociados a los poligonos V' y V'
en Iy, respectivamente.

Definicién 4.2.4. Un Algebra de configuracion de Brauer Ar asociada a una con-
figuracion de Brauer I' es definida expresando a Ar como el algebra de caminos acotada
Ar = KQr/Ir, donde Qr es el carcaj asociado a I' y Ir es el ideal en KQr generado por el
siguiente conjunto de relaciones pr de tipo I, II y III.

Relaciones tipo 1. Para cada poligono V = {ay,...,a;,} € T'1 y cada par de vértices no
truncados a; y o; en V, el conjunto de relaciones pr contiene todas las relaciones de la forma
CHe) — @) donde C' es un ay-ciclo especial y C” es un aj-ciclo especial.

Relaciones tipo II. Todos los caminos de la forma C*®q donde C es un a-ciclo especial y a
es la primera flecha en C.

Relaciones tipo II1. Relaciones monomiales cuadraticas de la forma ab € KQr donde ab no
es un subcamino de ninguin ciclo especial a menos que a = b y a sea un bucle asociado a un
vértice de valencia 1y pu(a) > 1.
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Desde este punto, a menos de que sea necesario para evitar confusién, se notard A, I y p
en lugar de Ar, It y pr a las dlgebras de configuracion de Brauer, el ideal y conjuntos de
relaciones, respectivamente, definidas para una configuraciéon de Brauer T'.

4.3. Algunas Propiedades de las Algebras de
Configuracion de Brauer

En esta secciéon se presentan algunos resultados correspondientes al algebra de configuracién
de Brauer, en especial, que estas algebras son multiseriales [20], as{ como las expresiones que
permiten calcular su dimensién y la dimensién de su centro [39].

Definicién 4.3.1. Dada una configuracién de Brauer I' = (I'g, 'y, , O), se dice que I' es
reducida si y solo si cada poligono V' en I'y satisface una de las siguientes condiciones:

(i) V no contiene vértices truncados.
(ii) V es un 2-gon con un vértice truncado.
En donde 2-gon se refiere a un poligono de 2 vértices.

Proposicién 4.3.2. Sea Ar un dlgebra de configuracion de Brauer asociada a una configu-
racion de Brauer I'. Suponga que o € I'y es un vértice truncado en un poligono Ve l'y y V
es un d — gon, d > 3. Sea I el dalgebra de configuracion de Brauer obtenida al remover el
vértice . Entonces la configuracion de Brauer Ar asociada a IV es isomorfa a Ar.

Demostracion. Dado que « es u vértice truncado, existe un tinico poligono, digamos V' € I';
es donde « es vértice. Ademads, dado que « es truncado no existen a-ciclos especiales. Por lo
tanto, no se crean flechas en el carcaj de A por «, es decir, los carcaj Ay A’ son los mismos.
De manera similar, los ideales de relaciones se consideran los mismos, por lo cual se obtiene
lo que se queria demostrar.

0

Proposicién 4.3.3. Sea A = KQ/I un dlgebra de configuracion de Brauer asociada a
una configuracion de Brauer I' y sea V € T'y, a € T'g un vértice no truncado en I'y que
ocurre en V. Sea C = a1as...0pq1(a) un a-ciclo especial en v y C' la permutacion ciclica
Aji1--Oyal(a)d1..-Qj. S€a p = aias...aj, para algin 1 < j < wval(a) — 1, 2 = C°p y y = pC”,
para algin 0 < s < p(a). Entonces:

(1) @i # aj, parai # j.
(2) T # 0.

(3) Sia es una flecha en Q, entonces Ta # 0 si y solo si a = aj41.
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(4)y #0.

(5) Sia es una flecha en Q, entonces @y # 0 si y solo si a = Gyqi(a)-

Demostracién. Parte (1) se obtiene del hecho que, si a es una flecha en @) entonces hay un
Unico vértice no truncado o € I'y y un tnico a-ciclo especial C' tal que a es la primera flecha
en C. En particular, no hay flechas repetidas en un ciclo especial. Ahora, las relaciones tipo
IT y III son caminos monomiales y las tipo I son diferencias D*(®) — D'*®) donde D y D’
son a-ciclos especiales para algin a € I'y. Entonces, x y y no tienen subcaminos del tipo II
o III, por lo cual se cumplen (2) y (4). De manera similar, si a # a;;1, entonces a;a es del
tipo de relacién III y por tanto (3) se cumple. Finalmente, si a # ayq(a) €ntonces aa; es del
tipo de relacién III y se cumple (5).

O

Lema 4.3.4. Sea A = KQ/I un dlgebra de configuracion de Brauer asociada a una confi-
guracion de Brauer I'. Sea C un ciclo especial y p un camino de longitud > 1 en Q) tal que
la primera flecha de p es la primera flecha en C. Entonces p # 0 si y solo si p es un prefijo

de CH@),

Demostracion. Dado que la primera flecha de p = a; - - - a,, es la misma que la primera
flecha de C', cada p es prefijo de C*® para algin s o existe una ¢ tal que a; es una flecha en C
pero a;a; 41 no esta en C. Primero, si a;a;,1 no estd en C', entonces a;a;,1 no esta en ningun
ciclo especial por la Proposicién 4.3.3 parte (3), entonces a;a;,1 es una relacién de tipo 111

yp=0.

Al tomar ahora que C' es un a-ciclo especial para algtin vértice no truncado o € I'g y suponer
que p es prefijo de C*, entonces cada [(p) < I[(CH) o I(p) > I(C**). Primero, al asumir
que [(p) > [(C*®), entonces p contiene C*(®a, la cual es una relacién de tipo II y por tanto
p = 0. Ahora, al tomar I(p) < [(C*®)), se tiene que p no contiene relaciones del tipo II o III.
Por el supuesto de la longitud, las relaciones de tipo I no afectan p y se obtiene que p # 0.
Lo cual completa la prueba.

O

Proposicién 4.3.5. Sea A = KQ/I un dlgebra de configuracion de Brauer asociada a una
configuracion de Brauer I'. Entonces I es un ideal admisible y A es un dlgebra simétrica.

Demostracion. Por los tres tipos de relaciones presentadas en la Definicién 4.2.4 se obtiene
que I estd contenido en J? (siendo J el ideal bilatero de K@ generado por las flechas en Q).
Ahora, al considerar el conjunto:

S = {CM|q es un vértice no truncado y C es un a-ciclo especial},

y N = max u@es([(C*®)) + 1. Si p es un camino de longitud N, entonces p no puede ser
prefijo de ningun elemento en S. Ademas, cada flecha en @ es el prefijo de algin ciclo en
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S, esto combinado con el Lema 4.3.4 permite deducir que p = 0; esto es, p € I, por lo cual
JN C Iy de este modo I es admisible.

Ademas, por el Lema 4.3.3 se tiene que el zécalo de A es generado por los elementos de S.
De hecho, para cada V' € I'y, al elegir un vértice no truncado o de V' y un a-ciclo especial

en v, Cy, en @, se tiene que {C{j(a) |V €'y} forma una K-base del z6calo bilatero de A.

Para mostrar que A es un algebra simétrica, sea ¢ : A — K una aplicacién K-lineal definida
asi: sea p un camino en (), entonces ¢(p) = 1 siysolosip e S. Sip ¢ S, ¢(p) = 0. En ella
se tiene que ¢(ab) = ¢(ba) y ademds el Ker ¢ no contiene ideales izquierdos o derechos, esto
por la descripcién de K-base del zocalo bilatero de A y por el hecho de que ¢ es 1 sobre
elementos de S. De esta forma se tiene que A es simétrica.

O

Proposicién 4.3.6. Sea A = KQ/I un dlgebra de configuracion de Brauer asociada a una
configuracion de Brauer I'. Para cada V € T'y, al elegir un vértice no truncado o de V' y

exactamente un a-ciclo especial Cy en v, se tiene que para:

» A= {p|p es un prefijo propio de algiin C*® donde C es un a-ciclo especial}.

« B={CHY|V er,}.

Se cumple que AU B es una K-base de A.

Demostracién. En la demostracion de la Proposicién 4.3.5 se mostré que {C(j(a)\V eI}
es una K-base del zocalo de A. Ademas, cada flecha es el inicio de un ciclo especial, asi que
por el Lema 4.3.3 y el hecho de que las tnicas flechas que afectan los subcaminos propios de
los ciclos especiales son las relaciones monomiales (tipo II y tipo III), la proposicién queda
demostrada.

OJ

Proposicién 4.3.7. Si I' es una configuracion de Brauer conexa, entonces el dlgebra de
configuracion de Brauer asociada a I' es indescomponible como dlgebra.

Demostracion. Para iniciar se muestra que si un algebra de configuracion de Brauer es
descomponible, entonces la configuracion de Brauer es disconexa. Suponga que I' es una
configuracion de Brauer con algebra de configuracién de Brauer asociada A, que ademés
A es descomponible y A =2 A’ x A”. Sean @), Q' y Q" los carcajes asociados a A, A"y A",
respectivamente, entonces () es la unién disjunta de Q' y Q". Sea T = {V € T'1| el vérticeen Q)
asociadoa VestaenQ'} y T = {V € I'1]el vértice en () asociado a V estaen Q" }, entonces T'U
T'=T,yTNT =0.
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Sea A el conjunto de vértices de los poligonos en Ty B el conjunto de vértices de los poligonos
en T". Entonces se tiene que A N B = ). De hecho, suponga que existe un vértice a € T
que es vértice de un poligono V € T y de un poligono V' € T’. Entonces tanto V' como V'
ocurren en la secuencia sucesora en «. Por lo tanto, si C' es un a-ciclo especial, tanto v como
v’ ocurren como vértices en C'. Esto contradice el hecho de que no hay caminos de v a v' en
el carcaj de A, ya que v es un vértice en Q' y v’ es un vértice en QQ”. Por lo tanto, por la
condicién (B5) en la Definicién 4.2.1, se obtiene una particién de I'o = AU B.

Lo siguiente, es mostrar que I' es disconexa, esto se puede ver por contradiccién. Suponga
que I' es conexa, entonces I'y = TUT', TNT' =0, Ty = AUBy ANB =0, para que I'
sea conexa debe existir algin poligono V' que tenga vértices tanto de A como de B; es decir,
existe un poligono V € I'y, « € Ay 8 € B, tal que a y 3 son vértices de V. Esto es una
contradiccién pues T'NT" = (). Por lo cual, I" es disconexa.

O

Teorema 4.3.8. Sea A un dlgebra de configuracion de Brauer asociada a una configuracion
de Brauer reducida I'. Sea P un A-mdédulo proyectivo indescomponible asociado a un d— gon
V. Se define un entero r estableciendo que v = d si todos los vértices V' son no truncados y
r=1sV es un 2 — gon con un vértice truncado. Entonces, el rad P es la suma de los r
A-mddulos uniseriales Y, U1 (C) donde C se mueve sobre los a-ciclos especiales en v para
cada vértice no truncado o de V.. Sir > 1, entonces U; N Uj es el zécalo simple de P. Mds
atun, el corazon de P, rad P/soc P es una suma directa de A-mddulos uniseriales.

Demostracién. Sea:
C, = {C| C es un a—ciclo especial en v, @ un vértice no truncado en V'} = {C, ..., C,}.

Para cada C; € C, el A-médulo uniserial Uy (C;) es generado por las primeras flechas a; en
C;. Sea M el submoédulo de P generado por aq, ..., a,. Se tiene que aq, ..., a, son precisamente
las flechas en el carcaj de A que inician en el vértice v (donde v corresponde a V') y ademas
P =e¢,A, donde ¢, es el idempotente primitivo en A para v. Entonces se tiene que M = rad P
y que M =370, Ui(Cy).

Para i = 1,...,7 se tiene que C! (@) o un elemento diferente de cero en el zécalo de P y al
considerar las relaciones de tipo I resulta que todos son iguales. Dado que las relaciones tipo
IT y IIT son monomiales, se tiene que, si i # j entonces U (C;) N Ui (C}) es el z6calo de P el
cual es un A-moédulo simple. De nuevo, por las relaciones tipo I, IT y III, se tiene la sucesién
exacta corta de A-mddulos:

r—1 r
O—>@Sv EN @Ul(ci) — M — 0.
=1 =1
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Donde f(s1,...,8.—1) = (81,82 — S1,83 — S2, ..., Sp_1 — Sp_2, —S,_1). Factorizando los zdcalos
se obtiene el isomorfismo:

@ Ui (C;) /S, = M/soc P.
i=1

De esta forma, M /soc P es el corazon de P, con lo que se completa la prueba.

Por lo tanto, como consecuencia del Teorema 4.3.8 se tienen los resultados que se presentan
a continuacion.

Corolario 4.3.9. Sea A un dlgebra de grafo de Brauer asociada a una configuracion de
Brauer I', entonces:

1. A es un dlgebra multiserial.

2. El numero de sumandos en el corazon de un A-mdodulo proyectivo indescomponible P,
tal que rad* P # 0, es igual al nimero de vértices no truncados del poligono en T
correspondientes a P contando repeticiones.

Proposicion 4.3.10. Sea A un dlgebra de grafo de Brauer asociada a una configuracion
de Brauer I' y sea C' = {C4,...,Ci} un congunto completo de representantes de clases de
equivalencia de ciclos especiales. Al asumir que, para i = 1,...,t, C; es un ay;-ciclo especial
donde o; es un vértice no truncado en I'. Entonces:

dimi A =2|Qol + > |Cil (n;|Ci| —1).
cicC
Donde |Qo| denota el nimero de vértices de @, |C;| denota el nimero de flechas en los
a;-ciclos C; y n; = u(ay).

Demostracién. Dado que dimgA = dimg(A/rad A)+ dimgrad A y dimg(A/rad A) =
|Qo| se dede mostrar que dimgrad A = |Qo| + >_,_, |Ci]|C; — 1|9, Ahora, dim rad A =
dimg (soc(rad A))+dimg (rad A/soc(rad A)) = |Qo|+ dimg (rad A/soc(rad A)). De esta for-
ma, resta probar que dimg (rad A/soc(rad A)) =", |C||C; — 1|#@?). Por el Teorema 4.3.8
se tiene que el rad A/soc A es isomorfo a la suma directa de médulos uniseriales aA/soc(aA),
esto es, rad A/soc A ~ @.eq, (aA/soc(aA)). Pero si C = ay - - - a5 es el a-ciclo especial con
primera flecha a = a; asociado al médulo uniserial aA, entonces dimg (aA) = p(a)s. De esta
forma, dimg(aA/soc(aA)) = p(a)|C| — 1. Teniendo en cuenta que hay |C| ciclos especiales
equivalentes a (', la proposicion queda demostrada.

Proposicién 4.3.11. [39] Sea A = KQ/I el dlgebra de configuracion de Brauer asociada a
la configuracion de Brauer conexa y reducida I'. Entonces:
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dimy Z(A) =1+ p(a) + |T1| — [To| + #Bucles(Q) — |Cr|.

a€cly

Donde Cr = {y € Iy |val(y) =1 y pu(y) > 1}.
Ejemplo 4.3.12. Considere la configuracién I' = (I, 'y, p, O) tal que:
1. To =A{e, 5,7,9, €},
2. Iy ={Vi={a.B,7,6, ¢}, Vo = {B,7,€6,¢}, V3 = {@, 6,6}, Vi = {a, 0}, V5 = {a, €, B, B},
3. En el vértice a, se tiene que; Vi < V3 <V, < V5, wal(a) = 4,
4. En el vértice 3, se tiene que; V) < Vo < V5 < Vi, wal(B) =4,
5. En el vértice v, se tiene que; V) <V, wal(y) = 2,
6. En el vértice 9, se tiene que; Vi < V3 < V3 <Vy, wal(d) =4,
7. En el vértice €, se tiene que; Vo < Vo < V) < Vs, wal(e) = 4,
8. pla) = p(B) = p(d) = ple) =1y p(y) =2

El ideal I de la correspondiente algebra de configuracién de Brauer Ar es generada por las
siguientes relaciones, para las cuales se asume la siguiente notacion para los ciclos especiales:

Cyv! = afasagag, CY! = ajagagaf, CYo! = afagafas,
Vs, . a o o, « il _ B8 B B B Vo, B B B B
C,>" = ajatasag), Cﬁ = Q105030Gy, Cg = QpQ30a40ay,
Vs, 1 B B B B Vs,2 B .8 B8 B il _ 7,7
Cg”" = azayayay, Cg”" = agayasag, CJ1" = ajay,
Va,l _ v 7 Vil _ 6.6 6.6 Vsl _ 5 6 6.6
Cy»" = agad, G5 = ajazazay, Cs”" = asazagay,
V3,2 6.5 .66 Vo, 85 6,606 Vo, _ € € € €
Cs™" = azayajay, Cs"" = ayajayag, C.*" = ajaszasag,
Vo,2 __ e € € € Vi, 1 _ e € € € Vs, __ e, € € ¢
C.>7 = ayazagay, C.V" = azajajay, C>" = ajajayag.

Relaciones tipo 1

Vi,l Vil Vi,1 (V1) 2 Vs, 1 V3l
O C,B . CB (Cv ) « O Cs
2 V3,2
» Ot — Ot - Yt — (O n O3 —Cf°
V171 _ Vl,l 2 V4,1 _ ‘/217]-
» O C. . OV (C}fl’l) oM O

Vil Vil Vs,1 _ Vsl
Ca 06 Oa Cﬁ

[ ]
=
Q
5
[ ]

Vs,1 V5,2
OCVS - Cﬁ

Vs,1 _ V5,1
Co = €

Vi1 Vi1
Cﬁl — 051 - CV2’1 i CV2,2

o~ (py

Q
>
=
B
S
N
[
n
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Relaciones tipo II

» CVidg (C’gi’ja’), donde a (a’) es la primera flecha de CYiJ (C’g]) para todo i, j.

= C"7a (CYid"), dondea (a') es la primera flecha de Cf*7 (CY#+) para todo i, j.

. (C’,‘Y/“j)2 a, donde a es la primera flecha de C) para todo i, j.

Relaciones tipo II1

= ala?, si h # s, para todos los posibles valores de i y r. Ademas (a5)2, (a$)?, (a3)2.

1)

A continuacién se presenta el carcaj Qr asociado a esta configuracion y los correspondientes
modulos proyectivos indescomponibles Py, , Py,, Py, Py, v Py, asi como el corazon y radical
de cada uno de ellos.
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Vi
af ag
1 a] ) 3
(l? ay
V3 Va Va V3
a3 af ay a3
Py, = Vi Vs Vi V3
ag ag a’lY ag
Vs Vs Va Vi
af 5 ai
o a2 ¢
ay as
Vi
Vs
aj af
ag 115
Vs Vi Vi Z
as a? ag
Py, = Vs Va Vs Vi
ay a; ajg
Vi Vi Va Vs
af ag
af y ag
‘/2 L
V3
a$ al
2 ag 3
Vi V3 Vi
a§ al al
Py, = Vs Vi Vi
ag aj a
Vi Vi V3
)
ag N\ o
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5

Vy
ag aj
Vs Vi
ay a,‘lS
Py, = Vi V3
af a,g
V3 V3
ag ag
Vi
Vi
ag / S ag
~
af  af I
Vi Vs Vi Vo
atll l laf af l/ ai
= V3 Vi Va Va
ag \L iaf ag \L as
Vi Va Vs W
ks
—
&=
Vs
V3 Va Va V3 Vs
as Qg ay ag CLZ
Vi Vs Vi V3 Vo
ag a3 af a3 a4
Vs Vs Vo Vi Vo
Vs Vi Vi Va
ag a’f a‘g aé
Vs Va Vs Vi
afy aj aj ag
Vi Vi Vs Vs
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Vi Vs Vi
a al al
3 3 4
H(Py,) = Vs Vi Vi
Gy aj a}
Vi Vi Vs
Vs Vi
a$ a$
H(Py,) Vi Vi
a a$
Vs Vs
Vi Vs Vi Va
af af a;y aj
H(Py,) V3 Vi Va Va
a$ al ag ag
Vi Va Vs Vi

4.4. El Mensaje de una Configuracion de Brauer

La nocién de etiquetas de una configuracion de Brauer y el mensaje de una configuracion
de Brauer fueron introducidas por Ferndndez [13] para definir especializaciones adecuadas
de algunas algebras de configuracién de Brauer. Segun ellos, dado que los poligonos en una
configuracién de Brauer T' = (I'g, 'y, p, O) son conjuntos miltiples, es posible asumir que
cualquier poligono U € T'; viene dado por una palabra w(U) de la forma:
w(U) =zt ay? .. x5 )

En donde, para cada ¢, 1 <@ <, z; es el vértice y s; es el nimero de veces que el vértice x;
ocurre en el poligono. En particular, si los vértices x; en un poligono U de una configuracién
de Brauer son numeros enteros, entonces la palabra correspondiente w se interpreta como
una particién de un nimero entero ny asociado al poligono U donde se asume que cada
vértice x; es parte de la particion y s; es el nimero de veces que ocurre la parte z; en la
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t
particiéon y ny = Y s;z;.

i=1
De hecho, el mensaje es un elemento de un algebra de palabras #1 asociada a una confi-
guracion de Brauer fija, tal que para cada campo F el dlgebra de palabras #4 consiste en
sumas formales de palabras de la forma »_ o;w(U), donde Ow(U) = € es la palabra vacia y

a; €F
Uer,

lw(U) = w(U) para todo U € I'y. El producto en este caso viene dado por la concatenacién
usual de palabras. El producto formal (o producto de palabras):

MT) =[] w)

Uely

se define como el mensaje de una configuracién de Brauer I

Ademads, una especializacién entera de una configuracion de Brauer I' = {I'o, I'y, 1, O} es
una configuracién de Brauer I'® = (I'§, ', u¢, O¢) dotada con una aplicacién e : 'y — N que
preserva orientacién, tal que:

' =Imge CN,
I'Y=e(l'y), siH eTl'entoncese(H)={e(a;) |y € H} € e(I'y),
pe(e(a)) = p(a), para todo a € T.

La orientacién O° se define mediante un orden lineal < tal que e¢(U) < e(V') en I'{ siempre
que U <V enl}.

De esta forma, se dice que wé(U) = (e(ay)) (e(a2))’2 ... (e(a,))’™ denota la especializacién

bajo e de la palabra w(U). En tal caso, M(I'*) = [] w®(U) es el mensaje especializado de
vel's

la configuracién de Brauer I' con la suma y multiplicacién usual de enteros (en general con
la suma y el producto asociado a Img e).



5 Algebras de Configuracion de Brauer
Asociadas al Plano

En esta seccion, se establecen relaciones entre las algebras de configuracion de Brauer y
algunos objetos combinatorios, los cuales permiten expresar la dimension del algebra de
configuracion de Brauer asociada a un punto en el plano en términos de sus coordenadas. Se
finaliza con ejemplos de estas algebras desde la manipulacién de regiones en el plano.

5.1. Configuracién de Brauer Para un Punto en el Plano

Consideremos el punto (2,2) en el primer cuadrante del plano cartesiano y los posibles
caminos mediante movimientos horizontales (a izquierda) y vérticales (descendientes) que
podemos formar desde ¢l hasta (0,0):

(0,2) (1,2) (272) (1,2) (2,2) (1,2) (2,2)
ot o0<——o oo e o
% (0,1) (T)—Ll 3 . (1,1)
0.0) 0.0) 00 (L0
2,2) 2.2) 2.2)
GGy L l LQ,U
21 l

0.0) 00 (Lo 00 (Lo oL
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El estudio de este tipo de caminos (caminos reticulares) permitié a Cohecha [5] presentar y
tratar algunas definiciones y propiedades que desencadenan en el establecimiento de relacio-
nes entre el Triangulo de Pascal, los nimeros combinatorios y los caminos que existen entre
un punto (n, k) del primer cuadrante del plano cartesiano y el origen (0,0). Exponiendo en

particular, que el nimero de caminos reticulares que parten del punto de coordenadas (n, k)
n+k>

hacia el origen es ( .

Por ejemplo, el nimero de trayectorias reticulares del punto (2,2) al origen es:

242
T(272):< 2 ):6

Ahora bien, al codificar los caminos reticulares del punto (2,2) al origen de acuerdo a la
clase desplazamientos, esto es, si el desplazamiento es horizontal se codifica como x y si es
vértical como y, entonces obtendriamos que los caminos son:

TTYY, TYXY, TYYxr, Yyrry, yryxr, yyre.

Con lo cual podemos expresar cada camino como una palabra:

P = aayy, P = aywy, P = ayyr, PP = yewy, PP = yaye, PP = yyee,

asociada al vértice (2,2). Mas, aun, de acuerdo a la expuesto en la Seccién 4.4, se puede
considerar a x y y como vértices y cada palabra como un poligono, los cuales dotados de un
orden establecen una configuracion de Brauer.

Definicién 5.1.1. Para un punto (n,%) en el primer cuadrante del plano cartesiano, se
denota Ap( (k) al dlgebra de configuracién de Brauer asociada al punto (n,k) y a su con-
figuracién de Brauer T'((n, k)) = (D{™® 1" 40k 00k en donde T = {z,y}, TP
estd conformado por los poligonos asociados a cada camino reticular dirigido del punto (n, k)
al origen, p(™* (z) = p™*)(y) =1y O™k es un ordenamiento lineal arbitrario.

Ejemplo 5.1.2. Al tomar el punto (2, 1) se encuentra que el nimero de caminos reticulares
desde ¢l hasta (0,0) es T(2,1) = (*}') = 3, estos caminos son:

(0,1) (1,1) (2,1) (1,1) (2,1) (2,1)
od— 04— 0 oed—o °

(0,0) (0,0) (1,0) (0,0) (1,0) (1,1)
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De esta forma, el dlgebra de configuracién de Brauer Ap((2,1)) asociada a la configuracién de
Brauer I'((2,1)) = (T, T3V 12D 0@ es tal que:

L T6" = {a,y},

2. T 21) ={P, = {zzy}, P, = {xyx}, P3 = {yxx}},

3. pV(x) = uh(y) = 1,

4. P < P, < P,

5. Para el vértice x, P, < Py < Py < P, < P3 < Py y val(x) = 6.

6. Para el vértice y, P, < P> < Py y val(y) = 3.

El carcaj asociado a I'((2,1)) es

Proposicién 5.1.3. Para cada punto (n,k) en el primer cuadrante del plano cartesiano, su
dlgebra de configuracion de Bruaer Ap((nk)) asociada es conexa y reducida.

)

Demostracién. Dado el proceso de construccién de I'((n, k)), an’k es un conjunto finito

compuesto por lo menos de dos poligonos, los cuales siempre tendran interseccion vacia,
dado que ellos corresponden a caminos en los que es necesario hacer tanto movimientos
horizontales como vérticales para poder llegar al origen, asi que el vértice x y el vértice y

n,k)

aparecen en cada poligono de F(l por lo menos una vez. Lo anterior implica que I'™*)

(n,k)

es conexa y que para todo a € I'y""™ se cumple val(ar) > 1. Es decir, no existen vértices

truncados y por lo tanto I'((n, k)) es reducida.

Proposicién 5.1.4. Sea Ap (k) el dlgebra de configuracién de Brauer asociada a la confi-
guracion de Brauer I'((n, k)) = (I'§, an’k),u(”’k), O™ de un punto (n, k). Entonces:

n

k k
dim Ar(n,k)) = (n;: > {(n * ) (n®+ k) —(n+k)+2
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Demostracién. Dado que A, ) es un dlgebra conexa y reducida (Proposicién 5.1.3.) por
la Proposicién 4.3.11 se tiene que:

dim A = 2T | + Z |Ci| (i) |Ci| — 1),
CcieC

donde |C;| denota el nimero de flechas en los «;-ciclos C; v n; = p(ay).

Ahora, dado que p(z) = pu(y) = 1, se tiene que |C;| = val(a;) y como occ(z) = ny occ(y) = k

para cada poligono en I'?, entonces val(z) = n(”:k) y val(y) = /{;(":k) con lo cual:

st =)o) ) ) () (1) )
o= () fn 1) ) () )

k k
dim Ar(n,k)) = (nj; ) {(n—f_ ) (n2+k2) —n—k—l—?} ,

n
k k
dim AF((n,k)) = <TLZ ) {(nz > (n2 + /f2> — (n + k) + 2} .

Ejemplo 5.1.5. Para el dlgebra de configuracion de Brauer Ap(,1)) (Ejemplo 5.1.2) se tiene
que:

1 1
dim Ar(z,1)) = (2 ; ) [(2 ;F ) (2°+1%) —(2+1)+ 2] = 42.

Proposicién 5.1.6. Sea Ar (k) el dlgebra de configuracion de Brauer asociada a la confi-
guracion de Brauer I'((n, k)) = (I'§, an’k), pmk) OMR)Y de un punto (n, k). Entonces:

k
dimZ(Ap((mk))) =1+ (n + k — 1) (n + )

n

Demostracién. Dado que Ar(q, k) es un élgebra conexa y reducida (Proposicién 5.1.3.)
entonces por Proposicion 4.3.12 se tiene que

dim Z(Ary) =1+ > p(@) + 07 = [TF| + # Bucles(Qrom) — |Coonm |,

ael‘én’k)

ahora, > Lok pla) = |F(()n’k)| y Crery = 0 dado que, por Definicién 5.1.1, u(a) = 1 para
0
todo o € |F(()n’k)]. Por lo cual dim Z(Ar(m,k))) se reduce a:
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dim Z(A) = 1+ |I'Y| + #Bucles(Qra),

en donde |F§n’k)] = (":k) Para el # Bucles(Qp.r ) se tiene que dada la ubicacién en el plano,
para cada poligono la maxima ocurrencia de los vértices z v y seran n y k respectivamente,

por lo que en cada poligono el nimero de bucles en z serd n — 1 y en y se tendra k£ — 1, al

aplicar estos valores al total de poligonos en an’k) se tiene que existiran (n — 1) (":k) bucles

en el vértice z y (k — 1) ("Zk) en y. De esta forma:

fim Z{ Ay = 1 + <n + k:) 1) <n + kz) +(k—1) (n + k)

n n n

) + k
dsz(Ar((n,k))):1+(1+n—1+/€—1)(nn ),

k
dim Z(AI‘((n,k))) =1+ (n + k- 1) (n + )

n

Ejemplo 5.1.7. Para el dlgebra de configuracién de Brauer Ap2,1y) (Ejemplo 5.1.2) se tiene:

. 241
dsz(Ar((z,l)))Z1+(2+1—1)< 5 ):7.

5.2. Regiones de Congelamiento y Mutacion

(Oa wl)i

(U:yﬂ)i

(#0,0) (1,0)

Figura 5.1: Regiones de congelamiento y mutacién en el plano

Consideremos un punto (n, k) en el primer cuadrante del plano cartesiano y el segmento de
recta g que pasa por él y los puntos (x1,0) y (0,27) con z; un nimero entero positivo, en
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especial z; siempre es n 4+ k. Tomemos ademas una curva f que es diferenciable mondtona
decreciente en el intervalo [0, x| e intercepta a los ejes coordenados en (z,0) y (0,yy) con
ZTo vV Yo numeros reales tales que 0 < zp < 21 vy 0 < yp < 21, con lo cual 0 < f < g. De
forma que se obtienen 2 regiones, la primera de ellas acotada por f, g y los ejes coordenados
denominada regién de congelamiento R., mientras que la region acotada por los ejes
coordenados y f de denomina regién de mutacién R,, (Ver Figura 5.1).

Con lo anterior, los caminos reticulares que van de (n,k) al origen pasan por estas dos
regiones de acuerdo a quién sea f. Teniendo en cuenta esto, se denotan las flechas verticales
de dichos caminos de la siguiente manera:

= Si la flecha cae en la regién de congelamiento se denota y,
= Si la flecha cae en la regién de mutacion se denota z.

El siguiente es un ejemplo en el que se presentan algebras de configuracién de Brauer asocia-
das a puntos en el plano y zonas de mutacién y congelamiento, para luego exponer algunas
propiedades de estas algebras.

Ejemplo 5.2.1. Sean g(x) = —z + 4y f(x) = —%{BQ + 1.7 las funciones con dominios
restringidos [0, 4] y [0,v/3.4], respectivamente.

Estas funciones determinan las regiones de congelamiento y mutacién que se presentan en
la siguiente figura.

(0,4)

x x x x (4,0)

Figura 5.2: Primer ejemplo de regiones R,, y R..

Ademas, consideremos la especializacion e : I'y — C tal que e(z) = e(y) = 1, mientras que
e(z) = e con 0 < 6 < 27 un dngulo fijo.
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Como es natural para P; € 'y,

e(w(P)) = (e(z1))™ (e(22)) . (e(z))™ st w(B) = (2)™ (22)% . (@)™

La configuracién de Brauer para cada uno de los puntos del primer cuadrante (con coorde-
nadas enteras) que pertenecen a la funcién g se presentan a continuacién.

1. En (2,2) la configuracién de Brauer I'((2,2), f,g) = (F(()M), F§2,2)’ 132 022 es tal que:

- F(()ZQ) = {z,y, 2}
2,2
- 0?21 = Q] = () =6

2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
TR = (P9 PR pe) pea), pa) pea)

Y Y

w (Pl(m)) =227 w <P2(2’2)> = rzxz w <P§2’2)> = ITZZ
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= (@) = p(y) = p(z) =1
» Para z, val(x) =12y
P < PP < PP < PP < PP < PP < PR < PP < PP < PP < PP < Y.
= Para y, val(y) =4y P*? < p*? < p*? < pi2?).
(2,2) (2,2)

= Para z, val(z) = 8 y P*? < P?? < p*? < pi*? < p*? < p*? < p2) < pl22),

» El carcaj Qr(2,2),1,9) asociado es:

54 ¥

54 13
1 . 2 . 3 . 4
1z I3 :

1 l3

€T
Qg

» Elideal I de la correspondiente dlgebra de configuracion de Brauer Ar(,9),1,4) €5 ge-
nerado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores
de iy g:

(5)%, (@)% y (15)?%
o 120 sia#b,

AR

zZ Jx X zZ
® lj7lj’7ia
7Y JY 7
o a5 ly, lj ag,

o aflz lIZaf

R R Il A
Yjz Jx QY
’5jliali 'E

z QY Y Az
./Yi j75j7i7
2 AT T A2
.’yiOéj,Oéj )/i,
x QY Yy x
.Oéi j,ﬁjai,

o s'af, syﬂji y 877}, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada
ciclo.
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En el caso de ' ((2,2), f, g) se tiene que:

e(w(PP?)) = 1- ¢ . ¢ . 1 e(w(PP*) =1-1-1-¢*
e(w(PPY)) =1-¢ifo . 1. ¢ifo e(w(PPY)) =1-1-¢ .1
e(w(P3(2’2))) =1-1-¢ ¢t e(w(PG(Q’z))) =1-1-1-1

De forma que cada palabra e(w(F;)) es dada por la multiplicacién usual de nimeros comple-
jos. Mientras que el mensaje especializado M¢(I'((2,2), f,g)) es la suma usual de nimeros
complejos. Asi tenemos que:

Me(L((2,2), f,g)) = e*f0 + e2ifo 4 20 4 eifo 4 eifo 4]
Me(T'((2,2), f,g)) = 3e%% + 2¢i0 + 1.

Con lo cual, por ejemplo si g = 5 entonces M(I'((2,2), f,9)) = =3 +2i+1 = 2i — 2. Si

0o = m entonces M¢(I'((2,2), f,9)) =3 —2+1=2.

2. Calculemos ahora el mensaje para la configuracién de Brauer I' ((3,1), f, g).
« T8V = {2,y 2)
- 1P = |Qol = (3) =4

3,1 3,1) (3,1 3,1 3,1
. DD {P<  PED_ pED pl )}

w <P1(3’1)> =zrrz w <P2(3’1)> = TT2T
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w (P4(3’1)> = yrax

= () = ply) = p(z) = 1.
» Para z, val(x) =12y
P < pEY <« pBY < pi1) o pD o pED o pB o pil) o ph) o pED o pEl o pBl),
= Para y, val(y) =2y PV < PV,
= Para z, val(z) =2y P®Y < PV,

= El carcaj Qr(s,1),s,9) asociado es:

» Kl ideal I de la correspondiente dlgebra de configuracién de Brauer Ars 1,r,4) €5 ge-
nerado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:
o (I7)?
o (I71%)?, parai # j,
o Iiv;, vilf,
o 73], B] 17,

z T T A2
b /Yia/jaaj’}/i7
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T QY Yy T
* j?ﬁjai7

* s'af, syﬁ;i y 877}, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada
ciclo.

Al utilizar la especializacién e se tiene que para I' ((3,1), f, g):

e(w(PPY)) =111 ¢ifo e(w(PPY)Y) =1-1-1-1

e(w(PPV))y =11 ¢ifo. 1 e(w(PPV)y) =1-1-1-1

Me(D((3,1), f,9)) = € + e+ 1+ 1.

Me(D((3,1), f,g)) = 2¢'% + 2.

Si 0y = 3 entonces M*(I'((3,1), f,g)) = 2i + 2.

Si 0y = 7 entonces M¢(I'((3,1), f,9)) = —2+2=0.

3. El mensaje para la configuracién de Brauer I' ((1, 3), f, g).
- IV = {z.y.2).
- D= 1@ = (1) =4

1,3 1,3 1,3 1,3 1,3
- 1 = { P, P P, P

w (Pl(l’?’)) = TYz2
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w <P4(1’3)> = yrzz

Para 2, val(z) = 4 y PY < P < Pt < p(t3),

Para y, val(y) = 4 y PM? < P{MY < P < pt),

= Para z, val(z) = 8 y P < P < M) < P « pl3) < pit3) « p{t®) o p(t3),

El carcaj Qr((1,3),7,9) asociado es:

» El ideal I de la correspondiente algebra de configuracién de Brauer Ar(,3),1,4) €S ge-
nerado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores
de iy j:

. (1)

x [z

z x
o [7aj, ajl7,
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z QY Y jz
z QY Y~z
¥i By, B 5
z X X z
® Qg QY

T QY Yy T
of By, Bj of,

s*aif, syﬁji y §*77, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada
ciclo.

Al utilizar la especializacién e se tiene que para I' ((1,3), f, g):

e(w(Pl(l’S))) =1-1-¢ ¢t e(w(P3(1’3))) =1.¢%% .1.¢i

e(w(PQ(Lg))) =1-¢e.¢ifo. e(w(P4(1’3))) =1-1-¢ . ¢t

Me(D((1,3), f. g)) = 2% 4 20 4 e2ifo | o2ifo,

Me(T((1,3), f,9)) = 4e*™.

Si 0y = 3 entonces M*(I'((1,3), f,9)) = —4.

Si 6y = m entonces M*(I'((1,3), f,9)) = 4.

Supongamos ahora que la regién de congelamiento estd acotada por funciones lineales:
footy = —a + 20
Joy 'Y = —T+ I

0<wxo<z1, m0,71 €L,

entonces podemos obtener los mensajes especializados M (xg,x1, k), con k la coordenada y
del punto de partida de los caminos, correspondientes a las configuraciones I'((x1,0), fzo, 9u: ),

F((Il - 17 1)7 fa:ougxl)7 F((xl - 272)7fx07g$1)a sy F<<Oaml)7fxo7g$1)v 00 =Ty

(a) = 1, si Y pep, occ(a, ) >1
e = 2, si Y per, occla, ) =1

Esto ultimo con la intencién de evitar la existencia de vértices truncados.

Ejemplo 5.2.2. Sea x; = 3, entonces es posible definir las funciones lineales f3 para xo = 3,
fo para x¢g = 2, f; para xg = 1y fy para o = 0, determinando las respectivas regiones de
mutacion y congelamiento en cada caso.
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(i) Para zp = x; = 3 se tiene que f3 = g3 : y = —x + 3 por tanto:

g3 = f3

Luego, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones I'((2, 1), f3,93) v

I'((1,2), f3, 93)-

Para [((2,1), f5, g3) = (T, 03D 120 021D se tiene:
. Fﬁf’” ={z,z}.
« TPV =1Qof = () = 3.

. ngl) _ {})1(2,1)7 P2(2,1)7 P;Q’l)},

==

w (P 2,1)) = 112, w (P2(2,1)> = o, w <P§2’1)> i
n p(z) = p(z) = 1.

= Para z, val(z) = 6 y P*V < PPV < PPV < PPV < pPY < Y.

= Para z, val(z) = 3y P®Y < PV < pi*Y.

= El carcaj Qr((2,1),f;,95) asociado es:

» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuracion de Brauer Ar((a1),f,g5) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores
de iy j:
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o (1)
o i, v i
* i ajy oy,

e s"ajy s*;, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.
o dimy Av((21).p.g0) = 21050+ >_cicc |Gl (1(e) |G| =1) =2-3+6-5+3-2=42.
3.

o ME(D((2,1), fi,g5) = M(3,3,1) = 3¢ =

Para I'((1,2), f5, g3) = (T2 T (12 002 ge tiene:
. FE)M) = {z,z}.
1.2
- M) = Qo) = () =3

1,2 1,2 1,2 1,2
'Fg ):{Pl( )7P2( )JPSE )}7

w <P1(1’2)) =222, w (PQ(LZ)) = 22X, w <P3(1’2)> = zT%.

= p(z) = p(z) = 1.

Para z, val(z) = 3y PI"? < P{"? < P12,

= Para z, val(z) = 6 y P"? < P < PV < PV < MY < pIMY),

El carcaj Qr((1,2),s,95) asociado es:

» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuraciéon de Brauer Ar((1,2),1,45) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores
de iy j:

o (1)

o [7aj, ajlf

J v
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z X X z
® QY Qy Yy

e s"ajy s*7;, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.
o dimi Ar((1.2) 5.9 = 2071+ X giee |Cil (i) [Ci] = 1) =2-3+3-246-5 =42,

" ME(F«L 2)7 f3793)) = M<37372) = 3€2i7r =3.

(ii) Para zp =2y x; = 3 se tiene que fo: y = —x + 2y g3 : y = —x + 3 por tanto:

fo

De esta forma, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones I'((2, 1), f2, g3)
y F((]-a 2)7 f2a 93)

Para F<<27 1)7 f2a 93) = (F(()Zl): ngl)? /L(Zl)a 0(271)) se tiene:

Iy = {x,y, 2}.

= DY) =1Qol = (3) = 3.

. ngl) _ {P1(2,1)7 P2(2,1)7 P;Q’l)},

w (Pl(2’1)) =y, w <P2(2’1)> = xz, w <P3(2’1)> = ITZ.

» Para z, val(x) =5y P1(2,1) < P1(2,1) < P2(2,1) < P2(2,1) < P?fz’l) - Pég’l).
= Para y, val(y) = 1y P*Y < Y.
« Para z, val(z) =2 y P*Y < P*Y.

= El carcaj Qr((2,1),2,95) asociado es:
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" 1z > 13
:
ly 'Yf
1 T
a3

» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuraciéon de Brauer Ar((1),f,,45) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores
de iy j:

)2y ()2
s v 0
i af, a5 lf,
l¢ lé?, sia # b,

z xX X zZ
® Vi QG Y QY

e s"ajy s*7;, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.
o dimy Ar(@.1) fg) = 200+ gice [Cil (i) |Ci] =1) = 2-345-441-1+42-1 = 29.

e MO(T((2,1), forg3)) = M(2,3,1) = 1 + 26" = —1.

Para T'((1,2), fo, g3) = (T2, T2 (12 0(12)) se tiene:
. F(()l’g) ={z,y,z}.
1,2
o D= 1Qof = (}) =3,

1,2 12) p(12) (12
'Fg ):{Pl( )aPQ( )vP?E )}v

w (Pl(l’2)) = 722, w <P2(1’2)> = Yz, w (PBEL?)) = yxz.

Para z, val(x) = 3y PI"» < P{"? < P2

Para y, val(y) = 2 y P{"? < P2,

= Para z, val(z) = 4y P < P < P2 < P2

El carcaj Qr((1,2),,95) asociado es:
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» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuraciéon de Brauer Ar((1,2),1,,45) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de iy j:

o (17)%

® [i1, o,
i ’y?f li OZ§ lf)
© Vi By, By
« 77ag, 0f 7,
o af B, B] o,

® s"af, 595? y $77}, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada

ciclo.
o dimk Ar((12) .95 = 20?14+ X piee |Gl (i) |G —1) = 2:343-242-1+4-3 = 26.

e MOT((1,2), forg3) = M(2,3,2) = 1 + 26" = —1,

(iii) Para o = 1y 21 = 3 se tiene que f; : y = —x+ 1y g3 : y = —x + 3 por tanto:
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Luego, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones I'((2, 1), f1,93) vy
F((L 2)7 fla 93)

Para I'((2,1), f1, g3) = (T&Y, T3Y 12D, 0@D) se tiene:
- 1§ = {,y,2}
- Y= 1ol = (5) =3

2,1 2,1) 2,1 2,1
. T2V {P< P pf >}7

w (Pl(2’1)) = yrx, w <P2(2’1)> =z, w <P2(2’1)> = ryr.

w pu(r) = p(y) =1, p(z) =2.

Para z, val(z) = 6 y P®Y < P < p*Y) « p1) « p2b o pEb),

(
Para y, val(y) = 2 y PV < P*Y,
= Para z, val(z) = 1y P*Y < PV,

= El carcaj Qr((2,1),11,95) asociado es:

» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuraciéon de Brauer Ar((1),f,g5) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de iy j:
o (I7)%y (9)%
o I¢1h sia#b,

lglﬂ 617 si /By l:c

z xT z
5 ag, siafl;,



66 5 Algebras de Configuracién de Brauer Asociadas al Plano

Y

7

e B/ajyaj

® s“ajy sY3Y 1 relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.

dim Avo1) 1,09 = 20T [+ L iee |G () |Ci|=1) = 2:3+6-542:-141-(2—1) = 39.

Me(T((2,1), f1,93)) = M(1,3,1) =2+ €™ =1.

Para I'((1,2), f1,95) = (F(()l’z),Fgl’Q),p(l’z), O12)) se tiene:

FE)M) ={z,y,z}.
1,2
« 187 = 1Qol = (B) = 3.

{Pl(l,z)’ P2(172)7 P3(1’2) }7

w <P1(1’2)> = xyz, w <P2(1’2)> = yyz, w (P?)(l’Q)) = yrz.

Para z, val(z) = 3 y P < P{"? < P2,

(
Para y, val(y) = 4 y P? < P{"? < P2 < P12,
(

= Para z, val(z) =2y P < P{"?,

El carcaj Qr((1,2),51,95) asociado es:

» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuracion de Brauer Ar((1,9),5,45) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores
de iy j:

e (I7)%
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Yy
110427

z QY Y~z
¥ By, B 5

z x x z
® Qg QY
T QY Yy T
o B, B af,

s*aif, syﬁji y 877}, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada

ciclo.
o dimy Ar(1.2) 5195 = 2021+ gice |Gl (i) |Ci] =1) = 2-343-244-3+2-1 = 26.

s Me(T((1,2), f1,95)) = M(1,3,2) = 1 + 26" = —1.

(iv) Para oy = 0y 21 = 3 se tiene que fo:y = —x g3 : y = —x + 3 por tanto:

g3

fo

De esta manera, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones I'((2, 1), fo, g3)
y F((L 2)7 .an 93)'

Para F((27 1)7 an 93) = (F(()271)7 ngyl): M(2’1)7 0(271)) se tiene:
« T8V = {a,y).
2.1
« TV = Qo] = (B) = 3.

2,1 2,1 2,1 2,1
'Fg ):{Pl( )aPQ( )vP?E )}’

w <P1(2’1)> = yxzw, w (p2(2,1)> = ryx, w (P3(2’1)> = xxy.

Para 2, val(z) = 6 y PV < P*Y < PV < p2Y) < pi2t) o pi&h),

= Para y, val(y) = 3 y P®V < PV < p*Y,
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= El carcaj Qr((2,1),f0.95) as0ciado es:

» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuracion de Brauer Ar(1),5,5) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores
de iy j:

o (I7)?,

o I7 53]y B,

o 3/ af y af i

o s"ajy syﬁjli, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.
o dimi Ar(21) 0.0 = 20771+ iee |Cil (1) [Ci] = 1) =23+ 65432 =42,

= Me(I'((2,1), fo,93)) = M(0,3,1) = 3.

Para F((L 2)7 an 93) = (F(()l’Q)a F§1,2)7 N(lg)a O(LQ)) se tiene:
T = {2y},

1,2
o [T =1Qo] = (}) = 3.

Fgm) _ {})1(1,2)7 P2(1,2)7 PBELQ)}’

w@#$)=wy w@#”)zw& w(%mvzyw.

= p(x) =ply) =1

Para z, val(x) = 3y P\"» < P{"? < P2

» Para z, val(y) = 6 y P2 < pM? < p(t? < p(t? < pit2) o p{t2),

El carcaj Qr((1,2),f,95) asociado es:



5.2 Regiones de Congelamiento y Mutacién 69

» El ideal I de la correspondiente dlgebra de configuracion de Brauer Ar((,2) 5,,g5) €8
generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de iy j:
o (I7)
o lJafyajll,

o Blajyajf,

o s“ajy syﬁji, relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.
o dimy, Ar((1,2) fog0) = 2T + Loiee |G (u(ei) [Ci] = 1) =23 +3-246-5 = 42.
. Me(r((l’ 2)7 va .93)) = M(O, 37 2) = 3.

Los mensajes obtenidos para g3 en el desarrollo de este ejemplo se presentan en la siguiente
tabla.

(feos 921, %) | (0,3,1) | (0,3,2) | (1,3,1) | (1,3,2) | (2,3,1) | (2,3,2) | (3,3,1) | (3,3,2)
Me 3 3 1 -1 -1 -1 -3 3

Consideremos ahora, la siguiente matriz con estos mensajes:

Me(0,3,1) Me(1,3,1) M¢(2,3,1) M<¢3,3,1)] [3 1 -1 -3
Me(0,3,2) M¢(1,3,2) M*9(2,3,2) M<(3,3,2)] |3 -1 -1 3]’

la cual podemos completar asumiendo que M€(i, j,0) = 1 para cualquier (i,7) y M(i,7,3) =
(—1)!, de manera que adquiere la siguiente forma:

Me(0,3,0) Me(1,3,0) M¢(2,3,0) M<(3,3,0) 1 1 1 1
Me(0,3,1) Me(1,3,1) M9(2,3,1) M*(3,3,1)| |3 1 -1 -3
Me(0,3,2) Me(1,3,2) M©%(2,3,2) M<(3,3,2)| |3 -1 -1 3|’
Me(0,3,3) Me(1,3,3) M¢9(2,3,3) M*(3,3,3) 1 -1 1 -1
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este tipo de matrices las denominaremos como Matriz de mensajes asociada a g,,, en

este caso matriz de mensajes asociada a g3. Estas matrices cumplen las propiedades que se

presentan en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.3. Para una matriz de mensajes asociada a g; se tiene que:
1. Me(i,j, k — 1)+ Me(i,j,k) = Mc(i, 5 + 1, k),
2. Me(i— 1,5,k —1)4+ M°(4,5,k) + M°(i,j,k+1) = M°(: — 1,5,k + 1),
3. M¢(1,2m,1) = C,,_1, donde C,, 1 es un nimero de cataldn,
4. Me(0,4,k) = (})-

Demostracién.

1. Dado que:

ME(F«:CO; yO)? ffEm gm1+1)) = Z'ME(F((.I'O—L yU)? fftm gml))‘w=1+yMe(F<<x0> Yo—

entonces:

Me(r<<950, y0)> fﬂﬁov gx1+1)) = Me(r( (IO - 17 yO)ﬁ fzm 91‘1)) +M€(F( ($07 Yo —

lo cual corresponde al resultado que se queria demostrar.

2. Sean A y B las siguientes matrices de mensajes:

v a a by by by by
1 Q2 ag
bs bg by by
A= lay, as a B =
e by bio by bio
a7 ag Qg

b1z b b5 big

y supongamos que para A se cumple la propiedad 2 de este teorema:
Me(i—1,5,k—1)+ M(i,5, k) + Me(i, 5,k +1) = M(i — 1,5,k + 1),
entonces, se tiene que:

as+ a7 = (ay + ag + as) + (ag + a5 + as),

ay =+ ay = (a1 —+ CL4) + (CLQ —+ a5) + (CL5 + (Ig),

pero, por la propiedad 1 se cumplen las siguientes igualdades:

ay + a7 = by, a; + ay = bs, as + as = bg Y as + ag = by,

1)7 f$07 gml))‘y:17

1), fro, 9z1))s

(5-3)

de esta forma, de las expresiones (5-2) y (5-3) se tiene que by = b+ bg + by, entonces la
matriz B cumple la propiedad 2. Es decir, se ha demostrado por induccién el resultado

pretendido.
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3. Para esta propiedad basta ver que en una matriz de mensajes el lugar (r, s) corresponde
al siguiente combinatorio:

(Vi) = ;:<—1>h(8 [

para verificar esto, partamos de suponer que si se cumple, de ser asi al aplicar la
propiedad 1 de este teorema tenemos que:

(M), = (M5 o), + (M),
= XS () (55 + Zs -0t (55)
= (=DM 055 + (o]
= oD () [(527)]

= (M;_y),,

)

4. Dado M*€(0, j, k), se tiene por fy que no hay regién de mutacién, por lo cual la palabra
asociada a cada camino tendra siempre un valor de 1 y para cada punto (n,k) € g,
el nimero de caminos ("Zk) es precisamente el valor del mensaje M€(0, j, k). Ademas,
dada la manera en que se construyé g;, para todo (n, k) € g; se tiene que n+ k = j,

entonces M€(0, 7, k) = ("zk) = (7).

O
Nota 5.2.4. Por construccién se observa que si (M), v (M), denotan la fila ip-ésima y
la columna jy-ésima de M, entonces el producto interno:
v i) ey = § Skl st o=
(043,043, ) = uta) = { Zmo G o0 o
Luego (M¢)* = 2"1,,. Este tipo de matrices corresponden a las matrices K™ cuyas entradas
(p, q) estén dadas por la funcién generante:

A+ (1 -1 =Y K" .
p=0
Estas matrices también se llaman matrices de Krawtchouk [25,26,44], es decir, se ha en-
contrado una conexiéon entre las algebras de configuracién de Brauer y matrices para las
cuales se han determinado multiples aplicaciones en campos como el analisis arménico [41],
la estadistica [9,42], la teoria de la probabilidad [12] y la teoria cudntica [11], entre otras.
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Mas aun, si:

0 1 00 00
no 0 20 0 0
o |0 1003 0 0
0 0 00 --0n
0 0 00 -+ 10

entonces A" es una matriz de Krawtchouk tal que A"K™ = KMAM  donde A™ es una

matriz diagonal (n + 1) x (n+ 1) con Ag?g) =n — 2i, es decir:

0 0 - 0]
0 n—2 0 0
AW—]l0 0 n-6 0
0 0 0 —n]

luego existe una conexién inesperada con representaciones del algebra de Lie:

sl(2) & so(2,1) = sl(2,R).

Para ello se define el conmutador A = £ [A, A], por ejemplo, sin =3, A = [% _21 %2 783].

Luego la tripla A, A v A es cerrada por conmutacién, por lo que forma un algebra de Lie:

gen{A, A A} 2 s0(2,1) = s1(2,R),

con relaciones de conmutacion:

[A,A] = 2A y [A,A] = —2A.



6 Conclusiones y Recomendaciones

6.1. Conclusiones

El desarrollo del presente trabajo es muestra de la importancia de las algebra de configu-
racion de Brauer, dado que en ellas se hacen explicitas las conexiones que existen entre
diferentes areas de estudio de la matematica. En especial, estas dlgebras conectan el estudio
de la Teoria de representacion de carcajes con la combinatoria, estadistica, probabilidad y
el andlisis armonico, por mencionar algunas conexiones, al revelar que algunas configuracio-
nes de Brauer guardan relacion directa con algebras de Lie, estas ultimas con aplicaciones
concretas como la valoracion de derivados financieros, la toma de decisiones de bajo riesgo
por agentes financieros, el tratamiento de problemas refrentes a volatilidades [30], el anélisis,
diseno y control de sistemas dindmicos hibridos [18], el estudio de campos de interaccién
entre particulas, entre muchas otras.

En cuanto a la estructura de las algebras de configuracion de Brauer asociadas al plano, se
encuentra que dada la posibilidad que existe de asociar diversos fenomenos de la realidad a
disposiciones en el plano cartesiano, el potencial de aplicacién que tienen este tipo de alge-
bras es muy amplio. Este aspecto resalta la importancia del presente trabajo, pues abre las
puertas al desarrollo y profundizacién en la investigacion de estas algebras y sus aplicaciones
concretas, por ejemplo, al hacer una rotacion del plano se puede encontrar que las configu-
raciones realizadas corresponden a los posibles caminos que se marcan en una maquina de
Galton y por ende, las configuraciones que se derivan de disposiciones en el plano cartesiano
pueden ser llevadas, entre otras cosas, al estudio de la mécanica cuéntica [28].

Finalmente, dada la dificultad que existe en el estudio de algebras de tipo representacion
salvaje, el surgimiento de patrones y regularidades dentro de las algebras de configuracion de
Brauer dan espacio a la expectativa sobre su posible utilidad en la solucién de los multiples
aspectos que aun parecen esquivos para la teoria de representacion grafica de algebras. En
este sentido, un aspecto que no se abordé en esta investigacion son las propiedades de las
algebras multiseriales, de las cuales pueden surgir resultados importantes para el estudio de
algebras salvajes.
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6.2. Recomendaciones

Las tematicas manejadas en esta investigaciéon abordan multiples aspectos de la Teoria de
representacién de carcajes, en este sentido, el camino que se siguié para lograr los resul-
tados expuestos puede ser de utilidad para el lector y para futuras investigaciones, dicho
camino corresponde inicalmente al estudio de los libros [3] y [36] respecto a la Teoria de
representacion de carcajes, posteriormente lo expuesto en [4] para los conceptos bésicos de
las dlgebras de grafo de Brauer y finalmente los trabajos [21], [22] y [23] en donde se abordan
las propiedades de las algebras de configuracion de Brauer.

Este trabajo finaliza con el reconocimiento de la relacién entre las dlgebras de configuracién
de Brauer y las algebras de Lie, este aspecto implica la posibilidad de futuras investigaciones
que profundicen en las implicaciones de esta relacion y cémo esto puede llevarse al desarrollo
de aplicaciones.

En cuanto a la exploracion de dlgebras de configuracién asociadas al plano desde las regiones
de congelamiento y mutacién, con esta investigacién se deja abierta la posibilidad de esta-
blecer regularidades cuando estas regiones no estan acotadas por funciones lineales, lo cual
sin duda resulta complejo por la naturaleza de continuidad que esta implicita en ello, pero
asi mismo podrian llevar a diferentes conexiones matematicas y aplicaciones practicas.
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