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Director:

Ph.D. Agust́ın Moreno Cañadas
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Resumen

Álgebras biseriales, álgebras de grafos de Brauer y algunas de sus
aplicaciones

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las álgebras de configuración de Brauer.

Para esto, se inicia por la exposición de aspectos básicos de la Teoŕıa de representación

de carcajes, luego se describen las álgebras biseriales y especial biseriales desde ejemplos

y propiedades de ellas que las relacionan con el surgimiento de las álgebras de grafo de

Brauer, estas últimas se definen y ejemplifican para hacer la posterior presentación de las

álgebras de configuración de Brauer y algunas de sus propiedades. A partir de lo anterior,

el presente trabajo ofrece como resultado la definición de las Álgebras de configuración de

Brauer asociadas a puntos en el plano, estableciendo ecuaciones que permiten calcular la

dimensión de estas álgebras y de su centro. Además, se presentan ejemplos relacionados

con la construcción de álgebras de configuración de Brauer asociadas a puntos en el plano,

regiones de congelamiento y regiones de mutación, determinando propiedades para ellas.

Por último, se presentan algunas conclusiones y recomendaciones que servirán de base para

futuros trabajos de investigación.

Palabras clave: Álgebras de configuración de Brauer, carcaj, matriz de mensajes, región

de mutación, región de congelamiento.
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Abstract

Biserial algebras, Brauer graph algebras and some of its
applications

The main objective of this work is to study Brauer configuration algebras. For this, it begins

with the exposition of basic aspects of the representation theory of characters, then biserial

and special biserial algebras are described from examples and properties of them that relate

them to the emergence of Brauer graph algebras, the latter are defined and exemplified to

make the subsequent presentation of Brauer configuration algebras and some of its proper-

ties. From the above, the present work offers as a result the definition of Brauer configuration

algebras associated to points in the plane, establishing equations that allow calculating the

dimension of these algebras and their center. In addition, examples related to the construc-

tion of Brauer configuration algebras associated to points in the plane, freezing regions and

mutation regions are presented, determining properties for them. Finally, some conclusions

and recommendations are presented, which will serve as a basis for future research work.

Keywords: Brauer configuration algebras, quiver, message matrix, mutation region,

freezing region.
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4.3 Algunas Propiedades de las Álgebras de Configuración de Brauer . . . . . . . 36

4.4 El Mensaje de una Configuración de Brauer . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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1 Introducción

Las álgebras de grafo de Brauer se definen mediante datos combinatorios basados en gra-

fos, básicamente las álgebras de grafo de Brauer están asociadas a grafos finitos con una

orientación ćıclica de las aristas en cada vértice y una función de multiplicidad [37]. Estas

álgebras fueron definidas por Donovan y Freislich [7], presentando una clasificación de las

representaciones indescomponibles de las álgebras de grafo de Brauer en términos de módu-

los canónicos de tipo cuerda y banda, basando su propuesta en el trabajo de Ringel [34]

sobre representaciones indescomponibles de grupos dihedrales y en el trabajo de Gelfand y

Ponomarev [19] sobre las representaciones indescomponibles del grupo de Lorentz.

En los últimos años ha existido un renovado interés en las álgebras de grafo de Brauer

al encontrar asociaciones de ellas con triangulaciones parciales [6], cubiertas de grafos de

Brauer [22], la generación finita del álgebra de Yoneda (o Ext) para un álgebra de grafo

de Brauer [2, 23] y la condición de Koszul en un álgebra de grafo de Brauer [23]. También

se han encontrado nuevos resultados sobre la no periodicidad de módulos de complejidad

finita sobre álgebras de grafo de Brauer débilmente simétricas [10] y se ha destacado que las

álgebras de grafo de Brauer desempeñan un papel central en la conexión entre la teoŕıa de

la representación de grupos finitos y la teoŕıa de las álgebras de conglomerado [27]. Además,

se ha determinado la coincidencia entre la clase de álgebras de grafo de Brauer y la clase de

álgebras biseriales especiales simétricas [6, 7].

Es precisamente en este sentido que se dirige el presente trabajo, al buscar relaciones exis-

tentes entre las álgebras de configuración de Brauer introducidas por Green y Schroll [20] y

algunos objetos combinatorios. Estudiando el caso particular de las álgebras de configura-

ción de Brauer asociadas al plano, mediante el análisis de sus construcciones y propiedades,

determinando ejemplos y estableciendo conexiones con otras áreas de la matemática.



2 Preliminares

En este caṕıtulo se presentan algunas de las definiciones, teoremas y resultados de la teoŕıa

de representación de álgebras que son base en el desarrollo del presente trabajo, las cuales

son tomadas de lo propuesto por Assem, Simson y Skowronski [3] y se encaminan todas a la

posterior presentación de las álgebras biseriales y las álgebras de configuración de Brauer.

2.1. K-álgebras

Para iniciar, es importante mencionar qué tipo de álgebras se manejan a lo largo de este

trabajo, las cuales se definen en torno a un campo K algebraicamente cerrado de la siguiente

manera.

Definición 2.1.1. Sea K un campo algebraicamente cerrado. Una K -álgebra es un anillo A

con elemento identidad (denotado como 1), tal que A tiene estructura de K-espacio vectorial

compatible con la multiplicación del anillo, es decir:

λ(ab) = (aλ)b = a(λb) = (ab)λ,

para todo λ ∈ K y todo a, b ∈ A. Una K-álgebra se dice que es de dimensión finita si la

dimensión dimKA del K-espacio vectorial A es finita.

Definición 2.1.2. Un K-subespacio vectorial B de una K-álgebra A es una K -subálgebra

de A si la identidad de A está en B y además bb′ ∈ B para todos b, b′ ∈ B.

Definición 2.1.3. Un K-subespacio vectorial I de una K-álgebra A es un ideal a derecha

de A si xa ∈ I para todo x ∈ I y todo a ∈ A (de manera similar, I es ideal a izquierda si

ax ∈ I). Un ideal bilatero de A, o simplemente un ideal de A, es un K-subespacio vectorial

I de A que es tanto ideal a derecha como ideal a izquierda de A.

El radical de estos ideales es un elemento de particular interés, al ser util para establecer

de manera sencilla módulos proyectivos e inyectivos indescomponibles de las álgebras que se

estudiarán.

Definición 2.1.4. El radical de Jacobson radA de una K-álgebra A, es la intersección

de todos los ideales maximales a derecha de A.
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Aunque esta definición parte de los ideales maximales a derecha, resulta ser equivalente al

tomar los ideales maximales a izquierda, para ver esto se presenta el siguiente lema y su

respectivo corolario.

Lema 2.1.5. Sean A una K-álgebra y a ∈ A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) a ∈ radA.

b) a pertenece a la intersección de todos los ideales maximales a izquierda de A.

c) Para todo b ∈ A , el elemento 1− ab tiene un inverso a ambos lados.

d) Para todo b ∈ A, el elemento 1− ab tiene un inverso a derecha.

e) Para todo b ∈ A, el elemento 1− ba tiene un inverso a ambos lados.

f) Para todo b ∈ A, el elemento 1− ba tiene un inverso a izquierda.

Demostración. a) implica d). Sea b ∈ A. Supóngase que 1− ab no tiene inverso a derecha.

Entonces existe un ideal I a derecha, el cual es maximal, tal que 1 − ab ∈ I. Como a ∈
radA ⊆ I se tiene que ab ∈ I y 1 ∈ I lo cual es una contradicción. Luego 1−ab tiene inverso

a derecha.

d) implica a). Asúmase que a /∈ radA entonces existe un ideal I maximal a derecha en A

tal que a /∈ radA. Luego A = I + aA. Aśı existen x ∈ I y b ∈ A tales que 1 = x + ab. Esto

implica que x = 1 − ab ∈ I no tiene inverso a derecha, lo cual es una contradicción. Por lo

tanto a ∈ radA.

b) implica f). Sea b ∈ A y supóngase que 1 − ba no tiene inverso a izquierda. Luego existe

un ideal I maximal a izquierda de A tal que 1− ba ∈ I. Como a ∈ B ⊆ I entonces ba ∈ I y

1 ∈ I, lo cual es una contradicción. De esta forma 1− ba tiene inverso a izquierda.

f) implica b). Asúmase que a /∈ B. Sea I el ideal maximal a izquierda de A tal que a /∈ I.

Entonces A = I +Aa. Aśı existen x ∈ I y b ∈ A tales que 1 = x+ ba. Luego x = 1− ba ∈ I,

es decir x no tiene inverso a izquierda, lo cual es una contradicción. Esto implica que a ∈ B.

Ahora, c) y e) son equivalentes. Como 1− ab tiene inverso a dos lados entonces existe x ∈ A
tal que (1− ab)x = 1. Es decir:

x− abx = 1

b(x− abx)a = ba

bxa− babxa− ba = 0

1 + bxa− babxa− ba = 1

1 + bxa− ba(1 + bxa) = 1

(1− ba)(1 + bxa) = 1.
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De esta forma, 1 − ba tiene inverso a derecha. Además 1 − ba tiene inverso a izquierda. Ya

que se tiene que existe y ∈ A tal que y(1− ab) = 1. Entonces:

y − yab = 1

b(y − yab)a = ba

bya− byaba− ba = 0

1 + bya− byaba− ba = 1

1 + bya− (bya+ 1)ba = 1

(1 + bya)(1− ba) = 1,

luego 1− ba tiene inverso a izquierda. De manera similar, como 1− ba tiene inverso a ambos

lados entonces existe x ∈ A tal que (1− ba)x = 1. De esta manera:

x− bax = 1

a(x+ bax)b = ab

axb− abaxb− ab = 0

1 + axb− abaxb− ab = 1

1 + axb− ab(1 + axb) = 1

(1− ab)(1 + axb) = 1.

Con lo que 1− ab tiene inverso a derecha. Ahora, 1− ab tiene inverso a izquierda. Para ver

esto, se tiene que existe y ∈ A tal que y(1− ba) = 1. Entonces:

y − yba = 1

a(y − yba)b = ab

ayb− aybab− ab = 0

1 + ayb− aybab− ab = 1

1 + ayb− (ayb+ 1)ab = 1

(1 + ayb)(1− ab) = 1.

Es decir, 1− ab tiene inverso a izquierda.

d) implica c). Tomando b ∈ A como valor fijo. Se tiene que, como 1 − ab tiene inverso a

derecha, entonces existe x ∈ A tal que (1−ab)x = 1. Luego x = 1−a(−bx). Aśı existe y ∈ A
tal que: 1 = xy = (1 + abx)y = y+ abxy = y+ ab. Luego y = 1− ab, es decir x es un inverso

a izquierda de y, por lo tanto 1− ab tiene inverso a ambos lados.

c) implica d). Esto se obtiene de forma inmediata, pues si para todo b ∈ A el elemento 1−ab
tiene un inverso a ambos lados, en particular tendrá inverso a derecha.

f) implica e). Tomando b ∈ A como valor fijo. Se tiene que, como 1 − ba tiene inverso a

izquierda, entonces existe y ∈ A tal que y(1 − ba) = 1. Luego y = 1 − (−yb)a. Aśı, existe
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x ∈ A tal que 1 = xy = x(1 + yba) = x+ xyba = x+ ba. Luego x = 1− ba, es decir y es un

inverso a derecha de x y por lo tanto 1− ba tiene inverso a ambos lados.

Para finalizar, e) implica f). Esto se obtiene de forma inmediata, pues si para todo b ∈ A el

elemento 1− ba tiene un inverso a ambos lados, en particular tendrá inverso a izquierda.

�

Corolario 2.1.6. Sea radA el radical de una K-álgebra A, entonces:

1. radA es la intersección de todos los ideales maximales a izquierda.

2. radA es un ideal bilátero y rad (A/radA) = 0.

3. Si I es un ideal bilátero nilpotente de A, entonces I ⊆ radA. Si, además, el álgebra

A/I es isomorfa al producto K × · · · ×K de copias de K, entonces I = radA.

Demostración.

1. La equivalencia entre a) y b) del lema 2.1.5 justifica este hecho.

2. radA es un ideal bilátero, esto se ve como consecuencia inmediata del Lema 2.1.5.

Para ver que rad (A/radA) = 0, sea ā ∈ rad (A/radA), b̄ ∈ A/radA. Por el Lema

2.1.5 se tiene que existe c̄ ∈ A/radA tal que (1− āb̄)c̄ = 1. Aśı (1− ab)c = 1− x, para

a, b ∈ A, algún c ∈ A y x ∈ radA. Entonces existe un d ∈ A tal que (1 − x)d = 1, es

decir (1−ab)cd = 1. Luego 1−ab tiene inverso a derecha. Aśı a ∈ radA y por lo tanto

ā = 0 ∈ A/radA. Con lo cual rad (A/radA) = 0.

3. Sean m > 0 un entero tal que Im = 0, x ∈ I y a ∈ A. Entonces ax ∈ I. Luego

(ax)r = 0, para algún r > 0. Se deduce entonces que la igualdad (1 + ax + (ax)2 + · ·
·+ (ax)r−1)(1− ax) = 1 se mantiene para cualquier a ∈ A. Por el Lema 2.1.5 se tiene

que x ∈ radA, de donde I ⊆ radA. Ahora, para probar la inclusión inversa, al asumir

que el álgebra A/I es isomorfa al producto de copias de K se tiene que rad (A/I) = 0.

El homomorfismo canónico π : A → A/I env́ıa radA al rad (A/I) = 0. En efecto, si

a ∈ radA y π(b) = b + I, b ∈ A, es cualquier elemento de A/I, entonces 1 − ab es

invertible en A y por lo tanto π(1 − ab) = 1 − π(b)π(a) es invertible en A/I. Luego

π(a) ∈ rad (A/I) = 0. Aśı radA ⊆ ker π = I. De esta manera radA = I.

�

Para cerrar estas nociones básicas relacionadas con las K -álgebras se presenta la definición de

módulo y módulo indescomponible, elementos fundamentales en la estructura de las álgebras

biseriales y multiseriales que se presentarán en caṕıtulos posteriores.

Definición 2.1.7. Sea A una K-álgebra. Un A-módulo a derecha (denotado como MA)

es un par (M, ·), donde M es un K-espacio vectorial y · es la acción:
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· : M × A→M

(m, a)→ m · a = ma

que satisface:

(x+ y)a = xa+ ya

x(a+ b) = xa+ xb

x(ab) = (xa)b

x1 = x

(xλ)a = x(aλ) = (xa)λ

Para todo x, y ∈M , a, b ∈ A y λ ∈ K.

La definición de un A-módulo a izquierda es análoga y se denota AM .

Nota 2.1.8. Un módulo M es de dimensión finita si la dimensión dimKM del K-espacio

vectorial subyacente de M es finita.

Definición 2.1.9. Un A-módulo a derecha M es generado por los elementos m1, ...,ms de

M si cualquier elemento m ∈ M es de la forma m = m1a1 + · · · + msas para elementos

a1, ..., as ∈ A. En este caso, se expresa M = m1A+ · · ·+msA. Un módulo M se denomina

finitamente generado si es generado por un subconjunto finito de elementos de M .

Definición 2.1.10. Dados M y N A-módulos a derecha, donde A es una K-álgebra. Una

aplicación K-lineal f : M → N es un homormofismo de A-módulos si f(aλ) = f(a)λ,

para todo a ∈M y λ ∈ A.

Definición 2.1.11. La suma directa de M1, ...,Ms de A-módulos a derecha es definida

como el K-espacio vectorial de suma directa M1 ⊕ · · · ⊕ Ms equipado con estructura de

A-módulo a derecha definida por (m1, ...,ms)a = (m1a, ...,msa) para m1 ∈ M1, ...,ms ∈ Ms

y a ∈ A. Además, se denota como M s = M ⊕ · · · ⊕M︸ ︷︷ ︸
s−copias

.

Definición 2.1.12. Un A-módulo M a derecha se dice indescomponible si es diferente

de cero y no tiene descomposición en suma directa del tipo M ∼= N ⊕ L, donde L y N son

A-módulos diferentes de cero.

Como notación adicional, ModA denota la categoŕıa de todos los módulos derechos sobre

A. En esta categoŕıa cada M es un K-espacio vectorial. Además, modA denota la subcate-

goŕıa plena de ModA constituida por los módulos finitamente generados. En esta categoŕıa
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es importante mencionar que si A es de dimensión finita, entonces modA coincide con la

subcategoria plena de ModA constitúıda por los módulos de K-dimensión finita.

Definición 2.1.13. Dos anillos A y B se dicen Morita equivalentes si sus categoŕıas de

módulos son equivalentes. Es decir, si existen funtores:

F : modA→ modB

G : modB → modA

e isomorfismos naturales G ◦ F ∼= modA, F ◦G ∼= modB.

2.2. Representación de Carcajes

Con la claridad del tipo de álgebras a trabajar, se presentan ahora definiciones que permiten

mostrar que cada álgebra de dimensión finita sobre un campo algebraicamente cerrado K

corresponde a una estructura gráfica, llamada carcaj, y que, rećıprocamente, a cada carcaj

corresponde un álgebra asociativa K. Aunque son varios los antecedentes a considerar en

la teoŕıa de representaciones, las nociones de carcaj y la representación lineal de carcaj

fueron introducidas expĺıcitamente por Gabriel en [16,17], en especial, el estudio de la teoŕıa

de representación de álgebras mediante carcajes está asociado al siguiente teorema que él

propuso.

Teorema 2.2.1. [15] Cada álgebra K de dimensión finita y conexa es Morita equivalente a

un álgebra KQ/I para un único carcaj Q, donde I es un ideal admisible de KQ.

Siendo éste el punto de partida de la teoŕıa moderna de la representación gráfica de álgebras

asociativas. Lo expuesto en esta sección es de amplia divulgación y tomado del trabajo de

Assem, Simson y Skowronski [3].

Definición 2.2.2. Un Carcaj Q es una cuadrupla: Q = (Q0, Q1, s, t). En donde Q0 es un

conjunto no vaćıo de vértices, Q1 es una colección de flechas que conectan vértices de Q0 y

las dos funciones s y t son:

s : Q1 → Q0

α 7→ s(α) = a

t : Q1 → Q0

α 7→ t(α) = b
si a

α−→ b .

Si |Q0| <∞ y |Q1| <∞ se dice que el carcaj Q es finito.

Cuando se omite la dirección de las flechas del carcajQ se obtiene un grafo Q que se denomina

carcaj subyacente a Q. Además, un carcaj Q se dice que es conexo si su carcaj subyacente

Q es un grafo conexo.
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Ejemplo 2.2.3. Dados Q0 = {1, 2, 3} y Q1 = {α, β, γ} de tal forma que:

s(α) = 3 t(α) = 2

s(β) = 2 t(β) = 1

s(γ) = 1 t(γ) = 3

Se obtiene el carcaj cuya representación es:

2
β

xx
1 γ

// 3

α

ff

para el cual su carcaj subyacente es:

2
β

1 γ 3

α

Definición 2.2.4. Sea Q un carcaj y a, b ∈ Q0, un camino P de a hasta b es una colección

de flechas y vértices de la forma:

P = (a|α1, α2, ..., αl|b),

en donde αk ∈ Q1 para todo 1 ≤ k ≤ l, además s(α1) = a, t(αk) = s(αk+1) y finalmente

t(αl) = b.

De esta forma, un camino de longitud l ≥ 1 es llamado ciclo si el vértice de partida coincide

con el vértice de llegada. Un ciclo de longitud 1 es llamado bucle. Además, cada punto

a ∈ Q0 tiene asociado un camino de longitud l = 0, el cual se llama camino trivial en a,

denotado εa = (a | | a).

Definición 2.2.5. Sea Q un carcaj. El álgebra de caminos KQ de Q es la K-álgebra cuyo

K-espacio vectorial correspondiente tiene como base al conjunto de caminos (a|α1, α2, ..., αl|b)
de longitud l ≥ 0 en Q. El producto de dos caminos (a|α1, α2, ..., αl|b) y (c|β1, β2, ..., βγ|d) en

KQ se define aśı:

(a|α1, α2, ..., αl|b) (c|β1, β2, ..., βγ|d) = δbc(a|α1, α2, ..., αl, β1, β2, ..., βγ|d).

Donde δbc denota el delta de Kronecker, es decir, el producto de dos caminos de KQ se

define como cero si t(αl) 6= s(β1) y es igual a la composición de caminos α1α2...αlβ1β2...βγ
si t(αl) = s(β1).

Ejemplo 2.2.6. Dados Q0 = {1, 2} y Q1 = {α} de tal forma que s(α) = 2 y t(α) = 1. Se

obtiene el carcaj cuya representación es:
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1 2αoo

En este se determinan tres caminos, α cuya longitud es 1 y los caminos triviales ε1 y ε2.

Además, en este carcaj no existen bucles, pues no hay flechas que conecten algún vértice

consigo mismo, tampoco existen ciclos, pues el único camino de longitud mayor a cero es

(2 |α | 1) y s(α) 6= t(α). De esta forma el álgebra de caminos KQ está definida por el conjunto

base {ε1, ε2, α}, en donde el producto de sus elementos es:

ε1 · α = 0

ε1 · ε2 = 0

ε1 · ε1 = ε1

ε2 · α = α

ε2 · ε1 = 0

ε2 · ε2 = ε2

α · ε1 = α

α · ε2 = 0

α · α = 0

Esta álgebra KQ es isomorfa al álgebra de matrices 2× 2 triangulares inferiores:

T2(K) =

[
K 0

K K

]
= {
[
a 0
b c

]
| a, b, c ∈ K}.

El isomorfismo es inducido por la aplicación K-lineal:

ε1 →
[

1 0
0 0

]
ε2 →

[
0 0
0 1

]
α→

[
0 0
1 0

]
Los siguientes resultados y definiciones conciernen a la estructura de las álgebras de caminos

con y sin relaciones. Mostrando en particular que las álgebras de caminos son asociativas y

agregando las definiciones de ideal, ideal admisible, zócalo, radical y tope, considerando que

se hará uso de ellas para representar y analizar las álgebras de los caṕıtulos posteriores.

Lema 2.2.7. Sea Q un carcaj y KQ un álgebra de caminos, entonces:

a) KQ es un álgebra asociativa.

b) KQ tiene un elemento identidad si y sólo si Q0 es finito.

c) KQ es de dimensión finita si y sólo si Q es finito y no tiene ciclos orientados.

Demostración.

a) El hecho de que KQ es un álgebra asociativa se deduce directamente de la definición que

se ha dado para la operación producto, pues es la composición de caminos y esta operación

es asociativa.

b) Para la primer implicación, se considera que cada camino trivial εa = (a||a) es un idem-

potente de KQ, esto se puede ver como εna = (a||a)...(a||a) = (a||a) = εa. De esta manera
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se tiene que si Q0 es finito,
∑

a∈Q0
εa es un elemento identidad para KQ; para ver esto, sea

α =
∑

i λiwi ∈ KQ, con wi caminos de Q, con esto:(∑
a∈Q0

εa

)
α =

(∑
a∈Q0

εa

)(∑
i

λiwi

)
=
∑
a∈Q0

∑
i

λiεawi,

y para cada wi existe un único a ∈ Q0 que es el inicio del camino, se tiene que εawi = wi y

εbwi = 0 para b 6= a, por lo cual:(∑
a∈Q0

εa

)
α =

∑
i

λiwi = α.

Para la otra implicación, se parte de que Q0 es infinito y se supone que 1 =
∑m

i=1 λiwi es

una identidad de KQ donde λi son escalares diferentes de cero y wi caminos en Q. Sea Q′0 el

conjunto conformado por todos los vértices que son oŕıgen de los wi, aśı Q′0 tiene a lo sumo

m elementos y es finito, al tomarse un elemento a ∈ Q0 −Q′0 se tendŕıa que εa1 = 0, lo cual

es una contradicción.

c) Si Q es infinito, entonces la base de KQ también lo es y por lo tanto KQ es de dimensión

infinita. Si w = α1α2...αl es un ciclo en Q, para cada t ≥ 0 se tiene un elemento de la base

wt = (α1α2...αl)
t, aśı que KQ es de nuevo de dimensión infinita. Inversamente, si Q es finito

y aćıclico contiene sólo un número finito de caminos, por lo cual KQ es de dimensión finita.

�

Definición 2.2.8. Sea Q un carcaj finito y conexo, el ideal del álgebra de caminos KQ

generado por las flechas de Q recibe el nombre de ideal flecha de KQ y es denotado por

RQ o simplemente R.

Es importante tener en cuenta que para RQ existe una descomposicion en sumas directas de

la forma:

RQ = KQ1 ⊕KQ2 ⊕ ...⊕KQm ⊕ ...

del K-espacio vectorial RQ, donde KQm es el subespacio de KQ generado por el conjunto

Qm de todos los caminos de longitud m. En particular, el K-espacio vectorial asociado a RQ

es generado por todos los caminos en Q de longitud m ≥ 1. Esto implica que, para cada

m ≥ 1 se tiene:

Rm
Q =

⊕
l≥m

KQl

y por lo tanto, Rm
Q es el ideal de KQ generado, como un K-espacio vectorial, para el conjunto

de caminos de longitud ≥ m.
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Definición 2.2.9. Sea Q un carcaj finito y RQ el ideal flecha del álgebra de caminos KQ.

Un ideal bilatero I de KQ se dice admisible si existe m ≥ 2 tal que Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q.

Si I es un ideal admisible de KQ, el par (Q, I) se dice que es un carcaj acotado. El álgebra

cociente A = KQ/I se dice que es el álgebra del carcaj acotado (Q, I).

Ejemplo 2.2.10. Para el carcaj Q:

2
β

xx
1λ 99 4

α

ff

γ

xx
3

δ

ff

El ideal I = 〈αβ − γδ, βλ, λ3〉 es admisible, para ver esto hay que iniciar por analizar el

cumplimiento de la contenencia I ⊆ R2
Q. Esto se cumple ya que, los caminos que viven en

el ideal I contienen alguno de los productos: αβ, γδ, βλ o λ2, es decir, todos los caminos

pertenecen a R2
Q.

En cuanto a la contenencia Rm
Q ⊆ I, se cumple para m = 4. Esto se sustenta en el hecho de

que cada camino de longitud mayor o igual a 4 está en I, de hecho se puede ver cada uno

de estos posibles caminos: Si el camino inicia en 1, 2 o 3 entonces contendrá al producto λ3

y por tanto pertenece a I; si el camino inicia en 4 hay dos posibilidades, que contenga αβλ2

o γδλ2 los cuales pertenecen a I, para el primer caso se tiene que βλ ∈ I y para el segundo

caso γδλ2 = γδλ2−αβλ2 +αβλ2 = (γδ−αβ)λ2 +αβλ2, el cual pertenece a I. De esta forma

se concluye que R4
Q ⊆ I ⊆ R2

Q y por tanto I es un ideal admisible para KQ.

Definición 2.2.11. Sea Q un carcaj finito. Una representación K-lineal, o en otras palabras,

una representación M de Q es definida por las siguientes condiciones:

A cada punto a en Q0 se le asocia un K-espacio vectorial Ma.

A cada flecha α : a→ b en Q1 le es asociada una aplicación K-lineal ϕα : Ma →Mb.

Cada representación es denotada como M = (Ma, ϕα).

Definición 2.2.12. Para una representación M = (Ma, ϕα) se tiene que, si cada espacio

vectorial Ma es de dimensión finita, entonces la dimensión de la representación se define

como el vector dimensión dimM =
(
dimMa

)
a∈Q0

de las dimensiones de los espacios vecto-

riales Ma. En caso contrario la dimensión de la representación será infinita. Es decir, una

representación es llamada de dimensión finita si cada espacio vectorial Ma es de dimensión

finita.
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Definición 2.2.13. Sea A ∼= KQ/I una K-álgebra y sea M un módulo en modA. El vector

dimensión de M se define como el vector:

dimM =

dimKMe1

...

dimKMen


en Zn, donde e1, ..., en son idempotentes ortogonales primitivos de A correspondientes a los

puntos 1, ..., n de Q0.

Definición 2.2.14. Dadas dos representaciones M = (Ma, ϕα) y M ′ = (M ′
a, ϕ

′
α) de Q, un

morfismo (de representaciones) f : M → M ′ es una familia f = (fa)a∈Q0 de aplicaciones

K-lineales (fa : Ma →M ′
a)a∈Q0 que son compatibles con la estructura de las aplicaciones ϕα,

esto es, para cada flecha α : a → b se tiene ϕ′αfa = fbϕα, o equivalentemente, el siguiente

diagrama conmuta:

Ma
ϕα //

fa

��

Mb

fb

��
M ′

a

ϕ′α //M ′
b

El conjunto de todos los morfismos entre dos representaciones M y M ′ se denota como

Hom(M,M ′), el cual es un K-espacio vectorial [3]. Además, un morfismo f = M → M ′

es un isomorfismo si cada fa es biyectivo. La clase de todas las representaciones que son

isomorfas a una representación dada M es llamada isoclase de M .

Ejemplo 2.2.15. Para el carcaj de Kronecker:

1 2
αoo

β
oo

Se pueden considerar las representaciones:

M : K2 K

[
1
0

]
oo [

0
1

]oo M ′ : K2 K2

[
1 0
0 1

]
oo [

0 0
1 0

]oo

En donde 1 indica la aplicación identidad de K en K, dimM = (2, 1) y dimM ′ = (2, 2). Se

puede definir además un morfismo de M →M ′ aśı:
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M

f

��

K2

f1=
[

1 0
0 1

]
��

K

[
1
0

]
oo [

0
1

]oo

f2=
[

1
0

]
��

:

M ′ K2 K2

[
1 0
0 1

]
oo [

0 0
1 0

]oo

En donde: [
1 0
0 1

][
1
0

]
=
[

1 0
0 1

][
1
0

]
y
[

1 0
0 1

][
0
1

]
=
[

0 0
1 0

][
1
0

]
Por lo cual, efectivamente el diagrama conmuta. De hecho, dado que ya conocemos que existe

al menos un morfismo, se puede establecer Hom(M,M ′) de la siguiente manera:

Sea f = (f1, f2) un morfismo de M a M ′, entonces f1 y f2 se pueden escribir en forma

matricial aśı:

f1 =

[
a b

c d

]
f2 =

[
x

y

]
En donde a, b, c, d, x, y ∈ K. Ahora, como f es un morfismo de representaciones entonces

f1ϕα = ϕ′αf2 y f1ϕβ = ϕ′βf2, es decir:[
a b

c d

] [
1

0

]
=

[
1 0

0 1

] [
x

y

]
y adémas

[
a b

c d

] [
0

1

]
=

[
0 0

1 0

] [
x

y

]

Lo cual implica que:

[
a

c

]
=

[
x

y

]
y

[
b

d

]
=

[
0

x

]
.

Con lo que se tiene que f es de la forma f = (
[
a 0
c a

]
,
[
a
c

]
). De esta manera Hom(M,M ′) ∼= K2

es un espacio vectorial de dimensión 2 con base:

B =

{([
1 0

0 1

]
,

[
1

0

])
,

([
0 0

1 0

]
,

[
0

1

])}
.

Definición 2.2.16. Sea Q un carcaj finito. Las representaciones K-lineales de Q definen una

categoŕıa denotada Rep(Q). Se denota además por rep(Q) la subcategoria de Rep(Q) com-

puesta por todas las representaciones de dimensión finita. En particular, Rep(Q) y rep(Q)

son K-categorias abelianas [3].
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Ahora, dado que uno de los objetivos de la teoŕıa de representaciones es clasificar todas

las representaciones de un carcaj Q dado y todos los morfismos entre ellas, es importante

introducir la noción de representación indescomponible. Dicha definición es dada a través de

la idea de suma directa que se presenta a continuación.

Definición 2.2.17. Sea M = (Mi, ϕα) y M ′ = (M ′
i , ϕ

′
α) representaciones de un carcaj Q,

entonces la suma directa de M y M ′ denotada M ⊕M ′ es una representación de Q definida

de la siguiente forma:

M ⊕M ′ =
(
Mi ⊕M ′

i ,
[ ϕα 0

0 ϕ′α

])
i∈Q0,α∈Q1

Esta definición se puede extender a la suma de cualquier número finito de representaciones

que pertenecen a rep(Q).

Definición 2.2.18. Una representaciónM ∈ rep(Q) es llamada indescomponible siM 6= 0

y M no puede ser escrita como suma directa de dos representaciones diferentes de cero, esto

es, cuando M ∼= N ⊕ L con N,L ∈ rep(Q), entonces N = 0 ó L = 0.

Ejemplo 2.2.19. Sea Q el carcaj:

1 // 2 3oo

Y sus representaciones:

M K 1 //K 00oo

M ′ K2

[
1 1
0 1

]
//K2 K

[
1
1

]
oo

En donde 1 indica la aplicación identidad. Entonces la suma directa de estas representaciones

M ⊕M ′ es la representación:

K ⊕K2

[
1 0 0
0 1 1
0 0 1

]
//K ⊕K2 0⊕K

[
0 0
0 1
0 1

]
oo

la cual es isomorfa a:

K3

[
1 0 0
0 1 1
0 0 1

]
//K3 K.

[
0
1
1

]
oo

De estas representaciones, M es indescomponible y M ′ no lo es, dado que M ′ es isomorfa

(pero no igual) a:
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K 1 //K K1oo

)
⊕
(
K 1 //K 00oo

)
Ahora bien, para los fines de la teoŕıa de representaciones son de gran importancia las repre-

sentaciones simples, proyectivas e inyectivas, pues el conocer las representaciones proyectivas

e inyectivas indescomponibles implica conocer todas las representaciones proyectivas e in-

yectivas.

Definición 2.2.20. Para un vertice i en un carcaj Q sin ciclos orientados se tiene que:

Una representación simple en un vertice i se denota por S(i), esta representación

S(i) = (S(i)j, ϕα)j∈Q0,α∈Q1 es tal que:

S(i)j =

{
0 si i 6= j

K si i = j

ϕα = 0 para todo α ∈ Q1

Una representación proyectiva P (i) es aquella en la que P (i) = (P (i)j, ϕα)j∈Q0,α∈Q1 ,

donde P (i)j es el K-espacio vectorial que tiene por base al conjunto de caminos que

van de i a j en Q; es decir, los elementos de P (i)j son de la forma
∑

c λc c donde

c recorre todos los caminos de i a j y λc ∈ K. Además, si j
α−→ l es una flecha en

Q entonces ϕα : P (i)j → P (i)l es la aplicación lineal definida sobre las bases por la

composición de caminos de i a j con la flecha j
α−→ l, es decir la flecha α induce una

aplicación inyectiva entre las bases:

Base de P (i)j −→ Base de P (i)l
c = (i|β1, β2, ..., βs|j) 7−→ cα = (i|β1, β2, ..., βs, α|l)

con ϕα definido como:

ϕα

(∑
c

λc c

)
=
∑
c

λc c α

Una representación inyectiva I(i) es aquella en la que I(i) = (I(i)j, ϕα)j∈Q0,α∈Q1 ,

donde I(i)j es el K-espacio vectorial que tiene por base al conjunto de caminos que van

de j a i en Q; es decir, los elementos de I(i)j son de la forma
∑

c λc c donde c recorre

todos los caminos de j a i y λc ∈ K. Además, si j
α−→ l es una flecha en Q entonces

ϕα : I(i)j → I(i)l es la aplicación lineal, definida sobre las bases, que elimina la flecha

j
α−→ l de aquellos caminos de j a i que comienzan con α y enviando a cero los caminos

que no inician en α. Más precisamente, la flecha α induce una aplicación sobreyectiva

f entre las bases aśı:

Base de I(i)j
f−−−→ Base de I(i)l

c = (j|β1, β2, ..., βs|i) 7−→
{

(l|β2, ..., βs|i) si β1 = α

0 en otro caso
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con ϕα definido como:

ϕα

(∑
c

λc c

)
=
∑
c

λc f(c)

Nota 2.2.21.

1. La representación proyectiva en el vértice i es la representación simple en el vértice i

si y solo si no hay una flecha α en Q tal que s(α) = i. Estos vértices son llamados

sumideros del carcaj Q. Formalmente se definen aśı:

S(i) = P (i)⇐⇒ i es un sumidero en Q.

2. La representación inyectiva en el vértice i es la representación simple en el vértice i si y

solo si no hay una flecha α en Q tal que t(α) = i. Estos vértices son llamados fuentes

del carcaj Q. Formalmente se definen aśı:

S(i) = I(i)⇐⇒ i es fuente en Q.

Definición 2.2.22. Para un A-módulo derecho M se tiene que el zócalo socM es el módulo

semisimple generado por todos los submódulos simples de M .

Definición 2.2.23. El Top de un módulo M se define como topM = M/radM .

Definición 2.2.24. El Corazón de un módulo proyectivo indescomponible P se define como

H(P ) = radP/soc P .

Definición 2.2.25. Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de KQ. Una representación

M = (Ma, ϕα) de Q se dice acotada por I, o satisface las relaciones de I, si se tiene que:

ϕρ = 0, para todas las relaciones ρ ∈ I.

Si I es generado por el conjunto finito de relaciones {ρ1, ..., ρm}, la representación M es

acotada por I si y solo si ϕρj = 0, para todo j tal que 1 ≤ j ≤ m.

Lema 2.2.26. Sea M = (Ma, ϕα) una representación acotada de (Q, I).

a) M es semisimple si y sólo si ϕα = 0 para cada α ∈ Q1.

b) socM = N , donde N = (Na, ψα) con Na = Ma si a es un sumidero, mientras que:

Na =
⋂

α:a→b

Ker(ϕα : Ma →Mb).
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Si a no es un sumidero, y ψα = ϕα|Na = 0 para cada flecha α de origen a.

c) radM = J , donde J = (Ja, γα) con Ja =
∑

α: b→a Im(ϕα : Mb → Ma) y γα = ϕα|ja para

cada flecha α y origen a.

d) topM = L, donde L = (La, ψα) con La = Ma si a es origen, mientras que La =∑
α: b→aCoker(ψα : Mb →Ma) si a no es origen y ψα = 0 para cada flecha α y origen a.

Demostración.

a) Este hecho se sustenta en que ϕα = 0 para cada α ∈ Q1 si y solo si

M ∼=
⊕
a∈Q0

S(a)dimKMa

b) Dado que ψα = ϕα|Na entonces N es submódulo de M . Teniendo que ψα = 0 para cada

α entonces N es semisimple. Sea SA un submódulo simple de M , entonces existe a ∈ Q0 tal

que S ∼= S(a). Aśı se tiene que para cada α : a→ b un diagrama conmutativo:

K = S(a)a

��

// S(a)b = 0

��
Ma ϕα

//Mb

Entonces S(a)a ⊆ Kerϕα para cada α : a→ b y por lo tanto S(a)a ⊆ Na. Esto muestra que

S(a) ⊆ N y entonces N = socM .

c) Sea R el ideal flecha de KQ. Dado que radA = R/I es generado como un ideal bilatero

por el módulo de clases residuales I de las flechas α ∈ Q1, de esta forma:

J = radM = M · radA = M · (R/I) =
∑
α∈Q1

Mᾱ.

Donde ᾱ = α+ I. Entonces para cada a ∈ Q0 se tiene que Ja =
∑

α:b→aMᾱ, donde la suma

se toma sobre todas las flechas que finalizan en a. Para cada flecha α : b→ a se tiene:

Mᾱ = Mebᾱ = Mbᾱ = ϕα(Mb) = Imϕα

entonces la acción de ϕα corresponde a la multiplicación a derecha por ᾱ, aśı:

Ja =
∑
α:b→a

Im(ϕα : Mb →Ma)

y dado que J es un submódulo de M se tiene que γα = ϕα|Ja .

d) Se obtiene como resultado de c) y del hecho que L = M/(M radA) = M/radA.

�

Ejemplo 2.2.27. Para el álgebra de caminos A = KQ del carcaj Q:
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1 //

��

3 // 4

2

@@

Sus representaciones simples son:

S(1) = K //

��

0 // 0

0

@@

S(2) = 0 //

��

0 // 0

K

??

S(3) = 0 //

��

K // 0

0

??

S(4) = 0 //

��

0 // K

0

@@

Además las representaciones proyectivas e inyectivas son:

P (1) = K //

  

K2 // K2

K

==

P (2) = 0 //

��

K // K

K

>>

P (3) = 0 //

��

K // K

0

??

P (4) = 0 //

��

0 // K

0

@@

I(1) = K //

��

0 // 0

0

@@

I(2) = K //

  

0 // 0

K

??

I(3) = K2 //

!!

K // 0

K

>>

I(4) = K2 //

!!

K // K

K

>>

Al calcular el radical de los proyectivos se obtiene:

radP (1) = 0 //

��

K2 // K2

K

==
radP (2) = 0 //

��

K // K

0

??
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radP (3) = 0 //

��

0 // K

0

@@
radP (4) = 0 //

��

0 // 0

0

@@

De estas representaciones se observan algunas relaciones:

P (4) = S(4) = radP (3) I(1) = S(1)

Por lo cual el vértice 4 es un sumidero y 1 es un vértice fuente.

Nota 2.2.28. Cuando se analiza la estructura de las representaciones de un carcaj resulta

útil la siguiente notación que algunos autores [3, 4, 20] emplean para expresar de manera

abreviada dichas representaciones. En esta notación, se omiten las flechas del quiver y se

cambian el K de cada vértice por el indice que le fue asignado en el carcaj. Si Q es un carcaj,

Q0 = [n] es su conjunto de vértices y M = (Mi, ϕα) es una representación indescomponible

de Q para la cual se tiene el vector dimensión dimM = (d1, d2, ..., dn) (ver Definición 2.2.13).

Se representa a M usando los digitos i ∈ [n] de tal manera que i aparece exactamente di
veces. Además, se organizan los diǵıtos de tal manera que si hay una flecha α : i → j y su

respectivo morfismo asociado ϕα : Mi →Mj es no nulo, entonces el d́ıgito i se coloca arriba

del d́ıgito j.

Para mostrar como funciona esta notación, se puede ver como se expresan los proyectivos e

inyectivos del Ejemplo 2.2.27.

P (1) =
1

2
3
4

P (2) =
2
3
4

P (3) = 3
4 P (4) = 4

I(1) = 1 I(2) = 1
2 I(3) =

1
2

3 I(4) =
1

2
3
4

En ellos se encuentra como relación que P (1) = I(4).

Definición 2.2.29. Una K-álgebra A de dimensión finita se define como un álgebra de tipo

de representación finita si el número de clases de isomorfismo de A-módulos derechos in-

decomponibles de dimensión finita es finito. Una K-álgebra A es de tipo de representación

infinita si no es de tipo de representación finita.

Además, Drozd [8] demostró que las álgebras de tipo infinito se dividen a su vez en dos

clases disjuntas: álgebras mansas cuyas representaciones indecomponibles pueden ser pa-

rametrizadas por varios parámetros discretos y uno continuo y álgebras salvajes para las

cuales la clasificación de representaciones indecomponibles ocurren en familias de al menos

dos parámetros continuos.
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Teorema 2.2.30. (Teorema de Gabriel. Parte 1, [36], Teorema 3.1) Un carcaj conexo es de

tipo representación finita si y solo si su carcaj subyacente es uno de los diagramas de Dynkin

de tipo A, D o E que se presentan a continuación.

Am = m ≥ 1

Dn = n ≥ 4

E6 =

E7 =

E8 =



3 Álgebras Biseriales Especiales

Las álgebras de la forma KQ/I que aparecen en el estudio de la teoŕıa de representación de

álgebras mediante carcajes son complicadas y por lo tanto a menudo se consideran subclases

de ellas. Por ejemplo, para restringir la clase de álgebras de dimensión finita, se pueden

imponer restricciones adicionales sobre I y Q, como la cantidad de flechas que inician y

finalizan en cada vértice. La exploración de dichas restricciones lleva en primera instancia a

las álgebras de Nakayama (generalización de las álgebras uniseriales [3,29]) y posteriormente

a las álgebras biseriales.

Las álgebras biseriales y biseriales especiales son objeto de un intenso estudio en el último

siglo [21], pues a través de ellas se pueden analizar muchos aspectos de la teoŕıa de repre-

sentación de álgebras, en particular y especialmente importante para el presente trabajo, en

la actualidad existe un renovado interés en ellas por su utilidad en el estudio de álgebras

autoinyectivas desde las álgebras de grafo de Brauer.

A lo largo de esta sección se denota por A a una K-álgebra y todos los A-módulos son, a

menos que se diga otra cosa, A-módulos derechos finitamente generados.

Definición 3.1. Un A-módulo MA es uniserial si tiene una serie de composición única.

Si M es uniserial, entonces también lo es cada submódulo de M y cada cociente de M .

Además, el dualDM deM es A-módulo izquierdo uniserial. Debido a que un módulo uniserial

M necesariamente tiene un top simple (y un zócalo simple), debe ser indescomponible.

En búsqueda de determinar de manera sencilla y natural cuándo los módulos de una álgebra

de caminos son uniseriales, se presenta la definición de álgebra uniserial derecha y álgebra

uniserial izquierda.

Definición 3.2. Un álgebra A es uniserial derecha si cada A-módulo proyectivo indes-

componible derecho es uniserial. Un álgebra A es uniserial izquierda si cada A-módulo

proyectivo indescomponible izquierdo es uniserial.

De manera equivalente, A es uniserial derecha si cada A-módulo inyectivo indescomponible

izquierdo es uniserial, y A es uniserial izquierda si cada A-módulo inyectivo indescomponible

derecho es uniserial. Por lo tanto, un álgebra A es uniserial derecha si y solo si su álgebra

opuesta Aop es uniserial izquierda. Más aún, una K-álgebra básica A es uniserial derecha si
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y solo si para cada vértice v de su carcaj asociado QA existe como máximo una flecha de

origen en v (una descripción detallada de estos hechos se encuentra disponible en [3]).

Ejemplo 3.3. Considere el álgebra de caminos A = KQ cuyo carcaj Q es:

1 // 2 // 3 // 4 // 5

Dado que, de cada vértice sale como máximo una flecha entonces A es uniserial derecha.

Además, Aop es uniserial izquierda pues en su carcaj Qop se cumple la misma condición:

1 2oo 3oo 4oo 5oo

De esta forma todos sus módulos proyectivos e inyectivos indescomponibles serán uniseriales.

Veamos cuáles son:

P (1) = I(5) =
1
2
3
4
5

P (2) =
2
3
4
5

P (3) =
3
4
5

P (4) = 4
5

P (5) = 5

I(1) = 1

I(2) = 1
2

I(3) =
1
2
3

I(4) =
1
2
3
4

Ahora, la elección de este ejemplo radica en el hecho de que A pertenece al tipo especial de

álgebras denominado como álgebras de Nakayama, las cuales son una generalización de las

álgebras uniseriales y se definen a continuación.

Definición 3.4. Un álgebra A se denomina como álgebra de Nakayama si tiene una serie

de composición única como A-módulo.

Esto es, A es un álgebra de Nakayama si es a la vez uniserial derecha e izquierda. Para estas

álgebras se conoce el tipo de carcaj asociado que les corresponde, como se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 3.5. Un álgebra básica y conexa A es un álgebra de Nakayama si y solo si A =

KQ/I, con I un ideal admisible y Q uno de los siguientes carcajes.

a) 1 // 2 // · · · // n b) 1 // 2 // · · · // nff

Donde n ≥ 1. Además, A es un álgebra de Nakayama si y solo si cada A-módulo indescom-

ponible es uniserial. En el caso b) las álgebras de Nakayama resultan ser auto-inyectivas.

Entendiendo que un álgebra es auto-inyectiva si todo módulo proyectivo derecho es inyectivo

(una descripción detallada de estos hechos se encuentra disponible en el caṕıtulo V de [3]).

Ejemplo 3.6. Para el álgebra de caminos A = KQ cuyo carcaj Q es:
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1 α // 2
β // 3

γ // 4 δ // 5

ε

ff

Con las relaciones αβγδ = βγδε = γδεα = δεαβ = εαβγ = 0.

Al ser un álgebra de Nakayama, es uniserial y su carcaj permite deducir que es auto-inyectiva.

Esto se puede ver a través de sus módulos proyectivos e inyectivos indescomponibles.

P (1) = I(4) =
1
2
3
4

P (2) = I(5) =
2
3
4
5

P (3) = I(1) =
3
4
5
1

P (4) = I(2) =
4
5
1
2

P (5) = I(1) =
5
1
2
3

Ahora que se han definido los módulos uniseriales y una generalización de álgebras cuyos

módulos indescomponibles son uniseriales, se revisa qué sucede en un álgebra con módulos

biseriales.

Definición 3.7. [14] Un álgebra A es biserial si para cada módulo proyectivo indescom-

ponible izquierdo o derecho P , existen submódulos uniseriales U y V de P que satisfacen

radP = U + V (no necesariamente suma directa), tal que U ∩ V es cero o simple.

Definición 3.8. [21] Un álgebra A es multiserial si para cada A-módulo derecho o izquierdo

P su radical radP puede ser escrito como suma directa de módulos uniseriales U1, ..., Uj, de

manera que, si i 6= j entonces Ui ∩ Uj es cero o un A-módulo simple.

Ejemplo 3.9. Sea Q el carcaj:

3
δ

��

2
ρoo

5 1

α

^^

β
ww

4

γ

gg

Y el ideal admisible I = 〈αρδ − βγ〉. Entonces para el álgebra A = KQ/I se tiene que:

P (1) =
1

2 4
3

5

P (2) =
2
3
5

P (3) = 3
5 P (4) = 4

5 P (5) = 5

Es decir, P (2), P (3), P (4) y P (5) son uniseriales, mientras que P (1) es biserial. Además,

como radP (1) = P (2) + P (4) y P (2) ∩ P (4) = S(5) entonces A es biserial.
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Con la intención de estudiar las álgebras biseriales y siguiendo con lo expuesto en las álgebras

de Nakayama, surge de manera natural la idea de analizar si las álgebras biseriales son

aquellas cuyo carcaj ordinario cumple que cada vértice es origen y finalización de máximo

dos flechas; sin embargo, la mayoria de álgebras que cumplen esa condición resultan salvajes,

por esta razón aparece la necesidad de establecer restricciones en las flechas que hacen parte

del carcaj, esto lleva al planteamiento de las álgebras especiales biseriales.

Definición 3.10. [4] Un álgebra se llama especial biserial si es Morita equivalente a un

álgebra de la forma KQ/I que satisface:

(S0) En cada vértice v de Q hay como máximo dos flechas que comienzan en v y hay

como máximo dos flechas que terminan en v.

(S1) Para cada flecha α de Q existe como máximo una flecha β tal que αβ /∈ I y existe

como máximo una flecha γ tal que γα /∈ I.

Ejemplo 3.11. El álgebra A del Ejemplo 3.9 es especial biserial.

Ejemplo 3.12. Sea Q el carcaj:

1

ρ //

δ

��

2
β

oo

η

��3

α

__

γ

??

Y el ideal admisible I = 〈ρη, ηα, αρ, δγ, γβ , βδ, ρβ − δα, ηγ − βρ, αδ − γη〉. Entonces para

el álgebra A = KQ/I se tiene que:

P (1) =
1

2 3
1

P (2) =
2

3 1
2

P (3) =
3

1 2
3

,

son módulos biseriales, con radicales que pueden ser vistos como suma de sub-módulos

uniseriales de intersección cero:

radP (1) = 2
1 + 3 radP (2) = 3

2 + 1 radP (3) = 1
3 + 2,

por lo cual A es biserial. Además, es biserial especial pues cumple (S0) y (S1).

Ejemplo 3.13. Sea Q el carcaj:

1 α // 2

γ
��

β // 4
η // 5

3
δ

@@

Y el ideal admisible I = 〈βη, αβ − αγδ〉. Entonces para el álgebra A = KQ/I se tiene:
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P (1) =
1
2
3
4

P (2) =
2

3 4
4
5

P (3) =
3
4
5

P (4) = 4
5 P (5) = 5.

Es decir, P (1), P (3), P (4) y P (5) son módulos uniseriales, mientras que P (2) es biserial.

Para este último su radical es suma de dos sub-módulos uniseriales de intercepción simple:

radP (2) =
3
4
5

+ 4.

Por lo cual A es biserial. Sin embargo, no es biserial especial pues cumple (S0) pero no (S1).

Especificamente, para α se tiene que αβ y αγ no pertenecen a I.

Este último ejemplo muestra que el ser biserial no impĺıca ser biserial especial, no obstante,

los demás ejemplos dejan la inquietud de la veracidad de la implicación contraria, esto se ve

a tráves del siguiente teorema.

Teorema 3.14. [40] Las álgebras especiales biseriales son biseriales.

Demostración. Toda flecha α = ej ← ei en Q determina un único camino w = αs ... α2

α1, α1 = α, el cual es maximal en el conjunto de todas los caminos u que no están en I

comenzando en α, y cualquier camino u de este tipo es un subcamino de w. Entonces el

submódulo A(α + I) de rad Aei es uniserial y, por (S0), rad Aei es la suma de a lo sumo

dos módulos uniseriales.

Ahora, al suponer que se tienen dos caminos paralelos u = αn · · · α2 α1 y v = βm · · · β2 β1

iniciando en ei, α1 6= β1, tal que A(u + I) = A(v + I) 6= 0. Entonces por (S1) se tiene que

αn 6= βm, y se afirma que A(u + I) = K(u + I) ⊆ soc Aei. Aśı que se asume γu /∈ I para

alguna flecha γ en Q. Como A(u + I) = A(v + I) es un módulo uniserial, se puede ver que

por (S1) el punto final de γ es el segundo factor superior de A(u + I), y aśı se tiene que

γv /∈ I, pero entonces ambos γαn y γβm no pertenecen a I, contrario a (S1), con lo cual la

afirmación está probada. Dado que las condiciones (S) son simétricas a derecha e izquierda,

A es biserial.

�
La prueba de este teorema de hecho demuestra lo siguiente.

Corolario 3.15. Si el carcaj (Q, I) satisface las condiciones (S0) y (S1), entonces I es

generado por un conjunto de caminos y un conjunto de elementos ui − civi, donde ui y vi
son caminos paralelos distintos y ci es un elemento distinto de cero en K. Para tal relación

K(u+ I) se encuentra en el zócalo izquierdo y derecho de A = KQ/I.

Pese a que en general no es cierto el rećıproco del Teorema 3.14, si se cumple en el caso en

que el álgebra es estándar autoinyectiva [32], recordando que se considera que un álgebra es

estándar si es isomorfa a ⊕Λ para algúna categoria finita estándar Λ; es decir, el álgebra es
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isomorfa a una Λ categoria que admite un cubrimiento de Galois R → A con R simple y

conexa. Otro caso en el que se cumple el rećıproco es cuando el álgebra es biserial distributiva

[40], aclarando que Ringel demostró que si un álgebra A es de representación finita entonces

es distributiva [33].

Ejemplo 3.16. El álgebra A del Ejemplo 3.13 es biserial simple y conexa, por tanto estándar,

pero no es autoinyectiva, por lo tanto no es especial biserial.

Ejemplo 3.17. Sea Q el carcaj:

1α 99 2
γ //βoo 3 δee

Con relaciones α2 = δ2 = 0, entonces:

P (1) = 1
1 P (2) =

2
1
1

P (3) = 3
3 .

Como los proyectivos indescomponibles son uniseriales, el álgebra A = KQ/I es biserial

y además es distributiva por ser de tipo representación finita. De esta forma el álgebra es

especial biserial.

Teorema 3.18. Las álgebras especiales biseriales son de tipo representación manso.

La demostración de este teorema se puede ver en el trabajo de Wald y Waschbüsch [43],

quienes clasificaron todos los módulos indescomponibles de las álgebras especiales biseriales

y al hacerlo mostraron que estas álgebras son siempre de tipo manso.

Ahora, cada K-álgebra especial biserial de dimensión finita es factor de una simétrica, de ah́ı

lo especial de las álgebras especiales biseriales, pues al ser cocientes de álgebras simétricas,

resulta que estas álgebras simétricas son nuevamente biseriales. Esto es expresado mediante

el siguiente teorema.

Teorema 3.19. [43] Toda álgebra especial biserial es factor de un álgebra especial biserial

simétrica.

Demostración. Sea A un álgebra especial biserial, en esta demostración construiremos un

álgebra especial biserial simétrica AS a partir de A, con la claridad de que AS no está

determinado únicamente por A.

Para iniciar, es necesario extender la noción de camino a lo siguiente. Una tripla T = (Q, I, v),

en donde (Q, I) es un carcaj acotado y v ∈ Q es un camino (o un ciclo), es llamada camino

lineal (respectivamente ćıclico) si A = KQ/I es de dimensión finita y satisface que: (1)

Cada flecha α ∈ Q1 ocurre exactamente una vez en v y v se relaciona como máximo dos



28 3 Álgebras Biseriales Especiales

veces a través de cada vértice de Q. (2) Para cada par de flechas α, β ∈ Q1 que se pueden

componer, la composición αβ vive en I si y solo si βα no está en un sub-camino de v.

Sea A = KQ/I donde (Q, I) es un carcaj acotado especial e I = {Tα = (Qα, Iα, vα), α ∈ Ω ⊆
Q1} el conjunto de caminos de (Q, I). Se asigna ahora alguna numeración a los caminos, por

ejemplo I = {T1, ..., Tt }, Ti = (Qi, Ii, vi) para 1 ≤ i ≤ t, tal que para algún 0 ≤ s ≤ t se

tiene que vi es un ciclo o un camino cerrado para 1 ≤ i ≤ s, mientras que vi no es cerrado

para s+ 1 ≤ i ≤ t.

El primer paso es presentar al álgebra A como factor de un álgebra especial A′ cuyos caminos

contienen ciclos o caminos cerrados. Esto se puede hacer por inducción sobre el número

n = t− s de caminos no cerrados vi, n = n(A).

Sean ai y bi el punto inicial y final de vi respectivamente, s+ 1 ≤ i ≤ t.

Caso 1. Hay caminos que se pueden componer, digamos, vr+1, vr+2, ..., vr+m, m ≥ 2.

Si la composición v de ellos es un camino cerrado, se define una nueva álgebra A′ = KQ/I ′

donde I ′ es obtenido de I borrando las relaciones:

βiαi+1, r + 1 ≤ i ≤ r +m− 1 y βr+mαr + 1.

Donde αi es la primera y βi la última flecha en el camino vi. Entonces A′ es especial biserial,

A es un factor de A′ y n(A′) = t− (s+m) < n(A).

Si v no es cerrado, se puede asumir que ningún otro camino vi, i ≥ r+m, se puede componer

con v. Esto implica que máximo una flecha de Q tiene dominio bs+m y a lo más una flecha

de Q tiene rango as+1. Entonces se puede agregar una nueva flecha γ : bs+m → as+1 y con

las relaciones apropiadas I ′ en el nuevo carcaj Q′, nuevamente se obtiene un álgebra especial

A′, de manera que A es un factor de A′ y n(A′) = t− (s+m) < n(A).

Caso 2. Los caminos vi, s+ 1 ≤ i ≤ t, no se pueden componer.

En este caso nuevamente se puede agregar una nueva flecha γ : bs+m → as+1 y se obtiene un

álgebra A′ como antes con n(A′) = n(A)− 1.

Se puede asumir ahora que los caminos vα en Tα, α ∈ Ω, de A son ciclos o caminos cerrados.

Se define vβ := vα para cada flecha β ocurriendo en vα y se denota por m el indice de

nilpotencia del radA. Para cada vértice a de Q y cada flecha α con dominio a se denota

como va,α el camino cerrado que inicia en a, con α recorriendo m veces a través de vα y

finalizando en a. Al considerar el ideal Is de KQ generado por todos los elementos que tiene

alguna de las siguientes formas:

(i) βα, donde βα no es subcamino de vα,
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(ii) Todos los caminos que contienen propiamente un camino va,α,

(iii) Todas las diferencias va,α − va,β, donde α 6= β son flechas con el mismo dominio a.

De esta manera el álgebra As := KQ/Is es especial biserial y tiene al álgebra A como factor.

Finalmente, se puede observar que AS es también simétrica mediante la aplicaćıon lineal

ϕ : AS → K dada sobre las clases residuales de caminos v asi:

ϕ(v + Is) := 1 si v = va,α para algún α = a→ b ∈ Q1

ϕ(v + Is) := 0 en otro caso.

ϕ no se anula en ideales derechos o izquierdos diferentes de cero pero si en los conmutadores,

porque para dos caminos u y v que se pueden componer en Q se tiene que u · v = va,α para

alguna flecha α = a→ b si y solo si v · u = vc,γ para alguna flecha γ = c→ d.

�

Explorando los cocientes entre álgebras biseriales simétricas aparecen relaciones directas con

las denominadas álgebras de grafo de Brauer, las cuales se presentan en el Caṕıtulo 4.
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La clasificación de álgebras según sean de tipo representación finita, mansas o salvajes ha

permitido diversos desarrollos en la estructuración de las álgebras de dimensión finita, las

cuales suelen entenderse muy bien y sirven de ejemplos y casos de prueba para la generación

de nuevas ideas y conjeturas en la teoŕıa de representación de álgebras. Con las álgebras de

tipo representación infinito, en el caso de ser mansas aún se conservan regularidades y aspec-

tos estructurales que permiten establecer conjeturas y resultados; sin embargo, al pasar a las

álgebras salvajes el estudio de sus propiedades resulta mucho más complejo. En este sentido,

toman importancia las álgebras de grafo de Brauer, las cuales son de tipo de representación

manso y cuya teoŕıa de representación está codificada por datos combinatorios basados en

grafos, pues éstas pueden ser generalizadas a las denominadas álgebras de configuración de

Brauer que usualmente resultan de tipo de representación salvaje [20].

4.1. Álgebras de Grafo de Brauer

Las álgebras de grafo de Brauer se originan en la teoŕıa de la representación modular de

grupos finitos, especificamente en el trabajo de Janusz [24] en donde aparecen bajo la forma

de álgebras de árboles de Brauer, para luego ser definidas a modo general por Donovan

y Freislich [7]. A continuación se presentan algunas definiciones y teoremas fundamentales

sobre las álgebras de grafo de Brauer, los cuales son tomados del trabajo de Assem y Trepode

[4].

Definición 4.1.1. Un grafo de Brauer G es una tupla G = (G0, G1,m,O) donde:

(G0, G1) es un grafo conectado finito (no orientado) con un conjunto de vértices G0 y

un conjunto de aristas G1.

m : G0 → Z>0 es una función llamada multiplicidad o función de multiplicidad

de G.

O es llamado orientación de G y está dado, para cada vértice v ∈ G0, por un orden

ćıclico de las aristas incidentes sobre v, de modo que si v es un vértice incidente en

una arista simple i entonces: si m(v) = 1 el ordenamiento ćıclico para v está dado por

i, y si m(v) > 1 el ordenamiento ćıclico para v está dado por i < i.
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Definición 4.1.2. Para un grafo de Brauer se denota como val(v) a la valencia del vértice

v ∈ G0, definiendose como el número de aristas en G incidentes en v, con la convención de

que un bucle se cuenta dos veces.

Definición 4.1.3. Un árbol de Brauer es un grafo de brauer G = (G0, G1,m,O) tal que

(G0, G1) es un árbol y m(v) = 1 para todos excepto un v ∈ G0. Ádemas, para una arista i

con vértice v, se dice que está truncada en v si m(v)val(v) = 1.

Ejemplo 4.1.4. Sea el grafo de Brauer G = (G0, G1,m,O), tal que:

m(i) = 1 para todo i ∈ G0.

El orden ćıclico de los vértices incidentes en a es 2, val(a) = 1.

El orden ćıclico de los vértices incidentes en b es 1, val(b) = 1.

El orden ćıclico de los vértices incidentes en c es 1 < 2 < 3 < 1, val(c) = 3.

El orden ćıclico de los vértices incidentes en d es 3 < 4 < 5 < 3, val(d) = 3.

El orden ćıclico de los vértices incidentes en e es 4, val(e) = 1.

El orden ćıclico de los vértices incidentes en f es 5, val(f) = 1.

Entonces su representación es:

a

2

e

4

c 3
d

b

1

f

5

Definición 4.1.5. (Carcaj de un grafo de Brauer) Dado un grafo de Brauer G =

(G0, G1,m,O), se define un carcaj QG = (Q0, Q1) de la siguiente forma. El conjunto de

vértices Q0 está dado por el conjunto de aristas G1 de G, denotando el vértice en Q0 con i de

acuerdo a su correspondiente arista i en G1. Las flechas en Q son inducidas por la orientación

O. Más precisamente, sean i y j dos aristas en G0 incidentes con un vértice común v y tal

que j es un sucesor directo de i en el orden ćıclico de las aristas en v, entonces hay una flecha

α : i→ j en QG. Cada vértice v ∈ G0 tal que m(v)val(v) > 1 da inicio a una flecha de ciclo

orientado Cv en QG, la cual es única hasta la permutación ćıclica. Se denomina a Cv como

ciclo especial en v.
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Ejemplo 4.1.6. El carcaj asociado al grafo de Brauer del Ejemplo 4.1.4 es:

1

α1

��

5
β3

xx
3

α3

ff

β1
&&

2

α2

88

4

β2

OO

Definición 4.1.7. Un ideal de relaciones IG enKQG es generado por tres tipos de relaciones:

Relación tipo I: C
m(v)
v − Cm(v′)

v′ . Para todo i ∈ Q0 y para todos los i-ciclos especiales Cv y

Cv′ de v y v′ tales que v y v′ no son truncados.

Relación tipo II: C
m(v)
v α1. Para todo i ∈ Q0, todo v ∈ G0 y donde Cv = α1α2α3 · · · αn es

algún i-ciclo especial.

Relación tipo III: αβ. Para todo α, β ∈ Q1 tal que αβ no es una subtrayectoria de algún ciclo

especial, excepto si α = β es un bucle asociado al vértice v de valencia uno y multiplicidad

m(v) > 1.

Definición 4.1.8. El álgebra AG = KQG/IG es llamada Álgebra de un Grafo de Brauer

asociada al Grafo de Brauer G.

Ejemplo 4.1.9. El conjunto de relaciones IG que definen el álgebra del grafo de Brauer

B = KQG1/IG1 correspondente al Ejemplo 4.1.4 son:

Ciclos especiales en c: 1-ciclo α1α2α3, 2-ciclo α2α3α1 y 3-ciclo α3α1α2.

Ciclos especiales en d: 3-ciclo β1β2β3, 4-ciclo β2β3β1 y 5-ciclo β3β1β2.

Relaciones tipo I: α3α1α2 − β1β2β3.

Relaciones tipo II: (α1α2α3)α1, (α2α3α1)α2, (α3α1α2)α3, (β1β2β3)β1, (β2β3β1)β2 y (β3β1β2)β3.

Relaciones tipo III: α2β1 y β3α3.

Si analizamos los módulos proyectivos indescomponibles del álgebra B encontramos que son:

P (1) =
1
2
3
1

P (2) =
2
3
1
2

P (3) =
3

1 5
2 4

3
P (4) =

4
5
3
4

P (5) =
5
3
4
5

Es decir, B es biserial. Lo cual no es casual, para mostrar esto se presentan a continuación dos

teoremas que relaciónan las álgebras de grafo de Brauer con las álgebras especiales biseriales.
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de Brauer 33

Teorema 4.1.10. Dado un grafo de Brauer G = (G0, G1,m,O) su álgebra de grafo de

Brauer asociada AG = KG/IG es un álgebra simétrica de dimensión finita.

Demostración. Para iniciar, se puede mostrar que el ideal IG es admisible. Para esto,

al tomar la definición de un ciclo especial Cv, se tiene que cada l(Cv) > 1 o m(v) > 1.

Entonces, IG ⊂ KQ2. Además, de las relaciones de tipo I, II y III se tiene que, para N =

maxv∈G0 l(C
m(v)
v ), cada camino p in Q con l(p) ≥ N + 1 es tal que p ∈ IG.

Ahora, para mostrar que AG es simétrica, se define la función lineal simétrica f : AG → K

en la cual:

f(p) =

{
1, si p = C

m(v)
v para algún v ∈ G0

0, en otro caso

De esta forma, no tiene ideal izquierdo diferente de cero en el kernel y como consecuencia

AG es simétrica.

�

Teorema 4.1.11. Sea KQ/I una K-álgebra de dimensión finita. Entonces KQ/I es un

álgebra especial biserial simétrica si y solo si KQ/I es un álgebra de grafo de Brauer.

Este teorema fue demostrado por Roggenkamp [35] quien determinó que si el carcaj asociado

a un álgebra biserial simétrica A no tiene flechas dobles, entonces A es un álgebra de grafo de

Brauer, esto fue retomado por Schroll [38] (Teorema 1.1) quien demostró que este resultado

se mantiene para cualquier carcaj asociado a un álgebra biserial simétrica. Este resultado

también es expuesto por Aihara [1] (Proposición 1.2) de la siguiente manera.

Proposición 4.1.12. Las álgebras de grafo de Brauer son especiales biseriales.

Con la Proposición 4.1.12 y el Teorema 3.17 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.1.13. Las álgebras de grafo de Brauer son de tipo representación manso. El

álgebra de un grafo de Brauer es de tipo representación finita si y sólo si es un álgebra de

árbol de Brauer.

4.2. Álgebras de Configuración de Brauer como

Generalización de las Álgebras de Grafo de Brauer

Las álgebras de configuración de Brauer fueron propuestas por Green y Schroll en [20] como

una generalización de las álgebras de grafos de Brauer, mostrando que, aśı como a cada grafo

de Brauer le corresponde un álgebra de grafo de Brauer, para cada configuración de Brauer

existe un álgebra de configuración de Brauer asociada. Exponiendo además que, subyacente
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a cada álgebra de grafo de Brauer hay un grafo finito con una orientación ćıclica de las aristas

en cada vértice y una función de multiplicidad [37]. La construcción de un álgebra de grafo

de Brauer es un caso especial de la construcción de un álgebra de configuración de Brauer

en el sentido de que cada grafo de Brauer es una configuración de Brauer con la restricción

de que cada poĺıgono es un conjunto con dos vértices. A continuación se detallan algunos

elementos de las álgebras de configuración de Brauer expuestos en [4, 13,20,31].

Definición 4.2.1. Una configuración de Brauer Γ es una cuádrupla de la forma Γ =

(Γ0,Γ1, µ,O) en donde:

(B1) Γ0 es un conjunto finito cuyos elementos son llamados vértices.

(B2) Γ1 es una colección finita de multiconjuntos llamados poĺıgonos. En este caso, si

V ∈ Γ1 entonces los elementos de V son vértices posiblemente con repeticiones, occ(α, V )

denota la frecuencia del vértice α en el poĺıgono V y la valencia de α denotada val(α) es

definida de tal manera que:

val(α) =
∑
V ∈Γ1

occ(α, V ).

(B3) µ es una función de valor entera tal que µ : Γ → N, donde N denota el conjunto de

enteros positivos, ésta es llamada función de multiplicidad.

(B4) O denota una orientación definida sobre Γ1 que es una elección, para cada vérti-

ce α ∈ Γ0, de un orden ćıclico de los poĺıgonos en los que α aparece como vértice, in-

cluidas las repeticiones, se denota Sα tal colección de poĺıgonos. Más especificamente, si

Sα = {V (α1)
1 , V

(α2)
2 , ..., V

(αt)
t } es la colección de poĺıgonos donde el vértice α ocurre con

αi = occ(α, Vi) y V
(αi)
i lo que significa que Sα tiene αi copias de Vi, entonces una orienta-

ción O es obtenida dotando de un orden lineal < a Sα y añadiendo una relación Vt < V1,

si V1 =min Sα y Vt =max Sα. De acuerdo con este orden, las αi copias de Vi pueden ser

ordenadas como V1,i < V2,i < ... < V(αi−1),i < Vαi,i y Sα puede ser ordenado en la forma

V
(α1)

1 < V
(α2)

2 < ... < V
(α(t−1))

(t−1) < V
(αt)
t .

(B5) Cada vértice en Γ0 es un vértice en al menos un poĺıgono de Γ1.

(B6) Cada poĺıgono tiene al menos dos vértices.

(B7) Cada poĺıgono en Γ1 tiene al menos un vértice α tal que µ(α)val(α) > 1.

El conjunto (Sα, <) es llamado secuencia sucesora en el vértice α. Además, un vértice

α ∈ Γ0 es llamado truncado si µ(α)val(α) = 1, esto es, α es un vértice truncado si ocurre

exactamente una vez en exactamente un V ∈ Γ1 y µ(α) = 1. En caso contrario el vértice
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será no truncado.

Nota 4.2.2. Sea Γ = (Γ0,Γ1, µ,O) una configuración de Brauer, Γ se dice disconexa si

existen dos configuraciones de Brauer Γ′ = (Γ′0,Γ
′
1, µ

′,O′) y Γ′′ = (Γ′′0,Γ
′′
1, µ

′′,O′′) tales que:

1. {Γ′0,Γ′′0} es una partición de Γ0.

2. Para cada poĺıgono V ∈ Γ1, los vértices de V están todos en Γ′0 o están todos en Γ′′0.

3. {Γ′1,Γ′′1} es una partición de Γ1.

4. µ′ (respectivamente µ′′) es una restricción de µ para Γ′0 (repectivamente Γ′′0).

5. Las orientaciones O′ y O′′ son inducidos por O.

En este caso, se tiene que Γ = Γ′ ∪ Γ′′. En otro caso se dice que Γ es conexo.

Definición 4.2.3. El Carcaj QΓ = ((QΓ)0, (QΓ)1) de una configuración de Brauer se define

de tal manera que el conjunto de vértices (QΓ)0 = {v1, v2, ..., vm} de QΓ está en correspon-

dencia con el conjunto de poĺıgonos {V1, V2, ..., Vm} en Γ1, notando que hay un vértice en

(QΓ)0 para cada poĺıgono en Γ1.

Las flechas en QΓ son definidas por la secuencia sucesora. Esto es, hay una flecha vi → vi+1 ∈
(QΓ)1 siempre que Vi < Vi+1 en (Sα, <) ∪ {Vt < V1} para algún vértice no truncado α ∈ Γ0.

En otras palabras, para cada vértice no truncado α ∈ Γ0 y cada sucesor V ′ de V en α, hay

una flecha de v a v′ en QΓ donde v y v′ son vértices en QΓ asociados a los poĺıgonos V y V ′

en Γ1, respectivamente.

Definición 4.2.4. Un Álgebra de configuración de Brauer AΓ asociada a una con-

figuración de Brauer Γ es definida expresando a AΓ como el álgebra de caminos acotada

AΓ = KQΓ/IΓ, donde QΓ es el carcaj asociado a Γ y IΓ es el ideal en KQΓ generado por el

siguiente conjunto de relaciones ρΓ de tipo I, II y III.

Relaciones tipo I. Para cada poĺıgono V = {α1, ..., αm} ∈ Γ1 y cada par de vértices no

truncados αi y αj en V , el conjunto de relaciones ρΓ contiene todas las relaciones de la forma

Cµ(αi) − C ′µ(αj) donde C es un αi-ciclo especial y C ′ es un αj-ciclo especial.

Relaciones tipo II. Todos los caminos de la forma Cµ(α)a donde C es un α-ciclo especial y a

es la primera flecha en C.

Relaciones tipo III. Relaciones monomiales cuadráticas de la forma ab ∈ KQΓ donde ab no

es un subcamino de ningún ciclo especial a menos que a = b y a sea un bucle asociado a un

vértice de valencia 1 y µ(α) > 1.
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Desde este punto, a menos de que sea necesario para evitar confusión, se notará A, I y ρ

en lugar de AΓ, IΓ y ρΓ a las álgebras de configuración de Brauer, el ideal y conjuntos de

relaciones, respectivamente, definidas para una configuración de Brauer Γ.

4.3. Algunas Propiedades de las Álgebras de

Configuración de Brauer

En esta sección se presentan algunos resultados correspondientes al álgebra de configuración

de Brauer, en especial, que estas álgebras son multiseriales [20], aśı como las expresiones que

permiten calcular su dimensión y la dimensión de su centro [39].

Definición 4.3.1. Dada una configuración de Brauer Γ = (Γ0,Γ1, µ,O), se dice que Γ es

reducida si y solo si cada poĺıgono V en Γ1 satisface una de las siguientes condiciones:

(i) V no contiene vértices truncados.

(ii) V es un 2-gon con un vértice truncado.

En donde 2-gon se refiere a un poĺıgono de 2 vértices.

Proposición 4.3.2. Sea AΓ un álgebra de configuración de Brauer asociada a una configu-

ración de Brauer Γ. Suponga que α ∈ Γ0 es un vértice truncado en un poĺıgono V ∈ Γ1 y V

es un d − gon, d ≥ 3. Sea Γ′ el álgebra de configuración de Brauer obtenida al remover el

vértice α. Entonces la configuración de Brauer AΓ′ asociada a Γ′ es isomorfa a AΓ.

Demostración. Dado que α es u vértice truncado, existe un único poĺıgono, digamos V ∈ Γ1

es donde α es vértice. Además, dado que α es truncado no existen α-ciclos especiales. Por lo

tanto, no se crean flechas en el carcaj de A por α, es decir, los carcaj A y A′ son los mismos.

De manera similar, los ideales de relaciones se consideran los mismos, por lo cual se obtiene

lo que se queŕıa demostrar.

�

Proposición 4.3.3. Sea A = KQ/I un álgebra de configuración de Brauer asociada a

una configuración de Brauer Γ y sea V ∈ Γ1, α ∈ Γ0 un vértice no truncado en Γ0 que

ocurre en V . Sea C = a1a2...aval(α) un α-ciclo especial en v y C ′ la permutación ćıclica

aj+1...aval(α)a1...aj. Sea p = a1a2...aj, para algún 1 < j < val(α) − 1, x = Csp y y = pC ′s,

para algún 0 < s < µ(α). Entonces:

(1) ai 6= aj, para i 6= j.

(2) x 6= 0.

(3) Si a es una flecha en Q, entonces xa 6= 0 si y solo si a = aj+1.
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(4) y 6= 0.

(5) Si a es una flecha en Q, entonces ay 6= 0 si y solo si a = aval(α).

Demostración. Parte (1) se obtiene del hecho que, si a es una flecha en Q entonces hay un

único vértice no truncado α ∈ Γ0 y un único α-ciclo especial C tal que a es la primera flecha

en C. En particular, no hay flechas repetidas en un ciclo especial. Ahora, las relaciones tipo

II y III son caminos monomiales y las tipo I son diferencias Dµ(α) − D′µ(α) donde D y D′

son α-ciclos especiales para algún α ∈ Γ0. Entonces, x y y no tienen subcaminos del tipo II

o III, por lo cual se cumplen (2) y (4). De manera similar, si a 6= aj+1, entonces aja es del

tipo de relación III y por tanto (3) se cumple. Finalmente, si a 6= aval(α) entonces aa1 es del

tipo de relación III y se cumple (5).

�

Lema 4.3.4. Sea A = KQ/I un álgebra de configuración de Brauer asociada a una confi-

guración de Brauer Γ. Sea C un ciclo especial y p un camino de longitud ≥ 1 en Q tal que

la primera flecha de p es la primera flecha en C. Entonces p 6= 0 si y solo si p es un prefijo

de Cµ(α).

Demostración. Dado que la primera flecha de p = a1 · · · am es la misma que la primera

flecha de C, cada p es prefijo de Cs para algún s o existe una i tal que ai es una flecha en C

pero aiai+1 no está en C. Primero, si aiai+1 no está en C, entonces aiai+1 no está en ńıngun

ciclo especial por la Proposición 4.3.3 parte (3), entonces aiai+1 es una relación de tipo III

y p = 0.

Al tomar ahora que C es un α-ciclo especial para algún vértice no truncado α ∈ Γ0 y suponer

que p es prefijo de Cs, entonces cada l(p) ≤ l(Cµ(α)) o l(p) > l(Cµ(α)). Primero, al asumir

que l(p) > l(Cµ(α)), entonces p contiene Cµ(α)a1 la cual es una relación de tipo II y por tanto

p = 0. Ahora, al tomar l(p) ≤ l(Cµ(α)), se tiene que p no contiene relaciones del tipo II o III.

Por el supuesto de la longitud, las relaciones de tipo I no afectan p y se obtiene que p 6= 0.

Lo cual completa la prueba.

�

Proposición 4.3.5. Sea A = KQ/I un álgebra de configuración de Brauer asociada a una

configuración de Brauer Γ. Entonces I es un ideal admisible y A es un álgebra simétrica.

Demostración. Por los tres tipos de relaciones presentadas en la Definición 4.2.4 se obtiene

que I está contenido en J2 (siendo J el ideal bilatero de KQ generado por las flechas en Q).

Ahora, al considerar el conjunto:

S = {Cµ(α)|α es un vértice no truncado y C es un α-ciclo especial},

y N = maxCµ(α)∈S(l(Cµ(α))) + 1. Si p es un camino de longitud N , entonces p no puede ser

prefijo de ńıngun elemento en S. Además, cada flecha en Q es el prefijo de algún ciclo en
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S, esto combinado con el Lema 4.3.4 permite deducir que p = 0; esto es, p ∈ I, por lo cual

JN ⊆ I y de este modo I es admisible.

Además, por el Lema 4.3.3 se tiene que el zócalo de A es generado por los elementos de S.

De hecho, para cada V ∈ Γ1, al elegir un vértice no truncado α de V y un α-ciclo especial

en v, CV , en Q, se tiene que {Cµ(α)
V |V ∈ Γ1} forma una K-base del zócalo bilatero de A.

Para mostrar que A es un álgebra simétrica, sea φ : A→ K una aplicación K-lineal definida

aśı: sea p un camino en Q, entonces φ(p) = 1 si y solo si p ∈ S. Si p /∈ S, φ(p) = 0. En ella

se tiene que φ(ab) = φ(ba) y además el Ker φ no contiene ideales izquierdos o derechos, esto

por la descripción de K-base del zócalo bilatero de A y por el hecho de que φ es 1 sobre

elementos de S. De esta forma se tiene que A es simétrica.

�

Proposición 4.3.6. Sea A = KQ/I un álgebra de configuración de Brauer asociada a una

configuración de Brauer Γ. Para cada V ∈ Γ1, al elegir un vértice no truncado α de V y

exactamente un α-ciclo especial CV en v, se tiene que para:

A = {p | p es un prefijo propio de algún Cµ(α) donde C es un α-ciclo especial}.

B = {Cµ(α)
V |V ∈ Γ1}.

Se cumple que A ∪ B es una K-base de A.

Demostración. En la demostración de la Proposición 4.3.5 se mostró que {Cµ(α)
V |V ∈ Γ1}

es una K-base del zócalo de A. Además, cada flecha es el inicio de un ciclo especial, aśı que

por el Lema 4.3.3 y el hecho de que las únicas flechas que afectan los subcaminos propios de

los ciclos especiales son las relaciones monomiales (tipo II y tipo III), la proposición queda

demostrada.

�

Proposición 4.3.7. Si Γ es una configuración de Brauer conexa, entonces el álgebra de

configuración de Brauer asociada a Γ es indescomponible como álgebra.

Demostración. Para iniciar se muestra que si un álgebra de configuración de Brauer es

descomponible, entonces la configuración de Brauer es disconexa. Suponga que Γ es una

configuración de Brauer con álgebra de configuración de Brauer asociada A, que además

A es descomponible y A ∼= A′ × A′′. Sean Q, Q′ y Q′′ los carcajes asociados a A, A′ y A′′,

respectivamente, entonces Q es la unión disjunta de Q′ y Q′′. Sea T = {V ∈ Γ1| el vértice enQ

asociado aV está enQ′} y T ′ = {V ∈ Γ1|el vértice enQ asociado aV está enQ′′}, entonces T ∪
T ′ = Γ1 y T ∩ T ′ = ∅.
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SeaA el conjunto de vértices de los poĺıgonos en T y B el conjunto de vértices de los poĺıgonos

en T ′. Entonces se tiene que A ∩ B = ∅. De hecho, suponga que existe un vértice α ∈ Γ0

que es vértice de un poĺıgono V ∈ T y de un poĺıgono V ∈ T ′. Entonces tanto V como V ′

ocurren en la secuencia sucesora en α. Por lo tanto, si C es un α-ciclo especial, tanto v como

v′ ocurren como vértices en C. Esto contradice el hecho de que no hay caminos de v a v′ en

el carcaj de A, ya que v es un vértice en Q′ y v′ es un vértice en Q′′. Por lo tanto, por la

condición (B5) en la Definición 4.2.1, se obtiene una partición de Γ0 = A ∪ B.

Lo siguiente, es mostrar que Γ es disconexa, esto se puede ver por contradicción. Suponga

que Γ es conexa, entonces Γ1 = T ∪ T ′, T ∩ T ′ = ∅, Γ0 = A ∪ B y A ∩ B = ∅, para que Γ

sea conexa debe existir algún poĺıgono V que tenga vértices tanto de A como de B; es decir,

existe un poĺıgono V ∈ Γ1, α ∈ A y β ∈ B, tal que α y β son vértices de V . Esto es una

contradicción pues T ∩ T ′ = ∅. Por lo cual, Γ es disconexa.

�

Teorema 4.3.8. Sea A un álgebra de configuración de Brauer asociada a una configuración

de Brauer reducida Γ. Sea P un A-módulo proyectivo indescomponible asociado a un d−gon
V . Se define un entero r estableciendo que r = d si todos los vértices V son no truncados y

r = 1 si V es un 2 − gon con un vértice truncado. Entonces, el radP es la suma de los r

A-módulos uniseriales
∑

C U1(C) donde C se mueve sobre los α-ciclos especiales en v para

cada vértice no truncado α de V . Si r > 1, entonces Ui ∩ Uj es el zócalo simple de P . Más

aún, el corazón de P , radP/soc P es una suma directa de A-módulos uniseriales.

Demostración. Sea:

Cv = {C |C es un α−ciclo especial en v, α un vértice no truncado en V } = {C1, ..., Cr}.

Para cada Ci ∈ Cv el A-módulo uniserial U1(Ci) es generado por las primeras flechas ai en

Ci. Sea M el submódulo de P generado por a1, ..., ar. Se tiene que a1, ..., ar son precisamente

las flechas en el carcaj de A que inician en el vértice v (donde v corresponde a V ) y además

P = evA, donde ev es el idempotente primitivo en A para v. Entonces se tiene que M = radP

y que M =
∑r

i=1 U1(Ci).

Para i = 1, ..., r se tiene que C
µ(α)
i es un elemento diferente de cero en el zócalo de P y al

considerar las relaciones de tipo I resulta que todos son iguales. Dado que las relaciones tipo

II y III son monomiales, se tiene que, si i 6= j entonces U1(Ci) ∩ U1(Cj) es el zócalo de P el

cual es un A-módulo simple. De nuevo, por las relaciones tipo I, II y III, se tiene la sucesión

exacta corta de A-módulos:

0→
r−1⊕
i=1

Sv
f−→

r⊕
i=1

U1(Ci)→M → 0.
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Donde f(s1, ..., sr−1) = (s1, s2 − s1, s3 − s2, ..., sr−1 − sr−2,−sr−1). Factorizando los zócalos

se obtiene el isomorfismo:

r⊕
i=1

U1(Ci)/Sv
∼=−→M/soc P.

De esta forma, M/soc P es el corazón de P , con lo que se completa la prueba.

Por lo tanto, como consecuencia del Teorema 4.3.8 se tienen los resultados que se presentan

a continuación.

Corolario 4.3.9. Sea A un álgebra de grafo de Brauer asociada a una configuración de

Brauer Γ, entonces:

1. A es un álgebra multiserial.

2. El número de sumandos en el corazón de un A-módulo proyectivo indescomponible P ,

tal que rad2 P 6= 0, es igual al número de vértices no truncados del poĺıgono en Γ

correspondientes a P contando repeticiones.

Proposición 4.3.10. Sea A un álgebra de grafo de Brauer asociada a una configuración

de Brauer Γ y sea C = {C1, ..., Ct} un conjunto completo de representantes de clases de

equivalencia de ciclos especiales. Al asumir que, para i = 1, ..., t, Ci es un αi-ciclo especial

donde αi es un vértice no truncado en Γ. Entonces:

dimK A = 2|Q0|+
∑
Ci∈C

|Ci| (ni |Ci| − 1).

Donde |Q0| denota el número de vértices de Q, |Ci| denota el número de flechas en los

αi-ciclos Ci y ni = µ(αi).

Demostración. Dado que dimKA = dimK(A/radA)+ dimKradA y dimK(A/radA) =

|Q0| se dede mostrar que dimKradA = |Q0| +
∑

i=1 |Ci||Ci − 1|µ(αi). Ahora, dim radA =

dimK(soc(radA))+dimK(radA/soc(radA)) = |Q0|+ dimK(radA/soc(radA)). De esta for-

ma, resta probar que dimK(radA/soc(radA)) =
∑

i=1 |Ci||Ci− 1|µ(αi). Por el Teorema 4.3.8

se tiene que el radA/socA es isomorfo a la suma directa de módulos uniseriales aA/soc(aA),

esto es, radA/socA ' ⊕a∈Q1(aA/soc(aA)). Pero si C = a1 · · · as es el α-ciclo especial con

primera flecha a = a1 asociado al módulo uniserial aA, entonces dimK(aA) = µ(α)s. De esta

forma, dimK(aA/soc(aA)) = µ(α)|C| − 1. Teniendo en cuenta que hay |C| ciclos especiales

equivalentes a C, la proposición queda demostrada.

Proposición 4.3.11. [39] Sea A = KQ/I el álgebra de configuración de Brauer asociada a

la configuración de Brauer conexa y reducida Γ. Entonces:



4.3 Algunas Propiedades de las Álgebras de Configuración de Brauer 41

dimK Z(A) = 1 +
∑
α∈Γ0

µ(α) + |Γ1| − |Γ0|+ #Bucles(Q)− |CΓ|.

Donde CΓ = {γ ∈ Γ0 | val(γ) = 1 y µ(γ) > 1}.

Ejemplo 4.3.12. Considere la configuración Γ = (Γ0,Γ1, µ,O) tal que:

1. Γ0 = {α, β, γ, δ, ε},

2. Γ1 = {V1 = {α, β, γ, δ, ε}, V2 = {β, γ, ε, ε}, V3 = {α, δ, δ}, V4 = {α, δ}, V5 = {α, ε, β, β}},

3. En el vértice α, se tiene que; V1 < V3 < V4 < V5, val(α) = 4,

4. En el vértice β, se tiene que; V1 < V2 < V5 < V5, val(β) = 4,

5. En el vértice γ, se tiene que; V1 < V2, val(γ) = 2,

6. En el vértice δ, se tiene que; V1 < V3 < V3 < V4, val(δ) = 4,

7. En el vértice ε, se tiene que; V2 < V2 < V1 < V5, val(ε) = 4,

8. µ(α) = µ(β) = µ(δ) = µ(ε) = 1 y µ(γ) = 2.

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer ΛΓ es generada por las

siguientes relaciones, para las cuales se asume la siguiente notación para los ciclos especiales:

CV1,1
α = aα1a

α
2a

α
3a

α
4 , CV3,1

α = aα2a
α
3a

α
4a

α
1 , CV4,1

α = aα3a
α
4a

α
1a

α
2 ,

CV5,1
α = aα4a

α
1a

α
2a

α
3 , CV1,1

β = aβ1a
β
2a

β
3a

β
4 , CV2,1

β = aβ2a
β
3a

β
4a

β
1 ,

CV5,1
β = aβ3a

β
4a

β
1a

β
2 , CV5,2

β = aβ4a
β
1a

β
2a

β
3 , CV1,1

γ = aγ1a
γ
2 ,

CV2,1
γ = aγ2a

γ
1 , CV1,1

δ = aδ1a
δ
2a
δ
3a
δ
4, CV3,1

δ = aδ2a
δ
3a
δ
4a
δ
1,

CV3,2
δ = aδ3a

δ
4a
δ
1a
δ
2, CV4,1

δ = aδ4a
δ
1a
δ
2a
δ
3, CV2,1

ε = aε1a
ε
2a
ε
3a
ε
4,

CV2,2
ε = aε2a

ε
3a
ε
4a
ε
1, CV1,1

ε = aε3a
ε
4a
ε
1a
ε
2, CV5,1

ε = aε4a
ε
1a
ε
2a
ε
3.

Relaciones tipo I

CV1,1
α − CV1,1

β

CV1,1
α − CV1,1

ε

CV1,1
β − CV1,1

ε

CV1,1
α − CV1,1

δ

CV1,1
β − CV1,1

δ

CV1,1
α −

(
CV1,1
γ

)2

CV1,1
β −

(
CV1,1
γ

)2

CV1,1
δ −

(
CV1,1
γ

)2

CV1,1
ε −

(
CV1,1
γ

)2

CV2,1
β − CV2,1

ε

CV2,1
β − CV2,2

ε

CV2,1
β −

(
CV2,1
γ

)2

CV3,1
α − CV3,1

δ

CV3,1
α − CV3,2

δ

CV4,1
α − CV4,1

δ

CV5,1
α − CV5,1

β

CV5,1
α − CV5,2

β

CV5,1
α − CV5,1

ε
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Relaciones tipo II

CVi,j
α a (CVi,j

β a′), donde a (a′) es la primera flecha de CVi,j
α (CVi,j

β ) para todo i, j.

CVi,j
δ a (CVi,j

ε a′), dondea (a′) es la primera flecha de CVi,j
δ (CVi,j

ε ) para todo i, j.

(
CVi,j
γ

)2
a, donde a es la primera flecha de CVi,j

γ para todo i, j.

Relaciones tipo III

ahi a
s
r, si h 6= s, para todos los posibles valores de i y r. Además (aβ3 )2, (aε1)2, (aδ2)2.

A continuación se presenta el carcaj QΓ asociado a esta configuración y los correspondientes

módulos proyectivos indescomponibles PV1 , PV2 , PV3 , PV4 y PV5 , aśı como el corazón y radical

de cada uno de ellos.

V4

aδ4
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V3

aδ3
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aδ2
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aα2
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V5 aβ3hh
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aβ4
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��
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//

aγ1

77

aε3

22

V2

aε1
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aβ2
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aγ2

^^

aε2

XX
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V4
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4.4. El Mensaje de una Configuración de Brauer

La noción de etiquetas de una configuración de Brauer y el mensaje de una configuración

de Brauer fueron introducidas por Fernández [13] para definir especializaciones adecuadas

de algunas álgebras de configuración de Brauer. Según ellos, dado que los poĺıgonos en una

configuración de Brauer Γ = (Γ0,Γ1, µ,O) son conjuntos múltiples, es posible asumir que

cualquier poĺıgono U ∈ Γ1 viene dado por una palabra w(U) de la forma:

w(U) = xs11 x
s2
2 . . . x

st−1

t−1 x
st
t

En donde, para cada i, 1 ≤ i ≤ t, xi es el vértice y si es el número de veces que el vértice xi
ocurre en el poĺıgono. En particular, si los vértices xi en un poĺıgono U de una configuración

de Brauer son números enteros, entonces la palabra correspondiente w se interpreta como

una partición de un número entero nU asociado al poĺıgono U donde se asume que cada

vértice xi es parte de la partición y si es el número de veces que ocurre la parte xi en la
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partición y nU =
t∑
i=1

sixi.

De hecho, el mensaje es un elemento de un álgebra de palabras WΓ asociada a una confi-

guración de Brauer fija, tal que para cada campo F el álgebra de palabras WΓ consiste en

sumas formales de palabras de la forma
∑
αi∈F
U∈Γ1

αiw(U), donde 0w(U) = ε es la palabra vaćıa y

1w(U) = w(U) para todo U ∈ Γ1. El producto en este caso viene dado por la concatenación

usual de palabras. El producto formal (o producto de palabras):

M(Γ) =
∏
U∈Γ1

w(U)

se define como el mensaje de una configuración de Brauer Γ.

Además, una especialización entera de una configuración de Brauer Γ = {Γ0,Γ1, µ,O} es

una configuración de Brauer Γe = (Γe0,Γ
e
1, µ

e,Oe) dotada con una aplicación e : Γ0 → N que

preserva orientación, tal que:

Γe0 = Img e ⊂ N,
Γe1 = e(Γ1), si H ∈ Γ1 entonces e(H) = {e(αi) | αi ∈ H} ∈ e(Γ1),

µe(e(α)) = µ(α), para todo α ∈ Γ0.

La orientación Oe se define mediante un orden ĺıneal C tal que e(U) C e(V ) en Γe1 siempre

que U < V en Γ1.

De esta forma, se dice que we(U) = (e(α1))f1(e(α2))f2 . . . (e(αn))fn denota la especialización

bajo e de la palabra w(U). En tal caso, M(Γe) =
∏
U∈Γe1

we(U) es el mensaje especializado de

la configuración de Brauer Γ con la suma y multiplicación usual de enteros (en general con

la suma y el producto asociado a Img e).



5 Álgebras de Configuración de Brauer

Asociadas al Plano

En esta sección, se establecen relaciones entre las álgebras de configuración de Brauer y

algunos objetos combinatorios, los cuales permiten expresar la dimensión del álgebra de

configuración de Brauer asociada a un punto en el plano en términos de sus coordenadas. Se

finaliza con ejemplos de estas álgebras desde la manipulación de regiones en el plano.

5.1. Configuración de Brauer Para un Punto en el Plano

Consideremos el punto (2, 2) en el primer cuadrante del plano cartesiano y los posibles

caminos mediante movimientos horizontales (a izquierda) y vérticales (descendientes) que

podemos formar desde él hasta (0, 0):

(2, 2)(1, 2)(0, 2)

(0, 1)

(0, 0)

(2, 2)(1, 2)

(1, 1)
(0, 1)

(0, 0)

(2, 2)(1, 2)

(1, 1)

(1, 0)(0, 0)

(2, 2)

(2, 1)

(1, 1)(0, 1)

(0, 0)

(2, 2)

(2, 1)

(1, 1)

(1, 0)(0, 0)

(2, 2)

(2, 1)

(1, 1)(1, 0)(0, 0)
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El estudio de este tipo de caminos (caminos reticulares) permitió a Cohecha [5] presentar y

tratar algunas definiciones y propiedades que desencadenan en el establecimiento de relacio-

nes entre el Triángulo de Pascal, los números combinatorios y los caminos que existen entre

un punto (n, k) del primer cuadrante del plano cartesiano y el origen (0, 0). Exponiendo en

particular, que el número de caminos reticulares que parten del punto de coordenadas (n, k)

hacia el origen es
(
n+k
k

)
.

Por ejemplo, el número de trayectorias reticulares del punto (2, 2) al origen es:

T(2,2) =

(
2 + 2

2

)
= 6.

Ahora bien, al codificar los caminos reticulares del punto (2, 2) al origen de acuerdo a la

clase desplazamientos, esto es, si el desplazamiento es horizontal se codifica como x y si es

vértical como y, entonces obtendŕıamos que los caminos son:

xxyy, xyxy, xyyx, yxxy, yxyx, yyxx.

Con lo cual podemos expresar cada camino como una palabra:

P
(2,2)
1 = xxyy, P

(2,2)
2 = xyxy, P

(2,2)
3 = xyyx, P

(2,2)
4 = yxxy, P

(2,2)
5 = yxyx, P

(2,2)
6 = yyxx,

asociada al vértice (2, 2). Más, aún, de acuerdo a la expuesto en la Sección 4.4, se puede

considerar a x y y como vértices y cada palabra como un poĺıgono, los cuales dotados de un

orden establecen una configuración de Brauer.

Definición 5.1.1. Para un punto (n, k) en el primer cuadrante del plano cartesiano, se

denota AΓ( (n,k)) al álgebra de configuración de Brauer asociada al punto (n, k) y a su con-

figuración de Brauer Γ((n, k)) = (Γ
(n,k)
0 ,Γ

(n,k)
1 , µ(n,k),O(n,k)), en donde Γ

(n,k)
0 = {x, y}, Γ

(n,k)
1

está conformado por los poĺıgonos asociados a cada camino reticular dirigido del punto (n, k)

al oŕıgen, µ(n,k)(x) = µ(n,k)(y) = 1 y O(n,k) es un ordenamiento lineal arbitrario.

Ejemplo 5.1.2. Al tomar el punto (2, 1) se encuentra que el número de caminos reticulares

desde él hasta (0, 0) es T(2,1) =
(

2+1
2

)
= 3, estos caminos son:

(2, 1)(1, 1)(0, 1)

(0, 0)

(2, 1)(1, 1)

(1, 0)(0, 0)

(2, 1)

(1, 1)(1, 0)(0, 0)
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De esta forma, el álgebra de configuración de Brauer AΓ( (2,1) ) asociada a la configuración de

Brauer Γ((2, 1)) = (Γ
(2,1)
0 ,Γ

(2,1)
1 , µ(2,1),O(2,1)), es tal que:

1. Γ
(2,1)
0 = {x, y},

2. Γ
(2,1)
1 = {P1 = {xxy}, P2 = {xyx}, P3 = {yxx}},

3. µ(2,1)(x) = µ(2,1)(y) = 1,

4. P1 < P2 < P3,

5. Para el vértice x, P1 < P1 < P2 < P2 < P3 < P3 y val(x) = 6.

6. Para el vértice y, P1 < P2 < P3 y val(y) = 3.

El carcaj asociado a Γ((2, 1)) es:

P1

αx2

''

βy1

77αx1

))
P2

αx4

''

βy2

77

αx3

��
P3 αx5ii

αx6

bb

βy3

||

Proposición 5.1.3. Para cada punto (n, k) en el primer cuadrante del plano cartesiano, su

álgebra de configuración de Bruaer AΓ( (n,k) ) asociada es conexa y reducida.

Demostración. Dado el proceso de construcción de Γ((n, k)), Γ
(n,k)
1 es un conjunto finito

compuesto por lo menos de dos poĺıgonos, los cuales siempre tendrán intersección vacia,

dado que ellos corresponden a caminos en los que es necesario hacer tanto movimientos

horizontales como vérticales para poder llegar al origen, aśı que el vértice x y el vértice y

aparecen en cada poĺıgono de Γ
(n,k)
1 por lo menos una vez. Lo anterior implica que Γ(n,k)

es conexa y que para todo α ∈ Γ
(n,k)
0 se cumple val(α) > 1. Es decir, no existen vértices

truncados y por lo tanto Γ((n, k)) es reducida.

Proposición 5.1.4. Sea AΓ((n,k)) el álgebra de configuración de Brauer asociada a la confi-

guración de Brauer Γ((n, k)) = (Γa0,Γ
(n,k)
1 , µ(n,k),O(n,k)) de un punto (n, k). Entonces:

dimAΓ((n,k)) =

(
n+ k

n

)[(
n+ k

n

)(
n2 + k2

)
− (n+ k) + 2

]
.



50 5 Álgebras de Configuración de Brauer Asociadas al Plano

Demostración. Dado que AΓ((n,k)) es un álgebra conexa y reducida (Proposición 5.1.3.) por

la Proposición 4.3.11 se tiene que:

dimA = 2|Γ(n,k)
1 |+

∑
Ci∈C

|Ci| (µ(αi) |Ci| − 1),

donde |Ci| denota el número de flechas en los αi-ciclos Ci y ni = µ(αi).

Ahora, dado que µ(x) = µ(y) = 1, se tiene que |Ci| = val(αi) y como occ(x) = n y occ(y) = k

para cada poĺıgono en Γa1, entonces val(x) = n
(
n+k
n

)
y val(y) = k

(
n+k
n

)
con lo cual:

dimAΓ((n,k)) = 2

(
n+ k

n

)
+ n

(
n+ k

n

)(
n

(
n+ k

n

)
− 1

)
+ k

(
n+ k

n

)(
k

(
n+ k

n

)
− 1

)
,

dimAΓ((n,k)) =

(
n+ k

n

)[
2 + n

(
n

(
n+ k

n

)
− 1

)
+ k

(
k

(
n+ k

n

)
− 1

)]
,

dimAΓ((n,k)) =

(
n+ k

n

)[(
n+ k

n

)(
n2 + k2

)
− n− k + 2

]
,

dimAΓ((n,k)) =

(
n+ k

n

)[(
n+ k

n

)(
n2 + k2

)
− (n+ k) + 2

]
.

Ejemplo 5.1.5. Para el álgebra de configuración de Brauer AΓ((2,1)) (Ejemplo 5.1.2) se tiene

que:

dimAΓ((2,1)) =

(
2 + 1

2

)[(
2 + 1

2

)(
22 + 12

)
− (2 + 1) + 2

]
= 42.

Proposición 5.1.6. Sea AΓ((n,k)) el álgebra de configuración de Brauer asociada a la confi-

guración de Brauer Γ((n, k)) = (Γa0,Γ
(n,k)
1 , µ(n,k),O(n,k)) de un punto (n, k). Entonces:

dimZ(AΓ((n,k))) = 1 + (n+ k − 1)

(
n+ k

n

)
.

Demostración. Dado que AΓ((n,k)) es un álgebra conexa y reducida (Proposición 5.1.3.)

entonces por Proposición 4.3.12 se tiene que

dimZ(AΓ((n,k))) = 1 +
∑

α∈Γ
(n,k)
0

µ(α) + |Γ(n,k)
1 | − |Γ(n,k)

0 |+ #Bucles(QΓ(n,k))− |CΓ(n,k)|,

ahora,
∑

α∈Γ
(n,k)
0

µ(α) = |Γ(n,k)
0 | y CΓ(n,k) = 0 dado que, por Definición 5.1.1, µ(α) = 1 para

todo α ∈ |Γ(n,k)
0 |. Por lo cual dimZ(AΓ((n,k))) se reduce a:
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dimZ(A) = 1 + |Γa1|+ #Bucles(QΓa),

en donde |Γ(n,k)
1 | =

(
n+k
n

)
. Para el #Bucles(QΓ(n,k)) se tiene que dada la ubicación en el plano,

para cada poĺıgono la máxima ocurrencia de los vértices x y y serán n y k respectivamente,

por lo que en cada poĺıgono el número de bucles en x será n − 1 y en y se tendrá k − 1, al

aplicar estos valores al total de poĺıgonos en Γ
(n,k)
1 se tiene que existirán (n− 1)

(
n+k
n

)
bucles

en el vértice x y (k − 1)
(
n+k
n

)
en y. De esta forma:

dimZ(AΓ((n,k))) = 1 +

(
n+ k

n

)
+ (n− 1)

(
n+ k

n

)
+ (k − 1)

(
n+ k

n

)
,

dimZ(AΓ((n,k))) = 1 + (1 + n− 1 + k − 1)

(
n+ k

n

)
,

dimZ(AΓ((n,k))) = 1 + (n+ k − 1)

(
n+ k

n

)
.

Ejemplo 5.1.7. Para el álgebra de configuración de Brauer AΓ((2,1)) (Ejemplo 5.1.2) se tiene:

dimZ(AΓ((2,1))) = 1 + (2 + 1− 1)

(
2 + 1

2

)
= 7.

5.2. Regiones de Congelamiento y Mutación

Figura 5.1: Regiones de congelamiento y mutación en el plano

Consideremos un punto (n, k) en el primer cuadrante del plano cartesiano y el segmento de

recta g que pasa por él y los puntos (x1, 0) y (0, x1) con x1 un número entero positivo, en



52 5 Álgebras de Configuración de Brauer Asociadas al Plano

especial x1 siempre es n + k. Tomemos además una curva f que es diferenciable monótona

decreciente en el intervalo [0, x0] e intercepta a los ejes coordenados en (x0, 0) y (0, y0) con

x0 y y0 números reales tales que 0 ≤ x0 ≤ x1 y 0 ≤ y0 ≤ x1, con lo cual 0 ≤ f ≤ g. De

forma que se obtienen 2 regiones, la primera de ellas acotada por f , g y los ejes coordenados

denominada región de congelamiento Rc, mientras que la región acotada por los ejes

coordenados y f de denomina región de mutación Rm (Ver Figura 5.1).

Con lo anterior, los caminos reticulares que van de (n, k) al origen pasan por estas dos

regiones de acuerdo a quién sea f . Teniendo en cuenta esto, se denotan las flechas verticales

de dichos caminos de la siguiente manera:

Si la flecha cae en la región de congelamiento se denota y,

Si la flecha cae en la región de mutación se denota z.

El siguiente es un ejemplo en el que se presentan álgebras de configuración de Brauer asocia-

das a puntos en el plano y zonas de mutación y congelamiento, para luego exponer algunas

propiedades de estas álgebras.

Ejemplo 5.2.1. Sean g(x) = −x + 4 y f(x) = −1
2
x2 + 1.7 las funciones con dominios

restringidos [0, 4] y [0,
√

3.4 ], respectivamente.

Estas funciones determinan las regiones de congelamiento y mutación que se presentan en

la siguiente figura.

p
(4, 0)

p(0, 4)

g

f

y

y

x

y

x

y

y

x

y

x

x

z

x

z

z

z

xxxx

Figura 5.2: Primer ejemplo de regiones Rm y Rc.

Además, consideremos la especialización e : Γ0 −→ C tal que e(x) = e(y) = 1, mientras que

e(z) = eiθ0 con 0 ≤ θ0 ≤ 2π un ángulo fijo.
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Como es natural para Pi ∈ Γ1,

e(w(Pi)) = (e(x1))α1 (e(x2))α2 ... (e(xt))
αt si w(Pi) = (x1)α1 (x2)α2 ... (xt)

αt .

La configuración de Brauer para cada uno de los puntos del primer cuadrante (con coorde-

nadas enteras) que pertenecen a la función g se presentan a continuación.

1. En (2, 2) la configuración de Brauer Γ ((2, 2), f, g) = (Γ
(2,2)
0 ,Γ

(2,2)
1 , µ(2,2),O(2,2)) es tal que:

Γ
(2,2)
0 = {x, y, z}

|Γ(2,2)
1 | = |Q0| =

(
4
2

)
= 6

Γ
(2,2)
1 =

{
P

(2,2)
1 , P

(2,2)
2 , P

(2,2)
3 , P

(2,2)
4 , P

(2,2)
5 , P

(2,2)
6

}
.

w
(
P

(2,2)
1

)
= xzzx w

(
P

(2,2)
2

)
= xzxz w

(
P

(2,2)
3

)
= xxzz

g

f
x

z

z

(2, 2)

x

g

f
x

z
x

z

(2, 2)

g

f
xx

z

z

(2, 2)

w
(
P

(2,2)
4

)
= yxxz w

(
P

(2,2)
5

)
= yxzx w

(
P

(2,2)
6

)
= yyxx

g

f
y

xx

z

(2, 2)

g

f
y

x

z

x

(2, 2)

g

f
y

y

xx

(2, 2)
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µ(x) = µ(y) = µ(z) = 1.

Para x, val(x) = 12 y

P
(2,2)
1 < P

(2,2)
1 < P

(2,2)
2 < P

(2,2)
2 < P

(2,2)
3 < P

(2,2)
3 < P

(2,2)
4 < P

(2,2)
4 < P

(2,2)
5 < P

(2,2)
5 < P

(2,2)
6 < P

(2,2)
6 .

Para y, val(y) = 4 y P
(2,2)
4 < P

(2,2)
5 < P

(2,2)
6 < P

(2,2)
6 .

Para z, val(z) = 8 y P
(2,2)
1 < P

(2,2)
1 < P

(2,2)
2 < P

(2,2)
2 < P

(2,2)
3 < P

(2,2)
3 < P

(2,2)
4 < P

(2,2)
5 .

El carcaj QΓ((2,2),f,g) asociado es:

P1

αx1
((

γz1

66

lx1

GG

lz1

��
P2

αx2
((

γz2

66

lx2

��

lz2

WW P3

αx3
((

γz3

66

lx3

��

lz3

WW P4
βy1

//

αx4

%%

γz4

99

lx4

��
P5

αx5
((

βy2

66

γz5

��

lx5

��
P6

αx6

``

βy3

__

lx6

��
ly1ii

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ((2,2),f,g) es ge-

nerado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lxi )2, (lyi )
2 y (lzi )

2,

• lai lbj, si a 6= b,

• γzi lxj , lxj γ
z
i ,

• αx5 l
y
1 , ly1 α

x
6 ,

• αxi lzj , lzj αxi ,

• βyj lxi , lxi β
y
j ,

• γzi β
y
j , βyj γ

z
i ,

• γzi αxj , αxj γzi ,

• αxi β
y
j , βyj α

x
i ,

• sxαxf , syβ
y
f y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada

ciclo.
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En el caso de Γ ((2, 2), f, g) se tiene que:

e(w(P
(2,2)
1 )) = 1 · eiθ0 · eiθ0 · 1

e(w(P
(2,2)
2 )) = 1 · eiθ0 · 1 · eiθ0

e(w(P
(2,2)
3 )) = 1 · 1 · eiθ0 · eiθ0

e(w(P
(2,2)
4 )) = 1 · 1 · 1 · eiθ0

e(w(P
(2,2)
5 )) = 1 · 1 · eiθ0 · 1

e(w(P
(2,2)
6 )) = 1 · 1 · 1 · 1

De forma que cada palabra e(w(Pi)) es dada por la multiplicación usual de números comple-

jos. Mientras que el mensaje especializado M e(Γ((2, 2), f, g)) es la suma usual de números

complejos. Asi tenemos que:

M e(Γ((2, 2), f, g)) = e2iθ0 + e2iθ0 + e2iθ0 + eiθ0 + eiθ0 + 1

M e(Γ((2, 2), f, g)) = 3e2iθ0 + 2eiθ0 + 1.

Con lo cual, por ejemplo si θ0 = π
2

entonces M e(Γ((2, 2), f, g)) = −3 + 2i + 1 = 2i − 2. Si

θ0 = π entonces M e(Γ((2, 2), f, g)) = 3− 2 + 1 = 2.

2. Calculemos ahora el mensaje para la configuración de Brauer Γ ((3, 1), f, g).

Γ
(3,1)
0 = {x, y, z}

|Γ(3,1)
1 | = |Q0| =

(
4
3

)
= 4

Γ
(3,1)
1 =

{
P

(3,1)
1 , P

(3,1)
2 , P

(3,1)
3 , P

(3,1)
4

}
w
(
P

(3,1)
1

)
= xxxz w

(
P

(3,1)
2

)
= xxzx

g

f

xxx (3, 1)

z

g

f

xx

z
x

(3, 1)
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w
(
P

(3,1)
3

)
= xyxx w

(
P

(3,1)
4

)
= yxxx

g

f

x

y

xx

(3, 1)

g

f

y

xxx

(3, 1)

µ(x) = µ(y) = µ(z) = 1.

Para x, val(x) = 12 y

P
(3,1)
1 < P

(3,1)
1 < P

(3,1)
1 < P

(3,1)
2 < P

(3,1)
2 < P

(3,1)
2 < P

(3,1)
3 < P

(3,1)
3 < P

(3,1)
3 < P

(3,1)
4 < P

(3,1)
4 < P

(3,1)
4 .

Para y, val(y) = 2 y P
(3,1)
3 < P

(3,1)
4 .

Para z, val(z) = 2 y P
(3,1)
1 < P

(3,1)
2 .

El carcaj QΓ((3,1),f,g) asociado es:

P1

γz1

99
αx1 //

lx1

GG

lx2

��
P2

αx2 //

γz1

yy

lx3

GG

lx4

��
P3

αx3 //

βx1

99

lx5

GG

lx6

��
P4

βy2

yy

lx7

WW

lx8

��

αx4

aa

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ((3,1),f,g) es ge-

nerado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lxi )2,

• (lxi l
x
j )2, para i 6= j,

• lxi γzj , γzj lxi ,

• lxi β
y
j , βyj l

x
i ,

• γzi αxj , αxj γzi ,
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• αxi β
y
j , βyj α

x
i ,

• sxαxf , syβ
y
f y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada

ciclo.

Al utilizar la especialización e se tiene que para Γ ((3, 1), f, g):

e(w(P
(3,1)
1 )) = 1 · 1 · 1 · eiθ0

e(w(P
(3,1)
2 )) = 1 · 1 · eiθ0 · 1

e(w(P
(3,1)
3 )) = 1 · 1 · 1 · 1

e(w(P
(3,1)
4 )) = 1 · 1 · 1 · 1

M e(Γ((3, 1), f, g)) = eiθ0 + eiθ0 + 1 + 1.

M e(Γ((3, 1), f, g)) = 2eiθ0 + 2.

Si θ0 = π
2

entonces M e(Γ((3, 1), f, g)) = 2i+ 2.

Si θ0 = π entonces M e(Γ((3, 1), f, g)) = −2 + 2 = 0.

3. El mensaje para la configuración de Brauer Γ ((1, 3), f, g).

Γ
(1,3)
0 = {x, y, z}.

|Γ(1,3)
1 | = |Q0| =

(
4
1

)
= 4.

Γ
(1,3)
1 =

{
P

(1,3)
1 , P

(1,3)
2 , P

(1,3)
3 , P

(1,3)
4

}
.

w
(
P

(1,3)
1

)
= xyzz w

(
P

(1,3)
2

)
= yzzx

gf

x

y

z

(1, 3)

z

gf

y

z

z
x

(1, 3)
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w
(
P

(1,3)
3

)
= yzxz w

(
P

(1,3)
4

)
= yxzz

gf

y

z

z

x

(1, 3)

gf

y
x

z

z

(1, 3)

µ(x) = µ(y) = µ(z) = 1.

Para x, val(x) = 4 y P
(1,3)
1 < P

(1,3)
2 < P

(1,3)
3 < P

(1,3)
4 .

Para y, val(y) = 4 y P
(1,3)
1 < P

(1,3)
2 < P

(1,3)
3 < P

(1,3)
4 .

Para z, val(z) = 8 y P
(1,3)
1 < P

(1,3)
1 < P

(1,3)
2 < P

(1,3)
2 < P

(1,3)
3 < P

(1,3)
3 < P

(1,3)
4 < P

(1,3)
4 .

El carcaj QΓ((1,3),f,g) asociado es:

P1

αx1

77
γz1 //

lz1

��
βy1

''
P2

αx2

77

βy2

''γz2 //

lz2

��
P3

γz3 //

αx3

77

lz3

��
βy3

''
P4

lz4

��

βy4

cc

γz4

\\

αx4

��

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ((1,3),f,g) es ge-

nerado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lzi )
2,

• lzi αxj , αxj lzi ,
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• lzi β
y
j , βyj l

z
i ,

• γzi β
y
j , βyj γ

z
i ,

• γzi αxj , αxj γzi ,

• αxi β
y
j , βyj α

x
i ,

• sxαxf , syβ
y
f y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada

ciclo.

Al utilizar la especialización e se tiene que para Γ ((1, 3), f, g):

e(w(P
(1,3)
1 )) = 1 · 1 · eiθ0 · eiθ0

e(w(P
(1,3)
2 )) = 1 · eiθ0 · eiθ0 · 1

e(w(P
(1,3)
3 )) = 1 · eiθ0 · 1 · eiθ0

e(w(P
(1,3)
4 )) = 1 · 1 · eiθ0 · eiθ0

M e(Γ((1, 3), f, g)) = e2iθ0 + e2iθ0 + e2iθ0 + e2iθ0 .

M e(Γ((1, 3), f, g)) = 4e2iθ0 .

Si θ0 = π
2

entonces M e(Γ((1, 3), f, g)) = −4.

Si θ0 = π entonces M e(Γ((1, 3), f, g)) = 4.

Supongamos ahora que la región de congelamiento está acotada por funciones lineales:

fx0 : y = −x+ x0

gx1 : y = −x+ x1

0 ≤ x0 ≤ x1, x0, x1 ∈ Z,

entonces podemos obtener los mensajes especializados M(x0, x1, k), con k la coordenada y

del punto de partida de los caminos, correspondientes a las configuraciones Γ((x1, 0), fx0 , gx1),

Γ((x1 − 1, 1), fx0 , gx1), Γ((x1 − 2, 2), fx0 , gx1), ..., Γ((0, x1), fx0 , gx1), θ0 = π y:

µ(α) =

{
1, si

∑
Pi∈Γ1

occ(α, Pi) > 1

2, si
∑

Pi∈Γ1
occ(α, Pi) = 1

Esto último con la intención de evitar la existencia de vértices truncados.

Ejemplo 5.2.2. Sea x1 = 3, entonces es posible definir las funciones lineales f3 para x0 = 3,

f2 para x0 = 2, f1 para x0 = 1 y f0 para x0 = 0, determinando las respectivas regiones de

mutación y congelamiento en cada caso.
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(i) Para x0 = x1 = 3 se tiene que f3 = g3 : y = −x+ 3 por tanto:

g3 = f3

Luego, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones Γ((2, 1), f3, g3) y

Γ((1, 2), f3, g3).

Para Γ((2, 1), f3, g3) = (Γ
(2,1)
0 ,Γ

(2,1)
1 , µ(2,1),O(2,1)) se tiene:

Γ
(2,1)
0 = {x, z}.

|Γ(2,1)
1 | = |Q0| =

(
3
2

)
= 3.

Γ
(2,1)
1 =

{
P

(2,1)
1 , P

(2,1)
2 , P

(2,1)
3

}
,

w
(
P

(2,1)
1

)
= xxz, w

(
P

(2,1)
2

)
= xzx, w

(
P

(2,1)
3

)
= zxx.

µ(x) = µ(z) = 1.

Para x, val(x) = 6 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
1 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
3 < P

(2,1)
3 .

Para z, val(z) = 3 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
3 .

El carcaj QΓ( (2,1),f3,g3) asociado es:

P1

αx1

''

γz1
77

lx1

��
P2

γz2
77

αx2

''

lx2

��
P3

lx3

��

αx3

dd

γz3

zz

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (2,1),f3,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:
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• (lxi )2,

• lxi γzj , γzj lxi ,

• γzi αxj y αxj γ
z
i ,

• sxαxf y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.

dimkAΓ( (2,1),f3,g3) = 2|Γ(2,1)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci| − 1) = 2 · 3 + 6 · 5 + 3 · 2 = 42.

M e(Γ((2, 1), f3, g3)) = M(3, 3, 1) = 3eiπ = −3.

Para Γ((1, 2), f3, g3) = (Γ
(1,2)
0 ,Γ

(1,2)
1 , µ(1,2),O(1,2)) se tiene:

Γ
(1,2)
0 = {x, z}.

|Γ(1,2)
1 | = |Q0| =

(
3
1

)
= 3.

Γ
(1,2)
1 =

{
P

(1,2)
1 , P

(1,2)
2 , P

(1,2)
3

}
,

w
(
P

(1,2)
1

)
= xzz, w

(
P

(1,2)
2

)
= zzx, w

(
P

(1,2)
3

)
= zxz.

µ(x) = µ(z) = 1.

Para x, val(x) = 3 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 .

Para z, val(z) = 6 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 < P

(1,2)
3 .

El carcaj QΓ( (1,2),f3,g3) asociado es:

P1

αx1

''

γz1
77

lz1

��
P2

γz2
77

αx2

''

lz2

��
P3

lz3

��

αx3

dd

γz3

zz

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (1,2),f3,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lzi )
2,

• lzi αxj , αxj lzi ,
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• γzi αxj y αxj γ
z
i ,

• sxαxf y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.

dimkAΓ( (1,2),f3,g3) = 2|Γ(1,2)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci| − 1) = 2 · 3 + 3 · 2 + 6 · 5 = 42.

M e(Γ((1, 2), f3, g3)) = M(3, 3, 2) = 3e2iπ = 3.

(ii) Para x0 = 2 y x1 = 3 se tiene que f2 : y = −x+ 2 y g3 : y = −x+ 3 por tanto:

g3

f2

De esta forma, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones Γ((2, 1), f2, g3)

y Γ((1, 2), f2, g3).

Para Γ((2, 1), f2, g3) = (Γ
(2,1)
0 ,Γ

(2,1)
1 , µ(2,1),O(2,1)) se tiene:

Γ
(2,1)
0 = {x, y, z}.

|Γ(2,1)
1 | = |Q0| =

(
3
2

)
= 3.

Γ
(2,1)
1 =

{
P

(2,1)
1 , P

(2,1)
2 , P

(2,1)
3

}
,

w
(
P

(2,1)
1

)
= yxx, w

(
P

(2,1)
2

)
= xzx, w

(
P

(2,1)
3

)
= xxz.

µ(x) = µ(z) = 1, µ(y) = 2.

Para x, val(x) = 5 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
1 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
3 < P

(2,1)
3 .

Para y, val(y) = 1 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
1 .

Para z, val(z) = 2 y P
(2,1)
2 < P

(2,1)
3 .

El carcaj QΓ( (2,1),f2,g3) asociado es:



5.2 Regiones de Congelamiento y Mutación 63

P1

αx1 //

lx1

��

ly1

GG P2

γz1

77
αx2 //

lx2

��
P3

lx3

��
γz2

ww

αx3

dd

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (2,1),f2,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lxi )2 y (ly1)2,

• lxi γzj , γzj lxi ,

• ly1 αx1 , αx3 l
y
1 ,

• lai lbj, si a 6= b,

• γzi αxj y αxj γ
z
i ,

• sxαxf y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.

dimkAΓ( (2,1),f2,g3) = 2|Γ(2,1)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci| −1) = 2 ·3+5 ·4+1 ·1+2 ·1 = 29.

M e(Γ((2, 1), f2, g3)) = M(2, 3, 1) = 1 + 2eiπ = −1.

Para Γ((1, 2), f2, g3) = (Γ
(1,2)
0 ,Γ

(1,2)
1 , µ(1,2),O(1,2)) se tiene:

Γ
(1,2)
0 = {x, y, z}.

|Γ(1,2)
1 | = |Q0| =

(
3
1

)
= 3.

Γ
(1,2)
1 =

{
P

(1,2)
1 , P

(1,2)
2 , P

(1,2)
3

}
,

w
(
P

(1,2)
1

)
= xzz, w

(
P

(1,2)
2

)
= yzx, w

(
P

(1,2)
3

)
= yxz.

µ(x) = µ(z) = µ(y) = 1.

Para x, val(x) = 3 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 .

Para y, val(y) = 2 y P
(1,2)
2 < P

(1,2)
3 .

Para z, val(z) = 4 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 .

El carcaj QΓ( (1,2),f2,g3) asociado es:
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P1

αx1
**

γz1

44lz1 55 P2

γz2

44

βy1

??

αx2
**
P3

βy2

��

αx3

[[

γz3

��

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (1,2),f2,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lz1)2,

• lz1 γz1 , lz1 α
x
1 ,

• γz3 lz1, αx3 l
z
1,

• γzi β
y
j , βyj γ

z
i ,

• γzi αxj , αxj γzi ,

• αxi β
y
j , βyj α

x
i ,

• sxαxf , syβ
y
f y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada

ciclo.

dimkAΓ( (1,2),f2,g3) = 2|Γ(1,2)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci| −1) = 2 ·3+3 ·2+2 ·1+4 ·3 = 26.

M e(Γ((1, 2), f2, g3)) = M(2, 3, 2) = 1 + 2eiπ = −1.

(iii) Para x0 = 1 y x1 = 3 se tiene que f1 : y = −x+ 1 y g3 : y = −x+ 3 por tanto:

g3

f1



5.2 Regiones de Congelamiento y Mutación 65

Luego, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones Γ((2, 1), f1, g3) y

Γ((1, 2), f1, g3).

Para Γ((2, 1), f1, g3) = (Γ
(2,1)
0 ,Γ

(2,1)
1 , µ(2,1),O(2,1)) se tiene:

Γ
(2,1)
0 = {x, y, z}.

|Γ(2,1)
1 | = |Q0| =

(
3
2

)
= 3.

Γ
(2,1)
1 =

{
P

(2,1)
1 , P

(2,1)
2 , P

(2,1)
3

}
,

w
(
P

(2,1)
1

)
= yxx, w

(
P

(2,1)
2

)
= xxz, w

(
P

(2,1)
2

)
= xyx.

µ(x) = µ(y) = 1, µ(z) = 2.

Para x, val(x) = 6 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
1 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
3 < P

(2,1)
3 .

Para y, val(y) = 2 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
3 .

Para z, val(z) = 1 y P
(2,1)
2 < P

(2,1)
2 .

El carcaj QΓ( (2,1),f1,g3) asociado es:

P1

αx1 //

βy1

$$

lx1

��
P2

αx2 //

lx2

��

lz1

GG P3

lx3

��

βy2

dd

αx3

[[

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (2,1),f1,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lxi )2 y (lz1)2,

• lai lbj, si a 6= b,

• lx1 β
y
1 , si βyj l

x
i ,

• lz1 αx2 , si αx1 l
z
1,
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• βyi αxj y αxj β
y
i ,

• sxαxf y syβyf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.

dimkAΓ((2,1),f1,g3) = 2|Γ(2,1)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci|−1) = 2·3+6·5+2·1+1·(2−1) = 39.

M e(Γ((2, 1), f1, g3)) = M(1, 3, 1) = 2 + eiπ = 1.

Para Γ((1, 2), f1, g3) = (Γ
(1,2)
0 ,Γ

(1,2)
1 , µ(1,2),O(1,2)) se tiene:

Γ
(1,2)
0 = {x, y, z}.

|Γ(1,2)
1 | = |Q0| =

(
3
1

)
= 3.

Γ
(1,2)
1 =

{
P

(1,2)
1 , P

(1,2)
2 , P

(1,2)
3

}
,

w
(
P

(1,2)
1

)
= xyz, w

(
P

(1,2)
2

)
= yyx, w

(
P

(1,2)
3

)
= yxz.

µ(x) = µ(z) = µ(y) = 1.

Para x, val(x) = 3 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 .

Para y, val(y) = 4 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 .

Para z, val(z) = 2 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
3 .

El carcaj QΓ( (1,2),f1,g3) asociado es:

P1 αx1 44

γz1

��
βy1

**
P2

βy2
**

αx2 44

ly1

��
P3

βy3

dd

γz2

[[

αx3

zz

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (1,2),f1,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (ly1)2,
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• ly1 αx2 ,

• γzi β
y
j , βyj γ

z
i ,

• γzi αxj , αxj γzi ,

• αxi β
y
j , βyj α

x
i ,

• sxαxf , syβ
y
f y szγzf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada

ciclo.

dimkAΓ( (1,2),f1,g3) = 2|Γ(1,2)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci| −1) = 2 ·3+3 ·2+4 ·3+2 ·1 = 26.

M e(Γ((1, 2), f1, g3)) = M(1, 3, 2) = 1 + 2eiπ = −1.

(iv) Para x0 = 0 y x1 = 3 se tiene que f0 : y = −x g3 : y = −x+ 3 por tanto:

g3

f0

De esta manera, es posible calcular el mensaje especializado para las configuraciones Γ((2, 1), f0, g3)

y Γ((1, 2), f0, g3).

Para Γ((2, 1), f0, g3) = (Γ
(2,1)
0 ,Γ

(2,1)
1 , µ(2,1),O(2,1)) se tiene:

Γ
(2,1)
0 = {x, y}.

|Γ(2,1)
1 | = |Q0| =

(
3
2

)
= 3.

Γ
(2,1)
1 =

{
P

(2,1)
1 , P

(2,1)
2 , P

(2,1)
3

}
,

w
(
P

(2,1)
1

)
= yxx, w

(
P

(2,1)
2

)
= xyx, w

(
P

(2,1)
3

)
= xxy.

µ(x) = µ(y) = 1.

Para x, val(x) = 6 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
1 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
3 < P

(2,1)
3 .

Para y, val(y) = 3 y P
(2,1)
1 < P

(2,1)
2 < P

(2,1)
3 .
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El carcaj QΓ( (2,1),f0,g3) asociado es:

P1

αx1

''

βy1
77

lx1

��
P2

βy2
77

αx2

''

lx2

��
P3

lx3

��

αx3

dd

βy3

zz

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (2,1),f0,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lxi )2,

• lxi β
y
j y βyj l

x
i ,

• βyi αxj y αxj β
y
i ,

• sxαxf y syβyf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.

dimkAΓ( (2,1),f0,g3) = 2|Γ(2,1)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci| − 1) = 2 · 3 + 6 · 5 + 3 · 2 = 42.

M e(Γ((2, 1), f0, g3)) = M(0, 3, 1) = 3.

Para Γ((1, 2), f0, g3) = (Γ
(1,2)
0 ,Γ

(1,2)
1 , µ(1,2),O(1,2)) se tiene:

Γ
(1,2)
0 = {x, y}.

|Γ(1,2)
1 | = |Q0| =

(
3
1

)
= 3.

Γ
(1,2)
1 =

{
P

(1,2)
1 , P

(1,2)
2 , P

(1,2)
3

}
,

w
(
P

(1,2)
1

)
= xyy, w

(
P

(1,2)
2

)
= yyx, w

(
P

(1,2)
3

)
= yxy.

µ(x) = µ(y) = 1.

Para x, val(x) = 3 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 .

Para z, val(y) = 6 y P
(1,2)
1 < P

(1,2)
1 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
2 < P

(1,2)
3 < P

(1,2)
3 .

El carcaj QΓ( (1,2),f0,g3) asociado es:
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P1

αx1

''

βy1
77

ly1

��
P2

βy2
77

αx2

''

ly2

��
P3

ly3

��

αx3

dd

βy3

zz

El ideal I de la correspondiente álgebra de configuración de Brauer AΓ( (1,2),f0,g3) es

generado por las siguientes relaciones en las que se consideran todos los posibles valores

de i y j:

• (lyi )
2,

• lyi αxj y αxj l
y
i ,

• βyi αxj y αxj β
y
i ,

• sxαxf y syβyf , relaciones que indican ciclo especial por primera flecha de cada ciclo.

dimkAΓ( (1,2),f0,g3) = 2|Γ(1,2)
1 |+

∑
Ci∈C |Ci| (µ(αi) |Ci| − 1) = 2 · 3 + 3 · 2 + 6 · 5 = 42.

M e(Γ((1, 2), f0, g3)) = M(0, 3, 2) = 3.

Los mensajes obtenidos para g3 en el desarrollo de este ejemplo se presentan en la siguiente

tabla.

(fx0 , gx1 , k) (0, 3, 1) (0, 3, 2) (1, 3, 1) (1, 3, 2) (2, 3, 1) (2, 3, 2) (3, 3, 1) (3, 3, 2)

M e 3 3 1 -1 -1 -1 -3 3

Consideremos ahora, la siguiente matriz con estos mensajes:

[
M e(0, 3, 1) M e(1, 3, 1) M e(2, 3, 1) M e(3, 3, 1)

M e(0, 3, 2) M e(1, 3, 2) M e(2, 3, 2) M e(3, 3, 2)

]
=

[
3 1 −1 −3

3 −1 −1 3

]
,

la cual podemos completar asumiendo que M e(i, j, 0) = 1 para cualquier (i, j) y M e(i, j, 3) =

(−1)i, de manera que adquiere la siguiente forma:


M e(0, 3, 0) M e(1, 3, 0) M e(2, 3, 0) M e(3, 3, 0)

M e(0, 3, 1) M e(1, 3, 1) M e(2, 3, 1) M e(3, 3, 1)

M e(0, 3, 2) M e(1, 3, 2) M e(2, 3, 2) M e(3, 3, 2)

M e(0, 3, 3) M e(1, 3, 3) M e(2, 3, 3) M e(3, 3, 3)

 =


1 1 1 1

3 1 −1 −3

3 −1 −1 3

1 −1 1 −1

 ,
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este tipo de matrices las denominaremos como Matriz de mensajes asociada a gx1 , en

este caso matriz de mensajes asociada a g3. Estas matrices cumplen las propiedades que se

presentan en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.3. Para una matriz de mensajes asociada a gj se tiene que:

1. M e(i, j, k − 1) +M e(i, j, k) = M e(i, j + 1, k),

2. M e(i− 1, j, k − 1) +M e(i, j, k) +M e(i, j, k + 1) = M e(i− 1, j, k + 1),

3. M e(1, 2m, 1) = Cm−1, donde Cm−1 es un número de catalán,

4. M e(0, j, k) =
(
j
k

)
.

Demostración.

1. Dado que:

M e(Γ((x0, y0), fx0 , gx1+1)) = xM e(Γ((x0−1, y0), fx0 , gx1))|x=1+yM e(Γ((x0, y0−1), fx0 , gx1))|y=1,

entonces:

M e(Γ((x0, y0), fx0 , gx1+1)) = M e(Γ( (x0−1, y0), fx0 , gx1))+M e(Γ( (x0, y0−1), fx0 , gx1)),

lo cual corresponde al resultado que se queŕıa demostrar.

2. Sean A y B las siguientes matrices de mensajes:

A =

a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9

 B =


b1 b2 b3 b4

b5 b6 b7 b8

b9 b10 b11 b12

b13 b14 b15 b16


y supongamos que para A se cumple la propiedad 2 de este teorema:

M e(i− 1, j, k − 1) +M e(i, j, k) +M e(i, j, k + 1) = M e(i− 1, j, k + 1),

entonces, se tiene que:

a4 + a7 = (a1 + a2 + a5) + (a4 + a5 + a8), (5-1)

a4 + a7 = (a1 + a4) + (a2 + a5) + (a5 + a8), (5-2)

pero, por la propiedad 1 se cumplen las siguientes igualdades:

a4 + a7 = b9, a1 + a4 = b5, a2 + a5 = b6 y a5 + a8 = b10, (5-3)

de esta forma, de las expresiones (5-2) y (5-3) se tiene que b9 = b5 +b6 +b10, entonces la

matriz B cumple la propiedad 2. Es decir, se ha demostrado por inducción el resultado

pretendido.
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3. Para esta propiedad basta ver que en una matriz de mensajes el lugar (r, s) corresponde

al siguiente combinatorio:

(
M e

n−1

)
r,s

=
s−1∑
h=0

(−1)h
(
s− 1

h

)(
n− 1− s
r − h− 1

)
,

para verificar esto, partamos de suponer que si se cumple, de ser aśı al aplicar la

propiedad 1 de este teorema tenemos que:(
M e

n−1

)
r,s

=
(
M e

n−2

)
r−1,s

+
(
M e

n−2

)
r,s

=
∑s−1

h=0(−1)h
(
s−1
h

)(
n−2−s
r−h−2

)
+
∑s−1

h=0(−1)h
(
s−1
h

)(
n−2−s
r−h−1

)
=
∑s−1

h=0(−1)h
(
s−1
h

) [(
n−2−s
r−h−2

)
+
(
n−2−s
r−h−1

)]
=
∑s−1

h=0(−1)h
(
s−1
h

) [(
n−2−s
r−h−2

)]
=
(
M e

n−1

)
r,s

4. Dado M e(0, j, k), se tiene por f0 que no hay región de mutación, por lo cual la palabra

asociada a cada camino tendrá siempre un valor de 1 y para cada punto (n, k) ∈ gj
el número de caminos

(
n+k
k

)
es precisamente el valor del mensaje M e(0, j, k). Además,

dada la manera en que se construyó gj, para todo (n, k) ∈ gj se tiene que n + k = j,

entonces M e(0, j, k) =
(
n+k
k

)
=
(
j
k

)
.

�
Nota 5.2.4. Por construcción se observa que si (M e

n)i0 y (M e
n)j0 denotan la fila i0-ésima y

la columna j0-ésima de M e
n, entonces el producto interno:

〈 (M e
n)i0 , (M

e
n)j0 〉 = µ(α) =

{ ∑n
h=0

(
n
h

)
, si i0 = j0

0, si i0 6= j0.

Luego (M e
n)2 = 2nIn. Este tipo de matrices corresponden a las matrices K(n) cuyas entradas

(p, q) están dadas por la función generante:

(1 + t)(n−q)(1− t)q =
n∑
p=0

K
(n)
(p,q)t

p.

Estas matrices también se llaman matrices de Krawtchouk [25, 26, 44], es decir, se ha en-

contrado una conexión entre las álgebras de configuración de Brauer y matrices para las

cuales se han determinado múltiples aplicaciones en campos como el análisis armónico [41],

la estad́ıstica [9, 42], la teoŕıa de la probabilidad [12] y la teoŕıa cuántica [11], entre otras.
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Más aún, si:

A(n) =



0 1 0 0 · · · 0 0

n 0 2 0 · · · 0 0

0 n− 1 0 3 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 n

0 0 0 0 · · · 1 0


entonces An es una matriz de Krawtchouk tal que AnK(n) = K(n)Λ(n), donde Λ(n) es una

matriz diagonal (n+ 1)× (n+ 1) con Λ
(n)
(i,i) = n− 2i, es decir:

Λ(n) =


n 0 0 · · · 0

0 n− 2 0 · · · 0

0 0 n− 6 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −n


luego existe una conexión inesperada con representaciones del álgebra de Lie:

sl(2) ∼= so(2, 1) ∼= sl(2,R).

Para ello se define el conmutador A = 1
2

[A,Λ], por ejemplo, si n = 3, A =
[

0 −1 0 0
3 0 −2 0
0 2 0 −3

]
.

Luego la tripla A,A y Λ es cerrada por conmutación, por lo que forma un álgebra de Lie:

gen{A,A,Λ} ∼= so(2, 1) ∼= sl(2,R),

con relaciones de conmutación:

[A,A] = 2Λ, [A,Λ] = 2A y [Λ,A] = −2A.



6 Conclusiones y Recomendaciones

6.1. Conclusiones

El desarrollo del presente trabajo es muestra de la importancia de las álgebra de configu-

ración de Brauer, dado que en ellas se hacen expĺıcitas las conexiones que existen entre

diferentes áreas de estudio de la matemática. En especial, estas álgebras conectan el estudio

de la Teoŕıa de representación de carcajes con la combinatoŕıa, estad́ıstica, probabilidad y

el análisis armonico, por mencionar algunas conexiones, al revelar que algunas configuracio-

nes de Brauer guardan relación directa con álgebras de Lie, estas últimas con aplicaciones

concretas como la valoración de derivados financieros, la toma de decisiones de bajo riesgo

por agentes financieros, el tratamiento de problemas refrentes a volatilidades [30], el análisis,

diseño y control de sistemas dinámicos h́ıbridos [18], el estudio de campos de interacción

entre part́ıculas, entre muchas otras.

En cuanto a la estructura de las álgebras de configuración de Brauer asociadas al plano, se

encuentra que dada la posibilidad que existe de asociar diversos fenomenos de la realidad a

disposiciones en el plano cartesiano, el potencial de aplicación que tienen este tipo de álge-

bras es muy ampĺıo. Este aspecto resalta la importancia del presente trabajo, pues abre las

puertas al desarrollo y profundización en la investigación de estás álgebras y sus aplicaciones

concretas, por ejemplo, al hacer una rotación del plano se puede encontrar que las configu-

raciones realizadas corresponden a los posibles caminos que se marcan en una máquina de

Galton y por ende, las configuraciones que se derivan de disposiciones en el plano cartesiano

pueden ser llevadas, entre otras cosas, al estudio de la mécanica cuántica [28].

Finalmente, dada la dificultad que existe en el estudio de álgebras de tipo representación

salvaje, el surgimiento de patrones y regularidades dentro de las álgebras de configuración de

Brauer dan espacio a la expectativa sobre su posible utilidad en la solución de los múltiples

aspectos que aún parecen esquivos para la teoŕıa de representación gráfica de álgebras. En

este sentido, un aspecto que no se abordó en esta investigación son las propiedades de las

álgebras multiseriales, de las cuales pueden surgir resultados importantes para el estudio de

álgebras salvajes.
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6.2. Recomendaciones

Las temáticas manejadas en esta investigación abordan múltiples aspectos de la Teoŕıa de

representación de carcajes, en este sentido, el camino que se siguió para lograr los resul-

tados expuestos puede ser de utilidad para el lector y para futuras investigaciones, dicho

camino corresponde inicalmente al estudio de los libros [3] y [36] respecto a la Teoŕıa de

representación de carcajes, posteriormente lo expuesto en [4] para los conceptos básicos de

las álgebras de grafo de Brauer y finalmente los trabajos [21], [22] y [23] en donde se abordan

las propiedades de las álgebras de configuración de Brauer.

Este trabajo finaliza con el reconocimiento de la relación entre las álgebras de configuración

de Brauer y las álgebras de Lie, este aspecto ı́mplica la posibilidad de futuras investigaciones

que profundicen en las implicaciones de esta relación y cómo esto puede llevarse al desarrollo

de aplicaciones.

En cuanto a la exploración de álgebras de configuración asociadas al plano desde las regiones

de congelamiento y mutación, con esta investigación se deja abierta la posibilidad de esta-

blecer regularidades cuando estas regiones no están acotadas por funciones ĺıneales, lo cual

sin duda resulta complejo por la naturaleza de continuidad que está impĺıcita en ello, pero

aśı mismo podŕıan llevar a diferentes conexiones matemáticas y aplicaciones prácticas.
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[19] I.M. Gelfand and V.A. Ponomarev, Indecomposable representations of the lorentz
group, Russian Mathematical Surveys 23 (1968), no. 2, 1-58.

[20] E. Green and S. Schroll, Brauer configuration algebras: A generalization of brauer
graph algebras, Bulletin des Sciences Mathématiques, 141 (2017), 539-572.
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