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Resumen

En este trabajo tratamos el buen planteamiento en los espacios de Sobolev
H*(R) y en los espacios de Sobolev con pesos s, del problema de Cauchy
asociado a la ecuacién r-BO

w e C([0,T], H*(R)
Up + Uy + WUy + Hig =0
u(0) = ¢ € H*(R),

donde u(z,t) es real si x, t € R. También, estableceremos resultados sobre la

continuacion tnica, para esta ecuacion.

Palabras clave: Problema de Cauchy, Transformada de Hilbert,
Ecuacién r-BO, Buen planteamiento local y global.



Abstract

In this work we treat the well-posedness in the Sobolev spaces H*(R) and
in the Sobolev spaces with weights S, of the Cauchy problem associated to
the r-BO equation

u € C([0, 7], H*(R))
Up + Uy + Uy + Hy =0
u(0) = ¢ € H*(R),
where u(z,t) is real if x, t € R. Also, we establish results over unique conti-

nuation, for this equation.

Keywords: Cauchy problem, Hilbert Transformation, r-BO equa-
tion, Local and global well-posedness.
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Introduccion

En este trabajo trataremos con el buen planteamiento tanto local como global
en los espacios de Sobolev H*(R) de la ecuacién r-BO

Ug + Uy + Uty + Huge = 0,
Especificamente, estudiaremos el buen planteamiento del problema de valor
inicial
u € C([0,T], H*(R))
U + Uy + Uty + Hug =0 (0.1)
u(0) = ¢ € H*(R),

donde u(x,t) es una funcién a valor real con z, t € Ry H en (0.1) denota la
transformada de Hilbert definida a través de la transformada de Fourier por

— ~

Hf(k) = —isgn(k)f(k),k € R

donde
0, k=0
sgn(k) = ¢ -1, k<0,
1, k> 0.

Con el fin de tratar el buen planteamiento de (0.1) usaremos una ecuacién
integral equivalente y el teorema del punto fijo de Banach en un espacio ade-
cuado, lo que nos permitird obtener el buen planteamiento local en H*(R),
para s > 1/2, posteriormente probaremos que dicho problema es globalmente
bien planteado en H*(R) para s > % utilizando estimativas a priori. Recien-
temente lorio ([9]), Ponce-Fonseca ([5]) han obtenido resultados interesantes
de continuacién tnica para la BO, por tal razén esperamos obtener resul-
tados similares para esta ecuacion. Antes de emprender esta tarea haremos
algunos comentarios sobre (0.1).

La ecuacién diferencial parcial (E.D.P.) en (0.1) conocida como r-BO (ecua-
cién regularizada de Benjamin-Ono), es un modelo para la evolucién en el
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tiempo de la longitud de crestas de ondas en la superficie de contacto en-
tre dos fluidos inmiscibles. Algunas situaciones en las que la ecuacién es ttil
son: en las picnoclinas en la profundidad del océano, y el sistema de dos
capas creado por la afluencia de agua de un rio en el mar. Esta ecuacién es
formalmente equivalente a la ecuacién de Benjamin-Ono

Vp + Uy + 00y — Hgy =0

En este caso, el estudio de la buena colocacién en los espacios de Sobolev
H*(R) fue hecho por Iério [9], Ponce [12] y el estudio de la buena colocacién
en los espacios en los espacios de sobolev con peso S, fue realizado por
Iério [6] , [9], donde se obtienen resultados sorprendentes, tales como: Si la
solucion v de la B-O es muy regular y tiene buena decaida en cierto instante
t, entonces v = 0.



CAPITULO 1

Preliminares

Notacion

En este capitulo se introduciran algunas notaciones basicas, ademas de al-
gunas definiciones y resultados ttiles para el desarrollo del trabajo. Las de-
mostraciones seran omitidas, sin embargo se dard una referencia donde se
puedan encontrar.

e B(X,Y) es el espacio de todos los operadores lineales acotados de un
espacio de Banach X a un espacio de Banach Y.

B(X)=B(X,X) .

C([0,T7],X) es el espacio de Banach de las funciones continuas de [0, 7] en
el espacio de Banach X, dotado de la norma ||ul|x oo = supyg[lu(t)|lx

a=(ag,as,...,qa,) € N" es un multi-indice.
e Si a es un multi-indice y x = (21,29, ...,x,) € R" entonces

a) la| =370 a5 =a1+ag+ -+

o (0 AN B d\™"
0= (5) (o) (@)

1



Capitulo 1. Preliminares 2

o NF=(1- A)%
o [P =LER")=ALP(R") con || [z =] Isp

Definicién 1.1. La transformada de Fourier de una funcién f € L'(R") es
la funcion F f = f definida por

o~

(FHE)=f&)=@2n) " | fla)e“*de

donde x = (x1,%2,...,%,), & = (&1,&2,...,&) ER" y
ToE= mg
j=1

es el producto interno usual en R™.

Definicién 1.2. EI espacio de Schwartz #(R") es el conjunto de todas las
f € P tales que

1 fllap = sup|2°07f(2)| <00 Va,B e N".
reR™
El espacio de Schwartz es también conocido como el espacio de decrecimiento
rapido de las funciones en 2.
Proposicién 1.1. Con la métrica,

69 — 4o
169 — 00|

d(g, ) =Y 277

j=0
el espacio de Schwartz (R™) es un espacio mélrico completo.

Teorema 1.1. La transformada de Fourier . : /(R") — S (R") es un
isomorfismo y un homeomorfismo.

Demostracion. Véase [9] Teorema 7.42. |

Definicién 1.3. Se define .7’, el espacio de las distribuciones temperadas,
como el dual topoldogico de ..
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Teorema 1.2. Un funcional lineal f en .7 (R™) pertenece a #'(R™) si y solo
st existen constantes C' > 0 y | € N, tal queda

(L) <C Y ellas @ €S (RY).

laf,|B< 1
Demostracion. Véase [9] Teorema 7.7. |

Observacién 1.1. En el caso de /'(R"™), las funciones en LP definen dis-
tribuciones en el sentido usual, es decir, dada una funcion en LP(R™), 1 <
p < 00, la formula

(Ty, ) = Rnf(fc)w(x)d:c Vo € S (R")

define un elemento de .#'(R™). Por supuesto, no todas las distribuciones se
definen de esta forma y la 0., es un ejemplo de ello. Por simplicidad se
escribe Ty = f.

Definicién 1.4. La transformada de Fourier f de una distribucion tempe-

rada f € . es definida por

(f.o) = (£, ), Vype SR,

Teorema 1.3. La transformada de Fourier & : " — '(R") es un iso-
morfismo y un homeomorfismo.

Demostracion. Véase [9] Teorema 7.48. |

Definicién 1.5. Sea s € R. Los espacios de Sobolev (del tipo L?) en R™ son
los siguientes subconjuntos de /' (R™):

H'(R") = {f € #"(R") / (1 + [¢*)**f € I*(R™)}

Teorema 1.4. Sea s € R. Entonces H*(R™) es un espacio de Hilbert con
respecto al producto interno

(Flok= [ (+1ePrFieaede

Ademds se cumplen las siguientes afirmaciones:
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1. H*(R™) — H"(R™) para todo s > r, donde — denota contenencia
continua y densa.

2. (HS(R”)),, el dual topoldgico de H*(R™), es isométricamente isomorfo
a H*(R™) para todo s € R.

3. fe HY(R"), m € N, si y solo si 3*f € L*(R™) para todos los multi-
indices « tales que |a| < m. En este caso, las normas

o= ([ avierrirore)” o .- (Soneeie)

son equivalentes.

1/2

4. El Lema de Sobolev se cumple, es decir, H*(R") — C«(R") para to-

do s > %, donde Co(R™) denota el conjunto de todas las funciones

continuas que tienden a cero en el infinito.
Demostracion. Véase [9] Teorema 7.75. |

Teorema 1.5. H*(R") es un dlgebra de Banach para todo s > 5. En parti-
cular, existe una constante cs > 0 tal que

£ glls < el fllsllglls VS, g9 € H(R).
Demostracion. Véase [9] Teorema 7.77. |

Definicién 1.6. Sea H un espacio de Hilbert. Un grupo unitario fuertemente
continuo a un pardmetro en H es una aplicaciont € R —— U(t) € B(H) tal
que:

1. U es unitario para todo t € R,
2. U(t+1t)=U@)U(t'), para todo t,t' € R,
5. Mm|U(t)¢ — U(t)¢|lu = 0, para todo t.t' €R, y ¢ € H.
Definicién 1.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Una Contraccion es una

aplicacion T : X — X tal que: d(T'(z),T(y)) < Ad(x,y) para todo x,y € X
y A€ 0,1]. Si A <1 se dice que T' es una contraccion estricta.
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Teorema 1.6 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea X un espacio
métrico completo y'T : X — X es una contraccion estricta, entonces T
tiene un unico punto fijo, es decir, existe un unico xy € X tal que T'(xg) = xo.

Teorema 1.7 (Desigualdad de Gronwall). Sea k € L'([a,b]) con k >0
y f,9 € C([0,T],R) tales que

P < gl0) + [ KOs, o<t

entonces

En particular si g es constante, se tiene:

F(t) < gellesonl g <y <y,

Teorema 1.8 (Desigualdad de Young). Sean a,b >0 yp,q > 1 tales que

1 1
—+ — =1, entonces se cumple

p g

al bl
ab < — + —.
p q
Teorema 1.9 (Kato-Ponce). Sean s >0 y 1 < p < oo, entonces L? N L™
es un dlgebra de Banach. Ademds

f9lsp < (I flz<lglsp + |flspllgllz)-

Observacioén 1.2. Dado que ||[A5u™ || =||A%u" " ullo = |u" " ulo2, si hacemos
f=u""1tyg=u en el teorema anterior, y lo aplicamos sucesivas veces se
obtiene

[A*u™ ullo < ellull = Ao (1.1)



CAPITULO 2

El Problema Local

En este capitulo consideraremos el buen planteamiento local del problema de
Cauchy asociado a la ecuacién (0.1), en los espacios de Sobolev H*(R)

Los resultados que se obtienen a continuacién serdn necesarios para crear las

condiciones adecuadas para el buen planteamiento local de la ecuacion. Para
comenzar nétese que la ecuacién (0.1) es equivalente a

U + Uy + Uty + Hug = 0
1

wy = —0,(1 + HO,) ~u — %axu MO R, (2.1)

En la ecuacién (2.1) sean A = —9,(1 +H0,)™' v B = —%8,;(1 + HO,) L.

1
Proposicién 2.1. El operador B = —5(91(1 + HO,)"t € B(H?), ademds
B(u?) € H* para todo u € H*(R), s > 1.

Demostracion. Sea ¢ € H*(R), entonces
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IBolls =l = 0:(1 + H0:) " oll2

2
- | g+ el

< [+ eyipra
R
<|lgll3-
Como H*(R) es un dlgebra de Banach si s > 1, u? € H® y || Bu?||? < oco.
Si se define la funcién f : H* — H® como f(u) = Bu?, se observa que para

u € H?,
f(u) € H°. (2.2)

Proposicién 2.2. La funcion definida en (2.2) satisface la condicion de
Lipschitz local

Demostracion. Para efectos de la demostracion se tienen en cuenta dos he-
chos importantes

(i) si s > 1, entonces el Teorema 1.4—(4) implica que
f<llflloe <Wfllp < eliflls, f e H

(13) Si s > %, entonces el Teorema 1.5 implica que existe ¢, > 0 constante

tal que
1f9lls < csllfllsllglls,  Vf.g € H.

Entonces si u,v € H* y t € (0,7

lu® = v*[ls = [I(u = ) (u + )]s
< sllu = wllsllu + s
< esllu = vlls(llulls + [lv]l)

Sea K = c,, entonces

le® = v* s < ellu = vlls(lulls + [Jvlls)-
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Sea

1/2
(Lllulls lv]ls)) "™ = & sup ([lulls+]v]ls),
te[0,7
por lo tanto,

1f () = f()lls =[102(1 + Hz) ™ (u® — )5
< [lu® =%,
< L([fulls, [lolls)lJw = vlls- (2.3)

Noétese que L(-,-) es no decreciente respecto a cada uno de sus argumentos,
teniéndose de (2.3) la condicién de Lipschitz local. |

Proposicion 2.3. Sea A = —(1+H0,)™!, entonces la aplicacion t € R —

E(t) = et es un grupo unitario fuertemente continuo a un pardmetro en
H*(R).

Demostracion. La aplicacion E(t) también puede expresarse de la siguiente

manera )
_ it

Et)p=c"p=(e 1+|€\§5)V, peH teR

sea b(§) =

~\ V
B(t) = "o = (e"9'9) ",
E(t) cumple con las siguientes condiciones:

1. E(t) es unitario para todo t € R

leells = ([ (@) ||, =liells (2.4)

E(t—l—t/)@ _ €(t+t)A/gp
— A
— Mty
=E®)E{ )y

entonces E(t +t') = E(t)E(t).
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3. Dado € > 0 la aplicacién t € [e, 00) — E(t)p es uniformemente continua
con respecto a la norma H?.

nEww—mwME=4a+€ﬂw@—JWWm&x
=Auw%Wf C1PgPde. (25)

Por el teorema del valor medio se tiene

) |§| / /
O — 1] = |p(©)e™ Ot — '] = —=— |t —t/| < [t —1].
1+ [¢]
Entonces

La ecuacion (2.5) queda

IE@®p — B¢l < [ L+ )Tt - Pl
R
< [t —tPllell:- (2.6)
haciendo ¢t — ¢’ en (2.6) se tiene que ||E(t)p — E(t')¢||s — 0. En particular
lim  [|E(t)e — E(t')p]ls = 0.
—t
|

Por comodidad, el problema de Cauchy dado por la ecuacién (0.1), lo escri-
biremos de la siguiente forma

ur = Au+ f(u)
{ u(0) = ¢ € H. (2.7)

Por el método de variacién de parametros se puede identificar una posible
solucién para s > , dada por

ult) = ¢ w+A =04 f (u(r))dr (2.8)

en la cual por (2.2) y (2.4) se tiene que u € C([0,T], H*(R)).
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Proposicién 2.4. Sea u € C([0,T], H*(R)) con s > L, una solucidn de
(2.7), entonces u satisface (2.8). Reciprocamente, siu € C([0,T], H*(R)) es
una solucion de (2.8), entonces u € C*((0,T], H*"1(R)) y satisface (2.7) con
deriada

u(t 4+ h) — u(t)

= Au- f(w)

=0 (2.9)

s—1

lim
h—0

Demostracion. Si u satisface (2.7), por el método de variacién de parametros
se tiene que u satiface (2.8).

Reciprocamente, sea u tal que satisface (2.8). Derivando a ambos lados con
respecto al tiempo se tiene

duu(t) = Ae'dp + 0, /t A f(u(1))dr. (2.10)
0

Consideremos la integral de el lado derecho de (2.10)

o, /0 A f (u(r))dr = lim 1{/0% DA f (u(r))dr  —

h—0 h
/Ot €(tT)Af(u(T))dT}

— flg% %{/Ot {e(HhT)A — e(tT)A} flu(r))dr +
/t+h €(t+h_T)Af(u(T))dT}. (2.11)

Por un lado se tiene el valor principal de una funcién continua, es decir

— 0. (2.12)

s—1

lim
h—0

/ DA () dr — fult)
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Por otro lado

1 t
lim E/ {e(”hT)A—e(tT)A} fu(r))dr
0

h—0
! 1
:/ lim E{e(HhT)A—e(tf)A f(u(r))dr
0

h—0

:/0 8te(t’T)Af(u(7'))dT
_ / A IA L (u(r))dr

0

= A/Ot e A f(u(r))dr. (2.13)

Si de la ecuacién (2.8) despejamos la integral, se obtiene

§ L A - t—7 _ t
lfim E/o [e( 14 _ el )Al flu(r))dr = A(u(t) — o). (2.14)

h—0
De las ecuaciones (2.11),(2.12) y (2.14), la ecuacién (2.10) queda

)
duu(t) = Aettp + A(u(t) — etAgp) + f(u(r))
Ou(t) = Au(t) + f(u(t)). (2.15)

Haciendo ¢ = 0 en (2.8), se tiene que u(0) = ¢. Se concluye entonces que u

satisface (2.7).
|

2.1. Existencia

Proposicién 2.5. Se define el conjunto
X,(T, M) = {u e C([0,T], H*(R)) | [Ju(t) = ¢|s < M}, M >0.
con la métrica

dy(u, v) = S lu(t) = v(@ =[lut) = v(t)]]s00-

Entonces, (Xs,ds 1), es un espacio métrico completo.
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Demostracion. El conjunto X4(T', M) es un subconjunto cerrado de C([0, 7], H*(R))
el cual es completo con la métrica ds r, que es precisamente la inducida por
la norma ||u||s0. Por lo tanto (X, ds ) es un espacio métrico completo. W

Teorema 2.1. La funcion definida por

Fu)(t) = ult) = ey + /0 e=IAf(y(r))dr, (2.16)

es una contraccion y ademds existe al menos una solucion al problema (2.7).

Demostracion. La idea es aplicar el principio de contraccion de Banach a la
funcién definida en (2.16) en el espacio de la proposicién 2.5. Con esto en
mente, sean M > 0,y ¢ € H*(R), entonces

|F()(t) - e, < / 1= f ) dr
< / 1 a0
< / L(lull . 0) [lu(m)[udr , por (2.3)

siue X(T, M), por (2.4)
lu(r)lls <llu(r) = e™olls + lle™plls < M+ [l
Luego, si t € [0, 7]

IF()(t) — e“olls < Lllulls ,0) (M+ [llls)t
< L(M+|lells, 0)(M+ [lo|ls)T

Sea a(M, [l¢lls) = [ LM+ |l@lls, 0)(M+[[lls) 7'M Si 0 < T < a(M, [[ol]s),
entonces se tiene
IF(u)(t) — el < M (2.17)

es decir, F(u)(t) € X,(T, M).
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Veamos ahora que F' es una contraccién. Dados u, v € X
[E(u)(t) = F(v)()]s < i "= DA(f (u) = F(0))sdr

< [ f(w) = f(o)llsdr

0

t
< L({[ulls, ||v||s)/0 [u(T) = v(7)llsdT
< LM lells, M+lells) dsr(u,0) T

Sea B(M, ||¢lls) = [ LM+ |l¢|ls, M+ ||¢]ls)] " Si se tienen las opciones

0<T<alM, el <B(M, el o

0<T < BM, [[ells) <a(M, o)

en cualquier caso se cumple que

0 < LM+lells, M+lell) T < 1.

Si hacemos A = L(M+ ||¢|ls, M+ |l¢|l) T v T = T(M, |j¢|ls) = min (e, B),
se cumple que

d,7 (F(u)(t), F(v)(t) < Ad, 7 (u,v), 0<A<L

s, T

Por lo tanto F' es una contraccién. Aplicando el Teorema del punto fijo de
Banach, existe u € X, tal como lo indica en la ecuacién (2.8), es decir

u(t) = e + /Ot DA f (u(T))dr.

Esto garantiza la existencia de soluciones para el problema de Cauchy (2.7).
|

2.2. Dependencia continua

Teorema 2.2. La funcion ¢ — u es continua.
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Demostracion. Sea (¢,)%, tal que cada ¢, es una condicién inicial del pro-
blema de Cauchy (2.7) y ademads ¢y, ¢. Sea también u,, € C([0,T,), H*(R))

la solucién correspondiente a ¢,, donde T, = T(M llonlls)-

Sea Too = T(M, |l¢|ls) tal que 0 < T < Ts. Sabemos que T depende
tanto de o como de (3 y estas a su vez de L( ), la cual es continua, por tanto
T 1o es también, luego, si n — oo, T — Too, es decir, existe NV € N tal que
0<T<Tn,paratodon2N

Esto indica que u,, € C([0,T], H*(R)), para todo n > N y ademés por (2.17)
u, € X4(T, M), campliéndose también que

lun(D)|ls < M+ |lpnlls <M + K, donde K =suplleas, 0<7<T.
neN

ahora, sea u, la solucién correspondiente a ¢. Entonces se tiene

[un(t) — oo ()[s <llon —lls + /O 1S (un (7)) = f (uoo (7)) |sdr
<llen —@lls + Llllunlls; lucolls) / [t — o[ sdT
0

t
<om = @lle + LMu(utn s o)y My(utn , 1)) / et — ol s
0

donde
M ) = mie{ supln (O] suplln ()]} < M+ K
[0,T] [0,7]
por tanto
t
Jin(8) = ) <l = ol + L+ KM+ K) [ = wclur
0
si aplicamos ahora la desigualdad de Gronwall

Hun(t) - uoo@)”s SH(pn _ ()OHS eL(M+K7M+K)t

SHQDn . goHseL(MJrK’MJrK)T
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entonces
slé]IV>||un(t) e (B)ls [lpn — | LOTHEMAEOT
L suplfun(t) = toe ()]s = 0 (218)
n—oo neN
se concluye entonces la dependencia continua. [ |

2.3. Unicidad

Teorema 2.3. La funcion definida en (2.8) es la unica solucion al problema

(2.7).

Demostracion. Supéngase que u y v son soluciones del problema de Cauchy
(2.7) con condiciones iniciales ¢ y 1) respectivamente, entonces

[ut) = v(@®)lls < lle —¥lls + /0 1f (u(r)) = f(o(7)llsdr
< [l = ¥lls + L({lulls, HvHs)/O Ju(r) — v(7)|[sd7
luego por la desigualdad de Gronwall

lu(t) = v(®)ls < o — |, eHllelor, (2.19)

Entonces si ¢ = 1 se tiene que u = v y por tanto la unicidad.
|

Corolario 2.1. Para s > 1, el problema de Cauchy (2.7) estd localmente
bien planteado en H*(R).

Demostracion: Es consecuencia de los teoremas 2.1, 2.2 y 2.3. [



CAPITULO 3

El Problema Global

El objetivo ahora es conocer el buen planteamiento global del problema de
Cauchy (0.1), para ello usaremos una estimativa de tipo Brezis-Gallouet [4].
Pero antes consideremos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Suponga f € H* con s > + y seauw € C([-T,T),H*) la
correspondiente solucion del problema de Cauchy (0.1) entonces

el = 1711
Demostracion. De la ecuacién (0.1) se tiene que
Ly o

Ahora
lull} = (J3u, JHu)
donde, J* = (1 — 0?)3.

Por lo tanto

16
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d 2 o d 1 1
e} = 2 (J3u, Jiu)
1 1 1
=2 <(1 + M) 2w, (1+HO)7(— 0u(1 + HO,) 'u— 5395(1 + H@z)_1u2)>
0, u 0, u?
=2((1 O )u , — e — a
<( TR A e T a0 +”H0x)>
=2 <u , —Oyu — %8xu2>
=0

Ya que cada uno de los miembros del lado derecho de (3.2) son iguales a cero
y esto finaliza la demostracién. [ ]

Lema 3.1. Sea f € H*(R), con s > % entonces eziste una constante C' > 0
tal que

1fllee < C(1+ Vlog(L+ I f1)II£1l1)-

Demostracion. Sea R > 0, donde R sera seleccionado mas adelante de ma-
nera adecuada, tenemos entonces que

y (1 +1€D* =
£(©)]dE + on (11 |£|)S|f(§)|d§

(3.3)

N[ D=

L e
£ ()] S/le(f)ldf— e

Por la desigualdad de Cauchy- Schwartz

1

e\ RS
(@) s( 4 . m) ( /5 e dg)

1

d& ? 25| 77 ) (2 :
+< /K ZR—(H‘H)QS) ( /K s dg)
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Como s > %, existe € > 0 tal que 2(s — €) > 1 de donde;

1

7)) <vaioBT B + 7537(/ -——ﬂif—>nms

§IZR (1 + |§|)2(S 6)
_ 0 r

Seleccionando R = (1+ || f]ls)* — 1, se obtiene

£l < Coe~b/Roa T AT + el

[T

lo cual finaliza la demostracién. [ |

Teorema 3.1. El problema de Cauchy asociado a (0.1) es globalmente bien
planteado en H*(R) para s > 1.

Demostracion. Sea ¢ € H*(R)

u(t) = e + /0 A f (u(r))dr, (3.4)

de esta manera usando el lema anterior se obtiene

@l <l + 5 [ )l

<llell+Co [ (14 VBT + T fur) L = (2
(3.5)

Con Cj dependiendo tinicamente de H<p||%
A partir de (3.5) se tiene que
W(t) = Co(1+ Viog(l + [u(IL)) [u(H)].
< Co(1+V/log(1+ ¥(1)) ) Wt

< O (1 + log(1 + \Il(t)))\If(t);
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Dicho de otro modo existe C; > 0 tal que

d
pr log(1 + log(1+ ¥ (t))) < C)

de donde se deduce que existen constantes Cy, > 0 y C3 > 0 tales que para
todo t € [=T,T], ||u(t)||s < 2", En particular, ||u(t)|, sigue siendo aco-
tada en cada intervalo de tiempo finito y la solucién puede extenderse a todo
R |



CAPITULO 4

Teoria en espacios de Sobolev con pesos

En este capitulo estudiaremos el problema (0.1) en los espacios de Sobolev
con pesos S, = H*(R) N L?(R), pues las normas de estos espacios forman
un sistema fundamental de seminormas para . (R)

Lema 4.1. Sea F(t,&) = "9 donde b(¢) = 1;if£|. Entonces,

OcF(t, &) =(—it) (1 + [¢]) *F(t,€) (4.1)

OFF (t,€) =2it sgn(&)(1 + [€])°F (¢, &) + (—it)*(1 + [¢]) " F (¢, €) (4.2)

OZF(t,€) =4itd — 6it(1 + €)' F(t,€) — 2(—it)*[sgn(€) + 2](1 + [€)) °F(t,€)
+ (=it)* (1 + [E)°F(t,€) (4.3)

O F(t,&) =4itd’ + 4176 + 24it sgn(&)(1+ [€])°F(t,€)
+ 4(—it)*[4+ 5 sgn(€)|(1+ [E))°F(t,€) (4.4)
— 2(—it)*[sgn(€) + 5](1 + |E))TTF(t, €) + (—it) (1 + [)) P F (¢, )
OZF (t,€) =4itd” + 4t%0" + (48it — 40t> — 4it*)6 — 120it(1 + |£]) °F (¢, €)

+ (it)*[~120 sgn(€) — 120](1 + €)) " F (£, €)
+ (it)°[~90sgn(€) — 30](1 + €)"F (£, €) (4.5)
+ (it)*[~10sgn(€) — 10](1 + [€]) " F (¢, €) + (—it)* (1 + [§)) " F (¢,

Ademdas, para j > 5 la j-ésima derivada de F(t,§) tiene la forma:

20

£)
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-5

OLF(1,€) =4itsV™" + 4260~ 1+ " pi(1)0" + (—it)j (1 + |€]) 7 F(t,€)
k=0

-1

+ D (@) (1+[€) 7 Flasgn(§) — bl + (=it (1 + [€]) "V F(t,€)

2

.

e
[|

(4.6)
donde § es la funcidn delta de Dirac, py(t), es un polinomio, ax y by son

constantes que dependen de k

Demostracion. Un célculo directo prueba (4.2)-(4.5). El principio de induc-
cién nos permite obtener (4.6). [

Teorema 4.1. Sea E : [0,00) — B(S,) es un C° semigrupo para s,r € N
s >r y para toda ¢ € s, satisface:
1. Sir=0,1,2

donde P,(t) es un polinomio de grado r con coeficientes positivos.

2. 8ir>3ypeSs,, EeC(0,00);3%,), siy sdlo si,
(019)(0) =0, j=0,1,2..r 3. (4.8)
En este caso, también se tiene una estimacion como la de (4.7)

Para s € R, r = 1,2, ..., el espacio ;. (R) := H*(R)N L3(R), donde L?(R) =
{f € L*(R)|2"f € L*(R)} es un espacio de Banach con la norma [/ f||?, =
LAIE + 1F1Z

Demostracion. Para efectos de la demostracion se usa la regla de Leibniz y
el Lema 4.1

IE@®)¢lz0 =IED @Il + 1 E@)elLs
=llells + 1 E@)elzz

el + [ 1B@pPda

[e.9]

el + / e

[e.9]

=llells + llello
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Sir = 1 entonces:

IE®¢lz: =IE@ ¢l + 1 E@)el7

am&+/ 2|E()plda

—0o0

#w%+/ eE(t)oPde

—0o0

am&+/ Oc(F (,€)7)Pde

—0o0

el + || e P OF + Fle. 0] de
L ae ’

—0o0

SWM+%/|W%+/ 03P de

o0

<llellz + £llells + l=ello
<llell + @ +t)lellz

Si r = 2 entonces:

IE® ¢z =IE@ ¢l + 1 E@)elz

ﬁwﬁ+/ O2(F(1,6)3)de

<ol + [ |32 ) - e re.) 6] s

0 it 2 - 5
| Jargereone| e+ [ 1peooata

ﬂ@ﬁ+@ﬁ+ﬁ/ﬁwﬁﬁ+f/ W&ﬁ%+ﬂ/ 025 de

—00 —00

<|lollZ + (48> + Y ey + llzell§ + [zl
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Sir =3y como tép = tp(0) = 0 entonces,
IE®)ell2 s §||<P||§+/ |02 (F(t,€)P)|*d¢

<|lpllZ + / ((BZF (t,€))P + 30FF(t,£)0:0 + 30 F(t,£)0: % + F(t,£)0: 0| d¢

[e.e]

S N 6it 2t%[sgn (&) + 2] (—it)? 2
S\I@I|§+/_J4zt5¢+ (- - e ) P07
| 2itsgn(€) B 12 .
+9/_oo G |£D3F(t,£) e ’£|)4F(t,§)‘ya§¢\ d¢
- .2 2|2 > 39
+9/_m‘(1+|ﬂ)2F(t,£)8§¢ dg+/_ooyp(t,g)a§¢\ s

<[l + (36t* 4 36¢* +t6)/ |p|2d¢ + (36t +9t4)/ |0:p|*d¢

—0o0

o [ jotapae+ [ jogaag

<llell? + (3617 + 36t" + ) [[ll + (36" + 9t |zollg + 97 |2 [lg + ll2*ll5

Procediendo de esta manera y aplicando el principio de induccién se tiene el
resultado requerido. [ |

Proposicién 4.1. El operador A = 0,(1 + HO,)™' € B(Ss2) y ademds
A(u?) € Sy para todo u € .

Demostracion.

0.0+ HO) 02 = 9.1+ HD) gl + 10,0+ M)l
<IplE+ [ lou(1+ o) s
< 2+/Oo (% 5
<lellz+ | _[o8(75540)

<ttt + [ | a+ [ | emaee)]

[l

2

dg
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< Jlgf2 +4 / P(e)Pde + 4 / 0:3(6) 2 + / 025(6) e

oo o0 —0o0

< llll2 + 4llell§ + 4zl + 2l
< Algll?,

Como s > 3 se tiene que S5 es un dlgebra de Banach (vea Iério [9] pag 360)

y por lo tanto si u € Sy, se tiene que u? € ;5 v || Au?]|?, < oco.

Teorema 4.2. Dada ¢ € S 2(R) entonces existe una inicau € C([0,00); s.2)
solucidn del problema (0.1) tal que dyu € C([0, 00); L*(R)), siempre que s > 3

Demostracion. Para efectos de la demostracién utilizaremos el teorema A.2
de [6] (si ¢ € S, entonces 2°05¢ € L*(R), para todo entero o y 3 tales que
0 <a+pB<ryademss, [|220%0|lo < Cosllells ). Junto con el teorema 4.1
y la proposicion 4.1.

La unicidad del problema en 5 es una consecuencia de la teorfa en H*(R).

Para mostrar la existencia consideremos:

o1 -
F(U)(t) = u(t) — e—t81(1+7-181) 1¢_§/ e—(t—r)az(l—i-?-l@z) 1aw(1_|_7_[a$)—1u2(7_)d7_
0

(4.9)
Veamos que u € C([0,7T);Ss2) definida en(4.9) esta en el espacio métrico
completo X,2 = {u € C([0,7):3,2) | [E(t)e — u(t)|s,, < M} con la
métrica

dsr(u,v) = sup |u(t) —v(t)]sz2-
t€[0,T]

En efecto, a partir de (4.9) se tiene que
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IR0 = 047007 gl < [ e, 14 340,17t
< 20,3 [ (6= 7P + )t
<20, +3) [ a2t
< 20,017 + ) L(Jul2.0) [ )l

siue X 2T, M)
lu(T)lls2 <llu(r) = e™llsz + lle™@lls2 < M+ [lolls2
Luego, si t € [0, 7]

IF(u)(t) = e llsz < 2C2(T? + 3) L(||ulls,2, 0)(M + (T + 3) || l|2)T
< 2C2(T* + 3) L([[ulls.2, 0)(M + [leplls.2) T
< 2Cs2q(T) L(|[ulls2, 0)(M + [lel[s2)T"

M

Tomando T' <
2C52q(T) L([|ulls2, 0) (M + [[o][5,2)

se obtiene que

IF(w)(t) — epllso < M
es decir que F(u)(t) € X;2.

El siguiente paso es ver que F'(u)(t) es una contraccion en X o.
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[1E(u)(t) = F(0)(@)]s2 < /0 lem =% HHID T, (1 4+ H,) (P = o) 527
<20(#* + 3)/0 |u?(7) — v*(7)||s.2dT
< 2C,o(T* + 3)/0 () lls2 + o()lls2) lu(r) = v(7)[ls2d7

t
< AC,o(T? + 3) / (M + (8 + 3)|llls2) lu(T) — v(7)]|s2dT
0
< AC (T + 3) (M + (¢ + 3)|p]]s2) T sElp] [u(t) = v(t)|s.2
tel0,T

1
Si tomamos T' < , se obtiene el resultado

T AC(T? + 3) (M + (T2 + 3)|l¢lls.2)

deseado.

De lo desarrollado anteriormente se tiene la existencia y unicidad de la solu-
cion en S 9. [ |

El proximo paso es obtener una estimativa apriori para la norma de u en
C\
Ss,2-

fullyy = [ a*(ue.t)de.

o0

Luego

o lul3; = o / 2 (u(z, 1))z (4.10)

[e.9]

:2/ rvhu(z, t)u(x, t)dx

o0

= / atu(z,t) [—81;(1 +HO,) Tu — %ﬁx(l + H@m)_IUZ} dx

= —2/ atu(x, )0, (1 + HO,) tudz — / atu(x, )0, (1 + HO,) tuldx

—00 — 00
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Ahora obtendremos estimativas para cada uno de las integrales del lado de-
recho de (4.10)

(/éﬁ@ﬂ+H@)Wm—/ax%ﬁ®u+H@)mm

= (2*u , 220,(1 +HO,) ‘u)o
< [leully [|2°0:(1 + #02) " ul],

< dellullz (4.11)
/ ' u(x, )0, (1 + HO,) 'ulde = / 2?uz®9,(1 + Ho,) 'uidx

< [lz®ullolla? 0, (1 + HO) ™ u?|lo

< Cllulfs2|0:(1 + ,HaryluQ”s,Z

< 40 ulls2llu?]ls 2

< 4C|ul| (T [ulls,2

< 4Ca(T)|lull3 (4.12)

por lo tanto de (4.11) y (4.12) se tiene

2
Ocllullzy < Acllull? s +4Ca(T)JullZ,

< BT Jull?
< B(T) (Jlul? + llull%3)
< A(T) + B(T) ull3 (4.13)

donde «(T'), S(T) son constantes que se obtienen de las cotas para las normas
|ul|so v de ||u||s . La desigualdad de Gronwall y (4.13) implican el resultado.

Teorema 4.3. Sea T' > 0 y supdngase que u € ([0,T] , Fs3) es solucion de
(0.1) entonces ||u(t)|lo = |l¢llo v si para algin t* € (0,T], u(t*) = 0 entonces
u =0 para todo t € [0,T]

Demostracion. Dado que u es la solucién de (0.1) se sigue que

1 [ -
——/ e~ =M% (HHI) 9 (14H9,) M (T)dr (4.14)
0

(t) — 67t81(1+7-laz)_1 2

u ¥
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para t € [0,7]. Sea v = u®. Entonces tomando la transformada de Fourier a
(4.14) obtenemos

u(t,§) = eTHE G — %/Ot e (1 j_ﬂg')@(ﬁ §)dr
1 [t ' -
~Fgp—g [ Fe-ro(g)inoe @)

Derivando tres veces con respecto a & en el sentido distribucional y usando
el teorema (A2) y la ecuacién (4.17) se sigue que 9Zu(t, &) tiene la forma

2U(t,§) = (OF(8,€)) P + 30 F(t,6)0c + 30:F (t,§)0: 0 + F(t,§)9: 5
1 3 Zé_ o 2 5
— 3 [ o) ot + 302 - 90 (o)
B0t — 7,002 (. €)) + Flt— 7. )0 (e w,g))]df

1+ [¢| 1+ [¢]

(4.16)

De donde se obtiene que 97u(t, &) tiene la forma

(1, &) = 4itdP(E) — /O 2t — 7)5( ~ €|) o(r, €)dr
Flt—71.8)..
25~ D555 €)d
/0 T £ .6
— 4it3(0) + 2i / B(r,0)dr + £(t,). (4.17)
0

Pero

/Ota(r,o)dfz/otw(fo / lu(r)|2dr (4.18)

entonces, la ecuacién (4.17) se transforma en

3 2 ' 2
(e, ) = 4itp0) + —= [ Iuolfar+st.e). (419)
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Asi que (4.19) implica que

R 2 [
41tp(0) + E/o ||u(7)||3d7‘ =0, Vtel0,T].

ya que agﬂ(t, &)y f(t, &) son funciones integrables para todo ¢ > 0.
Es decir que

263(0) + \/LQ_W /O u()|2dr = 0, Vi e [0,T]. (4.20)

Derivando (4.20) con respecto a t se obtiene

25(0) + \/%_Wuu(wug —0, Vtel0,T). (4.21)

en consecuencia

lu(t)ls = —2v273(0);
ast que |lu(t)||2 es constante para todo t € [0, 7], es decir,
lulls = llelle, vt € [0,T].

Por lo tanto si existe t* € [0, 7] tal que u(t*) = 0 entonces se debe tener que
u=0.
|

NOTA: Observe que si u(t) € 353 entonces p(0) < 0, pues si (0) > 0, (4.20)
no se tendra.
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