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Titulo en espafiol
Existencia de solucién débil para un sistema (n + 1) x (n + 1) de tipo Keyfitz-Kranzer.

Title in English
Existence of weak solution to a (n+ 1) x (n + 1) system of Keyfitz-Kranzer type.

Resumen: Presentamos una prueba de existencia de solucion global entrépica para un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo Keyfitz-Kranzer, bajo condiciones
bastante generales sobre el flujo y las variables involucradas, utilizando principalmente
el método de compacidad compensada.

Abstract: We present a existence proof of global entropic solution for a differential
partial equations system of Keyfitz-Kranzer type, under fairly general conditions over
the flow and variables involucrates, using mainly the compensed compactness method.
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Introduccion

El problema de Cauchy para un sistema de leyes de conservacioén en un espacio uni-
dimensional toma la forma

s 1) + fu(x, )z = 0 01)
u(x,0) = up(x) (0.2)

donde (x,t) € R x [0,00), u = (uy,up,...,u,) se denomina el vector de cantidades con-
servadasy f = (f1, f2,..., fn) €s una funcién suave denominada flujo. Cuando los valores
propios de la matriz Jacobiana de f(u) son todos reales se dice que el sistema es hiper-
bélico, si adicionalmente todos son distintos el sistema es estrictamente hiperbélico y si
algunos de ellos coinciden sobre algtin subconjunto no vacio de R x [0, ), el sistema es
llamado no estrictamente hiperbélico.

Muchos fenémenos fisicos pueden ser caracterizados como leyes de conservacién, en
particular, en teoria de elasticidad, surge el sistema 2 x 2:

Ut + (M¢(u, v))x =0
{Ut + (0¢(u,v))x =0 (0.3)

el cual modela la propagacion de las ondas delantera y transversa en una cuerda eldstica
estrecha que se mueve en el plano [17]. Este fue uno de los primeros sistemas no
estrictamente hiperbélicos que surgieron como modelos fisicos y fue interesante debido
a que su estudio motivoé la extension de la teoria clasica de sistemas hiperbélicos de leyes
de conservacién que se enfocaba al rededor del caso estrictamente hiperbélico. En [17] B.
Keyfitz y H. Kranzer modelan el fendmeno de la cuerda eldstica y prueban la existencia
de solucién débil del problema de Riemann (es decir, el problema de Cauchy para el
sistema con condicién inicial una funcién constante a trozos).

Mas sistemas con la forma y caracteristicas de con dos o mds ecuaciones fueron
propuestos como modelo de varios otros fendmenos fisicos como el flujo de agua en una
reserva de petréleo [12] , el modelo macroscépico de flujo de trafico de automéviles [1],
y también aparece entre otras en dreas como la magnetohidrodindmica [13].

Un sistema n x n de tipo Keyfitz-Kranzer en un espacio unidimensional es un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales de la forma

(”i)t+(”i¢(”lz~~/un))x = O, i= 1,...,7’1. (04)

I
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Cuando la funcion ¢ estd escrita en forma simétrica, es decir, ¢(uq,...,u,) = f(|u|),
donde |u| es el modulo de (uq,up,...,u,) y f : R — R es una funcién escalar suave,
entonces el sistema se dice simétrico de tipo Keyfitz-Kranzer. El problema de Cauchy
para esta clase de sistemas ha sido bien estudiado en [8,19, (13, (18] 23]].

En este trabajo estudiaremos un sistema de tipo Keyfitz-Kranzer pero no exactamente
escrito de la forma (0.4), bajo un cambio de variables, podemos reescribirlo conveniente-
mente como el sistema (1 + 1) x (n +1):
Pt+ (PQD(P/wl/wZ/'uzwn))x - 0/ (0 5)
(pw;)e + (pwip(p, w1, w2, ..., Wwn))x =0, i=1,2,...,n.

donde asumiremos que ¢ es una funcién en C!(R"*1).
Estaremos concentrados en demostrar la existencia de solucién débil entrépica global del
problema de Cauchy para (0.5) con dato inicial medible y acotado

(p(x,0),wi(x,0)) = (po(x), i, (x)), po(x) > 0,i=1,2,...,n. 0.6)

Escritos de la forma podemos encontrar varios ejemplos de sistemas no simétricos,
aqui los resultados existentes se concentran sobre funciones ¢ muy particulares.

Cuando w; = u'y ¢(p, w1, wy, ..., w,) = u, paratodoi = 1,...,n. tenemos el sistema de
dindmica de gases de tipo presurizado, el cual es estudiado en [28) 3] 4} 11].

Cuandon =1, wy =uy ¢(p,wi, wy, ..., w,) = ®(wy, wy,...,w,) — P(p), el sistema (0.5
fue introducido como un modelo macroscépico para flujo de trafico por Aw y Rascle
[1]. En este caso, la existencia global de soluciones entrépicas acotadas del problema
de Cauchy (0.5)-(0.6) es obtenida bajo algunas condiciones extra sobre la funcion P(p)
[, 15, 21].

Estudiaremos en detalle la existencia de solucién global entrépica del problema
de Cauchy (0.5)-(0.6), pero bajo condiciones muy generales sobre la funcién suave ¢,
siguiendo el desarrollo hecho en [22].

El plan para este trabajo es el siguiente: El capitulo 1. retine la teoria preliminar, defi-
niciones y resultados que se utilizaran a lo largo del documento y que se incluyen con el
fin de que este sea en lo posible un escrito auto-contenido. El capitulo 2. se concentrara
en el estudio del sistema parabolico relacionado a mediante la introduccién de un
término viscoso, con el fin de generar soluciones aproximadas. El capitulo 3. ocupara el
resultado principal del trabajo, que sera mostrar la existencia de solucién para el sistema
usando el método de la compacidad compensada para encontrar una subsucesion
de soluciones aproximadas que converja a una solucién débil, ademads se tendra que esta
solucion es entrépica. Finalmente, en el capitulo 4. se mostrardn algunas aplicaciones del
teorema [/} entre ellas una aplicacién al sistema de flujo de tréfico propuesto por Aw y
Rascle [1].



CcAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo se introducen algunas definiciones y teoremas que se usaran mds
adelante. Aqui se omitirdn las demostraciones aduciendo que se trata de resultados en
cierto sentido clasicos de Teoria de Ecuaciones Diferenciales Parciales, Anéalisis Funcional
y Espacios de Sobolev y cuyo estudio detallado se sale del propésito y alcance de este
trabajo. Sin embargo, se remite al lector a la respectiva bibliografia.

1.1. Leyes de conservacién

1.1.1. Leyes de conservacién escalar

Definicién 1. Una ley de conservacion escalar es una ecuacién diferencial parcial de primer orden
de la forma
ur+ f(u)y =0 (1.1)

donde x € R es una variable unidimensional y t € [0, +00) representa el tiempo.
Aqui, u = u(x,t) es llamada la cantidad conservada y f es el flujo.

Considerando el problema de Cauchy con dato inicial
u(x,0) = up(x). (1.2)

Cuando la funcién f es no lineal, una caracteristica distinguida de la solucién de este pro-
blema es la pérdida de regularidad, esto significa que no se pueden encontrar funciones
en el espacio C!(RR x [0, +00)) que satisfagan la ecuacién en cuestion, atin cuando el dato
inicial sea suave, pues la solucién puede desarrollar choques en tiempo finito (ver [5]).
Por eso, las soluciones globales deben ser consideradas en un espacio de funciones dis-
continuas interpretando a (1.1) en el sentido distribucional, llegando a la siguiente defi-
nicion:

Definicién 2. Sea 1 < p < oo. Considérese la ley de conservacion escalar u; + f(u)x = 0, y el
dato inicial u(x,0) = uo(x) acotado en LP(R x [0, +o0)). Una solucién débil para el problema
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de Cauchy es una funcién u(x,t) € LF(R x [0, +00)) tal que

/O°° /j:o(“@ + f () )dxdt + /j:o(uo@dx =0 (1.3)

para toda ¢ € C}(R x (0, +00)).

1.1.2. Sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién

Definicién 3. Un sistema n x n de leyes de conservacion es un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales de la forma:
ur+F(u)y =0 (1.4)

donde (x,t) € R x [0, +00), con la diferencia de que ahora u = (uy,...,u,)T representa un
vectoren R" y F = (Fy,...,F,)T es una funcién vectorial tomando valores en R".

Por la regla de la cadena, F(u), = DF(u) - uy, donde DF (u)

9F .. 9k
Juq duy
DF(u)=|[ + ..
JF, oF,
auz c.. E)TZ

es la matriz Jacobiana de F en el punto u. Entonces se puede escribir (1.4) como
ur+DF(u)-uy =0 (1.5)

Cuando un sistema de leyes de conservacién es escrito en la forma (1.5), suele ser clasifi-
cado de la siguiente manera:

Definicién 4. Considérese un sistema de leyes de conservacién en la forma (1.4). Si los valores
propios de la matriz DF (u) son reales para todo u, entonces se dice que el sistema es hiperbélico.
Si ademds, dichos valores propios son todos diferentes, el sistema se dice estrictamente hiperbé-
lico. Y si para algunos puntos u, hay valores propios que coinciden, entonces el sistema es llamado
no estrictamente hiperbélico.

De forma anéloga a como se hizo en el caso escalar, se define lo que es una solucién
débil para el problema de Cauchy de un sistema de leyes de conservacién:

Definicién 5. Sea 1 < p < oo. Considérese el sistema y el dato inicial u(x,0) = uo(x)
acotado en LP (R x [0,400)). Una solucién débil para el problema de Cauchy es una funcion
vectorial u(x,t) € LP(R x [0, +00)) tal que

[ [ g+ Fagodxdt + [ (uog)dx =0 (1.6)
£>0 t=0
para cada funcion ¢ € C}(R x (0, +00)).

Cuando las discontinuidades se presentan, las soluciones débiles pueden no ser tni-
cas, por tal razén con el fin de seleccionar una tnica buena solucién del problema de
Cauchy, debemos imponer condiciones adicionales llamadas condiciones de admisibili-
dad.
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1.1.3. Condiciones de admisibilidad, condicién de Entropia

Definicion 6. (Viscosidad Nula) Una soluciéon u de se dice admisible en el sentido de la
viscosidad nula, si existe una sucesion de soluciones u® para

ur + F(u®)y = eus, (1.7)
la cual converge débil en LP (débil x en L*) a u, cuando € — 0.

Definicién 7. (entropia y flujo de entropia) Una funcién continuamente diferenciable n : R" —
R es llamada una entropia para el sistema de leyes de conservacién (1.4), con flujo de entropia
g : R" — R si para todo u € R" se cumple

Dy(u) - DF(u) = Dq(u) (18)
Si adicionalmente, tenemos que 1 es convexa, el par (11,q) se denomina par de entropia convexa-

flujo.

Una consecuencia inmediata de (1.8) es que si u = u(x, t) es una solucién C! de (1 ,
entonces

n(u)e+q(u)x =0
En efecto,

() +4q(u)x = Drp(u)ur + Da(u)uy = Dip(u)(=DF(u)ux) + Dg(u))ux = 0

sin embargo lo anterior no es cierto cuando u = u(x,t) es solamente solucién débil. Si
tenemos un par de entropia convexa-flujo para el sistema podemos deducir la siguiente
condicién de admisibilidad:

Definicion 8. (Condicion de entropia) Una solucién débil del sistema u; + F(u), = 0 es admi-
sible en el sentido de la entropia si satisface:

/ / )¢ +q(u)¢px)dxdt > 0, (1.9)

para cualquier par (1,q) de entropia convexa-flujo del sistema u; + F(u), = 0y para cualquier
¢ € CAH(R x (0,00)), con ¢ > 0.

Esta condicién es equivalente a decir que

n(u)e+q(u)x <0 (1.10)

en el sentido de las distribuciones. Finalmente, se conocen otras condiciones de admisi-
bilidad de acuerdo a la naturaleza de las soluciones. Entre ellas tenemos la condicién de
admisibilidad de Liu y la condicién de admisibilidad de Lax (ver [5]).

1.1.4. Invariantes de Riemann

Definicién 9. Dado un sistema de leyes de conservacion uy + F(u), = 0, funciones W; tales que

Wi(u)DF (1) = Ai(u)Wi(u) (1.11)
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son llamadas invariantes de Riemann del sistema. En otras palabras, son vectores propios a iz-
quierda de la matriz Jacobiana DF (u).

1.2. El principio del maximo

Alahora de generar estimativas para la solucion de un sistema parabdlico el principio
del méximo juega un rol fundamental.

Definicién 10. Un operador diferencial de la forma

0%u ou du
Lu] = u(x,t)a—x2 + b(x,t)a ~ 3 (1.12)
es llamado parabdlico en un punto (x, t) si
a(x,t) > 0.

El operador L es uniformemente parabélico en un dominio Q) del plano x — t, si existe una cons-
tante positiva y tal que
a(x,t) > u

para todo (x,t) en Q).
El siguiente teorema y corolario han sido adaptados de un teorema més general que
se encuentra en [26]

Teorema 1. Sea u una solucién no constante de

*u ou du
L[T/l] = a(x,t)@ +b(x,t)£ — a 2 0

en D x (0,T), donde D es un subconjunto abierto convexo de Ry T < oo, y L es un operador
uniformemente parabdlico con coeficientes acotados a(x,t) y b(x, t). Entonces u puede alcanzar
su mdximo solo en t = 0 0 sobre dD.

A partir del anterior resultado, es posible argumentar lo siguiente:

Corolario 1. Con las condiciones del anterior teorema. Supongamos que tenemos
u(x,0) < M, y u(x,t) <M si xe€aD.
Entonces, u(x,t) < Men D x (0,T).

La acotacién del coeficiente b(x, t) no es estrictamente necesaria, basta con suponer
que b(x, t) es acotada sobre cada bola cerrada contenida en D X (0, T), ademds el dominio
D no necesariamente debe ser acotado (ver [24]).

1.3. Algunos resultados de Andlisis funcional y Espacios de Sobo-
lev

Teorema 2. (Teorema de punto fijo de Brouwer-Schauder) Sea E un espacio de Banach, sea M un
subconjunto no vacio, cerrado y convexo de E. Sea f una funcion que aplica M en si mismo tal
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que
1f ) = fWIl < bllx =yl xyeM, (1.13)
para algiin 8 < 1. Entonces existe un iinico xo € M tal que
f(x0) = xo,
(ver [25]).

Es oportuno introducir los siguientes espacios de funciones:

Definicién 11. Sea () un conjunto abiertoen R", m > 0 un enteroyseal < p < co. El espacio
de Sobolev W"?(Q)) es definido por:

W™P(Q) ={u € LP(Q)|D*u € LP(Q), para todo || < m}. (1.14)

Definicién 12. Se define el espacio W, *(Q) como la cerradura de C3°(QY) en el espacio
W™ (Q), y el espacio W=7 (Q) como el dual de Wy " (Q)).

Cuando p = 2 el espacio W™?(Q)) se suele denotar por H™(Q). El subindice loc,
indica que se estdn considerando funciones locamente integrables (ver [2] y [16]).

Definicién 13. (Espacio de Medidas de Radon) Sea () un conjunto abierto acotado de R" , con-
sideremos el espacio E = C(Q)), con su norma ||u| = sup, g |u(x)|. Su espacio dual, denotado
por M(Q), es llamado el espacio de medidas de Radon sobre Q).

Identificamos L'(€2) con un subespacio de M(2). Para hacer esto introducimos la
aplicacién L'(Q)) — M(Q) definida como sigue: Dada f € L'(Q), la aplicacion u €
C(Q) — [, fudx es un funcional lineal continuo sobre C(Q)). Ya que M (Q) es el espacio

dual del espacio separable C(Q}), este tiene propiedades de compacidad en la topologia
débil . En particular, si (f,) es una sucesién acotada en L!(Q)), existe una subsucesién
(fn,) y una medida de Radon y tal que f,, — u en la topologia débil x (ver [6]).

Teorema 3. Paracadal < a < 1x = ;25 se tiene la siguiente inmersién compacta.

M(Q) —= W (Q), (1.15)

(ver [10]).

1.4. Compacidad compensada

Lema 1. (Lema de divergente-rotacional) Sea () un dominio abierto en R". Con € > 0 denotando
un pardmetro que toma sus valores en una sucesion que tiende a cero, supongamos qie

D¢ — Den(L*(Q))?,  E¢ — Een(L? Q))2 (1.16)
{divD®}e~0, es pre-compacto en H,,}(Q) (1.17)
{rotE€}e=0, es pre-compacto en H,,1(Q) (1.18)

entonces existen subsucesiones de D€ y E€ denotadas de la misma forma tales que

D¢ -E€ — D-E enelsentido de las distribuciones. (1.19)
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Un resultado que sera ttil a la hora de garantizar las hip6tesis de compacidad del
anterior lema es el siguiente:

Lema 2. (Lema de Murat) Sea {fi};> | una sucesion acotada en ngcl’r(ﬂ) para algiin r, con

2 <r<oo talque fy = gk + hy (parak = 1,2,...) donde { g} es una sucesién pre-compacta en

H 1 (Q) y {hi} es una sucesién acotada en M(Q). Entonces, { fi} es pre-compacta en H, ;! (Q)).
Para un desarrollo completo de las demostraciones (ver [10]).

El anterior resultado es conocido como el Lema de Murat cldsico, la siguiente es una

generalizacion (ver [7,[10]).

Teorema 4. Seal < g < p < r. Entonces

{compacto en ngcl’q(ﬂ)} N {acotado en W, " (Q0)} C {compacto en ngcl’p (Q)}.  (1.20)



CAPITULO 2

Existencia de solucidn viscosa global

Consideremos el problema de Cauchy para el sistema de leyes de conservacién (0.1)
i (x,8) + £ (u(x,£))5 = 0

con dato inicial
u(x,0) = up(x)

supondremos que (x,t) € Rx [0,T], u = (uy,uz,...,un) y f = (f1, f2,..., fn) donde
cada f; es una funcién suave sobre R”, es decir f; € C}(R") coni = 1,...,n.
Utilizaremos el método de viscosidad nula, para esto perturbaremos el sistema me-
diante la introduccién de un término viscoso de la siguiente manera:

us (x, 1) + f(u(x, 1))y = eus, (2.1)

donde € > 0 es una constante.
En la secciéon 2.1. estudiaremos el problema de Cauchy para el sistema de ecuaciones
parabdlico (2.1)) con dato inicial medible y acotado

u(x,0) = up(x)

2.2
lug,(x)| <M, paratodoi=1,...,n, @2)

y demostraremos la existencia de solucién local tinica para 2.1)-(2.2). En la secci6n 2.2.
se muestra de que forma es posible extender la solucién local a global, mediante la ob-
tencion de estimativas a-priori.

El contenido de las dos primeras secciones se puede resumir como la demostracién del
siguiente teorema:

Teorema 5. 1. Para cada € > 0, el problema de Cauchy con dato inicial medible y aco-
tado siempre tiene solucion local suave u¢(x,t) € C*(R x (0,1), para un tiempo
pequefiio Ty > 0, el cual depende tinicamente de la norma L* del dato inicial uo(x), y
ademds

\u§ (x,t)] <2M, paratodo (x,t) € R x [0, ).

2. Sila solucién u€ tiene una estimativa a-priori L, es decir, ||[u€ (-, t)||1~ < c(e, T, ||uo||r~)
para cada t € [0, T}, entonces la solucién existe sobre R x [0, T].

7
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En la seccién 2.3. se hardn algunos comentarios acerca de como podemos aplicar los
resultados del teorema [5 al problema (0.5)-(0.6) y finalmente en la seccion 2.4. obten-
dremos algunas de las estimativas a-priori necesarias para garantizar la existencia de
solucion global, asi como algunas otras estimativas que nos serdn ttiles més adelante.

2.1. Existencia Local

El objetivo de esta seccion serd probar la parte (1) del teorema (5), esto es, demostrar
que: Para cada € > 0, el problema de Cauchy con dato inicial medible y acotado(2.2)
siempre tiene solucién local suave u¢(x,t) € C®(R x (0,7)), para un tiempo pequefio
Ty, el cual depende tnicamente de la norma L del dato inicial uo(x).

Demostracién. Empezaremos la demostracién introduciendo el siguiente espacio de fun-
ciones: Sea T > 0,

B={u:Rx[0,7] > R":u; € C°(R x (0,7)) NL*(R x [0,7]), i=1,2,...,n.}
Para u € B definimos la norma:

lullp = l[uall L= rx[o,e7) + 142l Lo (w0, + llunll Lo (R x[0,4)) (2.3)

donde u; es la componente i-ésima de la funcién u. El espacio (B, || - ||5) es de Banach.
Consideremos el subespacio cerrado, acotado y convexo de B

Br = {u:Rx[0,7] = R":u; € C*(Rx (0,7)), [ui(x, )| 1o (rx[o)) <2M, i=12,...,n}

Sea K¢(x,t) la solucion fundamental del operador % — eaa—xzz, es decir
1 2
Ke(x, t) = =
e(x1) 47tet
para K¢ (x, t) se tiene que
/ Ke(x, t)dx =1 paratodo t > 0. (24)

0
aKe(x —y,t—5s)

/O t L 0:0 dyds — 2\/2. (2.5)

Ahora, si u = (uy,...,uy,) es soluciéon de (2.1)-(2.2), entonces sus componentes se
pueden escribir como:

i(x, :/O;Ke(x—y,t)uio(y)dy+/(]t/o:oaax(Ke(x—y,t—s))ﬁ(u(y,s))dyds. (2.6)

Definimos la aplicaciéon

S:Br —B

u  —S(u)=(S1(u),S2(u),...,S,(u)) @7)
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donde
Si(u)(x,t) =u;(x, t)

—/ =y oWy + [ [ 2Kl =) filu(x, o)y

Observe que un punto fijo de la aplicacién S; es una solucién de (2.6). Asi que un punto
fijo de S es solucién de (2.1)-(2.2). Queremos demostrar que existe un 7 > 0 tal que S sea
una aplicacion contractiva sobre el espacio B,.

Siuy v estdn en B, entonces ya que las f; son localmente lipschitz continuas, existen
constantes positivas L y k tales que

filw)| <L (2.8)

y
|fi(u) = fi(0)] < k(Jur —o1] + -+ - + |un — va) (29)

paracadai=1,...,n.
Veamos que debe cumplir 15 para que S aplique B, en si mismo. Por (2.4),(2.5) y

tenemos
|()xH<M+//

§M+2L1/i.
e

Asi que la primera condicién que debemos imponer sobre 1) es que

2L,/ < M.
TTE

Por otro lado, en vista de la desigualdad (2.9), tenemos

50 =501 < (2 ) O vl =)

si sumamos a lo largodei =1, ...,n, obtenemos

[S(u) = S(v)|p <n <2k\/z> (ltr — 01l + - -+ [t — On][1)
<2k\/7> |u — v||5.

De este modo si escogemos Ty tal que

n <2k,/T°> <1
JTE

entonces (2.11) prueba que S en efecto es una aplicacién contractiva sobre By, .
Podemos aplicar el teorema de punto fijo de Brouwer-Schauder para concluir que S tiene
un tnico punto fijo en By, es decir, el problema de Cauchy (2.1) con dato inicial medible

—y,t=s))| |fi(u)lds

(2.10)

(2.11)
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y acotado(2.2) siempre tiene solucion local suave u¢(x,t) € C°(R x (0, 7)) y ademads

|u§ (x,t)] <2M, paratodo (x,t) € R x [0, 1p).

2.2. Existencia Global

En esta seccion se mostrara de que forma es posible extender en el tiempo la solucién
local que acabamos de obtener, mediante la obtencion de estimativas a-priori para la
solucién. Méas precisamente demostraremos la parte 2. del teorema 5} esto es:

Si la solucién u€ tiene una estimativa a-priori L%, es decir, ||u€(-, t)||» < c(e, T, ||uo||Loo)
para cada t € [0, T|, entonces la solucién existe sobre R x [0, T].

Demostracién. Dados T > 0y € > 0. Suponiendo que podemos probar la existencia de
una cota a-priori para la solucién u¢(-, t) de 2.1)-(2.2), es decir una constante ¢ > 0 que
dependa tnicamente de || 1|/~ y que cuando 0 < t < T se tenga: ||u€(-,t)||r~ < c. Pode-
mos asegurar la existencia de la solucién para todo tiempo t, 0 < t < T de la siguiente
manera:

Por la parte 1 del teorema 5, podemos obtener una soluciéon en 0 < t < 7, T > 0, del
problema original con dato inicial uJ(x) = up(x). Lo siguiente serd modificar el pro-
blema tomando a u{(x) = u¢(x,T) como dato inicial para un nuevo problema y usar
de nuevo la parte 1 del teorema [5 para obtener una solucién sobre T < t < T+ 0,
donde ¢ = o(||u(-,T)||). Repetimos este proceso hasta encontrar una solucién sobre
T+ 0 <t < 1420,y asi eventualmente después de un ntimero finito de etapas encon-
trar una solucién sobre 0 < t < T. O

Notese que el caso T = oo también es contemplado en el anterior razonamiento, esto
implica la existencia de solucién global.

2.3. Existencia de solucién viscosa global para el sistema (1 + 1) x
(n 4+ 1) de tipo Keyfitz-Kranzer.

Consideremos el sistema parabdlico relacionado al sistema (0.5), generado mediante
la introduccién de un término viscoso:

pr + (pgp(p, w1, wa, ..., Wn))x = €pxx, (2.12)
(owi)t + (pwip(p, w1, w2, ..., Wn))x = €(PW;) xx, i=12...,n

En esta seccién queremos establecer las hip6tesis necesarias para poder aplicar los re-
sultados de las dos secciones anteriores al problema de Cauchy (2.12) con dato inicial
medible y acotado

(0% (x,0),w{ (x,0)) = (po(x) + €, wio(x)), po(x) 20,i=1,2,...,n (2.13)



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCION VISCOSA GLOBAL 11

Una vez se tiene la existencia de solucién local, para poder extender tal solucién a glo-
bal, segtin la parte dos del teorema 5 necesitamos establecer estimaciones a-priori para
las variables p, wy, wy, . .., w,, adicionalmente, por los supuestos del teorema [5|debemos
tener que las funciones

filp,wi, ..., wy) = pp(p,wr, ..., wy)
falp,wi, ..., wy) = pwid(p, w1, ..., wy)

fos1(p, w1, ..., wn) = pwap(p, w1, ..., Wwy)

estan en el espacio C!(IR"*1), es sencillo comprobar que la suavidad de estas funciones,
depende de estas mismas caracteristicas sobre la funcién ¢(p, wy, ..., wy,). De esta forma
se pueden establecer hasta este momento dos supuestos fundamentales:

1. ¢ € CHR").
2. Debemos ser capaces de generar estimaciones a-priori para p, wy, wy, . . ., Wy.

Otra caracteristica adicional que debemos asumir se refiere al dato incial (2.13), ademads
de suponer que es medible y acotado, debemos tener que la variacién total de los w;, es
acotada.

2.4. Estimativas a-priori.

Como se dijo en la seccién anterior para garantizar la existencia de solucién local y
global del problema de Cauchy (2.12)-(2.13) debemos establecer estimativos a-priori para
las variables (p¢, w¢). En esta seccién intentaremos encontrar estos estimados, ademds de
varios otros estimativos que nos serdn ttiles més adelante.

N . ¢
2.4.1. Estimativo a-priori para w¢(x, t).
Si sustituimos la primera ecuacién de (2.12) en la segunda obtenemos

prw; + pwip + (pp(0, w1, - ., Wy) ) Wiy + (0P(0, W1, . .., Wy))xW; = €(PxW; + PWiy)x
p1w; + pwiy + (o (0, W1, ..., Wy) ) Wiy + (€0xx — P1) Wi = €(PxxW; + 20xWix + PWixy)
p(wit + (P(p/ Wi, .- - 'wn)wix) = zepxwix + €W yy.

Asi,
Wit + (0, W1, ..., W) Wiy = EWjpy + 2€pgwix. (2.14)

Podemos considerar como una desigualdad (<,>), con respecto a la variable w;, si
podemos garantizar que el coeficiente 26% —¢(p, w1, ..., wy) es acotado sobre cualquier
bola cerrada contenida en R x R™, entonces podemos aplicar el principio del méximo y
obtener la acotacion

[wf (x,t)] < M. (2.15)

donde M es una constante que no depende de €.
En efecto, bajo el supuesto de que ¢ € C!(R"™!) podemos establecer la acotaciéon del
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coeficiente 26%" —¢(p, w1, ..., wy) escribiéndolo como

26‘(;: —¢(p,wy,...,wy) =2e(Inp)y — P(p,w1,. .., wy).

El término 2¢(Inp), resulta acotado si para la variable p tenemos una acotacién de la
forma o < ¢(t,€) < p°(x,t) < M, mostraremos més adelante en (2.16) que esto en efecto
se verifica.

2.4.2. Sobre el estimado a-priori de p°(x, t).

Solamente faltaria establecer un estimado a-priori para la variable p¢, sin embargo,
bajo las condiciones impuestas hasta el momento sobre el sistema y su correspon-
diente sistema parabdlico no resulta ser tan evidente. Por tal razén el autor en [20]
descansando en los cdlculos hechos en [21] asume esta condicién como supuesto, con
miras a dar un resultado en cierto sentido mas general. Aqui también haremos esta supo-
sicion y referimos al lector a [21] y a la seccién 4, donde esta estimacion se puede hallar
bajo los supuestos que alli se establecen.

2.4.3. Una cota inferior positiva para p°.

Notemos que por la forma del sistema (2.12) resultaria inconveniente si la variable p¢
asumiera el valor 0. Por tanto para garantizar la validez de los cédlculos hechos hasta el
momento, la siguiente acotacion es fundamental

Lema 3. Si las soluciones viscosas (o€, wS) del problema de Cauchy (2.12)-(2.13) tienen la esti-
mativa a-priori p€ < M, donde M es una constante positiva independiente de € entonces

p¢ >c(t,e) >0 (2.16)

donde c(t, €) tiende a cero cuando el tiempo t tiende a infinito o € tiende a cero.

Demostracién. Multiplicando la primera ecuacién de (2.12) por 1/p tenemos

1P +1(p¢(p Wi, -+, Wn)) —elp
pt P r Wiy, Wn))x P xx

(Inp)t +@(p, w1, ..., wn)x + P(p, w1, ..., wy)(Inp)y = €(Inp)rx + e((lnp)x)z

Haciendo v = — In p, entonces deducimos que:

v+ ¢, Wi, ..., Wn)x +P(o, w1, ..., wy)(INp)x = —€vxx + e(vx)2

UVt — €Vyy = —e(vx)2 + oo, wi, ..., wn)(vx) + P(p, w1, ..., W)y

qb(p,wl,...,wn)>2+ (p(o, w1, ..., w,))>2
2¢ 4e

Ut — €0xy = —€ <vx + + (o, Wi, ..., W)y

Asi,

(P01, 1)) o)

Ut — €0xy < - + (o, w1, ..., Wn)x-
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2
. ., —_X .2
Consideremos la funciéon Ke(x,t) = 417me it , sabemos que esta es la solucion funda-

aZ
x2’

mental del operador % — €25, luego si v(x, t) es solucién de la ecuacion

U — €0y = g(x, 1)

entonces podemos escribir a v(x, t) como:

v(x,t) = Ke(x, t) xvo(x) + /(:(g(x,s)) sy Ke(x, t — s)ds. (2.18)

Aqui, *, denota la convolucion respecto a la variable x. Luego de (2.17) tenemos la de-
sigualdad

v(x,t) < Ke(x, t) xvo(x) + /Ot (i(])(p, wy, ..., wy)? + ¢(p, wl,...,wn)x> sy Ke(x, t — s)ds

t
< Ke(x, 1) #x vp(x) + l/ (4)2 sy Ke(x, £ — ) + ¢p *y aaxKe(x,t — s)) ds,
0

(2.19)
donde vp(x) = —Inpf(x).
Ya que la funcién ¢ € CL(R") y p§(x) > € > 0

v(x,t) < Ke(x, t) xvo(x) + %t + Nz\/z

N t
< —lne—l-lt-l-Nz\/»,
€ €

donde N; y N, son constantes.

Entonces
p(x,t) > eexp (— <I\€ht + Nz\/2)> > c(t,e) > 0. (2.20)

2.4.4. Estimado para TVw;

Una cota a-priori ttil més adelante sera la siguiente:

Lema 4. Dado el problema de Cauchy - supongamos que para el dato inicial se tiene
que TV wj es acotada, entonces

/ |wiy|(x, t)dx §/ |w;s| (x,0)dx < M. (2.21)

Demostracién. Sea 6 = wj,, derivando (2.14) con respecto a x, tenemos:

Wity + (¢(p/ wi, ... /wn)wix)x =€Wiyyy T <2€F;)xwix>

X

Or + (¢, w1, ..., wn)0)x =€0xx + <2€f;j‘g>

X
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Sea ¢(6, «) una sucesion de funciones tal que ¢'(6, ) — sign6, ¢"'(6,a) > 0,y g(0,a) —
6], cuando a — 0.
Si multiplicamos por ¢’ (6, «) tenemos:

8'(0,0)0: +8'(0,0)(40)r = €8 (6, 0)0x + &' (6, 2) 2ep200)
g(0,a)+ (pg(60,a))x — (6, a)px + &' (6, a) 0y =
€g(0,a)rx — €g"(0,0)05 + [(2e0x0™")x0 + (26020~ 1)0:]g' (6, )
g(0,a) + (pg(0,0))x + (8'(0,2)0 — g(6,a))px =
€g(0,a)xx — €8"(0,0)05 + (2¢0x07'(60,0))x + (2€020™ ") x(g'(6,2)0 — g(6,a))

Como ¢'(6,a) — sign6, ¢ (6,a) > 0,y g(6,a) — |6|, cuando « — 0, entonces hacien-
do « — 0 tenemos:
6] + (¢10])x = €llxx + (260~ px10])x — €” (6, 2)6%

» (2.22)
101t + (¢160])x < €]0]xx + (260" px[0])x

en el sentido de las distribuciones, esto quiere decir que, sea K C R x R un conjunto
compacto arbitrario y sea ¢ € C5°(R x [0,t]) tal que ¢|x =1,y 0 < ¢ < 1, si multiplica-
mos la desigualdad en (2.22) por ¢, e integramos sobre R X [0, {] obtenemos:

/j; /OtIHItt/Jdth /Ot /:(Wl)xsbdxdt

A o (2.23)
g/ / e]G!xxt/dedt—i—/ / (260 0|6]) xdxdt
0 J—oo 0 J—co
integrando por partes obtenemos la expresion
00 t t poo
/ / |6|t1pdtdx—/ / (¢16]) Prdxdt
—o0 JO 0 J—o0 (224)

t oo t poo
< —/ / e[G!xgbxdxdt—/ / (260 0x|60]) W dxdt
0 J—oco 0 J-c

Notemos que el segundo término del lado izquierdo, y los términos del lado derecho de
(2.24) se anulan, ya que la derivada ¢, se anula sobre K, de este modo

oo t
/ / 16]:dtdx < 0 (2.25)
—o0 JO
esto es o o o
/ lw; | (x, £)dx = / 10](x, £)dx < / 16](x,0)dx < M. (2.26)
ya que TVw;q(x) es acotada. O

Terminamos este capitulo resumiendo los resultados obtenidos para el problema de
Cauchy del sistema (2.12) en el siguiente teorema:

Teorema 6. Considérese el sistema de ecuaciones parabdlico (2.12)

pt + (pcp(p’wlleI' . -/wn))x - epxX,
(owi)t + (pwip(p, w1, w2, ..., wn))x = €(PWi)xx,  i=1,2,...,1
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donde ¢ es una funcion en C*(R"). Supongamos que para o€ se tiene el estimado a-priori L™
p°(x,1) < M (227)

donde M es una constante positiva independiente de €. Entonces para el problema de Cauchy con
dato inicial medible y acotado

(p(x,0),ws(x,0)) = (po(x) +€,wip(x)), po(x)>0,i=12,...,n.

existe solucion global (o€, w$) sobre R x R™*.



CAPITULO 3

Existencia de Solucién global entrépica.

En este capitulo desarrollaremos la parte principal del trabajo, nuestro objetivo sera
demostrar el siguiente teorema:

Teorema 7. Consideremos las soluciones viscosas (o€, w$) del problema de Cauchy — .
Supongamos que la variacién total de w;y, i = 1,...,n es acotada. Si tenemos una estimativa
a-priori L=

pf(x, 1) < M (3.1)

donde M es una constante positiva independiente de €, entonces existe una subsucesion w$ que
converge puntualmente sobre el conjunto {(x,t) : p(x,t) > 0} a funciones w;; ademds, si

meas{p : 2¢,(0, w1, w2, ..., Wy) + pPep(0, w1, Wo, ..., wy) =0} =0 (3.2)

entonces existe una subsucesion p€ que converge puntualmente a una funcion p y el limite (p, w;)
es una solucion débil entrdpica del problema de Cauchy (0.5)-(0.6), es decir que satisface en
el sentido de las distribuciones y

/O‘X’ LZU(P(xrt)rwi(X,t))Qt +q(p(x,t), wi(x,t))0cdxdt >0 (3.3)

donde (17,q) € C? es un par de entropia-flujo del sistema , 1 es convexa y 0 € C*(R x
[0, 00)) es una funcién no negativa.

El método que utilizaremos para demostrar este teorema es la Compacidad Compen-
sada, la intencién es garantizar las hipétesis del Lema de Divergente-Rotacional para
ciertos campos de funciones por definir y asi obtener la existencia de una subsucesién de

soluciones de (2.12) convergente a la solucién débil (p, w;) de (0.5)-(0.6).

Dividiremos esta tarea en cuatro secciones:

En la seccién 3.1. se garantizaran las hipdtesis del Lema de Murat y se obtendra la com-
pacidad en H,,! (R x R*) de algunos funcionales.

En la seccién 3.2. aplicaremos el Lema de Divergente-Rotacional sobre algunos campos
de funciones para obtener la convergencia puntual de una subsucesién de wf{ a funciones
w;.

En la seccién 3.3. se expondra una adaptacién a la primera ecuacién en de un Le-

16
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ma de compacidad compensada aplicado sobre leyes de conservacion escalar con flujo
discontinuo [14], donde basicamente se aplica el Lema de Divergente-Rotacional para
obtener una subsucesioén de p€ convergente a p.

En la seccién 3.4. se mostrard que la solucién encontrada satisface la desigualdad de en-

tropia (3.3).

3.1. Compacidad en H,,! (R x R")

Lema 5. Sea g(p) una funcion suave, entonces

o)+ ([ @ls,w) + syl )5 01 64)

X

es compacto en H,)! (R x RY)

Demostracién. Reescribimos la primera ecuacién de (2.12) como

ot + (@0, w) + pPp (0, w))ox + 0 Y Pu, (0, W) Wiy = €Pxx, (3.5)

i=1
multiplicando por ¢'(p), se obtiene

n

g (p)o: +8'(0) (¢, w) + pPp(p, w))pox + g’ (0) ; Pw; (0, W)Wy = €pxxg’ (p)
g(0)t + 8 (0) (9o, w) + pgo(p,w))px + pg' (0 quw, 0, w)wiy, = €g(p)xx — €8 ()03

(3.6)
haciendo G(p,w) = [*(¢(s, w) + sp(s,w))g' (s)ds podemos escribirlo como

n n
8(p)e + Glo,w)x = eg(p)xx — 8" (0)0x = p8'(P) }_ b (P, w)wix + ) Gu (p, w)wis- (3.7)
i=1 i=1
Los dos dltimos términos del lado derecho de son acotados en L} (R x RT). En
efecto, si integramos sobre un conjunto compacto K C R x R™ el valor absoluto de esa
suma tenemos:

/

i (G, (p,w) — pg (0)Pu; (0, w)] wiy | dxdt

</

K

n

Y Gu,(p,w) — pg' (0)Puw, (p, W) | |wiy| dxdt.

i=1

Luego por el estimado (2.21) y la desigualdad de Holder basta con demostrar que

n

Y Gu(p,w) — pg' () Pu; (0, )

i=1
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estd en L® (R x R™). Para ver esto, notemos que

Gulpr0) = 08 (0) s 0,0) = = [ 95, )g" (5)ss.

Luego tomando (x, t) en el conjunto compacto K C R x R*

n

2 w; p/ /(P)‘sz (p/w)

i=1

donde M,; es el maximo que alcanza ¢, sobre el conjunto compacto K.
Volviendo a (3.7) observe que transponiendo términos se tiene

" (0)ps = €8(p)xx — (8(0)t + G(p, w) E%l 0, W) Wi + Y G, (0, W)Wy
i=1

(3.8)
Acabamos de mostrar que los dos dltimos términos del lado derecho son acotados en

L} .(R x RT), queremos demostrar lo mismo para el término del lado izquierdo, para

hacerlo basta con mostrar que €g(p)xx — (g(p): + G(p,w)+) es acotadoen L}, (R x R).

Supongamos ahora que g(p) es estrictamente convexa. Sean K C R x Rt compacto y
P e CP(RxRY) tal que |k =1,y 0 < ¢ < 1. Si multiplicamos (3.8) por ¢ e integramos
sobre R x R™ obtenemos:

/ / 0)o2pdxdt < e / / 0)xapdxdt
/ / p)epdxdt — / / W) pdxdt + M*

/ / 0)o2pdxdt < e / / 0)Predxdt
i / / o) prdtdx + / / w)pydxdt + M*

M(4p).

De este modo se tiene que
€(pS)*es acotadoen L}, (R x R™). (3.9)
Ahora, es sencillo probar que

€g(p)xx escompactoen H, (R x R™) (3.10)
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Consideremos el conjunto
A = {€g(p)xx : € toma valores en una sucesion real (x,) que converge a cero}

vemos que cualquier sucesion de elementos de A estd determinada por una subsucesion
de (x,), ademas cada elemento de A induce un funcional lineal continuo sobre W&’z (R x
R*), mediante la expresion:

(eg(p)xx) (1) = / €g(0° (%, £))xtt (x, t)dxdt (3.11)

RxR+

donde u € W&’Z(IR x R™), haciendo € — 0 es claro de 1i que ya que p¢ es uniforme-
mente acotada, entonces cualquier sucesion de elementos de A posee una subsucesién
que converge al funcional 0. De este modo el conjunto A es compacto en H, ! (R x R™).

El término del lado izquierdo de 1) es acotado en ngcl’w (R x R™). Luego por el Lema
de Murat, tenemos que (3.4) es compacto en H,,! (R x R*). O

Lema 6. Tenemos que
(p°wi)e + (o wip(p°, wF))x (3.12)

es compacto en H,)! (R x RY).

Demostracion. Sea 1(p,wj, ..., w,) = pF(wy,...,w,), donde F es una funcién estricta-
mente convexa, entonces 17 es una entropia para el sistema con correspondiente flujo
de entropia q(p, w1, ..., w,) = pF(ws,...,wn)¢(p, w1, ..., wy). Si multiplicamos la pri-
mera ecuacion en por 17,, multiplicamos a por 7,w; y luego sumamos los
resultados obtenemos

n
1o, w1, .., wa)t + (P10, w1, ..., Wn))x = €(0, W1, -, Wn)xx — €0 Y, FuyurWixt0;
ij=1
n
<en(p,wy, ..., Wn)xx —€Cop Y Wi
i=1
(3.13)
para alguna constante positiva adecuada cy. Asi haciendo calculos similares a los hechos
para obtener (3.9) se tiene que

n
ep ) wis esacotadaenL] (R x RT). (3.14)
i=1

Ahora, podemos reescribir la segunda ecuacién en (2.12) como
(pwi)e + (pwi(p, wi, . .., wn))x = €(pWix + Wipx)x, (3.15)
consideremos el conjunto

B = {e(pwi, + wipx)x : € toma valores en una sucesion real (x, ) que converge a cero},
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cada elemento de B induce un funcional lineal continuo sobre W&’z(]R x R"), mediante
la expresion:

(e(pwiy + wipx)x) (1) = / e(owiy + wipx)xu(x, t)dxdt (3.16)

RxR*

donde u ¢ W&’z(]R x RT), por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos que

/ e(pwiy + wipyx)yu(x, t)dxdt < / le(pwiy + wipx)ux(x, )| dxdt

RxR+ RxR+*
1/2
< | [ lelowi+wipo)P dxdt | Jlui
xR+
1/2
< || [ letowPaxde | | [ letwip)Pdxdt || ulye
i xR+ xR+
i 1/2 1/2
<||e / € (ppw;3) dxdt + | e / e (w;?p}) dxdt H“ngl
RxR+ RxR+

(3.17)
haciendo € — 0, es claro de (3.17) que ya que se tienen (3.9) y (3.14) y ademas p¢, w¢

son uniformemente acotadas, entonces cualquier sucesién de elementos de B posee una
subsucesién que converge al funcional 0. De este modo el conjunto B es compacto en
H, (R x RY). Esto concluye la prueba. O

Lema 7. Para cualquier constante c

ct + wf . es compacto en Hj, (IR x RT) (3.18)

Demostracién. Ya que w;s(-, t) son acotadosen L], (R x R™), entonces por son com-
pactos en W, 1”‘(]R x R*) para algin « € (1,2) adecuado. Ademas es claro que w;$(x, t)
es acotado en W (R x ]R*) asi por el lema de Murat generalizado li tenemos que
wi(x,t) es compacto en H (R x RT). Asi

¢t + wf, es compacto en H,)! (R x RY).

3.2. Convergencia puntual de w$(x, t).

En lo siguiente utilizaremos la barra "—"para denotar el limite débil x en L* (R x R™).
Consideremos los campos vectoriales en (L?(R x IRJ“))2

DY = (0, p°¢(p%, w)) (3.19)
E€ = (—uwf,c) (3.20)
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Notemos que
divD] =pi + (0°¢p(p%, w )«
rotES =ct + w;s

por ( .D con ¢(p) = py -b tenemos que son compactos en H, YR x RY), asf que
podemos aplicar el lema de divergente rotacional a las sucesiones {D Yes0, {E€ }es0 para

obtener o
De E¢ =D¢ - E€

P P(pF, wF) — p7f =C oo, ) — pF

o (€, we) — pews =c ¢ (p¢, we) — p°

s =t

Por otro lado, considerando los campos
D; = (o°wf, p°wi(p®, w)) (3.21)
(3.22)

E¢ = (—uwf,c)
el lema de divergente rotacional también se puede aplicar ya que se tiene (3.12), y asi
tenemos: -

DS - E¢ =D§ - E¢
cpewip(pe, we) — pe(wf)? =¢ pewip(p, we) — wf pawj
cpew§p(pe, we) — p(wf)? =c p“wP(pc, we) — wf pw

pe(wp)? =w; pew;

Sea (p¢, w¢) = (p, w;). Entonces
0 (w§ — w;)? = p¢(w)? — 2w;p°ws + pw?
= wf pew§ — 2wip® wf + pwy}

= w; pw§ — 2w;p° wf + pw}
= 0.

Esto implica que existe una subsucesion de w§ que converge puntualmente sobre el con-
junto {(x,t) : p(x,t) > 0} a funciones w;, donde p(x, t) es el limite débil de p°.

3.3. Convergencia puntual de p°(x, t).

El siguiente Lema y su demostracioén es una adaptacién a la ecuacién escalar

ot + (oo, w1, ..., wy)) = €Pxx (3.23)

bajo la condicion (3.2) del Lema de compacidad compensada sobre ecuaciones de conser-
vacion escalar con un flujo discontinuo de espacio tiempo, realizado en [14].
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Lema 8. Supongamos que se cumple y que dadas las expresiones:

S1(p) =p
Qi(p) =p¢(p,w
S2(p) =pg(p,w
Q:lp) = [ (Gl w))3dz
las sucesiones
{S1(0%)t + Q1(0)x te0 (3.24)
y
{S2(0)t + Q2 (p)x fe>0 (3.25)

pertenecen a un subconjunto compacto de Hl;cl (R x R™). Entonces existe una subsucesion de
{p° }e>0 que converge puntualmente en c.t.p. a una funcién p € L*(R x R™).

Demostracion. Sea ) cualquier conjunto abierto acotado en R x R™. Notemos que las

condiciones (3.24) y (3.25) son equivalentes a
0° + (0°¢(0°, w))x es compacto en H, ! (R x R*) (3.26)

P Pp(p°) + (/()p(&[)(é,w))f,dé‘) es compacto en H, ! (R x R™) (3.27)

y que esto se tiene como caso particular de para los valores de la funcién g(p) = p
y g(p) = p¢(p, w) respectivamente. De esta manera podemos aplicar el lema de di-
vergente rotacional a las sucesiones {D}c~0 = {(S1(0°), Q1(p%))}es0 ¥ {E}es0 =

{(—Q2(p%), S2(p%)) }e>0 para obtener:
D€ E€ =D¢ - E¢

(o tor,w)2 - = [ @olc,w) e =T plon,w) — i [ (@ole )

(3.28)

Ya que

(0°9(p%,w))* = (0°9(p%, w) — p°¢(p%))* + 2(p°¢p(p%, w) — p°¢(p%, ) (PP (p°, w))

+ (0% (0%, w))?
(3.29)

o @@ = (o —) [ @0z i+ [ (@9l w)iae -

+o° [ (Eoe w3z
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y por otro lado

(09 (0%, w))* = (p°9(p°, w) — p°P(p%))* + 2(p°¢p 0%, w) — p°(p%, W) (PP (p°, w))

+ (0% (0%, w))?
(3.31)

o[ @z = o) [ o e+ [ @oiewae

40 [ (e w3 (3.32)

= [ @owpae+p° [ (@ote wde,

reemplazando las expresiones de (3.29, 3.30, 3.31| y 3.32) en la igualdad (3.28), tenemos
que

(9l w) — 09— (07 =) [ (€9(E )3z — (090, 0) 79 =0.

(3.33)
Sea 1(p°) = (¢°9(0°, ) — 9%, ) — (o° = §°) J& (¢(,0) 3, entonces (3.33) que-
da:

1(0%) = (0°9(p°,w) = p°9(0°))* = 0. (334)
La desigualdad de Cauchy-Schwartz implica que
— : 2
(0o, 0) — o0 7, )P = ( [ (ep(&, )y
P . (3.35)

< (0" =) [, (@9(ew)jee,

luego se tiene que I(p) < 0 en c.t.p.
En vista de la condicién (3.2):

0 = meas{p : 2¢,(p, w1, W2, ..., Wn) + pPpp(0, w1, W2, ..., wy) = 0}
= meas{p : (o¢(p, w1, w2, ..., Wy))pp = 0}
la cual en otras palabras dice que para la funcién g(p) = pp(p, w), se tiene que ¢’ (p) #

0 en c.t.p. tenemos que la desigualdad en (3.35) debe ser estricta. Esto implica que la
funcién no positiva I(-) tiene un méximo global estricto en p€ con I(p€) = 0, asi que

I(p€) < —co c.t.p.sobre {|p® — p€| > a} (3.36)

para alguna constante ¢, > 0 que depende de « pero no de €.
En consecuencia

— 1
meas{|p® — p¢| > a} < o / Ie(x, t)dxdt — 0, cuandoe — 0 (3.37)
" anfjee e >a}
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Ya que « es arbitrario, esto prueba que p¢ — p¢ = p en medida, luego existe una subsu-
cesion de {p€}e~0 que converge a p c.t.p. sobre Q). O

3.4. La solucién (p, w;) es entrépica.

Lema 9. Para la solucién (p, w;), se tiene la siguiente desigualdad
[ ntote ), wilx, )6 + (o x, 1), wi(x, 1)) Brdxdt > 0. (3.38)
0 —o0

Demostracién. Consideremos el par de entropia-convexa flujo (1, q) definido en la demos-
tracion del lema 6, es decir, 1(p, w;, ..., w,) = pF(wy,...,w,), donde F es una funcion
estrictamente convexa, y q(p, w1, ..., wy) = pF (w1, ..., wn)p(p, w1, ..., Wy).

Notemos que probar la desigualdad es equivalente a mostrar que 7(p, w;); +
g(p, w;)x < 0en el sentido de las distribuciones. Invocando a , tenemos

n(p,wi, -, )t + g0, Wi, ..., wa)x < €N(0, W, ..., Wy)xx — €COP Y_ Wi (3.39)
i=1

donde ¢j es una constante positiva. Notemos que el altimo término del lado derecho es
siempre negativo, asi que podemos escribir (3.39) como

e, wi, ..., wn)e +g(p, w1, ..., wn)x < €n(p,wi, ..., Wn)xx- (3.40)

Sea i € C¥(R x R*) tal que 3 > 0. Si multiplicamos (3.40) por ¢ e integramos sobre
R x R obtenemos:

[ oo+ alp . ondpatar < [ [ enlpwn, ) pdxdt
(3.41)
por integracion por partes tenemos

/_ /0 [n(p,wl,...,wn)t—|—q(p,w1,...,wn)x]1[)dtdx§/0 /_ en(p, wy, ..., wy)Pxrdxdt,
(3.42)

como 7 es estrictamente convexa Y Pxx €5 de soporte compacto, entonces 1, es acotada,
luego haciendo € — 07 se tiene

/_ /0 (o, w1, ..., wn)e+g(p, w1, ..., wn)x]Ppdtdx < 0. (3.43)

O
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Aplicaciones

4.1. Flujo de Trafico

Consideremos el sistema

{pt + (p(w = P(p)), =0
(pw): + (pw(w — P(p))), =0
introducido como un modelo macroscépico para el flujo de trafico por Aw y Rascle [1],

donde p, w son la densidad y velocidad de los carros sobre la via y la funcién P es suave
y estrictamente creciente y satisface

(4.1)

2P'(p) + pP"(p) > 0. (4.2)

Podemos escribir el sistema (4.1)) como

ot + (o(w = P(p))), =0
2 (4.3)
e+ (1~ mP(p))), =0
donde m = pw.
Los valores propios del sistema (4.3 son
m m
M= —=Plp)=pP'(p), A= ——"P(p) (4.4)
P P
con correspondientes vectores propios a derecha
n=(1 T)T, n=(12+ pP’(p))T (4.5)
p P
e invariantes de Riemann
m m
z(o,m) = ——"P(p),  w(p,m)=—. (4.6)

o o

25
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Ademas
VA1-r = —(2P'(p) + pP"(p)), VA, -1y =0. (4.7)

Por esta razon el sistema (4.3) o equivalentemente el sistema es estrictamente hi-
perbélico excepto para p = 0, donde los valores propios coinciden. La segunda familia
de ondas es siempre lineal degenerada y la primera familia es genuinamente no lineal
excepto cuando

2P'(p) + pP"(p) = 0. (4.8)

Basados en la anterior descripcién del sistema (4.1) estamos listos para intentar abordar
la solucién de su problema de Cauchy, mediante el resultado del teorema

Teorema 8. Sea el dato inicial (po(x), wo(x)) acotado, po(x) > 0, la variacion total de wo(x)
acotada y P(p) que satisface

P(0) =0, lirr(l)pP’(p) =0, y pP"(p)+2P'(p) >0 parap > 0. (4.9)
o0—
Entonces, para el problema de Cauchy de existe solucién global entrépica (p(x,t), w(x,t)).

Demostracion. Queremos garantizar las hipétesis del teorema (7) en este caso particular,
donde ¢(p,w) = w — P(p). Es claro que las condiciones impuestas sobre el flujo se sa-
tisfacen, es decir ¢(p, w) = w — P(p) esta en C!(IR?) y por consiguiente es acotada sobre
cualquier bola cerrada en R x R™.

Considerando el problema de Cauchy para el sistema parabélico relacionado

o1+ (p(w = P(p))),, = epax
{mt T (’”72 —mP(p))), = €My, (4.10)

con dato inicial
(PG(JC,O)/ we(x,O)) = (PO(X) +e, wo(x)). (4.11)

Debemos ser capaces de encontrar un estimado a-priori L*® para p°(x, t), es decir
pe(x,t) <M

donde M es una constante independiente de €.
Si multiplicamos (4.10) por (wp, W) y (2p,zm) respectivamente, donde (w, z) son los in-
variantes de Riemann (4.6) obtenemos

Wi + AWy =€Wxy — e(wpppi + 2WomPxMy + W)
2m ,

—ewy, — e(p?)px - ;pxmx) (4.12)

2¢
=€Wyxy + ?wax
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Zp + AMZy =€Zyy — e(zpppi + 2pmPxMMy + Zm 12
_ 2m / y 2
—€Zxx e(( 03 - P (P))Px pszmX>

/ , 4.13
:ezxx+;(2P (o) +0P"(p))p3 a9

2¢e
Z€Zxy t+ przx-

Si consideramos (4.12) como una desigualdad respecto a la variable w y (4.13) como una
desigualdad respecto a la variable z, entonces podemos aplicar el pr1nc1p10 del maximo
para obtener las estimativas w(p€, m¢) < Cy, z(p¢, m¢) > Ca.

El argumento usado en también es vélido en este caso, asi que la regién

R = {(p,m) : w(p,m) < Cy,z(p,m) = Cp,p > 0}

es una region invariante acotada para dos constantes adecuadas C;,C;. Asi se obtiene los
siguientes estimativos

€
0<pf <M, |w€|=|’;Z|SM (4.14)

para una constante M adecuada que no depende de €. Por dltimo, nétese que 4.2) garan-
tiza que

meas{p : 24, (p,w) + ppo (0, w) = 0} = meas{p : 2P'(p) + pP"(p) =0} =0  (4.15)

esto concluye la prueba. O

4.2. Ejemplo 2

Consideremos el sistema

wip + (uip(ur, ..., Un))x = EUixy, i=1,...,n (4.16)
donde ¢ es una funcién suave no negativa y convexa y hm‘ P(uy, .. = oo para
cadai=1,2,...,n.Si multiplicamos la i-ésima ecuacion en ( por 4>u1 y sumamos los

resultados, se obtiene
n n
+ (Zui¢ui + QD) ¢x = €¢xx - Z 4)ul-u]-uixujx S €¢xx~ (4~17)
i=1 ij=1

Podemos aplicar el principio del maximo a (4.17) y obtener ¢(us,...,u5;) < M,y asi
obtener la acotacion |u;| < M.
En particular, si

n
¢(u1,...,un):Z|ui|l", li>1.
i=1

se satisfacen las condiciones anteriores.
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