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Introducción

El problema de Cauchy para un sistema de leyes de conservación en un espacio uni-
dimensional toma la forma

ut(x, t) + f (u(x, t))x = 0 (0.1)

u(x, 0) = u0(x) (0.2)

donde (x, t) ∈ R× [0, ∞), u = (u1, u2, . . . , un) se denomina el vector de cantidades con-
servadas y f = ( f1, f2, . . . , fn) es una función suave denominada flujo. Cuando los valores
propios de la matriz Jacobiana de f (u) son todos reales se dice que el sistema es hiper-
bólico, si adicionalmente todos son distintos el sistema es estrictamente hiperbólico y si
algunos de ellos coinciden sobre algún subconjunto no vacío de R× [0, ∞) , el sistema es
llamado no estrictamente hiperbólico.
Muchos fenómenos físicos pueden ser caracterizados como leyes de conservación, en
particular, en teoría de elasticidad, surge el sistema 2× 2:{

ut + (uφ(u, v))x = 0
vt + (vφ(u, v))x = 0

(0.3)

el cual modela la propagación de las ondas delantera y transversa en una cuerda elástica
estrecha que se mueve en el plano [17]. Este fue uno de los primeros sistemas no
estrictamente hiperbólicos que surgieron como modelos físicos y fue interesante debido
a que su estudio motivó la extensión de la teoría clásica de sistemas hiperbólicos de leyes
de conservación que se enfocaba al rededor del caso estrictamente hiperbólico. En [17] B.
Keyfitz y H. Kranzer modelan el fenómeno de la cuerda elástica y prueban la existencia
de solución débil del problema de Riemann (es decir, el problema de Cauchy para el
sistema (0.3) con condición inicial una función constante a trozos).
Más sistemas con la forma y características de (0.3) con dos o más ecuaciones fueron
propuestos como modelo de varios otros fenómenos físicos como el flujo de agua en una
reserva de petróleo [12] , el modelo macroscópico de flujo de tráfico de automóviles [1],
y también aparece entre otras en áreas como la magnetohidrodinámica [13].

Un sistema n× n de tipo Keyfitz-Kranzer en un espacio unidimensional es un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales de la forma

(ui)t + (uiφ(u1, . . . , un))x = 0, i = 1, . . . , n. (0.4)

III
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Cuando la función φ está escrita en forma simétrica, es decir, φ(u1, . . . , un) = f (|u|),
donde |u| es el módulo de (u1, u2, . . . , un) y f : R → R es una función escalar suave,
entonces el sistema se dice simétrico de tipo Keyfitz-Kranzer. El problema de Cauchy
para esta clase de sistemas ha sido bien estudiado en [8, 9, 13, 18, 23].

En este trabajo estudiaremos un sistema de tipo Keyfitz-Kranzer pero no exactamente
escrito de la forma (0.4), bajo un cambio de variables, podemos reescribirlo conveniente-
mente como el sistema (n + 1)× (n + 1):{

ρt + (ρφ(ρ, w1, w2, . . . , wn))x = 0,
(ρwi)t + (ρwiφ(ρ, w1, w2, . . . , wn))x = 0, i = 1, 2, . . . , n.

(0.5)

donde asumiremos que φ es una función en C1(Rn+1).
Estaremos concentrados en demostrar la existencia de solución débil entrópica global del
problema de Cauchy para (0.5) con dato inicial medible y acotado

(ρ(x, 0), wi(x, 0)) = (ρ0(x), wi0(x)), ρ0(x) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. (0.6)

Escritos de la forma (0.5) podemos encontrar varios ejemplos de sistemas no simétricos,
aquí los resultados existentes se concentran sobre funciones φ muy particulares.
Cuando wi = u y φ(ρ, w1, w2, . . . , wn) = u, para todo i = 1, . . . , n. tenemos el sistema de
dinámica de gases de tipo presurizado, el cual es estudiado en [28, 3, 4, 11].

Cuando n = 1, w1 = u y φ(ρ, w1, w2, . . . , wn) = Φ(w1, w2, . . . , wn)− P(ρ), el sistema (0.5)
fue introducido como un modelo macroscópico para flujo de tráfico por Aw y Rascle
[1]. En este caso, la existencia global de soluciones entrópicas acotadas del problema
de Cauchy (0.5)-(0.6) es obtenida bajo algunas condiciones extra sobre la función P(ρ)
[1, 15, 21].

Estudiaremos en detalle la existencia de solución global entrópica del problema
de Cauchy (0.5)-(0.6), pero bajo condiciones muy generales sobre la función suave φ,
siguiendo el desarrollo hecho en [22].

El plan para este trabajo es el siguiente: El capítulo 1. reúne la teoría preliminar, defi-
niciones y resultados que se utilizarán a lo largo del documento y que se incluyen con el
fin de que este sea en lo posible un escrito auto-contenido. El capítulo 2. se concentrará
en el estudio del sistema parabólico relacionado a (0.5) mediante la introducción de un
término viscoso, con el fin de generar soluciones aproximadas. El capítulo 3. ocupará el
resultado principal del trabajo, que será mostrar la existencia de solución para el sistema
(0.5) usando el método de la compacidad compensada para encontrar una subsucesión
de soluciones aproximadas que converja a una solución débil, además se tendrá que esta
solución es entrópica. Finalmente, en el capítulo 4. se mostrarán algunas aplicaciones del
teorema 7, entre ellas una aplicación al sistema de flujo de tráfico propuesto por Aw y
Rascle [1].



CAPÍTULO 1

Preliminares

En este capítulo se introducen algunas definiciones y teoremas que se usaran más
adelante. Aquí se omitirán las demostraciones aduciendo que se trata de resultados en
cierto sentido clásicos de Teoría de Ecuaciones Diferenciales Parciales, Análisis Funcional
y Espacios de Sobolev y cuyo estudio detallado se sale del propósito y alcance de este
trabajo. Sin embargo, se remite al lector a la respectiva bibliografía.

1.1. Leyes de conservación

1.1.1. Leyes de conservación escalar

Definición 1. Una ley de conservación escalar es una ecuación diferencial parcial de primer orden
de la forma

ut + f (u)x = 0 (1.1)

donde x ∈ R es una variable unidimensional y t ∈ [0,+∞) representa el tiempo.
Aquí, u = u(x, t) es llamada la cantidad conservada y f es el flujo.

Considerando el problema de Cauchy con dato inicial

u(x, 0) = u0(x). (1.2)

Cuando la función f es no lineal, una característica distinguida de la solución de este pro-
blema es la pérdida de regularidad, esto significa que no se pueden encontrar funciones
en el espacio C1(R× [0,+∞)) que satisfagan la ecuación en cuestión, aún cuando el dato
inicial sea suave, pues la solución puede desarrollar choques en tiempo finito (ver [5]).
Por eso, las soluciones globales deben ser consideradas en un espacio de funciones dis-
continuas interpretando a (1.1) en el sentido distribucional, llegando a la siguiente defi-
nición:

Definición 2. Sea 1 < p ≤ ∞. Considérese la ley de conservación escalar ut + f (u)x = 0, y el
dato inicial u(x, 0) = u0(x) acotado en Lp(R× [0,+∞)). Una solución débil para el problema

1
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de Cauchy es una función u(x, t) ∈ Lp(R× [0,+∞)) tal que∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(uφt + f (u)φx)dxdt +

∫ ∞

−∞
(u0φ)dx = 0 (1.3)

para toda φ ∈ C1
0(R× (0,+∞)).

1.1.2. Sistemas hiperbólicos de leyes de conservación

Definición 3. Un sistema n×n de leyes de conservación es un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales de la forma:

ut + F(u)x = 0 (1.4)

donde (x, t) ∈ R× [0,+∞), con la diferencia de que ahora u = (u1, . . . , un)T representa un
vector en Rn y F = (F1, . . . , Fn)T es una función vectorial tomando valores en Rn.

Por la regla de la cadena, F(u)x = DF(u) · ux, donde DF(u)

DF(u) =


∂F1
∂u1

· · · ∂F1
∂un

...
. . .

...
∂Fn
∂u1

· · · ∂Fn
∂un


es la matriz Jacobiana de F en el punto u. Entonces se puede escribir (1.4) como

ut + DF(u) · ux = 0 (1.5)

Cuando un sistema de leyes de conservación es escrito en la forma (1.5), suele ser clasifi-
cado de la siguiente manera:

Definición 4. Considérese un sistema de leyes de conservación en la forma (1.4). Si los valores
propios de la matriz DF(u) son reales para todo u, entonces se dice que el sistema es hiperbólico.
Si además, dichos valores propios son todos diferentes, el sistema se dice estrictamente hiperbó-
lico. Y si para algunos puntos u, hay valores propios que coinciden, entonces el sistema es llamado
no estrictamente hiperbólico.

De forma análoga a como se hizo en el caso escalar, se define lo que es una solución
débil para el problema de Cauchy de un sistema de leyes de conservación:

Definición 5. Sea 1 < p ≤ ∞. Considérese el sistema (1.4) y el dato inicial u(x, 0) = u0(x)
acotado en Lp(R × [0,+∞)). Una solución débil para el problema de Cauchy es una función
vectorial u(x, t) ∈ Lp(R× [0,+∞)) tal que∫ ∫

t>0
(uφt + F(u)φx)dxdt +

∫
t=0

(uoφ)dx = 0 (1.6)

para cada función φ ∈ C1
0(R× (0,+∞)).

Cuando las discontinuidades se presentan, las soluciones débiles pueden no ser úni-
cas, por tal razón con el fin de seleccionar una única buena solución del problema de
Cauchy, debemos imponer condiciones adicionales llamadas condiciones de admisibili-
dad.
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1.1.3. Condiciones de admisibilidad, condición de Entropía

Definición 6. (Viscosidad Nula) Una solución u de (1.4) se dice admisible en el sentido de la
viscosidad nula, si existe una sucesión de soluciones uε para

ut + F(uε)x = εuε
xx (1.7)

la cual converge débil en Lp (débil ? en L∞) a u, cuando ε→ 0+.

Definición 7. (entropía y flujo de entropía) Una función continuamente diferenciable η : Rn →
R es llamada una entropía para el sistema de leyes de conservación (1.4), con flujo de entropía
q : Rn → R si para todo u ∈ Rn se cumple

Dη(u) · DF(u) = Dq(u) (1.8)

Si adicionalmente, tenemos que η es convexa, el par (η,q) se denomina par de entropía convexa-
flujo.

Una consecuencia inmediata de (1.8) es que si u = u(x, t) es una solución C1 de (1.4),
entonces

η(u)t + q(u)x = 0

En efecto,

η(u)t + q(u)x = Dη(u)ut + Dq(u)ux = Dη(u)(−DF(u)ux) + Dq(u))ux = 0

sin embargo lo anterior no es cierto cuando u = u(x, t) es solamente solución débil. Si
tenemos un par de entropía convexa-flujo para el sistema podemos deducir la siguiente
condición de admisibilidad:

Definición 8. (Condición de entropía) Una solución débil del sistema ut + F(u)x = 0 es admi-
sible en el sentido de la entropía si satisface:∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(η(u)φt + q(u)φx)dxdt ≥ 0, (1.9)

para cualquier par (η,q) de entropía convexa-flujo del sistema ut + F(u)x = 0 y para cualquier
φ ∈ C1

0(R× (0, ∞)), con φ ≥ 0.

Esta condición es equivalente a decir que

η(u)t + q(u)x ≤ 0 (1.10)

en el sentido de las distribuciones. Finalmente, se conocen otras condiciones de admisi-
bilidad de acuerdo a la naturaleza de las soluciones. Entre ellas tenemos la condición de
admisibilidad de Liu y la condición de admisibilidad de Lax (ver [5]).

1.1.4. Invariantes de Riemann

Definición 9. Dado un sistema de leyes de conservación ut + F(u)x = 0, funciones Wi tales que

Wi(u)DF(u) = λi(u)Wi(u) (1.11)



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 4

son llamadas invariantes de Riemann del sistema. En otras palabras, son vectores propios a iz-
quierda de la matriz Jacobiana DF(u).

1.2. El principio del máximo

A la hora de generar estimativas para la solución de un sistema parabólico el principio
del máximo juega un rol fundamental.

Definición 10. Un operador diferencial de la forma

L[u] = a(x, t)
∂2u
∂x2 + b(x, t)

∂u
∂x
− ∂u

∂t
(1.12)

es llamado parabólico en un punto (x, t) si

a(x, t) > 0.

El operador L es uniformemente parabólico en un dominio Ω del plano x− t, si existe una cons-
tante positiva µ tal que

a(x, t) ≥ µ

para todo (x, t) en Ω.

El siguiente teorema y corolario han sido adaptados de un teorema más general que
se encuentra en [26]

Teorema 1. Sea u una solución no constante de

L[u] = a(x, t)
∂2u
∂x2 + b(x, t)

∂u
∂x
− ∂u

∂t
≥ 0

en D × (0, T), donde D es un subconjunto abierto convexo de R y T < ∞, y L es un operador
uniformemente parabólico con coeficientes acotados a(x, t) y b(x, t). Entonces u puede alcanzar
su máximo solo en t = 0 o sobre ∂D.

A partir del anterior resultado, es posible argumentar lo siguiente:

Corolario 1. Con las condiciones del anterior teorema. Supongamos que tenemos

u(x, 0) < M, y u(x, t) < M si x ∈ ∂D.

Entonces, u(x, t) < M en D× (0, T).

La acotación del coeficiente b(x, t) no es estrictamente necesaria, basta con suponer
que b(x, t) es acotada sobre cada bola cerrada contenida en D× (0, T), además el dominio
D no necesariamente debe ser acotado (ver [24]).

1.3. Algunos resultados de Análisis funcional y Espacios de Sobo-
lev

Teorema 2. (Teorema de punto fijo de Brouwer-Schauder) Sea E un espacio de Banach, sea M un
subconjunto no vacío, cerrado y convexo de E. Sea f una función que aplica M en si mismo tal



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 5

que
‖ f (x)− f (y)‖ ≤ θ‖x− y‖, x, y ∈ M, (1.13)

para algún θ < 1. Entonces existe un único x0 ∈ M tal que

f (x0) = x0,

(ver [25]).
Es oportuno introducir los siguientes espacios de funciones:

Definición 11. Sea Ω un conjunto abierto en Rn, m > 0 un entero y sea 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio
de Sobolev Wm,p(Ω) es definido por:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)|Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| ≤ m}. (1.14)

Definición 12. Se define el espacio Wm,p
0 (Ω) como la cerradura de C∞

0 (Ω) en el espacio
Wm,p(Ω), y el espacio W−m,p(Ω) como el dual de Wm,p

0 (Ω).

Cuando p = 2 el espacio Wm,2(Ω) se suele denotar por Hm(Ω). El subíndice loc,
indica que se están considerando funciones locamente integrables (ver [2] y [16]).

Definición 13. (Espacio de Medidas de Radon) Sea Ω un conjunto abierto acotado de Rn , con-
sideremos el espacio E = C(Ω), con su norma ‖u‖ = supx∈Ω |u(x)|. Su espacio dual, denotado
porM(Ω), es llamado el espacio de medidas de Radon sobre Ω.

Identificamos L1(Ω) con un subespacio de M(Ω). Para hacer esto introducimos la
aplicación L1(Ω) → M(Ω) definida como sigue: Dada f ∈ L1(Ω), la aplicación u ∈
C(Ω) 7→

∫
Ω f udx es un funcional lineal continuo sobre C(Ω). Ya queM(Ω) es el espacio

dual del espacio separable C(Ω), este tiene propiedades de compacidad en la topología
débil ?. En particular, si ( fn) es una sucesión acotada en L1(Ω), existe una subsucesión
( fnk) y una medida de Radon µ tal que fnk → µ en la topología débil ? (ver [6]).

Teorema 3. Para cada 1 ≤ α < 1∗ = n
n+1 se tiene la siguiente inmersión compacta.

M(Ω) ↪→W−1,α(Ω), (1.15)

(ver [10]).

1.4. Compacidad compensada

Lema 1. (Lema de divergente-rotacional) Sea Ω un dominio abierto en Rn. Con ε > 0 denotando
un parámetro que toma sus valores en una sucesión que tiende a cero, supongamos que

Dε ⇀ D en (L2(Ω))2, Eε ⇀ E en (L2(Ω))2 (1.16)
{divDε}ε>0, es pre-compacto en H−1

loc (Ω) (1.17)

{rotEε}ε>0, es pre-compacto en H−1
loc (Ω) (1.18)

entonces existen subsucesiones de Dε y Eε denotadas de la misma forma tales que

Dε · Eε → D · E en el sentido de las distribuciones. (1.19)
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Un resultado que será útil a la hora de garantizar las hipótesis de compacidad del
anterior lema es el siguiente:

Lema 2. (Lema de Murat) Sea { fk}∞
k=1 una sucesión acotada en W−1,r

loc (Ω) para algún r, con
2 < r ≤ ∞, tal que fk = gk + hk (para k = 1, 2, . . . ) donde {gk} es una sucesión pre-compacta en
H−1

loc (Ω) y {hk} es una sucesión acotada enM(Ω). Entonces, { fk} es pre-compacta en H−1
loc (Ω).

Para un desarrollo completo de las demostraciones (ver [10]).
El anterior resultado es conocido como el Lema de Murat clásico, la siguiente es una
generalización (ver [7, 10]).

Teorema 4. Sea 1 < q ≤ p < r. Entonces

{compacto en W−1,q
loc (Ω)} ∩ {acotado en W−1,r

loc (Ω)} ⊂ {compacto en W−1,p
loc (Ω)}. (1.20)



CAPÍTULO 2

Existencia de solución viscosa global

Consideremos el problema de Cauchy para el sistema de leyes de conservación (0.1)

ut(x, t) + f (u(x, t))x = 0

con dato inicial (0.2)
u(x, 0) = u0(x)

supondremos que (x, t) ∈ R × [0, T], u = (u1, u2, . . . , un) y f = ( f1, f2, . . . , fn) donde
cada fi es una función suave sobre Rn, es decir fi ∈ C1(Rn) con i = 1, . . . , n.
Utilizaremos el método de viscosidad nula, para esto perturbaremos el sistema (0.1) me-
diante la introducción de un término viscoso de la siguiente manera:

uε
t (x, t) + f (uε(x, t))x = εuε

xx (2.1)

donde ε > 0 es una constante.
En la sección 2.1. estudiaremos el problema de Cauchy para el sistema de ecuaciones
parabólico (2.1) con dato inicial medible y acotado

uε(x, 0) = u0(x)
|u0i(x)| ≤ M, para todo i = 1, . . . , n,

(2.2)

y demostraremos la existencia de solución local única para (2.1)-(2.2). En la sección 2.2.
se muestra de que forma es posible extender la solución local a global, mediante la ob-
tención de estimativas a-priori.
El contenido de las dos primeras secciones se puede resumir como la demostración del
siguiente teorema:

Teorema 5. 1. Para cada ε > 0, el problema de Cauchy (2.1) con dato inicial medible y aco-
tado (2.2) siempre tiene solución local suave uε(x, t) ∈ C∞(R× (0, τ0), para un tiempo
pequeño τ0 > 0, el cual depende únicamente de la norma L∞ del dato inicial u0(x), y
además

|uε
i (x, t)| ≤ 2M, para todo (x, t) ∈ R× [0, τ0).

2. Si la solución uε tiene una estimativa a-priori L∞, es decir, ‖uε(·, t)‖L∞ ≤ c(ε, T, ‖u0‖L∞)
para cada t ∈ [0, T], entonces la solución existe sobre R× [0, T].

7
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En la sección 2.3. se harán algunos comentarios acerca de como podemos aplicar los
resultados del teorema 5 al problema (0.5)-(0.6) y finalmente en la sección 2.4. obten-
dremos algunas de las estimativas a-priori necesarias para garantizar la existencia de
solución global, así como algunas otras estimativas que nos serán útiles más adelante.

2.1. Existencia Local

El objetivo de esta sección será probar la parte (1) del teorema (5), esto es, demostrar
que: Para cada ε > 0, el problema de Cauchy (2.1) con dato inicial medible y acotado(2.2)
siempre tiene solución local suave uε(x, t) ∈ C∞(R× (0, τ0)), para un tiempo pequeño
τ0, el cual depende únicamente de la norma L∞ del dato inicial u0(x).

Demostración. Empezaremos la demostración introduciendo el siguiente espacio de fun-
ciones: Sea τ > 0,

B = {u : R× [0, τ]→ Rn : ui ∈ C∞(R× (o, τ)) ∩ L∞(R× [0, τ]), i = 1, 2, . . . , n.}

Para u ∈ B definimos la norma:

‖u‖B = ‖u1‖L∞(R×[0,τ]) + ‖u2‖L∞(R×[0,τ]) + · · ·+ ‖un‖L∞(R×[0,τ]) (2.3)

donde ui es la componente i-ésima de la función u. El espacio (B, ‖ · ‖B) es de Banach.
Consideremos el subespacio cerrado, acotado y convexo de B

Bτ = {u : R× [0, τ]→ Rn : ui ∈ C∞(R× (o, τ)), ‖ui(x, t)‖L∞(R×[o,τ]) ≤ 2M, i = 1, 2, . . . , n.}

Sea Kε(x, t) la solución fundamental del operador ∂
∂t − ε ∂2

∂x2 , es decir

Kε(x, t) =
1√

4πεt
e
−x2
4εt

para Kε(x, t) se tiene que∫ ∞

−∞
Kε(x, t)dx = 1 para todo t > 0. (2.4)

y ∫ t

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ ∂

∂x
Kε(x− y, t− s)

∣∣∣∣ dyds = 2

√
t

πε
. (2.5)

Ahora, si u = (u1, . . . , un) es solución de (2.1)-(2.2), entonces sus componentes se
pueden escribir como:

ui(x, t) =
∫ ∞

−∞
Kε(x− y, t)ui0(y)dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞

∂

∂x
(Kε(x− y, t− s)) fi(u(y, s))dyds. (2.6)

Definimos la aplicación

S :Bτ → B
u 7→S(u) = (S1(u), S2(u), . . . , Sn(u))

(2.7)
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donde

Si(u)(x, t) =ui(x, t)

=
∫ ∞

−∞
Kε(x− y, t)ui0(y)dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞

∂

∂x
(Kε(x− y, t− s)) fi(u(x, s))dyds.

Observe que un punto fijo de la aplicación Si es una solución de (2.6). Así que un punto
fijo de S es solución de (2.1)-(2.2). Queremos demostrar que existe un τ0 > 0 tal que S sea
una aplicación contractiva sobre el espacio Bτ0 .

Si u y v están en Bτ, entonces ya que las fi son localmente lipschitz continuas, existen
constantes positivas L y k tales que

| fi(u)| ≤ L (2.8)

y
| fi(u)− fi(v)| ≤ k(|u1 − v1|+ · · ·+ |un − vn|) (2.9)

para cada i = 1, . . . , n.
Veamos que debe cumplir τ0 para que S aplique Bτ0 en si mismo. Por (2.4),(2.5) y (2.8)
tenemos

|Si(u)(x, t)| ≤ M +
∫ t

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ ∂

∂x
(Kε(x− y, t− s))

∣∣∣∣ | fi(u)|ds

≤ M + 2L

√
t

πε
.

(2.10)

Así que la primera condición que debemos imponer sobre τ0 es que

2L
√

τ0

πε
≤ M.

Por otro lado, en vista de la desigualdad (2.9), tenemos

|Si(u)− Si(v)| ≤
(

2k

√
t

πε

)
(‖u1 − v1‖L∞ + · · ·+ ‖un − vn‖L∞)

si sumamos a lo largo de i = 1, . . . , n, obtenemos

‖S(u)− S(v)‖B ≤ n

(
2k

√
t

πε

)
(‖u1 − v1‖L∞ + · · ·+ ‖un − vn‖L∞)

= n

(
2k

√
t

πε

)
‖u− v‖B.

(2.11)

De este modo si escogemos τ0 tal que

n
(

2k
√

τ0

πε

)
< 1

entonces (2.11) prueba que S en efecto es una aplicación contractiva sobre Bτ0 .
Podemos aplicar el teorema de punto fijo de Brouwer-Schauder para concluir que S tiene
un único punto fijo en Bτ0 , es decir, el problema de Cauchy (2.1) con dato inicial medible



CAPÍTULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCIÓN VISCOSA GLOBAL 10

y acotado(2.2) siempre tiene solución local suave uε(x, t) ∈ C∞(R× (0, τ0)) y además

|uε
i (x, t)| ≤ 2M, para todo (x, t) ∈ R× [0, τ0).

2.2. Existencia Global

En esta sección se mostrará de que forma es posible extender en el tiempo la solución
local que acabamos de obtener, mediante la obtención de estimativas a-priori para la
solución. Más precisamente demostraremos la parte 2. del teorema 5, esto es:

Si la solución uε tiene una estimativa a-priori L∞, es decir, ‖uε(·, t)‖L∞ ≤ c(ε, T, ‖u0‖L∞)
para cada t ∈ [0, T], entonces la solución existe sobre R× [0, T].

Demostración. Dados T > 0 y ε > 0. Suponiendo que podemos probar la existencia de
una cota a-priori para la solución uε(·, t) de (2.1)-(2.2), es decir una constante c > 0 que
dependa únicamente de ‖u0‖L∞ y que cuando 0 ≤ t ≤ T se tenga: ‖uε(·, t)‖L∞ ≤ c. Pode-
mos asegurar la existencia de la solución para todo tiempo t, 0 ≤ t ≤ T de la siguiente
manera:
Por la parte 1 del teorema 5, podemos obtener una solución en 0 ≤ t ≤ τ, τ > 0, del
problema original con dato inicial u0

0(x) = u0(x). Lo siguiente será modificar el pro-
blema tomando a u1

0(x) = uε(x, τ) como dato inicial para un nuevo problema y usar
de nuevo la parte 1 del teorema 5 para obtener una solución sobre τ ≤ t ≤ τ + σ,
donde σ = σ(‖uε(·, τ)‖). Repetimos este proceso hasta encontrar una solución sobre
τ + σ ≤ t ≤ τ + 2σ, y así eventualmente después de un número finito de etapas encon-
trar una solución sobre 0 ≤ t ≤ T.

Nótese que el caso T = ∞ también es contemplado en el anterior razonamiento, esto
implica la existencia de solución global.

2.3. Existencia de solución viscosa global para el sistema (n+ 1)×
(n + 1) de tipo Keyfitz-Kranzer.

Consideremos el sistema parabólico relacionado al sistema (0.5), generado mediante
la introducción de un término viscoso:{

ρt + (ρφ(ρ, w1, w2, . . . , wn))x = ερxx,
(ρwi)t + (ρwiφ(ρ, w1, w2, . . . , wn))x = ε(ρwi)xx, i = 1, 2, . . . , n.

(2.12)

En esta sección queremos establecer las hipótesis necesarias para poder aplicar los re-
sultados de las dos secciones anteriores al problema de Cauchy (2.12) con dato inicial
medible y acotado

(ρε(x, 0), wε
i (x, 0)) = (ρ0(x) + ε, wi0(x)), ρ0(x) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. (2.13)
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Una vez se tiene la existencia de solución local, para poder extender tal solución a glo-
bal, según la parte dos del teorema 5 necesitamos establecer estimaciones a-priori para
las variables ρ, w1, w2, . . . , wn, adicionalmente, por los supuestos del teorema 5 debemos
tener que las funciones

f1(ρ, w1, . . . , wn) = ρφ(ρ, w1, . . . , wn)

f2(ρ, w1, . . . , wn) = ρw1φ(ρ, w1, . . . , wn)

...
fn+1(ρ, w1, . . . , wn) = ρwnφ(ρ, w1, . . . , wn)

están en el espacio C1(Rn+1), es sencillo comprobar que la suavidad de estas funciones,
depende de estas mismas características sobre la función φ(ρ, w1, . . . , wn). De esta forma
se pueden establecer hasta este momento dos supuestos fundamentales:

1. φ ∈ C1(Rn+1).

2. Debemos ser capaces de generar estimaciones a-priori para ρ, w1, w2, . . . , wn.

Otra característica adicional que debemos asumir se refiere al dato incial (2.13), además
de suponer que es medible y acotado, debemos tener que la variación total de los wi0 es
acotada.

2.4. Estimativas a-priori.

Como se dijo en la sección anterior para garantizar la existencia de solución local y
global del problema de Cauchy (2.12)-(2.13) debemos establecer estimativos a-priori para
las variables (ρε, wε

i ). En esta sección intentaremos encontrar estos estimados, además de
varios otros estimativos que nos serán útiles más adelante.

2.4.1. Estimativo a-priori para wε
i (x, t).

Si sustituimos la primera ecuación de (2.12) en la segunda obtenemos

ρtwi + ρwi t + (ρφ(ρ, w1, . . . , wn))wix + (ρφ(ρ, w1, . . . , wn))xwi = ε(ρxwi + ρwix)x

ρtwi + ρwi t + (ρφ(ρ, w1, . . . , wn))wix + (ερxx − ρt)wi = ε(ρxxwi + 2ρxwix + ρwixx)

ρ(wi t + φ(ρ, w1, . . . , wn)wix) = 2ερxwix + ερwixx.

Así,
wi t + φ(ρ, w1, . . . , wn)wix = εwixx + 2ε

ρx

ρ
wix. (2.14)

Podemos considerar (2.14) como una desigualdad (≤,≥), con respecto a la variable wi, si
podemos garantizar que el coeficiente 2ε

ρx
ρ − φ(ρ, w1, . . . , wn) es acotado sobre cualquier

bola cerrada contenida en R×R+, entonces podemos aplicar el principio del máximo y
obtener la acotación

|wε
i (x, t)| ≤ M. (2.15)

donde M es una constante que no depende de ε.
En efecto, bajo el supuesto de que φ ∈ C1(Rn+1) podemos establecer la acotación del
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coeficiente 2ε
ρx
ρ − φ(ρ, w1, . . . , wn) escribiéndolo como

2ε
ρx

ρ
− φ(ρ, w1, . . . , wn) = 2ε(ln ρ)x − φ(ρ, w1, . . . , wn).

El término 2ε(ln ρ)x resulta acotado si para la variable ρ tenemos una acotación de la
forma o < c(t, ε) ≤ ρε(x, t) ≤ M, mostraremos más adelante en (2.16) que esto en efecto
se verifica.

2.4.2. Sobre el estimado a-priori de ρε(x, t).

Solamente faltaría establecer un estimado a-priori para la variable ρε, sin embargo,
bajo las condiciones impuestas hasta el momento sobre el sistema (0.5) y su correspon-
diente sistema parabólico (2.12) no resulta ser tan evidente. Por tal razón el autor en [20]
descansando en los cálculos hechos en [21] asume esta condición como supuesto, con
miras a dar un resultado en cierto sentido más general. Aquí también haremos esta supo-
sición y referimos al lector a [21] y a la sección 4, donde esta estimación se puede hallar
bajo los supuestos que allí se establecen.

2.4.3. Una cota inferior positiva para ρε.

Notemos que por la forma del sistema (2.12) resultaría inconveniente si la variable ρε

asumiera el valor 0. Por tanto para garantizar la validez de los cálculos hechos hasta el
momento, la siguiente acotación es fundamental

Lema 3. Si las soluciones viscosas (ρε, wε
i ) del problema de Cauchy (2.12)-(2.13) tienen la esti-

mativa a-priori ρε ≤ M, donde M es una constante positiva independiente de ε entonces

ρε ≥ c(t, ε) > 0 (2.16)

donde c(t, ε) tiende a cero cuando el tiempo t tiende a infinito o ε tiende a cero.

Demostración. Multiplicando la primera ecuación de (2.12) por 1/ρ tenemos

1
ρ

ρt +
1
ρ
(ρφ(ρ, wi, . . . , wn))x = ε

1
ρ

ρxx

(ln ρ)t + φ(ρ, w1, . . . , wn)x + φ(ρ, w1, . . . , wn)(ln ρ)x = ε(ln ρ)xx + ε((ln ρ)x)
2

Haciendo v = − ln ρ, entonces deducimos que:

−vt + φ(ρ, w1, . . . , wn)x + φ(ρ, w1, . . . , wn)(ln ρ)x = −εvxx + ε(vx)
2

vt − εvxx = −ε(vx)
2 + φ(ρ, w1, . . . , wn)(vx) + φ(ρ, w1, . . . , wn)x

vt − εvxx = −ε

(
vx +

φ(ρ, w1, . . . , wn)

2ε

)2

+
(φ(ρ, w1, . . . , wn))2

4ε
+ φ(ρ, w1, . . . , wn)x.

Así,

vt − εvxx ≤
(φ(ρ, w1, . . . , wn))2

ε
+ φ(ρ, w1, . . . , wn)x. (2.17)
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Consideremos la función Kε(x, t) = 1√
4πεt

e
−x2
4εt , sabemos que esta es la solución funda-

mental del operador ∂
∂t − ε ∂2

∂x2 , luego si v(x, t) es solución de la ecuación

vt − εvxx = g(x, t)

entonces podemos escribir a v(x, t) como:

v(x, t) = Kε(x, t) ∗ v0(x) +
∫ t

0
(g(x, s)) ∗x Kε(x, t− s)ds. (2.18)

Aquí, ∗x denota la convolución respecto a la variable x. Luego de (2.17) tenemos la de-
sigualdad

v(x, t) ≤ Kε(x, t) ∗ v0(x) +
∫ t

0

(
1
ε

φ(ρ, w1, . . . , wn)
2 + φ(ρ, w1, . . . , wn)x

)
∗x Kε(x, t− s)ds

≤ Kε(x, t) ∗x v0(x) +
1
ε

∫ t

0

(
φ2 ∗x Kε(x, t− s) + φ ∗x

∂

∂x
Kε(x, t− s)

)
ds,

(2.19)
donde v0(x) = − ln ρε

0(x).
Ya que la función φ ∈ C1(Rn) y ρε

0(x) ≥ ε > 0

v(x, t) ≤ Kε(x, t) ∗ vo(x) +
N1

ε
t + N2

√
t
ε

≤ − ln ε +
N1

ε
t + N2

√
t
ε

,

donde N1 y N2 son constantes.
Entonces

ρ(x, t) ≥ ε exp

(
−
(

N1

ε
t + N2

√
t
ε

))
≥ c(t, ε) > 0. (2.20)

2.4.4. Estimado para TVwi

Una cota a-priori útil más adelante será la siguiente:

Lema 4. Dado el problema de Cauchy (2.12)-(2.13) supongamos que para el dato inicial se tiene
que TVwi0 es acotada, entonces∫ ∞

−∞
|wix|(x, t)dx ≤

∫ ∞

−∞
|wi

ε
x|(x, o)dx ≤ M. (2.21)

Demostración. Sea θ = wix, derivando (2.14) con respecto a x, tenemos:

wi tx + (φ(ρ, w1, . . . , wn)wix)x =εwixxx +

(
2ε

ρx

ρ
wix

)
x

θt + (φ(ρ, w1, . . . , wn)θ)x =εθxx +

(
2ε

ρx

ρ
θ

)
x
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Sea g(θ, α) una sucesión de funciones tal que g′(θ, α) → signθ, g′′(θ, α) ≥ 0, y g(θ, α) →
|θ|, cuando α→ 0.
Si multiplicamos por g′(θ, α) tenemos:

g′(θ, α)θt + g′(θ, α)(φθ)x = εg′(θ, α)θxx + g′(θ, α)(2ερxρ−1θ)x

g(θ, α)t + (φg(θ, α))x − g(θ, α)φx + g′(θ, α)θφx =

εg(θ, α)xx − εg′′(θ, α)θ2
x + [(2ερxρ−1)xθ + (2ερxρ−1)θx]g′(θ, α)

g(θ, α)t + (φg(θ, α))x + (g′(θ, α)θ − g(θ, α))φx =

εg(θ, α)xx − εg′′(θ, α)θ2
x + (2ερxρ−1g(θ, α))x + (2ερxρ−1)x(g′(θ, α)θ − g(θ, α))

Como g′(θ, α) → signθ, g′′(θ, α) ≥ 0, y g(θ, α) → |θ|, cuando α → 0, entonces hacien-
do α→ 0 tenemos:

|θ|t + (φ|θ|)x = ε|θ|xx + (2ερ−1ρx|θ|)x − εg′′(θ, α)θ2
x

|θ|t + (φ|θ|)x ≤ ε|θ|xx + (2ερ−1ρx|θ|)x
(2.22)

en el sentido de las distribuciones, esto quiere decir que, sea K ⊂ R×R+ un conjunto
compacto arbitrario y sea ψ ∈ C∞

0 (R× [0, t]) tal que ψ|K = 1, y 0 ≤ ψ ≤ 1, si multiplica-
mos la desigualdad en (2.22) por ψ, e integramos sobre R× [0, t] obtenemos:∫ ∞

−∞

∫ t

0
|θ|tψdtdx+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
(φ|θ|)xψdxdt

≤
∫ t

0

∫ ∞

−∞
ε|θ|xxψdxdt +

∫ t

0

∫ ∞

−∞
(2ερ−1ρx|θ|)xψdxdt

(2.23)

integrando por partes obtenemos la expresión∫ ∞

−∞

∫ t

0
|θ|tψdtdx−

∫ t

0

∫ ∞

−∞
(φ|θ|)ψxdxdt

≤−
∫ t

0

∫ ∞

−∞
ε|θ|xψxdxdt−

∫ t

0

∫ ∞

−∞
(2ερ−1ρx|θ|)ψxdxdt

(2.24)

Notemos que el segundo término del lado izquierdo, y los términos del lado derecho de
(2.24) se anulan, ya que la derivada ψx se anula sobre K, de este modo∫ ∞

−∞

∫ t

0
|θ|tdtdx ≤ 0 (2.25)

esto es ∫ ∞

−∞
|wix|(x, t)dx =

∫ ∞

−∞
|θ|(x, t)dx ≤

∫ ∞

−∞
|θ|(x, 0)dx ≤ M. (2.26)

ya que TVwi0(x) es acotada.

Terminamos este capítulo resumiendo los resultados obtenidos para el problema de
Cauchy del sistema (2.12) en el siguiente teorema:

Teorema 6. Considérese el sistema de ecuaciones parabólico (2.12){
ρt + (ρφ(ρ, w1, w2, . . . , wn))x = ερxx,
(ρwi)t + (ρwiφ(ρ, w1, w2, . . . , wn))x = ε(ρwi)xx, i = 1, 2, . . . , n
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donde φ es una función en C1(Rn). Supongamos que para ρε se tiene el estimado a-priori L∞

ρε(x, t) ≤ M (2.27)

donde M es una constante positiva independiente de ε. Entonces para el problema de Cauchy con
dato inicial medible y acotado (2.13)

(ρε(x, 0), wε
i (x, 0)) = (ρ0(x) + ε, wi0(x)), ρ0(x) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

existe solución global (ρε, wε
i ) sobre R×R+.



CAPÍTULO 3

Existencia de Solución global entrópica.

En este capítulo desarrollaremos la parte principal del trabajo, nuestro objetivo será
demostrar el siguiente teorema:

Teorema 7. Consideremos las soluciones viscosas (ρε, wε
i ) del problema de Cauchy (2.12)-(2.13).

Supongamos que la variación total de wi0, i = 1, . . . , n es acotada. Si tenemos una estimativa
a-priori L∞

ρε(x, t) ≤ M (3.1)

donde M es una constante positiva independiente de ε, entonces existe una subsucesión wε
i que

converge puntualmente sobre el conjunto {(x, t) : ρ(x, t) > 0} a funciones wi; además, si

meas{ρ : 2φρ(ρ, w1, w2, . . . , wn) + ρφρρ(ρ, w1, w2, . . . , wn) = 0} = 0 (3.2)

entonces existe una subsucesión ρε que converge puntualmente a una función ρ y el límite (ρ, wi)
es una solución débil entrópica del problema de Cauchy (0.5)-(0.6), es decir que satisface (0.5) en
el sentido de las distribuciones y∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
η(ρ(x, t), wi(x, t))θt + q(ρ(x, t), wi(x, t))θxdxdt ≥ 0 (3.3)

donde (η, q) ∈ C2 es un par de entropía-flujo del sistema (0.5), η es convexa y θ ∈ C∞
o (R×

[0, ∞)) es una función no negativa.

El método que utilizaremos para demostrar este teorema es la Compacidad Compen-
sada, la intención es garantizar las hipótesis del Lema de Divergente-Rotacional para
ciertos campos de funciones por definir y así obtener la existencia de una subsucesión de
soluciones de (2.12) convergente a la solución débil (ρ, wi) de (0.5)-(0.6).

Dividiremos esta tarea en cuatro secciones:
En la sección 3.1. se garantizarán las hipótesis del Lema de Murat y se obtendrá la com-
pacidad en H−1

loc (R×R+) de algunos funcionales.
En la sección 3.2. aplicaremos el Lema de Divergente-Rotacional sobre algunos campos
de funciones para obtener la convergencia puntual de una subsucesión de wε

i a funciones
wi.
En la sección 3.3. se expondrá una adaptación a la primera ecuación en (2.12) de un Le-

16
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ma de compacidad compensada aplicado sobre leyes de conservación escalar con flujo
discontinuo [14], donde básicamente se aplica el Lema de Divergente-Rotacional para
obtener una subsucesión de ρε convergente a ρ.
En la sección 3.4. se mostrará que la solución encontrada satisface la desigualdad de en-
tropía (3.3).

3.1. Compacidad en H−1
loc (R×R+)

Lema 5. Sea g(ρ) una funcion suave, entonces

g(ρ)t +

(∫ ρ

(φ(s, w) + sφρ(s, w))g′(s)ds
)

x
(3.4)

es compacto en H−1
loc (R×R+)

Demostración. Reescribimos la primera ecuación de (2.12) como

ρt + (φ(ρ, w) + ρφρ(ρ, w))ρx + ρ
n

∑
i=1

φwi(ρ, w)wix = ερxx, (3.5)

multiplicando (3.5) por g′(ρ), se obtiene

g′(ρ)ρt + g′(ρ)(φ(ρ, w) + ρφρ(ρ, w))ρx + ρg′(ρ)
n

∑
i=1

φwi(ρ, w)wix = ερxxg′(ρ)

g(ρ)t + g′(ρ)(φ(ρ, w) + ρφρ(ρ, w))ρx + ρg′(ρ)
n

∑
i=1

φwi(ρ, w)wix = εg(ρ)xx − εg′′(ρ)ρ2
x

(3.6)
haciendo G(ρ, w) =

∫ ρ
(φ(s, w) + sφρ(s, w))g′(s)ds podemos escribirlo como

g(ρ)t + G(ρ, w)x = εg(ρ)xx − εg′′(ρ)ρ2
x − ρg′(ρ)

n

∑
i=1

φwi(ρ, w)wix +
n

∑
i=1

Gwi(ρ, w)wix. (3.7)

Los dos últimos términos del lado derecho de (3.7) son acotados en L1
loc(R × R+). En

efecto, si integramos sobre un conjunto compacto K ⊂ R×R+ el valor absoluto de esa
suma tenemos:∫

K

∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

[
Gwi(ρ, w)− ρg′(ρ)φwi(ρ, w)

]
wix

∣∣∣∣∣dxdt

≤
∫
K

∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

Gwi(ρ, w)− ρg′(ρ)φwi(ρ, w)

∣∣∣∣∣ |wix| dxdt.

Luego por el estimado (2.21) y la desigualdad de Hölder basta con demostrar que

n

∑
i=1

Gwi(ρ, w)− ρg′(ρ)φwi(ρ, w)
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está en L∞
loc(R×R+). Para ver esto, notemos que

Gwi(ρ, w)− ρg′(ρ)φwi(ρ, w) = −
∫ ρ

0
φwi(s, w)g′′(s)sds.

Luego tomando (x, t) en el conjunto compacto K ⊂ R×R+∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

Gwi(ρ, w)− ρg′(ρ)φwi(ρ, w)

∣∣∣∣∣ ≤ n

∑
i=1

∣∣∣∣− ∫ ρ

0
φwi(s, w)g′′(s)sds

∣∣∣∣
≤

n

∑
i=1

Mi

∣∣∣∣∫ ρ

0
g′′(s)sds

∣∣∣∣
≤

n

∑
i=1

Mi
∣∣g′(ρ)ρ− g(ρ) + g(0)

∣∣ < ∞

donde Mi es el máximo que alcanza φwi sobre el conjunto compacto K.
Volviendo a (3.7) observe que transponiendo términos se tiene

εg′′(ρ)ρ2
x = εg(ρ)xx −

(
g(ρ)t + G(ρ, w)x

)
− ρg′(ρ)

n

∑
i=1

φwi(ρ, w)wix +
n

∑
i=1

Gwi(ρ, w)wix.

(3.8)
Acabamos de mostrar que los dos últimos términos del lado derecho son acotados en
L1

loc(R × R+), queremos demostrar lo mismo para el término del lado izquierdo, para
hacerlo basta con mostrar que εg(ρ)xx −

(
g(ρ)t + G(ρ, w)x

)
es acotado en L1

loc(R×R+).

Supongamos ahora que g(ρ) es estrictamente convexa. Sean K ⊂ R×R+ compacto y
ψ ∈ C∞

0 (R×R+) tal que ψ|K = 1, y 0 ≤ ψ ≤ 1. Si multiplicamos (3.8) por ψ e integramos
sobre R×R+ obtenemos:

ε
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
g′′(ρ)ρ2

xψdxdt ≤ ε
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
g(ρ)xxψdxdt

−
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
g(ρ)tψdxdt−

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
G(ρ, w)xψdxdt + M∗

ε
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
g′′(ρ)ρ2

xψdxdt ≤ ε
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
g(ρ)ψxxdxdt

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
g(ρ)ψtdtdx +

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
G(ρ, w)ψxdxdt + M∗

≤ M(ψ).

De este modo se tiene que

ε(ρε
x)

2 es acotado en L1
loc(R×R+). (3.9)

Ahora, es sencillo probar que

εg(ρε)xx es compacto en H−1
loc (R×R+) (3.10)
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Consideremos el conjunto

A = {εg(ρε)xx : ε toma valores en una sucesión real (xn) que converge a cero}

vemos que cualquier sucesión de elementos de A está determinada por una subsucesión
de (xn), además cada elemento de A induce un funcional lineal continuo sobre W1,2

0 (R×
R+), mediante la expresión:(

εg(ρε)xx
)
(u) =

∫
R×R+

εg(ρε(x, t))xxu(x, t)dxdt (3.11)

donde u ∈ W1,2
0 (R×R+), haciendo ε → 0 es claro de (3.11) que ya que ρε es uniforme-

mente acotada, entonces cualquier sucesión de elementos de A posee una subsucesión
que converge al funcional 0. De este modo el conjunto A es compacto en H−1

loc (R×R+).
El término del lado izquierdo de (3.7) es acotado en W−1,∞

loc (R×R+). Luego por el Lema
de Murat, tenemos que (3.4) es compacto en H−1

loc (R×R+).

Lema 6. Tenemos que
(ρεwε

i )t + (ρεwε
i φ(ρε, wε))x (3.12)

es compacto en H−1
loc (R×R+).

Demostración. Sea η(ρ, wi, . . . , wn) = ρF(w1, . . . , wn), donde F es una función estricta-
mente convexa, entonces η es una entropía para el sistema (0.5) con correspondiente flujo
de entropia q(ρ, w1, . . . , wn) = ρF(w1, . . . , wn)φ(ρ, w1, . . . , wn). Si multiplicamos la pri-
mera ecuación en (2.12) por ηρ, multiplicamos a (2.14) por ηρwi y luego sumamos los
resultados obtenemos

η(ρ, w1, . . . , wn)t + (φη(ρ, w1, . . . , wn))x = εη(ρ, w1, . . . , wn)xx − ερ
n

∑
i,j=1

Fwiwj wixwjx

≤ εη(ρ, w1, . . . , wn)xx − εc0ρ
n

∑
i=1

wi
2
x

(3.13)
para alguna constante positiva adecuada c0. Así haciendo cálculos similares a los hechos
para obtener (3.9) se tiene que

ερ
n

∑
i=1

wi
2
x es acotada en L1

loc(R×R+). (3.14)

Ahora, podemos reescribir la segunda ecuación en (2.12) como

(ρwi)t + (ρwiφ(ρ, wi, . . . , wn))x = ε(ρwix + wiρx)x, (3.15)

consideremos el conjunto

B = {ε(ρwix + wiρx)x : ε toma valores en una sucesión real (xn) que converge a cero},
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cada elemento de B induce un funcional lineal continuo sobre W1,2
0 (R×R+), mediante

la expresión: (
ε(ρwix + wiρx)x

)
(u) =

∫
R×R+

ε(ρwix + wiρx)xu(x, t)dxdt (3.16)

donde u ∈W1,2
0 (R×R+), por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos que∫

R×R+

ε(ρwix + wiρx)xu(x, t)dxdt ≤
∫

R×R+

|ε(ρwix + wiρx)ux(x, t)| dxdt

≤

 ∫
R×R+

|ε(ρwix + wiρx)|2 dxdt

1/2

‖ux‖L2

≤


 ∫

R×R+

|ε(ρwix)|
2 dxdt

1/2

+

 ∫
R×R+

|ε(wiρx)|2 dxdt

1/2
 ‖u‖W1,2

0

≤


ε

∫
R×R+

ε
(
ρρwi

2
x
)

dxdt

1/2

+

ε
∫

R×R+

ε
(
wi

2ρ2
x
)

dxdt

1/2
 ‖u‖W1,2

0

(3.17)
haciendo ε → 0, es claro de (3.17) que ya que se tienen (3.9) y (3.14) y además ρε, wε

i
son uniformemente acotadas, entonces cualquier sucesión de elementos de B posee una
subsucesión que converge al funcional 0. De este modo el conjunto B es compacto en
H−1

loc (R×R+). Esto concluye la prueba.

Lema 7. Para cualquier constante c

ct + wε
i x es compacto en H−1

loc (R×R+) (3.18)

Demostración. Ya que wi
ε
x(·, t) son acotados en L1

loc(R×R+), entonces por (1.15) son com-
pactos en W−1,α

loc (R×R+) para algún α ∈ (1, 2) adecuado. Además es claro que wi
ε
x(x, t)

es acotado en W−1,∞
loc (R×R+), así por el lema de Murat generalizado (1.20) tenemos que

wi
ε
x(x, t) es compacto en H−1

loc (R×R+). Así

ct + wε
i x es compacto en H−1

loc (R×R+).

3.2. Convergencia puntual de wε
i (x, t).

En lo siguiente utilizaremos la barra " "para denotar el límite débil ? en L∞(R×R+).
Consideremos los campos vectoriales en

(
L2(R×R+)

)2

Dε
1 = (ρε, ρεφ(ρε, wε)) (3.19)

Eε = (−wε
i , c) (3.20)
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Notemos que

divDε
1 =ρε

t + (ρεφ(ρε, wε))x

rotEε =ct + wi
ε
x

por (3.4) con g(ρ) = ρ y (3.18) tenemos que son compactos en H−1
loc (R × R+), así que

podemos aplicar el lema de divergente rotacional a las sucesiones {Dε
1}ε>0, {Eε}ε>0 para

obtener
Dε

1 · Eε =Dε
1 · Eε

cρεφ(ρε, wε)− ρεwε
i =c ρεφ(ρε, wε)− ρε wε

i

cρεφ(ρε, wε)− ρεwε
i =c ρεφ(ρε, wε)− ρε wε

i

ρεwε
i =ρε wε

i

Por otro lado, considerando los campos

Dε
2 = (ρεwε

i , ρεwε
i φ(ρε, wε)) (3.21)

Eε = (−wε
i , c) (3.22)

el lema de divergente rotacional también se puede aplicar ya que se tiene (3.12), y así
tenemos:

Dε
2 · Eε =Dε

2 · Eε

cρεwε
i φ(ρε, wε)− ρε(wε

i )
2 =c ρεwε

i φ(ρε, wε)− wε
i ρεwε

i

cρεwε
i φ(ρε, wε)− ρε(wε

i )
2 =c ρεwε

i φ(ρε, wε)− wε
i ρεwε

i

ρε(wε
i )

2 =wε
i ρεwε

i

Sea (ρε, wε
i ) = (ρ, wi). Entonces

ρε(wε
i − wi)2 = ρε(wε

i )
2 − 2wiρεwε

i + ρw2
i

= wε
i ρεwε

i − 2wiρε wε
i + ρw2

i

= wi ρε wε
i − 2wiρε wε

i + ρw2
i

= 0.

Esto implica que existe una subsucesión de wε
i que converge puntualmente sobre el con-

junto {(x, t) : ρ(x, t) > 0} a funciones wi, donde ρ(x, t) es el límite débil de ρε.

3.3. Convergencia puntual de ρε(x, t).

El siguiente Lema y su demostración es una adaptación a la ecuación escalar

ρt + (ρφ(ρ, w1, . . . , wn)) = ερxx (3.23)

bajo la condición (3.2) del Lema de compacidad compensada sobre ecuaciones de conser-
vación escalar con un flujo discontinuo de espacio tiempo, realizado en [14].
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Lema 8. Supongamos que se cumple (3.2) y que dadas las expresiones:

S1(ρ) =ρ

Q1(ρ) =ρφ(ρ, w)

S2(ρ) =ρφ(ρ, w)

Q2(ρ) =
∫ ρ

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ

las sucesiones
{S1(ρ

ε)t + Q1(ρ
ε)x}ε>0 (3.24)

y
{S2(ρ

ε)t + Q2(ρ
ε)x}ε>0 (3.25)

pertenecen a un subconjunto compacto de H−1
loc (R×R+). Entonces existe una subsucesión de

{ρε}ε>0 que converge puntualmente en c.t.p. a una función ρ ∈ L∞(R×R+).

Demostración. Sea Ω cualquier conjunto abierto acotado en R × R+. Notemos que las
condiciones (3.24) y (3.25) son equivalentes a

ρε + (ρεφ(ρε, w))x es compacto en H−1
loc (R×R+) (3.26)

y

ρεφ(ρε) +
( ∫ ρ

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ
)

es compacto en H−1
loc (R×R+) (3.27)

y que esto se tiene como caso particular de (3.4) para los valores de la función g(ρ) = ρ
y g(ρ) = ρφ(ρ, w) respectivamente. De esta manera podemos aplicar el lema de di-
vergente rotacional a las sucesiones {Dε}ε>0 = {(S1(ρ

ε), Q1(ρ
ε))}ε>0 y {Eε}ε>0 =

{(−Q2(ρε), S2(ρε))}ε>0 para obtener:

Dε · Eε =Dε · Eε

(ρεφ(ρε, w))2 − ρε

∫ ρε

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ =(ρεφ(ρε, w))
2 − ρε

∫ ρε

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ
(3.28)

Ya que

(ρεφ(ρε, w))2 = (ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε))2 + 2(ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε, w))(ρεφ(ρε, w))

+ (ρεφ(ρε, w))2

(3.29)
y

ρε
∫ ρε

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ = (ρε − ρε)
∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ + ρε

∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ

+ ρε
∫ ρε

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ

(3.30)



CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE SOLUCIÓN GLOBAL ENTRÓPICA. 23

y por otro lado

(ρεφ(ρε, w))2 = (ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε))2 + 2(ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε, w))(ρεφ(ρε, w))

+ (ρεφ(ρε, w))2

(3.31)
y

ρε

∫ ρε

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ = (ρε − ρε)
∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ + ρε

∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ

+ ρε

∫ ρε

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ

= ρε

∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ + ρε

∫ ρε

0
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ,

(3.32)

reemplazando las expresiones de (3.29, 3.30, 3.31 y 3.32) en la igualdad (3.28), tenemos
que

(ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε))2 − (ρε − ρε)
∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ − (ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε))2 = 0.

(3.33)
Sea I(ρε) = (ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε, w))2 − (ρε − ρε)

∫ ρε

ρε (ξφ(ξ, w))2
ρdξ, entonces (3.33) que-

da:
I(ρε)− (ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε))2 = 0. (3.34)

La desigualdad de Cauchy-Schwartz implica que

(ρεφ(ρε, w)− ρεφ(ρε, w))2 =
( ∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))ρdξ

)2

≤ (ρε − ρε)
∫ ρε

ρε
(ξφ(ξ, w))2

ρdξ,
(3.35)

luego se tiene que I(ρε) ≤ 0 en c.t.p.
En vista de la condición (3.2):

0 = meas{ρ : 2φρ(ρ, w1, w2, . . . , wn) + ρφρρ(ρ, w1, w2, . . . , wn) = 0}
= meas{ρ : (ρφ(ρ, w1, w2, . . . , wn))ρρ = 0}

la cual en otras palabras dice que para la función g(ρ) = ρφ(ρ, w), se tiene que g′′(ρ) 6=
0 en c.t.p. tenemos que la desigualdad en (3.35) debe ser estricta. Esto implica que la
función no positiva I(·) tiene un máximo global estricto en ρε con I(ρε) = 0, así que

I(ρε) ≤ −cα c.t.p. sobre {|ρε − ρε| > α} (3.36)

para alguna constante cα > 0 que depende de α pero no de ε.
En consecuencia

meas{|ρε − ρε| > α} < 1
cα

∫
Ω∩{|ρε−ρε|>α}

Iε(x, t)dxdt→ 0, cuando ε→ 0 (3.37)
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Ya que α es arbitrario, esto prueba que ρε → ρε = ρ en medida, luego existe una subsu-
cesión de {ρε}ε>0 que converge a ρ c.t.p. sobre Ω.

3.4. La solución (ρ, wi) es entrópica.

Lema 9. Para la solución (ρ, wi), se tiene la siguiente desigualdad∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
η(ρ(x, t), wi(x, t))θt + q(ρ(x, t), wi(x, t))θxdxdt ≥ 0. (3.38)

Demostración. Consideremos el par de entropía-convexa flujo (η, q) definido en la demos-
tración del lema 6, es decir, η(ρ, wi, . . . , wn) = ρF(w1, . . . , wn), donde F es una función
estrictamente convexa, y q(ρ, w1, . . . , wn) = ρF(w1, . . . , wn)φ(ρ, w1, . . . , wn).
Notemos que probar la desigualdad (3.38) es equivalente a mostrar que η(ρ, wi)t +
q(ρ, wi)x ≤ 0 en el sentido de las distribuciones. Invocando a (3.13), tenemos

η(ρ, w1, . . . , wn)t + q(ρ, w1, . . . , wn)x ≤ εη(ρ, w1, . . . , wn)xx − εc0ρ
n

∑
i=1

wi
2
x (3.39)

donde c0 es una constante positiva. Notemos que el último término del lado derecho es
siempre negativo, así que podemos escribir (3.39) como

η(ρ, w1, . . . , wn)t + q(ρ, w1, . . . , wn)x ≤ εη(ρ, w1, . . . , wn)xx. (3.40)

Sea ψ ∈ C∞
0 (R×R+) tal que ψ ≥ 0. Si multiplicamos (3.40) por ψ e integramos sobre

R×R+ obtenemos:∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
[η(ρ, w1, . . . , wn)t + q(ρ, w1, . . . , wn)x]ψdtdx ≤

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
εη(ρ, w1, . . . , wn)xxψdxdt

(3.41)
por integración por partes tenemos∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
[η(ρ, w1, . . . , wn)t + q(ρ, w1, . . . , wn)x]ψdtdx ≤

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
εη(ρ, w1, . . . , wn)ψxxdxdt,

(3.42)
como η es estrictamente convexa y ψxx es de soporte compacto, entonces ηψxx es acotada,
luego haciendo ε→ 0+ se tiene∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
[η(ρ, w1, . . . , wn)t + q(ρ, w1, . . . , wn)x]ψdtdx ≤ 0. (3.43)



CAPÍTULO 4

Aplicaciones

4.1. Flujo de Tráfico

Consideremos el sistema{
ρt +

(
ρ(w− P(ρ))

)
x = 0

(ρw)t +
(
ρw(w− P(ρ))

)
x = 0

(4.1)

introducido como un modelo macroscópico para el flujo de tráfico por Aw y Rascle [1],
donde ρ, w son la densidad y velocidad de los carros sobre la vía y la función P es suave
y estrictamente creciente y satisface

2P′(ρ) + ρP′′(ρ) > 0. (4.2)

Podemos escribir el sistema (4.1) como{
ρt +

(
ρ(w− P(ρ))

)
x = 0

mt +
(m2

ρ −mP(ρ))
)

x = 0
(4.3)

donde m = ρw.
Los valores propios del sistema (4.3) son

λ1 =
m
ρ
− P(ρ)− ρP′(ρ), λ2 =

m
ρ
− P(ρ) (4.4)

con correspondientes vectores propios a derecha

r1 =
(

1,
m
ρ

)T
, r2 =

(
1,

m
ρ
+ ρP′(ρ)

)T
(4.5)

e invariantes de Riemann

z(ρ, m) =
m
ρ
− P(ρ), w(ρ, m) =

m
ρ

. (4.6)
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Además
∇λ1 · r1 = −(2P′(ρ) + ρP′′(ρ)), ∇λ2 · r2 = 0. (4.7)

Por esta razón el sistema (4.3) o equivalentemente el sistema (4.1) es estrictamente hi-
perbólico excepto para ρ = 0, donde los valores propios coinciden. La segunda familia
de ondas es siempre lineal degenerada y la primera familia es genuinamente no lineal
excepto cuando

2P′(ρ) + ρP′′(ρ) = 0. (4.8)

Basados en la anterior descripción del sistema (4.1) estamos listos para intentar abordar
la solución de su problema de Cauchy, mediante el resultado del teorema 7.

Teorema 8. Sea el dato inicial (ρ0(x), w0(x)) acotado, ρ0(x) ≥ 0, la variación total de w0(x)
acotada y P(ρ) que satisface

P(0) = 0, lı́m
ρ→0

ρP′(ρ) = 0, y ρP′′(ρ) + 2P′(ρ) > 0 para ρ > 0. (4.9)

Entonces, para el problema de Cauchy de (4.1) existe solución global entrópica (ρ(x, t), w(x, t)).

Demostración. Queremos garantizar las hipótesis del teorema (7) en este caso particular,
donde φ(ρ, w) = w − P(ρ). Es claro que las condiciones impuestas sobre el flujo se sa-
tisfacen, es decir φ(ρ, w) = w− P(ρ) esta en C1(R2) y por consiguiente es acotada sobre
cualquier bola cerrada en R×R+.
Considerando el problema de Cauchy para el sistema parabólico relacionado{

ρt +
(
ρ(w− P(ρ))

)
x = ερxx

mt +
(m2

ρ −mP(ρ))
)

x = εmxx
(4.10)

con dato inicial
(ρε(x, 0), wε(x, 0)) = (ρ0(x) + ε, w0(x)). (4.11)

Debemos ser capaces de encontrar un estimado a-priori L∞ para ρε(x, t), es decir

ρε(x, t) ≤ M

donde M es una constante independiente de ε.
Si multiplicamos (4.10) por (wρ, wm) y (zρ, zm) respectivamente, donde (w, z) son los in-
variantes de Riemann (4.6) obtenemos

wt + λ2wx =εwxx − ε(wρρρ2
x + 2wρmρxmx + wmmm2

x)

=εwxx − ε
(2m

ρ3 ρ2
x −

2
ρ2 ρxmx

)
=εwxx +

2ε

ρ
ρxwx

(4.12)
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y
zt + λ1zx =εzxx − ε(zρρρ2

x + 2ρmρxmx + zmmm2
x)

=εzxx − ε
((2m

ρ3 − P′′(ρ)
)

ρ2
x −

2
ρ2 ρxmx

)
=εzxx +

ε

ρ
(2P′(ρ) + ρP′′(ρ))ρ2

x

≥εzxx +
2ε

ρ
ρxzx.

(4.13)

Si consideramos (4.12) como una desigualdad respecto a la variable w y (4.13) como una
desigualdad respecto a la variable z, entonces podemos aplicar el principio del máximo
para obtener las estimativas w(ρε, mε) ≤ C1, z(ρε, mε) ≥ C2.
El argumento usado en (2.16) también es válido en este caso, así que la región

R = {(ρ, m) : w(ρ, m) ≤ C1, z(ρ, m) ≥ C2, ρ ≥ 0}

es una región invariante acotada para dos constantes adecuadas C1,C2. Así se obtiene los
siguientes estimativos

0 ≤ ρε ≤ M, |wε| = |m
ε

ρε
| ≤ M (4.14)

para una constante M adecuada que no depende de ε. Por último, nótese que (4.2) garan-
tiza que

meas{ρ : 2φρ(ρ, w) + ρφρρ(ρ, w) = 0} = meas{ρ : 2P′(ρ) + ρP′′(ρ) = 0} = 0 (4.15)

esto concluye la prueba.

4.2. Ejemplo 2.

Consideremos el sistema

ui t + (uiφ(u1, . . . , un))x = εuixx, i = 1, . . . , n. (4.16)

donde φ es una función suave no negativa y convexa y lı́m|ui |→∞ φ(u1, . . . , un) = ∞ para
cada i = 1, 2, . . . , n. Si multiplicamos la i-ésima ecuación en (4.16) por φui , y sumamos los
resultados, se obtiene

φt +
( n

∑
i=1

uiφui + φ
)

φx = εφxx −
n

∑
i,j=1

φuiuj uixujx ≤ εφxx. (4.17)

Podemos aplicar el principio del máximo a (4.17) y obtener φ(uε
i , . . . , uε

n) ≤ M, y así
obtener la acotación |ui| ≤ M.
En particular, si

φ(u1, . . . , un) =
n

∑
i=1
|ui|li , li > 1.

se satisfacen las condiciones anteriores.
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