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INTRODUCCION

Un tecrema de Jacobson establece que un anillo A , para el cual existe
un entero n > 1, tal que para todo a € A , a' = a (Anillos gque de-
nominaremos Jn-anillos), es necesariamente un anillo coﬁrnutativo. Como
puede versé en el apendice 1, usando de manera estandar el lema de Zorn,
se prueba que un Jn-znillo A posee ideales maximales bilaterales y que
el radical de Jacobson de A (definido como la interseccidon de todos los
ideales maximales de A ) contiene solamente el elemento 0 . Lo anterior
permite reducir el problema de demostrar la conmutatividad de A , al
prablema de demostrar la conmutatividad de  Jn-anillos que scn anillas
de divisién. La conmutatividad de estos dltimos anilios se prueba bhaciendo

uso del teorema de Wedderburn, el cual establece que todo anillo de divi-

sion finitu es un campo.

En este trabajo se demostrard la conmutatividad de ciertos Jn-anillos con
una técnica prapia y completamente diferente. 5e desarrollard un método
que involucra el uso de anillos de polinomios y gque permite reducir el
problema de demostrar la conmutatividad de vn Jn-anillo, al problema de
probar gue cizrto subanillo, de un anillo cocientz, en un anillo de polino-

mios, es igual & todo et anillo.



Como puede verse en el apendice 2, es posible demostrar de manera
elemental la conmutatividad de un Jn-anillo cuando n es un entero pe-
quefio, por ejemplo para n = 2,5,4,6, A partir de estas demostraciones se
puede pensar hasta que punto es posible extender estos metodos de demos-
tracion, que no hacen uso del lema de Zorn ni tampoco del teorema de
Wedderburn, para probar la conmutatividad de los Jn-znitlos. Se han hecho
algunos intentos en esta direccion. [En (2] se prueba por ejemplo que
todo Jn-anillo con n = p + 1 donde p es un ndmero primo de la forma
2L< + 2™ o1 con m,k == 0 es conmutativo. En [11] se prueba que un
Jp-anillo (con  p un ndmero primoj, que tenga caracteristica p , cs

conmutativo.

Las ideas que sparecen en estc trahajo fueron sugeridas por las demostra-
ciones que aparecen en el apéndice 2. En todas estas demostraciones el
camino seguido ha sido similar.  Se toma un elemento general x de un
Jn-anillo Ay se dermuestra que x esta en C(A) , centra del anillo A,
. n-1 . .
a partivr del hecho de que X £ C{A}). Formalmente padriamos pensar
que en vez de estar operando con elementos de A , estamos operando con
polinomios en la variable x . Supongamos, por ejemplo, que se esta
tratando de praobar la conmutatividad de un  JIn-anillo A cl cual tiene
caracteristica 2, (2x = 0 para todo x € A), y supongamos, ademds, que
de alguna marera hemos demostrado gue para cualquier clemento x € A
. 3 2
se tiene que x - x° + x € C(A). Como x representa un elemento
cuaiguiera de A, podemoes camblar a X por una expresion polindmica
. 5 7 :
en x , digamos x” + x y afirmar que

(5 35

x7) (x7 + x7)2 n (x5 + x7) e ClA) .



Esta cxpresion la podemos desarrollar pensando que estamos multiplicando
polinomios en fa variable x con coeficientes en el campo 7[2 de los
enteros modulo 2 (esto ya que 2x = 0 pues A tiene caracteristica 2)
y después podemos usar la relacidn X' = x (va que estamos en un
Jn-anillo) para reducir cualquier polinomio en x a otro polinomio donde
solo aparecen potencias de x menares que n . El objetivo final es

demostrar que x € C{A) ; usando lo siguiente:

i) Siempre que tengamos que pi{x; € C{A), podemos cambiar la varia-

ble x por un polinomio g(x) vy afirmar que plg(x)) € C(A.

iiy Si pq(x) € CA) vy pz(x) € C(A) , entonces se puede ver que

p,,(x) + pz(.o £ CA), p1(x) . pz(x) € C(A) .

i T e o,

Si denotamos por < x" - x> el ideal de Z’z[x] generado por X - x

podemos pensar que las operaciones entre polinomios p(x) se efectdan en
ol anillo cociente ZZ[XJ < x - x> {ya que intuitivamente estamos

. Co n :
identificando @ x con x y a 2x con cero) y que en este anillo tene-

mos un cierto subanillo S con la siquiente propiedad: Si p(x) € §

A A

entaonces pla) € C{A) , es dacir, si cambiames a x por un elemento

a € A  la expresidn resultante estd en el centro de A. Asi, si probamos

0 lo que es equivalente, que S, = Zz{xj < - x ™,

gque x & A

SA,

estaremos probando que A es conmutativo.



Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, en cl primer capitulo,
después de mostrar algunas propiedades elermmentales de los elementos de

n
<X - X2y en

un  Jn-anillo A, se define el subanillo S, de Z/p[x}
1.7 se establece la propiedad fundamental de este subanillo, que es la
de absorber las potencias n - 1 de los elementos de Zp[ x] [-::xn - X,
finalmente en el teorema 1.8 se muestra que A g5 conmutativo si SA

es todo el anilio Z’p[x] <X o x>

El seqgundo capitulo estd dedicado a estudisr la factorizacion del polinomio
x'' - x en factares irreducibles en Zp[x} , {p un nimero primo). Cuando
este polinomio se considera en Z[x] su factorizaciéon es bien conocida en
términos de los polinomios ciclotdmicos. Sin embargo, hasta donde nosotros
sabemos, en los textos de algebra no aparece el estudio de la factorizacidn
de cste polinomio en el anillo Z/p[x] . Como una aplicacidon de la teoria

de Galois, cn 2.16 se demuestra la manera como se descompone el polino-

mio x - x en factores irreducibles cn 7p[x} .

. . 0 n

En cl capitulo tercero usando nuestra factorizacién de x - x en Z [x],
. . [ N
se prueba que si p T n-1 , entonces ZpLxJ <Ix - x» se puede des-
componer como una sumna de campos, y con este resultado se prueba, fi-
nalmente, en el capitulo 4, que un Jn-anillo A con caracteristica prima
p es conmutativo; siempre que n  posea ciertas propiedades respecto al
primo p , estos enteros los llamaremos admisibles para p .  Para un
primo fijo p , se prueba que n = p resulta ser admisible, de donde se
deduce la conmutatividad de los p-aniillos {Anillos para los cuales a=20
p

y a® - a para todo a € A). Se muestra también como en algunos casos



especiales el problema de decidir cuando un entero n es admisible para
urt primo  p estd relacionado con el probiema de determinar las raices

primitivas del primo p .

Creemos que las ideas desarrolladas en este trabajo son nuevas herramien-
tas para probar la conmutatividad de otros anillos o dalgebras en donde

todos sus elementos verificaran una cierta ecuacidn.



APENDICE 1

Un anillo R se llama un J-anille si, para cada x € R existe un

xn(x)

entero  n{x) > 1 {dependiente de x) tal que - %x . Presentaremos

en lo que sigue la prueba tal como aparece en [3] , capitula 9 del si-

J

guiente teorema:

TEOREMA: (Jacobson). Si R es un J-anillo, entonces R es conmutativo.

Probaremocs primero el teorema en el caso on gue R es un anillo con
unidad. La prueba se basa en el teorerna de Wedderburn el cual establece

lo siguiente:

TECREMA: (Wedderburn): St R es un anillo de division finmto, R es

commutativo.

La prueba de este teorerma puede verse cn [5] pag. 194. Otra prueba

diferente puede verse en [a] pag. 319.

Er 2l lema siguiente denotarermos con D un anillo de division, cen |
el subcampo de O generado por la unidad de D y con C({D; el centro

de D.



LEMA 1. Sea D un anilio de division con caracteristica p>> 0, p un

m

ndmero primo.  Supongamos que a € D es tal que A = a,

para un cierto m>> 0, y que a (%I C(D) . Entonces, exisite un x € D

tal que:

i) ><a>-c_',t € Ip(a) (Ip(a) denota el campo que resuita de extender a [

adjuntando el elementa a )

m

En efectn, coma a2 - a=-0 , @ es algebraico sobre Ip y ¢l campo

Ip(a) es finito con p" elementaos, para algin entera n>> 0, { [3] pag.

i n
141), mds adn, cada r € Ip(a) cumple que = .
Definamos la funcion fi D ——» D, para cada x € D, como
S _ - Ik k-1
fix) = xa - ax . Si para cada k > 1 definimos [ (x) = F(f (x)

s¢ verifica facilmente por induccion scbre k& que:

I K- i k) k-i
f(x):}l(—ﬂ &l/axa
i-0
Cuando k = p la ecuacidn anterior se reduce a P = xaP - aPx

esto ya que p /(?) para 0<Zi<Ip, y la caracteristica de D es p,
\

Mediante un nuevo pasa de induccidn se verifica factlmente aue

n n n n n
P (x) = xa® - aP , pero a~ - a luego P (x) = f(x) , para todo

x € D, de donde se deduce que oo f



fPara cada etemento r© € lp(a) , considerermos la funcidén Tr definida cn

D como Tr(x) - r.x . Paracada x € D se tiene que:

f.Tr(x) = f(rx) = (rx).a - alr.x) = rxa - rax {(ya que a y T canmutan

por estar ambos en Ip(a) ). Por otro lado se tiene que Tr.f(x) = r(xa - ax)
= rxa - rax = f.Tr(x) . Fsto nos muestra que para todo r E Ip(a)

fT =T f.
r r

n
Como se ve en ( [ 3] , pag. 188) el polinomio yPoo y E [p[yl se

factoriza completamente en factores lineales en Ip(a) , €5 decir, se tiene

que:
pn , i
y'oomy = I Gy -o=y T vy - 0)
€1 (a) 0+r & 1a
P , @)
En virtud de que Trf = fTr y usando la ecuacidén anterior, se sigue que:
n o
0= -f-H TG -T1) (1 .

0 4 €1
ir p(a)

Mestremos ahora que existe un X % 0 en D yun T :r’- 0 en I(a)

tal que (f - TF)(x) = 0 . Si este no fuera el caso, se tendria que para

cualquier r 4 0 si (f - Tr)(x) = 0 implicaria que x = 0. Sea

n n n
gr:f—Tr. Como ° = y 7~ f se tiene que qE :gr,olo
p'-1
fje es equivalente gr(_g i - T]) - 00 5 x €D se tiene gue
i

n n
q, [(gf T T,I)(x)} = 0 de donde se deduce que g?\ _1(><) = X para



n
cualquier x € D . Dado un =z € D se tiene que gr(qpr _2(2)) =z lo

cuai muestra que 9. es sobreyectiva, para toda r % 0 vy por lo tanto

11 g también lo es. De lo anterior y de la ecuacion (1) se
04+ r € Ip(a) r

obtiene que f(x) = 0, para todo x € D, lo que es equivalente a decir

que xa = ax para todo x &€ D lo cual contradice el hecho de que

o & C(D) .

Sea x £ 0 y r 40 tales que (f - TF)(x) = 0 . l.o antertor significa

que xa - ax = rx o bien que xax | = r + a € Ip(a) . Como r £ 0

el producto xax | 4

I
jab]

COROLARIO: En el lema anterior xax_1 = ak % a para un entero k>0

En efecto, sea S el orden de a en el grupe multiplicativa de I'p(a).

o

En el campo Ip(a) los  § elementos a,az,...,a“’ = 1 son raices del

plinornio yS -y E Ip(a)[y] . Como xax_1 es también raiz de dicho

. - , ; 2 5
polinomto, deberd ser igual a uno de los elementos a,a™,...a , en conse-

. . i -1 k
cuencia existe un k, 2="k<Is-1 para el cual xax = a .

LEMA 2. Sea R un J-anillo. St R es un anillo de division, entonces

R es conmukaktiva.

Mostremos en primer lugar que R tiene caracteristica p >0, p un

primo. 5i la caracteristica de R es 2 no hay nada que probar. Si



a ]'t 0 cstd en R por hipOtesis existen dos elementos h,k = 1 para

los cuales a = a , (Za)k = 2a . Si hacemos q = (h -~ T}k - 1) + 1 =>1

se siguz que al = a y (2a)9 = 2a de donde obtenemos (29 - 2)a = 0 .
Como R es un anillo de divisidn, existe un entero positivo minimo primao
p, tal que p.a = 0, lo que implica que la caracteristica de R es p.
Si como en el lema 1 denotamos con Ip el subcampo de R generado

por la unidad de R , como ah = a el elemento a es algebraico sobre

Ip y la extension de Ip adjuntando  a , Ip(a) , €5 un campo, con diga-

n
n . .
mos p elementos. 51 asumimos que A ¢ CR) como a" = a {ya

que a € Ip(a) )} por e! corolario del lema 1 se deduce que existe un

b € R y un entero k ™>1 tales (]L-IB bab_1 = ak I—L a , Un razonamiento
mn
similar aplicado a Ip(b) muestra que existc un m > 1 tal que b” = b.
Consideremos el siguiente conjunto de sumas:
n
J P_—1 pm“1 .
W > E roalkl . €
| &, i 1 1} P
1= J:O
&l conjunto anterior es finito, ademéas como ak.b = b.a el conjunte W

es cerrado bajo la multiplicacidn y es por lo tanto un subanilio de division

de R . Por el teorema de Wedderburn W es conmutativo y ab = ba

. . ~1 L .
contradiciendo la relacidn  bab = ay 1 a4 . I.a contradiceién nraviene de

suponer que a (%i C(R) . Luegn a € C{R} paratodc a€ R y R es

conmutativo.

10



LEMA 3. Sea R un J-anillo. Todo ideal a derecha I de R es un

ideal bilateral.

En efecto, sea a € 1 con a' = a (n>1). En la proposicion 1.1 dei
. n-1 . n-1

capitulo 1 mostramos que © - a es idempotente y que a € C(R).

Sior €R ra = Fan_1.a = a" ra = a(an'z.r.a) = ar' , con r' = an_zr.

Como ar' € 1 esto muestra que ra €1 y 1 es bilateral.

Observaeién: 51 R es un  J-anilio con unidad un arqumento estandar
usando el lema de Zorn muestra que R posee ideales maxirnales a dere-

cha los cuales sen bilaterales segdn el lerna anterior.

En el lema siguiente rad(R) denota el radical de Jacobson de R el
cual estd definida como la interseccidn de todos los ideales maximales de
R , recordemos que un elermento a € A pertenece a rad(R) si y sole

si 1 - ar es invertible para todo r € A .

LEMA 4. SI R es un J-anillo con unidad R es semisimple, es decir,

rad{R) = <U> .

En efecto, si suponemos que Z € rad(R) vy si z" -z para un cierto

m > 1  entonces 7m-1 € rad(R) y por la proposicion 1.1 del capitulo 1,

yALLRLI , es idempotente (e2 = ¢), Y como se tiene que e E rad(R),
(t - e) cs invertible. St w £ 2 <3 tal oue {1 - elw = 1, como

(e - ez)w = e(1 - e).w = 0 se deduce que e = 7m1 _ g y Z = 77z -0

11



TECOREMA: Si R es un J-anillo con unidad, R es conmutativo.

En efecto, sit M es un ideal maximal de R por el lema 3 ™M es

bilateral y anilto cociente R/™M  es un anillo de division por no tener

ideales triviales. Como R es un J-anillo se verifica facilmente que
R/M es también un J-anillo. Por el lema 2, R/M es conmutativa. Si
5,6 € R/M se tiene que ab = b.a luego a.b - b.a € M . Esta Gltima
relacion se cumple para todo ideat maximal ™M de R, luego ab - ba

estd en rad(R) vy como radiR) = '{D‘&, ab - ba = 0 luego a.b = b.a

vy R es conmutativo.

En el siguiente tecrema se establece la conmutatividad de un J-anille R

gue no tenga necesariamente unidad.
TEOREMA: Si R es un J-anillo, R es conrmutativo.

En efecto, Sean ab € R ., Supongamos que a.b - ba $+ 0. Como
(ab - ba)n"1 = e € CR) vy es idempotente, se tiene que S = R.e = e.R
es un J-subanillo de R con unidad (e es la unidad de S ) vy por el
teorema anterior S es conmutativo, luego (ab - ba)e = 0. Perao
(ab - ba)e = (ab - ba)n = ab - ba = 0 lo cual contradice el hecho de gue

ab - ba £ 0. Esto muestra que R es conmutativo,

12



APENDICE 2

0. Se reunen en este apendice alqgunas de las demostraciones que nos

motivaron a realizar el trabajo de tesis.

1. 51 A es un Jz—anillo, A es conmutative

St A es un J,-anille se tiene que’ (—a)2 = -a . Por otra lado se tiene

2

que (—a)2 = (-a)(-a) = al = a luego -a = a para todo a € A de donde

se deduce que la caracteristica de A es 2, 2a = 0 para todoc a E A,

rl

Si tomamos b,e € A se tiene que (b+c)2 = bz + bc + cb + c2[= b+ c ;

de donde resuita que bc + ¢cb = 0 6 bc = -cb = cb para cualquie~ par

de elementos b y ¢ en A , esto muestra gue A es conmutativo.

2.51 A es un J}—anillo s A es conmutativo

En efecto, sean a,b € A , observemos que si ab = 0 entonces b.a = 0.

Esto ya que b.a = (b.a)3 = b.(ab)za = bla=0. Si xy €A como

xa = xj.x = x2 , se tiene que xz(xzy -y) =0 vy (yx2 - y)x2 = 0. Por
? 2

la observacion antertar se tiene que (x'y - y).x2 =0 vy x""(yx'Z -y) = 0.

- . 2 2 .
Las dos (ltimes ecuaciones muestran que x y = yx  de donde conecluimos

que x2 conmuta con cualquier elemento y de A . Si denotamos con



C{A} el centro de A , hemos demostrado que el cuadrado de cualguier

elemento de A estd en C(A} , en especial, se tiene que (><2+><)2 £ CA)

£
pero (x2+x)2 - Xty 2><3 + ><2 = 2)(2 + 2x E C(AY . Como C(A) es un

subanillo de A, vy 2x2 € C(A) resulta que 2x & CAY (1L

Por otra lado tenemos que (xz + x}7 = x~ + x . Desarrollando la expre-

510N (x2 + ><)3 = x6 + 3)(5 + 3.\(4 + ><3 = 4)(2 + 4x e igualando, obtenemos

que 3x2 + 3x = 0 vy por consiguiente 3x2 + 3x € C(A) . Comao

3 e C(A) se tiene que 3x € CA) (2) . De (1) y (2) obtenemos que

x € C{A) para cualquier x € A ; es decir, A es conmutativo.

En la demostracion anterior lo primero que se hizo fue probar que

x2 € C(A) . En general, puede demostrarse de manera sencilta, proposi-

cion 1.1, que si a estd en un Jn—fmillo cualquiera A , entonces

4 ,
a € C(A) . Con base en esto veamos como puede demostraree la

siguiente afirmacion
3.5 A es un Jé—anillo , A es conmutativo

En efecto, como para todo a € A se tiene gue a = a , entonces

2.3 6

(-a) = (—8)6 = ((—a}(—a))3 =(2")" = a = a de donde se obtiene que -a = a ,

6 bien, que 2a = 0 y A tiene caracteristica 2. Si x € A

I~

i /7
)= (x4 xz)(x4 + xj

(x + xz)5 E CA) . (x + xz)5 = (x + xz)(x + X Y o=

=x5+xa+x+x5=xa+x€C(/—\) (1) . Como x4+x estd en el

14



Ze o)y

2

.. i 4
centro de A su cuadrado también estd, esto es, (x  + %)

(x‘4 + x)2 = x8 + x2 = ><3 + xz € C(A) . St en la expresion ><3 + X

cambiarnos a x por  x + :<5 , obtenemos (x + ><5)j + (x + x5) € ClA).

Desarrollando la expresian anterior se obtiene que x3 + x € CA) . To-

mando cuadrado se tiene que (x3 + x)2 - x + X2 E C(A) () . De (1)

y (2) se sigue que (x'q n ><).(><2 + x) € C(A) , desarrollando se obtiene que

xs X ¥ x2 + ><3 € c{A) . Como x5,><3+><2 estdn en C(A) se tiene

b

3 2
que  x_ o+ x + x7 + x_ - (x

3 T xz) - xs € C(A) de donde resulta que

x € C(A) y A es conmutativo.

Antes de pasar a probar que un Ja—rmillo es conmutativo, probemos el

siguiente lema.

4. LEMA: St A es un anillo en donde para todo a € A, a’ i a € C(A),

A es conmutativa.

Sean x,y. un par de elemenlos cualquiera de A . Entonces

(x + y)2 + (x + y) € C(A) desarrollando lo anterior obtenemas y2 +

x2 + Xy + yx + x + y € C(A) . Si de la expresidon anterior restamos

x2+x y y2+y obtenemos que xy + yx € C(A) ; vy por lo tanto

(xy + yx).x = x.xy + yx) , de donde resulta xz.y = y.x2 . Esto implica

que xz € C(A) y como x2 + x € C(A) se concluye que x € C(A) vy

A ©s conmuiativo.

15



5.5 A es un Ja—anillo, A es conmutativo

En efecto, (-a) = (ﬁa)4 = ((-a)(-a))2 S ; de donde 2a = 0 para

todo a € A . Si x €A, (x+ ><3)3 € C(A) . Desarrollando esta ex-
presién resulta que {(x + xj)j = ij + x2 + X = x2 + x € C(A) , para todo

x € A . Usando el lema anterior se concluye que A es conmutativo,

16



1. ESTUDIO DE LA CONMUTATIVIDAD DE. UN Jdn-ANILLO

A TRAVES DEL ANILLO Zp[x] [ < Xt x >
1.0 In-ANILLOS

Diremos que un anillo no trivial A  es un Jdn-anillo, n =1, si para todo
elemento a € A se verifica la ecuacidn @ = a . FEl| objetivo principal
£

de este trabajo es el de mostrar como la conmutatividad de un Jn-anillo

se puede caracterizar a través de un anillo exlerior a el.

LLa siguiente proposicion nos muestra algunas de las propiedades que tiene

-1 .
el elemento an en un Jn-anillo.

Denotaremos por C(A) el centro del anillo A y con (a) el subanillo

de A generado por a ([3] pag. 14).

1.1 PROPOSICION: Sea A un Jn-anillo. Para todo elemento a € A se

tiene que a1 e C(A) ¥y a1 actda como elemento unidad en el

subaniNo  (a).

En efecto, observemos que si ab € A y ab = 0 entonces b.a = 0, ya

que b.a = (b.a)" = b(ab)n-1.a = 0 . Ademas se tiene que



n-2 n _n-2 n-2 n-1
.a).a = a .a = .8 - a de estas dos abserva-

Wyo-y) = an‘q.y - an_1.y = 0 luego

.a = (an_lI

. . n-1, n-1
ciones se sigue que a .(a

(an_1.y - y).an_1 = 0 (1) para cualquier elementc y € A . Similarmente,

{y - yanJ)an_lI = 0 de donde Bn—1(y - yan'1) = 0 (2) . De las ecuacio-
_ n-1 n-1

nes (1) y (2) obtenemss a .y = y.a para todo y &€ A , esto nos

muestra que an_1 € C(A.

n . _ .
Probemos ahora que a es un elemento unidad en” (a) . En primer

lugar UL S sa AL y como todo elemento de (a) se

puede escribir camo una suma finita: % .ol , cntonces
i=0

al

- —- : o .
a’ 1. > + al - > + a"lal - g + a) . Similormente se abtiene
>0

j n-1 ] n-1 S
que > + & |.a = :>i + &' , la cual muestra que a es uni-

Denotaremos por  Z el anillo de los enteros, por m un elemento del

campo Zp de los enteros mddulo p, con p un ndmero primao.
1.2 Sea R un anillo cuslquiera,  Diremos que R tiene caractertstica

n>»1,s na=0 paratodo a € R y n es el minimo entero

positivo con esta propiedad,
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1.3 PROPOSICION: Sea A un Jn-anillo con caracteristica prima p .
Para cada a € A , a 7L 0 se pueden construir homomorfismos

B - -1
Lpa . gp_.__> A, +a : Zp[x] ——3 A tales que: lPa“) =a' »

f#ﬂ(x) =a vy crl)a restringida a Zp coincide con lPa.

— . — n-1 -y
. 4 \ _
En efecto, para m € Zp definimos l]Ua(rn) =m.a lLa funcién LPB
esta bien definida ya que si ﬁ,l = ?ﬁz , P divide a 'm,l - m, y como
Jn tiene caracteristica p entonces (rnT - mz) an_1 = 0 ; luego

oy _ N . o _ -

LPa(rn1) = U[Ja(mz) Esta claro que l]'Ja(m1 + rnz) = UiJa(rn,l) + LlJa(mz) .
n-1.n-1 _ n-1 . . . n-T

Como a .& - a se tiene que H”a(m1'”‘2) = m,m,a =

= m an-(I m an_1 < W (m )W (m,). Para corstruir a b extendamos el

B i - LIJa 1 'L{Ja 2 [a ' 7

homomorfismo LPa al anillo de polinomios Z’p[x] enviando la variable

T .
x en a . Para un elemento g{x) = ; m. x'  definimaos
i-0°
r . \
?B(Q(X)) = Z" Ufja(mi)al donde hacemos a° igual a aﬂ_(I . Sea
i=0
S .
h(x) = R, %' Es facil ver que L#a(g(x) + h(x)) = t%a(g(x)) + %a(h(x)).
i=0
r+5 ) i
C N3 = . ! = ™. h i
omo  glx).h{x) \_;__ € X con c —S_ rnJ. hi—j , se tieme que
iZU ]:O
F+S . T+5 i )
= g g (m)A (h, !
blabhG) = S W) S S pmuey |
=0 i=0 =0

19



ya que U[Ja es un homomorfismo.  Por otre lado é;)a(g(x)).%)a(h(x)) =

r s
lT!_Ja(r_rii) a. g lJJa(_r—:.l) a' . Reuniendo en este producto, para
i=0 i=0

. . . i
cada ( <C i1 = r+s , todes los términos que contiemen a  a obtenemos

r+s i

~ (= — P
+a(g(><)).<aa(h(><)) = g [ > ija(mj)'l"’la(hi—j)] a = 0_{(g(x).n(x))
i=0 i=0
1.4 OBSERVACION: Para cada a € A, a % 0 el bhomomarfismo 4)8
puede extenderse a! anillo cociente Zp[x] ] < %o x> , donde
< x" - x> denata el ideal do Z’p[ x] generado por el polinomio

Tx" -7 x, yaquesi px) € <<x" - x> , plx) = q(x).(xn - %)y se

tiene que r%ra(p(x)) = lf')a(q(x)).r‘:[;a(xn - x) = #va(q(,x)).(an -a) =0. EIl teorema

de extension a los cocientes (ver [6] pag. 70) nos garantiza la existen-

cia de un homomarfismo ?a tal que el dlagrama siguiente conmuta:

%a

p -

P
L]
x
| E—
~
I

donde rLdenota la aplicacion candnica, rL(p(x)) = R;—) ,a;() S Zp[x] /<><n—x‘>
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1.5 PRECENTRO. Sea A un Jn-anillo con caracteristica prima p .

Al conjunto SA = ﬂ %}1 (C(A)) , la interseccidn de las imagenes
axl 8
[l

inversas del centro de A bajo cada uno de los homomaorfismos ?:a y la

T N - -
llamaremos precentro de /zp[x] /f\x - x> relativo a A .

1.6 OBSERVACION: La imagen inversa de C(A) bajo cada homomorfismo
_[Fa ,a € A, a TE 0 es un subanillo de Z’p[x] / =x" - x»; luego tam-

bién lo es S/_\ nor ser interseccion de subanillos de Zp[x} !<xn - X,

La proposicién siguiente nos muestra que el precentro es un suhanillo que

tiene la propiedad de absorber los elementos elevados a la paotencia n - 1.

1.7 PROPOSICION: Sea A un Jn-anille con caracteristica prima p.

Si u(x) € Zp[x] / < x" - x> entonces @5{1—1 €5, -

En efecto, para cada homomorfismao %;1 se tiene que

— J— n-1 -
};a(u(x)n_”l) = [E(U(X)):l . Si hacemas b = cga(u(x)) , por la proposi-

-
cién 1.1 se tiene que o™ e C(A) , luego t?a(u(x)n_1) € C(A) para todo

homamorfismo ?’1 con aE€ A a Ii 0 . Esto nos muestra que

aa)n—’[ c ; -1
EQD o (C(A)) = SA
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La propocsicidan siguiente nos rmuestra como la  conmutatividad de un
Jn-anitlo A con caracteristica prima p se puede ver a través de un

anillo exterior a él.

1.8 TEOREMA: Sea A un Jn-anillo con caracteristica prima p . A es

conmutative si y solo si el precentro de Z’p[x] / <><n - x> relativo

a A es igual a todo el anillo Z’p[):] f<x" - x>

Supangamos que S, = Z [x] / <xn - X y veamaos que A es conmu-
tativo. Como el elemento x € SA , se tiene que a = ;l)_a(i) € C(A) para

todoc a € A, esto muestra que A "es conmutativo.

Reciprocamente, si A es conmutativa y px) € Zp[x] l <x' o x> se

tiene que para todo a € A, a § 0 glaa(p(i)) € A = C{A) luego

px) € [ _1(C(A)) -5, , to cual prueba 'que S, = Z [x]| <x" - x>
a A A n
a0
Denotaremos en lo que sigue al anillo Zp[x] <X - x> simplemente

como Z’p,n[x} .

El teorema anterior muestra que es posible demastrar la conmutatividad de

A praobando que SA = Z’U ”[ﬂj . la proposicidn 1.7 nos qarantiza que

para cualgquier Jn-anillo A con caracteristiea prima p, SA no es trivial
. s ayn=1 —=n-1

ya que por ejemple 1,(x + 1), x son elementos de SA . Veremos
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mas adelante que si n y p estan relacionados de cierta marnera es
posible garantizar que un subanillo R de Z [ﬂ que tenga la propie-

dad de absorber las potencias n-1 , es necesariamente todo el anillo
[x] y por lo tanto todos los Jn-anillos con caracteristica prima p en

donde n,p estdn en la relacidn mencionada seran anillos conmutativos.

Veremos en lo que sigue como es posible descomponer a Z’p n[x] en una
?

Suma de campos. Para ello necesitamos estudiar antes la factorizacion del

polinamio  x" - x en Z’p[x] .
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2. FACTORIZACION DEL POLINOMIO x" - x (n>>1) EN zzp[x]

n-1

2.1 Es claro que el polinomio x' - x es igual a  x.(x - T) ; luego

. c n -
el estudio de la factorizacion de x - x en # [x] se reduce a ver

. , . n-1 = . .
como se puede descomponer el polinomio X - 1 en factores irreduci-

bles en Zp[x] . El hecho de que los coeficientes de ><rl_1 -1 estén en

Z/p hace que la descomposicion de este polinomio en factores irreducibles
sea més compleja que en el caso en donde sus coeficientes estdn en 2.
- _ . ‘ 7 _ ;

Por ejemplo el polinomio x° - 1 en Z[x] s¢ puede factorizar de la

siguiente manera s k- ’I)(x6 + x5__ et e ks 1) donde

cada factor es irreducible, sin embargo en el anillo Z/2 [x] , por ejemplo,

el sequndo factor no es irreducible ya gue x6 + x5 Foe b x4 1=
= (1 + x2 + xj)(T + X 4+ Xj)
2.2 CAMPO RAlZ DE x"' .71
Denataremos par E el campo raiz del polinomio xn_1 - 1. Recor-

demos que la caracterizacién de E esta dada por las dos afirmaciones

siguientes:



i) El campo E es una extensién de Zp en donde el polinomio xn_1—7

se puede factorizar como producto de factores lineales. Es decir, exis-

ten WosWopeee W o €1 E  tales que
xn_1—T:(x—vJ)(x—w) (x - w_ )
1 27 n-1
ii) £ es la minima extensién de Zp en donde xn—1 -1 se puede fac-

torizar comou praducto de factores lineales, es decir si Zp CTCE

n-1% - . . .
y X - 1 tiene todas sus raices en 1 , entonces T = E .

2.3 OBSERVACION: E] campo raiz E , de xn—1 -1 , S¢ obtiene exten-

diendo sucesivamente a Zp con campos de la forrma EO = Zp

Eiz Ei_,f[x]/(pi(x)>) Ern - E , donde <pi(x)> denata el ideal generade

'l:'],... m

por un polinomio pi(x) irreducible en E.l_,l[x] a0t [4] pag. 180). Cada

uno de los campos Ei , 1=1,... m  es un campo finita como puede verse

4
por induccién sobre i. Para i-0 , Eo = Z’p es finito. Sea ry o= grado pi(x)
y asumamos que Ei q €8s finito. Los elementos de Ei san de la forma
r
8 4+ A,z + e + @ oz donde a ,a ,... & € E. Yy 7 €5 un
o 1 Mg o’ r g -1

cierto elemento en Ei , ( [4] pag. 171), luego el ndmero de elementos

en Ei es igual al nimero de combinaciones lineales posibles de la forma

antes indicada. 51 denotamos por lEi’ el orden del campo Ei , segin
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r.
1

lo anotado antes lEil = |Ei-'|l . | Ei—’l‘ |Ei—'|l = IEi—’I J Esto

r.
b

muestra que Ei es finito.
Como E es un campo finito y es una extension de Z’p la caracteristica

de E debera ser igual a p .

2.4  Asumiremas de ahora en adelante que p es un primo gue no divide
a n-1. Esto implica que el polinomio Do e Zp[x] no tenga
raices repetidas en E , io cual se deduce del hecho de que é! y su deri-

vada (n-1) 2 (que es distinta del polinomio nulo, ya que p Tn—’l)

no tienen factores no triviales en comGn. ([4] pag. 192),

2.5 LCs claro que las raices de anI -1t en E forman un subgrupo del

grupo multiplicativo de E , y gue los elementos de dicho subgrupo

s0N exac\tamente los elementos de Ln—1 = { z & E{ zn_1 =1 % . Como

el grupo multiplicativo de E es ciclico, ya que E &s un campo finito,

el subgrupao Ln-’l también lo es y por lo tanto existe un elementa

w E Ln—’l generador de Ln—’l . Como ><n_1 -1 tiene n-1 raices dis-

; . 2 n-1 -

tintas, el orden de w debera ser n-1 y L = WW W =1/
n-1

2.6 Ln adelante la frase o divisor de n-1  indicard divisor positivo de

n-1. Para cada divisor d de n-1 definamos

Hd = {z € Ln_1 l ofz) = d > {donde o(z) denota el orden del elemento
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Zn_’l..']%)de:{LELn_fl Zd:Tk.

Z en Ln_,[:<4&E l

Como puede verse facilmente Gd es un subgrupo de Ln—1 mientras que

Hd no lo es necesariamente. 5t d,,d son dos divisores distintos de
112

n-T los conjuntos Hd,[ , Hd2 son disjuntos. Cemo el orden de cualguier
elemento de Ln—’l es un divisor de n-T1 , la unién de los conjuntos Hd
es todo el grupo L , L = U Hd .
n-1 n-1
d]n—‘l

La proposicion siguiente nos muestra que Gd  es un grupo ciclico de

n-1
d
orden «d generado por el elementoc w , lo gue denotaremas como

Gd = (w d ), donde w es el elemento generador de Ln_1 .
2.7 PROPOSICION: Con la notacién anterior, para cada divisor d de

n-1 se tiene que:

i) HiC Gd CL
, n-1

n-1
D gg=wd) y |aa| -d

La primera afirmacion es una consecuencia inmediata de la definicidn de

Hd y Gd.

Para ver i) , Sea z € Gd , como z E Ln—‘l se Liene que z = w

. p . , d ofd -
para un cierto o , 1< o << n1 . Como z = w =
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olw) = n - 1 se debe tener que n - 1 ‘ ol.d y en consecuencia ol se

¢
£
I

puede escribir como o = (E) k pora un cierto entero k>0 , vy
d

e

0-1 ( -1
por lo tanto 2z € ( W d ) Por oltro lado, si z €© W d ) es cldaro

n1
d d
qgue z =T, esto nos muestra que Gd = \ w .

(n—W).(p)

Si ﬁ es un entero positivo tal que w d =1 entonces n - 1 divide

a (n—T).B y en consecuencia (n—’l).(g = (n-1) , y por lo tanto (y,} =d .
d d

n-1
Esto nos muestra que o (w d ) =d = ‘Gd[

PN

Recordemos que la funcion de Euler (g(k) se define para k = 1 como

ﬁe(’l) = 1 ~y para k =1 como el nimero de enteros positivos menores

que k vy primos con ¢l. Con esta notacidn se tiene ta siguiente proposi-

cion:

2.8 PROPOSICION: Para cada divisor d de n - 1 los generadores del
grupo ciclico Gd son los (e(d) elementos del conjunto Hd , y so-

lamente etlos.

En efecto, si z € Hd , olz) = d = ,Gd‘ y por lo tanto z genera &

Gd. Reciprocamente, cada generador de Gd es un elemento de orden
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n-1

d y por lo tanto estd en Hd . Si denotamos por L = w d se tiene

por la proposicién 2.7 que Gd = %I,EZ,...Id -1 # CTh y 1=lr<ld,

es un generador de Gd siy solo si (r,d) = 1 {maximo comdn divisor de
r y d igual a 1) ( [6] pag. 34) y por lo tanto Gd tiene exacta-

mente Lg(d) generadores

2.9 Sea L como en la prueba de la proposicién anterior, uld) el gruypo

i
de los enteros positivos menores o iguales a d y primos con d.

Para cada divisor d de n - 1 definimos el polinomio ciclotémico Cd{x)

coma:

Cdx) = TT (x -TH

' rEu(d)

e
Veamous a continuacién como se factoriza xn_1 - 1 cdmo producto de
polinomios ciclotomicos.
2.10 PROPOSICION: El polinomio an -1 se puede factorizar cormo:

d|n-1
En efecto, sabemos que xn_1 -1 se puede factorizar como el producto
de sus raices en cl campo E , xn_1 1 - T (x - zh (1) Como se
zEL
n-1
vib en 2.6 y en 2.8 L = U Hd donde Hd,,Hd son disjuntos si
n- d[n—’l 1 2
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|
d,] ]': d2 , ¥y Hd = %Ir/ r € u(d) r , luego el producto en la derecha
de (1) puede escribirse coma I I (x - 2) vy en consecuencia:
dln-1  zEHd
N e TS S | S G W | Y o'0%
din-1 zE€Hd d{n-1 rCu(d) din-1

2.11 Antes de pasar a probar la siquiente proposicién, recordemos la forma

que tienen los automorfismos de un campo finito. S1 F  es un

campo finito con caracteristica prima p y de orden P ,m =1,
entonces los (nicos automorfisrnos de F son de la forrna

pk
fk'(a) = a 0="k=_m , para todo a € ¥ . Es claro que los automor-

fismos de F  forman un grupo ciclico de orden m que es generado por
T

el automorfismo f1(a) = aP

==

212 Sea d un divisor de n - 1, como p‘{’n-’l (2.6) p y d son

primos entre si  ya que de lo contrario p dividiria a d y por
consiguiente a n - T . Si denotamos por p la clase de p rmodulo d,
d ¥ 1, por lo observada antes p G uld) . Cuando d - 1 convenimos en
que p = 1 . Denotaremos por (p) el subgrupo de wu(d) generado por
p,y con Odp) su orden. Las clases laterales de (p) en u(d) las

denotaremos con (EJ),I = (fj),(ﬁ)z,... (ij)ld en donde Id = RACY , es decir,

 Od(p)

el nimero de clases laterales de (p) en u{d) . Ndatese que para cada
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i tal que 1<Ci<_ld existe Vi € u(d) tal que (f))i = (E)).\o’.1 .

Para cada d | n-1 sea Cd(x) el palinomio ciclotdmico definido en 2.9

n-1
y sea L = w d , donde w es el generador del subgrupo Ln—1 .

2.13 PROPOSICION: Para cada divisor d de n-1 sc tiene que:

Id .
Cdix) = TT Cd,i{x) en donde para cada i, 1< i<lld defintimos
i=1

Cd,i(x) = 1T (x - T .
r€([_))i

En efecto, las clases (5)1,... @) constituyen una particion de  uw(d) vy

ld

por consiguiente:

ld
Cd) = T x-TH =T (T x-TH)
reu(d) i=1 PE(E)).[
2.14 OBSERVACION: Sea E el campo raiz de xn_1 - T; si denotamos

por G(E Zp) el grupo de automorfismos de B gue dejan fijo
a Z’p , como E  es una extensidn normal de Z/p ya que E es el
campo raiz de un polinomio en Z’!p[x] ( [4] , pag. 204) se tiene que
el campo fijado por G(E 7/.;)) 5 exactamente Z{p . En otras nalabras,
si z EE y f(z) = z para todo f € G(E Z’p) entcnces z € Zp .

Ademads, si  f es un automorfismo cualguiera de E  entonces f(i) =T,
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y si o m € Zp f(im) = f{1 + v + 1) = mf(1) =™ luega f deja fijo
m

S

jan

a todo elemento de 7y por consiguiente G(E 7[p) coincide con todo

p

el grupe de automorfismos de E , gue como se anotd en 2.11 es ciclico

y generade por f., donde ,f,l(a) = gP , para todo a € E.)

1?

Sea Id como en 2.12 , Cd,i(x) = T (x -Tth , T<li<ZId .
r€('r3)j

2.15 PROPOSICION: Cada uno de los polinomios Cd,i(x) tiene sus

coeficientes en 7zp y es irreducible en Ffp[x] .

—_

Si f € GE Z(p) podemos extender f a un homomorfismo

)

f : E[x]——E[x] de la manera natural, si p(x) € E{x] , p(x)

1l

- jon}
—
>

S

m .
definimos ?(p(x)) = g f(a.l) x' . Es facil ver que f es un homomor-
i=0

fismo de E[x] a E[x] y que [ restringido a L coincide eon  f .

Para mostrar que Cd,i(x) tiene sus coeficientes en Z’p basta ver que
o~
Cd,i(x) es invariante bajo todos los homomorfismos f con f € G(E Z’p)

: . m
ya que si suponemas que Cd,i(x) = by + - + b X e + bmx‘ con

bk #ﬁ Z’p por lo anatado en 2.14 existe un ' € G(E ;’/p) tal que
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f'(bk) % bk y por consiguiente ?'(Cd,i(x)) tendria su término  k-ésimo
diferente del de Cd,i(x) lo cual traeria una contradiccidn con la invarian-

za de Cd,i(x) .

Al
Para mostrar que Cd,i{x) es invariante bajo todos los f con

f € GE Z/p) basta ver que lo es bajo ?1 donde f,] es el generador del

grupo  G(E 7). Paor definicion Cd,i(x) = T {x - TYH (1 luego
p —
rEl(p).l

aplicando ?’I obtenemos ?,](Cd,i(x)) = 1T (x - f,I(Er)) = IT (x -T5F
Fe(ﬁ)j re(ﬁ)i

(2) . Para mostrar que (1) es iqual a (2) basta mostrar la igualdad de

los conjuntos C1 = {"I:r( r £ ([3)i } , C2 = {-Ep.rl r € ([5)i # donde,

n-1
recordemos, [ = w d , siendo w el generador de Ln—1 (2.5) . Como

k k

puede verse L Tor? si y solo si k,I = k2 modulo (d) . Si r € (5)i

existe r' € (ﬁ)i tai que p.r' = r en uld} y por consiguiente

!
pr' = r mod (d) y TP" -T" teniéndose que c,CC,. Si r€& ()

.- —D.r . _ )
es claro que TP P v cama obviamente T € (p) se tiene tam-
¥ bl

bién la inclusién en el otro sentido. Hemos demostrado que Cd,i(x) € Zp[ x].
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Mostremos ahora la irreducibilidad. Supongamos que Cd,i(x) = h{x).a{x) ,

h{x),alx) € Zp[x] .

N

Como se anotd en 2.12 para cada i, 1 i=l1d existe un vy tal que

v.
(f)).l = (;_J).vi . Como T ' esraiz de Cd,i{x) , lo es de h{x) & bien de
glx) . Supongamos que es raiz de h(x) . Por tener h(x) todos sus coe-

ficientes en Zp , €5 invariante bajo todes los hemomarfismos

Mostrermmos a continuacion que

¥ , € O(E Z’p) en especial, bajo ?1

para todo r € (ﬁ).1 , L' esrafz de h{x) . En efecto, si

v,
hix}) = (x - T “Yglx) , qlx) € E[x] se tiene que:

pLv,

- R
hix}) = f,(hix) = (x -T f,'(q(x)) de donde se sigue que [ ' es ralz

X
de hix) . Repitiendo el razonamiento anterior vemos que
L '"v ez , k2= 0 es raiz de h{x) y en consecuencia si r E (ﬁ)i

k
Kk , . r Py
r = p.v, para algdn k=0 luego L =T es rafz de h(x) .

Coma  h(x) contiene las raices del polinomio Cd,i(x} , su grado debera
ser igual o mayor que cl de éste v glu)  deberd ser por consiguiente un

polinornio constante; esto nos muestra que  Cd,i{x) es irreducible
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2.16 OBSERVACION: De las proposiciones 2.10 , 2,13y 2.15 conclui-
mas que si o n € &, n>1 y P es un primo tal que an—’I
entonces x ' - x se puede factorizar en Zp[x] en factores irreducibles

de la siguiente manera:

id
' - x=x. T Tcdix) , Id-= ({_(9)
d{n-1 i=1 Od(p)

Para cada divisor d de n-1 , los polinomios Cd,i{x) , 1<l t=<I1Id,

son polinomiaos irreducibtes en Z’p[x] y de igual grado, ya que por defi-

nicion  Cd,ilx) = 1T (x - L% luego el grado de Cd,i(x) es igual al
r&(p).
i

némero de elementos en la clase lateral (;3)i , iqual para cada i , al

orden del subgrupo (p) que habiamos denotado por OGd(p)
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3. ESTUDIO DEL ANILLO 7 Aix]

3.0 Recordemos que . (x] es el anillo Z/p[x] <X - x>
?
3.1 En lo que sigue mostraremos como Z_  [x] con P primo vy

p,n
o} '\' n-1 , puede descomponerse en una suma directa de campos. La
siguiente proposicion nos muestra cuando un anillo conmutativo caon urnidad

se puede escribir como suma de campos.

3.2 PROPOSICION: Si R es un anillo conmutativa con unidad y Mi

k
i=1,2,... k son ideales maximales de R tales que ﬂMi = %U} ¥
i=1

para cada io y T i T k ﬂ M.+ {0% entonces R es isomorfo

o R T
l%lo

a la suma directa de campaos R/Mi

R uRM, DRM,S (D) e (D RIM

Para la demostracion de esta proposicion ver ([ 9] pag. 59)

El resultado anterior puede usarse para descompaner un anillo de la forma



ZO[X] ’<f(x)> en suma de campos camo lo muestra la siguiente propo-

sicion.

3.3 PROPQSICION: Sea f(x) = p,l(x) I .pk(x) donde pi(x) i=1,2,...,k
son polinomios distintos dos a dos e irreducibles en Z[p[x] . El anilio

7, [x] I <Z f(x)=> se puede escribir dc la siguiente manrera:

zp[x]/< f(x) => o zp[x} ] <p > ® .. @ zp[x] / < p 00>

En efecto, si hacemos Mi = <pi(x)>l<f(x)> , para i=1,2,...k , enton-
ces cada Mi es un ideal maximal del anillo R = Z/p[x] l < f(x) >

Esto lo podemos probar mastrando que R/M.1 es un campo no trivial.
Como R/M_l = (Zp[x] / < fix) > )l(<pi(x) >} <7 f(x) = ) es isomor-

fo a é’p[x] }< pi(x)> ( [3] pag. 46) basta ver que Z/p[x] / <p‘.l(><)>

es un campa no trivial, pero esto dltimo se da, ya que <I pi(x)> es un

ideal maximal de Zp[x] por ser pi(x) irreducible.

k
! . T
Mostremos ahora que mMi = 40 } . Si denotamos con q(x) un ele-
i=1
mento de R que estd en la interseccion de todos los ideales Mi y SE

tiene que existen elementos gi(x) , i=1,2,...k , en R tal que para cada i

c@_) = cgi_(:).b?) , 0 lo que es equivalente a decir que f(x) divide a
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qix) - gi(x).pi(x) . Como para cada i=1,2,...k , pi(x) l f(x) , se tiene que

pi(x) {q(x) - gi(x).pi(x)) y por lo tanto pi(x) l a(x) para todos los i=1,2,...k,

y en consecuencia f(x) | g{x) de donde q(x)

N
jam]

Probemos finalmente que dado un 10 , 1=li1 = k , se tiene que ﬂ M.+ %Dk

Sea ul{x) = ([ pi(x) es claro que U(;) e M.l para i 1L io , ademas,

i,
a(—x) ]l 0 en R vya que si fuera cero f(x) dividiria a u{x) y en conse-

cuencia  p, (x) dividiria a u{x) . Como u(x) es un producto de factores
0

irreducibles distintos dos a dos vy P (x) divide dicho producto, debe

0
dividir a! menos uno de los factores pi(x) i JF i ( [4] péag. 108) pero
esto es imposible por ser cada pi(x) irreducible.

3.4 Sea n un entero mayor que 1, p un primo tal que p ’)’ n-1. Para

cada divisor positivo d de n-1 denotaremos por Fd,i 1< i 14,

Id = ’ cada uno de los campos 7p[x]/<(3d,i(><)> donde Cd,1 son polino-

mios irreducibles en ﬁp[—xj dados en 2.13, y por é’p ORSNCOR TN
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la suma directa de 7[p y todos los campes Fd,i.

3.5 TEOREMA: Con esta notacidn, para n >>1 y p un primo tal que

p ‘1’ n-T se tiene que:

N Z [x]cgzzi) & ® Fdb)

p,n
din-1
i=1,...td
ii) Para cada d divisor de n-1 todos los campes Fd,i 1<li<CId
tienen orden ,Fd,i igual a pOd(p)
i
En efecto, por la observacion 2.16, x - x = x. 11T T Cd,i{x) . Cada
dln-1 1=

par de factores en este producto son distintos, ya que de ser iguales ei
: . n . . : .
polinomio  x -x  tendria raices repetidas en el campo raiz E  lo cual es

imposible ya que las raices de este polinomio son:cero. junto con las raices

de ><n"1 - 1 que como se vié (2.4} son todas distintas. Aplicando la

proposicion 3.3 con f(x) = x' - x obtenemas:

Z  [x] :ZJH/<<Q4>CM£[HI<X>@(@ zJﬂ{<xmmw>)

dfn-1
i=1,...kd

pero es claro que Z/p[x] l <N Zp por ser campos de igual orden

luego 7 [x] 2 7Z & (& Fd,b
pin p d,n_1

i=1,...1d
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Ahora bien, para cada d divisor de n-1 se tiens que

grado (Cd,i{x)) = Od{p) y el campo cociente Z’p[x] < Cd,i{x) > tiene

P
par lo tanto pOd‘p) elementos ( [3] padg. 156), de donde concluimos

i)

3.5 BEIEMPLO: Para n=13 vy p=5,5 ’T’l}—”l . lLos divisores de 12 son
1,2,3,4,6,12.  Recordemos que Od{p) es el orden de p en u(d) .

Como puede verse O,](g) =1, Oz(-S_) =1, 03(5) = 2, Oa(g) =1,

0,(5) =2, 0,05 =2 .

~ - - : N
Zs 5[] >0 2g @ Fpg @ Fy @ Py @ Fyy O F, 1 O Fg,
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4. CONMUTATIVIDAD DE CIERTOS JIn-ANILLGS

4.0 En este capitulo probaremos el resultado principal de estez trabajo.
Veremmos que si  p  es un priumo, para ciertos enteros n  que lama-
remos admisibles para el primo p , los Jo-anillos correspondientes, si

tienen caracteristica p ,son conmutativos.

De igual manera que como se hizo en 2.8 , el simbolo (a,b) denotaré

en lo gue sigue el maximo comun divisor de a y b .

. Se un ndmero primao. iremos que un entero n = s admi-
4.1 Sea m D te =1 es adm

sible para p si se satisface que:

i) p ’\' n-1
it) Para cada divisor positivo d de n-1 para el cual Od{p) >1 se

verifica que:

) Od(p)
(n-1, pOdp) _ N <p 2 ;1

Sea A un JIn-anillo con caracteristica prima o , vy n  un entero admi-
sible para p . La nropesicion siguiente nos rmuestra que en este casa el

precentro de Z [x] relativo a A , es igual a todo el anillo Z [x]
PsN P,



y por 1.7 el anillo A es conmutativo.

4.2 TEOREMA: Sea A un Jn-anillo con caracteristica prima p . 5i

n es admisible para p entonces A es conmutativo.

En efecto, como se demostrd en 3.4 , existe un isomorfismo l1U de

Zp n[x] a una suma finita de campos que por brevedad escribiremas como
?

m_ il
Tﬁ F“k . L}J 1 Z n[x] ———)ZZ F_ . Para mostrar que A es con-
k=1

mutativo, por 1.7, basta mostrar que 5A = Z [x} lo cual es equivalente
bl

m
a demostrar que LP(SA) = 2 Fk (1) . Para cada k , Tl k=l m
k=1

m m
. - B ST

las funciones Pk : Fk —_—);k'-- Fk y _lTk P> Fk —-—)Fk deno-
= k=1

taran la inclusién y la proyeccion candnica respectivamente. Como se sabe

m
P Y Wk son homomorfismos y si r € % F\ entonces
k=1
r = P,I o Tlg,l(r) Foeee Pm o T m(r) (2) . Si demostramos que para cada
m
e, P, (F T s ) habremos demostrado (1), n efecto, 31 r € F
! k' Kk FTA i

k=1

I .
k(r) c F,,< y por lo tanto Pk( TTk(r)) € L,J(SA) para todo 1< ks m
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y en ccnsecuencia cada uno de los sumandos en (2) es un elemento de

m
LP(SA) . Como U[J(SA) es un subanillo de zﬁ Fk , la suma  (2) cs
k=1

también un elemento de S, , es decir, r € LP(SA) y se da (1). Veamos
entonces que Pk(Fk) si es subconjunto de lTU(SA) . Sea 1k la unidad

del campo F,_, q, = L{Jpq(Pk(bk)) donde b, es el elemento genera-

k

dor del grupo multiplicativo del campo Fk . Si hacemos e = L}J_1(Pk(1k)),

n-1

como se vib en 1.7, e " €S wek™ M € WS ,)  pero

A Y
-1 '
L{J(eknh1) = (W(l}f’lp (1k)) J " = P (1k) , luego P (1) € YIS,y (3) .
) k KR k A

Similarmente Lp(qkn_1) = Pk(b n—’I) € L%J(SA) {(4) . Como nuestro propdsito

es demostrar que para cada k , 1<{ks<m, F’k(Fk) C W(SA) par (3) y

=z

(4) bastard demostrar que el subanillo de Fr generado por 1k y b E_/',

que denataremaos paor [’Ik,bkn:I J es igual a Fk .

Como [1k,b kn—’l ] es un subanillo que contiene Ia unidad de F, y F

k k

es un campo finito, [’Ik,bkn_1 ] es un dominio entero finita y par lo tan-

to un subcampao de Fk . Distingamos dos casos: Si IFk‘ = p & bien

'Fkl > p . FkEn el primer caso Fk es isomorfo a Zp y en este caso
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[’lk,b kn—'l ] = Fk yva que el subcampo generado por la unidad de Fk es

igual a F y este subcampo estd obviamente en [1k,bkn_1] .51 {Fk. =P

k
@ (a)

Como con Fk representamos uno de los campos dados en 3.4
Od{p)

se  tiene que Fk = Fd,i d divisor de n-1 vy TZi<Cid =

-

N

P
Como ‘ Fk I = POd\p) entonces Od(p) =1 ya que estamos suponiendo

que le} ~» p . El ndmero de potencias distintas de bkn-1 on

[‘Ik,bkn"1] es igual a

Od{p)
S 04 _

donde u = {(n-1, P
u .

Esta Gltimo ya que el grupo muttiplicativo del campo Fd,i tiene POd('p)—’l

elementos, igual al orden de bk en este grupo. [6] pag. 34). Como

[ Tk,b kn-’l} cantiene el subgrupo generado por bkn:I y contlene ade-

mas el elemento cero, entonces:

n-1 POd(ﬁ) -1
RRCT D I I,

u

Ambos lados de la desigualdad anterior son nimeros enteros luego

, Od(p)
[[w,i:)k""1 1] G PTY oy

1

n-1

K ] es un subcampo de F

Coma [’Ik,b se deberd tener que

k
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'[1k,bkn_1 H - P s€7,s>0. Ademas, como el orden del grupo

multiplicativo de [1k,bkn_1 | es P® -1 y divide al orden del grupo

POd(p) - 1 y en consecuencia

multiplicativo de Fd,i entonces P~ 1
5 Od(p} ¢ [4] pag. 325). Como s es un divisor de Od(p), es igual

a Od(p) o bien tiene que ser menor o iqual que su mitad, s <C Od(p) .

2
Esto Gltimo no puede suceder ya que si s= Od(p) entonces por (5) tene-
2
mos que:
Od{p) Od(p) _
UEP ;1_!3 -1 Od(zp)+,|
PE - Po—sz(p) -1

Esta Gltima dzsigualdad contradice el beche de ser n  admisible para p .

~ n-1
Luego s = Odlp} vy [’Ik,bk ] = Fk
La proposicién siguiente nos proporciona algunas condiciones suficientes

para ver dgue un entero n es admisible para un primo p .

4.3 PROPOSICION: Sea n un entero n >1 y P un primo tal que
p '\_ n-1 . S1 n-1 = R la factorizacion de n-1 en

primos (no necesariamente distintos) y si para cada q; se da que

O JN ()
q; "
n-1 <7 P73 4+ 1 entonces n es admisible para p .
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En efecto, si  d es un divisor positivo de n-1 con Od(p) >1 , como

por definicion  Od(p)} es igual al orden de p en el grupo uld) entonces

pOd(P) = 1 mod(d) vy dl POd(p) -1 . S q; es un divisor de d se

50dp)

tiene que q, 1 vy por lo tanto en el grupo u(q.l) se da gue

fJOd(p) -1 y en consecuencia el orden de p en u(qi} divide a Od(p) ;

teniéndose que Oq (py << Od{p) para cada divisor d de n-1 . Qbvia-
1

O —
q,P 0d(p)
5 > v
mente  (n-1, POd(p) -1 =< n1 ycomo P 2 1 = p + 1
se tiene que:
. Oq.(p}/?_ ~
{n-1, POd‘p) -1 1< p + 1< POd(p)/Z + 1 lo cual muestra
que n es admisible para p .
4.4 Diremos que un anillo A es un p-anillo , p un ndmero primo, si

A es un Jp-anillo con caracteristica p. (Ver [9] pég. 61)
4.5 PROPOSICION: Todo p-anillo es conmutativo

En efecto, veamos que p es admisible para p . Claramente p"' p-1.
Si d es un divisor de p-t , p =z 1 modd luego Odp} =1 y no

existe ningdn divisor d de p-1 para el cual QOdp) > 1 luego ia
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condicién i) de 4.1 se da vaciamente, y p es admisible para p ,

luego el teorema 4.2 nos da la conmutatividad de A
En ( [11] ) puede verse otra prueba de la proposicion 4.5 .

4.6 Estudiaremos a eontinuacion  Jn-anillos con n  un entero par. En
estos Jn-anillos la caracteristica es igual a 2 ya que si n = 2k ,

k€ Z k=1 se tiene que

Kk

(-a) = a)' = [ (aXea) ]¥ = [aa)®

n
=a =a luego

-a =a y por lo tanto Za = 0 para todo a en el anillo. Veremos ahora

cuando un entero n =1 es admisible para 2.

4.7 Un entero k € u(d) se llama una raiz primitiva de d si k
es un generador del grupo u(d) ( [”l] pag. 256) en otras palabras,

si. Odk) = ¢ (d) .

4.8 PROPOSICION: Sea A un Jn-anillo donde n=qg+ 1 con q>>5
un nimero primo. St g es un primo para el cual 2 es una raiz

primitiva, se tiene que A es conmutativo.

Veamos gue n  es admisible para 2 . Obviamente ZJf n-1 . Como

0 (2)/2
n-1 = g oor la proposicion 4.3 basta ver que q << 2 O + 1 (1.

Como 2 es raiz primitiva de q se tiene que Oq(ﬁ):q—”l y (1) se
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Sl m-1
2

transforma en q < 2 + 1 . La desigualdad m <T 2 + 1 es véalida

para todo entero m =6 . En efecto, 1 + 2™ = m2 para todo entero
m-1 2 2
2 - -

positivo m , y claramente 1 + 2 = ((m—zl)) = (rn_’l) para todo

(m-1) )
m =3 . Ahora, — = m si m_>=6, esto ya que
2 2
(rn‘;’l) ~-m =T _46m+1 y m? - 6m+1>0 s m 2z 6 lo cual

puede observarse de la grafica de la ecuaciébn cuadratica x° - 6x + 1

q-1

Coma por hipdtesis q >»5 se tiene que q < 2 2 + 17 y n es admisi-

ble para 2

4.9 En  [1] pég. 266 pusde encontrarse una lista de numeras primos

para los cuales 2 es una raiz primitiva. Ejemplos de estos primos

son: 11, 13, 19, 29, 37, 53, 59, 61, 83, 97, 101. Asi, por ejemplo anillos
102

en donde para todos sus elementos x  se da que X = X sONn necesa-

riamente anillos conmutativas.

4.10 OBSERVACION: Nétese que en la demostracién de 4.8 para mostrar
que A era un anillo conmutativo, bastaba ver que se satisfacia la

O (2)/2
desigualdad: q < 2 9 + 1.

Esta desiqualdad puede verificarse aun en el caso en que 2 no sea una
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raiz primitiva de q , por ejemplo psra q = 71, 971(2) = 35 vy

71 < 235/2 + 1.

El teorema 4.2 y la proposicidn 4.3 pueden usarse para demaostrar gue para

ciertos primos q y Jn-anillos en donde n = g~ + 1 se tiene también

la conmutatividad. Por ejemplo, para q = 19 2 -\_ n-1 y 019(5) = 18

18 2
9 x19 +T:x

luego n-1 = 192 < 22 . 1 = 513 luego un anillo para el cual

es conmutativo.

4.11 Estudiaremos a continuacion Jn-e;nillos, donde n es impar. En el

teorema 4.2 se probdé que si A es un Jn-anillo con caracteristica
prima p y n era admisible para p , entonces A era conmutativa.
Nuzstro paso siguiente serd mostrar que todo Jn-anillo A tiene caracte-
ristica finita (Cuando n era par, se vid que 2 ecra la caracteristica) y
que ademas, A se puede escribir como uwna suma de  Jn-anillos con

caracteristica prima.

4.12 PROPOSICION: Si A es un Jn-amllo, A tiene caracteristica

finita. Ademas si ¢ es la caracteristica de A , no existe ningin

. 2
primo g tal que q | c .

En efecto, si k € Z y a € A se tiene que (ka)' = ka de donde

n

(& - k)a = 0 ; lo cual muestra que existe al menos un entero que anula
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todos los elementos de A . Sea ¢ el minimo entero positivo tal que

c.a = 0 para todo a € A . 51 m es cualguier otro entero tal que
m.a = 0 para todo a &€ A, se tiene que c{m vya qgue si ¢ no divi-

diera a m , existirlan enteros s,,5,, 0<Zs,<l ¢ tales que m = C.5,+5
! 1772 2 172

de donde s

2.8 = {(m - cs,{).a =0 para todo a € A , lo cual estaria en

contradiccidn con la minimalidad de c .

o 24 :
Sea g un primo y veamos que ¢ | ¢ . Si este no fuera el caso, como

(q" - q.a = 0, para todc a € A, por lo arriba discutido se tendria que
C / q(qﬂ_ﬂI - 1) vy como q2 c se tiene gue q2 q.(qﬂ_ﬁI - 1) de donde

g ’ qﬁ_l| - 1 lo cual es absurdo

5i c es la caracteristica de A la proposicion anterior nos muestra que
c se puede escribtr como ¢ = qq = 9. donde los q, son primos dis-

tintos dos a dos.

4.13 PROPOSICION: Sea A un Jn-anillo con caracteristica ¢ = qq ---d.
donde los q; son nidmeros primos distintos dos a dos. Entonces,
existen Jn-anillos Ai ,» 1< i< r , con caracteristica prima q tal que

A zs isomorfo a la suma directa de los anilios Ai .

En efecto, como se puede ver en { [TU] , teorema. 29) A se puede
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escribir como suma directa de anillos A’I’AZ""AF con caracteristica
SPECPITIRIE respectivamente, y claramente si se tiene que
r

A DA, ® e ® A, cada uno de los anilles A, debe ser un

Jn-anillo

Como corolario inmediato de 4.13 y 4.2 se tiene que si n  es admisible

para todos los q; it = 1,... T entonces A es conmuiativo.

Las dos siguientes praoposiciones fueron tomadas de ( [2} pag. 270) y nos
muestran en un Jn-anillo con caracteristica p  como se relacionan los

enteros n vy p.

4.14 PROPOSICION: Si A es un  Jn-anillo con caracteristica prima p ;

Entonces p-1| n-1 .

En efecto, sea t una raiz primitiva de p . Como se vid en la prueba
de la proposicion 4.12 se tiene que p l t(tn_Al - 1) peru como p y ¢t
. . . n-1 n-1
son primos entre si se tiene que p |t -1, luego t =T mod p .
Como t es raiz primitive de p , el orden de t en el grupo u(p) , de
n-1

los enteros modulo p, es p-1 y como t =1 en ulp) se sigue qu=

p-1 l n-1

En la proposicion siguiente diremos que A es un Jn-anillo con n  minimal,
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.

si la relacion a" = a (n > 1) se da para todo 8 € A y n es el

minimg exponente con esta propiedad.

4.15 PROPOSICION:  Sea A un Jn-anillo eon 0 minimal y con carac-

teristica prima p . Entonces n-1 no es divisible por p .

En efecto, si suponemos que p | n-1 , existirla un m € Z tal que

n-1 = pm . Si a €A se tiene que (61n"1)p L (a P y por lo
tanto (an—fI a W - AV gL Siohacemos b o= L gm , SE
tiene que b = b = .bnjl.b =b™Pb = 0b = 0; es decir, SUNAL y
en consecuencia d @ = amﬂ = a pero m+1 <In lo cual estd en contra-

diceidan con el hecho de gue n  es minimal,

Las proposiciones 4.12, 4,13, 414 y 4.15% permiten aplicar el teorema 4.2

a Jn-anillos con n un entero impar, como se muestra a continuacion.

4.16 EJEMPLO: 51 A es un JTaniIln con 7 minimal, A .es conmutativo.

De acuerdo a la proposician 4.13 basta considerar el caso en que A tiene
caracteristica prima. Sea p la caracteristica de A ., De acuerdo a
414 y 4.15 p-1]6 y p'T'G lo cual odliga a que p = 7 de donde

A resulta ser un 7-antllo el cual es conmutariva como == vid en 4.5,
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4.17 EJEMPLO: S5i A es un .]15—anillo , con 1% minimal, A es conmutaltivo

De acuerdo a 4.13 basta considerar el caso en gue la caracteristica de A
es prima. Si p es la caracteristica de A, p-1]14 luego p =2 6
p = 3. Ceomo pTM se tiene necesariamente que p = 3 . Veamos
ahora que 15 es admisible para 3 . Como n = 1%, se tiene que
3Tn—’l = 14 dandose la condicion i) de 4.1 . Los divisures de 14 san
1,2,7,74 para lus cuales se tiene que:

01(3):1, 02(3):1, 0.3 -6, 0,3 =6, ademas :

(14, 36 -1 = 14 <3

Lo cual nos muestre que se satisface 1) de la definicidn 4.1 y por lo
tanto 1% es admisible para 3 . El tearema 4.2 nos da la conmutati-

vidad de A .

NOTA: Nuestro trabajo termina aqui, sin embargs creemos que los resul-
tados podrian mejorarse invgstigandoc en las siguientes direcciones: En pri-
mar lugar, se podria continuar por la misma linea buscando criterios que

permitan caracterizar todos los enteras admisible para un primo p  dado.

Una segunda linea de investigacidon podria sequirse a partir de la siguiente

propiedad del precentro de A : Si m € S. vy alx) es un elementa
A

cualquiera de Z/.p n[x] entonces p(g(x)) € SA . Esto Gltimo se da ya
»

que si a € A, 7{8(_;)(-(4-(7)) = p(gla)) si b = gla) se tiene que
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p(b) € C(A) vya que p(x) € Sp -

La propiedad anterior probablemente obligue en muchos casos a que
S, = Zp n[x] . Notese que la propiedad de S de absorber potencias
y

A A?

n-1 de elementos de & [x] , €5 un c¢aso particular de la propiedad

P,n
arriba mencionada, haciendo p(x) = X" y ;](X) cualquier elemento en
Z/pn[x] .  En el apéndice 2 cuando se demostrd que un .]6—anillo es
b

conmutativo, se usd implicitamente la propiedad de poder substituir en un

p(x) € S/-\ la variable x por otro polinomio cualquiers, y obtener un
nuevo elemento de SA ; lo cual nos muestra que para este caso especial
de n = 6, en donde lo desarrollado en este trabajo no es suficiente para
garantizar la conmutatividad de un . Jé—anillo (ya que 2 no es admisible

para n = 6), la propiedad mas fuerte arriba mencionada es suficiente para

garantizar la conmutatividad del Js—anillo.
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