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Titulo en Espanol

Funciones submodulares y algunas aplicaciones.

Title in English

Submodular functions and some applications.

Resumen: En este trabajo se hace una investigacién sobre las funciones submodu-
lares, tomando como base el estudio realizado por Satoru Fujishije [7]. Se estudian los
conceptos de polimatroide y sistema submodular exhibiendo conjuntamente algunos
ejemplos. Estos conceptos son aplicados en la construccion del Algoritmo Greedy, el

cual permite solucionar cierto tipo de problemas de optimizacion lineal.

Abstract: On this paper a research about the submodular functions is made,
the basis of the work comes from the studies made by Satoru Fujishije [7]. The
polymatroid and submodular system concepts are studied exhibiting together some
examples. These concepts are applied to the construction of the Greedy Algorithm,

which can solve certain type of problems of linear optimization.

Palabras Clave: Funciénes submodulares, matroides, polimatroides, sistemas
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Introduccion

Sea E un conjunto finito, denotemos por 2¥ al conjunto de todos los subconjuntos
de E. Se dice que una funcién f : 2 — R es una funcion submodular en 27, si

para cada par X,Y C F se tiene:
fX)+fY) 2 f(XUY)+ f(XNY).

Este tipo de funciones aparecen con frecuencia en el analisis de diferentes estruc-
turas como grafos, redes, matroides, etc. En los tltimos anos, las funciones submo-
dulares han tomado gran importancia en varios campos del analisis combinatorio.
Fueron estudiadas inicialmente al rededor del ano 1950 por H. Whitney y W.T. Tutte
en relacion con la Teoria de matroides, después, G. Choquet las analizé respecto a la
Teorfa de capacidad [2], y O. Ore las estudié dentro de la Teoria de grafos. Al rededor
de 1960, J. Edmons desarroll6 importantes resultados en sus trabajos relacionados
con matroides y polimatroides. Después de esto, no s6lo Edmons ha ido agregando
importantes resultados tedricos al respecto [5], también encontramos autores como
W. H. Cunningham, A. Frank, M. Iri, E. L. Lawler, y L. Lovész [4], [6] y [8], entre
otros. Por otro lado, se han hecho estudios relacionados con Teoria de juegos de fun-
ci6én caracteristica [13], optimizacion [7], y aplicaciones a matroides y polimatroides,

entre otros.

El objetivo principal de este trabajo es realizar un estudio detallado y recopilar
informacion relacionada con las funciones submodulares y sus aplicaciones. Aqui se
toma como base el estudio realizado por Satoru Fujishije en los capitulos I y II de
[7], exhibiendo un trabajo mds minucioso, escrito de manera clara y realizando nu-

merosas pruebas que alli no aparecen.
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En el capitulo 1, se presentan algunos resultados basicos relacionados con las fun-
ciones submodulares asi como algunos preliminares, definiciones y teoremas previos
al trabajo, estos estan relacionados con la Teoria de matroides, la Teoria de grafos,

la Teoria de redes y algunos resultados del Analisis convexo.

En el capitulo 2, se presenta el concepto de polimatroide, el cual generaliza de
cierta manera el concepto de matroide y se hace a partir de la submodularidad de la
funcién rango del matroide, tal observacion se presenta en detalle y se generalizan
las nociones de conjunto independiente, base y funcién de clausura entre otras. Se

exponen ademas algunos ejemplos de polimatroides.

Otro concepto importante y que es mucho méas general que los conceptos de
matroide y polimatroide es el de sistema submodular, tal concepto se estudia deta-
lladamente en el capitulo 3, no sélo se presentan definiciones y resultados andlogos
a los de polimatroides, sino que se estudian algunos otros aspectos como reduccio-

nes y contracciones de sistemas submodulares. También se exhiben algunos ejemplos.

En el capitulo 4, se considera un problema de optimizacién lineal en el que in-
terviene un sistema submodular y se presenta el Algoritmo Greedy, que permite
solucionar el problema. Aqui es necesario aplicar diversos resultados previos presen-

tados a lo largo del trabajo.



Capitulo 1

Definiciones, Notacion, Teoremas

Basicos y Preliminares

Este capitulo esta dedicado a introducir las definiciones y notaciones basicas usa-
das en el trabajo, asi como los teoremas previos utilizados. Estos estan relacionados
con algunas nociones elementales de funciones submodulares, teoria de matroides,
teoria de grafos, teoria de redes y algunos resultados del andlisis convexo. Sélo se
hara la prueba de los teoremas mas relevantes, las demas pruebas se encontraran

facilmente utilizando la bibliografia.

1.1. Funciones Submodulares

Definicién 1.1.1. Sea E un conjunto finito, decimos que una funcién f : 28 — R

es una funcion submodular en 2%, si para todos X,Y C E se tiene la desigualdad:
fX)+fY) = f(XUY)+ f(XNY).
Maés adelante introduciremos de manera mas general el concepto de funcién sub-

modular. Tenemos los siguientes resultados basicos sobre funciones submodulares:

Teorema 1.1.1. Sea f : 22 — R donde E es un conjunto finito. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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i) f es submodular en 2F.

i1) Para todo A C E y para todos i,j € E— A, i # j se tiene:
fLAU{i}) = f(A) = f(AU{i,j}) — F(AU{i})

iii) Para todos A,B C E con AC B yje€ E— B se tiene:
f(AU{j}) — f(A) > f(BU{j}) — f(B)

iv) Para todos A,B,C CE con AC B yBNC = se tiene:
f(AUC) = f(A) > f(BUC) — f(B)

Prueba;: (i = ii) Como [ es submodular,

FAAULi}) + f(AU{G}) = F(AULE 5} + f(A)
en otras palabras,

fLAU{G}) = f(A) = f(Audig}) — fFAU{}).

(7i = 4i1) Si A = B la desigualdad es obvia. Suponga que A # B. y sea B — A =

{b1,bs, ..., b, } donde todos los b, son distintos, tenemos:

fLAAU{j}) — f(A) = f(AU{b,j}) — fF(AU{b:})

(AU{b1, by, 5}) — fF(AU{b1,b2}) > - -
(AU{b1,bo, ... b, 5}) — F(AU{b1,Ds, ..., 0, })
(BU{j}) — f(B)

AVARY,

f
f
f

(7it = iv) Si C = @ la desigualdad es obvia. Suponga que C' # @& y sea C' =
{c1, ¢a, ...c;,} donde todos los ¢, son distintos.

Tenemos entonces las siguientes desigualdades.
f(AU{a}) = f(A) = f(BU{a}) — f(B)
flAU{at U{e}) — f(AU{a}) = f(BU{a} U{e}) - f(BU{a})
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flAU{er,e0,¢3}) — fF(AU{er,e2}) > f(BU{er,e0,¢c3}) — fF(BU{e1,e2})

f(A U C) - f(A U {Cl, Co, ..., cn—l}) > f(B U C) - f(B U {Cl, Co, ..., Cn_1}>
Sumando todas estas desigualdades obtenemos:
fLAUC) = f(A) > f(BUC) - f(B)

(iv = i) Sean X, Y C E. Si tomamos A = XNY, B=Xy C =Y — X entonces
ACBCFEyBNC = con lo cual:

FXNY)UY = X))-f(XNY) > (XU - X))-f(X)
en otras palabras
fY) = f(XNY) > f(XUY) - f(X),

es decir, f es submodular

Teorema 1.1.2. Sea F = {1,2,....,n} y sea g : R — R wuna funcion cdincava, es
decir, para todos x,y € R y0 <t <1, se tiene g(tz+ (1 —1t)y) > tg(x)+(1—t)g(y).
La funcion p : 28 — R definida como p(X) = g(|X|) (X C E) es una funcién
submodular en 2.
Prueba: Como g es céncava, entonces paratodor e Ry 0 <t <1
tenemos
g(tz+ (1 —t)(z +2)))> tg(z) + (1 — t)g(z + 2),
en particular para t = 1/2, es decir,
gz +1) = §(g(z) + gl +2))
con lo cual, g(z + 1) 4+ g(z + 1) > g(z) + g(z + 2) o equivalentemente,
g(x +1) —g(z) > gz +2) —g(x + 1)
luego en particular para x = | X| con X C E tenemos
g(IX1+1) = g(1X]) = g(|X] +2) — g(| X[ +1).

asi, para i,j € ' — X, con i # j se tiene
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g(I X U{5}) — 9(1X]) = g(IX U {7, 5}]) = g(|X U {z}]).
o equivalentemente:
p(X U} = p(X) 2 p(X Ui, j}) = p(X U {i}).

Por la proposicién anterior, podemos concluir que p es submodular.
O

A lo largo del trabajo encontraremos mas ejemplos de funciones submodulares.

1.2. Conjuntos

Para cada conjunto X, su cardinalidad es denotada por |X|, si X es un subcon-
junto de Y escribimos X C Y y si X es un sobconjunto propio de Y escribimos
XCY.

Una familia de subconjuntos disyuntos B;, (¢ € I) de un conjunto E se llama una

particion de E, si|J,.; Bi = E.

iel
Dados dos conjuntos A y B, el conjunto
{(La)|ac AyU{(2,b)|be B) (L1)

se llama la suma directa de Ay B y es denotada como A @& B

Para un poset P = (A, <) un subconjunto B de A es llamado un ideal de P,
si dado y € B, x < y implica * € B. Si para cada z,y € A existen sup{z,y} e
inf{x, y}, entonces el poset P = (A, <) es llamado un reticulo, en tal caso, escribimos

sup{z,y} =xVy e inf{z,y} =x Ay. Las operaciones binarias V y A satisfacen:
() VeeA:zVer=x,c Nz =1
(i) Ve,y e AcxVy=yVr,zANy=yAzx
(iii) Ve,y,z € AcaV(yVz)=(xVy) Vz, zAyAz)=(xAy) Az
(

w)Ve,ye AtxAN(yVz)=z, zV(xAy ==z
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Reciprocamente, si un conjunto A es dotado con dos operaciones binarias V y A

las cuales satisfacen (i)~(iv), entonces definiendo la relacién binaria < como
r3ysarVy=y(ox Ay =u1) (1.2)

obtenemos un reticulo (A, <) cuyas operaciones de reticulo son A y V. Un reticulo

(A, =) con operaciones A y V también se expresa como (A, V,A).

Un reticulo £ = (A, V,A) es un reticulo distributivo, si satisface ademas
(V) Vr,y,z€ AtaAN(yVz)=(xAy)V(xAz) y
zV(yAz)=(xVy)A(xVz2).

Obsérvese que para un conjunto finito £, un conjunto D C 2¥ cerrado para unio-
nes e intersecciones es un reticulo distributivo cuyas operaciones de reticulo son la

union y la interseccion de conjuntos.

Si D es el conjunto de ideales de un poset finito (F, <) entonces D es un reticulo

distributivo con la unién y la interseccion siendo sus operaciones de reticulo.

1.3. Grafos

Sean V' y A conjuntos finitos y suponga que existen dos funciones 07,0~ : A —
V', entonces G = (V, A: 07,07) es llamado un grafo. Decimos que V' es el conjunto
de vértices y que A es el conjunto de arcos. Para cada arco a € A, 9%a es llamado el
vértice inicial (o la cola) de a y 0~ a es llamado el vértice terminal (o la cabeza) de
a. Si no hay posibilidad de confusién, también denotamos el grafo por G = (V| A).
Un arco a también puede ser expresado por (0%a,0a). Un grafo G = (V, A) con
conjunto de arcos A = {(u,v) | u,v € V,u # v} se denomina un grafo dirigido

completo.

Un grafo H = (W, B;9};,0;) tal que W C V, B C Ay 9, y 0y son las restric-

ciones de 07 y 0~ a B, es llamado un subgrafo de G.
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Para cada vértice v € V' definimos:
dtvi={a€AldTa=v} y dvi={a€A|0 a=v} (1.3)
y para cada subconjunto U de V' definimos:
ATU ={acA|dtacU,dacV -U} (1.4)

ATU:={ac A0 acUdtacV -U} (1.5)

Un camino dirigido en G es una sucesién alternante (v, ay, vy, as, ..., Vi1, ag, Ug)
de vértices v; y arcos a; (i = 0,1, ..., k) tales que 07a; = v;_1 y 0~ a; = v; para cada

1 =1,2,...,k. Decimos aqui que el camino va de vy a v.

Un grafo G = (V, A) es llamado fuertemente conezo, si para cada dos vértices
u,v € V existe un camino dirigido de u a v. Un subgrafo maximal de G fuertemente
conexo es llamado una componente fuertemente conexa de G. G se descompone en
sus componentes fuertemente conexas H; = (V;, A;)(i € I) donde {V; | i € I} es una
particion de V pero {A; | i € I} no necesariamente es una particién de A, aunque los
conjuntos A; son disyuntos. Para dos componentes fuertemente conexas H;, y H;,
escribimos H;, = H;, siy solo si existe un camino dirigido de un vértice de H;, a un
vértice de H,;,. Notese que si H;, < H,,, entonces existe un camino dirigido de cada
vértice de H;, a cada vértice de H;,. Puede verse facilmente que la relacién binaria

=< en el conjunto de componentes fuertemente conexas de GG es un orden parcial.

Una red dos-terminal es un grafo G = (V, A) que tiene dos vértices distinguidos
sty s~ en V y una funcién de capacidad no negativa ¢ : A — R, en el conjunto
de arcos A. Esta red es denotada como N = (G = (V, A),sT,s7,¢), los vértices s

y s~ son llamados respectivamente la entrada y la salida de la red.

Una funcion ¢ : A — R es un flujo factible de N si ¢ satisface:

Vae A:0<¢(a)<cla) yVveV —{s",s7}:0p(v) =0
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Figura 1.1: Descomposicién de un grafo en componentes fuertemente conexas

donde Oy : V. — R es la funcidn frontera de ¢ definida como:

Dp(v) =Y pla) = > ¢la) (1.6)

acdtov a€d~v

Suponga que tenemos un grafo G = (V, A) y funciones de capacidad superior e
inferior ¢,¢ : A — R con ¢ < . Denotemos esta red por Ny = (G = (V, A), ¢, 0).

Una circulacidn factible en Ny es una funcién ¢ : A — R tal que
Vaec A:c<yp(a) <¢la) yVveV :0p(v)=0

en donde Oy se define como en (1.6). Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1. (Hoffman) Eziste una circulacion factible en la red Ny sii para cada

U CV tenemos:
> ez Y ) (1.7

Prueba: ver [12]
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1.4. Analisis Convexo y Desigualdades lineales

Sea E un conjunto finito, para cada z,y € R¥ y A, € R no negativos tales
que X + u = 1, el vector A\ + puy € R¥ es llamado una combinacion conveza de x
v 9. Un conjunto A C R¥ es llamado convezo, si todas las combinaciones convexas
de cualesquiera dos elementos de A, estan en A. Un ejemplo tipico de un conjunto

convexo es el conjunto solucién del sistema de ecuaciones y desigualdades lineales:

S a(e)ae) = bV (i) (1.8)

ecE

> dP(e)ate) <bP (e ) (1.9)

ecE

btV b2 (i € I,j € J,e € E) son constantes reales. Tal

7i7]

donde az(-l)(e), agg)(e), z(e)

conjunto convexo es llamado un conjunto convezxo poliedral o poliedro convexo.

Un conjunto C' C R¥ es llamado un cono convezo, si todas las combinaciones de
la forma Az + py donde A\, u > 0y x,y € C, pertenecen a C' (Una combinacién de

este tipo se llama combinacién no negativa de x y y)

Un conjunto afin en R es una traslaciéon de un subespacio del espacio vectorial
RE. La dimension de un conjunto affn A, es la dimensién del subespacio traslada-
do para obtener A. Una linea es un conjunto afin uno-dimensional. Un rayo es la

traslacién de un conjunto de la forma {\x | A > 0} para algin vector no nulo x € R¥

Un conjunto convexo poliedral A se dice acotado, si y s6lo si, no contiene ningin
rayo. Un punto de un conjunto convexo poliedral A es llamado un punto extremo de
A, si este no puede ser expresado como una combinacién convexa de otros dos puntos
de A. Un conjunto convexo poliedral se dice puntiagudo, si este tiene al menos un
punto extremo. Para un poliedro convexo A descrito por las férmulas (1.8) y (1.9)

el cono caracteristico de A es el conjunto solucion de

> a(e)ze) =0 (i€l (1.10)

ecE
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Za?(e)x(e) <0 (jelJ) (1.11)

eeE

el cono caracteristico de A es denotado como C(A).

Lema 1.4.1. El poliedro convexo A descrito por las formulas (1.8) y (1.9) es pun-

tiagudo, si y solo si, A no contiene ninguna linea, o equivalentemente el sistema

> a(e)x(e) =0 (i€l (1.12)

ecE

> dP(e)ze) =0  (je) (1.13)

ecE

tiene unica solucion x = 0.

Prueba: ver [11]

1.5. Matroides

Sea E un conjunto finito, suponga que una familia Z C 2% satisface:

(L) ©9€Z

(]1) L CLel=Lel

([2) [1,[2 GI,‘Ill < |Ig| =declLb—1:1; U{@} el
entonces el par (E,Z) es llamado un matroide. Cada I € Z es llamado un conjunto
independiente del matroide (E,Z) e Z se llama la familia de conjuntos independientes

del matroide (E,7).

Un conjunto independiente el cual es maximal en Z respecto a la inclusion se
llama una base de (E,Z).

Teorema 1.5.1. La familia B de bases de un matroide (E,T) satisface:
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(Bo) B# @
(Bl) VBl,BQEB, VeleBl—BZ, 362632—31:
(Bl — {61}) U {62} S B.

Prueba: ver [10]

Un subconjunto de £ el cual no es independiente es llamado un conjunto depen-

diente. Un conjunto dependiente el cual es minimal respecto a la inclusiéon es llamado

un circusto.

Teorema 1.5.2. la familia C de circuitos de un matroide (E,Z) satisface:

(Cy) C+o

(C1) VC,C,eC, CLCCy= Cr =0,

(Cy) Y Ci,Cy €C con Cy # Cy, Ve € C; N Cy, 3C € C :
C C(CLUCy) —{e}.

Prueba: ver [10]

Definimos la funcién rango p : 28 — 7Z del matroide (E,T) para cada X C E

por

p(X)=maéx{|I| | IC X, €T} (1.14)

Teorema 1.5.3. La funcion rango p definida en (1.14) satisface:

(po) VX CE:0<p(X)<[X]
() XCY CE=p(X)<plY)
(p2) VXY CE: p(X)+p(Y) > p(XUY)+p(XNY)

(p3) VX, YCE:XCY y |X|+1=|Y]
= p(Y) = p(X) o p(Y) =p(X) +1
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Prueba: ver [10]

Obsérvese que la condicién (ps) indica que la funcién rango de un matroide es
una funcién submodular en 2¥. La propiedad (p3) se llama la propiedad de incre-

mento unitario de la funcién rango p.

Definimos ademds la funcion clausura cl : 28 — 2F del matroide (E,Z) por:
c(X) = {e € B | p(X U{e}) = p(X)} (1.15)

para cada X C FE.

Teorema 1.5.4. La funcion clausura cl satisface:

(cly) VX CE:X CclX)

(clh) VX,)YCE: X CdY)=c(X) )

(cls) VX CENVe€e E:e e€c(XU{e})—cl(X)
=ececcd(XU{e})—cdX)

Prueba: Ver [10]



Capitulo 2
Polimatroides

En 1970 J. Edmonds [5] relaciond la teoria de matroides con ciertos conjuntos
poliedrales a través de la funcion rango del matroide e introdujo la nocién de polima-
troide, en este capitulo estudiaremos este concepto, presentaremos algunos ejemplos

e ilustraremos la relacién existente con la teoria de matroides.

2.1. Principales conceptos y resultados.

Definicién 2.1.1. Sea E un conjunto finito y p : 26 — R, suponga que la funcién

p satisface:

(ro) p(2) =0
(1) Si X CY C E entonces p(X) < p(Y)
(p2) Para todos X,Y CE, p(X)+pY)>p(XUY)+p(XNY)

entonces el par (F,p) es llamado un polimatroide y p la funcion rango del polima-

troide.

Las condiciones (p1) y (p2) indican que p es una funcién submodular mondéto-
na no decreciente. Cabe destacar que ésta no necesariamente tiene la propiedad de
incremento unitario como la funcién rango de un matroide. Decimos que el polima-

troide (E, p) es matroidal, cuando p es la funcién rango de un matroide.

15
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Definicién 2.1.2. Dado un polimatroide (E, p), definimos:

Piy(p) ={z eRP|2>0,VX CE:2(X) < p(X)}

donde para cada X C E y x € R¥,

ecX

Piy(p) se llama el poliedro independiente asociado con el polimatroide (E,p).

También definimos:
B(p) :={x € Pyy(p) | z(E) = p(E)},

este conjunto se llama el poliedro base asociado con el polimatroide (E, p).

Cada x € P;)(p) se denomina un vector independiente y cada x € B(p) una base
del polimatroide (F, p). Se mostrard mas adelante que el poliedro base es siempre

no vacio.

Estos conceptos se pueden representar graficamente en los casos en que F tiene
dos o tres elementos (Ver figura 2.1). Ademads, los polimatroides generalizan de cierta
manera el concepto de matroide, como se vera mas adelante en la seccién 2.3. De

aqui, los nombres de vector independiente y base.

Definicién 2.1.3. Para cada v € P )(p) definimos:
D(z) :={X C E| z(X) = p(X)}

Proposicién 2.1.1. D(z), como se definid antes, es cerrado respecto a la union y

a la interseccion.

Prueba: Si v € R¥, entonces se observa facilmente que x es modular, es decir,
z(X)+z(Y) = (XUY)+z(XNY) para cualesquiera X, Y C F, luegosi X,Y € D(x)

con x € Pyy(p) tenemos:



Capitulo 2. Polimatroides 17

x(2) x(3)
A A Bi)
B(p) i
P(+) (/)) 0 -
s

>

0 x(1)

x(1)
(@) (b)

Figura 2.1: Polimatroides, casos dos y tres elementos

0= p(X) = a(X) + p(¥) — 2(¥) > p(X NY) + p(X UY) — 2(X) — a(Y)
=p(XNY)=2z(XNY)+p(XUY)—p(XUY)>0
concluyéndose asi que p(X NY) = z(X NY) y p(X UY) = p(X UY), es decir,

XNYeD(x)y XUY € D(x).
UJ

Observamos entonces que D(z) es un reticulo distributivo con la unién y la in-

terseccion como sus operaciones de reticulo.

Definicién 2.1.4. Al tinico elemento maximal de D(x) lo llamamos la saturacion

de x y lo denotamos por sat(x), es decir,

sat(z) == | {X C E| 2(X) = p(X)} (2.1)

A partir de esta definicién, obtenemos una funcién sat : Py(p) — 27, la
cual es llamada la funcidn de saturacion del polimatroide (F, p) y tenemos ademéds

el siguiente resultado:
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Proposicién 2.1.2. Dada x € P(p), sat(z) es el conjunto de las componentes

saturadas de x, mds precisamente,
sat(z) ={e € E|Va >0,z + ax. ¢ P(p)} (2.2)
donde x. es la funcion caracteristica de {e}.

Prueba: Si e € sat(x) y a > 0, tenemos:

x)
(x + axe)(sat(x)) = x(sat(x)) + ax.(sat(x)) = p(sat(x)) + a > p(sat(z)),

luego = + axe ¢ Pyy(p).

Reciprocamente, si e € F es tal que para todo n € Z, = {1,2,3,...} existe
Y, C E tal que (x4 2x.)(Y,) > p(Yy,), entonces Lx.(Y;) > 0 para todo n € Z., con

lo cual e € Y,, para todo n.

Ahora, si definimos C = {Y7, Y5, ...}, entonces C es un conjunto finito, por lo tanto

existe Y € C tal que
oY) — oY) = min{p(Ya) — 2(¥;) :n € 2}

asi, dado n € Zy, (x4 +x.)(Y,) > p(Y,) con lo cual:

1 1

= V) > p(Y) — a(%) 2 plY) — a(Y) 2 0

Esto implica que p(Y') = z(Y"), es decir, existe Y C E cone € Y tal que p(Y) = z(Y).
En otras palabras e € sat(z).

OJ

La funcién saturacion, se puede ver como una generalizacién de la funcion clau-

sura de un matroide (ver seccién 2.3).

Definicién 2.1.5. Para un vector independiente x € Py(p) y e € sat(x), definimos
el conjunto
D(z,e):={X CFE|lee X, z(X)=pX)} (2.3)
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Observamos que para X,Y € D(z,e), e € XUY ye € X NY, luego claramente
D(z,e) es un subreticulo de D(x), por lo tanto debe tener un tnico elemento mini-

mal. Esto da lugar a la siguiente definicion:

Definicién 2.1.6. Para x € P(p) y e € sat(x) la dependencia de x respecto a e,
denotada por dep(z,e), es el unico elemento minimal de D(zx,e), es decir,
dep(z,e) = {X CE|e€ X, 2(X) = p(X)}

Si definimos para e € E—sat(x), dep(x,e) = &, entonces obtenemos una funcién
dep : Py(p) x E — 2% la cual se denomina la funcidn dependencia del polima-

troide (E, p). Esta funcién satisface la siguiente propiedad:

Proposicién 2.1.3. Siz € Py(p) vy e € sat(x) entonces
dep(z,e) ={e' € E|Ja>0:2+ alx. — xe) € Py(p)}

ademds, si €' € dep(x,e) — {e} tenemos x(e') > 0

Prueba: Sea ¢’ € dep(x,e). Si para todo a > 0, x + a(xe — xe) ¢ P4)(p), entonces
en particular para todo n € Z; existe ¥, C E tal que (z + = (xe — X)) (Ya) > p(Ya),

es decir,
L (V) = xe(Ya)) > p(Ya).

x(Yy) + -

De aqui observamos que (xe(Ys) — xe(Yn)) > 0 para todo n, luego e € Y,, y
¢’ ¢ Y, para todo n € Z. Por lo tanto se debe tener z(Y;) + £ > p(Y,).

Sea C := {Y1, Y2, ...}, nétese que C es un conjunto finito, luego existe Y € C tal que
p(V) = 2(Y) = min{p(Yy) — 2(¥,) : n € Z.}
entonces, para cualquier n € Z,:

% > p(Ya) = 2(Y) > p(Y) = a(Y) > 0
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esto implica que z(Y) = p(Y), donde e € Y y ¢’ ¢ Y. Pero esto es absurdo ya que
e’ € dep(z,e) implica que ¢ debe pertenecer a cualquier conjunto Y que cumpla
z(Y)=p(Y)coneeY.

Reciprocamente, sea ¢’ € E para el cual existe a > 0 con

z+ alxe — Xer) € Ppy(p),

entonces en particular

(@ + a(xe — xe))(dep(z, €)) < p(dep(z, e)) = z(dep(z, e))

con lo cual

z(dep(z,€)) + a(xe(dep(z, €)) — xe(dep(x, e))) < x(dep(x, e))

an, Xe(dep(xa 6))—X€/(d€p<$, 6)) S 07 €s decir, 1_Xe’ (dep(w, 6)) S 07 luego X6/<dep($7 6)) =

1, en otras palabras; € € dep(z, e).

Finalmente, observamos que, si €' € dep(z,e) — {e} entonces z(e’) > 0, ya que
z(e') = 0 implica
p(dep(i €)) = x(dep(z, ¢)) = 2(dep(z, ¢) — {e}) < p(dep(,e) — {e}).

Es decir, p(dep(z,e)) = p(dep(x,e) — {e}) = z(dep(x,e) — {e}), pero esto es ab-
surdo, ya que dep(z, e) es minimal.
0

Un par ordenado (e, €') tal que €' € dep(x,e) — {e} es llamado un par intercam-
biable asociado con el vector independente x.
Definicién 2.1.7. Para x € P(p) y e € E — sat(x) se define
c(z,e) :=mar{a € R:xz + ax. € P(p)}-

Este valor se denomina la capacidad de saturacion asociada a x y e.
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Proposicién 2.1.4. Sea x € P(p) y e € E — sat(x), la capacidad de saturacion

asociada a x y e puede ser expresada como:
¢(x,e) =min{p(X) —z(X):e€ X C E}. (2.4)

Ademds, para cada o con 0 < o < é(x,e) tenemos x + axe € Pyy(p).
Prueba: Sea & = min{p(X) —z(X):e€ X C E}.

Veamos que ¢(x,e) < & Sea X C E cone € X ysea a € R tal que x + ax. €
Pi)(p), entonces x(X) + ax.(X) < p(X), pero como e € X tenemos z(X) +a <
p(X), asi, a < p(X) — 2(X). Esto prueba que é(x,e) < &.

Veamos ahora que § < é(z,e). Sea X C E, tenemos dos casos:

i) Sie ¢ X, entonces (z 4+ &x.)(X) = z(X) < p(X).
ii) Si e € X, entonces (x+&xe)(X) = z(X) +& < p(X), pues £ < p(X) —z(X) luego
T+ &xe € Pyy(p), con lo cual £ < é(x,e).

Concluimos que § = é(z, e).

Finalmente, sea o € R con 0 < o < ¢é(x, ) six + axe &€ Py(p), existe Y C X
tal que z(Y) + a > p(Y), es decir é(x,e) > a > p(Y) — x(Y), pero esto es absurdo
ya que por lo anterior é(x,e) < p(Y) — a:(Y)

O

Definicién 2.1.8. Para x € P;)(p), e € sat(x) y € € dep(x,e) — {e} definimos la

capacidad de intercambio asociada a x,e y €' como:
¢(x,e,€) :=maz{a € R:z+ alx. — xe) € Py(p)}

Proposicién 2.1.5. Sea x € Py(p), e € sat(x) y € € dep(x,e) —{e}, la capacidad

de intercambio asociada a x,e y €', puede ser expresada como:
é(z,ye ) =min{p(X) —z(X):e€ X CE,e ¢ X}. (2.5)

Ademas, z(e') > ¢(x,e,€') y para cada « tal que 0 < a < &(z,e,€') se tiene que

T+ a(Xe - Xe’) S P(+)(p>
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Prueba: Sea £ = min{p(X) —z(X):e€ X CE ¢ ¢ X}.

Veamos que ¢(x,e,e') < & Sea a € R tal que v + a(xe — xer) € P)(p) v sea
X CFEcome e Xye ¢ X, tenemos que z(X) + a(xe — xer)(X) < p(X), es
decir, z(X) + a < p(X) o equivalentemente, a < p(X) — x(X). Esto prueba que
é(z,e,¢) <&

Veamos ahora que £ < &(z,e,¢'). Si X C E tenemos £ < p(X) — z(X), es decir,
z(X) + & < p(X). Observamos dos casos:

Caso l: e € X
i) sie€X,2(X)+ (e — xe)(X) =2(X) <p
i) si ¢ ¢ X, 2(X) + E0xe — xe) (X) = 2(X) + € < p(X)
Caso2: e ¢ X
i) si ¢ € X, 2(X) + E(x — xe)(X) = (X
i) si e ¢ X, a(X) + E(xe — xe) (X) = a(X

\_/\_/
|
I/\m
°
Ql/\
- =
>
=
o
D
)]
I
V
=

de aqui, £ < é(z, e, €’), luego conluimos que £ = é(z, e, €’).

Ahora, para probar que z(e’) > é(x, e, ') obsérvese que

z(e) < é(w,e,e) = z(e') < p(dep(z,e) — {€'})—z(dep(z, €) — {e'})
= z(¢') < p(dep(z,e) — {€'})—z(dep(z, €))+z(€)
= 0 < p(dep(z,e) — {e'})—z(dep(z, e))
= 0 < p(dep(z, e) — {'})—p(dep(z,€))
= p(dep(z,e))< p(dep(z,e) — {e'})

pero esta ultima desigualdad no es posible, luego se concluye que x(e') > é(z, e, €’).

Finalmente, sea a tal que 0 < a < é(w, e, €). Six+a(xe—Xer) € P4(p), entonces
existe Y C E tal que z(Y) + a(xe — xe)(Y) > p(Y), luego necesaria- mente e € Y’
ye ¢Y, deaqui a> p(Y)—z(Y), por lo tanto é(z, e, €’) < a, lo que contradice la
hipétesis. Concluimos entonces que z + a(x. — xe) € P4)(p)-

0

Ahora introduciremos algunos conceptos que generalizan la nocion de matroide
dual.
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Definicién 2.1.9. Sea v € R¥ arbitrario, decimos que v es un vector dominante del
polimatroide (E, p) si para todo x € P)(p) se tiene x < v (Aqui v < v significa
z(e) < wv(e) para todo e € E).

Dado un vector dominante v del polimatroide P = (E, p) definimos la funcion:

pa) : 28—+ R como:
P (X) = (X) + p(E = X) — p(E)

para cada X C FE.

Se puede ver facilmente que un vector v € 2¥ es un vector dominante de (E, p),

si y sélo si, p({e}) < wv(e) para todo e € E.

Proposicién 2.1.6. P*(v) = (E, p[,)) es un polimatroide.

Prueba: i) p,(2) = v(2) + p(E) — p(E) = v(2) =0 (pues v € R¥ ).
i1) Como v es modular, para todos X,Y C FE se tiene

(Y = X)+o(X) =v),
es decir, v(Y — X) = v(Y) — v(X). Luego si X CY C FE entonces

PV = X)+p(E=Y) 2 p((Y = X) N (E=Y))+p((Y - X)U(E-Y))
= p(2) + p(E = X)
=p(E—X)

con lo cual,
p(E—X) = p(E=Y) <p(Y = X) <oy = X) = oY) —0(X)
luego v(X) + p(E — X) <v(Y) + p(E —Y), por lo tanto,
v(X) +p(E—=X) = p(E) <v(Y)+p(E=Y) = p(E)

es decir, pf,y(X) < pf,(Y).

i1i) Veamos que Py €s submodular. Sean X,Y C E,

P(E=X)+p(E-Y)>p((E-X)U(E-Y))+p((E-X)N(E-Y))
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=p(E—(XNY))+p(E - (XUY))

y como
v(X)+uY)=0v(XNY)+ov(XUY)

entonces

v(X)+ oY)+ p(E—X)+p(E—-Y)—2p(E)
>p(E=(XNY))+p(E—(XUY))+0(XNY)+0(XUY) —2p(E)

luego

V(X) + p(E = X) = p(E) + v(Y) + p(E = Y) — p(E)
>0(XNY)+p(E—(XNY))=p(E) +0(XUY)+p(E—(XUY))—p(E).

En otras palabras:

De (i), (#i) y (i7i) concluimos que P*(v) es un polimatroide

x(2)

x'(1) -

P (P*(v) )

P(+) (ﬂ)

> x(1)

0 Y
x’(2)

Figura 2.2: Dualidad en polimatroides, caso dos elementos
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El polimatroide P*(v) = (£, p{,) es llamado el polimatroide dual de (E, p) aso-
ciado al vector v (obsérvese en la figura 2.2 el caso en que F tiene dos elementos).

En la siguiente seccién veremos algunos ejemplos importantes de polimatroides

2.2. Ejemplos de Polimatroides:

Ejemplo 2.2.1. (Flujos Multiterminales)

Sea N = (G = (V,A),c,ST,57) una red capacitada, es decir, un grafo funda-
mental G = (V, A), junto con una funcién de capacidad ¢ : A — R, un conjunto
de entradas ST y un conjunto de salidas S~, aqui ST,S~ C V con ST NS~ = @.
Una funcién ¢ : A — R, es un flujo factible en N, si:

i) Para todo a € A, 0 < p(a) < c(a).

i1) Para todo v € V. — (ST U .S7) se tiene dp(v) = 0.

donde Oy : V — R es la funcién definida para cada v € Vcomo:

Op(v) = Y pla)— > ola)

acdtv a€d—v

Si (&p)s+ denota la restriccién de d¢ al conjunto ST, entonces el conjunto
{(9¢)"" : ¢ es un flujo factible en N} es el poliedro independiente del polimatroide
P = (S*,p), donde p es la funcién definida como p(v) = > 5+, ¢(a). Similarmente,

tenemos un polimatroide en S™.

Ejemplo 2.2.2. (Polimatroides Lineales)

Sea A una matriz y suponga que E es el conjunto de indices de sus columnas.
Sea {F1, Fy, ..., F,,} una particién de E, es decir, F; C F para todo i = 1,2,...,n,
FFNF,=0parai#jyJF, =E.

Sea E = {1,2,...,n}, para cada X C E definimos AX := | J{F, : i € X}. Defini-
mos ademds la funcién p : 22 —» R como p(X) := rank(A%), para todo X C E tene-
mos entonces que p(@) = 0, ademés, si X C Y C E entonces rank(AX) < rank(AY).
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Por otro lado, para X, Y C E,
rank(AY) +rank(AY) > rank(AXY) + rank(AX™),

luego (E, p) es un polimatroide, llamado polimatroide lineal.

Ejemplo 2.2.3. (Juegos Convezxos)

Sea E ={1,2,...,n}, asumimos que E es un conjunto de n personas, (o jugado-
res) Una funcion caracteristica v, es una funcién no negativa definida en el conjunto
de coaliciones (subconjuntos) de E con v(2) = 0. El par (E,v) es llamado un juego

de funcion caracteristica [13]

Un juego de funcién caracteristica (E, v) es llamado un juego convezo si la funcién

caracteristica v es supermodular, es decir, para X, Y C FE
v(X)+ oY) <o(XUY)+o(XNY).
Definimos el centro del juego, como el conjunto
C={zecRF: VX CE, 2(X)>v(X), X(E)=v(E)}

y la funcién v : 2¥ — R como

(E—-X):=v(F)—vX) paraX CFE
o equivalentemente,

o(Y)=v(E)—v(EF-Y) paraY CE,

v es la funcién rango de un polimatrode en E y el centro coincide con el poliedro

base B(v) del polimatroide. En efecto:
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i1) Dados X1, Xy C E tales que X; C Xy, entonces por la supermodularidad de v

tenemos:
'U(Xl) + U(XQ — Xl) S U(Xl N (X2 — X1>> + ’U(Xl U (XQ — X1>)

por lo tanto, v(X7) + v(Xy — X1) < v(X; U Xy) = v(Xs), pero v(Xy — X7) >0,
luego v(X7) < v(X3).

Ahora, si X CY C E, tenemos F—Y CE—-Y luego v(F —-Y) <o(E - X),
con lo cual v(E) —v(E — X) <ov(F) —v(E —-Y), esto es, 9(X) < o(Y).

i1i) Sean X,Y C F, utilizando la supermodularidad de v tenemos:
VWE-X)+v(E-Y)<v(E-X)U(E-Y))+v((E-X)N(E-Y)).

por lo tanto

0(X) +0(Y) = v(E) —v(E = X) +v(E) —v(E -Y)

(E) =v((E = X)N(E-Y))) +v(E) —v((E - X)U(E-Y))
(

o

<

E)—v(E— (XUY))4v(E)—v(E - (XNY))
XUY)+9(XNY)

Finalmente, para ver que el centro C coincide con el poliedro base B(?7), observa-
mos que si ¢ € C entonces x >0, ysiY C E, x(F—-Y) >v(E—-Y), pero

< v(E)<v(E)—v(E-Y)+z(E-Y)

& z(B)<v(E)—v(E-Y)+z(E-Y) (pues z(FE) =v(F))

S ax(Y)+ax(E-Y)<v(E)—v(E-Y)+z(E-Y) (xesmodular)
& z(Y) < oY)

de aqui, z € B(0), es decir, C C B(?). Para probar que B(?) C C se utiliza exacta-

mente el mismo razonamiento.
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2.3. Relacion con matroides:

Los polimatroides se pueden ver como una ”versién continua’de los matroides
en el sentido en que si cambiamos R por Z en las definiciones anteriores, y si p es
la funcion rango de un matroide, entonces habra una correspondencia entre los ele-
mentos de P1)(p) y los conjuntos independientes del matroide asociado, asi mismo,

B(p) se identificara con las bases del matroide a través de esta correspondencia.

En efecto, supongamos que (E,Z) es el matroide asociado a la funcién rango p.

Definamos:
Pay(p) == {2 € Z°| £ 2 0,¥X C B 2(X) < p(X)}
Bu(p) :={z € Puy(p) | 2(E) = p(E)}
Tenemos el siguiente resultado:
Proposicién 2.3.1.

i) I €I, siysolosi, X,€ Puw(p).
ii) I es base de (E,Z), siy solo si, X,€ Bu(p)
Prueba: i) Si I € Ty X C FE, entonces
Xo(X) = [IAX] = p(I N X) < p(X),

es decir, X, € Pu(p)(p)-

Reciprocamente, si I C X es tal que X,€ P 4)(p) entonces
X, (X) = [INnX] < p(X).

En particular, si X = I, entonces |I N I| = |I| < p(I), pero por propiedades de la
funcién rango de un matroide (teorema 1.5.3), p(I) < |I|, luego p(I) = |I|, con lo

cual I serd un elemento independiente del matroide.

ii) Si I es base de (E,T), entonces p(E) = |I| = X,(E), es decir X, € Bu(p).
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Reciprocamente, si X, € Ba(p), entonces p(E) = X, (E) = |I|, y como por (i), ]

es independiente, entonces I debe ser una base.

O

Para cualquier # € Py4)(p) v a € E se debe tener
0 < 2(a) < p({a}) < la] = 1,

entonces x =Y, para algin I C E. Esto, junto con lo anterior, nos permite observar
que hay una correspondencia biyectiva, entre los elementos de Pys4y(p) y los ele-
mentos de Z, en donde By;(p) se identifica con las bases del matroide.

Asi mismo, para x € Py 4)(p) tenemos la saturacién de = como:

sat(x) = |_J{X € B| 2(X) = p(X)}

y la funcién de saturacién sat : Py (p) — 2%.

Obsérvese que Pu1)(p) € Py(p), luego podemos ver de la proposicién 2.1.1,
que el conjunto D(x) = {X C E | z(X) = p(X)} es cerrado respecto a la unién
y a la interseccién , luego sat(x) es el unico elemento maximal de D(z). Tenemos

ademas el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.2. Para x € Py4)(p) se tiene que
sat(z) = {¢ € E| o+ xc ¢ Paco)(0)} 26)
Prueba: Sea e € sat(x),
(x + xe)(sat(x)) = x(sat(x)) + xe(sat(x)) = p(sat(x)) + 1 > p(sat(x)),
luego & + Xe ¢ Pur(s)(p)-

Reciprocamente, supongamos que = + X. ¢ Pu4)(p), existe Y C E tal que
(YY) + x.(Y) > p(Y), luego se debe tener que e € Y. De aqui, X(Y)+1 > p(Y), es
(Y) + xe( p(Y), lueg q qui, p(Y),
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decir p(Y) — X(Y) < 1.

Pero como p y x toman tinicamente valores enteros no negativos, entonces se debe
tener p(Y) = X(Y), y dado que e € Y, entonces e € sat(x).
O

La siguiente proposicién muestra que la funcién de saturacién en un polimatroide

es una generalizacion de la funcion clausura de un matroide.

Proposicién 2.3.3. Sea X, € Pu)(p) (I € L), se tiene:

sat(x,) = CI(I)

en donde CI(I) denota la clausura de 1.

Prueba: Veamos que sat(x,) € CIl(I). Si e € sat(),), entonces por la proposicién
anterior, X, + X, € Pu()(p). Sie € I, entonces e € CI(I). Supongamos entonces que
e ¢ I, tenemos X, = X, + X, & Pu)(p), esto quiere decir, por la proposicién
2.3.1, que I U {e} no es independiente, luego p(I U {e}) = |I| = p(I). Esto es,
e ClI).

Veamos ahora que CI(I) C sat(X,). Sea e € Cl(I), tenemos

p(IU{e}) =[] = p(I).

Sie e I, como x,(I) = |I| = p(I), entonces e € sat(X,), si e ¢ I, entonces I U {e}
no es independiente, es decir, X, ,,,= X; + X, & Pu(+)(p)-

Debido a la proposicién 2.3.2, concluimos que e € sat(x,).
O

Para x € Py4)(p) v e € sat(z), recordemos que la dependencia dep(z,e) de x

respecto a e esta definida como

dep(x,e) = ﬂ{XCE|e€X z(X) = p(X)}
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Recordamos ademads, que dep(x,e) es el Gnico elemento minimal del conjunto
D(w,e) = {X C E| e € X, a(X) = p(X)}

Proposicién 2.3.4. Para X,€ Py)(p) (1 €Z) y ec Cl(I)—1I, dep(X,,e) es el

tinico circuito contenido en I U {e}.

Prueba: Veamos primero que dep (X,,e) € [ U {e}. Sea €’ € dep(X,,e) — {e}, por
la proposicién 2.1.3, x,(¢/) > 0, es decir, x,(¢) = 1, o equivalentemente €’ € I.
Tenemos entonces que dep (X,,e) — {e} C I, pero como e € dep (X, e), concluimos
que dep (X,,e) € I U{e}.

Por otro lado:

p(dep(XI,e)) =X (dep (vae)) = | INdep (Xpe) |
= | dep(X;,¢) ={e} | = | dep(X;e) [ =1,

esto prueba que dep (X, e) es un conjunto dependiente.

Ahora, sea C' un circuito tal que C' C dep(X,,e), si e ¢ C tenemos C C
dep (X,,e) — {e} C I, luego x,(C) = [I NC| = |C| > p(C), lo cual es absurdo
ya que X ;€ Puy(4)(p). Se debe tener entonces que e € C'. Ademés, como C' — {e} C
dep (X,;.,e) —{e} €I y C es dependiente minimal, entonces

X;(C)=1NCl=|C—{e}| =p(C —{e})=p(C),

luego dep (x,,e) € C, por lo tanto, dep (X, e) = C, concluyéndose asi que dep (X, €)

es un circuito.

Finalmente, sea C' un circuito contenido en I U {e}, e € C pues de lo contrario
se tendria C' C I y por tanto C' € Z, lo cual es absurdo. Si C' # dep ()X, e) entonces
por (Cy) del teorema (1.5.2), existe Cy circuito tal que Coy C (C'U dep (X, ,¢e))—{e},
pero como C' C I U {e} y dep(x,.e) C I U {e}, entonces necesariamente (C'U
dep (X, e))—{e} C I, luego Cj es un conjunto independiente, lo cual es contradic-

torio, es decir, se debe tener C' = dep ()X, e). Con esto se concluye la demostracion.

O
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La anterior proposiciéon muestra que dado I € Zy e € CI(I) — I, existe un tnico
circuito contenido en I U{e}. En teoria de matroides a este circuito se le suele llamar

el circuito fundamental respecto a I y e.

En el siguiente ejemplo se ilustran algunos de los resultados de esta seccion.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el matroide (E,Z) donde E = {a,b,c} e
1= {@7 {a}7 {b}7 {0}7 {CL, b}, {CL, C}}

Tenemos:

p(@) =0, p({a}) = p({b}) = p({c}) = 1, p({a,b}) = p({a, c}) = 2,
p({b,c}) =1y p({a,b,c}) = 2.

P(+) (p) = {07 X{a}s X{b}s X{c}» X{a,b}> X{a,c}}'

Obsérvese por ejemplo que X ¢ P1)(p), pues
Xbey ({0, ¢}) = 2> 1= p({b, c}).

Ademas:
sat(x{ay) = {a} = Cl({a})
sat(xy) = {b,c} = Cl({b})
sat(xey) = {b, ¢} = Cl({c})
sat(X{apy) = {a,b,c} = Cl({a,c})
sat(X{a,cy) = {a,b,c} = Cl({a, c})



Capitulo 3
Sistemas Submodulares

El concepto de polimatroide puede presentarse de manera mas general, supri-
miendo algunas condiciones sobre la funcion rango y sobre el conjunto en el cual
actia dicha funcién, esto se hace a través de la nocién de sistema submodular. En
este capitulo estudiaremos detalladamente este concepto, no sélo presentaremos defi-
niciones y resultados andlogos a los de polimatroides, sino que estudiaremos algunos
otros aspectos como reducciones y contracciones, estos tultimos tienen que ver con
modificaciones o alteraciones aplicadas a un sitema submodular, obteniendo nuevos
sistemas submodulares. En este capitulo también se desarrollan algunos ejemplos
de sistemas submodulares que se pueden encontrar dentro de la Teoria de Redes,

Matrices, y otros que se derivan de las funciones céncavas.

3.1. Principales conceptos y resultados

Sea E un conjunto finito no vacio y D C 2¥ una coleccién de subconjuntos de F
cerrado para la union y la interseccion, es decir, para X,Y € D se tiene XUY € Dy
XNY € D. Claramente D es un reticulo distributivo siendo la unién y la interseccién
sus operaciones de reticulo. En la siguiente definiciéon obtenemos de manera mas

general la nocién de submodularidad.

Definicién 3.1.1. Sea D C 2F cerrado para la unidén y la interseccion, y sea f :

33
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D — R. Decimos que [ es una funcion submodular en D si para todo par X,Y € D,
fX)+ fY) = f(XUY)+ f(XNY).

Tenemos el siguiente lema fundamental sobre funciones submodulares en este tipo

de reticulos:

Lema 3.1.1. Sea f una funcién submodular en un conjunto D C 2¥ cerrado para la

union e interseccion. El conjunto de minimizadores de f
Dy = {X eD| f(X)=min{f(Y)| Y € D}}

es un subreticulo de D

Prueba: Para cada X,Y € Dy tenemos f(X)+ f(Y) > f(XUY)+ f(XNY), pero
como f(X) = f(Y) entonces 2f(X) > f(XUY)+ f(X NY).

Por otro lado, siendo f(X) < f(XUY) y f(X) < f(X NY) concluimos que

2f(X) = f(XUY)+ f(XNY). (3.1)

Ahora, si suponemos f(X UY) > f(X NY), entonces f(XUY)+ f(XNY) >
2f(X NY), es decir, 2f(X) > 2f(X NY), pero esto contradice la minimalidad de
f(X). Igualmente, si f(XUY) < f(X NY) entonces 2f(X) > 2f(X UY), lo cual
también es contradictorio. Se debe tener entonces que f(X UY) = f(X NY).

De la ecuacion (3.1) se concluye que f(X) = f(XUY) = f(XNY)

Definicién 3.1.2. Sea D C 2F cerrado para la union e interseccion tal que @, E € D,
y sea f: D — R una funcion submodular en D que satisface f(2) = 0, entonces
el par (D, f) se denomina sistema submodular en E. Se dice ademds que f es la
funcién rango de (D, f) y que f(E) es el rango de (D, f).

Obsérvese que todo polimatroide (F, p) es un sistema submodular, luego se pue-

den tratar de extender los conceptos relacionados con polimatroides a sitemas submo-
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dulares, esto se hace mediante algunas de las definiciones posteriores de ese capitulo.

Definicién 3.1.3. Sea (D, f) un sistema submodular en E, el conjunto

P(f):={x e R¥ |VX €D : 2(X) < f(X)}

es llamado el poliedro submodular asociado al sistema submodular (D, f), y el con-

Junto

B(f) :={z € P(f) | x(E) = f(E)}

se llama el poliedro base asociado a (D, f). Un elemento del poliedro base es llamado

una base de (D, f) y un elemento del poliedro submodular es llamado una subbase de

(D, f).

x(2)

B(/)

o

P(/)
> (1)

/)

Figura 3.1: Poliedro submodular P(f) y poliedro base B(f)

Lema 3.1.2. Para cada subbase x € P(f) el conjunto
D(z):={X e D|x(X) = f(X)}

es un subreticulo de D.
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Prueba: La funcién f —x : D — R es una funcién submodular no negativa en D,
pues (f —z)(@) =0y dados X,Y € D se tiene:

(f =2)(X) + (f =2)(V) = f(X) = 2(X) + f(Y) = z(Y)
> F(XUY) = a(X)+ f(XNY) —x(Y)
= f(XUY)—-2(XUY)+ f(XNY)—-2(XNY)
= (f=2)(XUY)+ (f-2)(XNY)

Ahora, para X € D
XeDx)ez(X)=fX)e f(X)—2(X)=0
& X e{XoeD| f(Xo) =min{(f —2)(Y)|Y € D}}

Observamos entonces que D(x) es el conjunto de minimizadores de la funcién

f — x. Aplicando el lema 3.1.1, concluimos que D(x) es un subreticulo de D.

O

Definicién 3.1.4. El dnico elemento minimal de D(x) se llama la saturacion de
x y es denotado por sat(x), la funcién sat : P(f) — 2F se llama la funcién de

saturacion del sistema submodular (D, f).

Observando la demostracion de la proposicion 2.1.2, se puede concluir ademas
que
sat(x) ={e€ E|Va >0,z +ax. ¢ P(f)} (3.2)

Lema 3.1.3. Para cada subbase x € P(f) y e € sat(x), el conjunto
D(z,e) ={X eD|eec X,z(X) = f(X)}
es un subreticulo de D.

Prueba: Sea D(e) := {X € D | e € X}. Nétese que D(e) es un subreticulo de D y
para X € D(e),

X eDxz,e)exz(X)=f(X)e f(X)—z(X)=0
& Xe{XoeD]| f(Xo) =min{(f —2)(Y)|Y € D(e)}}.
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Luego D(z,e) es el conjunto de minimizadores de la funcién submodular f — z
en el reticulo distributivo D(e), y asi, por el lema 3.1.1 se concluye lo deseado.

O

El tinico elemento minimal de D(x, e) se llama la dependencia de x respecto a e
y es denotado como dep(z, e). Si para cada e € E — sat(z) definimos dep(x,e) = &,
entonces podemos definir una funcién dep : P(f) x E — 2F la cual es llamada la
funcion de dependencia de (D, f).

Definicién 3.1.5. Para cada x € P(f) y e € E — sat(z) definimos la capacidad de

saturacion asociada a x y € como:
é(xye) :==min{f(X)—z(X)|ee X € D}

Definimos ademds para cada © € P(f), e € sat(x) y e € dep(x,e) — {e} la

capacidad de intercambio asociada con x,e y €' como:
é(xye,€) =min{f(X)—xz(X)|ee X € D,e ¢ X}

Proposicién 3.1.4. Sea x € P(f)

i) Para e € E — sat(x) y a no negativo se tiene x + ax. € P(f) sii
0<a<déxe)

ii) Para e € sat(z), € € dep(z,e) — {e} y a no negativo se tiene

r+a(xe—xe) € P(f) st 0 < a < é(x,e,€).

Prueba: i) Si x + ax. € P(f), entonces z(X) 4+ ax.(X) < f(X) para todo X € D.
Sie € X entonces z(X) + axe(X) = z(X) + a < f(X), asi, a < f(X) — z(X) para
todo X € D con e € X, es decir, a < ¢é(z, e).

Reciprocamente, suponga que 0 < o < ¢(z,€), si x + axe ¢ P(f), existe Y € D
tal que z(Y) + a > f(Y), es decir, ¢(z,e) > a > f(Y) —z(Y) con e € Y, lo cual es
absurdo ya que é(z,e) < f(Y) — z(Y).
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ii) Si x4 a(xe — xe) € P(f) entonces para cualquier X € Dtal quee € X y e ¢ X
tenemos x(X) + a(xe(X) — xe (X)) < f(X), es decir, a < f(X) — z(X), con lo que

se concluye que o < é(x, e, €’).

Reciprocamente, sea a tal que 0 < o < é(x,e,€e’) y X € D. Tenemos dos casos:
Caso 1) e € X.

Sie’ € X, entonces 2(X) 4+ a(x. — xe)(X) = 2(X) < f(X).

Sie' ¢ X, entonces z(X) + a(xe — xe )(X) = 2(X) + a < f(X) (pues a < f(X) —

Caso 2) e ¢ X.
Sie’ € X, entonces z(X) 4+ a(xe — xe)(X) = 2(X) —
Sie ¢ X, entonces z(X) 4+ a(xe — xer)(X) = 2(X) < f(X

Concluimos que x + a(x. — xe) € P(f)
U

Con el fin de probar que el poliedro base B(f) es siempre no vacio definiremos
un orden parcial en R¥: Dados z,y € RF, z < y sii z(e) < y(e) para todo e € E. El

siguiente teorema establece entonces esta propiedad del poliedro base.

Teorema 3.1.5. Sea (D, f) un sistema submodular en E, El poliedro base B(f) es

el conjunto de subbases maximales de (D, f).

Prueba: Denotemos por B'(f) al conjunto de subbases maximales de (D, f). Sean
r € B(f)yy e P(f) tales que x < y. Si y(e) > z(e) para algin e € E entonces
y(E) > x(E) = f(E) lo cual es absurdo. Tenemos entonces que x es maximal en
(D, f) y consecuentemente, B(f) C B'(f).

Reciprocamente suponga que = € B'(f),sie € E'y a > 0 entonces = < x + aye,
luego por la maximalidad de x se debe tener x + ax. ¢ P(f), asi por la ecuacién
(3.2), e € sat(x). De aqui, E = sat(x) o en otras palabras xz(F) = f(FE), con-
cluyéndose asi que x € B(f), es decir, B'(f) C B(f)

0



Capitulo 3. Sistemas Submodulares 39

A partir del teorema anterior se observa que para cada subbase = de (D, f) existe
una base y de (D, f) tal que z < y, de aqui B(f) # @.

Definicién 3.1.6. Sea D C 2F cerrado para la union y la interseccion, una fun-
cion g : D — R se llama una funcion supermodular en D si —g es una funcion

submodular en D, es decir, para todos X,Y € D se tiene:
9(X) +9(Y) <g(XUY)+g(XNY).

st EeDyg(a)=0, el par (D,g) se llama un sistema supermodular en E. Una
funcion la cual es submodular y supermodular en D se llama un funcion modular en

D.

Definicién 3.1.7. Dado un sistema supermodular (D, g) en E, los conjuntos
P(g) ={z e R¥ |¥X €D :2(X) > g(X)}

B(g) :=A{z € P(f) | =(E) = g(E)}

se llaman respectivamente el poliedro supermodular y el poliedro base asociados al
sistema supermodular (D, g). Un vector en P(g) es llamado una superbase y un vec-

tor en B(g) es llamado una base de (D, g).

Proposicién 3.1.6. Sea (D, f) un sistema submodular en E, si definimos el conjunto
D:={E—-X|X €D} ylafuncion f#* :D — R como f#*(E—X) = f(E)— f(X),

(X € D) entonces el par (D, f#) es un sistema supermodular en E.

Prueba: Dados X, Y € D, como (E—-X)N(E-Y)=F—(XNY)y (E-X)U
(E-Y)=FE— (XUY) entonces D es cerrado para uniones ¢ intersecciones.

Por otro lado, f#(2) = f#(E —E) = f(E) — f(E) =0y paraY €D, f#(Y) =
f(E)— f(E=Y), luego para Y1, Y3 € D, si Y denota al conjunto F — Y para cada
Y C FE entonces:
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fF) + f#(Ya) = f(E) = f(E = Y1) + f(E) = f(E - Y,)
< f(E) = f(YENY5) + f(E) = f(YFUYY)
= f(E) = f(1UY2)*) + f(E) — f(Y1NY3)°)
= fFY1UY2) + f#(Y1 NYa)

O

(D, f#) se llama el poliedro supermodular dual de (D, f). Igualmente se puede
definir el sistema submodular dual (D, g#) de un sistema supermodular (D, g) don-
de Dy g# se definen similarmente. Tenemos ademds el siguiente lema respecto a la

dualidad de sistemas submodulares.

Lema 3.1.7. Si (D, f) es un sistema submodular entonces B(f) = B(f#) y (f#)# =
f.

Prueba:

x € B(f) & z(X) < f(X) paratodo X € Dy x(F) = f(F)
Sz(E-Y)< f(E-Y)paratodoY € Dy x(E) = f(E)
S x(B)—z(Y)< f(E-Y) paratodo Y € Dy z(E) = f(E)
s a(Y)>2(E)— f(E-Y) paratodo Y € Dy z(E) = f(E)
s a(Y)> f(BE)— f(E-Y)paratodoY € Dy 2(E) = f(E)
s a(Y) > f#(Y) paratodo Y € Dy x(E) = f(E)
& x € B(f7).

Por otro lado,

HE-X)=f(E)- (@) - f(E) + f(E - (E - X))

, se concluye lo deseado.

v I

=f(X),y como D =

3.2. Reducciones y contracciones

A partir de un sistema submodular arbitrario se pueden generar nuevos siste-

mas submodulares de diferentes maneras, aqui utilizamos un elemento del reticulo
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asociado para generar nuevos sistemas submodulares llamados reducciones y con-
tracciones. Ademas, los resultados de esta seccién, tienen vital importancia para la

teoria desarrollada en el capitulo 4.

Definicién 3.2.1. Sea (D, f) un sistema submodular en un conjunto E y A € D,
definimos DA == {X € D | X C A} y fA4X) = f(X) para cada X € DA. El
par (DA, f4) es claramente un sistema submodular y es llamado la reduccién o la

restriccion de (D, f) al conjunto A. Este sistema submodular es denotado también
como (D, f) - A.

Definicién 3.2.2. Sea A € D, definimos Dy :={X —A|AC X € D} y fa(X) =
f(XUA)— f(A), para (X € Dy), o de la misma manera, fa(X —A) = f(X)— f(A)
para A C X € D.

Proposicién 3.2.1. Para cada A € D, (Da, fa) es un sistema submodular en E— A.

Prueba: Para X, Y € Dcon A C X, ACY tenemos A C XUY, AC XNY,
(X—AUY -A)=XUY)—Ay(X-ANY -A) =(XNY)— A, luego Dy

es cerrado para uniones e intersecciones, ademas

faX = A)+ fa(Y = A) = [(X) = f(A) + [(Y) = f(A)
> f(XUY) = f(A)+ f(XNY) = f(A)
= fa((XUY) = A) + fa((X NY) — A)
Como vemos f4 es submodular en Dy
O

El sistema submodular (Dy, f4) es llamado la contraccion de (D, f) por Ay
es denotado también como (D, f)/A. Un sistema submodular obtenido de repetidas
reducciones y contracciones es llamado un menor de (D, f). Tenemos el siguiente

resultado en relacion a reducciones y contracciones.
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A una base

Lema 3.2.2. Sea (D, f) un sistema submodular en un conjunto E, sea x
de la reduccion (D, f) - A y xa una base de la contraccion (D, f)/A, entonces la

suma directa & =z @ x4 definida por

A ec A
@y (e) = i) e (3.3)
zale) siee E—A

es una base de (D, f). Reciprocamente, para cada base & de (D, f) satisfaciendo
z(A) = f(A), restringiendo & en A (o en E — A) se obtiene una base de (D, f) - A

(o de (D, f)/A).

Prueba: Si 2 es una base de (D, f) - Ay x4 es una base de (D, f) - A, entonces

para cada X € D tenemos:

2 X)=2(XNA) +2(X —A) =24XNA) +24(X — A
<X NA) + fa(X = A) = (X NA) + f(XUA) = f(4)
< f(X)
ademads,
2(E) =3(A) +2(FE — A) = 2(A) + 24(E — A)

= J(A) + fa(E = A) = f(A) + J(E) — f(A)
f(E)

Luego como vemos & es una base de (D, f).

Reciprocamente, si & es una base de (D, f) y satisface z(A) = f(A), entonces
para cada X € DAy Y € Dy tenemos 24(X) = 2(X) < f(X) y

za(Y) = 2(Y U A) — 2(A)
< fYUA)—f(A)
< fY) = f(Y nA)
=f(Y) = f(&)=f(Y)
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3.3. Ejemplos de sistemas submodulares:

Ademas de los polimatroides, los cuales son también sistemas submodulares, te-

nemos los siguientes ejemplos de sistemas submodulares no polimatroidales.

Ejemplo 3.3.1. (Funciones Corte)

Sea N = (G = (V,A), ¢, ¢ ) una red capacitada con grafo fundamental G =
(V, A) y funciones de capacidad inferior y superior c: A — RU{—-o0}yc: A —
RU{o0} con ¢(a) < ¢(a) para todo a € A. Definimos la funcién K, z : 2 — RU{oo}

COIMo.

ac ATU ac AU
para cada U C V. Aqui, ATU es el conjunto de arcos que salen de U en Gy AU
es el conjunto de arcos entrando a U en G. Para cada U, W € 2" tal que K.z (U) < oo
y Kez(W) < oo tenemos K.z (UUW) < ooy K.z (UNW) < oo, ya que siendo
K.z(U) < oo entonces ¢(a) < oo para cada a € ATU y ¢(a) > —oo para cada
a € AU, ademés AT(UUW) C (ATU)U(ATW) y AT(UNW) C (ATU)N(ATW)
(La misma propiedad se tiene para A™). Luego como vemos, el conjunto D(c,¢) de-

finido como

D(c,e) ={U CV | K.2(U) < o0}

es cerrado para uniones e intersecciones, obsérvese que ademés @,V € D(c,¢). Se
puede ver también, realizando los cdlculos cuidadosamente que para U, W € D(c, )

tenemos

Kez(U)+Kee(W) —Kez(UUW) =K.z (UNW)

- Y e - Y o

a€AH(U-W)NA—(W-U) a€EA—(W-U)NAT(U-W)

+ > cla) - >, c(a)

a€A+H(W—U)NA—(U-W) a€A= (U-W)NA+H(W-U)
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:Z{E(a)—g(aHaEA, OtacU—-W, 0 aeW -U}

—i—Z{E(a)—g(a)\aeA, O acU—-W, dtae W —-U}

es decir, K.z es una funcién submodular en D(c,¢), con K.z () = K.=(V) =0,
o en otras palabras, (D(c,¢), K, ;) es un sistema submodular que claramente es no
polimatroidal pues por ejemplo K.z puede tomar valores negativos y en general no

es mondtona no decreciente. La funcién K ; es llamada la funcion corte asociada a

la red NV.

Un flujo factible ¢ en N es una funcién ¢ : A — R tal que ¢(a) < ¢p(a) < ¢(a)
para cada a € A, recordemos que la frontera dp : V — R de ¢ estd definida como:

Op(v) = Y wla)= Y wla) (veV)

acdtv a€d v

Definimos ademas el conjunto de funciones frontera de flujos factibles de la red
N como:
0P := {0¢ | ¢ es flujo factible en N'}

Si B(K,.,z) denota al poliedro base del sistema submodular (D(c,¢), K., ;) enton-
ces tenemos 0® = B(IC. z).

En efecto, sea ¢ : A — R tal que para todo a € A, ¢(a) < p(a) < ¢(a), para
cada U C V se tiene

Op(U) =Y dp(v)= > pla)— >  ¢a)
velU a€EATU a€EA~U
pues si a € A es tal que 07 (a) y 07 (a) estdn en U entonces los términos ¢(a) y

—p(a) aparecen cada uno una séla vez en el célculo de dp(U), luego estos términos

se cancelaran.
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Ahora, como c(a) < p(a) < ¢(a) entonces —p(a) < —c(a) para cada a € A, luego

dp(U) = D pla)= > ¢la)
acATU
< Y ea)- > cla) =Kee (U)

y como dp(V) = K.z (V) = 0 entonces hemos mostrado que 0® C B(K, )

Reciprocamente, sea x € B(K.z), considere un nuevo vértice s ¢ V' con nuevos
arcos (s,v) para cada v € V, definimos ¢(s,v) = ¢(s,v) = x(v) para cada v € V.

Denotamos esta nueva red como

N = (G"'=VU{s}Au{(s,v) v € V}),c70

Por el teorema 1.3.1 (Hoffman) existe una circulacién factible ¢ en N si y sélo si
para todo U C V U {s} se tiene

Y da)= Y cla)

acAtU a€EAU

donde ATU y A~U se toman respecto a G'. Pero esta ultima desigualdad se tiene,
ya que para U C VU {s},sis¢ U

Yz Y dae Y )= Y da)+ Y al)

aeATU aeA~U acAtU a€A~U velU
en G’ en G’ en G en
& g z(v) < g c(a) — E c(a)
vel aceAtU ac€A—U
en G en G

< x(U) <Kz (U)

Pero la ultima desigualdad se tiene ya que z € B(K. ;). En el caso en que s € U,
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sea Uy = U — {s}, tenemos:

Yz Y dae 3 )+ Y 2wz Y ca)

a€EATU a€A~U a€EATUy veV-Uy a€A~U
en G’ en G’ en G en
& > da)+x(V) -zl = Y cla)
acAtUy a€EA"U

en

& > wa)— > cda)>x(Us) - Kz (V)

aEAT Uy aceA~ Uy
en G en

& Kz (Uo) > 2(Up).

Restringiendo ¢ a A obtenemos un flujo factible en N cuya frontera es igual a .

Ejemplo 3.3.2. (Funciones submodulares derivadas de funciones concavas)

Sea E un conjunto finito y ¢ : £ — R, definamos la funcién f : 2¥ — R
por f(X) = g(|X]|) para X C E. Por el teorema 1.1.2 f es una funcién submodular
en 2. Luego como f(@) = 0 el par (2F, f) es un sistema submodular en E que

generalmente no es polimatroidal ya que g no necesariamente es no decreciente.

Un sistema submodular de este tipo se puede derivar del concepto de mayoriza-

cion:

Dado un vector z € R¥ ordenemos las componentes z(e) (e € E) en orden
descendente, y para i = 1,2,...,|E|, denotemos por zp; al iésimo elemento en el

orden descrito. Dados dos vectores z,y € R, decimos que x es mayorizado por y si

k

k
me SZym (k:1,2,...,|E|—1) y
=1

i=1
|E| |E|

Z T = Z Y1)
i=1 i=1

Definamos ahora para y € R¥ la funcién f, : 2 — R por
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R

fy(X) = Zym

es decir, f,(X) = g(|X|) donde g(n) = >\, y;. Para ver que g es una funcién
concava basta ver que g(n+1) —g(n) > g(n+2) —g(n+1) paran = 1,2, ...|E| — 2.

Esto se puede verificar facilmente:

n+1 n

g(n+1)—g(n) = Z Y — Z Yli] = Yin+1)
i=1 i=1
de igual manera, g(n + 2) — g(n + 1) = yj42], pero por hipétesis Ypi1) > Ymta-
De aqui se concluye que (2F, f,) es un sistema submodular.

Otra observacién que tenemos es que un vector x € R es mayorizado por el
vector y si y solo si x € B(f,), en efecto, si x es mayorizado por y entonces para
X CEF,

|X] |X]
r(X) = Zm(e) = me < Zym = f,(X)
e€X i=1 i=1
en donde para el caso X = F se tiene claramente la igualdad. Se concluye que

x € B(fy).

Reciprocamente, si © € B(f,) entonces para X C E se tiene z(X) < f,(X), es

decir,
X X

Z T < Z Yl
=1 =1

y como z(E) = f,(E) entonces

|E]| |E|

Z L) = Z Yna)
i=1 i=1

luego x es mayorizado por y.
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Ejemplo 3.3.3. (Matrices Monge)

Sea A = [aij]mxn una matriz de tamafio m x n. Decimos que A es una ma-
triz Monge si para p,q,r,s tales que 1 < p < g < myl <r < s < n te
Nemos aps + Ggr > Qgs + Gpy. Sea M la suma directa entre el conjunto fila R =
{1,2,..,m} y el conjunto columna C' = {1,2,...,n}, es decir, M = R C =
{(1,1),(1,2),...,(1,m),(2,1),(2,2),...,(2,n)}. Parai € Ry j € C definimos R(i) =
{I|1<V<i}yC(j)={j|1<j <j}y definimos ademds I(i,j) = R(i) ® C(j).

El conjunto D :={I(4,j) | 1 <i<m,1 <j <n}U{D} es cerrado para uniones

e intersecciones ya que si 1(i,7), [(k,l) € D entonces
1(i,5) N I(k,1) = I(min{é, k}, min{j,1}) e

I(i, j) U I(k,1) = I(méx{i, k}, max{j,l})

Si definimos f : D — R por f(I(i,j)) = a;; v f(&) = 0 entonces f es una
funcién submodular en D, en efecto, si X = I(i,5) y Y = I(k,[) son elementos en D

entonces tenemos tres casos:

Caso 1: 1 = k.
Si j =lentonces f(X)+ f(Y) =a;j+a;; = fF(XUY)+ f(XNY)
Si j < lentonces f(X)+ f(Y) =a;j+ay=f(XNY)+ f(XUY)
Si j > lentonces f(X)+ f(Y) =a;j+ay=f(XUY)+ f(XNY)
Caso 2: 1 < k.
Sij=1lentonces f(X)+ f(Y)=a;;+ar; = f(XNY)+ f(XUY)
Sij <lentonces f(X)+ f(Y)=a;;+aw=f(XNY)+ f(XUY)
Si j > lentonces f(X) + f(Y) = aij + a > ay + ak;
= f(XNY)+ f(XUY)

Caso 3: 1> k.
En este caso se tiene también f(X)+ f(Y) > f(X NY) + f(X UY) (por los

casos anteriores).
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Concluimos entonces que el par (D, f) es un sistema submodular.



Capitulo 4
Algoritmo Greedy

Dado un sistema submodular (D, f) y una funcién cualquiera w : £ — R,

consideremos el problema de optimizacion lineal:

P, : MinimizarZw(e)x(e) sujeto a x € B(f) (4.1)
eck
Obsérvese que la condicién x € B(f) estd determinada por el conjunto de de-

sigualdades y una igualdad:

z(X) < f(X) (X eD)

por lo tanto P,, es un problema tipico de optimizacién lineal.

Para el problema P, de la ecuacién (4.1), la funcién w es llamada la funcion de
peso de P,, y una solucion 6ptima de P, es llamada una base de minimo peso de
(D, f) respecto a w. Asi mismo, una base de mdzimo peso de (D, f) respecto a w es

una solucién 6ptima del problema P_,,.

El objetivo de este capitulo es resolver este problema, veremos que la existencia
de la solucion 6ptima depende de algunas propiedades que debe tener por un lado el

sistema submodular (D, f), y por otro la funcién de peso w, es por ello que tendremos

50
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que presentar en principio algunos resultados relacionados con reticulos distributivos
y posets, ademas de algunas propiedades del poliedro base que son inducidas por ca-
racteristicas propias del reticulo distributivo D. Una vez verificadas las condiciones
sobre el sistema submodular (D, f) y la funcién de peso w, se probara la existencia
de la solucién éptima y se presentard un algoritmo, denominado el algoritmo greedy
o "voraz” [1] que determina dicha solucién. Este algoritmo depende en principio de
hallar extensiones lineales de un poset P (érdenes totales que preservan el orden en
P), dichas extensiones deben tener ademds ciertas caracteristicas relacionadas con
la funcién de peso w. El algoritmo presentara en seguida y directamente, las coor-
denadas de una solucién éptima. Cabe destacar que aunque los algoritmos greedy
generalmente no conducen siempre a una solucion 6ptima, en este caso en particular

el algoritmo si exhibira una solucién 6ptima.
Finalmente, presentaremos un ejemplo ilustrando los resultados del capitulo.

De aqui en adelante, cuando hablemos de un reticulo distributivo D C 2F asu-

miremos que las operaciones de reticulo son la unién y la interseccion de conjuntos.

4.1. Reticulos distributivos y posets.

Definicién 4.1.1. Sea D C 2F un reticulo distributivo con @, E € D. Un conjunto
C = {So, S1,...Sk} de elementos de D tales que Sy C S; C ... C Sy es llamado una
cadena en D, decimos ademas que k es la longitud de C. Si no existe una cadena en
D que contiene a C como subconjunto propio, entonces decimos que C es una cadena

maximal de D.

Definicién 4.1.2. Para cada e € E definimos el conjunto

D(e):zﬂ{XGDMGX}

Obsérvese que D(e) es el tnico elemento minimal de D que contiene a e y que
para cada ¢ € D(e) se tiene D(e’) C D(e).
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Sea G(D) = (E, A(D)) un grafo dirigido cuyo conjunto de vértices es E' y cuyo

conjunto de aristas es el conjunto A(D) definido como:
A(D) :={(e,€) | e € E,¢" € D(e)}

Descompongamos el grafo G(D) en componentes fuertemente conexas G; =
(Fi, A;), (i € I). Sea =<p el orden parcial en el conjunto de componentes fuerte-
mente conexas inducido por la descomposicién. Si (e,e’) y (€¢/,¢”) estan en A(D)
entonces (e, €”) estd en A(D), esto implica que para cada dos vértices eq, e5 en una
componente G, el arco (e, e3) esta en G;. Luego ademas, si G; <p G para algunos

i,7 € I entonces existe un arco de cada vértice de G a cada vértice de G;.

Si definimos el conjunto II(D) = {F; | ¢ € I}, entonces II(D) es una particién de
E| luego el orden parcial <p se puede inducir al conjunto II(D) identificando G; con

F; para cada i € I.

Ejemplo 4.1.1. Sea E = {1,2,3,4,5} y D = {2, E,{1,2},{1,2,3},{1,2,4,5}}, el

grafo G(D) y su descomposicion se pueden ver en la siguiente figura:

Figura 4.1: Descomposicién del grafo asociado a D.

Aqui Fy = {1,2}, F» = {3} y F3 = {4,5}, obsérvese que F} <p Fy y F| <p F}.
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Definicién 4.1.3. El poset P(D) = (II(D), <p ) es llamado el poset derivado del

reticulo distributivo D.

Recordemos que un ideal de un poset arbitrario P = (P, <) es un conjunto J C P

tal que para cada e,e’ € D tenemos e =€ € J =e € J.

En relacién al poset P(D) de la definicién anterior tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1. (Birkhoff) Sea D C 2F un reticulo distributivo con @, E € D, para
el poset P(D) se tiene:

i) Para cada ideal J de P(D)

| {FIFeJteD

ii) Dado X € D existe un ideal J de P(D) tal que

X=|J{rIFes}
Prueba: (i) Sea X = J{F | F € J}. Afirmamos que D(e) C X para todo e € X.

En efecto, si ¢ € D(e) entonces (e,€’) € A(D) y como e € X, entonces e € F
para algin F' € J. Si ¢/ € F entonces ¢/ € X, suponga entonces que e ¢ F y sea
F, € II(D) con F; # F, tal que ¢’ € F;. (e,€’) es un camino dirigido de un vértice de
F a un vértice de Fj}, con lo cual F; <p F, de aqui, F; € J, luego ¢’ € X. Se concluye
que D(e) C X.

La afirmacién anterior nos permite escribir X = (J{D(e) | e € X} y de aqui,
X eD.

(ii) Dados X € Dy F € II(D), ellos no se cruzan, es decir, F C X o FF C E— X,

en efecto:

Caso 1) Supongamos que FNX = @. Seae € F'NX, sie € I entonces € € D(e)
(pues F € II(D)), pero D(e) C X, es decir, ¢ € X. En otras palabras F' C X.
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Caso 2) Si FN X # & entonces FF C F — X.

Definiendo J = {F € II(D) | FF C X} entonces J es una particién de X y cla-
ramente X = (J{F | F € J}. Por otro lado, sean F, F, € II(D) tales que I, C X
y F1 2p Fy. Si € € Fy, para e € Fy tenemos (e, e') € A(D), luego ¢’ € D(e), pero
como e € X entonces D(e) C X asi, ¢ € X o en otras palabras F; C X. De aqui,

que J es el ideal deseado.
O

El teorema anterior nos muestra que hay una correspondencia uno a uno entre
D y el conjunto de todos los ideales de P(D). El siguiente teorema muestra también

una correspondencia importante entre conjuntos.

Teorema 4.1.2. Hay una correspondencia uno a uno entre el conjunto de reticulos
distributivos D C 2F con @, E € D, y el conjunto de posets P = (P, =) en particiones
de £

Prueba: Hemos visto que dado un reticulo distributivo D C 2¥ con @, E € D, P(D)
es un poset en una particion de E. Ahora, sea P = (P, =) un poset en una particién

de F, si definimos
D(P) := {J | J es un ideal de P}

en donde J := \{F | F € J}, entonces D(P) es un reticulo distributivo con &, F €
D(P), en efecto, scan X,Y € D(P), existen X,Y ideales de P tales que X = |J{F |
FeX}yY={F|FeY,. XUY esunidealde Py XUY = |J{F | F €
X UY} € D(P), para probar que XNy e D(P) observamos que

xE)N(ﬂ)N/<:>m€FparaalgﬁnFenyEGparaalgﬁnGEY
< 1w € FNG para algunos F e X, G €Y
sxzelU{H|HEeI}

endonde I ={FNG | F € X,G €Y} Pero claramente I = X NY ya que P es una
particién en E, concluyéndose asf, que X NY € D(P).
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El teorema 4.1.1 nos indica ademés que P(D(P)) = P. También podemos ver que
la aplicacion que asigna a cada D su poset derivado P(D) es una correspondenca uno
a uno, pues si D; y Dy son reticulos distributivos con @, £ € D; N Dy y suponemos
P(D,) = P(Ds), entonces por el teorema 4.1.1:

D, = {j] J es un ideal de P(Dy)}
- {j| J es un ideal de P(Dy)} = D,

O
Otro importante resultado se presenta a continuacion:
Teorema 4.1.3. Dado un reticulo distributivo D C 2F con @, E € D. Si
C:o=5csS c..cS,=F
es una cadena mazximal arbitraria de D, entonces
(D) ={S;—Si-1|i=1,2,....k} (4.2)

Prueba: Sea j € {1,2,...,k} y e1,ea € S; — Sj_1 tales que e; ¢ D(e;), tenemos

entonces que
CZ@ZSOC51C...CSj_lCSj_1UD(61)CSjC...CSk:E

es una cadena que contiene a C y que es distinta de C, lo cual es absurdo ya que C

es maximal, esto implica que S; — S;_1 C Fj para algun F; € II(D).

Por otro lado sea F' € II(D) y j € {1,2, ..., k} tal que S; es el minimo conjunto de
C que contiene a F', como S; — S;_1 N F # @ y II(D) es una particién de E entonces
por la primera observacién de esta prueba se debe tener S; — S;_; C F, pero si
existe un elemento e € F tal que e ¢ S; — S;_1 entonces para cada € € S; — S;_;
tenemos e’ € D(e) C S;, lo cual es absurdo. Concluimos entonces que F' = S; —S;_;
y asi II(D) C {S; — S;_1 |1 =1,2,...,k}, pero siendo ambos conjuntos particiones de

E, necesariamente se tiene la igualdad (4.2).
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Definicién 4.1.4. Un reticulo distributivo D es llamado simple si la particion I1(D)
estd compuesta de singletons, es decir II(D) = {{e} te € E} Un sistema sub-
modular (D, f) en donde D es un reticulo distributivo simple es llamado un sistema

submodular simple.

Para un reticulo distributivo simple D, podemos considerar entonces a P(D) co-
mo un poset en E y escribimos P(D) = (E, <p). Reciprocamente, dado un poset
P = (E,=) en E, el conjunto de todos ideales de P forman un reticulo distributivo
D C 2F el cual es simple ya que para e € E, se tiene D(e) = {¢/ € E | ¢ =< e},
luego si €’ € D(e) y e € D(€’) entonces e < €' y ¢ < e, asi e = ¢ concluyéndose que
II(D) = {{e} : e € E}. En este caso escribimos D = 2.

Teorema 4.1.4. Dado un sistema submodular arbitrario (D, f) en E, si definimos
X :={F eIl(D) | F C X} para cada X € D,

D={X|XeD}y f()?) = f(X) (X € D), entonces (D, f) es un sistema
submodular simple en II(D) y es llamado la simplificacion de (D, f).

Prueba: Si escribimos P = (II(D), <p ) entonces hemos visto que D(P) = {J | J
es un ideal de P} es un reticulo simple en II(D), pero D(P) = D ya que si J € D(P),
por el teorema 4.1.1, X = J{F | F' € J} € D, y claramente J = X, es decir, J € D.

Reciprocamente, si X € D, entonces X = {F €ll(D) | F C X} para algin X €
D, luego por el teorema 4.1.1 existe un ideal J de P(D) tal que X = |J{F | F € J},
pero esta ultima es una unién disyunta de elementos de II(D), luego necesariamente
X = J, es decir, X € D(P).

La submodularidad de J?se deriva de la submodularidad de f.
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4.2. Algoritmo greedy

En esta seccion presentaremos el algoritmo greedy que soluciona el problema P,
de la ecuacién (4.1), aunque antes de ello presentaremos, utilizando la teorfa desarro-
llada en la seccién anterior, algunas propiedades del poliedro base B(f) en términos
de las propiedades del reticulo distributivo D asi como algunos resultados que no
s6lo permiten simplificar el problema, sino que garantizan, bajo algunas condiciones,

la existencia de la solucién 6ptima.

Teorema 4.2.1. El poliedro base B(f) de un sistema submodular (D, f) es puntia-
gudo (es decir, tiene al menos un punto extremo) sii D es simple, en otras palabras
D = 27 para algin poset P = (E, X).

Prueba: Del lema 1.4.1, un poliedro es puntiagudo si y sélo si su cono caracteristico
no contiene ninguna recta, para el caso del poliedro base B(f), su cono caracteristico

serd el conjunto solucién del sistema de desigualdades y una ecuacion:
z(X)<0 (X eD)
z(F)=0
luego también a partir del lema 1.4.1, B(f) es puntiagudo sii el sistema de ecuaciones
z(X)=0 (X €D) (4.3)
tiene tnica solucién x = 0. Podemos ver que (4.3) es equivalente al sistema:
z(F)=0 (Fell(D)) (4.4)

En efecto, para X € D, por el teorema 4.1.1, X = |J{F | F' € J} para algun ideal
J de P(D), luego si z(F') = 0 para todo F' € II(D) entonces z(X) = 0 para todo
X € D (pues z(X) = > p;z(F)). Reciprocamente, suponga que z(X) = 0 para
todo X € D, sea

C:o=5cCcsS cCc..cS,=F
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una cadena maximal. Dado F' € II(D) por el teorema 4.1.3, F' = S; — S;_; para algin

i€{1,2,....,k}, luego como = es modular,
0= .CC(Sl) = .T((Sl — Sifl) U Sifl) = IE(SZ — Sifl) + 13(51;1)
= JI(SZ - Si—l) = l‘(F),

y asi se concluye que (4.3) es equivalente a (4.4).

Por otro lado, el sistema (4.4) tiene tnica solucién = = 0 sii |F| = 1 para todo
F € II(D), esto se comprueba observando que F;NF; = @ para F;, F; € II(D) (i # j)
y si F = {ey,eq,...e,} con p > 2 entonces z(ey) + z(e2) + ... + x(e,) = 0 es una

ecuacion independiente en (4.4) que tiene infinitas soluciones.

Concluimos que D debe ser simple.

Teorema 4.2.2. El poliedro base B(f) es acotado sii D = 2F.

Prueba: Supongamos que B(f) es acotado y que D # 2F existen elementos distintos
e,€ € F tales que € € D(e), luego dada cualquier base x € B(f) el rayo {z+ a(x. —
Xe') | @ > 0} estd contenido en B(f) ya que para cada X € D, si e € X, entonces
e € X, luego

£(X) + ale(X) = xe(X)) = 2(X) < F(X),
si e ¢ X, entonces

2(X) + a(xe(X) = xe (X)) = 2(X) — axe (X) <z(X) < f(X),
ademas, z(E)+a(xe(F)—xe(F)) = z(E) = f(F). Se comprueba entonces que B(f)

no es acotado, lo cual es contradictorio.

Reciprocamente, supongamos que D = 2. Si e € E, escribamos a E en la forma

E ={e, e, e9,...e,}, el sistema

{x(e) <f({e}) (e€kE) (4.5)

z(E) = f(E)
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es equivalente al sistema

z(e) < f({e})
z(e:) < f({ei}) (4.6)
z(E) = f(E)

luego si x es solucion de este sistema entonces

> () < Z f{e})

con lo cual
0> Zx(ei) - Zf({ei})
2(e) > afe) + 3 ale) = 3 Ffes)
es decir,

o en otras palabras,

n

z(E) - ; F({e}) < a(e) < f({e}) < méx [({e'})
y como e es un elemento arbitrario en FE, esta ultima desigualdad prueba que el

conjunto solucién de (4.5) es acotado.

Finalmente, como B(f) esta contenido en el conjunto solucién de (4.5) concluimos
que B(f) es acotado.
O

Tenemos el siguiente teorema en relacién a la soluciéon del problema P, de la

ecuacion (4.1).
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Teorema 4.2.3. Suponga que un sistema submodular (D, f) no es simple y que
existe F' € II(D) tal que para algunos €',e” € F se tiene w(e') # w(e”), entonces el

problema P, no tiene solucion optima.

Prueba: Sean ¢',¢” diferentes tales que ¢/,¢” € F € II(D) y w(e') # w(e”). Sea

x € B(f) tal que x es solucién del problema P, es decir, la expresion

> wle)z(e) = { > w(e)w(e)}+w(6’)w(e') +w(e")z(e")
eck e;gl;”

es minima en B(f). Supongamos sin pérdida de generalidad que w(e’) < w(e”),

entonces para a > 0 se tiene:

> w(e) (wle) + alxu(e) = xerle))

eck

— { Z w(e)x(e)} +w(e) (z(e) + a) + w(e”) (z(e") — a)
e?eég/,Ee”

— { Z w(e)x(e)} +w(e)z(e) + wle)z(e") + (w(e) —w(e"))a
e;g/,ell
< Zw(e)x(e)
ecll
pero esto es absurdo ya que x + a(xe — Xer) € B(f). Esto tltimo se comprueba
observando que para cada X € D, si ¢/ € X, entonces ¢’ € X (pues ¢’ € D(¢)),
luego z(X) + a(xe (X) — xer (X)) = 2(X) < f(X). De aqui, si ¢/ ¢ X entonces

2(X) + alxe (X) = xer(X)) = 2(X) — axe(X) < x(X) < f(X),

ademés, z(E) + a(xe (E) — xe (E)) = z(E).
0J

Del teorema anterior, si P, tiene alguna soluciéon éptima entonces la funcion
w : E — R debe ser constante en cada F' € II(D). El siguiente teorema nos mues-

tra que para solucionar el problema P, es suficiente considerar la simplificacion del
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sistema submodular (D, f).

Teorema 4.2.4. Sea (D, f) un sistema submodular y suponga que en el problema P,
de la ecuacion (4.1), w es constante en cada F € TI(D). Sea (75, f) la simplificacion
de (D, f) y considere el problema:

~ -~

P, : Minimizar Z w(F)Z(F) sujeto a T € B(f) (4.7)
FeT(D)

donde w(F') es el valor que toma w en F.

P, tiene solucion optima sii P, la tiene.

Prueba: Primero observamos lo siguiente:

TeB(f)ereP(f) y FI(D) = f(I(D))

~ ~

& 3(X) < f(X) para todo X € Dy Z(II(D)) = f(E)

& Y BF) < f(X)paratodo X €Dy > E(F)=f(E) (48)
F%E&(D) Fell(D)

Supongamos que hemos encontrado una solucién éptima z, de f’w, sea [I(D) =
{F1,Fy,....F,} y w; =w(F;) para cada i = 1,2, ...,m, dada = € B(f)

Zw(e)x(e) = Z wyz(e) + -+ Z wya(e)

ecF ec€F ecFp,

=wz(F1) + -+ wpx(Fy) (4.9)

y la funcién 7z : II(D) — R definida por Z(F) = z(F) para cada F' € II(D) estd en
B(]?) ya que dado X € D, con X = {F},..., F;, } tenemos:
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-~

es decir T € P(f). Ademas

m

BI(D)) =Y F(F) =Y «(F) ==x(E) = f(E) = f (I(D))

i=1 i=1

~

de aqui se concluye que T € B(f), y con (4.9) tenemos que para x € B(f):

Y wle)z(e) = Y wEP)E(F)= Y w(F)E(F). (4.10)
Fell(D)

ecE FeTI(D)

Por otro lado, si definimos la funcién z, € RE para cada ¢ € E como z,(e) =
z.(F)/|F| donde e € F € II(D), entonces para cada F € II(D), x.(F) = Z.(F).

Ademas para cada X € D, si suponemos X = {F,,..., F;, } tenemos

por lo tanto x, € B(f). Por otro lado,

Z w(e)ri(e) = wize(F1) + -+ + wpxs(F)

eckE

= wZ(F) + - wnBu(Fn) = Y w(F)T.(F),

luego por la ecuacién (4.10), z, es una solucién 6ptima del problema P, de la ecua-
cién (4.1).

Para probar el reciproco suponga que z, es una solucién 6ptima de P,,, definimos
z, : II(D) — R por Z,(F) = z.(F) para cada F' € II(D). Para X € D tenemos:
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S R(F) = Y n(e) = w(B) = f(E)
FeTII(D) eckE

-~

luego de (4.8), Z,. € B(f), ademas

c€E FeTI(D)

Ahora, para T € B(fA), sea x € RE definida por z(e) = Z(F)/|F| donde e € F €
II(D), obsérvese que para cada F' € II(D):

oF) = Y ate) = 0 = 1P —3p)

eeF eeF

luego

Y wEEF)= > wF)x(F)=> wle)x(e)

FeTI(D) FeTI(D) eCE

< Zw(e)x*(e) = Z w(F)z.(F)

ccE FeTI(D)

con esto se concluye que T, es una solucién éptima de P,,.

OJ

En virtud del teorema anterior, podemos suponer de aqui en adelante (sin pérdida
de generalidad) que en el problema P, de la ecuacién (4.1), el reticulo D es simple,
es decir, supondremos de aquf en adelante que D = 27 donde P = (E, <) es un poset
en F. El siguiente teorema muestra condiciones sobre P y w para que el problema

P, tenga solucién 6ptima.

Teorema 4.2.5. El problema P, de la ecuacion (4.1) tiene solucion optima sii
w: B — R es una funcién mondtona no decreciente, es decir, para todos e, ¢’ € E

se tiene e X €' = w(e) < w(e).

Prueba: (<) Suponga que w es monétona no decreciente de P = (E, <) en (R, <).
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Sean wy < wp < -+ - < w, los distintos valores que toma w en E. Definimos
A ={ec E|wle) <w} parai=1,2,..,p. (4.11)

Obsérvese que como w es mondtona no decreciente, entonces cada A; es un ideal
de P, luego los conjuntos A; (i =1,2,...,p) forman una cadena A; C Ay C --- C 4,
de D.

Para cada i =1,2,...,p definamos

(D, fi) = (D, f) - Ai) JAia (4.12)

donde AO = @, €S decir, Dz = {X - Az‘—l | X € D7X Q Az} y fz(X — Ai—l) =
fX) = f(Ai) (X — Ay € Dy).

Tomemos una base z; de (D;, f;) para cada i = 1,2, ..., p, entonces por el lema
322, 2 =21 P x3® - - B xp, donde la suma @ se definié en la ecuacién (3.3), es una

base de (D, f) y en particular cumple:
z(A;) = f(A;) paracadai=1,2,..p. (4.13)

Para cada y € B(f) tenemos:

S wleyle) - Y w@a@) =Y 3 wilyle) - (e))

eck eck i=1 ecA;—A;_1

{49 = 2(40) i (y(A) — 2(4,0)) }
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p—1

= > (wips —wi) (f(A) —y(A)) >0

i=1

Esto muestra la optimalidad de la funcién zx.

(=) Suponga que P, tiene solucién éptima. Si w no es mondtona no decreciente,
existen elementos e, e’ € E tales que €' < ey w(e’) > w(e), luego para cada X € D,

con e € X, tenemos que ¢ € X (pues X es ideal de P). Asi, dados = € B(f), X € D
y a > 0:

i)sie€ X, 2(X)+ a(x.(X) — xe(X)) =2(X) < f(X)
ii) sie ¢ X, 2(X) + a(xe(X) — xe (X)) < z(X) < f(X)
ademds z(E) + a(x.(E) — xe(E)) = f(F)

En conclusion, la funcién = + a(xe

— Xe') € B(f) para cada o > 0. Asi mismo,
como w(e) < w(e') entonces:

Z w(a) (x(a) + Oz(xe(a) - Xe/(a))>

ackE

ate,e’

{ Z w(a)x(a)} +w(e)(z(e) + o) +w(e) (z(e') — )

= { Z w(a)z(a)

a#e,e’

+w(e)z(e) + w(e)z(e) + (we) —w(e))a

< Zw(a)x(a)

(4.14)
acE

luego el problema P, no tendria solucién éptima, lo cual es absurdo.
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Teorema 4.2.6. Suponga que w es una funcion mondtona no decreciente de P =
(E,=X) a (R, <). Para cadai =1,2,...,p, sean A; y (Dy, f;) definidos por las formulas
(4.11) y (4.12). El conjunto de soluciones dptimas del problema P, estin dadas por:
B(fi)® B(f2) @ & B(fp)
={11®120 - Dxp |7 €B(fi) (i=12,....p)}

donde la suma directa @ estd definida por la formula (3.3). Esto es, x € B(f) es
solucion dptima de P, sii x restringido a A; — A;_1 es una base de ((D, f) -Ai)/Ai_l,
para cada 1 =1,2,...,p.

Prueba: Se sigue de la prueba de ”<="del teorema 4.2.5 que x € B(f1) ® B(f2) ®

-+ @ B(f,) es una solucién 6ptima de P,,.

Reciprocamente, suponga que x es una solucién 6ptima de P,,, tenemos
dep(x,e) C A; paracadae € A;,i=1,2,...,p. (4.15)
en efecto, sea € € dep(z,e), si € ¢ A;, entonces w(e’) > w; > w(e). Sea
a=min{f(X)—z(X)|ee€ X,¢ ¢ X} =c(x,e,¢)

a > 0 ya que si existiese X tal que f(X) = z(X) con e € X, ¢’ ¢ X, tendriamos
dep(z,e) C X con lo cual ¢ ¢ dep(z,e), lo que es absurdo. Ahora, x + a(x. — xe/) €
B(f), ya que dado X € D tenemos dos casos:

Caso 1. e € X.

Si e’ € X entonces z(X) + a(xe — xer ) (X) (X) < f(X).
Sie’ ¢ X entonces z(X) + a(xe — xe )(X) = 2(X) + a < f(X)
(pues a < f(X) —z(X) )

~~

Caso 2. e ¢ X.
Sie’ € X entonces z(X) + a(xe — xe )(X) = 2(X) —a < f(X).
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Sie ¢ X entonces z(X) + a(xe — xe)(X) = 2(X) < f(X).
y claramente, (E) + a(x. — xe)(E) = 2(E) = f(E)

como o > 0y w(e)—w(e’) < 0, utilizando el mismo razonamiento que se utilizé en

la férmula (4.14) se puede concluir que

> wia)(w(a) + a(xe(a) = xola) ) < D wla)z(a)

acE a€Fl

lo que contradice la optimalidad de x. De aqui que (4.15) se tiene.

El anterior razonamiento nos permite escribir A; = |J{dep(z,e) | e € A;}, pero
recordemos que por el lema 3.1.2; el conjunto D(z) = {X € D | z(X) = f(X)} es
un reticulo distributivo, luego se debe tener que z(A4;) = f(A;) para todo i. Por el
lema 3.2.2, concluimos que x € B(f1) ® B(f2) @ --- ® B(f,).

0

Teorema 4.2.7. Una base x € B(f) es una solucion optima del problema P, sii

para cada e, €’ € E tales que €' € dep(x,e) se tiene w(e) > w(e').

Prueba: (=) Sea x € B(f) solucién éptima y sea i tal que w(e) = w;. De la prue-
ba del teorema 4.2.6 tenemos que dep(x,e) C A;, luego si €' € dep(z,e), entonces

e € A;, esto es, w(e) < w; = w(e).

(<) Seai € {1,2,...,p} y e € A; tal que w(e) = w;, si ¢ € dep(x,e) entonces
w; = w(e) > w(e), es decir ¢/ € A;, o en otras palabras, dep(z,e) C A;, asi,
A; = J{dep(z,e) | e € A;}. De nuevo como

D(z) ={X € D |x(X) = f(X)}

es un reticulo distributivo, entonces z(A;) = f(A;) para todo i = 1,2, ..., p, es decir,
x € B(f1)® B(f2) ®---® B(f,) y por el teorema 4.2.6, z es solucién ptima.
[
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La prueba del teorema 4.2.5 nos conduce a un algoritmo, llamado el Algoritmo
Greedy para resolver el problema P,,. Este algoritmo fue implementado por Edmonds
para Polimatroides y por Lovasz para sistemas submodulares en D = 2. Antes de

presentar el algoritmo necesitamos algunos conceptos previos.

Definicién 4.2.1. Una sucesion (e, es, ...€,) que contiene a todos los elementos de
E se denomina una extension lineal de un poset P = (E,=X) si e; < e; implica
i <j(i,7 =1,2,...,n). Una extension lineal (e, e, ...e,) de P = (E,=X) es llama-

da mondtona no decreciente respecto aw : E — R, siw(ey) < w(ez) < -+ <w(ey).

La existencia de una extensién lineal de un poset P = (F, <) esta garantizada por
un importante resultado llamado el principio de extensién de orden (Order-extension
principle) [9]. Cuando el cardinal del conjunto E es pequenio, encontrar una extension
lineal no es tarea dificil, no obstante, en [3] se pueden encontrar diversos algoritmos

utilizados para encontrar extensiones lineales.

Observamos que si w : £ — R es una funcién mondtona no decreciete de
P = (F,=x) a (R, <), entonces existe una extension lineal mondtona no decreciente
de P respecto a w. Basta definir B; := {e¢ € E | w(e) = w;} para cada ¢, donde
w; < wy < --- < w, son los diferentes valores que toma w en E, en seguida se
encuentra una extension lineal (e;,, ey, ..., eiBi) de P en B; para cada i = 1,2, ...p.

La extension linea mondtona no decreciente sera
(€115 €15, s €155 €21, €055 e €25 oty €y €y iy Epy )

Teorema 4.2.8. (Algoritmo Greedy) Considere el problema P, y suponga que la

funcién de peso w es mondtona no decreciente de P = (E,=) a (R, <).

Paso 1: Encontremos una extension lineal monotona no decreciente de P respecto

aw.
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Paso 2: Definamos el vector x € R¥ por
x(e;) = f(S;) — f(Siz1)  parai=1,2,...n (4.16)

donde para cada i =1,2,...,n, S; == {ey,ea,...e;} y Sp := 2.
Entonces x es una base de minimo peso de (D, f) respecto a w.

Prueba: Veamos que x € B(f), es decir x(X) < f(X) para todo X € Dy
z(F) = f(F). Tomemos entonces X € D, para entender mejor la prueba supon-
dremos primero que X tiene un elemento, después supondremos que tiene dos y tres
elementos para probar después el caso general. Si X tiene un elemento, es decir,
X ={ex} para algin k € {1,2,...,n}

z(er) = f(Sk) — f(Sk-1) = f(Se—1 U {ex}) — f(Sk1) (4.17)

por el teorema 1.1.1 (éste teorema es claramente valido no sélo para funciones sub-
modulares en 2F sino en cuaquier conjunto D C 2, siempre y cuando los conjuntos

involucrados sean elementos de D) tenemos:

f(Sk—1U{er}) = f(Sk-1) < f(@U{er}) — f(2) = f({er}) (4.18)

de (4.17) y (4.18) concluimos que z(X) < f(X).

Supongamos ahora que X tiene dos elementos, es decir, supongamos que X =
{a, b} donde a aparece primero que b en la extension lineal. Existen A, B € {51, Sa,...5,}

con A C B tales que
z(a) = f(AU{a}) — f(A) v =(b)=f(BU{b})— f(B) (4.19)

hagamos S := AU{a,b} = AUX. Como f es submodular, se debe tener f(SNB)+
f(SUB) < f(S)+ f(B), es decir,

f(AU{a}) + f(BULb}) < f(AU{a,b}) + f(B) (4.20)

de aqui,
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2(X) = 2(a) +2(b) = f(AU{a}) = f(A) + f(BU{b}) - f(B)
< f(AU{a,b}) = f(A)
y de nuevo por el teorema 1.1.1, f(AU{a,b}) — f(A) < f({a,b}), en otras palabras

z(X) < f(X).

Si X tiene tres elementos se sigue un procedimiento parecido: Supongamos que
X ={a,b,c} en donde a estd primero que by b primero que ¢ en la extension lineal,
existen A, B,C € {51, 5,...5,} con A C B C C tales que

v(a) = f(AU{a}) — f(A), x(b) = f(BU{b}) - f(B) ¥

#(e) = (CU{eh) - F(C)
Hagamos Xp = BU{b,c} = BUX y X4:=AU{a,bc} = AUX, se debe
tener:
fXsNC)+ f(XpUC) < f(Xp)+ f(C) vy
f(XanB)+ f(XaUB) < f(Xa)+ f(B)
es decir,
F(BU{b}) + f(CU{c}) < f(BU{b,c}) + f(C) ¥y
f(AU{a}) + f(BU{b,c}) < f(AU{a,b,c}) + f(B)
luego de lo anterior, junto con el teorema 1.1.1, obtenemos:
2(X) = z({a,b,c})
f(AU{a}) = f(A) + f(BU{b}) = f(B) + f(CU{c}) = f(C)
f(AU{a}) — f(A) + f(BU{b,c}) — f(B)
f(AU{a,b,c}) — f(A)
f{a,b,c}) = f(X)

ININ A

Ahora supongamos que X = {e;,, €, ...,e; } donde (e;,€;,, ..., €, ) es una sub-

sucesion de (eq, e, ..., €,). Hagamos

X = S(i—1) U {es, Cifhyryr o €int = S(ip—1) UX
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para k = 1,2,...,m — 1. Obsérvese que X;, € D para todo k, luego como f es

submodular, para k =1,2,...,m — 1 tenemos:

f( XN S{i(kﬂ)—l}) + f(Xk U S{i(k+1>—1}) < f(Xe) + f(S{i(k+1>—1}>

es decir,
F(Si) + f(Xpr1) < F(Xk) + f(Stigar,-13)

y a partir de esto tenemos:

Por otro lado, como (e, s, ..., €,,) es una extension lineal mondtona no decreciente
de P respecto a w, entonces cada conjunto A; definido en la férmula (4.11) se puede

escribir como A; = {ey, €9, ...e,. } para algin r € {1,2,...,n}, entonces

en particular, z(E) = f(FE). Por el teorema 4.2.6, x es una solucién 6ptima del pro-
blema P,,.
0J

Observamos que siendo (ey, és, ..., €,) una extensién lineal monétona no decre-
ciente, entonces cada S; es un ideal de P, o equivalentemente, S; € D para cada i,
luego @ = Sy C S; C --- C S, = F es una cadena maximal en D que ademas con-
tiene a los elementos A; definidos en (4.11). Reciprocamente, cada cadena maximal
C:o=5 CS C---CS,=F de D proporciona una extensién lineal mondtona

no decreciente (ey, ey, ..., e,) de P, definiendo {e;} = S; — S;_1 para i = 1,...,n, pues
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siendo S; un ideal de P para cada j € {1,...,n}, entonces e; < e; implica e; € S, es

decir, 1 < j.

Corolario 4.2.9. El problema P, tiene unica solucion optima si w : E — R es

una funcion mondtona no decreciente uno a uno de P = (E,=X) a (R, <).

Teorema 4.2.10. Sea f: D — R una funcion definida en un reticulo distributivo
simple D C 2% tal que @, E € D y f(@) = 0. Definimos

B(f) == {x € R” | VX € D,2(X) < f(X),2(E) = f(E)}  (421)

entonces el algoritmo greedy descrito anteriormente funciona para B(f) definida en

(4.21) sii f es una funcion submodular.

Prueba: Es suficiente mostrar la parte 7 = 7. Suponga que el algoritmo funciona

para B(f), para cada cadena maximal
C:o=5csS c---CcS,=F (4.22)

de D, el vector € R¥ definido por (4.16) pertenece a B(f) (por hipétesis), ademas,
z(S;) = f(S;) para cada i =1,...,n.

Dados X,Y € D escoja una cadena maximal C de D que contenga a los elementos
XUY y X NY,y defina z por (4.16), como = € B(f),

2(X) < f(X), 2(Y) < f(Y),

r(XUY)=f(XUY) vy z(XNY)=f(XNY)

luego
fX) + V) =2 2(X) +2(Y)

r(XUY)+z(XNY)

fF(XUY)+ f(XNY),
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concluimos que f es submodular

Ejemplo 4.2.1. (Solucién de un problema de optmizacion lineal utilizando el algo-

ritmo greedy)

Para un mayor entendimiento de los resultados de esta seccién, solucionaremos
un problema de optimizacién en particular utilizando los procedimientos descritos

aqui, asi como el algoritmo greedy del teorema 4.2.8.

Consideremos el sistema submodular (D, f) sobre el conjunto E = {1,2,3,4,5}
en donde D = {@, F,{1,2},{1,2,3},{1,2,4,5}} y f : D — R estd definida como:

f(@):(), f(E):4v f({LQ}):la f({17273}):3Yf({17274’5}):3

Se puede verificar facilmente ge f es una funcién submodular en D. El grafo

asociado a D junto con su descomposicién se observa en la siguiente figura:

Figura 4.2: Descomposicién del grafo asociado a D.

Se tiene entonces II(D) = {{1,2},{3},{4,5}}. Sean a = {1,2},b = {3} y ¢ =

{4,5}, entonces la relacién de orden <p en II(D) estd determinada por:
a=pa, b=pb c¢=pc, azpb y a=pc

definimos la funciéon de peso w : D — R por:



Capitulo 4. Algoritmo Greedy 74

wl)=2, w@)=2 wB) =5 wd)=7 vy wb) =7

Consideremos el problema P, de la ecuacién (4.1) para el sistema submodular

(D, f) y la funcién de peso w aqui definidos, es decir, consideremos el problema:

5
P, : MinimizarZw(i)m(i) sujeto a x € B(f) (4.23)

=1

si escribimos x(i) = x; para i = 1,2, 3,4,5 entonces este problema es equivalente a:
Minimizar 2x; + 225 + dx3 + 7wy + 725

sujeto a:
T+ 29 <1
T+ x2 + 73 <3
14+ T+ xs+2a5<3
T, + To+ a3+ x4 + 25 = 4.

Siendo (

plificacién (

D, f) un sistema submodular no simple, consideremos entonces la sim-
D, J?) de (D, f) para asi utilizar el teorema 4.2.4 y su demostracién.

Si hacemos Xy = @, X; = F, Xy = {1,2}, X3 = {1,2,3} y Xy = {1,2,4,5},
entonces los elementos de D (obsérvese el teorema 4.1.4) sern:

Xo=2, Xi={abct, X;={a}, X;={a,b}, X,={a,c}

y f: D — R estard definida por:

~ ~

f@)=f(2)=0, f{a,b,c}) = f(X1) =4, [({a}) = f(X2) =1,

~ ~

f{a0}) = f(X5) =3, v [f({a.c})=[f(Xy) =3,
luego el problema f’w de la ecuacién 4.7 para este caso en particular sera:

-~

P,, : Minimizar w(a)Z(a) + w(b)Z(b) + w(c)Z(c) sujeto a T € B(f) (4.24)

o~ o~

escribiendo Z(a) = Z,, Z(b) = Ty y Z(c) = T, el problema P,, es equivalente a:
P, : Minimizar 27, + 53 + 77,

sujeto a:
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T, <1
To+7p <3
To+7.<3

To+Tp+T.=4.

Obsérvese que w : D —» R es monétona no decreciente de P = (I(D),=p) a
(R, <).

Utilicemos ahora el algoritmo greedy del teorema 4.2.8. Siendo (a, b, ¢) una ex-
tensién lineal mondtona no decreciente de P = (II(D), =p) respecto a w, entonces,
siguiendo el paso 2 del algoritmo, obtenemos la base de minimo peso Z, de (ﬁ, ]?)

respecto a w definida por:

() = f{a}) =1
2.(0) = f({a,b}) — f({a}) =3 —-1=2
Z(0) = f{a,b,¢}) = [{a,b}) =4 =3 =1,

finalmente, siguiendo los pasos de la demostracién del teorema 4.2.4, una base de

minimo peso x, de P, estara definida como:
(1) = Zu(a)/|al = 1/2
(2) = Zu(a)/lal = 1/2
2.(3) = Z.(0)/[b] = 2/1 =2
7.(4) = Tu(c)/|c| = 1/2
(5) = Zu(c)/lc] = 1/2
en otras palabras, una soluciéon 6ptima x, de P, es:

(2:(1),2:(2), 2(3), 2.(4), 2.(5)) = (3,5, 2. 3, 3)

T, (1

T.(2

*

T.(D



Aportes del Autor

Como se dijo anteriormente, este trabajo se basa en el estudio realizado por Sa-
toru Fujishije en los capitulos T y II de [7]. Teniendo en cuenta que muchos de los
resultados que alli aparecen o son mencionados, no todos estan demostrados o de-
tallados en su totalidad, entonces aqui se realizan con detalle las demostraciones de
tales resultados. A continuacién se menciona en su totalidad el trabajo realizado por

el autor.

Se entiende por el autor, al estudiante Arley Ramsés Gémez Rios, persona quien

escribio el presente trabajo.

Capitulo 1.

Las demostraciones de los teoremas 1.1.1 y 1.1.2 son hechas por el autor, las

demés demostraciones se pueden encontrar utilizando la bibliografia.

Capitulo 2.

Seccion 2.1: La demostracién de la proposicion 2.1.1 la realiza Satoru en [7],
aunque es detallada por el autor, las demés demostraciones (Proposiciones 2.1.2,
2.1.3,2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6) son hechas en su totalidad por el autor.

Seccion 2.2: Aunque en [7] se mencionan los ejemplos de esta seccién, el autor

muestra con detalle cada afirmacién hecha por Satoru en cada uno de estos ejemplos.

Seccion 2.3: Satoru en [7] afirma que existe una relacién entre matroides y po-
limatroides, afirma ademés que la funcién de saturacion es una generalizacion de la

funcion clausura de un matroide y que la funciéon de dependencia generaliza la nocién
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de circuito fundamental. Teniendo en cuenta que Satoru no muestra dichas relacio-
nes, el autor las establece y demuestra en cada uno de los resultados y afirmaciones

de esta seccidn.

Capitulo 3.

Seccion 3.1: Las pruebas de los lemas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.7 y el teorema 3.1.5
se encuentran en [7], aunque son detalladas por el autor. Las demds pruebas (pro-

posiciones 3.1.4 y 3.1.6) son hechas en su totalidad por el autor.

Seccion 3.2: Todos los resultados de esta seccion son demostrados en [7], aunque

sus demostraciones fueron detalladas por el autor.

Seccion 3.3: Cada ejemplo de esta seccién es mencionado por Satoru en [7] aun-
que muchas afirmaciones que alli no son demostradas, aqui son mostradas en detalle

por el autor.

Capitulo 4.

Seccion 4.1: La prueba del teorema 4.1.1 se encuentra en [7] aunque fué detallada
por el autor. Los teoremas 4.1.2, 4.1.3 y 4.1.4 se mencioan en [7] aunque alli no son

probados, las pruebas de dichos teoremas fueron hechas por el autor.

Seccion 4.2: Las pruebas de los teoremas 4.2.1, 4.2.2, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7 y 4.2.10
se encuentran en [7] aunque son detalladas por el autor. Los teoremas 4.2.3 y 4.2.4
son mencionados en [7] aunque alli no son demostrados. Estas pruebas son hechas

por el autor.

El funcionamiernto del Algoritmo Greedy (Teorema 4.2.8) también fue probado

por el autor ya que en [7] no estd demostrado.

El ejemplo 4.2.1 fue desarrollado por el autor.



Conclusiones

El hecho de que se asocie el concepto de matroide con conjuntos poliedrales a
través de la submodularidad de la funcién rango de un matroide hizo emerger las
aplicaciones de las funciones submodulares, es por ello que este hecho es bastante

importante.

Las caracteristicas del reticulo distributivo asociado a un sistema submodular,
asi como su grafo asociado, juegan un papel muy importante en la determinacion
de las condiciones para que el problema de optimizacion lineal del capitulo 4 tenga

solucién optima.
Es interesante el hecho de que siendo el concepto de sistema submodular una ge-

neralizacion del concepto de matroide pueda ser utilizado para solucionar problemas

de optimizacién lineal a través de la funcién submodular asociada.
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Trabajo Futuro

Encontrar aplicaciones de la funcion de saturacién y la funciéon de dependencia,
ya sea en teoria de matroides o en otras ramas de la matematica como teoria de

grafos, redes, etc.

Encontrar el papel que juegan los conceptos de capacidad de saturacion y capa-

cidad de intercambio ya sea en teoria de matroides o en optimizacién.

Encontrar méas ejemplos de sistemas submodulares y polimatroides.

Encontrar condiciones para que un problema de optimizacién lineal arbitrario
pueda ser asociado a un sistema submodular y asi poder ser solucionado por el al-

goritmo greedy. En tal caso seria interesante compararlo con el método simplex.

Especular sobre qué tipo de problemas reales pueden ser solucionados por el al-

goritmo greedy.

Discutir la voracidad del algoritmo greedy presentado aqui.
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