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Titulo en espanol

Algunas aplicaciones de las desigualdades no-Shannon a la Teoria de Grupos.

Title in English

Some applications of non-Shannon inequalities to the Theory of Groups.

Resumen: En este trabajo se hace un estudio de una relacién encontrada en el 2002 por
T. H. Chan y R. W. Yeung [7] entre la Teoria de Grupos y la Teoria de la Informacion,
la cual relaciona el espacio de las funciones de entropia con el espacio de las funciones de
entropia grupo-caracterizables. Una consecuencia de esta relacién es que a cada desigual-
dad de la informacién le corresponde cierta desigualdad de la Teoria de grupos y viceversa.
Ademas, se presenta un estudio de algunas desigualdades no-Shannon encontradas por Z.
Zhang y R. W. Yeung [§], R. Dougherty, C. Freiling y K. Zeger [4] y F. Matus [2], las cuales
producen ciertas desigualdades de la Teoria de Grupos que eran desconocidas. Se estudi-
an también algunas propiedades del espacio de las funciones de entropia para n variables
aleatorias I'}, hecho por Raymond W. Yeung [9], [10] y F. Matus [2].

Abstract: This paper makes a study of a relationship found in 2002 by T. H. Chan and
R. W. Yeung [7] between Group Theory and Information Theory, which relates the space
of entropy functions with space of entropy group-characterizable functions. A consequence
of this relationship is that each information inequality can correspond to some inequal-
ity of the Group Theory and vice versa. We also present a study of some non-Shannon
inequalities found by Z. Zhang and R. W. Yeung [8], R. Dougherty, C. Freiling, and K.
Zeger [4] and F.Matus [2], which produces certain inequalities of the Group Theory that
were unknown. Also studied some properties of space of entropy functions for n random
variables ', made by Raymond W. Yeung [9], [L0] and F. Matus [2].
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Introduccion

En este trabajo se hace un estudio de una relacién encontrada en el 2002 por T. H. Chan y
R. W. Yeung [7] entre la Teoria de Grupos y la Teoria de la Informacion, la cual relaciona
el espacio de las funciones de entropia con el espacio de las funciones de entropia grupo-
caracterizables. Como una consecuencia de esta relacion se tiene que a cada desigualdad
de la informacion le corresponde cierta desigualdad de la Teoria de grupos y viceversa.

La Teoria de la informacion fue creada en 1948 por Shannon [6] con el fin de determinar
la cantidad de c6digo minima necesaria para representar un mensaje de manera Optima,
de tal forma que, éste se pueda enviar por un canal en forma eficiente. Shannon introduce
algunas medidas de informacion, las cuales se relacionan de cierta forma, produciendo las
desigualdades e igualdades de la informaciéon. La buisqueda de éstas ha sido impulsada por
la necesidad de resolver diversos problemas de comunicacién. Actualmente se conocen una
gran cantidad de desigualdades e igualdades presentes en la Teoria de la informacion.

En este trabajo, se presenta un estudio de algunas desigualdades no-Shannon encontradas
por Z. Zhang y R. W. Yeung [§], R. Dougherty, C. Freiling y K. Zeger [4] y F. Matus [2],
las cuales producen ciertas desigualdades de la Teoria de Grupos que eran desconocidas.
Ademas, se estudian algunas propiedades del espacio de las funciones de entropia para n
variables aleatorias I'}, basandose en los trabajos de Raymond W. Yeung [9], [10] y F.
Matus [2].

El presente trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1, se
presentan algunas nociones béasicas de la Teoria de la Informacion, tales como: medidas de
la informacion, desigualdades e igualdades de la informacion y espacio de las funciones de
entropia para n variables aleatorias. En el Capitulo 2, se presentan algunas desigualdades
no-Shannon y se da una caracterizacion del espacio de las funciones de entropia para n
variables, mediante las desigualdades de la informacién. En el Capitulo 3, se introducen
algunos conceptos de la Teoria de Grupos, se muestra la relacion entre la Teorfa de Grupos
y la Teoria de la Informacién, y se presentan algunas aplicaciones de las desigualdades de
la informacion a la Teoria de Grupos.

III



CAPITULO 1

Medidas de la informacion

En este Capitulo se estudiaran cinco medidas de informacion béasicas, éstas son: la entropia,
la entropia condicional, la informacién mutua y la informacién mutua condicional. Para el
desarrollo de casi todo este Capitulo, se tomd como referencia el trabajo de Raymond W.
Yeung en [9] y [10].

1.1. Medidas de la informaciéon Shannon

Sea X una variable aleatoria que toma valores en un alfabeto X', enumerable. La distribu-
cion de probabilidad de X se denota por {px(z) : x € X'}, donde px(z) := Pr{X = x}.
Cuando no exista ambigiiedad, px(x) sera abreviado como p(x). El soporte de X, deno-
tado por Sx, corresponde al conjunto de todos los x € & tales que p(z) > 0. Si Sx = &,
diremos que p es estrictamente positivo.

Nota 1. De aqui en adelante, supondremos, sin pérdida de generalidad, que el alfabeto es
nfinito enumerable, a menos que se diga lo contrario.

Definicion 2. Sean X,Y,Z wvariables aleatorias y X,Y,Z sus respectivos alfabetos, con
distribucion de probabilidad

{p(x,y,2) : (x,y,2) € X x Y x Z}, con p(x,y,z) = Pr(X ==x,Y =y,Z = 2).

(3 play,2) = 1),

T, Y,z
Se define
pla,y) =Y ple,y, 2),

p(x) =Y _plx,y,2),
Y,z
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p(x,y, 2)

o) si p(z) # 0,

p(z,ylz) =

p(z,y,2)
p(zly, 2) == ===
p(y, 2)
Definicion 3. Dos variables aleatorias X y'Y son independientes, si

p(z,y) = p(x)p(y),
para todo x yy (e.d. para todo (x,y) € X x )).

;o sip(y,2) #0.

Para mas de dos variable aleatorias, aparecen dos tipos de independencia

Definicién 4. (Independencia Mutua) Para n > 2, las variables aleatorias X1, Xs, ..., X,
son mutuamente independientes, si

p(wla‘%?a LR 7'7:71) - p(l.l)p(‘%?) o p($n)a
para todo x1,xs,...,Ty.

Definicién 5. (Independencia dos a dos) Para n > 2, el conjunto de las variables aleato-
rias X1,Xo,..., X, es independiente dos a dos, si cada par de variables X; y X; son
independientes, para todo 1 <1< j < n.

Definicién 6. La entropia H(X) de una variable aleatoria X que toma valores en un
alfabeto X, es el valor

H(X):=— ) p(x)logp(=). (1.1)

TESx

Para simplificar la notacion, ([LI]) se escribe como
Zp ) log p(a (1.2)

En todas las definiciones de medida de informacién, se asumira que la suma se toma sobre
el soporte correspondiente, ya que p(z)logp(z) en (L) no esta definido, si p(z) = 0. La
base del logaritmo en ([ILT)) se escoge como cualquier nimero real mayor que 1 conveniente.
Se escribe H(X) como H,(X), cuando la base del logaritmo es a. Cuando la base del
logaritmo es 2, la unidad para la entropia se llama un bit. Si la base del logaritmo es un
entero D > 2, la unidad de la entropia se llama un D —it. En el contexto del co6digo fuente,
la base se interpreta usualmente como el tamano del codigo del alfabeto.

Ejemplo 7. Considérese el experimento de lanzar una moneda legal hasta que ésta caiga
en cara. La variable aleatoria X, representa el nimero de lanzamientos necesarios para que
la moneda caiga en cara, por lo tanto X toma valores sobre el alfabeto X ={1,2,...} yla
distribucion de probabilidad de X es {p(n) := Pr{X =n} = 5= : n € X}. Si se calcula la

entropia de X en base 2, ésta es igual a:

[e.e] [e.e]

Zp )logy p(n) = —22%10%22%222%:2
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Definicion 8. La entropia mutua H(X,Y') de un par de variables aleatorias X y Y estd
dada por

H(X,)Y) Zp (x,y)log p(x,y). (1.3)
.y

Definicién 9. Para variables aleatorias X y 'Y, la entropia condicional de Y dado X es

H(Y|X):= =) p(x,y)log p(y|z). (1.4)

z,y

(1-4) puede escribirse como

HOX) = Y ple [Z yrxﬂogp(yrw)] (15)

Y

Por lo tanto,
H(Y|X) Zp H(Y|X = z), (1.6)

donde

HY|X =) == p(ylz)logp(y|z), (1.7)

es la entropia de Y dado que X = x.

Similarmente se definen

Definicion 10. Para las variables aleatorias X,Y y Z se define la entropia mutua condi-

cional de (X,Y) dado Z como

H(X,Y|Z):= Z p(z,y, z)logp(x,y|z). (1.8)

x?y7z

(I8) puede escribirse como

H(X,Y|Z) = Zp [ > p(@,y|z)log p(w,y|2) |- (1.9)
T,y
Por lo tanto,
H(X,Y|Z) = Zp H(X,Y|Z = z), (1.10)
donde
H(X,Y|Z =2) == p(z,y|z)log p(x,yl2), (1.11)
7y

es la entropia de (X,Y) dado que Z = z.
La entropia condicional de X dado Y, Z se define como

H(X|Y,Z):= Y p(z,y,2)log p(ay, 2). (1.12)
z,Y,2
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(L12) puede escribirse como
H(X.Y|2) = ZP (y: 2 [—Zp(wly,Z)logp(fﬂly,Z) : (1.13)

Por lo tanto,
H(X,Y|Z) = Zp (y,2)H(X|Y =y, Z = 2), (1.14)

donde
HX|Y =y, Z = z) Zp zly, 2) log p(zly, 2). (1.15)

es la entropia de X dado que Y =y y Z = 2.

Definicion 11. Si X y Y son variables aleatorias, la informacion mutua condicional de
X yY es el valor dado por

(z)p(y)

Definicion 12. §i X, Y y Z son wvariables aleatorias, la informacion mutua de X y Y
dado Z es el valor

Y) = p(x,y)log pp(wi’y). (1.16)

1(X;Y12) = 3 plw,y, 2)log _p(@ylz) (1.17)
plal2)p(])
La entropia condicional (L.I7)) también puede escribirse como
I(X;Y|Z) : Zp I(X;Y|Z = 2), (1.18)
donde
I(X:Y|Z ==z) Zp z,y|z) log % (1.19)

( )

Observacion 13. Para simplificar la notacidon, para variables aleatorias conjuntamente
distribuidas, X1, Xo,..., Xn, Y1, Yo, ..., Y, y Z1, 2>, ..., Z;, tomando valores en los alfa-
betos X1, Xo, ..., Xy V1, Vo, o Vi, Y 21, 20, ..., 2y, respectivamente. Se define

z,y

I(X1,Xo,. .. Xn: Y1, Ya, ... V) i=1((X1, Xo, ... X); (Y1, Y2, ... Vi),
I(X1, .. Xy V1, Yol Zh, . Z) =I((X1, ... X0); (Va, ... Y )(Z1, ... ).

donde la variable aleatoria (X1, Xa,...X,,) toma valores en el alfabeto X1 X Xo X ... X X,
etc.

El siguiente resultado es una consecuencia de las definiciones anteriores.

Proposicion 14. Las funciones de entropia H(X), H(X,Y),H(X,Y, Z), H(X|Y),
H(X|Y,Z) y H(X,Y|Z) son no negativas.

Ahora se mostraré, algunas formas de relacionar los diferentes tipos de entropia.
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Proposicion 15. Sean X,Y y Z variables aleatorias arbitrarias. Entonces, las siguientes
igualdades se satisfacen:

(a)
H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X). (1.20)

(b)
H(X,Y)=H(Y)+H(X|Y). (1.21)

(c)
H(X,Y,Z)=H(X)+ H(Y, Z|X). (1.22)

(d)
H(X,Y,Z)=H(X)+H(Y|X)+ H(Z|X,Y). (1.23)

(e)
H(X,Y,Z) = H(X,Y)+ H(Z|X,Y). (1.24)

Demostracicn. (a)
H(X,Y)=-> p(z,y)logp(z,y)
= - wip(w, y)log(p(x)p(y|x))
= ;ij(fﬂ, y)logp(x) — Y plw,y)logp(y|z)

"E7y

= — Zp(x) log p(x) — Zp(iﬂa y) log p(y|z)

x?y

— H(X) + H(Y|X).

(b) La prueba es similar a la anterior.

(c)
H(X,Y,Z) == plx,y,2)logp(x,y, 2)
==Y p(x,y,2)log(p(=)p(y, 2|x))
T,Y,z
=— Z p(z,y,z)logp(x) — Z p(z,y,z)log p(y, z|z)

= H(X) + H(Y, Z|X).
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(d)
H(X? Yv Z) = - Z p($7 Y, Z) lng(iL', Y, Z)
N i (o PE2) P
- gzp( n2)los (p( o) v )
=— Z p(z,y, 2)logp(x) — Z p(z,y, z) logp(z|z,y)
T,Y,z T,Y,z
— > p(w,y,2)log p(ylz)
== p(@)logp(x) = Y p(x,y,2)log p(|z,y)
T T,Y,2
— > p(z,y)log p(y|x)
- ﬁ(X, Y, Z) = H(X) + HY|X) + H(Z|X,Y).
(e)
H(X,Y,Z)=H(X)+ HY|X) + H(Z|X,Y) por (IL23)
=HX,Y)+ H(Z|X,Y). por (I20)

O

Proposicion 16. Sean X,Y y Z variables aleatorias arbitrarias. Entonces, las siguientes
desigualdades se satisfacen:

(a)
H(X|Y) < H(X). (1.25)

(b)
H(X|Y,Z) < H(X|Z). (1.26)

()
H(X|Y,Z) < HX,Y). (1.27)

(d)
H(X,Y|Z) < H(X|Z) + HY|Z). (1.28)

Demostracion. Para la demostracion de esta proposicién, se usard la convexidad de la
funcién logaritmo con base mayor que 1, es decir.

log(z o) > Zai log(x;), donde los a; >0y Zai =1
i=1 i=1 i=1
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(a)
H(X) - H(X[Y) = Zp z,y) log p(x +Zp z,y) log p(x|y)
-~ Sotein(2)
—log <Z (p(x’y)pl()g;)>>
—log <Z p(l‘)p(y)>
z,y
—log(1) = 0.
(b)
H(X|Z) ~ H(X]Y, 2)
— H(X,7) — H(Z) -~ H(X|Y,2) por (20D
= — > p(w,y,2)logp(x,2) + > p(w,y,2)log p(=)
+ > ple,y, 2) log plaly, 2)
T,Y,2
=_ (2,y,2)lo p(z,2)
-2 e ok ()
= ST (g, ) log [ PE2RW:2)
—- 2 e o (S5 s

> —log <;:Z (p(:c,y,z) (Wiﬁ;:D))
:—log(Zp <Z yz)>>

=—1lo ALLIINGS
= 1g< p(z)p()>

= —log(1) = 0.
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(c)
H(X,Y) - H(X|Y,Z)

== p(w,y,2)logp(z,y) + > _ p(w,y,2)logp(xly, 2)

T,Y,2 T,Y,2

:_Z p(z,y, 2 log< (x’y)>

(z]y, 2)

:_Z o1 2 10g<(()(y, )>

r,y,2)

(5 (e (52557))

"E7y)z

— _log (Z p(z,y)p(y, Z))

x7yyz

vV
|
<)
02

v

—log (Z p(x,y)p(z)> (pues p(y,z) < p(2))

T,Y,z
= —log(1) = 0.

(d)
H(X|Z)+H(Y|Z) - H(X,Y|Z)
= — Z p(z,y, z)log p(x|z) — Z p(z,y,2)log p(ylz)

+J§i::v,yvz)10gp($’y|z) :
=—§Z Pz, Yy, 2 10g< o !w)y(lzg )>

—_ Zy: p(x,y, 2 10%( Ezgjff)(ﬁéi)g,( 3)

> —log (g: <p(w,y,z) <m+(z:2>>>

O

Se verd a continuacién, otras caracterizaciones de la informacién mutua, en términos de
las funciones de entropia.
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Proposicion 17. Sean X,Y wariables aleatorias arbitrarias, las siguientes igualdades se
tienen:

(a)
I(X;Y) = H(X) — HX|Y). (1.29)
(b)
I(X;Y) = H(Y) - H(Y|X). (1.30)
(c)
I(X;Y)=H(X)+ H(Y) - H(X,Y). (1.31)
Demostracion. (a)
oy ) o PEY)
TOGY) = 3 pe)lo e
=> p(z,y) <log pl(j’yg;) - logp(fv)>

==Y pz,y)logp(z) + Y pl,y)log p(zly)
T,y z,Y
=H(X)-HX|Y).

(b) La demostracion es similar a la de (a)

(c)
I(X;Y) = H(X) - HX|Y) por (I23)
= H(X) - (H(X,Y) ~ H(Y)) por (IL2I)
— H(X)+H(Y)— H(X,Y).

Proposicion 18. Sean X y Y wariables aleatorias arbitrarias. Entonces, I(X;Y) > 0. La
igualdad se alcanza, si y solo si, X y Y son independientes.

Demostracion. Resulta de ([L29) y de (L25]). O

En el siguiente resultado se muestran otras formas de caracterizar la informaciéon mutua
condicional.

Proposicion 19. Sean X,Y y Z variables aleatorias arbitrarias. Entonces, las siguientes
igualdades se satisfacen:

(a)
I(X;Y|Z) = H(X|Z) — H(X|Y, Z). (1.32)
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(b)
I(X;Y|Z) = H(Y|Z) — HYY|X, Z). (1.33)

(c)
I(X;Y|Z) = H(X|Z) + H(Y|Z) — H(X,Y|Z). (1.34)

(d)
I(X;Y|Z) = H(X|Z) + HY|Z) — H(Z) - H(X,Y, Z). (1.35)

(e)
I(X,Y:2)=I(X;2) + I(X;Y|2). (1.36)

Demostracion. (a)

(z,y|2)
I(X;V]2) == pla,y, 2)log - V2
g;z p(x[2)p(y|2)

:—Z (x,y, 2)log p(z|2) +Z wyz)log

z,Y,2 T,Y,%

ply
= H(X|2)+ Y plz.y,7) 10%( = y : >

x7y7z

p(z,y|z)
(yl2)

= H(X|Z)+ Y plx,y,2)log p(aly, 2)

x7y7z

= H(X|Z) — H(X|Y, Z).

(b) La prueba es similar a la anterior.

(©)
I(X;Y|2) = H(X|Z) - H(X|Y 2) por (I32)
— H(X|2) - (H(X,Y,Z) - H(Y, Z)) por (IZI)
— H(X|2) - (H(X,Y|2)+ HZ) + HY.Z)  por (22
— H(X|2)+ H(Y|Z) - H(X,Y|2). por (I2D)
(d)
I(X;Y|2) = H(X|Z) - H(X|Y, 2) por (I32)

= (H(X,Z)-H(Z)) - (H(X,Y,Z) - H(Y,Z)) por (L[20) y (L24)
= H(X,Z)+ H(Y,Z)- H(Z) — (H(X,Y, Z).
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(e)

I(X,Y;Z)=H(X,Y)+ H(Z)— H(X,Y, Z) por (L3I
=H(X,Y)+H(Z) - H(X,Y,Z)
+H(X)-H(X)+ H(X,Z) - H(X, Z)
= (H(X)+H(Z) - H(X, Z))
+(H(X,Y)+ H(X,Z)— HX) - HX,Y, Z))
= I(X;2) + I(X;Y|Z). por (L3I) y (L33)

O

Proposicion 20. Sean X,Y y Z variables aleatorias arbitrarias. Entonces, [(X;Y|Z) > 0.
Demostracion. Resulta de ([L32) y de (L26]). O

Gracias a algunas proposiciones anteriores, se puede afirmar que las medidas de la infor-
macién son no negativas.

Ejemplo 21. Sean X y Xy variables aleatorias tomando valores en {0, 1} independientes
con

Pr{X; =0} = Pr{X; =1} =0.5,

1=1,2. Sea
X3 = (Xl + Xg)mod 2, (1.37)

es facil verificar que, X3 tiene la misma distribucion marginal de X1 y Xo. Asi, si todas
las entropias se toman en base 2, se tiene que

H(X;) =1
para i = 1,2,3. Ademds, X1, X2 y X3 son independientes dos a dos. Por lo tanto,

H(X;,X;) =2

I(X;,X;)=0

para 1 < i < j < 3. Por otra parte, por (I.31) se tiene que cada variable aleatoria es una
funcion de las otras dos variables aleatorias. Entonces, por (1.27)

H(X1, X2, X3) = H(X1, X2) + H(X3|X1, X2)
=24+0=2.

Ahora, para i,j,k € {1,2,3} diferentes, por (1.37)

I(X;, X;|Xy) = H(X;, Xp) + H(Xj, Xy) — H(Xg) — H(X;, Xj, Xg)
—92492-1-2=1.
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1.2. La I-Medida

En esta seccion, se desarrollard una teoria que establece una correspondencia entre las
medidas de la informacién Shannon y la Teoria de conjuntos. Con esta correspondencia,
toda medida de la informaciéon Shannon se pueden interpretar como operaciones entre
conjuntos.

1.2.1. Preliminares

Se introducen a continuacioén, algunos conceptos bésicos de la Teoria de la medida.

Definicion 22. El campo F,, generado por los conjuntos )Nfl,)Z'g, . ,)Zn, es la coleccion
de todos los conjuntos que se pueden oblener al aplicar un_nidmero finito de operaciones
(U,N, —,¢) entre los elementos de la coleccion X1, Xa,..., X,.

Definicion 23. Los dtomos de F,, son conjuntos de la forma ﬂ?zl Y; donde Y; es o )A(:, 0
X;, el complemento de X;.

Hay 2" atomos y 22" conjuntos en F,,. Evidentemente, todos los &tomos en F,, son disjuntos
y cada conjunto en JF,, puede expresarse univocamente como unién de un subconjunto de
atomos de F,. Se adopta la convencion de que la uni6én del subconjunto vacio de atomos de
Fy es el conjunto vacio. Se asume también que, los conjuntos X1, Xo, ..., X, se intersecan
unos con otros genéricamente, es decir, los d4tomos de F,, son no vacios a menos que se
especifique lo contrario.

Figura 1.1: Diagrama de Venn para le y )f(\'; .

Ejemplo 24. Los conjuntos )A(:l Y )Z'g generan el campo Fo. Los dtomos de Fa son:
XiNnXs, XiNnXy, X¢NX,y XN XS. (1.38)

Estos conjuntos tienen una representacion grdfica en términos del diagrama de Venn tal
como se muestra en la Figura [I1. El campo Fa, consiste de las uniones de subconjuntos
de dtomos en (1.38). Hay un total de 16 conjuntos en Fa, que son precisamente todos los
conjuntos que pueden obtenerse de X, Y X, mediante operaciones usuales entre conjuntos.
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Definicion 25. Una funcion real p definida sobre F,, se denomina una medida con signo,
si es aditiva sobre conjuntos, es decir, para cualquier par de conjuntos disjuntos A, B € F,,

H(AU B) = u(A) + u(B). (1.39)

Para una medida p con signo se tiene que p(f)) = 0, lo cual resulta de lo siguiente: para
cualquier A € F,, u(A) = p(AUd) = p(A) + u(0).

Una medida con signo u sobre F,, estd completamente determinada por sus valores en los
atomos de F,,. Los valores de p en los otros conjuntos de F,, pueden obtenerse por medio
de la aditividad.

Observacion 26. Una medida con signo p sobre Fo estd completamente determinada por
los valores o o B B B B
w(X1NXa), w(XiNX3), p(XTNXs), w(XiNX3). (1.40)

Por ejemplo, el valor de v sobre )?1, se puede obtener mediante.

p(X1) = p((X1 N Xo) U (X1 N X5)) = p(Xy 0 Xa) + u(X1 N XS). (1.41)

1.2.2. La [-Medida para dos variables aleatorias

Se formulard en esta seccién, una correspondencia uno a uno entre medidas de la infor-
maciéon Shannon y la Teoria de conjuntos para dos variables aleatorias. Sean, X1 y Xo,
variables aleatorias, vy, X, y X, conjuntos, diferentes y no disjuntos. Los conjuntos X, y
X generan el campo F» cuyos atomos se muestran en (L38). En la formulaciéon que se
planteo, el conjunto universal €, es el conjunto X, U X2, por razones que serdn més claras
despues Notese que con la eleccion del conjunto universal, el &tomo X7 N X2 () porque
XlﬂX2 (X1UX2) Qc = 0.

Las medidas de la informaciéon Shannon para las variables aleatorias X1 y Xs son:

H(X1), H(X2), H(X1|X2), H(X2|Xy), H(X1,Xs) y I(X1;X2). (1.42)

Estas inducen una medida con signo p* sobre X 1 U)Z'g definida por las siguiente igualdades:

pr(Xy = Xy) 1= H(X1|Xa), (1.43)
pH(Xy — X1) o= H(X2|X), (1.44)
P (X1 N Xp) = I(X1; Xz). (1.45)

Estos son los valores de p* en los atomos no vacios de Fa. Los valores de p* en los otros
conjuntos de F» pueden obtenerse via aditividad:

P (X U Xo) = p(Xy — Xo) + ¥ (X — X1) + g (X1 N Xo)

(1.46)
= H(X1|X2) + H(X2|X1) + I(X1; X2) = H(X1, X2).

W (X)) = (X — Xo) + pt (X1 N Xo)

(1.47)
= H(X1]X2) + I(X1; X5) = H(Xy).
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W (Xo) = ' (Xo — X1) + p* (X1 N Xo)

(1.48)
= H(Xo|X1) + I(X1; X2) = H(X>).

Esto corresponde a las seis medidas de informacién de Shannon para 2 variables aleatorias.
En cada una de las ecuaciones anteriores, el lado derecho y el izquierdo corresponden uno
al otro segun la siguiente correspondencia de simbolos:

X; —— X;,

H, I —p’,
pa— (1.49)
,— U,

| — —.

Notese que no se hizo distincién entre los simbolos H e I en esta correspondencia. Asi, para
dos variables aleatorias X1 y X9, las medidas de informaciéon Shannon pueden considerarse
formalmente como una medida con signo sobre Fs. Nos referiremos a p* como la I-medida
para las variables aleatorias X1 y Xo.

Como las medidas de la informacién Shannon, pueden verse como una medida con signo,

H(X.,Y)

H(XIY) H(YIX)

H(Y
H(X) 1(X:7) (Y)

Figura 1.2: Diagrama de informacién para dos variables aleatorias.

se pueden aplicar las diferentes operaciones de la Teoria de conjuntos a la Teoria de la
informacion. Esto explica porque la Figura [[.2] representa las relaciones entre todas las
medidas de informaciéon Shannon para dos variables aleatorias correctamente. Como un
ejemplo, si se considera la siguiente identidad en conjuntos:

pH(X1 U Xo) = (X)) + p*(Xa) — p* (X1 0 Xy).
Esta identidad, es un caso especial de la férmula de inclusién-exclusién en la Teoria de

conjuntos. Mediante la sustitucion de simbolos dada por ([L49), se obtiene la siguiente
identidad de informacion

H (X1, Xo) = H(X1) + H(X2) — I(X1; X2).
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Se terminaré esta secciéon con el siguiente comentario: el valor de p* en el 4tomo )Afl N
X2 aparentemente no tiene ningan significado en la Teoria de la informaciéon. En esta
formulacion, se tomo6 Q = X1 U X2 de tal forma que el atomo XC N X2 represente el
conjunto vacio. Luego M*(X1 ﬂXQ) = 0, pues u* es una medida. Asi, u* estd completamente

determinada por todas las medidas de la informacién que involucran las variables aleatorias
X1 y XQ.

1.2.3. Construcciéon de la /-medida p*

Para demostrar el resultado central de esta seccién es necesario demostrar la siguiente
lema.

Lema 27. Para una funcion aditiva p,

u(ﬂAk—B)z S wAi-B)— Y u(AUA; - B)
k=1

1<i<n 1<i<j<n (1.50)
4o (D) (A U U A, - B).

Demostracion. (Por induccion sobre n). Para n = 1 se tiene trivialmente. Ahora, se supone
que (L50) es valida para n y se demostrara para n+1.

() ()

M<m Ay — ) (An+1—B)—M<<ﬁ Ak>UAn+1_B>

k=1

( B)— Y uA;UA;—B)+

1<i<j<n

+ (—1)"+1M(A1 U---UA, — B)>

n

v = B) = (Y (Ax U A i) - B)
k=1

=<Zu(Ai—B)— S wAiUA; - B)+

1<i<n 1<i<j<n

A U U A = B)) (A - )

— < Z M(AiUAn+1—B)— Z ,LL(AiUAjUAn+1—B)
1<i<n 1<i<j<n

o (=D (A U UAnuAn+1—B)>

= > wA-B)— > ulAUA;-B)+

1<i<n+1 1<i<j<n+1
+ (—1)"+2,u(A1 U---UApir — B)
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Con lo cual queda demostrado el Teorema. O

En la seccion anterior se construy6 la I-medida para dos variables aleatorias. Ahora se
construird la I-medida para cualquier nimero n, n > 2 de variables aleatorias.

Se considerarédn n variables aleatorias X1, Xs,...,X,. Sean X1, Xo,..., X, subconjuntos
de los numeros naturales, tales que los conjuntos de la forma (), Y; donde Y; es 0o X; 6

X¢, son no vacios. Sea N,, = {1,2,...,n}, se define el conjunto universal 2 como

o= J X. (1.51)

Se usa JF;, para denotar el campo generado por )Z'l, 5(:2, . ,)Z'n. El conjunto Ag = nieNn )A(:f
se denomina el &tomo vacio de F,,, ya que

N Xi = ( U 55) —Q° = (1.52)

1EN, €N,

Todos los atomos de F,, distintos de Ag son no vacios (por la forma como se escogieron los

X;). Sea A el conjunto de todos los 4tomos no vacios de F,,, entonces |A| = 2" — 1.

Una medida con signo p sobre Fy,, estd completamente determinada por los valores de p
en los 4tomos no vacios de F,,.

Para simplificar la notacion, X, denotard (X; : i € a) y X,, denotaré Uica X; para
cualquier subconjunto no vacio a de N,.
Teorema 28. Sea

B={X,:a es un conjunto no vacio de Ny,}. (1.53)

Entonces, una medida con signo p sobre F,, estd completamente determinada por {u(B) :
B € B} el cual puede ser cualquier conjunto de nimeros reales.

Demostracion. El nimero de elementos en B es igual al niimero de subconjuntos no vacios
de NV, el cual es 2" — 1. Asi |B| = |A] = 2" —1, sea k = 2" — 1. Sean, u el k-vector columna
cuyas componentes son los u(A), A € A,y h el k-vector columna cuyas componentes son
los u(B), B € B.

Como todos los conjuntos en B pueden expresarse univocamente como unién de algunos
atomos no vacios en A, entonces por la aditividad de u, para cada B € B, u(B) puede
expresarse univocamente como la suma de ciertas componentes de u. Asi,

h=C,u, (1.54)

donde C,, es una matriz k x k (anica).
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Por otro lado, un 4tomo no vacio de F,, tiene la forma ﬂ?zl Y;, donde Y; es )Z'Z o} )Aff y
existe al menos un ¢ tal que Y; = X; para evitar el vacio. Luego,

NY= N 5(2._< U X;):ﬂ)?k—Uf(l. (1.55)
i=1 k=1 =1

Y =X; JiY=X¢

Ahora, se probara que para cada A € A, u(A) puede expresarse como combinacion lineal

de los u(B), B € B. Aplicando el Lema (27) y las siguientes dos identidades a ([C5H).

WANB - C) = pu(A—C)+u(B—C)— u(AUB — O) (1.56)
i(A — B) = (AU B) — u(B). (L57)
Se obtiene.
vi) = u(( %)%
o(On) =s(N5-Ux)

Il
n
IA
3
=
/N
Il
|
C-=
<
N—
|
R
A
g
3
=
N
>
C
Ral
|
C-=
It
N—

La cual es una combinacion lineal de los u(B), B € B.
No obstante, la existencia de dicha expresion, no implica su unicidad. Sin embargo, se

puede escribir
u=D,h (1.58)

para alguna matriz D,,, de tamano k x k. Sustituyendo (L54]) en (LES]) se obtiene
u=(D,C,)u (1.59)

lo cual implica que D,, es la inversa de C,, y como C,, es tnica, entonces D,, es tnica. Asi,
u(A), A € A estd univocamente determinado una vez u(B), B € B se especifica. Por lo
tanto una medida con signo p en F,, esta completamente determinada por {u(B) : B € B},
el cual puede ser cualquier conjunto de nimeros reales. O

Ahora se probaran los siguientes dos resultados que estan relacionados por la sustitucion
de simbolos en (.49).
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Lema 29.

WANB—C)=uAUC) +u(BUC) — w(AUBUC) — p(C). (1.60)

Demostracion. De ([L50) y (LE7), se tiene que

wWANB-C)=u(A-C)+u(B—-C)—pu(AUuB—C)
(WAUC) = pu(C) + (B UC) = u(C)) = (AU BUC) — pu(C))
wWAUC) +u(BUC) — u(AUBUC) — u(C).

O

Lema 30.
I(X;Y|Z) = H(X,Z) + H(Y, Z) - H(X,Y, Z) — H(Z). (1.61)
Demostracion. Esta identidad corresponde a la identidad ([L35]) que ya se probé. O

Ahora se construird la I-medida p* sobre F,,, usando el teorema Se define.
N*(Xa) = H(Xq)

para todo subconjunto no vacio o de N,,. Para que p* tenga sentido, tiene que ser consis-
tente con todas las medidas de la informacion Shannon (via sustitucion de simbolos).

En este caso, lo siguiente debe tenerse para todos los subconjuntos (no necesariamente
disjuntos) «, o/, o’ de N,,, donde o y o' son no vacios:

P (Xa N Xy — X)) = 1(Xo; Xoo | Xarr) (1.62)
Cuando o’ =0, (LG2) se convierte en
pH(XaNXy) =1(Xo; Xor). (1.63)
Cuando o = o/ (L62)) se convierte en
1 (Xg — Xor) = H(Xo| Xan). (1.64)
Cuando a = o’ y o = 0, (L62)) se convierte en
p(Xa) = H(X,). (1.65)

Asi (L62) cubre los cuatro casos de medidas de la informacion Shannon y ésta es una
condicion necesaria y suficiente para que p* sea consistente con todas las medidas de la
informaciéon Shannon.

Teorema 31. p* es una medida con signo sobre F,, que es consistente con todas las medidas
de informacidon Shannon.



CAPITULO 1. MEDIDAS DE LA INFORMACION 19

Demostracion.

N*(—X:a N —X:a’ - Xa”) = ,Uf*(XaUa”) + /1'* (Xa’Ua”) - ,U/*(XaUa’Ua”) - ,U/*(—X:a”)
= H(XaUa”) + H(Xa’Ua”) - H(XaUa’Ua”) - H(Xa”)

= I(Xa; Xor| Xo) por lema [30
O
Teorema 32. Si no hay restricciones sobre X1, Xo,...,X,, entonces u* puede tomar

cualquier conjunto de valores no negativos en los dtomos no vacios de JF,.

Demostracion. Se probara el teorema, construyendo una p* que pueda tomar cualquier
conjunto de valores no negativos sobre los 4tomos no vacios de F,. Recordemos que A es
el conjunto de todos los atomos no vacios de F,.

Se considera el conjunto de variables aleatorias mutuamente independientes {Y4 : A € A}.
Ahora, sea X;, i =1,...,n la variable aleatoria definida por

Xi=(Ya:Aec A ACX,)).

Se define la I-medida u* para X1, Xs,..., X, como sigue. Como las Y4 son mutuamente
independientes para todo subconjunto no vacio o de N, se tiene que

H(X,)= Y, H(Ya).

Por otro lado,

A€ A:ACX,
= > HXa)= ). w4
ACA:ACX, AEA:ACX o

Esta igualdad se cumple para todo subconjunto no vacio a de N, tomando p*(A) = H(Ya),
para todo A € A. Por la unicidad de p*, ésta es también la tinica posibilidad para p*.

Como H(Y4) puede tomar cualquier valor no negativo, entonces u* puede tomar cualquier
conjunto de valores no negativos en los 4tomos no vacios de F,. O

1.3. Desigualdades de la Informacion

Una expresion de informacion f se refiere a una combinacién lineal de medidas de infor-
maciéon Shannon que involucren un nimero finito de variables aleatorias. Por ejemplo,

H(X,)Y)+2I(X;Z)-1(X;Y|2) (1.66)
es una expresion de informacion. Una desigualdad de informacion tiene la forma

fzec (1.67)
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donde ¢ usualmente es igual a cero. Se consideran solo las desigualdades no-estrictas por que
éstas son usualmente la forma que toman las desigualdades en la Teoria de la Informacion.
Igualmente, una identidad de informacioén tiene la forma

f=c (1.68)

Definicion 33. Una desigualdad o identidad de informacion, se dice que siempre se
cumple, si esta se cumple para cualquier distribucion conjunta de las variables aleatorias
involucradas.

Por ejemplo, de dice que la desigualdad de informacion
I(X;Y) >0, (1.69)

siempre se cumple porque ésta se cumple para cualquier distribuciéon conjunta p(z,y). Por
otro lado, se dice que una desigualdad de informacioén no siempre se cumple, si existe una
distribucién de variables aleatorias para las cuales la desigualdad es falsa.

Por ejemplo la desigualdad I(X;Y) < 0 < I(X;Y) = 0 (pues I(X;Y) > 0 siempre se
cumple.) Pero I(X;Y) = 0 se cumple, si y solo si, X y Y son independientes, es decir,
I(X;Y) = 0 no se cumple, si X y Y no son independientes. Entonces I(X;Y) < 0 no
siempre se cumple.

Las desigualdades de la informacién gobiernan las imposibilidades en la Teoria de la infor-
macion. Mas precisamente, las desigualdades de la informacién implican que ciertas cosas
no pueden suceder. Por eso son llamadas las leyes de la Teoria de la informacion.

Definicion 34. Sean X,Y y Z wvariables aleatorias. Las siguientes desigualdades se de-
nominan desigualdades bdsicas,

H(X) >0, (1.70)
H(X[Y) >0, (1.71)
I(X,Y) >0, (1.72)
I(X;Y|Z) > 0. (1.73)

Las desigualdades bésicas forman el conjunto més importante de desigualdades de la in-
formacion.

Definicion 35. Una desigualdad de la informacion que siempre se cumple y que es impli-
cada por las desigualdades bdsicas se denomina desigualdad tipo Shannon.

Definicion 36. Una desigualdad de la informacion que siempre se cumple pero que no es
implicada por las desigualdades bdsicas se llama desigualdad tipo no Shannon.

Teorema 37. Todas las medidas de la informacion Shannon son casos especiales de in-
formaciones mutuas condicionales.

Demostracion. Sean X,Y y Z variable aleatorias, se vera que todas las medidas de informa-
cion Shannon son casos especiales de I(X;Y|Z). Sea ® una variable aleatoria degenerada,
es decir, ® toma un valor constante con probabilidad 1, entonces

I(X;Y)=1(X;Y|Z), si Z =12,

H(X|Z)=1(X,Y|Z), si X =Y,

HX)=IX,Y|Z2), si X=Y y Z=12.
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Por lo tanto, las desigualdades tipo Shannon pueden definirse nuevamente como sigue.

Definicion 38. Una desigualdad de informacion tipo Shannon es una desigualdad de in-
formacion que es (o que puede arreglarse para que sea) una suma finita de la forma

> il (X33Y;|Z;) > 0, (1.74)

donde cada a; es un real no negativo.

1.3.1. La region ')

Sea N, := {1,2,...,n}, donde n > 2, y sea © := {X; : i € N,} cualquier coleccion de n
variables aleatorias. Asociadas con ©, hay k = 2™ — 1 entropias mutuas. Por ejemplo, para
n = 3, las 7 entropias mutuas asociadas con las variables aleatorias X, Xo y X3 son:

H(X1)7 H(X2)7H(X3)v H(X17X2)7 H(X17X3)7 H(X2,X3)7 H(X17X27X3)' (175)

Para cualquier o subconjunto no vacio de NV, se define.

Xy, =(X;:i€a) (1.76)

Ho(a) == H(X,). (1.77)

Para un O fijo, Hg puede verse como una funcién de 2V en R con H(0) = 0. Por esta
razén, Hg se denomina la funcién de entropia de O.

Sean, H,, el espacio euclidiano k-dimensional con coordenadas notadas por h,, donde
a € 2Vn \ {B}, y he corresponde al valor de Hg(a) para cualquier coleccion © de n
variables aleatorias. H,, se denomina el espacio de entropia para n variables aleatorias.
Entonces, una funciéon de entropia puede representarse como un vector columna en H,,.
Por otro lado, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 39. Un wvector columna h € H,, se denomina entrdpico, si h es igual a la
funcidn de entropia Hg de alguna coleccion © de n variables aleatorias.
Estamos motivados a definir la siguiente regién en H,, :
Definicion 40.

Iy :={h e H,:h es entropico} (1.78)
Por conveniencia, los vectores en I'} también seran referidos como funciones de entropia.

Ejemplo 41. Sin = 3, las coordenadas de un vector en Hsz son notadas por: hy, ho, hg,
hi2, hi3, hos, hi23. I'; es la region de Hs3 de todas las funciones de entropia para 3 variables
aleatorias.



CAPITULO 1. MEDIDAS DE LA INFORMACION 22

Ejemplo 42. Sean X y Xy variables aleatorias independientes tomando valores en {0,1}
con distribucion de probabilidades: Pr{X; = 0} = 2p, Pr{X; = 1} = 1 — 2p, donde
0<p< 3, Pr{Xo=0} =Pr{X, =1} = %, ysean X3 = X1-Xo y X4 = (1—-X1)(1—X2).
Ast, si todas las entropias se toman en base e, se tiene que:

H(Xy) = —2p1n(2p) (1 —2p)In(1 - 2p),

H(X;) =

H(X3)=In2-— (; +p)In(1 + 2p) — (% —p)In(1 — 2p),

H(X4) = —(1=p)In(1 —p) - pln(p),
H(X1,X2)=In2—2pIn(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p),
H(X1,X3)=—2pn(2p) — (1 —2p)In(1 —2p) + (1 — 2p) In 2,
H(X1,X4)=—2plnp— (1 —2p)In(1 —2p),
H(X2,X3)=In2—plnp—pln2 — (% —p)In(1 — 2p),

1
H(X3,X4)=In2—plnp—pln2 — (5 —p)In(1 — 2p),

H(X5,X4)=In2—plnp—pln2 — (;—p)ln(l—Qp),
H(X1,X2,X3) =1In2—2pln(2p) — (1 — 2p)In(1 — 2p),
H(X1,X2,X4) =1In2—2pln(2p) — (1 — 2p)In(1 — 2p),
H(X1,X3,X4) =In2 —2pln(2p) — (1 — 2p)In(1 — 2p),
H(X3,Xs3,X4) =In2 —2pln(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p),
H(X1,X2,X3,X4) =In2—2pln(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p).

Si se denota el vector entrépico generado por las variables aleatorias X1, Xo, X3, X4 por
hx p, entonces (hxp)a = H(Xq).

La region I'; satisface las siguientes propiedades:

1. I'} contiene el origen: El origen del espacio de entropia corresponde a la funcién de
entropia de n variables aleatorias degeneradas que toman valores constantes.

2. I'} esta en el ortante no negativo del espacio de entropia H,, : las coordenadas de un
vector entropico en el espacio de entropia H,, corresponden a entropias mutuas que
son no negativas.

3. I}, es convexo

Nota 43. Las propiedades 1y 3 implican que LY es un cono convexo.

De las propiedades anteriores solo falta probar 3. Lo cual se hara a continuacion.

=k
Teorema 44. I',, es un cono convezo.
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Demostracion. Por la Nota anterior solo falta mostrar que I'* es convexo. Sean h y h’ en
I'? funciones de entropia para los conjuntos arbitrarios de variables aleatorias Y7, Ya, ..., Y,
y Z1,Za,. .., Ly, respectivamente. Para demostrar que fz, es convexo, es suficiente mostrar
que, si h y h’ estan en '} entonces bh+bh’ est4 en f;; para todo0 < b < 1, donde b = 1—b.

Sean (Y1,Ys9,...,Y,) k copias independientes de (Y1,Ya,...,Y,) v (Z1,Zs,...,Z,) k
copias independientes de (Z1, Za, ..., Z,). Sea U una variable aleatoria ternaria indepen-
diente de todas las demés variables aleatorias tal que

PrilU=0)=1-0—pu, PrilU=1)=6y Pr(U=2) =p.

Ahora, se construyen variables aleatorias X1, Xs,..., X, de la siguiente forma:
0, st U=0
Xi = Yi, st U=1
ZZ’, st U=2

Note que H(U) — 0 cuando 4, u — 0. Entonces, para todo a subconjunto no vacio de Ny,

H(X,) < H(Xa,U) por (I20)
— H(U) + H(X,|U) por (I20)
= H(U) + (Pr{U = 0}H(X,|U = 0)
+ Pr{U = 1} H(Xo|U = 1) + Pr{U = 2} H(X,|U = 2))
= H(U) + 6H(Ya) + pH(Zy)
= H(U) + 0kH(Y,) + pkH(Zy)

Por otro lado,
H(Xa) > H(Xa’U) = 6kH(Ya) + :U’kH(Za)
pues (0 < I(X,Y)=H(X)—- HX|Y)= HX|Y) < H(X)).

Combinando las anteriores desigualdades, se obtiene

0 < H(X,) — (6kH (Ya) + pkH(Za)) < H(U).

obtiene

EiSl

Ahora tomando § = % VU=

0< H(Xa)— (bH(Yy) +bH(Z,)) < H(U)

Si k — o0, 6, 1 — 0 entonces H(U) — 0. Por lo tanto, H(X,) — bH (Yy)+bH(Z,) cuando
k — oo. Esto muestra que bh +bh’ € T, O

1.3.2. Expresiones de informacién en forma canénica

Cualquier medida de informacién de Shannon, puede expresarse como combinacién lineal

de entropias mutuas aplicando las identidades de la informacion (L20), (L3T) y (L35):
HX|Y)=H(X,Y)—-H(Y) (1.79)



CAPITULO 1. MEDIDAS DE LA INFORMACION 24

I(X;Y)=H(X)+H(Y)- H(X,Y) (1.80)
I(X;Y|Z)=H(X,Z)+ H(Y,Z) — H(X,Y,Z) — H(Z) (1.81)

Asi cualquier expresion de la informacién que involucre n variables aleatorias puede ex-
presarse como combinacion lineal de las k entropias mutuas asociadas. Esta es la forma
canénica de una expresion de informacion. Cuando se escribe una expresion de informacion
f como f(h), se dice que f esta en forma canénica. Como una expresion de informacion
en forma canoénica es una combinacion de entropias mutuas, ésta tiene la forma

b’h

donde b representa la transpuesta de un vector columna constante b en R¥.

Las identidades de la (IL79) a (I.8I]) proveen una forma de expresar toda expresion de
la informacién en una forma candnica. Sin embargo, no es claro si tal forma candnica es
dnica, se resolverd esta duda a continuacion.

En la prueba del Teorema (28]), el vector h representaba los valores de la I-medida p* sobre
las uniones en F,,. Ademas, h esté relacionado con los valores de p* sobre los 4tomos de
Fn, representados como u por

h=C,u

donde C,, es una matriz k x k tnica. El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema

Lema 45. Sea
U ={ueRf: Cuel’}. (1.82)

Entonces, el ortante no negativo de RF es un subconjunto de W¥.

Teorema 46. Sea f una expresion de informacion. Entonces, la identidad de informacion
sin restricciones f = 0 siempre se cumple, si y solo si, f es la funcion cero.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, se asume que f estd en su forma canoénica y
sea f(h) = b’h.

(=) Supongase que f no es la funcion cero, es decir, b # 0, entonces el conjunto A = {h :
b”h = 0} es un hiperplano en el espacio de entropias que tiene medida de Lebesgue cero,
(ya que dim(A) < dim(Hy)). Como la identidad de informacién sin restricciones f = 0
siempre se cumple, es decir, se cumple para todas las distribuciones conjuntas, entonces
I’} debe estar contenido en el hiperplano A, de otra manera, existiria hy € I'), tal que
f(hg) = bThg # 0, y esto no puede suceder.

Veremos que I'; tiene medida de Lebesgue positiva, y en consecuencia no puede estar
contenida en el hiperplano A que tiene medida de Lebesgue igual a cero, lo cual es una
contradiccion (porque ya se mostré que '} debe estar contenido en el hiperplano A), y
por lo tanto, f debe ser la funcién cero. Se vio en el Lema que el ortante no negativo
de H,,, el cual tiene medida de Lebesgue positiva, es un subconjunto de ¥} . Asi ¥ tiene
medida de Lebesgue positiva. Como I'} es una transformacion invertible de ¥} su medida
de Lebesgue también es positiva.

(<) Si f es la funcién cero, entonces es evidente que la identidad de informacion f = 0
siempre se cumple. O
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Corolario 47. La forma candnica de una expresion de informacion es unica.

Demostracion. Sean f1 y fo formas candnicas de una expresion de informacion g. Como
g = f1y g = fosonidentidades de informacién que siempre se cumplen, entonces f1—fo =0
es una identidad de informacién que siempre se cumple. Por lo tanto, f; — fo es la funcién
cero, asi f1 = fo. O

Debido a la unicidad de la forma canoénica de una expresion de informacién, una forma
facil de verificar, si una identidad de informacion fi = fo siempre se cumple, es expresar
f1 — fo en forma canédnica, si todos los coeficientes son nulos, entonces f1 = fo siempre se
cumple, en caso contrario, fi = fo no siempre se cumple.

1.3.3. Marco geométrico

En esta seccion se explicaré el significado geométrico de las desigualdades de informacion
sin restricciones, las desigualdades de informacién restringidas y las identidades de infor-
macion restringidas en términos de I'}. Sin perdida de generalidad, se asumira que, todas
las expresiones de informacién estan en forma canoénica.

Desigualdades sin restricciones

Sea f > 0, una desigualdad de informacién sin restricciones donde f(h) = b”h. Entonces,
f > 0 corresponde al conjunto {h € H,, : b h > 0} el cual es un semi-espacio en el espacio
de entropias H,, que contiene al origen. Especificamente, para cualquier h € H,,, f(h) >0,
si y sblo si, h pertenece a ese conjunto. Para simplificar, ese conjunto se referird al semi
espacio f > 0.

Ejemplo 48. Para n = 2 la desigualdad de la informacion
[(Xl;Xg) :H(X1)+H(X2) —H(Xl,Xg) >0, (1.83)

escrita como hy + hg — h1a > 0 corresponde al semi-espacio {h € Ho : hy + ha — h1a > 0}
en el espacio de entropia Ho.

Como una desigualdad de la informacién siempre se cumple, si y s6lo si, se cumple para
la funcién de entropia de cualquier distribuciéon conjunta de las variables aleatorias in-
volucradas, entonces se tiene la siguiente interpretacion geométrica de una desigualdad de
informacion:

f > 0 siempre se cumple, si y solo si, I'y C {h € H, : f(h) > 0}. (1.84)

Esto caracteriza todas las desigualdades sin restricciones en términos de I'}:.

Desigualdades restringidas

En Teoria de la informacion, a menudo se trabaja con desigualdades (identidades) con
ciertas restricciones sobre la distribucién conjunta de las variables aleatorias involucradas.
Estas son llamadas desigualdades (identidades)de informacion restringidas y las restric-
ciones sobre la distribucién usualmente puede expresarse como restricciones lineales sobre
las entropias.
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Ejemplo 49. Los siguientes son ejemplos de restricciones sobre la distribucion conjunta.
1. X4, Xo, y X3 son mutuamente independientes, si y sdlo si, H(X1, Xo, X3) = H(X1)+
H(X3)+ H(X3).

2. X1, Xo, y X3 son dos a dos independientes, si y solo si, I(X1;Xs) = I(Xo; X3) =
I(Xl;Xg) =0.

3. X1 es una funcion de Xo, si y sdlo si, H(X1]|X2) = 0.
Sean q restricciones lineales sobre las entropias, dadas por Qh = 0, donde Q es una matriz

q X k. No se asume que las restricciones sean linealmente independientes, asi que Q no
necesariamente tiene rango k. Sea

& ={heM,:Qh=0}

En otras palabras, las ¢ restricciones confinan h a un subespacio lineal ® en el espacio de
entropia. Paralelamente, se hace la siguiente interpretaciéon geométrica de una desigualdad
restringida:

Bajo la restriccion ®, f > 0 siempre se cumple, si y solo si, (I'y N®) C {h: f(h) > 0}.

® = H,, si no hay ninguna restriccion sobre las entropias. (En este sentido, una desigualdad
sin restricciones es un caso particular de una desigualdad restringida).

Identidades restringidas

f = 0 siempre se cumple, si y sélo si, f > 0y f < 0 siempre se cumplen. Entonces, se tiene
que, bajo la restriccion ®, f = 0 siempre se cumple, si y sélo si,

IrN®C{h: f(h)>0}n{h: f(h) <0}
o bajo la restriccién ®, siempre se cumple, si y soélo si,
Irn® C{h: f(h) =0}

es decir, I';, N ® esta contenido en el hiperplano f = 0.

1.4. Desigualdades tipo Shannon

Las desigualdades béasicas forman uno de los conjuntos més importante de desigualdades
de la informacion. Estas son llamadas desigualdades tipo Shannon. En esta seccién, se
mostrara que la verificaciéon de una desigualdad tipo Shannon puede formularse como un
problema de programacion lineal.

1.4.1. Las desigualdades elementales

Definicion 50. Una medida de informacion Shannon, se dice que es reducible, si existe
una variable aleatoria que aparece mds de una vez en la medida de informacion. En caso
contrario la medida de informacion se dice irreducible.
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Sin perdida de generalidad, se consideran s6lo medidas de la informacion Shannon irre-
ducibles, porque una medida de informaciéon Shannon reducible puede ser siempre escrita
como la suma de medidas de informacién Shannon irreducibles.

La no negatividad de todas las medidas de informacion Shannon forman el conjunto de las
desigualdades basicas. El conjunto de desigualdades bésicas no es minimal en el sentido
que algunas desigualdades bésicas son implicadas por otras.

Por ejemplo, H(X|Y) > 0y I(X;Y) > 0 son desigualdades béasicas que implican que
H(X)=H(X|Y)+I(X;Y) >0, la cual es una desigualdad basica.

Considérense las siguientes identidades:

H(X

)= H(X|Y) + I(X;Y)
H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)
I(X;Y,2) = I(X;Y) + I[(X; Z]Y)
H(X|Z) = H(X|Y,Z) + I(X;Y|Z)
)=
)=

H(X,Y|Z)=H(X|Z)+ HY|X, Z)
(XY, Z|T) = I(X;Y|T) + I(X; Z|Y,T)

Sea N, ={1,2,...,n},donde n > 2, y sean X1, Xs,..., X,, variables aleatorias. Aplicando
las identidades anteriores, cualquier medida de informacién puede expresarse como la suma
de medidas de informacion Shannon de las siguientes dos formas elementales:

1. H(Xi|X./\/'n—{i})v 1€ N,.
2. I(Xi; X;|Xg), i # 4, k SNy — {i,j}

El ntimero de formas elementales de medidas de informaciéon Shannon para n variables

aleatorias es:
m=n+ (Z) on—2, (1.91)

Ejemplo 51. Se puede expandir H(X1, X2) en una suma de formas elementales de medidas
de la informacion Shannon para n = 3 mediante la aplicacion de las identidades de ([1.83)
a (I90) de la siguiente manera

H(X1,Xo) = H(X1)+ H(X2|X1) por({1.80)
= H(X1]| X2, X3) + I(X1; X2, X3)
+ H(Xo| X1, X3) + 1(Xo; X3]X1) por (L.83) y (L.33)
= H(X1]| X2, X3) + I(X1; X2) + 1(X1; X3/ X2)
+ H(X3| X1, X3) + I(X2; X3 X1) por({87).

La no negatividad de las dos formas elementales de medidas de la informacién Shannon
forman un subconjunto propio del conjunto de las desigualdades bésicas. En este conjunto
maéas pequeno, las m desigualdades se llamaran desigualdades elementales. Estas son equiv-
alentes a las desigualdades basicas porque cada desigualdad béasica se obtiene como la suma
de un conjunto de desigualdades elementales utilizando ([L85]) a (L90]).
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Ejemplo 52. En el dltimo ejemplo, se expreso H(X1, X2) como
H(X1| X9, X3) + I(X1; Xo) + [(X1; X3 Xo) + H(X2| X1, X3) + [(X2; X3 X71).

Las cinco medidas de informacion Shannon en la expresion anterior estdn en forma el-
emental para n = 3. Entonces, la desigualdad bdsica H(X1,X2) > 0 se obtiene como la
suma de las siguientes desigualdades elementales:

H(X1|X2,X3)>0
I(X1;X2) >0
I(X1; X3|X2) >0
H(X32|X1,X3) >0
I(X9; X3|X1) >0

1.4.2. Enfoque de la Programaciéon Lineal

Se vio que, cualquier expresion de informacion puede expresarse en forma canonica (esta
expresion es tnica), es decir, se expresa como combinacion lineal de las k = 2™ — 1 entropias
mutuas que involucran algunas o todas las variables aleatorias X1, Xo, ..., X,,.

Si las desigualdades elementales se expresan en forma canoénica, entonces se convierten en
desigualdades en el espacio de entropias H,,. Se denota este conjunto de desigualdades por
Gh > 0, donde G es una matriz m x k, y definimos

I, ={heH,: Gh>0} (1.92)
Se tiene la siguiente propiedad para '),

Lema 53. ', es un cono poliedral en el ortante no negativo de H,,.

Demostracion. Notese que I'y, contiene el origen. Considérese la base canoénica {ejhgjgk
de R¥, entonces la desigualdad e;*-Fh > 0 corresponde a la no negatividad de una entropia
mutua, la cual es una desigualdad basica. Como el conjunto de las desigualdades elemen-
tales es equivalente al conjunto de las desigualdades bésicas, si h € I',,, es decir, h satisface
todas las desigualdades elementales, entonces h satisface las desigualdades bésicas dadas
en e;*-Fh > 0. En otras palabras,

I'yC{h: e?h >0} paratodo 1< j <k. (1.93)

Esto implica que I, esté en el ortante no negativo de H,,. Como I';, contiene el origen y las
restricciones Gh > 0 son lineales, entonces I';, es una piramide en el ortante no negativo
de H,. O

Como las desigualdades elementales son satisfechas por la funcién de entropia de cualquier
coleccién de n variables aleatorias X1, Xs,..., X, para cualquier h en I'}; h también esta
en I'y,. Es decir,

Iy Cry,. (1.94)
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Por lo tanto, para cualquier desigualdad sin restricciones f > 0, si
I, C{h: f(h) >0}, (1.95)

entonces

I'* C {h: f(h) > 0}. (1.96)

Es decir, f > 0 siempre se cumple. En otras palabras, (ILO5) es condicion suficiente para
que f > 0 siempre se cumpla. Ademas, una desigualdad f > 0 tal que (L95) se cumple,
es implicada por las desigualdades béasicas, porque si h satisface las desigualdades bésicas
(h €T,), entonces h satisface f(h) > 0.

Para desigualdades restringidas, imponiendo la restriccion Qh = 0 y sea ® := {h : Qh =
0}. Para una desigualdad f > 0, si

(TN @) S {h: f(h) =0}, (1.97)

entonces por (.94])
(%N ®) C {h: () > 0}, (1.98)

es decir, f > 0 siempre se cumple bajo la restriccion ®. En otras palabras, ([L97) es condi-
cion suficiente para que f > 0 siempre se cumpla bajo la restriccion ®.

Ademas, una desigualdad f > 0 bajo la restriccion @ tal que (IL97)) se satisface, es implicada
por las desigualdades béasicas y la restriccion @ pues, si h € ® y h satisface las desigualdades
basicas (h € I';, N @), entonces h satisface f(h) > 0.

Desigualdades sin restricciones

Para verificar si una desigualdad sin restricciones b”h > 0 es una desigualdad tipo Shan-
non, se debe verificar si I';, es un subconjunto de {h : b’h > 0}. El siguiente teorema
induce un proceso computacional para este propésito.

Teorema 54. b"h > 0 es una desigualdad tipo Shannon, si y sélo si, la solucion del
problema
Minimizar b h, sujeto a Gh > 0 (1.99)

es cero. En este caso, el minimo ocurre en el origen.

Demostracion. Como 0 € T',, y b70 = 0 para todo b, el minimo del problema (L99) es a
lo sumo cero.

=) Si se supone que I';, € {h : bTh > 0} y que el minimo del problema ([L99) es negativo.
Entonces, existe h € T',, tal que b”h < 0, por lo tanto, T, Z {h: b’h > 0}, que es una
contradiccién. Luego, si T';, € {h : bTh > 0}, entonces el minimo del problema (L39) es
cero.

<) Si se supone que el minimo del problema (L99) es 0, pero I';, € {h : bTh > 0}.
Entonces, existe h € T',, tal que b”h < 0, esto implica que el minimo del problema (99
es negativo, es decir, no es cero, lo cual contradice la hipétesis.
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Finalmente, si el minimo del problema ([L99) es cero, como I'y, contiene el origen y b70 = 0,
el minimo ocurre en el origen. O

En virtud de este teorema, para verificar si b’h > 0 es una desigualdad sin restricciones
tipo Shannon, lo tnico que hay que hacer es aplicar el test de optimalidad del método
simplex para verificar si el punto h = 0 es 6ptimo para el problema de minimizacion
(T99). Si h = 0 es 6ptimo, entonces b”h > 0 es una desigualdad sin restricciones tipo
Shannon, en caso contrario no lo es.

Desigualdades e identidades restringidas

Para verificar si una desigualdad b”h > 0 bajo la restriccion ® es una desigualdad tipo
Shannon, se debe verificar si I', N ® C {h : bTh > 0}.

Teorema 55. b"h > 0 es una desigualdad tipo Shannon bajo la restriccion ®, si y solo
st, la solucion del problema

Minimizar b h, sujeto a Gh >0 y Qh =0 (1.100)

es cero. En este caso, el minimo ocurre en el origen.

La prueba de este teorema es similar a la del anterior teorema, por lo tanto se omite.
Tomando ventaja de la estructura lineal de la restriccion @, se puede reformular el problema
de minimizaciéon en ([LI00) de la siguiente forma. Sea r el rango de Q. Como h esta en el
espacio nulo de Q, se puede escribir

h = QY/,

donde Q es una matriz k x (k — r) tal que las columnas de QT forman una base del
complemento ortogonal del espacio fila de Q, y h’ es un (k — r)-vector columna. Entonces,
las desigualdades elementales pueden expresarse como

GQh’ > 0.
En términos de h’, I',, se convierte en
I’ ={h':GQh >0}

que es un cono poliedral en R¥~" (pero no necesariamente en el ortante no negativo).
De igual manera, b”h puede escribirse como b7 Qh’.

Con todas las expresiones de informacion en términos de h’, el problema (LI00) se convierte
en N N
Minimizar b” Qh/, sujeto a GQh’ > 0 (1.101)

Luego para verificar si b h > 0 es una desigualdad tipo Shannon bajo la restriccion ®,
sblo se necesita aplicar el test de optimalidad del método simplex, para verificar cuando el
punto h’ = 0 es 6ptimo para el problema (LI0T). Si b’ = 0 es 6ptimo, entonces b h > 0
es una desigualdad tipo Shannon bajo la restricciéon ®, en otro caso, no lo es.
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Al imponer la restriccion ®, el nimero de desigualdades elementales se mantiene, mientras
que la dimensién del problema se reduce de k a k — 7.

Finalmente, para verificar que b”h = 0 es una identidad tipo Shannon bajo la restriccion
®, es decir, b’h = 0 es implicado por las desigualdades basicas, se debe verificar que
b’h >0y b’h < 0 son desigualdades tipo Shannon bajo la restriccion ®.

En la péagina http://xitip.epfl.ch/| se encuentra disponible el software XITIP, que
permite verificar si una desigualdad de informacion es tipo Shannon, el algoritmo que se
usa en este sofware fue propuesto por Raymond Yeung y Ying-On Yan en su sofware ITIP,
el cual utiliza el solucionador de programacion lineal, una herramienta de optimizacién
de MATLAB. XITIP es una adaptacién de este sofware, que utiliza un solucionador de
programacion lineal basado en C.


http://xitip.epfl.ch/

CAPITULO 2

Mas alla de las desigualdades tipo Shannon

En el Capitulo anterior se introdujo las regiones I'} y I';, en el espacio de entropias H,, para
n variables aleatorias. De I'} se puede determinar si cualquier desigualdad de la informa-
cion siempre se cumple. La region I',,, definida por el conjunto de todas las desigualdades
basicas (equivalentemente todas las desigualdades elementales) involucrando n variables
aleatorias, es una cota superior de I').. De I';;, se puede determinar si dada una desigual-
dad de la informacién ésta es implicada por las desigualdades basicas. De ser asi, esta es
llamada una desigualdad tipo Shannon.

Si las dos regiones I'y vy I';, son iguales, entonces todas las desigualdades de la informacion
que siempre se cumple son desigualdades tipo Shannon, y por lo tanto todas las desigual-
dades de informacién estan completamente caracterizadas.

Sin embargo, si I} es un subconjunto propio de I';,, entonces existen restricciones sobre una
funcién de entropia que no son implicadas por las desigualdades basicas. Tal restriccién, si
estuviera en la forma de una desigualdad, se refiere a una desigualdad tipo no-Shannon.

El hecho de que I'}, # I'), no necesariamente implica la existencia de una desigualdad tipo
no Shannon, como se vera para el caso n = 3.

En esta Capitulo se presentaran caracterizaciones de I'} las cuales son méas refinadas que
I',,. Estas caracterizaciones producen la existencia de desigualdades tipo no-Shannon para
n>4

2.1. Caracterizaciones de I'5,I'; y I')

En la prueba del Teorema 28 el vector h representa los valores de la I-medida p* en las
uniones en F,,. Ademas, h esta relacionado con los valores de u* sobre los atomos de F,,
representados como u, por

h =C,u,

donde C,, es una matriz k X k Unica, con k = 2™ — 1. Sea Z,, el espacio euclidiano k
dimensional con las coordenadas notadas por las componentes de u. Notese que cada

32
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coordenada en Z,, corresponde al valor de u* en un atomo no vacio de F,,. En el Lema
se dio la definicién de la region

Ur={ueZ,:Chuel)} (2.1)

que se obtiene de la region '} via la transformacion lineal C;;!. Andlogamente, se defini6
la region
V,={ueZ,:Cucl,} (2.2)

La region I'y, como se vera, es dificil de caracterizar para un n general. Por lo tanto, se

empezara la discusion con el caso simple, de n = 2.

Teorema 56. I'; = I's.

Demostracion. Para n = 2 las desigualdades elementales son:

H(X1|Xy) = p* (X, — X3) > 0. (2.3)
H(XQ‘Xl) = /J,*()Zg - )Zl) > 0. (2.4)
[(Xl;Xg) = ,u*()?l N 5(:1) > 0. (2.5)

Notese que las cantidades en el lado derecho son precisamente los valores de p* sobre los
dtomos de Fo. Entonces,
Uy = {u €lr:u> 0}, (26)

por lo tanto, Wy es el ortante no negativo de Z,. Como I'5 C T'g, entonces W35 C Wy, Por
otro lado, por el Lema [A5] el ortante no negativo de R¥ es un subconjunto de v, luego
Wy C W3, Asi, U5 = Uy, que implica que I'; = I's. O

Ahora, se vera que el teorema anterior no puede generalizarse.

Teorema 57. I'j # I's.

Demostracion. Para n = 3 las desigualdades elementales son

H(X| X, X3) = p*(Xi — (X; U X)) > 0. (2.7)
I(XZ,X]‘Xk) = ,U,*(XZ N )Zj — )A(:k) > 0. (2.8)
I(X“X]) = /J,*()ZZ N 5(:]) = /J,*()A(:Z N 5(:]' ﬂ)?k) + /J,*()ZZ N 5(:]' — )A(:k) > 0. (29)

Para i,j,k € {1,2,3} diferentes. Para u € Z3, sea u = (uy,us2,us, uq, us, ug, uy) donde
u;, 1 <1 <7, corresponde a los valores

PH(Xy — Xo — X3), pf(Xz— X1 — X3), p* (X3 — X1 — Xa),
(X1 N Xy — X3), pf(X1NX3—Xa), p*(XeN X5 — X1), (2.10)
1 (X1 N Xy N Xs),

respectivamente. Estos son los valores de p* sobre los dtomos no vacios de F3. Entonces,

de 271), 38), ([29) se tiene que

Us={uelz:u; >0, 1<i<6; uj+ur>0, 4<j<6} (2.11)
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Es fécil verificar que el punto (0,0,0,a,a,a, —a) estd en W3 para cualquier a > 0, y se
puede ver que para este punto las relaciones

H(Xi| X5, Xg) = 0 (2.12)

para i,j,k € {1,2,3} diferentes, se satisfacen, es decir, cada variable aleatoria es funcion
de las otras dos, y las tres variables aleatorias son independientes dos a dos.

Sea Sy, el soporte de X;, i =1,2,3. Para todo =1 € Sx, y 22 € Sx,, como X; y X3 son
independientes, se tiene que

p(z1,22) = p(z1)p(z2) > 0.
Como X3 es funcion de X y X, existe un tnico z3 € Sx, tal que
p(x1,22,23) = p(1,22) = p(21)p(22) > 0. (2.14)

Ahora, como X5 es funciéon de X1 y X3, y X1 y X3 son independientes, podemos escribir

p(z1, 2, 23) = p(21,23) = p(x1)p(23) > 0. (2.15)
igualando ([2.14) y (2I5), se obtiene que
p(z2) = p(xs3). (2.16)

Ahora, considérese cualquier x5, € Sx, tal que zf # x9. Como X5 y X3 son independientes,
tenemos

p(x2,23) = p(z2)p(z3) > 0.
Como X7 es funcion de Xo y X3, existe un anico z} € Sx, tal que
(e, x5, x3) = p(ay, x3) = p(zh)p(xs) > 0.

Ahora, como X5 es funciéon de X7 y X3, y X1 y X3 son independientes, entonces

p(a, 75, x3) = p(ah, x3) = p(z})p(x3) > 0. (2.17)

Similarmente, como X3 es funciéon de X7 y Xo, y X1 v X5 son independientes, se puede

escribir
!

p(ah, ah, w3) = p(a', 25) = p(a’)p(x5) > 0. (2.18)
Igualando (2.17) y (2.I8), se tiene
p(z5) = p(zs). (2.19)

Y de (2.10), se tiene que, p(z}) = p(z2). Por lo tanto Xo debe tener distribucion uniforme
sobre su soporte. Lo mismo puede probarse para X; y Xs.
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Ahora,

H(X1) = H(X1| X2, X3) + I(X1; X2|X3) + I(X1; X3|X2) + 1(X1; Xo2; X3)
=0+4+a+a+(—a)=a.

De manera similar se obtiene que, H(X2) = H(X3) = a.
Entonces, los tinicos valores que a puede tomar son log M donde M es la suma de los
cardinales de los soportes de X1, Xo y X3. En otras palabras, si a no es igual a log M para

algtin entero positivo M, entonces el punto (0,0,0,a,a,a, —a) no estd en V3. Esto prueba
que U3 # W3, que implica I'; # I's. O

Aunque la region f:L no es suficiente para caracterizar todas las desigualdades de la in-
formacion, si es suficiente para caracterizar todas las desigualdades de la informacién sin
restricciones. Esto puede verse de lo siguiente. De la seccion [[L3.3] una desigualdad sin
restricciones f > 0 involucrando n variables aleatorias siempre se cumple, si y sélo si,

Iy C{h: f(h) >0} (2.20)
Como {h: f(h) > 0} es cerrado, tomando clausura a ambos lados, se obtiene
T, C{h: f(h) >0} (2.21)
Por otro lado, si f > 0 satisface (2.21]) entonces
I CT, C{h: f(h)>0}. (2.22)

Asi, (2.20) y ([2:21)) son equivalentes, y por lo tanto F:L es suficiente para caracterizar todas
las desigualdades sin restricciones.

Teniendo que I'; # I's, es natural preguntarse si el espacio entre I'; y I's tiene medida de
Lebesgue 0. En otras palabras, F; = I'3 lo cual se probaré en el siguiente teorema. Para lo
cual, se demostrara primero el siguiente resultado.

Lema 58. Sih y h' estdn en '), entonces h+h' esta en T'7.

ns

Demostracion. Sean h 'y h’ en I'}. y se supone que h representa la funcion de entropia

para las variables aleatorias X1, Xs,..., X, y h’ representa la funcién de entropia para las
variables aleatorias X|, X},..., X/ . Sean (X1,...,X,) y (X{,...,X],) independientes; se
definen las variables aleatorias Y7,Ys,...,Y,, de la siguiente manera: Y; := (X;, X/) para

todo i € N,,. Entonces, para todo subconjunto o de N, :
H(Ya) = H(Xa) + H(Xé) = ha + h:x

Por lo tanto, h + h’ que representa la funcién de entropia para Y7,Ys,...,Y,, estd en
ry. O
Corolario 59. Sih eI’

n’

entonces kh € T'} para todo k € Z7.
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Teorema 60. f; =TI

Demostracion. Primero noétese que f; = I3, si y solo si, @; = V3. Como I'; CT'3 y I's
es cerrado, tomando clausura a ambos lados en la anterior contenencia, se obtiene que
f; C I's, esto implica que @; C V3. Por lo tanto para probar el teorema, es suficiente con
mostrar que ¥z C Tg

Primero se demostrara que el punto (0,0,0,a,a,a,—a) € W; para todo a > 0. Tomando
las entropfas con el logaritmo en base 2. Sean X; y Xo variables aleatorias binarias con

Pr{X; =0} =Pr{X; =1} =0.5,i=1,2. Sea
X3 = (X1 + X2)mod 2

Es facil chequear que X3 tiene la misma distribucion marginal que X7 y Xo, asi H(X;) = 1,
1=1,2,3. Ademas X1, X5 v X3 son independientes dos a dos y cada variable aleatoria es
una funcion de las otras dos, por lo tanto

pr(Xi — (X; UXy)) = H(Xi| X;,Xp) =0 (2.23)

P (XN X — Xg) = I(X4; Xj| X)

(2.24)
= H(X;|Xy) — H(X;| X, Xg) =1

/L*(Xl N Xg N 5(:3) = /J,*()Zl N )Zg) — /J,*()A(il N 5(12 — )Zg)
=I(X1;Xo) —I(X1; X2|X3)=0—-1=-1
para todo i, j,k € {1,2,3} diferentes.

(2.25)

Sea h € I'; la funcién de entropia para X, Xo y X3 y sea
u = C;'h.

Como en la prueba del Teorema [B7], sean u;, 1 < i < 7 las coordenadas de Z3 que cor-
responden a los valores de las cantidades en (2.10]) respectivamente. Entonces de (2.23)),

224) y ([2:23)), se tiene que

0, parat=1,2,3
u; = 1, parai=4,5,6
—1, parat=7

Asi, el punto (0,0,0,1,1,1, —1) esta en V3. Entonces por el corolario 59 para todo entero
positivo k, (0,0,0,k, k, k, —k) esta en W5 y por lo tanto, en \IJ;) Como F; contiene el origen

entonces \Il;, también contiene el origen. Por teorema [44] fg es convexo esto implica que
\I/§ es convexo. Por lo tanto, (0,0,0,a,a,a,—a) € \I/§ para todo a > 0.

Considérese cualquier u € ¥3. Por ([2.I1]) se tiene que u; > 01 < i < 6. Asi, uy es la
dnica componente de u que puede ser negativa. Primero se considera el caso en que u7 > 0,
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entonces u esta en el ortante no negativo de Z3 y por el Lema 45 u € W5 Ahora, se
considera el caso donde u7 < 0. Sea t = (0,0,0, —u7, —uy, —uy,u;) entonces u = w + t
donde w = (uq, ug, us, ug + uz, us + w7, ug +uz,0). como uzy < 0 entonces t € T; De (2110
se tiene que u; +uy > 0 para ¢ = 4,5,6. Asi, w esta en el ortante no negativo de Z3 y por
lo tanto, w esta en W3 por Lema Ahora, dado cualquier € > 0 sea t’ € U} tal que

[t -t <e
y sea ' =w +t’. Como w y t’ estan en W%, por lema 58 «’ también esta en U3, y
[lu—u[ =t -t <e
Por lo tanto, u € \I’_E';, entonces U3 C Tg ]

Nota 61. Se mostrd que la region T'* caracteriza completamente todas las desigualdades
de la informacion sin restricciones involucrando n variables aleatorias. Como fg =1TI'3, se
sigue que no existen desigualdades de la informacion sin restricciones involucrando tres
variables aleatorias diferentes de las desigualdades tipo Shannon.

2.2. Desigualdades tipo no-Shannon sin restricciones

En esta seccién se mostrara que para el caso n = 4 aparecen desigualdades tipo no-Shannon,
y por lo tanto FZ # 1y

La primera desigualdad tipo no-Shannon la encontraron Zhang y Yeung [§], se presentara
la demostracion que hicieron R. Dougherty, C. Freiling y K. Zeger [4], de esta desigualdad.

Lema 62. Sean X1, Xo, X3, X4 variable aleatorias con distribucion conjunta. Entonces,
existe otra variable aleatoria Y, conjuntamente distribuida con X1, Xo, X3, X4, con las sigu-
ientes propiedades.

C1. La distribucion marginal de (X1, Xo, X3) y (X1, X2,Y) son las mismas, con'Y reem-
plazando a X3.

C2. I(X3, X4; Y| X1, X5).
En este caso se dice que Y es una X4-Copia de X3 sobre (X1, X3).

Demostracion. Sean X1, X9, X3 y X, variables aleatorias, con sus respectivos alfabetos
X1, Xy, X3, Xy. Sean x1,x9,x3, x4 denotando elementos arbitrarios de X1, Xo, X3, X4 re-
spectivamente, con probabilidad p(x1, x2, 3, 24). Sea Y una nueva variable y sea y elemento
arbitrio de su alfabeto, el cual es X3. Se define la distribucién conjunta de X1, X9, X3, X4, Y
por
p(x1, w2, v3, 24)p(21, T2, )
p (1‘1, 1‘2) ‘
Es claro que ésta es no negativo. Sumando sobre los y se obtiene.

(2.26)

/
p (1"171"271"37'1"47:[/) =

p($17$271"37$4) Zyp($17x27y)

- 2.27
p(x1,72) p(z1, 22, 3, T4), ( )

> P (w179, 73,74, y) =
Y
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asi, p’ es una extension de p, lo cual implica que la suma de todas las probabilidades p’ es
1. Similarmente, la distribucién marginal de (X7, X2,Y") esta dada por

/ p(x17x27y)
P (1, 22,23,%4,Y) = p(x1, T2, 13, T4) ——F——> = p(T1,T2,¥). 2.28
> P )= pl ) P E—— ( ) (2.28)

T3,T4 T3,T4

Mientras la distribucién marginal de (X7, X2, X3) esta dado por p(x1,x2,x3), demostran-
dose (C1).

Si se escribe (C2) en términos de entropias, se obtiene
H(X1, X9, X3, X4)+ H(X1,X0,Y) — H(X1,X2) — H(X1, X2, X3,X4,Y) =0,

pero
H(X17X27X3) = H(X17X27Y) por (Cl)

Asi, resta mostrar que

H(X1,X2,X3,X4,Y) = H(X1, X2, X3, X4) + H(X1, X0, X3) — H(X1, Xo).

H(X17X27X37X47Y) = - Z p,(xl,x2,$3,$4,y) 10g(p,($1,x2,x3,1‘4,y))

T1,22,23,T4,Y

p(x1, X2, 23, 24)p(T1, T2, Y
- Z p/($1,l‘2,1‘3,x4,y) 10g< ( ’ , (’ ) § ’ ) )>
21,T2,T3,T4,Y px1, T2

= - Z <Zp,(l‘1,l‘2,l‘3,x4,y)) lOg(p($‘1,$2,l'3,$4))

T1,22,23,T4 Yy

- Z (Z P/(x17962,963,964=y)> log(p(z1,22,y))

1,22,y \T3,T4

+ Z < Z p'(w1,1‘2,1‘3,1‘47y)) log(p(z1,72))

Z1,T2 \T3,T4,Y

=— Y px1, 32,73 34)log(p(z1, 72, 73, 74))

T1,22,L3,T4

- Z p(xlaw%y) log(p(xlvw%y))

T1,22,Y

+ Y plwr, @) log(p(1, 22))

T1,22
= H (X1, X2, X3, Xy) + H(X1, X2, X3) — H(X1, X)
O
Teorema 63. (Desigualdad de Zhang-Yeung) Sean X1, X2, X3 y X4 variables aleatorias
arbitrarias. Entonces,

I(X1; X2) < 21(Xy; Xo| X3) + 1(Xy; X3 X2) + I(Xo; X3[X1)

(2.29)
+ I(X1; Xo| Xy) + (X35 Xy)
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Demostracion. Expandiendo en entropias mutuas y cancelando términos se obtiene la sigu-
iente identidad para 5 variables

I(X1; X9)

+ 1(X3;Y[X1) (S)
I(X3; X4|Y) (S)
I(X1, Xo; Y| X3, Xy) (S)
I(X4;Y]X2) (S)

+ I(X71; XolY, Xy) (S)

+ I(Xy; Y[ X1) (S)
I(X3;Y[X2) (S)
I(X1; Xo|X3,Y) (S)
I(X3; Y] X1, Xo, X4) (S)

+ I(X4; Y| X3, X2, X4) (S)

= 21(X1; Xo| X3) + I(X1; X3]|X2) + I(Xo; X3/ X71)

+ (X715 Xo| Xa) + 1(X3; Xy)

+ 3I(X3, X4; Y[ X1, X>) (C2)

+ I(X1; Xo|Y) — I(Xq; Xo|X3) (C1)

+ 1(X1; Y[ X2) — I(X1; X3]X2) (C1)

+ 1(Xo; Y[ X2) — I(X1; X3]X1) (C1)

Cada uno de los términos marcados con (S) es una informaciéon mutua condicional y son
por lo tanto no negativos. Asi, si los términos marcados con (S) son borrados y “ =" es
reemplazada por ¢ < 7, se obtiene una desigualdad tipo Shannon para 5 variables. Por
el Lema [62] escogiendo Y como una X4-copia de X3 sobre (X7, X2), entonces el término
marcado con (C2) es cero por la condicién (C2) y cada uno de los términos marcados con

(C1) son cero por la condicion (C1). Luego se obtiene la desigualdad (2:29]). O

Teorema 64. La desigualdad (2.29) es una desigualdad tipo no-Shannon, y por lo tanto
T, #1y.

Demostracion. Para cualquier a > 0 se considera el punto fl(a) € Hy, donde

hi(a) = ha(a) = h3( ) = ha(a) = 2a,

hiz(a) = his(a) = hya(a) = 3a,
hos(a) = h24(a) a, ha(a) = 4a,
s (a) = (a) h13a(a) = hasa(a) = hizsa(a) = 4a,

Es facil verificar que I~1(a) € I'y, La desigualdad (2:29]) en términos de entropias mutuas es

2H(X1) + 2H(X2) + H(Xg) + H(Xg,X4) + 4H(X1,X2,X3) + H(Xl,XQ,X4)

2.30
<3H(X1,X2)+3H(X1,X3)+ H(X1,X4) +3H (X2, X3) + H(X2, X4) (2:30)
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y si se reemplaza las respectivas componentes del vector fl(a) en la desigualdad (2.30) se
obtiene que
34a < 33a

lo cual es una contradiccion porque a > 0. En otras palabras, h(a) no satisface (Z29).
Equivalentemente,

h(a) ¢ {h € Hy : h satisface (Z29)}.

Como h(a) € Ty, entonces

Iy ¢ {h e Hy : hsatisface (229)},

es decir, (2:29) no es implicada por las desigualdades bésicas para cuatro variables aleato-
rias. Por lo tanto, (2:29) es una desigualdad tipo no-Shannon.

Como (2.29)) se cumple para todas las funciones de entropia para cuatro variables aleatorias,
se tiene que
I') C{h € H, : hsatisface ([229))}.

Tomando la clausura a ambos lados, se tiene que
T, C{h €My : h satisface (Z29)}.

Entonces, h(a) ¢ Ty y como h(a) € T4, se concluye que Ty # T'y.
U

Ahora se mostrard un método para encontrar desigualdades de la informacién a partir de
otras, el cual es debido a R. Dougherty, C. Freiling y K. Zeger [4]. Se empezara demostrando
las siguientes desigualdades de la informacion restringidas.

Lema 65. Sean X1, X9, X3, X4,Y wvariables aleatorias tal que “Y es una X4-copia de X,
sobre (Xo, X3)”. Entonces, las siguiente desigualdades se cumplen:

(a)
I(X1, X2) < I(X1; X3|Xa) + I(X1; X2|X4) + 1(X1,Y; X2,Y)

2.31
—I(X1,Y; X5, Y| Xy) (2:31)

(b)
0 < I(X1; Xo| X3) — I(X1,Y; Xo, Y| X3,Y) (2.32)

(c)
0< I(Xl;X3|X2) - I(Xl,Y; Xg,Y|X2,Y) (233)

(d)
I(X1, X2) < 21(X1; Xo| X3) + I(X1; X3|X2) + I(Xo; X3|X7) (2.34)

+ 1( X715 Xo| Xa) + I(X3; Xy) — 1(X2,Y; X3, Y|X1,Y)

0< I(Xl; XQ‘X?,) + I(Xg;X4) — I(Xg, Y;X4) (2.35)
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Demostracion. (a) Expandiendo en entropias mutuas y cancelando términos se obtiene la
siguiente identidad para 5 variables

I(X1; X5)

+ I(Xy;Y|X7) (S)
+ I(Xy; Y| X2) (S)
+ I(X3; Y| Xq, X2, X4) (S)
+ 1(X1;Y]X2) (S)
= I(X1; X3|Xo) + I(X1; Xo|Xy) + 1(X1,Y; X0, Y) — I(X1,Y; X5, V[ Xy)

+ (X1, Xg; Y| X2, X3) (C2)
+ H(X1, Xo, X3) — H(Y, X2, X3) (C1)
— H(X1,X5)+ H(Y, X5) (C1)

Cada uno de los términos marcados con (S) es una informacién mutua condicional y
son por lo tanto no negativos. Asi, si los términos marcados con (S) son borrados y
“ =7 es reemplazada por “ <7, entonces se obtiene una desigualdad tipo Shannon
para 5 variables. Como “Y es una X4-copia de X; sobre (X2, X3)" entonces por el
Lema [62] el término marcado con (C2) es cero por la condicion (C2) y cada uno de
los términos marcados con (C1) son cero por la condicién (C1). De aqui se obtiene

la desigualdad (2.37).

b Expandiendo en entropias mutuas y cancelando términos se obtiene la siguiente iden-
g
tidad para 5 variables

I(X1; Xo|X3) — I(X1,Y; X5,Y|X3,Y)

= I[(X1;Y|X3) (S)
+I(X4;Y|X17X27X3) (S)
_I(X17X4;Y|X27X3) (02)

Como “Y es una Xy-copia de X sobre (Xg, X3)," entonces por el Lema [62] el término
marcado con (C2) es cero por la condicién (C2), y como cada uno de los términos
marcados con (S) es una informaciéon mutua condicional, estos son por lo tanto no
negativos. Asi, la expresion de informacion de arriba es no negativa. Luego se obtiene

la desigualdad (2.32]).

(c¢) La demostracion es similar a la anterior

(d) Expandiendo en entropias mutuas y cancelando términos obtenemos la siguiente iden-
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tidad para 5 variables

I(X1; X9)
+I(X4;Y|X1) S
I(X4;Y[X5) S

(
I(X1, X2, Y| X3, Xy)
I(X3; Y| X1, X2, X4)
I(X4; Y| X1, Xo, X3)
(
(
(

wn N

I(X1;Y[X2)
I(X1;Y]X3)
I(X3; X4]Y)
+ 1(X1; XolY, Xy4)
= 2I(X1; Xo|X3) + I(X1; X3|X2) + I(X2; X3|X1)
+ (X715 Xo| Xy) + 1(X3; Xy) — [(X2,Y; X3, Y[X1,Y)
+ 3I(X1, X4; Y[ X2, X3) (C2)
+H(Y) — H(X1) (C1)
2(H(Y, X2) — H(X1, X2)) (C1)
—2(H(Y, X3) — H(X1, X3)) (C1)
+ 3(H (Y, X2, X3) — H(X1, X2, X3)) (C1)

wn U n

AN N /N N N /N /N /N /N
M ' Y Y Y~ —

Cada uno de los términos marcados con (S) es una informacién mutua condicional y
son por lo tanto no negativos. Asi, si los términos marcados con (S) son borrados y
“ =7 es reemplazada por “ <7, entonces se obtiene una desigualdad tipo Shannon
para 5 variables. Como “Y" es una X4-copia de X sobre (X3, X3)," entonces por el
Lema [62 el término marcado con (C2) es cero por la condicion (C2) y cada uno de

los términos marcados con (C1) son cero por la condicion (C1). Luego se obtiene la

desigualdad (2.34)).

(e) Expandiendo en entropias mutuas y cancelando términos se obtiene la siguiente iden-
tidad para 5 variables

I(X1; Xo|X3) + I(X3; Xy) — I(X3,Y; Xy)

= I(X1, Xo; Y| X3, X4) (S)
- I(Xl,X4;Y|X2,X3) (02)
+ H(Y, X5, X3) — H(X1, X, X3) (C1)

Como “Y es una Xy-copia de X; sobre (X2, X3)," entonces por el Lema el tér-
mino marcado con (C2) es cero por la condicién (C2), y cada uno de los términos
marcados con (C1) son cero por la condicion (C1), y como cada uno de los términos
marcados con (S) es una informaciéon mutua condicional, estos son por lo tanto no
negativos. Asi, la expresion de informacion de arriba es no negativa. Luego se obtiene

la desigualdad (2.35)).
O
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Lema 66. Secan X1, X9, X3, X4 variables aleatorias arbitrarias. Si

aI(Xl;Xg) § bI(Xl;XQ‘Xg) + CI(Xl;XngQ) + dI(Xg;Xg’Xl)

2.36
+ al(X1; Xo|Xy) + hI(X3; Xy) (2.36)

es una desigualdad de la informacion con coeficientes no negativos, entonces

(CL + d)I(Xl;X2) < (b + 2d + h)I(Xl;XQ‘Xg) + (a +c+ d)I(Xl;Xg‘XQ) + dI(XQ;Xg‘Xl)
+ (a + d)I(X1; X2|X4) + (d + h)I(X3; X4)
(2.37)

es también una desigualdad de la informacion.

Demostracion. Como a,b,c,d y h son reales no negativos, de las desigualdades (2.31]),

232), 233), [2.34), ([235) se obtiene la siguiente desigualdad restringida

(a+d)I(X1;X2) < (b4 2d+ h)I(X1; X2|X3) + (a+ ¢+ d)I(X1; X3 X2) + dI(Xa; X3/ X7)
+ (a+ d)I(X1; Xo|Xy) 4 (d 4 h)I(X3; Xy)
+ [0l (X1, Y; X2, Y) = bI(X1,Y; X5, V[ X3,Y)
—cl(X1,Y;X3,Y|X0,Y) —dI(X2,Y; X3,Y|X1,Y)
—al(X1,Y; X2, Y[Xq) — hI(X3,Y; Xy)]
(2.38)
donde “Y es una X4-copia de X sobre (X2, X3)." Como por hipotesis

aI(Xl; X2) < bI(Xl; XQ‘X,?,) + CI(Xl; Xg’Xg) + dI(Xg; X3’X1)
+ CLI(Xl; Xg’X4) + hI(Xg; X4)
es una desigualdad de la informacion (es decir, siempre se cumple, luego no hay problema
si se sustituye X7, Xo, X3, Xy por (X1,Y),(X2,Y),(X3,Y)(Xy,Y) entonces la expresion

de informacion encerrada entre corchetes cuadrados en (2.38]) es menor o igual a cero. Por
lo tanto

(a+ d)I(X1; Xo) < (b+2d + h)I(X1; X2|X3) + (a+ ¢+ d)I(X1; X3|X2) + dI(Xy; X3 X7)
+ (a + d)I(X1; X2|Xy) + (d + h)I(X3; Xy),

también es una desigualdad de la informaciéon. Con lo cual queda probado el lema. U

Ahora se mostrara una coleccion infinita de desigualdades de informacion, debidas a F.
Matus [2]

Corolario 67. Sean X1, Xo, X3, X4 vartables aleatorias arbitrarias, entonces se tienen la
siguientes desigualdades de la informacion sin restricciones.

s(s+3) s(s+1)
2 2

SI(Xl;Xg) < [(Xl;X2’X3)+ I(Xl;Xg‘XQ)
+ I(XQ; X3|X1) + SI(Xl; X2|X4) + SI(Xg;X4),

(2.39)

donde s es un entero no negativo.
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Demostracion. (Por induccion sobre s.) Si s = 0, entonces (2.39)), se convierte en
0 < I(X2; X3|X1), (2.40)

la cual es una desigualdad basica, que fue probada en la Proposicién
Si s =1 entonces (2.39)), se convierte en
I(X1; Xo) < 2I(X1; Xo| X3) + (X715 X3]X2) + I(X2; X3/ X7)
+ (X713 Xo|Xa) + I(X3; Xa)
La cual es la desigualdad de Zhang-Yeung (2.29) que ya se prob6 que es una desigualdad

de la informacién no-Shannon.
Ahora, se supone vélida la afirmacion para s y se demostrara para s + 1. Por hipotesis

s(s+3
(T)I(Xl;XﬂXg) I(X1; X3[X2)

+ I(Xg; Xg‘Xl) + SI(Xl; X2‘X4) + 8[(X3;X4)

1
sI(X1; Xq) < + 3(37;)
es una desigualdad de la informacion, entonces aplicando el Lema, [66] se obtiene que:

(s+1)2(s+4) ($+1)2(8+2)I(X1;X3|X2)

+ I(Xo; X3 X1) + (s + 1) I(X1; Xo| Xg) + (s + 1)1 (X35 Xy)

(S—{—l)I(Xl;Xg) < I(Xl;X2|X3)+

es también una desigualdad de la informacién. Con lo cual queda demostrado el Corolario.

O

. ., . ¥ ., . . =¥
Para terminar la Seccién, se mostrarad que el cono I'y no es poliédrico, es decir, el cono I'y
no se puede expresar como la intersecciéon de un ntmero finito de semiespacios cerrados.
Este hecho es debido a F. Matus [2]. Para esto se necesitara de algunos resultados previos.

Proposiciéon 68. Sih yh’ estin en T*, entonces ah+a'h' esta en T, para todo a,a’ € RT.

Demostracion. Como para toda k € ZT, kh € T} y kh' € T, por el Corolario 59y como
=% . . "/ T / +

I',,, contiene al origen y es convexo entonces ah,a’h’ € I',, para todo a,a’ € R™. Por la
observacion anterior y la convexidad de F;, se tiene que ah + a’h’ esta en F;, para todo

a,a’ € RT. O

Lema 69. Si una curva g : [0,a] — A : p — g(p), donde a es un nimero real positivo y A
es un conjunto poliédrico, tiene tangente lateral derecha g', (0) = lim,, o+ %[g(p) —g(0)] en
el punto g(0), entonces A contiene al punto g(0) + g’ (0) para algin e > 0.

Demostracion. Se asume que A es el conjunto poliédrico de los x € R? tal que satisfacen
vipx < t, 1 < k <, donde [ es un entero positivo, t, € R y v € R% El punto g(0) en
A satisface las desigualdades vig(0) < tx, 1 < k < [, de lo cual, después de reenumerar
si es necesario, existe un entero I’ tal que vig(0) = t, para k < ' y vkg(0) < tg, para
I < k < l. Entonces, vig’ (0) < 0 para k < ', y si € > 0 es suficientemente pequeno
vi(9(0) + €4/, (0)) < ti, para I’ < k < . Esta observacion implica que las desigualdades
vi(9(0)+¢e¢/ (0)) < tg, 1 <k <, se cumplen para algin € > 0, con lo cual queda probada
la afirmacion. O
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Ahora se construiran ciertas funciones de entropia que se necesitaran para lograr el objetivo.
Proposicién 70. Sea Ny = {1,2,3,4}. Para I CNy, I #0 yt € {0,1,...,|Ny\ I|} sea
rl(J) = min{t, [T\ I|}, J C Ny, (2.41)
entonces el vector
rf = (1),77(2),7 (3), 7 (4), 7
r{(34),r] ({123),r{ (124),r

T~

(12), 7§ (13),{ (14), 7/ (23),{ (24),

({134), 7/ (234), 7] (1234)), (242)

T~

(donde r{(1234)) :=r({1,2,3,4})), etc) es entrdpico.

Demostracion. Como I # () entonces 1 < t < 3. Para la demostracion de esta afirmacion,
se deben encontrar variables aleatorias X1, X2, X3, Xy, tal que r/ es la funcién de entropia
de esas variables. Se tomaran las funciones de entropia en base 2 y se hara la demostracion
por casos.

Sit=0, 7‘6 = 0 entonces 7‘6 es la funcién de entropia de las variables X1, X5, X3, X4, donde
todas estas variables son degeneradas.

Sit =1, para todo i € I se toma X; como una variable degenerada y para todo i € Ny \ I
se toma X; = X, donde X es la variable aleatoria que toma valores en {0,1} con Pr{X =
0} = Pr{X =1} = 0.5. Es fcil verificar que r{ es la funcién de entropia de las variables
aleatorias X1, X5, X3, X4.

Si t = 2, para todo i € I se toma X; como una variable degenerada y para todo i € Ny \ I
se toma X;, como una variable aleatoria que toma valores en {0,1} con Pr{X = 0} =
Pr{X = 1} = 0.5, y el conjunto de las variables A = {X; : i € N\ I} se toma de
tal forma que las variables son independientes dos a dos y si |I| = 1, el conjunto de las
variables A es dependiente . Es facil verificar que r{ es la funcién de entropia de las variables
aleatorias X1, X5, X3, X4.

Si t = 3, para todo i € I se toma X; como una variable degenerada y para todo i € Ny \ I
se toma X;, como una variable aleatoria que toma valores en {0,1} con Pr{X = 0} =
Pr{X =1} = 0.5, y las variables { X; : i € N4\I} se toman mutuamente independientes. Es
facil verificar que rtl es la funcién de entropia de las variables aleatorias X1, Xo, X3, X4. O

Lema 71. Sea p — g(p) con 0 < p < % la curva dada por

1
(n2)g(p) = hxp + Bp)ry" + M2+ 2pIn2 = S BEP))(rT” + 72), (2.43)
donde (3 denota la funcion p — —plnp—(1—p)In(1—p) y hxp es el vector entrépico dado
en el Ejemplo [{2

Entonces, g(0) = ri* 4+ {3 + r3, y la tangente lateral derecha g’ (0) = lim, g+ %[g(p) -
g(0)] = f12 +72* + 13 donde fi2 es el vector dado por

f12 . =(f12(1), f12(2), f12(3), f12(4), f12(12), f12(13), f12(14), f12(23), f12(24),
J12(34), f12(123), f12(124), f12(134), f12(234), f12(1234)),

donde para J C Ny

(2.44)

3, si J e {13,23,14,24, 34}
fia(J) =

min{4,2|J|}, en otro caso.
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Para simplificar notacion se toma f12(1234) := f12(1,2,3,4), etc.

Demostracion. g(0) = ri* + 7123 + 13, ya que B(0) = 0y hxo = (In2)r{*. Por otro lado es
facil verificar que
1
'(0) = lim ~[g(p) — g(0
9+(0) = lim ~lg(p) — 9(0)]
=(4,3,3,3,7,5,6,5,5,5,7,7,7,7,7)

2 | .3
= fla+7ri*+ 15

Teorema 72. El cono T'y no es poliédrico

Demostracion. La curva p — g(p) dada en el Lema [[Tl tiene tangente lateral derecha g/, (0)
y como hx,p,r%‘L,r%g y ré‘ son entropicos, por la proposicion [68] la curva p — g(p) tiene
rango en el cono convexo fz.

Si en la desigualdad de informacion (2.39) cambiamos X7 por X4, Xo por X3, X3 por Xo,

y X4 por X1, se obtiene la siguiente desigualdad de informacion

SI(X3; X4) S

I(X3; X4]X2)
+ I(X2; X3|Xy) + sI1(X3; X4|X1) + sI(X1; Xo).

3
8(5; ) 1(Xo; X4]X3)

s(s+1)
T (2.45)

Si se escribe la desigualdad de la informacion (2.43]) en su forma canonica, esta es igual a

H(Xg) — (S + 1)H(X4) — SH(Xl,Xg)

(s+1)(s+2)
2

H(X3,X,) — sH(X1, X3, X4) — (s + 1)2H (X3, X3, X4) > 0.

H(X2)

s(s+1) s(s+3)
2 2

+ sH (X1, X3) +sH(X1,Xy) + s(s+2)H(X2, X3) +

. (s+1)2(s+2)

H(Xy,X,) (2.46)

Entonces, la desigualdad de informacién (2:39), puede escribirse como f(h) = b”h donde

bT =(0, —8(8;— D , —8(8; 3) ,—(s4+1),—s,s,s,s(s+2),
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

2 ’ 2

703 07 S, _(3 + 1)270)

Es facil verificar que f(g(0) + ¢/ (0)) = 1 — es. Por lo tanto, para un s suficientemente
grande g(0)+g¢/, (0) no satisface la desigualdad de informacion (2.48]) y asi este no pertenece
a fz. Esta observacion y el Lema [69] implica que fz no es poliédrico. O



CAPITULO 3

Entropia y Grupos

Sean X7 y Xo variables aleatorias arbitrarias. Entonces,
H(X1) 4+ H(X2) > H(X1, X3) (3.1)
es equivalente a la desigualdad bésica
I(X1; X2) > 0. (3.2)

Sean G cualquier grupo finito y G1 y G subgrupos de G. Se mostrara en la Seccion B4
que

|G ||GiNGa |2| Gy || Ge |, (3.3)

donde | G | denota el orden de G (G1 N G2 es también subgrupo de G). Reagrupando
términos, la anterior desigualdad se puede escribir como

|G |
| G |

+ log G > log _1Gl (3.4)

1 .
8 Ca | = B1CiNG, |

Comparando (B1) y (84), se puede identificar facilmente una correspondencia uno a uno
entre esas dos desigualdades, a saber que X; corresponde a G;, i = 1,2, y (X3, X2) corre-
sponde a G1 N G2. Mientras (B.]) es verdadero para cualquier par de variables aleatorias
X1y Xo, (B4) es verdadero para cualquier grupo finito Gy subgrupos G y Ga.

En el Capitulo 1, se mostré que la region I') caracteriza todas las desigualdades de in-
formacion (involucrando n variables aleatorias). En particular, se vio en la Seccion [2.2]
que la region T es suficiente para caracterizar todas las desigualdades de informacion
sin restricciones, es decir, conociendo I'} uno puede determinar si alguna desigualdad de
la informacién sin restriccion siempre se cumple. El objetivo principal de este Capitu-
lo es obtener una caracterizacion de '}, en términos de grupos finitos. Una consecuencia
importante de este resultado es una correspondencia uno a uno entre desigualdades de
informacion sin restricciones y desigualdades en grupos. Especificamente, para cualquier
desigualdad de informacién sin restricciones, existe una correspondiente desigualdad de
grupos, y vice versa. Un caso especial de esta correspondencia fue dada en (B.1) y (3.4).
Por medio de este resultado, las desigualdades de la informacién sin restricciones pueden
probarse mediante la Teoria de grupos, y unas ciertas formas de desigualdades en Teoria

47
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de grupos pueden probarse mediante técnicas de la Teoria de informacion. En particular, la
desigualdad sin restriccion tipo no-Shannon (2:29]) corresponde a la desigualdad en grupos

|Gl N Gg|3|Gl N G3|3|G2 N G3|3|Gl N G4||G2 N G4|

2 2 4 (35)
< |G1| |Gg| |G3||G3QG4||G1QGQQG3| |GlﬂGQQG4|,

donde los G; son subgrupos de un grupo finito G, ¢ = 1,2,3,4. El significado de esta
desigualdad y sus implicaciones en la Teoria de grupos estdn todavia estudiandose.

3.1. Nociones Basicas de Teoria de Grupos

Definicion 73. Un grupo (G,*) es un conjunto G junto con una operacion binaria x que
satisface los siguientes axiomas:

1. (a*b) € G Para cada a,b € G (Clausurativa).
2. Para cada a,b,c € G, ax* (bxc) = (axb)x*c (Asociatividad).

3. Eziste un elemento e € G tal que e x a = axe = a para todas las a € G. (Este
elemento e es un elemento identidad para * en G).

4. Para cada a € G existe un elemento a’ € G tal que a xa’ = a’ x a = e. (El elemento
a' es un inverso de a respecto a x).

Definicién 74. El nimero de elementos de un grupo G se llama el orden de G. Si |G| < oo,
G se llama un grupo finito, si no, esté se llama un grupo infinito.

Ejemplo 75. (GRUPO DE PERMUTACIONES)

Considere una permutacion de las componentes de un vector x = (x1,x2,...,x,) dada
por o[xX] = (To(1), To(2)s -+ To(r)), donde o : {1,2,...,7} = {1,2,...,7} es una funcion
uno a uno. La funcidn uno a uno o se llama una permutacion sobre {1,2,....r} que es

representada por o = (o(1),0(2),...,0(r)).

Para dos permutaciones o1 y o9, se define a1 o 09 como la funcion compuesta de o1 y o2.
El conjunto de todas las permutaciones sobre {1,2,...,r} y la operacion “o” forman un
grupo (llamado el grupo de permutaciones). El orden de este grupo es (r!).

Definiciéon 76. Sea (G,*) un grupo, y H un subconjunto de G. Si (H,*) es un grupo,
entonces H se llama un subgrupo de G.

Definicién 77. Sean (G,*) un grupo, H un subgrupo de G, y a un elemento de G, la
clase lateral a izquierda de H con respecto a a, es el conjunto ax H = {axh : h € H}.

Similarmente, la clase lateral a derecha de H con respecto a a, es el conjunto H * a =
{h*a:heH}.

En lo que sigue, sblo se usaran clases laterales a izquierda. Para simplificar, a * H se nota
por aH.

Proposicion 78. Para ai,a0 en G, a1H y asH son o idénticos o disjuntos. Ademds, a1 H
y asH son idénticos, si y solo si, a1 y ag pertenecen a la misma clase lateral izquierda de
H
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Demostracion. Si a1 H y asH no son disjuntos, entonces existe un elemento b € a1 H NasH,
luego b = aj o hy = ag o he, para algin h; en H ;i = 1,2. Entonces, a; = (ag o hy) o hl_l =
ag o (hg o hl_l) =agot,donde t = hgo hl_1 esta en H. Se tiene que a1 H C aoH, ya que si
ajoh €ajH,donde h € H,ajoh = (agot)oh =ago (toh) = azou, donde u = toh esta
en H. Esto implica que, aj o h esta en aoH. Asi, a1H C aoH. Anélogamente, se muestra
que aoH C a1 H, luego a1 H = a9 H. Por lo tanto, si a1 H y asH no son disjuntos, entonces
son idénticos.

Ahora se probaré la segunda parte de la proposicion. Como H es un grupo, contiene al
elemento identidad e. Entonces, para cualquier elemento a del grupo G, a = a o e esta en
aH. Si a1H y asH son idénticos, entonces como a1 € a1H = asH y as € asH = a1H,
por lo tanto a; y ao estan en la misma clase lateral izquierda. Por otro lado, en la primera
parte de la proposicién, se vio que un elemento del grupo pertenece a sélo una clase lateral
a derecha de H. Como a1 esta en a1 H y as esté en asH, entonces si ay y ag pertenecen a la
misma clase lateral izquierda de H, tenemos que a1 H y aoH son idénticos. La proposiciéon
esta probada. O

Proposicion 79. Sean, H un subgrupo de un grupo G y a un elemento de G, entonces
laH| = |H|, es decir, todas las clases laterales a izquierdas de H tienen el mismo nimero
de elementos y esté es igual al orden de H.

Demostracion. Considere dos elementos a o hy y ao hy en aH, donde hy y ho estan en H
tal que a o hy = a o hy. Entonces, a='o (aohy) =a!o(aohsy), porlo tanto hy = ho.

Asi, a cada elemento en H le corresponde un tnico elemento en aH, luego, |[aH| = |H|
para todo a € G. O

Teorema 80. (TEOREMA DE LAGRANGE) Si H es un grupo de G, entonces |H| divide
a |Gl

Demostracion. Como a € aH para todo a € G, todo elemento de G pertenece a una
clase lateral a izquierda de H. Entonces, de la Proposicion [T8], se obtiene que las distintas
clases laterales izquierdas de H generan una particion de G. Por lo tanto, |G| el namero
de elementos en G, es igual al numero de las distintas clases laterales a izquierda de H
multiplicado por el niimero de elementos en cada clase lateral a izquierda, el cual es igual
a |H| (por la Proposicion [79)). Esto implica que |H| divide a |G|. O

Corolario 81. Sea H un subgrupo de un grupo G. El nimero de las distintas clases laterales

G|

izquierdas de H es igual a A

3.2. Funciones de entropia grupo-caracterizables.

Proposicion 82. Sean G y Go subgrupos de un grupo G. Entonces, G1 N Gy también es
un subgrupo de G.

Corolario 83. Sean G1,Go,...,Gy subgrupos de un grupo G. Entonces N}_;G; también
es un subgrupo de G.
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En el resto de este Capitulo, se tomara N,, = {1,2,...,n} y se denotard N;cqG; por G,
donde a es un subconjunto no vacio de N,,.

Lema 84. Sea G; un subgrupo de un grupo G y a; un elemento de G, para cada i € a, y
a es un subconjunto no vacio de N,,. Entonces,

| Ga |7 st NieaaiG 7£ ¢.

0, en otro caso. (3.6)

| Nica@iGi |= {

Demostracion. Para el caso especial donde « es un singleton, es decir, o = {i} para algin
i € N, la igualdad se reduce a |a;G;| = |G|, la cual ya se probo.

Sea « cualquier subconjunto no vacio de N,,. Si Nicqa;G; = ¢, entonces (B.6]) se tiene
trivialmente. Si Njcaa;G; # @, entonces existe x € N;c,a;G; tal que para todo i €

T = a0 S,
donde s; € G;. Para cualquier i € a vy y € G, considere
zoy=(a;0s;)oy=a;o(sioy).

Como s; y y estan en G, s; oy esta en GG;, entonces x oy esta en a;G;, para todo i € «,
luego x o y esta en N;cqa;Gi. Ademaés, para 3,3’ € Gy, si xoy = x oy, entonces y = y'.
Por lo tanto, a cada elemento en G, le corresponde un tnico elemento en N;cqa;G;. Asi,

|Ga| < |mi€a azGZ|

Por otro lado, si z € N;cqa;G; # ¢, entonces z = a; ot; para todo i € a, con t; € Gy, luego
z=(zos; )ot; =zo(s; ' ot;), para todo i € , por lo tanto s; ' ot; = sj_1 otj, para todo
1,] € «, entonces si_l ot; € Gg, para todo ¢ € a. De lo anterior se concluye que, para todo
z € Nicat;G;, existe un tnico y € G, tal que z = x o y. Asi,

‘ Nica aiGz" < ’Ga’-
Con lo cual queda probado que |Go| = | Nica @Gy O

Teorema 85. Sea G;, para cada i € Ny, un subgrupo de un grupo G. Entonces, h € H,
definido por:

G
he = log "G " (3.7)

para todo subconjunto no vacio o de N, es entropico, es decir, h € T'%.

Demostracion. Es suficiente con mostrar que existe una coleccién de variables aleatorias

X1, X, , X, tal que

H(X,) = log “Gi“ (3.8)

para todo subconjunto no vacio a de N,,. Primero se introducird una variable aleatoria
uniforme A definida sobre el espacio muestral G con funcién de probabilidad de masa

PriA—a} = ﬁ (3.9)
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para todo a € G. Para cada ¢ € N, sea la variable aleatoria X; una funcion de A tal que
X; = aG; si A = a. Sea « un subconjunto no vacio de N,,. Como X; = a;G; para todo
1 € a, siy solo si, A esigual a algtin b € N;cna;G;.

Ga .
PT{XZ — a’ZGl} = M — { %7 S1 miEQCLiGi # @

|G |

0, en otro caso.

por el Lema[3.6l En otras palabras, (X;,7 € «) se distribuye uniformemente sobre su soporte
(€]

cuya cardinalidad es [Gal”

Entonces, (B.8)) se obtiene y el teorema queda probado. O

Definicion 86. Sean G un grupo finito, G1,Ga, - , G, subgrupos de G, y h un vector en
Hy. Si hg = log % para todo subconjunto no vacio o de Ny, entonces (G,G1, -+ ,Gy)

en un grupo de caracterizacion de h.

El teorema anterior afirma que ciertas funciones de entropia en I'}, tiene un grupo de car-
acterizacion. Estas son llamadas funciones de entropia grupo-caracterizables, los siguientes
son ejemplos de tales funciones de entropia.

Ejemplo 87. Fijando cualquier subconjunto 8 de N3 = {1,2,3} y definiendo un vector
h € Hs por
{ log2, si anp#A0.
ho =

0, en otro caso.
Se mostrard que h tiene un grupo de caracterizacion. Sea G = {0,1} el grupo de adicion

mddulo 2 y para i =1,2,3., sea

Gi:{ {0}, si i€p.

G, en otro caso.

Entonces, para un subconjunto no vacio o de N3, st a N3 # 0, existe un i en « tal que i
estd también en 3, y por lo tanto por definicion G; = {0}. Asi,

Go =[)Gi={0}. (3.10)

Luego,

|G|
| Ga |

|G|
| {0} |

log = log = log 2. (3.11)

SianB =10, entonces G; = G para todo i € o, y Go =(;eo Gi = G. Asi,
|G| |G|
log =log—— =logl=0. (3.12)
| Ga | |G|
Entonces, se tiene que h,, = log % para todo subconjunto no vacio o de N3 por lo tanto,

(G,G1,G2,G3) es un grupo de caracterizacion de h.

Ejemplo 88. Esta es una generalizacion del ejemplo anterior. Fijando algin subconjunto
no vacio 8 de N, y definiendo un vector h € H,, por

L :{logZ, si ang#0.

0, en otro caso.



CAPITULO 3. ENTROPIA Y GRUPOS 52

entonces, (G,G1, -+ ,Gy) es un grupo de caracterizacion de h, donde G es el grupo de

adicion modulo 2, y
G {0}, si i€p.
"1 G, en otro caso.

tomando 8 =0, h=0. Asi se ve que (G,G1,Ga,--- ,Gy) es un grupo de caracterizacion

del origen de H,, con G=G1 =Go = ...=Gp.

Ejemplo 89. Definiendo un vector h en Hs como sigue:
he = min{| a |, 2} (3.13)

Sea G =179 x Zy y G1 ={(0,0),(1,0)}, G2 = {(0,0),(0,1)},G3s = {(0,0),(1,1)} entonces
(G,G1,G2,G3) es un grupo de caracterizacion de h.

. ., =k
3.3. Una caracterizacién con grupos de I, .

Se introdujo en la Seccién anterior la clase de funciones de entropias en I'} que tienen un
grupo de caracterizacion. Sin embargo, una funcién de entropia h € I'} puede no tener
un grupo de caracterizacion, debido a la siguiente observacion. Suponga h € I'}, entonces

existe una coleccion de variables aleatorias Xy, -+, X, tal que h, = H(X,) para todo
subconjunto no vacio o de N,,. Si (G, Gy, ,Gy) es un grupo de caracterizacion de h,
entonces G
H(X,)=log G (3.14)
| Ga |

para todo subconjunto no vacio de N,. Donde ambos | G | y | G, | son enteros, luego
H(X,) debe ser el logaritmo de un nimero racional. Sin embargo, la entropia conjunta
de un conjunto de variables aleatorias no es necesariamente el logaritmo de un nidmero
racional. Por lo tanto, es posible construir una funcién de entropia h € I'}, que no tiene
un grupo de caracterizacion.

Aunque h € I'} no implica que h tenga un grupo de caracterizacion, se tiene que el
conjunto de todos los h € I'} que tienen un grupo de caracterizacién son casi suficientes
para caracterizar la regiéon I'}, como se vera a continuacion.

Definicion 90. Se define la siguiente region en H,

Y, ={h € H, : h tiene un grupo de caracterizacion}. (3.15)

Por el Teorema [85] si h € H,, tiene un grupo de caracterizacién, entonces h € I'. Por lo
tanto, Y,, C I';.

Lema 91. Para cualquier n € ZT,

nlnn —n <Inn!<(n+1)In(n+1) —n. (3.16)
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Demostracion. Primero, si se escribe Inn! =In1+In2+---+Inn, como In x es una funciéon

k k+1
/ Inx dw<lnk</ Inz dx.
k—1 k

</I:11n1‘ d:n) < g(lnk) < Z </:+lln:n dm) .

n n+1
/ Inzdr < Inn! < / In zdz.
0 1

creciente, se tiene que,

Entonces,
n

k=1
De donde,

Se sigue que,

(zlnz -z |3) <lnn! < (zlnz -z [).
En consecuencia,

nlnn—n <Ilnn! < (n+1)In(n+1) —n.

O

Lema 92. Sea X una variable aleatoria tal que, | X |< oo y su distribucion {p(x)} es
racional, es decir, p(x) es un nimero racional para todo x € X. Sin pérdida de generalidad,
se asume que p(x) es un niumero racional con denominador q para todo x € X. Entonces,

parar:q72Q73q7"'7

o1 r! B
rlggo . log m =H(X) (3.17)

Demostracion. Aplicando el lema anterior, se obtiene

1ln 7 = — |In(r!) — ln(H(rp(x))!)]

xT

- % In(r!) - Zln(rp(:c))!]

IN

—~
—
ﬁ
—_
~—
—_
=]
—~
=
_l’_
—_
~
|
<
SN—
|
/-\
A
\_/
—_
=)
—~
=
=S
—
~—
SN—
|
<
=
—
N~—
N—
| S

IN

lnr+1—1—2p ) In(rp(x +Zp

In(r+1) Zp (Inr +Inp(z))

(= )
()
§<T—:1>ln(r+l)—lnr<zx:p(m)) Zp ) Inp(a
()
(=)
(1+3)

1 1
In(r+1) —Inr — ;lnr—i— ;lnr — H.(x)

r+1
T

In(r+1) — < >ln7‘—|—llnr—|—He(x)
r
1 1 1
1+ - ln(l—l——)—l——lnr—l—He(x)
T T r
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Esta cota superior tiende a H.(x) cuando r — oo. Por otro lado, se obtiene

1 r! 1]
= In o = In(r!) — ln(ll[(rp(@)!)]
_ Zln(rp(x))!]

1
r

1
>
or

Zlnr—l—z<

xT

) +
>Inr— ) (p(w) + %) In

T

2—Z<p(l‘)+—
2—2(

Esta cota inferior tiende a H(x) cuando  — oo (ya que por hipotesis | X' |< 00). Entonces,

la demostracion se completa haciendo un cambio de base del logaritmo si fuese necesario.
O

< < )-I—lnr)—Zw:p(l‘)

Proposicion 93. Para cualquier h € I'}, es siempre posible construir una sucesion {hk}

en 'y tal que lim I = h donde h* es una funcion de entropia de una coleccion de variables

k—o0

aleatorias Xf,Xg, e ,Xif con alfabetos finitos.

Demostracion. Sea h € I'} una funcion de entropia de una coleccion de variables aleatorias
X1, Xa, -+, Xy. Silas variables aleatorias tienen alfabetos finitos el resultado ya se tiene.
Se vera que ocurre cuando las variables aleatorias tienen alfabetos infinitos. Por ejemplo,
si

X1 =A{z11, 212,213, - - -
Xy = {xa1, 222, 223, - - -

X, = {$n17$n27xn37 T

Se supone que H(X;) < oo para todo i € {1,2,--- ,n

}7
b

.

Para todo m > 1, se definen las variables aleatorias binarias:

1, st

o)~ { 1

Se considera,

H(X;) =

Xi € {zi, x40, -
en otro caso.

7$im}'

—ZPT{Xz’ = xipflog Pri{X; =z} — Z Pr{X; =z} log Pr{X; = x4y}

k=1 k=m-+1
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Cuando m — oo,
- ZPT{Xz’ =z} log Pr{X; = zy.} — H(X;)
k=1

ya que H(X;) <ooy

oo

Z Pr{X; = zy}log Pr{X; = z;x} — 0,
k=m-+1

cuando k£ — oo. Ahora, se considera

H(X;)

H(Xi | B(i,m)) + I(Xi; B(i,m))
— H(X; | B(i,m) = 1)Pr{B(i,m) = 1}
+ H(X; | B(i,m) = 0)Pr{B(i,m) = 0} + I(X;; B(i,m))

Se definen las variables aleatorias X!™ que toman valores en X" = {z;1, z;2, - -

que
Pr{X; =z}

i =

para todo k € {1,2,--- ,m}.

Como PriX Bli.m) = 1)
. M Ai = Tig, D1, M) =
7"{ i Tik | (Z7m) } Pr{B(z,m) _ 1}
Pr{X; =z} .
- kE<m.
= Pr{X;eamy =T
0, si k>m.
Entonces,

(3.18)

(3.19)

(3.20)

, Tim } tal

(3.21)

H(X; | B(i,m) =1) = = Y _ Pr{X; = zy, | B(i,m) = 1}log Pr{X; = x;, | B(i,m) = 1}

k=1
m

-y Pri{Xi = iy} og Pri{Xi =z}
PT‘{XZ' € Xim} PT‘{XZ' S le}

k=1

== Z Pri{Xi" = zy}log Pr{X;" = x;}
k=1
= H(X")

Reemplazando la ecuacion anterior en (B.20]) se tiene que

H(X;) = H(X™Pr{B(i,m) = 1}

7

+ H(X; | B(i,m) = 0)Pr{B(i,m) = 0} + I(X;; B(i,m))

(3.22)

cuando m — oo, H(B(i,m)) — 0 ya que Pr{B(i,m) = 1} — 1. Esto implica que

I(X;; B(i,m)) — 0, por que

I(Xi; B(i,m)) < H(B(i,m)) (H(B(i,m)) = H(B(i,m)|X;) + I(Xi; B(i,m))). (3.23)
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De ([B3:22)) adicionalmente se considera:

H(X;|B(i,m) = 0)Pr{B(i,m) = 0}

< i Pr{X; —:cm} log L TAX: = T} )Pr{B(z’,m)ZO}

PT{B (i,m) =0} Pr{B(z m) =0}

Z Pr{X; =z} (log Pr{X; = x;1} — log Pr{B(i,m) = 0})
k=m+1

Z Pr{X; = iy }log Pr{X; =z}
k=m+1

+ < Z Pri{X; = l‘zk}) log Pr{B(i,m) = 0}
k=m+1

—— Y Pr{X; = g} log Pr{X; = zu} + Pr{B(i,m) = 0} log Pr{B(i,m) = 0}

k=m+1

Cuando m — oo, la suma anterior tiende a 0 por (B.I9) y debido a que Pr{B(i,m) =

0} log{B(i,m)} — 0, (ya que Pr{B(i,m) =0} — 0).
Por lo tanto,
H(X:|B(i,m))Pr{B(i,m) = 0} — 0

y se obtiene de (3:22) que H(X]") — H(X;) cuando m — oo, luego, se ha probado la

proposicion. O
Proposicion 94. Sean ai,as,- - ,ar nudmeros reales no negativos tal que Zle a; = 1,
entonces dado € > 0, existen by, by, -+ b nimeros racionales no negativos tales que |a; —

bz| <€ nyzlbi =1.

Demostracion. Por la densidad de los racionales en los reales, para cada 1 < ¢ < k —1

existen b; € Q tal que 0 < b; < a;y |a; —bi| < 55 <€ Seaby =1—(by+---

entonces
lak — be| = 1= (a1 + -+ ap_1) — 1+ (b + - + bp_1)]

= [(b1 —a1) + (ba —az) + -+ + (bg—1 — ag—1)|
< |by —an| + b2 —az| + -+ + |by—1 — ag_1]

Con lo cual queda probada la proposicién

+ bk—l) > 07

O

Se probara como un corolario del siguiente teorema que con(Y,,), la clausura convexa de

T, esigual a f*.

Teorema 95. Dado cualquier h € I}, existe una sucesion {fm} en Y, tal que

Jim ) = h.

r—oor

(3.24)
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Demostracion. Paratodoh € I'}, existe una coleccion de variables aleatorias X1, Xo, -+, X,
tal que:
he = H(X,), (3.25)

para todo subconjunto no vacio o de NV,,. Primero se considera el caso especial que | X;| < oo,
para todo i € N,, y la distribucion conjunta de X, X, --- , X, es racional. Se busca mostrar

que existe una sucesion {f)} en T, tal que lim —f") = h.

r—oor
Se denotara Hie o X por &,,. Para todo subconjunto no vacio o de N, sea Q,, la distribu-

cién marginal de X,,. Se asume, sin pérdida de generalidad, que para cualquier subconjunto
no vacio o de N, y para todo a € X,, Q,(a) es un ntimero racional con denominador g.
Para cada r = ¢, 2q, 3q, - - - , fijamos una sucesion

XNn = (an,17$Nn,27 o 7$Nnyr)7

donde para todo j = 1,2,--- ,r, zn,; = (®i; 11 € Ny) € Xy, tal que, N(a|xy;,), el
namero de ocurrencias de a en la sucesion x, , es igual a rQ s, (a) para todo a € Xy,.
La existencia de tal sucesiéon es garantizada por que todos los valores de la distribucién
conjunta de X, son nimeros racionales con denominador g.

Ademaés, se denotara la sucesion de r elementos de Xy, (Za,1,%a2, " ,Za,r) donde x4 ; =
(xij 1 € @), por Xq. Sea a € X,, N(a|xq) el nimero de ocurrencias de a en la sucesion x4
es igual a rQ,(a) para todo a € X, ya que como N (b|xy;,) = rQx;, (b) para todo b € Xy, ,
entonces, N(alXa) =D, N(bxA,,) = D0y TQN,, (b) = 7Qa(a).

Sea G el grupo de permutaciones sobre {1,2,--- ,r}. El grupo G depende de r, para
simplificar, no se presentara esta dependencia explicitamente. Para todo i € N,,, se define
G; ={0 € G :o[x;] = x;}, donde o[z;] = (%; o(1), Ti,e(2), """ » Tio(r)). S€ Vera que G; es un
subgrupo de G. Sea 01 y 02 € Gy, entonces o1 0 09 € G4, ya que

o1 002[xi] = (xi,m(oz(l))awi,cn (02(2))7 """ > Tiyo (Uz(r)))
= (Ti,on(1)s Ti,on(2)s " * » Tison(r)) DOTquUe 01 € G
= (zi1,xi2, - ,Tiy) porque oz € G;
= X;.

Es claro que id € G;, por lo tanto, G; tiene elemento identidad.

Sea 0 € G, como ¢ es UNo a uno, posee inversa o', veamos que o' € G;.

o xi] = (Tio1(1)s Tio-1(2)s """ s Tiso1(r))
= (xi,o(crfl(l))awi,a(o*1(2))7 T 71.1',0'(0*1(7“))) porque o € G;
= (Ti, Ti2, Tiy) = X;.

Observe que la asociatividad de los G, es heredada de G. Se concluye que G; es un grupo,
para cada i =1,2,...,n.
Sea « un subconjunto no vacio de N,,, entonces,
Go =[G
1€a
= m{a € G:olx)]| =x;}
i€
= {0 € G: o[x;] = x; para todo i € a}
={o € G:o[xa] =xu}
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donde

U[Xa] - ($a,o(1)7xa,o(2)7 t axa,o(r))-

Para todo a € X, se define el conjunto:

Ly, (a)={je{1,2,--- ,r} :2q; =a}

Ly, (a) contiene las “locaciones"de a en x,. Entonces, o[x,] = X4, si y sélo si, para todo
a € Xy, j € Ly, (a), implica que 0; € Ly, (a). Puesto que,

| L, (a)] = N(alxa) = rQala),

Gal = [T rQa(@)t

ana

Por lo tanto,

G| 7!
|Gal B Hana (TQQ(G))!‘

Por el Lema [02]

o1 |G| o1 7!
lim —log —— = lim —log = H(Xq) = hq.
r=oor 7 |Ga [Taey, (rQala))!

|
:
g

Recuerde que G, y por lo tanto, sus subgrupos dependen de r. Se define £") por

fel
f =log ==,
|Gl

para todo subconjunto no vacio a de N,,. Entonces, f7) € T, v

lim 26 — h
r—oo 1
se ha probado el teorema para el caso especial en el que h es la funcion de entropia de
una coleccién de variables aleatorias Xq, Xs,- -+, X, con alfabetos finitos y distribuciéon
conjunta racional. Para completar la prueba sélo se tiene que notar que para cualquier
h € I'}, siempre es posible construir una sucesion {h(k)} en I'? tal que, klim h*) = h, donde
— 00

k) x(®

h* es una funcion de entropia de una coleccion de variables aleatorias X 1 X ,X,(Lk)
con alfabetos finitos y distribucién de probabilidades conjunta racional. Esto, debido a
las Proposiciones y [@4], ya que la Proposicion generaliza el teorema para alfabetos
infinitos y la Proposicion [04] generaliza el teorema para cualquier distribucion que tengan
las variables. O

Corolario 96. con(T,) =T,.

Demostracion. Primero que todo, T, C I}, tomando la clausura convexa, se tiene que
con(Y,) C conl*. Por Teorema B4l , T es convexo. Por lo tanto, con('%) = T, y se
obtiene que zor(Y,) C T, Por otro lado, se mostré en el ejemplo B8 que el origen de H,,
tiene un grupo de caracterizacién y por lo tanto, esta en Y,,. Se sigue del Teorema [05], que
T, Ccon(Y,), se concluye que T, = zon(Y,), completando la prueba. O
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3.4. Desigualdades de informacién y desigualdades de grupo.

Se probo en el Capitulo 1 que una desigualdad de informacioén sin restricciones
b’h >0 (3.26)

se cumple, si y solo si,

T, c{hecH,:bh>0}. (3.27)

En otras palabras, toda desigualdad de la informacién es totalmente caracterizada por
fz. Ademas, se probo al final de la Seccion anterior que con(Y,) = fz. Puesto que,
T, CIy C F;, si (B.27) se tiene, entonces

T, C {he€H,: b h>0}. (3.28)

Por otro lado, si (3.28) se cumple, como {h € H, : bTh > 0} es cerrado y convexo,
tomando la clausura convexa en (3.28) se obtiene que,

*

T, =con(Y,) C {hcH,: b h>0}. (3.29)

Por lo tanto, (B.27) y (B:28) son equivalentes.
Ahora, ([3.:28) es equivalente a

b’h >0 paratodohe T,. (3.30)

Puesto que h € T,,, si y s6lo si, existen un grupo finito G y subgrupos G1,Go, - ,G, de

G, tal que <l
ho = log Gl

para todo subconjunto no vacio o de N,,. Se ve que la desigualdad (B.26]), se tiene para
cualquier conjunto de variables aleatorias X1, Xo, -+ , X}, si y sOlo si, la desigualdad obteni-
da en (B.26) al reemplazar h,, por log ||G% para todo subconjunto no vacio a de N,, se tiene
para todo grupo finito G y subgrupos él, G, -+ ,Gy,. En otras palabras, para toda de-
sigualdad de la informacién sin restricciones, existe una correspondiente desigualdad en
grupos y viceversa. Por lo tanto, desigualdades de la Teoria de la informacién se pueden
probar por métodos de la Teoria de grupos , y ciertas desigualdades en Teoria de grupos
pueden probarse por métodos de la Teoria de la informacion.

En el resto de la Seccion, se explora esta correspondencia, entre la Teoria de la informacion
y la Teoria de grupos. Se dara una prueba con ayuda de la Teoria de la informacién, para

la desigualdad de la Teoria de grupos (3.3]).

Definicion 97. Sean Gy y Ga subgrupos de un grupo finito G. Se define
G10G2={aob:a€G1 Yy bEGg}.

G110 Gy no es, en general, un subgrupo de G. Sin embargo, se puede mostrar que G1 o Go
es un subgrupo de G, si G es abeliano.

Proposicion 98. Sean G1 y Go subgrupos de un grupo finito G. Entonces,

|G1]|G2]

G1oGy| = .
‘ ! 2’ |G1ﬁG2|

(3.31)
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Demostracion. Se fija (a1,a2) € G X Ga, entonces aj o ag estd en G o Gy. Sea algin
(b1,b2) € Gy x Ga, tal que

bl o b2 = aj °ay. (332)

Se determinara el nimero de (b1, b2) en G; x Gy que satisfacen esta relacion. De (B.32), se

tiene que

byoayt =byt oay. (3.33)

Sea k este elemento comin en G, es decir,
_ -1 _ ;-1
kE=byoa, =b; oaj. (3.34)

Como bl_l oa;r € Gi y b2_1 oas € (o9, entonces k € G1 N Go. En otras palabras, dado
(a1,a2) € Gy x Ga, (b1,b2) € G1 x Go satisface ([332]), si y solo si, (b1, by) satisface (3:34),
para algin k € Gy N Gs.
Ahora, de ([3:34]), se obtiene

bi(k) = (koay )™ (3.35)

bg(k) =ko as. (3.36)

Donde se escribe by y b como by (k) y be(k) para enfatizar su dependencia de k. Ahora, se
consideran k, k' € G1 N G tal que

(b (k), ba(k)) = (b1(K'), b2 (K')). (3.37)
Ya que b1 (k) = b1 (K'), de (B30), se obtiene
(koay) = (K oa;")™H, (3.38)

que implica que k = k’.
Por lo tanto, a cada k € G1 N G2 le corresponde un unico par (by,bs) € G1 x Go que
satisface ([B.32]). Por lo tanto, el nimero de elementos distintos en G o Go esta dado por

|G1 x Ga|  |G1]|Ga|

Gi1oGy| = = ,
’ L 2‘ |GlﬂGQ| |G1OG2|

completando la prueba. O

Teorema 99. Sean G1,G2 y G3 subgrupos de un grupo finito G. Entonces,

|G3||G123| > |G13||G23|.

Demostracion. Primero que todo,
Gi13NGy3 = (G1 N Gg) N (G2 N G3) = G1 NGy NG3 = Gqo3. (3.39)

Por la proposicion anterior, se tiene que

|G13]|Gas
G130 Gog| = —=———.
‘ 13 23‘ ’G123‘
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Es claro que G13 o Gag es un subconjunto de Gg, por lo tanto,

Gis||G
G130 Gag| = |G13]|Gas| < |Gs).
|G123|

El teorema esta probado. O

Corolario 100. Para variables aleatorias X1, Xo y X3,

I(X1;X2|X3) >0 (3.40)

Demostracion. Sean G1,Go y G5 subgrupos de un grupo finito G. Entonces,
|G5]|G123] > |G13]|Gas| (3.41)

por Teorema Q9] o,

G2 1G)?
> . 3.42
|G13]|Gas] — |G3||G123] (342

Esto es equivalente a

(€]
|G 13|

|G|
|Gas]

|G|
|G

G|
+lo . 3.43

Esta desigualdad de grupos, corresponde a la desigualdad de informacion

log + log > log

H(X1,X3)+ H(X2,X3) > H(X3) + H(X;, X2, X3), (3.44)

que es equivalente a I(X1; X2|X3) > 0. O

El anterior Corolario muestra que todas las desigualdades béasicas en la Teoria de la informa-
cién tienen una prueba grupo-tedrica. Naturalmente, el Teorema [39] es también implicado
por las desigualdades béasicas. Como comentario, la desigualdad en (B3] es vista como un
caso especial de la desigualdad (229) tomando G3 = G. (|G||G12| > |G1||G2])-

La desigualdad tipo no-Shannon (2:29), puede expresarse en forma canonica como

2H(X1) +2H(X2) + H(X3) + H(X3,Xy) +4H (X1, X2, X3) + H(X1, X2, X4)

3.45
§3H(X1,X2)+3H(X1,X3)+H(X1,X4)—I—3H(X2,X3)—|—H(X2,X4), ( )
que corresponde a la desigualdad de grupos
G| G| G| G| G| G|
2log — + 2log — + 1o +1lo +4lo +lo
e 1G] T RG] T % 1G] 10l %Gl (3.46)
< 3log ] + 3log i + log 1G] + 3log ] + log <] .
|G12] |G| |G14] |Gas| [en
Reagrupando los términos, se obtiene
|G1 N G2|3|G1 N G3|3|G2 M G3|3|G1 N G4||G2 M G4| (3 47)

< ‘G1‘2‘G2’2’G3HG3 N G4HG1 NGy N G3‘4’G1 NGy N G4’
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que es la desigualdad de grupos (3.5)).

Ahora se probarén las desigualdades de la Teoria de Grupos que producen las desigualdades
(239)). La desigualdad (2:39) puede expresarse en forma canénica como:

s(s+3) s(s+1)
2 2

(s+1)H(X1) + H(Xs)+ H(X3)

+ sH(X3,Xy) + (s2 + 25 + 1) H (X1, X2, X3) + sH (X1, X2, X4)

< ($+2)2(S+1)H(X1,X2)+ (s+2)(s+1)

H(Xl,Xg) + 8H(X1,X4)

2
+ S(S + 2)H(X2, Xg) + SH(XQ, X4)
que corresponde a la desigualdad de grupos
|G| s(s+3) |G| s(s+1) |G|
s+ 1)lo + log + log
Gl T T e T e gy
G| 2 G| G|
+slo +(s“+2s+1)lo + slo
% 1G] ( )log |G123] & 1G]
(s+2)(s+1) |G| (s+2)(s+1) |G| |G|
< lo + lo + slo
2 e 2 “lGul T Gl
G| G|
+ s(s+ 2)lo + slo .
Reagrupando los términos, se obtiene
(s+2)(s+1) ( s+2 ) s(s s
Gy N Ga) Gy N G| TG N Gyl |G N G161 Gy
s s(s+1)
< 1G1|6HD|Gy) T |Gs TG N Gal*|Gr N G N G|+ Gy 1 Gy N Gy,

3.5. Otros resultados.

Proposicion 101. Sean Gy y Go subgrupos de un grupo finito G. Entonces, G1 o Go es
un subgrupo, si G es abeliano.

Demostracion. Sean ay,as € Gy y by, by € Go. entonces
(a1 0by) o (agoby) =ajo(byoasz)oby
=ajo(agoby)ohbs
= (a1 0 az) o (by 0 by).
Este ultimo término pertenece a G10Go, ya que, ajoas € G1 y byoby € Gs. Luego, G10Go

es cerrado para “o” si GG es abeliano.

Ademas, e € Gy oGs, yaque e =eoe.
Sea aq o by € G1 o GGo, entonces al_l o bl_1 € (G1 o G4 es su inverso ya que
(a10b1)o(a;tobi!) =aro(broa;t)oby’
= (aroa;) o (broby )

= €.
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O

Proposicion 102. Sean g1 y go funciones de entropia grupo caracterizables, entonces
mi1g1 + Mmoo es grupo caracterizable, donde m1 y mo son enteros positivos cualesquiera.

Demostracion. Como g1 y g2 son grupo caracterizables, existen (G,G1, -+ ,Gp) y
(H,H,,---,H,) donde, G y H son grupos finitos, G, --,Gy son subgrupos de G y
Hq,--- , H, son subgrupos de H, tales que

= log C] Y 92a = log 8
“ ‘ GOl ’ “ ‘ Ha ’
entonces,
(Mm1g1 + m282)a = M1g1a + M2924
= m log + mo log | H |
| Ga | | Ha |
|G ™ H|™
=log ———+ms
| Ga ™| Ha

Si se define, K = G™ x H™2 el cual es un grupo finito y K; = G7" x H{"? Ky =
Gy x Hy", -+ K, = GJ" x H)" subgrupos de K entonces (K, K, Ko, - ,K,) es un
grupo de caracterizacion de mig; + mogo. O

Proposicion 103. Sean g1 y go funciones de entropia grupo caracterizables. Para reales

positivos ai,as arbitrarios se puede construir una sucesion de funciones de entropia f (k)
f<’f> h
grupo caracterizables, para k = 1,2,--- tal que, hm T | || n’ donde h = a;1g1 +
—>OO
a282.

Demostracion. Primero se vera el caso cuando a; y ao son ntmeros racionales positivos.
Entonces, a1 = Zi y ag = pz , luego a; = plqz y ag = p2q1 donde ¢ = q1¢2, por lo tanto

h, se puede escribir h = q(b191 + b2g2) donde b1, bg, q € Z+. Por la proposiciéon anterior,
f = b1g1 + bags es grupo caracterizable, y se tiene que:

h o g(bigi +bogy
I | (g + bogo
1

)
) |l

; (0181 + b2g2)

5 |l (big1 + bago) ||
f

£

Luego, queda probada la proposicién para este caso.

Se vera ahora, el caso cuando a1, as son reales positivos. Por la densidad de los ntimeros
racionales en los numeros reales, existen sucesiones (b) y (cx) de nameros racionales pos-
Ck

itivos tal que by — a1 y ¢ — a9, cuando k — o0. Si se escribe by = % Yk = o



CAPITULO 3. ENTROPIA Y GRUPOS 64

donde, cg, Z;;,qk € (Z)", entonces fk) = Z;;gl + ¢rg2 (la cual es grupo caracterizable por
la Proposicion anterior) cumple que

f® (kg1 + Grga) ()
11m T = lmm = — 1
koo || V]| k=00 || brgy + Grga || (&)
oy brg1 + crg2
= lim ———=—
k—oo || brgr + crg2 ||
_ @91+ a292
| a1g1 + az2g2 ||
_h
[
O
Proposicion 104. Sea (G,G1,Ga,--- ,Gy) un grupo de caracterizacion de g € I'}, donde
g es la funcion de entropia de las variables aleatorias X1, Xa, -, Xn. Fijando cualquier

subconjunto no vacio o de N, y definiendo h por hg = gaug — ga para todo subconjunto
no vacio 8 de N,. Es facil verificar que hg = H(Xg | Xo). Entonces, (K, Ky,--- ,K;) es
un grupo de caracterizacion de h, donde K = G, y K; = G; NGy,

Demostracion.
hﬁ = 9aup — Ya
|G |G
=log — —log
| Gaug | | Ga |
= H(Xaup) — H(Xa)
= H(Xﬁ ’ Xa)'
Por otro lado,
hﬁ = 9aup — Ga
|G| |G|
=log ——— —log
| GaUﬁ | | Gao |
e (L 12))
| Gauvg | |G|
| Ga |
=log ———
| GaUB |
| K|
= log .
| K |
Entonces, (K, K1, Ks, -+, K,) es un grupo de caracterizacion de H. O

Proposicion 105. Sea (G,G1,Ga, -+ ,Gy) un grupo de caracterizacion de g € I'}, donde
g es la funcion de entropia para las variables aleatorias X1, Xo, -+, X,. Si X; es una
funcion de (X : j € a), entonces Go es un subgrupo de Gj.

Demostracion. Como X; es una funcion de (X; : j € o), H(X;|X,) = 0, entonces por la
|Gal

Proposicion anterior, h; = H(X;|X,) = 0, es decir, log W
aU{i}

> = 0, esto implica que,
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’Ga’ = ‘Gau{i}" Asi,

[NGl=1GnaG:l.

JjEa jEa
Por lo tanto,
(N GinGi=()G;
jea jca
entonces G, C G;. O

Proposicion 106. Sean G1,Ga,G3 subgrupos de un grupo finito G entonces,

|G||G1 N G2 N G3|? > |Gy N Ga||G2 N G3||Gy N Gsl.
Demostracion.
I(X1; X3|X2) + I(X2; X1X3) >0
& (H(Xy, X2) + H(X3, X3) — H(X1, X2, X3) — H(X3))
+ (H(X2) + H(X1,X3) — H(X1, X2,X3)) >0
= H(Xl,Xg) + H(XQ,Xg) + H(Xl,Xg) > 2H(X1,X2,X3)

ﬁ}logﬂ—klogﬂ—klogﬂzﬂog il
|Gh2] |Ga3] |G13] |G123]
|G| |G| |G| G2

= + + >
|G1 ﬁG2| |G2 ﬁG3| |G1 ﬂG3| - |G1 N G ﬂG3|2
& |GlIG1 NG N G3)? > |Gy N Gal|Ga NGs||GL N G,
|

Proposicién 107. Sea h € I';, la funcion de entropia para las variables aleatorias X1 y
Xy tal que hy + hy = hy 2, es decir, X1 y X son independientes. Sea (G,G1,G2) un grupo
de caracterizacion de h. Entonces, G = G1 o Gs.

Demostracion. ]G! ]G! \G\
hi =log —, hy=log——, hia=Io
1 g\Gl\ 2 g]Gg\ 12 g\Glz\
|G|?|Gha| > |G|G12] |G1]|Go|
hi+ho=ho=log| —————— | =0 —==1= |G| = ——=
o s = = o (e GilGal = =19 = T
entonces por ([3.31)
|GG
|G| G N Gl |G1 0 Gyl
Luego, G 0 G = G. O

Proposicion 108. (Desigualdad de Ingleton.) Sea G un grupo abeliano finito y G1,Ga, Gs, G4
subgrupos de G. Sea (G,G1,G2,G3,Gy4) un grupo de caracterizacion de g, donde g es una
funcion de entropia para las variables aleatorias X1, X9, X3 y X4. Entonces, se tienen las
siguientes afirmaciones:
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1.
|(G1 ﬂGg) o] (Gl ﬂG4)| < |G1 N (Gg OG4)|.
. |G1[|G'3 0 G4||G1 NG N Gy
G 0GaoGyl < 1 300Gy 1 3 4 ]
‘ ! 3 4‘ - ‘GlﬂGgHGlﬁG4’
3.
IG10Gao0Gs0Gy| < [G10 G 0 Guf|Ga 0 Gy 0 Ga|
- |G3 0 Gy
4.
|Gl||G2||G3||G4||G1ﬂGgﬂG4||G2ﬂG3ﬂG4|
G10Ga0G30Gy| < .
‘ ! 2 3 4‘ - |G1ﬂGgHGlﬂG4||G2ﬂG3||G2ﬂG4||G3ﬂG4|
5.
|G1ﬂGgHGlﬂG4||G2ﬂG3||G2ﬂG4||G3ﬂG4|
< |G3||G4||G1 ﬂGQHGl NGs ﬂG4||G2 NGs ﬂG4|.
6.

H(Xlg) + H(X14) + H(X23) + H(X24) + H(X34)
> H(X3) + H(X4) + H(X12) + H(X134) + H(X234).

7. (3253) es una desigualdad que no siempre se cumple.

Demostracion. 1. Primero se vera que (G1 N G3) o (G1 NGy) € G1 N (Gs o Gy).

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Sea a € (G1NG3)o(G1NGy). Entonces, a = ajoas donde a; € G1NG3y as € G1NGy,
de donde ai,a2 € Gy luego aj oas € Gy y como a; € Gg y as € G4 se sigue que
a1 o ay € Gs o Gy, por lo tanto, a = aj; oaz € Gy N (G3 o Gy). Asi, se tiene que

(G1NG3) o (Gr1 NGy) € G1N(GsoGy) por lo tanto

|(G1 N Gg) o (Gl N G4)| < |G1 N (Gg o G4)|

2.
_ |G1]|G3 0 Gy
° ° ~|GiN(G30Gy
Gro(GyoGy) = i h 22 por (ET)
|G1]|G3 0 G4
=1(G1NG3)0(G1 NGy por ([E.47)
. ’G1HG30G4HG1 ﬁGgﬁG;l‘
N |G1 N G3||G1 ﬂG4| por m
3.

|G1 OG2 OG3OG4| = |(G1 OGg OG4) O(G2 OG3 OG4)|
(pues G es abeliano y G; 0 G; = G;)
‘Gl o G3 o G4HG2 o Gg o G4’
‘(Gl oG30 G4) N (G2 oG30 G4)‘ P
Ahora, como (Gg o0 Gy4) C (G 0 Gg0Gy4) N (G 0 Gz 0 Gy), entonces

|G3 0 Gy| < [(G10G30G,) N (G2 0Gs0Gy)l
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por lo tanto,

|G10oGaoGgoGy| < |G 0 Gz 0 G4||Ga 0 Gz 0 Gy

|G'3 0 G4
4.
|G10Gy0G30Gy| < (G110 Gy 0 Gal|G 0 Gs 0 G por (3.50)
|G'3 0 G4
< |G1||G1ﬂGgﬂG4||G2||G3OG4||G2QG3QG4| or m
|Glﬂcg||G1ﬂG4||G2ﬂGg||G2ﬂG4|
|G1||G2||G1ﬂGgﬂG4||G2ﬂG3ﬂG4|
|G1ﬂGgHGlﬂG4||G2ﬂG3||G2ﬂG4| P
5. Como G1 o Gy C G1 0 G2 0 G3 o G4, entonces
|G10Ga| <|G1oGy0oG30Gy|
luego,
|G11|G|
2]
|G1ﬂG2|_|G10G2OG30G4| pOI‘(BBj])
|G1||G2||G3||G4||G1ﬂG3ﬂG4||G2ﬂG3ﬂG4| or (m)

- |G1 N G3||G1 N G4||G2 N G3||G2 N G4||G3 N G4|

De aqui se sigue (3.52)).
6. Se tiene directamente de (B.52]).

7. La desigualdad (3.53)) no siempre se cumple, ya que si las variable aleatorias X1, Xo, X3, X4
cumplen las siguientes propiedades:

» X independiente de (X2, X3)
» X, independiente de (X3, Xy)
la desigualdad no es valida, sin embargo se puede probar que (B53]) es una de-

sigualdad de la informacion Shannon restringida, bajo las restricciones I(X1; Xo) =
I(Xl; X2|X3) =0

O



Conclusiones

Gracias a la relacion mostrada, se podria pensar en encontrar desigualdades de la informa-
cion tipo no-Shannon mediante métodos de la Teoria de Grupos.

Las desigualdades de la informacién tipo Shannon tienen una prueba grupo-tedrica.

La clausura del espacio de las funciones de entropia para n > 4 no es poliédrico, es decir,
este no se puede expresar como la intersecciéon de un ntimero finito de semiespacios cerrados.
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Trabajo futuro

Encontrarle aplicaciéon en la Teorfa de Grupos a las desigualdades mostradas en este tra-
bajo.

Encontrar alguna desigualdad no-Shannon utilizando la Teoria de Grupos y la relaciéon que
se mostro entre la Teoria de la Informacion y la Teoria de Grupos.
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