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Resumen

En este trabajo, se presentan dos modelos epidemiolégicos con una perturbacién aleatoria de los
modelos epidemiolégicos deterministas de tipo SIS y SEIR. A partir de los modelos presentados
se proponen las definiciones de nimero reproductivo bdsico y de variable aleatoria reproductiva
bdsica, estudidndose la relacién que tienen ambos. Se estudian cuatro aspectos: existencia y
unicidad de la solucién (por ejemplo, de la poblacién infectada), extincién, persistencia en la
media y existencia de la distribucién estacionaria. Finalmente se presentan los resultados de la
simulacién de los modelos presentados y se propone la estimacién de pardmetros por el método
de maxima verosimilitud.

Palabras clave: Modelo SIR, modelo SIS, modelo SEIR, modelos epidemiolégicos deterministas,
modelos epidemiolégicos estocdsticos, nimero reproductivo bésico, asintéticamente estable, ex-
istencia y unicidad, extincién, persistencia en la media, procesos estacionarios, estimacién por
méxima verosimilitud, Simulaciones por Euler-Maruyama.

Abstract

In this work, two epidemiological models with a random perturbation of the deterministic epi-
demiological SIS model and SEIR model are presented. From the presented models, the de-
finitions of basic reproduction model and basic reproduction random variable are proposed,
studying the relation that both have. Four aspects ase studied: existence and uniqueness of the
solution (for example for infected population), extinction, persistence in the mean and exis-
tence of stationary distribution. Finally, the presented models are done and the estimation of
parameters by maximum likelihood method is proposed.

Keywords: SIR model, SIS model, SEIR model, deterministic epidemic models, stochastic epi-
demic models, basic reproduction number, asintéticamente estable, existence and uniqueness,
extinction, persistence in the mean, stationary distribution, Maximum likelihood estimation,
Euler Maruyama simulations.
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Introduccion

La epidemiologia es la rama de la salud publica que se encarga de estudiar el desarrollo
epidémico y la incidencia de las enfermedades infecciosas en determinadas poblaciones. Se con-
sidera como la ciencia bésica de la salud publica y por consiguiente es fundamental para el
progreso de los paises y en el desarrollo social de los mismos. Estudiar el comportamiento de
una infeccién a través del tiempo, partiendo desde sus inicios, es de vital importancia para todas
las sociedades, porque permite a los gobiernos crear medidas de choque contra el avance de la
enfermedad misma, asi como dar mayor importancia al desarrollo de vacunas y tratamientos
que retarden los efectos negativos que éstas pueden tener en la poblacién. Recientemente en
Colombia hemos visto importantes brotes de enfermedades tropicales como lo son el Zika y
el Chikunguya, asi como también de infecciones endémicas de nuestra regién como lo son el
dengue, la leishmaniasis, etc. A nivel mundial se conoce el reciente brote de la gripe AHIN1
y el SARS, el ébola, etc, infecciones que se propagan rapidamente entre los individuos de una
poblacién, llegando a ser consideradas como epidemias mundiales. Es por ello que el estudio de
una epidemia debe ser considerado de gran relevancia para tomar medidas de prevencién, cuida-
do y atencién para los pacientes y asi mismo predecir qué efectos puede tener la enfermedad y
bajo qué criterios ésta se debe considerar como riesgosa.

Una técnica ampliamente utilizada para tales estudios son los modelos matemadticos que utilizan
las ecuaciones diferenciales ordinarias, algunos de ellos son los modelos SIR (por sus siglas, sus-
ceptibles, infectados y recuperados), SIS (por sus siglas, susceptibles e infectados) y SEIR (por
sus siglas, susceptibles, expuestos, infectados y recuperados). Dichos modelos son de naturaleza
determinista, es decir, son modelos en los cuales las condiciones iniciales siempre producirdn los
mismos resultados, es decir, las grdficas de las funciones de los diferentes tipos de poblacién no
cambiard entre una simulacién y otra, en otras palabras no se considera incertidumbre alguna
en la modelacién. Este tipo de incertidumbre puede darse debido a ciertos factores externos,
como por ejemplo, el clima. El clima de determinadas regiones facilita la propagacion de algu-
nas enfermedades y es conocido que en época de lluvias aumentan los casos de personas con
enfermedades respiratorias agudas.

De la motivacion de considerar las variaciones climdticas, como parte fundamental en el estudio
epidemiolégico y por consiguiente del modelamiento de las epidemias, es que en este traba-
jo se presentarian modelos epidemioldgicos estocdsticos con el objetivo de brindar informacién
més completa sobre el comportamiento de una epidemia en cualquier poblacién. Los modelos
presentados serdn el modelo SIS—estocdstico y el modelo SEIR—estocastico.

Una vez propuestos los modelos epidemiolégicos estocdsticos, se estudiard en cada uno de ellos
cuatro aspectos fundamentales: existencia y unicidad de las soluciones; extincion de la poblacién
infectada; persistencia en la media de la poblacién infectada, es decir, que en promedio siempre
exista poblacién infectada a partir de la hora cero de la enfermedad; y la existencia de procesos
estacionarios, los cuales tendrdn como objetivo ver el estudio asintdtico de las enfermedades. Las
demostraciones presentadas se basan en trabajos previamente realizados, en especial, [Gray],
[Liu], [Maki] y [Omari, Lahrouz & Kiouach|. Otros trabajos recientes que utilizan modelos
epidemiolégicos estocdsticos son [Zaman], [Jiang], [Lahrouz| y [Zhou].



En este trabajo también se presentarédn los estimadores por mdzima verosimilitud de los pardme-
tros de los modelos epidemioldgicos estocdsticos propuestos. El enfoque en este trabajo es estimar
los pardametros a partir de los datos de la poblacién susceptible e infectada, difiriendo de otro
enfoque en el cual las estimaciones son se consultan en la literatura médica o por los organismos
de salud, de acuerdo a estudios previos realizados, dependiendo claro estd del comportamiento
de la enfermedad estudiada. La estimacién se hard con ayuda del método de Fuler-Maruyama,
un método cominmente utilizado para graficar las trayectorias de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas y que en este caso especifico nos permitird llegar a una expresion para la funcion
de mdxima verosimilitud con una distribucion normal. Se realiza un ejemplo con datos reales
con el propdsito de proveer una metodologia de andlisis bajo estos modelos



Capitulo 1

Preliminares del analisis estocastico

En este capitulo se hacen todas las definiciones de teoria de probabilidad, de procesos estocds-
ticos y de integracién con respecto al movimiento browniano, las cudles se utilizardn en los
capitulos posteriores para presentar los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico, ademés se
presentan algunas proposiciones, teoremas y suposiciones que se utilizardn en los capitulos 2 y

3.

FEn el segundo capitulo se proponen los modelos epidemioldgicos estocdsticos, dichos modelos
utilizan las variables S (t), E (t),I(t) y R(t) las cuales denotarén el nimero de personas sus-
ceptibles, expuestas, infectadas y recuperadas en un tiempo fijo t > 0 (ver pdgina 32). Dichas
variables en realidad se asumirdn como variables aleatorias definidas cada una sobre los nimeros
reales con su respectiva o—dlgebra de Borel. En el capitulo 4 se estimardn los pardmetros de
los modelos propuestos en el segundo capitulo, para dicha estimacién se utilizaréd el método de
mdzrima verosimilitud el cual consiste en maximizar la funcidn de verosimilitud con respecto
a los pardmetros (ver pdgina 113) siendo dicha funcién en realidad una funcion de densidad
de probabilidad conjunta, la cual se escribird en términos de una funcién de densidad condi-
cional (ver pdgina 113). Por la naturaleza de los modelos propuestos se tendra que la funcion
de densidad conjunta es la funciéon de densidad de una distribucion normal multivariada.

En la siguiente seccion se definen los conceptos bédsicos de procesos estocdsticos. El enfoque de
este trabajo estd en asegurar que como S (t),E (), (t) y R(t) son variables aleatorias para
un tiempo fijo ¢ > 0, entonces las colecciones de variables {S (t),I (t)},~, (para el modelo SIS-
estocdstico) y {S (t), E (t),I(t),R(t)},>o (modelo SEIR-estocdstico) son procesos estocdsticos,
los cuales serdn martingalas locales continuas y cadenas de Markov de tiempo continuo.

Los procesos estocasticos {S (t),1 (t)},~qe {S(t),E (t),I(t),R(t)},>, son en realidad procesos
de Ito y son soluciones de dos sistemas de ecuaciones diferenciales estocdsticas, definidos sobre
el movimiento browniano. El teorema central de este trabajo es la férmula de Itd, siendo el
teorema utilizado en todas las demostraciones del capitulo 3 y el lema 3.2 serd utilizando en
la seccion 3.4, por lo que en este capitulo se introducen las herramientas tedricas para abordar
dicho lema y dicho teorema.

1.1. Conceptos basicos de probabilidad

Un experimento aleatorio es un experimento en el cual su resultado no puede ser determinado
de antemano ([Blanco, pag. 8]). En un experimento aleatorio el conjunto Q denota todos los
posibles resultados de un experimento aleatorio. Todos los elementos w € {2 se conocen como
puntos muestrales y () se llama un espacio muestral.

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES DEL ANALISIS ESTOCASTICO

La clase de subconjuntos de un espacio muestral para los cuédles estd definida su probabilidad
(definicion 1.3) tiene la estructura de o—dlgebra ([Blanco, pag. 9]) la cual se define como:

Definicién 1.1. (/Blanco, pdg. 9]) Sea Q # (. Una coleccion S de subconjuntos de Q0 es una
o—algebra sobre §Q, si y sdlo si

(i) Q€ 3.

(it) Si A €  entonces A° € 3.

(iit) Si Ay, Ag, ... € I entonces lfJOlAi € Q.
1=

Los elementos de  se llaman eventos. La dupla (2,S) se conoce como espacio medible.

Ejemplo 1.1. (/Blanco, pdg. 10]) Sea Q2 # 0 un conjunto arbitrario. Las colecciones de conjun-
tos So :={0,2} y o (Q) :={A: A CQ} son o—dlgebras sobre Q conocidas como la o—dlgebra

trivial y la o—adlgebra total, respectivamente. A

Ejemplo 1.2. Sean Q = {a,b,c}, S ={0,{a},{b,c},Q} y & ={0,{a},{b},{c},Q}. I es una

o—dlgebra sobre ), mientras que & no lo es puesto que {a,b} ¢ &. A

En [Blanco, pag. 10] se enuncia que si 1, S, . .. son o—dlgebras sobre un mismo espacio mues-
ooy

tral €2, entonces N;"7'3; es también una o—4algebra sobre (2.

Ejemplo 1.3. ([Blanco, pdg. 10]) Sean Q # 0 y € una coleccion de subconjuntos de ). Sea
M :={S: S es una o — dlgebra sobre 2 tal que € C J}.

La o—dlgebra NgepmS se conoce como la o—dlgebra generada por € y es denotada por o (€).
A

Ejemplo 1.4. (/Blanco, pdg. 10]) Sean Q # 0, C un subconjunto no vacio de Q y I una
o—dlgebra sobre Q. S := {ANC : A€} es una o—dlgebra sobre C llamada la huella de
sobre C. A

Definicién 1.2. (/Blanco, pdg. 11]) (i) La o—dlgebra sobre R generada por todos los intervalos
de la forma (—o0,a] ,con a € R, se conoce como la c—dlgebra de Borel y se denota por B (R).
B € B (R) se llama un conjunto boreliano.

(it) Sean (a1,...,an),(b1,...,b,) € R™ tal que a; < b; para todo i = 1,...,n. La o—dlgebra
generada por todos los conjuntos de la forma

{(z1,...,2,) ER":a; < x; < b; para todo i =1,...,n}
se llama o—dlgebra de Borel en R™ y se nota por B (R").
Si D # 0 con D C R, la huella de B (R) sobre D se denota por B (D). Cuando se tiene un

evento en un espacio muestral se preguntard sobre que la probabilidad del mismo. Para ello
necesitamos definir como tal el concepto de medida de probabilidad presentado a continuacion.

Definicién 1.3. ([Blanco, pag. 13]) Sean (2,) un espacio medible y P : Q@ — R una funcion
tal que

(i) P(A) > 0 para todo A € 3.
(it) P (Q) = 1.

(t3t) Si A1, Ag,... € S son eventos mutuamente excluyentes, es decir, A; N A; # 0 para todo
1 # j entonces
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P <:L31Ai> = EP (4))

se llama medida de probabilidad sobre (0,). La tripla (2,3, P) se llama espacio de
probabilidad.

Definicién 1.4. ([Oksendal, pdg. 8]) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad, A y B elementos
de S tal que P(A) = 0 y P(B) = 1. Se dice entonces que A es un evento nulo y B es un
evento casi seguro o de ocurrencia casi siempre (c.s).

En el capitulo 4 se utilizard la que llamaremos la funcién de densidad condicional (péginas 113
y 117), razén por la cual previamente debemos definir el concepto de probabilidad condicional.
Supongamos que tenemos A, B € < sobre un espacio de probabilidad (22,3, P), P (B| A) denota
la probabilidad de que el evento B pueda ocurrir “medido bajo la suposicién de que un evento A
ha sido observado” ([Blanco, pag. 24]). Formalmente se define la probabilidad condicional como

Definicién 1.5. ([Blanco, pdg. 24]) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad, A y B elementos
de & tal que P (A) > 0, entonces se define la probabilidad del evento B bajo la condicion
A como

P(ANB)
P(B|A) = ——F—

(Bl4) = 5
Un evento B es independiente de un evento A si la ocurrencia del evento A “no afecta la
ocurrencia del evento B” ([Blanco, pdg. 32]), esto podria interpretarse como P (B|A) = P (B).
El inconveniente de “definir” la independencia de A y de B de esta manera estd en que sélo es
valida cuando P (B) > 0. Por otra parte, si B es independiente de A entonces

P(ANB) =P (B|A)P(A) =P (B)P(A),

razon por la cual se define la independencia de dos eventos y de una familia de eventos como
sigue:

Definicién 1.6. (/Blanco, pdg. 32]) Sea (2,3, P) un espacio de probabilidad con A, B € Y. Se
dice que A y B son independientes, si y sélo si, P(ANB) = P(A) P (B). Una familia de
eventos {A; : 1 € I}se dice que es independiente, siy sdlo si,

P <'QJAj> = [[ P (4;), para todo subconjunto finito J # 0 de I.
¢ ieJ

Definicién 1.7. ([Jacod, pdg. 65]) Sean (U;);c; sub o—dlgebras de la o—dlgebra 2, esto es

2; C A para todo i € 1. Se dice que (U;),.; son independientes si para todo subconjunto finito
J # 0 de I se cumple que

P <ﬂ Aj> = [[1 P (4;), para todo A; € ;.
= ieJ

Ahora bien cuando se tiene interés en los “valores numéricos que se pueden deducir de los resul-

tados un experimento aleatorio” ([Blanco, pdg. 53]), por ejemplo, cuando se quiere determinar

el total de los resultados cuando se lanza un dado corriente dos veces consecutivas; se define el

concepto de variable aleatoria.

Definicién 1.8. (/Blanco, pdg. 53]) (i) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad y (Q,g) un
espacio medible. Sea X tal que
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X: (2,%,P) — (Q,@)

w — X (w)

(i) Se dice que X es una S — S—variable aleatoria si para todo A € S se cumple que

XA es.

(i) Si <§,§> = (R,B (R)) entonces X se conoce como una variable aleatoria real sobre
(2,9, P).

Se dice que X una funcion S—medible bajo la medida P, si y sdlo si, X es una variable

aleatoria real sobre (2,5, P).

Ejemplo 1.5. Supongamos que tenemos interés en saber el nimero de caras luego de 2 lanza-
mientos consecutivos de un dado corriente. El espacio muestral corresponde al conjunto

Q={CC,CS,SC,SS}

donde CC denota que cae primero cara y luego vuelve a caer cara y de manera andloga se
denotan los otros elementos de €2

Sea X := “numero de caras obtenidas”. Se tienen que la variable aleatoria X estd definida por
X Q — R
cCc —2
cs,sC —1 7’
Ss —0
X es una variable aleatoria real. A

Ejemplo 1.6. () Sea una enfermedad A la cual es modelada utilizando el modelo SIS-estocdstico
(definicion dada en la pagina 34). Bajo este modelo se definen las variables aleatorias:

S (t) := “Numero de susceptibles a la enfermedad en el tiempo t”
I (t) := “Numero de infectados por la enfermedad en el tiempo t”

(it) Sea una enfermedad B la cual es modelada utilizando el modelo SEIR-estocdstico (definicion
dada en la pdgina 35). Bajo este modelo se definen S (t) e I(t) como en el item (i) y las
stquientes variables aleatorias:

E (t) := “Numero de expuestos a la enfermedad en el tiempo t”
R (t) := “Numero de recuperados de la enfermedad en el tiempo t”

Las variables S (t),E (t),1(t) y R(t) son definidas con mds detalle en la paginas 32 y 35,
éstas toman valores en el espacio medible ([0, +00),B ([0, +00))). A

Definicién 1.9. Sea X : Q@ — Q una S — S—variable aleatoria con (Q,S, P) un espacio de

probabilidad y <S~2, §) un espacio medible. Por notacion se escribe

{(XeB}:={weQ:X(w)eB}con BeS,

la funcién Px definida sobre la o—dlgebra & por medio de

Px (B) := P({X € B}) = P(X € B); para todo B € S,
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es una medida de probabilidad sobre (ﬁ, §> llamada la distribucion de la variable aleatoria
X ([Blanco, pag. 55]).

Ejemplo 1.7. Sean las variables aleatorias S (t),I(t),E (t) y R(t) como en el ejemplo 1.6.
Tenemos que para cada t > 0, I (t) define la distribucion dada por:

Pryy (B) :== P (I (t) € B) para todo B € %B ([0, +00)),
andlogamente S (t),E (t) y R (t) definen sus distribuciones. A

Las siguientes definiciones son enunciadas para definir cuando variable aleatoria se dice que
tiene distribucion normal estandar.

Definicién 1.10. [Blanco, pag.56] Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad y X : Q — R una
variable aleatoria real. La funcion de distribucion de X, denotada por Fx, se define como

Fx (z) :== Px ((—o0,z]) = P (X < z).

Definicién 1.11. [Blanco, pag.61] Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad y X : Q@ — R
una variable aleatoria real con funcidn de distribucion Fx . Si Fx es una funcion escalonada
entonces X es una variable aleatoria de tipo discreto, si Fx es continua se dice que X es de
tipo continua y si Fx se expresa como una combinacion lineal de una funcion escalonada y
una funcion continua entonces se dice que es una variable aleatoria mixta.

Como una variable aleatoria con distribucién normal es de tipo continuo, sélo nos centraremos
en ese tipo de distribuciones. Se procede inmediatamente a definir la funcidn de densidad de
probabilidad a partir de la cual se define una variable aleatoria con distribucién normal.

Definicién 1.12. [Blanco, pdg.61] Sea X una variable aleatoria real definida sobre un espacio
de probabilidad (2,3, P). X es absolutamente continua si y sélo si existe una funcidn real
no negativa e integrable fx tal que

Fx (z) = [ fx (u)du, para todo x € R,

la funcion fx se llama la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria X.

Si la variable aleatoria X es absolutamente continua, entonces para todo B € 9B (R) se tiene
que P(X € B) = [5 fx (u) du. Se define la distribucion normal como sigue:

Definicién 1.13. ([Blanco, pag.144]) Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion
normal de pardmetros 1 y 0%, donde i € R y o > 0 si su funcién de densidad de probabilidad
estd dada por

1 1 z—p\
fX<~’”>:mexp[‘z< aﬂ)]""’”eR'

Notacion: X ~ N (,u, 02). St =0y o =1 se dice que X tiene una distribucién normal
estandar.

En el ejemplo 2.2. presentado en el capitulo 2 se utiliza la distribucion exponencial para mode-
lar un crecimiento bacteriano. La definicién de una wvariable aleatoria con dicha distribucion
corresponde a:
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Definicién 1.14. ([Rustom, pig.83]) Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion
exponencial de pardmetro A, donde X\ > 0 si su funcion de densidad de probabilidad estd dada
por

Xe ™ para x>0
Ix (@) = { 0 , en otro caso

Notacion: X ~ Exp (N).

Sea X una variable aleatoria real con funcién de distribucién Fx (). “Un par de valores que
“resuman” en cierta forma” ([Blanco, pdg.73]) la informacién de las propiedades de tipo proba-
bilistico de X son la esperanza y la varianza. La esperanza define un “promedio” de los valores
asumidos por X y la varianza “mide” que tanto varfan los valores de X con respecto a su
esperanza (ver [Blanco, pag.73—74]). Formalmente se define la esperanza y la varianza como
sigue

Definicién 1.15. [Blanco, pdg.74] Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio
de probabilidad (2,3, P).

(i) Si X es una variable aleatoria discreta con valores x1,x3 ..., se dice que tiene esperanza si
90wy P (X = 24) < +00, caso en el cual la esperanza B (X) se define como

E(X)=Y FxP (X =u1).

(it) Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx, se dice que tiene
esperanza si fjoooo lu| fx (u) du < 400, caso en el cual la esperanza E (X) se define como

E(X)= [T2ufx (u)du.
(ii) Si E (X?) y E(X) existen se define la varianza como
V(X) =B (X -B(X)]") =B (x?) - B (X))

(iv) Sean X y Y variables aleatorias sobre (0, S, P) tales que E (X?) < 400 y E (Y?) < +oc.
Se define la covarianza de X y Y como

Cov(X,Y)=E(X —~E(X)][Y —E(Y)]) =E(XY) - E(X)E(Y).

(v) Sean X y Y wariables aleatorias sobre (2,y, P) tales que B (XQ) <400y E (YQ) < 400.
Se define el coeficiente de correlaciéon de X y Y como

. Cov (X,Y)
PNV (Y

Ejemplo 1.8. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad dada por

fx (z) =

)

de ™ g x>0
0 en otro caso

su esperanza estd dada por

+oo 4 alb +oo )
B0 = [ wedu= M dueBlo+ Jertdu= M~ =T
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A

Ejemplo 1.9. En [Blanco, pdg. 150] se demuestra que si X ~ N (u,0?) entonces B(X) =p y
Var (X) = o2 A

Definicién 1.16. ([Marin, pdg. 3]) Sean X una variable aleatoria real definida sobre el espacio
de probabilidad (Q, 3, P) y p un entero positivo. Si E(|X|P) < 400 se define E(XP) como el
p—ésimo momento de X.

Definicién 1.17. ([Jacod, pdg. 52]) Sean X una variable aleatoria real definida sobre el espacio
de probabilidad (2,3, P) y p un entero positivo tal que B (| X|?) existe. Se dice que X pertecene
al espacio LP (Q,3, P).

Definicién 1.18. ([Jacod, pag. 142]) Sean p un entero positivo, { Xy}, una sucesion de varia-
bles aleatorias reales y X una variable aleatoria real definidas sobre un espacio de probabilidad
(€, 3, P) tal que Xy, X € LP (Q, S, P) para todo n € N. Se dice que { Xy}, oy converge en LP
a X, sty sdlo si,

lim E (X, — X|") = 0.

n—-—+o00

En tal caso se escribe limy, o X, = X en LP.

Ms4ds adelante, cuando se proponen los modelos epidemioldgicos estocdsticos se utiliza el hecho
de que un conjunto variables aleatorias X1, ..., X, son independientes e igualmente distribuidas
(iid) (seccion 2.4 pag. 49). Este hecho también se utiliza en el capitulo 4 cuando se proponen
los estimadores de mdxima verosimilud (pdginas 113 y 117).

Se dice que X1, ..., X, son idénticamente distribuidas si todas tienen la misma distribucidon,
es decir, todas tienen la misma funcion de distribucion (ver [Casela, pdg. 139—140 y pag.
207—208]). La independencia se define a partir del concepto de o—dlgebra generada por una
variable aleatoria.

Definicién 1.19. ([Jacod, pdig. 65]) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad, (ﬁ,@) un es-

pacio medible y X : 2 — Q una variable aleatoria. Se define la o—dlgebra generada por la
vartable aleatoria X como la o—dlgebra definida por:

o(X):= N {6:X‘1 (B) € & para todoBe@}.

® es una o—4dlgebra

Sea C una coleccion de S — S—variables aleatorias, se define o (C) como la o—dlgebra generada
por el conjunto Uxeco (X).

Definicién 1.20. ([Jacod, pag. 65]) Sean los espacios medibles (ﬁl,gl) ,...,(@n,gn) so-
bre los cudles estan definidas las variables aleatorias X1,. .., X,, respectivamente. Se dice que
X1,..., X, son independientes, si y sdlo si, las o—dlgebras o (X1),...,0(X,) son indepen-
dientes.

1.1.1. Conceptos bésicos de vectores aleatorios

La definicién de una funcion de densidad de probabilidad conjunta la utilizaremos al momento
de determinar la funcion de mdzima verosimilitud para estimar los pardmetros de los modelos
SIS—estocastico y SEIR—estocdstico en el capitulo 4 (ecuaciones 4.4). En particular obser-
varemos que dicha funcion de densidad corresponde a la funcion de densidad conjunta de una
distribucion normal multivariada(paginas 113 y 117).
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Definicién 1.21. (/Blanco, pdg. 182]) Sean Xi,..., Xy variables aleatorias reales definidas
todas sobre un espacio de probabilidad (2,3, P). La variable aleatoria definida por

X:  —R"
w — X(w)=(X1(w),..., X, (w))

recibe el nombre de vector aleatorio n—dimensional. La medida de probabilidad definida
sobre B (R™) por

Px (B) := P (X €B) para todo B € B (R")
se llama distribucion del vector aleatorio X.

Ejemplo 1.10. Sean las variables aleatorias S (t),I (t),E (t) y R (t) como en el ejemplo 1.6.
En el modelo SIS-estocdstico (pdgina 50) el vector aleatorio (S (t),1(t))! define ,para todo
t > 0, la distribucion dada por:

Psys (Bi x By) := P((I(t),S () € By x By) para todo By x By € B ([o, +oo)2).
Andlogamente en el modelo SEIR-estocdstico (pagina 50) el vector aleatorio
(S(t),E(t),1(t),R(1)"
define, para todo t > 0, la distribucion dada por:

Psprre (B) == P((S(t),E(t),I(t),R(t)) € B) para todo
B=BixByxByx BB ([0,+oo)4)
A

Definicién 1.22. (/Blanco, pag. 190]) Sean Xi,..., X, wvariables aleatorias reales definidas
todas sobre el espacio de probabilidad (2,3, P). Se dice que las variables son conjuntamente
continuas si existe una funcion f definida para todo (x1,...,z,) € R™, no negativa e integrable
tal que

P((X1,....Xp)€B)=[...[f (z1,...,2p) dx1 ... d2y,
B

para todo B € B (R™). La funcion f se denomina la funcion de densidad conjunta del
vector aleatorio X = (X1,...,X,).

De la definicién anterior se tiene que:

Jooi[f (@1, @) day .. dxy = 1.
Rn

Ejemplo 1.11. (/Blanco, pdg. 236]) La distribucion normal multivariada: Sea
X :(Xlw"?Xn)T

un vector aleatorio. Se dice que X tiene una distribucion normal multivariada n—dimensional
si para todas las constantes reales aq,...,q, se tiene que ;L:lanj tiene una distribucion
normal univariada, posiblemente degenerada cuando o = 0 para todo j.

Los pardmetros de un vector aleatorio X de dimension n con distribucién normal multiva-
riada son el vector de medias y la matriz de covarianzas ([Diaz, pdg. 42—43]) definidos
respectivamente por
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2
0'1 o e Uln

“:(Ml""’un)TyZz :
Oln - 0'7%
tal que p; = E(X;), 0? =V (X;) para todo i =1,--- ,n
Yy o5 = Cov (Xi,Xj), ) 7& j

Notacion: X ~ Ny, (u,X). En [Blanco, pag. 240] se demuestra que si ¥ es una matriz definida
positiva entonces la funcion de densidad de probabilidad conjunta de X estd dada por

09 = g o | e e,

siendo || el determinante de ¥ y X1 su matriz inversa. Para el caso particular de la distribu-

cion normal bivariada, es decir, cuando X = (X1, XZ)T se tiene que la funcion de densidad
de probabilidad conjunta estd dada por

[ (z1,22) = 27r01021\/1 — exp [_ 5 (11_p2) {( xla_lul >2
() (20m)]

siendo p el coeficiente de correlacion entre X1 y Xa. A

El siguiente teorema de [Jacod, pdg. 65—66] (en este libro como un corolario), se utilizard més
adelante cuando se proponga la funcidn de verosimilitud para el vector conformado por las varia-
bles aleatorias S (t), E (t),I (t) y R(t) para todo t > 0, dependiendo del modelo epidemiolégico
a trabajar (si SEIR o si SIS) (pdgina 113 y 117).

Teorema 1.1. ([Jacod, pig. 69—70]) Sean X y Y dos variables aleatorias reales definidas
en el espacio de probabilidad (2,3, P) con funciones de densidad de probabilidad fx y fy,
respectivamente. Considérese el vector aleatorio (X,Y) definido sobre B (RQ) con funcion de

densidad de probabilidad conjunta f (z,y). Se tiene que X y 'Y son independientes, si y sdlo si,

f(x,y) = fx (z) fy (y).

El teorema anterior implica directamente que dadas Xi,..., X, variables aleatorias definidas
sobre (€, S, P) son independientes, si y sélo si, f(x1,...,2,) = fx, (z1)... fx, (x,), donde
f(x1,..., xy) esla funcion de densidad conjunta del vector aleatorio (X1,...,X,) vy fx, (zi)
es la funcidn de densidad de probabilidad de cada variable aleatoria X; para todoi=1,...,n.
El hecho anterior es utilizado para estimar los pardmetros de los modelos SIS—estocdstico y
SEIR—estocéstico (paginas 113 y 117).

Un concepto a definir en esta seccién corresponde a la funcion de densidad condicional, concepto
utilizado en las subsecciones 4.3.1 y 4.3.2. para determinar las futuras funciones de verosimi-
litud.

Definicién 1.23. ([Blanco, pdg. 261]) Sean X yY dos variables aleatorias continuas ,definidas
sobre el espacio de probabilidad (2,3, P), con funcion de densidad de probabilidad conjunta f
y funciones de densidad fx vy fy, respectivamente. Se define la funcién de densidad de
probabilidad condicional de X dado Y =y como

fxpy (z]y) = m para todo y tal que fy (y) > 0.
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El concepto de esperanza condicional dada una o—dlgebra es utilizado para definir una martin-
gala. Es por ello que para finalizar esta seccién se hacen las siguientes definiciones:

Definicién 1.24. Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad y B € . Se define la funcion
indicadora de B para todo w € ) como

1B(w):{

lssweB
0 en otro caso

Definicién 1.25. ([Blanco, pag. 273]) Sean X una variable aleatoria real sobre el espacio de
probabilidad (2,3, P),

(i) St B € ¥ con P(B) >0y E(X1p(w)) < +oo, se define la esperanza condicional de
X dado B como

E(X1p)

B(XIB) = —5 5

(it) Si & es una sub—o—dlgebra de I se define la esperanza condicional de X dada & como
una variable aleatoria &—medible denotada por B (X|®), tal que

E(X —E(X|®)]1g) =0, para todo G € &.

1.2. Conceptos basicos de procesos estocdsticos

Bajo la suposicion de que el nimero de infectados por una enfermedad contagiosa en el tiempo
t, notado como I (), sea una variable aleatoria, entonces {I (t)},~ es una coleccion de variables
aleatorias, la cual en realidad se conoce como un proceso estocdstico.

Definicién 1.26. (/Blanco, pig. 315]) Un proceso estocdstico es una familia de variables
aleatorias {Xi},cp, definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (Q, S, P) y con valores
en un espacio medible (S, &). El conjunto T es conocido como el conjunto de indices del
proceso y S como el espacio de estados.

Usualmente ¢ denotard un tiempo, por ejemplo, considérese X (t) como el mimero de nacimientos
vivos en el tiempo ¢ en una determinada ciudad. El proceso{X;}, ., es el total de nacimientos
en la ciudad durante el tiempo T'. Al tomarse ¢ fijo y un punto muestral w € , entonces X; (w)
se puede escribir también como X (¢,w).

Ejemplo 1.12. En el modelo SIS—estocdstico {S (t),1 (t)};>q es un proceso estocdstico con va-
lores en ([O, +00)?, B ([0, +oo)2>) y en el modelo SEIR—estocdstico {S (t), E (t),I(t),R(t)};>¢
es un proceso estocdstico con valores en ([0, +o00)*, B ([O, —1—00)4)).

Definicién 1.27. (/Blanco, pdg. 316]) Sea {Xi},cr un proceso estocdstico definido sobre un
espacio de probabilidad (2,3, P) y con valores en el espacio medible (R,B (R)),

(i) Si T es un subconjunto de mimeros naturales, entonces se dice que {Xi},.p es un proceso
de parametro discreto.

(1) Si T es un intervalo de nimeros reales, entonces {X;},. es un proceso de pardmetro
continuo.

(#3) Si S es un conjunto finito o enumerable, entonces {Xi},.p es un proceso de estado
discreto.

(iv) Si S es un conjunto no enumerable, entonces { X}, es un proceso de estado conti-
nuo.
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Definicién 1.28. ([Karatzas, pag. 1]) Sea {Xi},cp un proceso estocdstico definido sobre un
espacio de probabilidad (2,3, P) y con valores en (S,6). La funcion (t,w) — X¢ (w) para un
w € Q se llama la trayectoria de {X;}, ., asociado a w.

Definicién 1.29. ([Shalizi, pdg. 35]) Sea {Xt},5( un proceso estocdstico definido sobre el espa-
cio de probabilidad (2,3, P) y con valores en (R",B (R")). Se dice que { X}, es continuo,
sty sdlo si, (t,w) — X¢ (w) es una funcion continua para todo w € Q y todo t > 0.

Definicién 1.30. (/Karatzas, pag. 3]) Sea un proceso estocdstico { Xy}~ con espacio de estados
en R™, definido sobre el espacio de probabilidad (2,5, P). Se tiene que para todo w € 2 y todo
t € T la dupla (t,w) pertenece al conjunto [0,+00) x Q. Para el espacio muestral [0,400) x
se define la o—dlgebra producto B ([0,4+00)) ® I como

B ([0, 400)) © S =0 ({(Bx A): Be B([0,+0)) y Ae3I)).

Nota 1.1. (/Karatzas, pdg. 3/) Sea un proceso estocdstico {X;},~, con espacio de estados en
R™, definido sobre el espacio de probabilidad (2,3, P). Para cada t > 0 la variable aleatoria X,
es una funcion dada por

Xi: ([0,400) x 2,B([0,+0)) @) — (R",B (R"))
(tw) — Xi(w) '

Definicién 1.31. ([Karatzas, pdg. 1]) Sean {Xi},;5q y (€2, P) como en la nota anterior. Si
para todo B € B (R") se tiene que X; ' (E) € B ([0,+0)) ® Y para todo t > 0, se dice que

{Xi};>0 es un proceso estocdstico S—medible.

Definicién 1.32. ([Karatzas, pdg. 3]) Sean {S¢},~, una coleccion o—dlgebras sobre el espacio
de probabilidad (0,3, P) y { X}~ un proceso estocdstico. Se dice que {St},~, es una filtracion
de  si para todo 0 < s <t < 400 se tiene que s C I C . Se dice que el proceso {Xi}i=0
es St—adaptado o {Si},sq es adaptado a {Xi},sq, iy s6lo si, X; es Sy—medible para todo
t>0.

Ms4s adelante en la pdgina 50 se proponen un modelo epidemiolégico estocdstico el cual sustituye
B el cual serd una constante que determina la tasa de infectividad (pégina 32) por 5+ odB (t),
donde B (t) es un movimiento browniano en el tiempo t > 0. Para definir el movimiento brow-
niano necesitamos las siguientes definiciones previas

Definicién 1.33. ([Rincon, pig. 5]) Sea {Xi},~, un proceso estocdstico real sobre un espa-
cio de probabilidad (2,3, P) con valores en B (R"). Se dice que {X;},~, tiene incrementos
independientes si para cualesquiera 0 < tg < t; < ty < ... < t, las variables aleatorias
X, — Xt 1y, Xty — Xy son independientes.

Definicién 1.34. ([Rincon, pdg. 5]) Sea {X;},~, un proceso estocdstico real sobre un espacio de
probabilidad (2,5, P) con valores en B (R"). Se dice que {X;},~, tiene incrementos esta-
cionarios si para cualesquiera s < t las variables aleatorias X; — Xs y Xivh — Xsyn tienen la
misma distribucion de probabilidad para todo h > 0.

Un proceso de Markov es un proceso estocdstico en el cual la ocurrencia de un evento en el
“presente” no depende de todos los eventos ocurridos durante el “pasado”, sino que tinicamente
depende de la ocurrencia del pasado “inmediatamente anterior”.

Definicién 1.35. (/Capasso, pdg. 101]) Sea {X;},~, un proceso estocdstico sobre un espacio de
probabilidad (0,3, P) con valores en B (R™), Sy—adaptado a una filtracion {Si},~,. Se dice que
{X:},50 €s un proceso de Markov con respecto a {S;},~, siy solo si, para todo B € B (R")
y todo s < t se tiene que -
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P(X: € B|Ss) = P(X: € B| X;s) casi siempre.

Siguiendo la definicién anterior, al considerar & = B (R) y la filtracién {34}, definida por
St =0 ({X,: 0 <r <t}), se tiene que { X1}, es un proceso de Markov con respecto a {3t}
si para todo B € B (R) y todo s < t se satisface que

P(X; € B| X,,0<r <s)=P(X; € B|X;) casi siempre ([Capasso, pdg. 101]).

Definicién 1.36. ([Capasso, pdg. 101—1083]) Si en la definicion de proceso de Markov tomamos
{Xn},en con conjunto de estados discreto, decimos que {Xy}, cy es una cadena de Markov
de tiempo discreto. Si {X,}, .y tiene conjunto de estados continuo entonces es una cadena
de Markov de tiempo continuo.

Ejemplo 1.13. (i) En el modelo SIS—estocdstico, {S (t),1(t)},;>q es una cadena de Markov

con respecto a {St};sq con ¢ =B ([0,75]2) para todo t > 0 (justicacion en la pagina 113).

(i) En el modelo SEIR—estocdstico, {S (t),E (t),1(t), R(t)};>q es un proceso de Markov con

respecto a {Bi},~o con &; =B ([O,t]4> para todo t > 0 (justicacion en la pagina 117).
A

La seccion 3.4. tiene como objetivo determinar bajo qué condiciones suficientes los procesos
estocdsticos del ejemplo anterior tienen distribucion estacionaria. La siguiente definicién se
hace para definir una distribucion estacionaria de un proceso estocdstico.

Definicién 1.37. (/Blanco, pdg. 300]) Sean X, X1, Xa,... variables aleatorias con valores en
R™ ,sobre un espacio de probabilidad (2,3, P), con funciones de distribucion F, Fy, Fs, ..., res-
pectivamente. Se dice que la sucesion de variables { X, :;3 converge en distribucion a X,
sty solo s,

lim F, (z) = F (z); para todo x punto de continuidad de F,

n—-+o0o

. d
en tal caso se escribe X,, — X .
n—+o00
En la definicién anterior si bien se considera una sucesion de variables aleatorias X1, X, ...,
también podemos considerar un proceso estocdstico { X}, donde {Xt},5, converge en dis-
tribucion a X. En tal caso se dice que X es una distribucion estacionaria de {X;},~,, cuya
definicién estd dada por:

Definicién 1.38. (/Gray, pdg. 16 y 17]) Sea {X;},~, un proceso estocdstico y X una variable
aleatoria, ambos definidos en R™ y sobre un espacio de probabilidad (0,3, P). Sea F la funcién
de distribucion de Xy para todot > 0 y F' la funcion de distribucion de X . Se dice que el proceso
{Xi},5 tiene una distribucion estacionaria X (en caso de que ésta exista), si y sdlo si,

lim Fi (z) = F (z); para todo x punto de continuidad de F .

t——+o0

Para justificar los modelos epidemioldgicos estocdsticos propuestos en este trabajo (pagina 49)
se utiliza el teorema del limite central univariado enunciado a continuacion:

Teorema 1.2. (/Blanco, pdg. 304]) Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias reales

independientes e igualmente distribuidas con media 1 y varianza finita o > 0. Sean

Sp—np
X;yY, =——F7.
j=1 ]y O'\/ﬁ

=

Sy 1=
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Entonces la sucesion de variables aleatorias Yi1,Ys, ... converge en distribucidn a una variable
aleatoria real Y, donde Y tiene distribucion normal estdndar. Esto es,

lim P (Y, <z)=®(x), para todo = € R,

n—-—+00
donde ® (z) :=P(Y <z) con Y ~N(0,1).
En el lema 3.2., utilizado para demostrar las condiciones suficientes para la existencia de la dis-
tribucidn estacionaria de los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocéstico, se tiene como condi-

cion suficiente el hecho de que el proceso estocéstico { Xy}, es de Markov de tiempo homogéneo,
definicién que se presentard inmediatamente:

La funcién p (s, z;t, A) corresponde a la funcién que determina la probabilidad de que partiendo
del estado x en el tiempo (pardmetro) s, el proceso estocastico llegue al conjunto A en el tiempo
t. La definicién de dicha funcién estd dada por:

Definicién 1.39. (/Capasso, pdg. 101—103]) Sea {X;},~, un proceso de Markov con respecto
a la filtracion {S¢},~q , con espacio de estados en R™ y definido sobre el espacio de probabilidad
(9,3, P). Se define la funcién de transicion de probabilidad para todo B € B (R™) y todo
x € R como

p(s,z;t,B) = P(X; € B| X5 =) para todo s < t.

Se dice que un proceso de Markov es de tiempo homogéneo si las probabilidades de transicion
de un estado x a un conjunto B en un periodo de tiempo ¢ — s con s < t son siempre iguales,
es decir:

Definicién 1.40. (/Capasso, pdg. 112]) Un proceso de Markov {X;},~, ,con las mismas condi-
ciones de la definicion anterior, se dice que es de tiempo homogéneo, si y sélo si, para todo
s,tcon0<s<t

(i) la funcion p (s, x;t, B) depende unicamente de t — s y
(i) para todo B € B (R"), todo v € R" y todo u > 0, se satisface que
p(s,z;t,B) = p(s+ u,z;t +u, B) casi siempre.

De la definicién anterior se tiene que si {Xt}tzo es un proceso de Markov real de tiempo ho-
mogéneo entonces para todo B € B (R™), todo x € R™ y todo u > 0 se tiene que

p(s,z;t,B) =p(0,x;t — s, B) casi siempre,
para todo s,t con 0 < s < t ([Capasso, pdg. 112]).

Suposicién 1.1. En este trabajo se asumird que los procesos {S (t)},~¢ € {1 (t)}>o para el
modelo SIS—estocdstico y los procesos {S (t)};50, {E (H)}is0r {L () }is0 ¥y {R () }>0 para el
modelo SEIR-estocdstico son todos procesos de Markov de tiempo homogéneo.

Definicién 1.41. Sea {X,},c una cadena de Markov de tiempo homogéneo, con conjunto de
estados S y definido sobre el espacio de probabilidad (2,3, P). Como {Xy}, oy es de tiempo
homogéneo, entonces tomando m y m+1 para todo m € N, se tienen las siquientes probabilidades

bij = P(Xm+1 :]|Xm = Z) Zp(m,z,m—l— 13.7) :p(071)17])7 para todo Za] € S:

las cudles (si estan definidas) se llaman probabilidades de transicion([Blanco, pig. 319)).
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Notacién 1.1. Siguiendo la notacion de [Blanco, pdg. 319], en una cadena de Markov de tiempo
homogéneo {Xn}, o » con conjunto de estados S, se escribe la probabilidad de ir del estado i al
estado 7 en n pasos desde el tiempo O como

pgz) = P (Xpmin = 7| Xm =1) =p(0,4;n,7), para todo m € N y todo i,j € S.

Si n =0 entonces

B = POt =il =i ={ g 2120

Para demostrar la ezistencia de una distribucion estacionaria de los procesos estocdsticos
{I(t)};>( en el modelo SIS-estocdstico e {I (t)},~, en el modelo SEIR-estocdstico se utilizard el
lema 3.2., donde se tiene la hipétesis de que los procesos son regulares. Un proceso es regular
cuando a partir de cierto “nimero de pasos” (periodo de tiempo), n, las probabilidad de ir de
cualquier estado a otro son siempre positivas ([Rincon, pdg. 86]). La definicién corresponde a:

Definicién 1.42. (i) ([Blanco, pdg. 319 y 320]) En una cadena de Markov de tiempo homogéneo
{Xn}pen con conjunto de estados S:

La matriz Pi(f) = (pf?) se llama la matriz de transicion en n pasos.
Si existe n € N tal que todas las entradas de la matriz PZ.(;L) son positivas se dice que la cadena
{Xn}hen €s regular.

(i) Una cadena de Markov de tiempo homogéneo {X;},~, con conjunto de estados R™ se dice
que es regular, si y sdlo si, existen s,t > 0 tales que t — s > 0 y para los cudles la funcion de
transicion de probabilidad, p (0,z;t — s, B), es positiva para todo B € B (R™) y todo x € R™.

Suposicién 1.2. Los procesos de Markov {S(t),I(t)};5q para el modelo SIS—estocdstico y
{S@),E(@),I(t),R(t)}>o para el modelo SEIR-estocdstico son procesos regulares.

En la demostracién de la existencia de la solucidn de los modelos SIS—estocdstico y SEIR—esto-
céstico se utilizan los términos 757%y 79FIE  ademds en la demostracion de la existencia de
procesos estacionarios en ambos modelos se define un término notado como 7; los cudles son en

realidad tiempos de paro, definicién presentada a continuacién:

Definicién 1.43. ([Ho Choe, pdg. 102—103] y [Rincon, pdg. 202]) Sean {Si};~q una filtracion
de la o—dlgebra & sobre el espacio de probabilidad (2,3, P) y T una variable aleatoria con
valores en [0,+00). Se dice que T es un tiempo de paro con respecto a la filtracion {Si};¢s

sty solo si, {w € Q: 7 (w) <t} € 3y para todo t > 0.

En la demostracién de la existencia de la solucidn de los modelos SIS—estocdstico y SEIR—esto-

castico se utilizan los términos 7579y 75FIR Jos cuales son conocidos como tiempos de explosion.

La definicién un tiempo de explosién corresponde a:

Definicién 1.44. ([Rossi, pdg. 1]) Sea X = {X;},5 un proceso estocdstico sobre el espacio de
probabilidad (2,3, P) tal que X es adaptado a una filtracion {Si},5q de S. 7¢ definido por

7¢:=min{t : X; (w) = +00, para casi todo w € Q}
es conocido como un tiempo de explosion con respecto a X.

La siguiente proposicidn serd utilizada en la demostracién del teorema 3.1.
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Proposicién 1.1. (/Chang, pdg. 48] y [Klebaner, pdg. 242]) Sea X = {Xi},~, un proceso
estocdstico sobre el espacio de probabilidad (Q, S, P) tal que X es adaptado a una filtracion
{Si}50 de . Sean T una variable aleatoria tal que 7 (w) = a con a > 0 para todo w € 0 y
Te un tiempo de explosion con respecto a X, entonces T. y T son ambos tiempos de paro con
respecto a la filtracion {S¢}-

Demostracion: [Chang, pdg. 48].

Gréaficamente un tiempo de explosion 7¢ se observard como en la siguiente figura

Xt ({A.J]
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7 (1.a)

Se define lo que es una martingala para luego definir lo que es una martingala local, siendo
ésta una de las condiciones suficientes de la ley fuerte de los grandes niimeros para martingalas.
Ademss, en el lema 3.2. se necesita que el proceso estocdstico sea una martingala local. Este lema
es utilizado para demostrar la extincidn en los modelos SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico
(pagina 81).

Definicién 1.45. (/Capasso, pdg. 91]) Sean X = {Xi},5o un proceso estocistico sobre el es-
pacio de probabilidad (2,3, P) y {Si},5¢ una filtracion de 3. Se dice que {X;},~, es una
{S¢}, —martingala, si y solo si, cumple las siguientes condiciones:

(i) {Xt}>0 es Si—adaptado
(it) E (| X¢|) < 400 para todo t > 0.
(3t3) B (X4 Ss) = Xs para todo s < t.

Para la siguiente definicién se utiliza la notacién de que 7 A s := min {r, s}.

Definicién 1.46. ([Capasso, pag. 99]) Sean X = {X;},~, un proceso estocdstico sobre el espacio
de probabilidad (2, S, P) y {Si},>o una filtracion de 3. Se dice que {X1},~o €s una martingala
local con respecto a {Sit},~q, i y solo si, existe una sucesion de tiempos de paro {Tn}nen, todos
con respecto a {S¢},~q, tal que para todo n € N:

(i) Tn < Tnt1 casi siempre,

(u)P< lim Tn:+OO> =1y
n——+00
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(i12) {Xinr, b0 €s una {Si}, —martingala.
La sucesion de tiempos de paro {7y}, cy € conoce como una secuencia de localizacion.

Una martingala local {X;},~, es continua, si y sélo si, todas las trayectorias del proceso son
funciones continuas (definicion 1.28.).

Definicién 1.47. Sean X = {Xi},5q y Y = {Yi};5¢ dos procesos estocdsticos sobre el espacio
de probabilidad (2,3, P), tal que X;,Y; € L?(Q,S, P) para todo t > 0. Se define el producto
interno en L?(Q,S, P) como (X, X), :=E (X}?) y (X,Y), = E (X3 V3).

El siguiente teorema se conoce como la ley fuerte de los grandes nimeros para martingalas
locales. Este teorema se utiliza para demostrar la persistencia en la media de ambos modelos y
la proposicion 3.2. donde se muestra la media y la varianza de la distribucion estacionaria del
modelo SIS—estocastico.

Teorema 1.3. ([Mao, pdg. 12]) Sea M = { M}~ una martingala local continua con valores

en los reales y sobre el espacio de probabilidad (2,3, P), tal que My = 0 casi siempre, entonces

M,
(i) si tginoo (M, M), = +o00 c.s. implica que tETmW =0cs.y
M, M M,
(3t) si  lim (M M), =0 c.s. implica que lim —— =0 c.s.
t—-+o00 t t—+oo ¢

1.3. La integral de It6

En el capitulo 2 pdgina 50 se presentan los modelos epidemiolégicos SIS-estocdstico y SEIR-
estocdstico. Por lo que se dijo en la seccién anterior, dichos modelos presentan un cambio
en la tasa de infectividad (ver pédgina 49), escribiéndose como 8 + odB (t), donde {B ()},
es un movimiento browniano. En la pdgina 50 se muestra que las ecuaciones de los modelos
SIS-estocéastico y SEIR-estocdstico son en realidad ecuaciones diferenciales estocdsticas con un
diferencial dB (t) (diferencial del movimiento browniano). La definicion formal corresponde a

Definicién 1.48. (/Karatzas, pag. 47]) Sea B = {Bi};5o = {B (t)};5¢ un proceso estocdstico

sobre un espacio de probabilidad (2,3, P). Decimos que B es un movimiento Browniano si

(i) Bo = B (0) = 0 casi siempre.

(it) B tiene incrementos independientes y estacionarios.

(4i3) Para todo s <t con s >0 se tiene que By — Bs ~ N(0,t — s).

(tv) Las trayectorias del proceso, (t,w) — X (w) para todo t > 0 y todo w € Q, son continuas.
Sea el proceso estocdstico {B(t)};5 = {(B1(t),--., Bm (t))}so tal que {B;(t)}o es un
movimiento browniano y los {B; (t)},5(’s son independientes para todo i =1,...,m , entonces

se dice que {B (t)},~, es un movimiento browniano m-dimensional.

En [Resnick, pag. 489—494] se demuestra la existencia del movimiento browniano. Al modelar
cinco trayectorias de un movimiento browniano utilizando el método de Fuler-Maruyama (ver
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capitulo 4) obtuvimos la siguiente grafica
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se observa que si {B;},~, = {B (t)},>, es un movimiento browniano sobre (2,3, P), entonces
para cada w € € se tendrén trayectorias (t,w) — B (t,w) distintas. Esto quiere decir que el
comportamiento del movimiento browniano no es determinista, porque el comportamiento varia
conforme varfa w € Q.

Definicién 1.49. ([Oksendal, pag. 25]) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad y {St};
una filtracion de ¥ tal que

(1) Un movimiento browniano {By},~, estd definido sobre el espacio de probabilidad (2,3, P).
(i) {St}>o satisface que ¢ = o ({Bs : 0 < s < t}) para todo t > 0.
La filtracion {St},>q se conoce como la filtracion browniana.

El conjunto de las funciones V (S, T') son en realidad las funciones integrables con respecto a la
integral de Ité en el intervalo [S,T]. Formalmente se definen como

Definicién 1.50. ([Oksendal, pdg. 25]) Sea (2,3, P) un espacio de probabilidad sobre el cual
estd definida la filtracion browniana {%t}tzo y sea la clase de las funciones f definidas por

f: [0,400)x2 — R
(t,w) — f(t,w)’ (1.1)

se tiene que {f (t)};>o es un proceso estocdstico. Se dice que f € V(S,T) (mds adelante,
Junciones integrables en el sentido It6) con 0 < S < T, siy sdlo si, { f (1)},;5 cumple las
stguientes condiciones:

(i) (t,w) — f(t,w) es B ([0, +00)) @ S—medible para todo t > 0 y todo w € Q.

(3t) f (t,w) es y—adaptado.

(it3) B < 400 para todo w € Q.

T
12t w)dt
S

Se define el conjunto de funciones V como V := Np=oV (0,7T).

Definimos ahora las funciones elementales como sigue
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Definicion 1.51. ([Oksendal, pdg. 26]) Sea (22,3, P) un espacio de probabilidad sobre el cual
estd definida la filtracion browniana {Si}i~g, ¢ € V(S,T) y to,t1,... tal que 0 < tg < 11 <
... < tn. Se dice que ¢ es una funcion elemental, si y y sdlo si, se escribe de la forma la
forma

n

e (t,w) = ;)ej (W) L, 141) (B)s

donde e; son funciones (t,w) — e; (t,w) tales que, e; es ¢, —medible para todo j =0,1,2,...
con

[ lsitelt;,t+1)
Lt 1) (1) = { 0sitél[tjt+1)"

Toda funcién f € V (S, T) se puede aproximar por medio de sucesiones de funciones elementales
{©n}nen- La definicién de aproximacion estd dada por

Definicién 1.52. ([Oksendal, pdg. 27]) Sea (Q,, P) un espacio de probabilidad sobre el cual
estd definida la filtracion browniana {Si}ys. Sean una sucesion de funciones {¢,},cy sobre
{St}is0 ¥ una funcion f tales que f, 1, p9,... € V(S,T) y

lim E

n—-4o0o

(f (ta w) — ¥n (tv w))2 dt| =0,

n—"~

se dice que {@,},cn S€ aproxima a f sobre el intervalo [S,T).

Para definir la integral de Ité en el intervalo [S,T] con S,T > 0 para las funciones f € V (S,T)
se define primero para las funciones elementales ¢ como sigue:

Definicion 1.53. ([Oksendal, pdg. 26]) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad sobre el cual
estd definida la filtracion browniana {%t}tzo y @ una funcion elemental. La integral de Ito de
la funcion ¢ en el intervalo [S,T] con 0 < S < T se define como

T n
é:(p (t,w)dB (t,w) = ;]ej (W) [B (tj4+1,w) — B (tj,w)], para todo w € §

Para definir la integral de It6 para toda f € V(S,T) seguimos los siguientes pasos (ver
[@ksendal, pag. 26]) que en realidad son proposiciones que demuestran que para toda fun-
cién f € V(S5,T) existe una sucesién de funciones elementales {¢,,}, oy tales que ¢, € V (S,T)

para todon €e Ny E [fST (f (t,w) — @, (t,w))? dt} — 0 cuando n — 4o00.

Paso 1.1. Sea g € V(S,T) acotada y g (-,w) continua para todo w € 2, entonces existe una
sucesion de funciones elementales {p,,},cy €V (S,T) tal que tal que para todo w €

E

T
[ (gtw)—p, (t,w))*dt| — 0 cuando n — +ooc.
0

Paso 1.2. Sea h € V(S,T) acotada, entonces existe una sucesion de funciones acotadas
{gn}nen €V (S,T) y g (-,w) continua para todo w € Q y todo w €

|

Shat

(h(t,w) — gn (t,w))? dt] — 0 cuando n — +o0.
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Paso 1.3. Sea f € V(S,T) acotada, entonces existe una sucesion de funciones acotadas
{hn}pen €V (S,T) tal que para todo w €

T
E|[(f(t,w) —hy (t,w))?dt| — 0 cuando n — +oo.
0

Con los pasos anteriores ya podemos definir la integral de Ito6 para toda funcién en f € V (S, T)
como sigue

Definicién 1.54. ([Oksendal, pdg. 27]) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad sobre el cual
estd definida la filtracion browniana {St}ysg y {f (£)}i>o una funcion tal que f € V(S,T). L
integral de Ito de la funcion f en el intervalo [S,T] con 0 < S < T se define para cada w € Q
como

?f (t,w)dB (t,w) = hm fcpn (t,w)dB (t,w) en L?(Q,S, P)
S n—-+ OO

donde {@, },cn €5 una sucesion de funciones simples tal que

T
E|[(f(tw) — ¢, (t,w)*dt| — 0 cuando n — +oo.
S

La siguiente proposicién se demuestra a partir de la definicién anterior, prueba se puede consul-
tar en [@Oksendal, pag. 30]. La propiedad (%ii) en particular se utiliza para demostrar la ezistencia
de procesos estacionarios en la seccion 3.4.

Proposicién 1.2. ([Oksendal, pag. 30]) Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad sobre el cual
estd definida la filtracion browniana {St}yg » f,9 €V (S,T),0< 8 <U <T yc € R, entonces

U
(i) zf (t,w)dB (t,w) = gf (t,w)dB (t,w) + if (t,w)dB (t,w) para casi todo w € €.

(i) Z [ef +g] (t,w)dB (t,w) = ch (t,w)dB (t,w) + Zg (t,w)dB (t,w) para casi todo w € Q.
(i) B Zf (t)dB ()| = 0.

(iv) ?f (t)dB (t) es Sy—medible.
S

(v) Isometria de Ité6:

T T T 2
<£f(t,w)dB(t),gf(t,w)dB(t)> =E (gf(t,w)dB (t)) =E

T
12 (tw) dt] .

S

Notacién 1.2. Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad sobre el cual estd definida la filtracion
browniana {St};>q Y f,g € V(S,T). El producto interno (definicion 1.47.) de las variables

aleatorias fST (t,w)dB(t) y fS (t,w)dB (t) se nota como:

T T T T
<£f(t,w)dB (t),fg(t,w)dB(t)> =E [gf(t,w)dB(t) gg(t,w)dB(t) ,

S

de manera que por la formula de It6 tendremos que
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S S

T T
<£f (t,w)dB (), [ f (t,w)dB (t)> =FE

T
[ 12 (t,w) dt].

Al momento de introducirse las wvariables aleatorias reproductivas bdsicas (pégina 57) éstas
tedran una distribucién normal cuyos pardmetros se determinardn con ayuda de la siguiente
proposicion:

Proposicién 1.3. ([Klebaner, pig. 393] y [Papani, pdg. 15]) Sean (2,3, P) un espacio de
probabilidad sobre el cual estd definida la filtracidn browniana {%t}tzo y f€V(0,T). Entonces

se tiene que fOT f(t)dB (t) es una variable aleatoria cuya distribucion estd dada por:

T T
[f(#t)dB(t) ~N (0,fo () dt).
0

0

Utilizando la integral de Ité se define lo que se conoce como un proceso de Ité. Para dicha
definicién necesitamos definir la clase de funciones Wy (S,T), definicién similar a la de las
funciones del tipo V (S, T), pero debilitando las condiciones (i) y (ii) en dicha definicién.

Definicién 1.55. ([Oksendal, pdg. 35]) Sean un espacio de probabilidad (0, ¥, P), H = {H¢},~
una filtracion de S tal que {B(t)},~, es una Hy—martingala y la clase de las funciones v
definidas por -
v: [0,400) xQ — R
(t,w) —v(tw)

; (1.2)

se tiene que {v (t)},~o es un proceso estocdstico. Se dice que v € Wy (S,T) con 0 < S < T, si
y s6lo si, {v (t)},~ cumple las siguientes condiciones:

(1) ([Oksendal, (i) de la definicion 3.1.4, pag. 25]) (t,w) — f (t,w) es B ([0, +00))RF—medible.

(it) ([Oksendal, (i), pdg. 34]) v (t,w) es Hi—adaptado.

T
(it3) ([Oksendal, (iii’), pdg. 35]) P (va (s,w)ds < —{—oo) =1.
S
Se define el conjunto de funciones Wy como Wy := NpsoWy (0,T).

En la siguiente proposicién se tiene que h € Wy (S,T) implica que h es una martingala local
continua. Esta es una condicién suficiente del lema 3.1, con el cual se prueba la extincion en
los modelos SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico (pagina 66).

Teorema 1.4. (i) ([Oksendal, pdg. 53]) Sean {B ()}~ un movimiento browniano definido so-
bre un espacio de probabilidad (2,3, P), {St}>¢ la filtracion browniana y g € V (0,T). Entonces
existe una {St}, —martingala { My}, tal que

t
M (w) = [g(r,w)dB (r) para todo 0 <t <T, casi siempre,
0

luego fgg (r,w)dB (r) es una {3}, —martingala.

(i) ([McLeish, pdg. 105] & [Bain, pag. 50]) Sean {B (t)},~, un movimiento browniano definido
sobre un espacio de probabilidad (0, S, P), H = {H},~o una filtracion de S tal que {B (t)},5¢
es una Hy—martingala y h = {h(t)},59 € Wi (0,T). Entonces existe una {H;}, —martingala
local continua {X;},~, tal que -
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t
Xi (w) = [h(r,w)dB(r) para todo 0 <t < T, casi siempre,
0

luego fg h(r,w)dB (r) es una {H;}, —martingala local.

Necesitamos definir un proceso de Ité para enunciar la formula de Ito. Veamos

Definicién 1.56. (/Oksendal, pdg. 44]) Sea {B (t)},~, un movimiento browniano definido sobre
un espacio de probabilidad (2,3, P) y H = {Hyi},50 una filtracion de S tal que {B (t)},5q €s
una Hy—martingala. Un proceso de Ité o una integral estocdstica es un proceso estocdstico
{X (t)},>( sobre (2,3, P) de la forma

t

X (t,w) :X(O,w)—i—{u(s,w)ds—f—{v(s,w)dB(s,w),

tal que

(i) v={v(t)};>9 € Wx y satisface que
t
P (fv2 (s,w)ds < 400, para todo t > 0) =1;
0
(it) u = {u(t)};>o es Hi—adaptado y
t
P <f|u(8,w)|d8 < +00, para todo t > 0> =1.
0

Nota 1.2. ([Oksendal, pag. 44]) La notacion integral de un proceso de Ito,
t t
X(t)=X(0)+ fu(s,w)ds+ [v(s,w)dB (s,w),
0 0

se puede escribir en notacion diferencial como
dX (t,w) = u(t,w)dt + v (t,w)dB (t,w).

Definicién 1.57. Para el caso multidimensional consideremos el proceso estocdstico {X (t)};5

con X (t) = (X1 (), ... X, (1))T € R" para todo t > 0 , {B (t)}4>0 un movimiento browniano
m—dimensional sobre (0,3, P) y H = {Hi},~ una filtracion de S tal que {B (t)},5, es una
Hi—martingala. Sea la notacion diferencial de {X (t)},>, dada por

dX1(t) = up (t,w)dt +v11 (t,w) dB1 (t,w) + ... + Vi, (t,w) dBp, (t,w)

X (£) = tn (£,0) dt + Va1 (£,0) dBy (£,0) + - + Vnm () dBon (£ )
o en forma matricial simplificada
dX (t) =u(t,w)dt + v (t,w)dB (),
tal que

uy (t,w) vi1 (b,w) .. v (tw) dB; (t,w)
u(t,w) = : s V() = : : y dB (1) = : ,
Up (t,w) Up1 (t,w) oo Upm (H,w) dBy, (t,w)
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donde v (t) = [vij (t,w)], ., €5 una matriz n X m con € v (t,w) € Wy y
P <fg v?j (s,w)ds < 400, para todo t > 0) =1

para todoi=1,...,nytodo j=1,...,m, u; (t,w) Ademds w; (t,w) es un proceso Hy—adaptado
y P (fg |u; (s,w)|ds < 400, para todo t > 0) = 1. para todoi=1,...,n. Se dice que {X (t)},~¢
es un proceso de Ité n-dimensional.

Ejemplo 1.14. Los procesos estocdsticos para el modelo SIS-estocdstico, {S (t),1 (t)}>g, ¥
para el modelo SEIR-estocdstico, {S (t), E (t),1(t), R (t)};>q, son procesos de Ito cuya notacion
diferencial estd en la pdgina 50. A

Se puede decir que el siguiente teorema es uno de los mds importantes para este trabajo, ya
que aparece en las demostraciones de todos los teoremas del capitulo 3. Ademds gracias a la
formula de It6 se tiene la integracion por partes utilizado para definir las variables aleatorias
reproductivas bdsicas de las ecuaciones 2.21, 2.22, 2.23 y 2.2/. El enunciado de este importante
teorema corresponde a

Teorema 1.5 (La féormula de Ité unidimensional). ([Oksendal, pdg. 44 y 46] y [Marin,
pag. 13]) Sea {X (t)};5q un proceso de Ito dado por

dX (t) =u(t)dt+v(t)dB(t) (1.3)

Sea V (t,z) € C?([0,+00) x R), esto es V tiene derivadas parciales continuas y diferenciables
en [0,400) X R, entonces el proceso estocdstico dado por Y (t) =V (t,X (t)) es un proceso de
Ito tal que

4y (t,w) = ( (X (1) ult ) (4, X (1)
1.4)
1, o*vV ov (
+TU (t,w)W (t, X (t))> dt + v(t,w)aT (t, X (t))dB (t)
En notacién integral la ecuacion 1.4. estd dada por ([Oksendal, pag. 46)):
Vi, X (@)= V(0 +f( (s, X (s ))Jru(s,w)aa‘;(s,X(s))
82V (1'5)

1 t oV
+5v (S’W)W (s, X (s))) ds + {U(S’WW (s, X (s))dB (s)
ecuacién que utilizaremos para determinar la distribucién de las variables reproductivas bdsicas
(pdgina 50).

Notacién 1.3. En [Marin, pdg. 13] se nota V; = %‘t/’ Ve = aV y Ve = % V.. notacion alternativa
que se usard en este trabajo.

En la férmula de Ité6 aparece la expresiéon que conocemos como el operador diferencial, cuya
definicién corresponde a:

Definicién 1.58. Sean {X (t)},o un proceso de It6 dado por la ecuacion 1.4. y la funcion
g(t,z) € C?([0,+00) x R). Se define el operador diferencial L de g como

d%g
022

£(g (X (1) == 2 (1, X () + u(t) 2

(t, X (t)) + ;v2(t) (t, X (t)). (1.6)
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El operador diferencial cobra importancia al momento de demostrar la estabilidad de los modelos
SIS-estocéastico y SEIR-estocdstico en los teoremas 2.5 y 2.6.

La formula de Ito multidimensional se utiliza para demostrar los teoremas de existencia, per-
sistencia en la media, extincion y existencia de procesos estacionarios para los modelos SIS-
estocdstico y SEIR~estocdstico en el capitulo 3.

Teorema 1.6 (La formula de Ité multidimensional). ([Oksendal, pag. 44] y [Marin, pdg.
13]) Sea {X (t)},5q un proceso de It6 n—dimensional como en la definicion 1.56., es decir,

dX (t) =u(t,w)dt+ v (t,w)dB (t).
Sea una funcion V € C? ([0, +00) x R) tal que

V: [0,400) x R —RP
(X (@) — V(6X@),.., V(X (0)"

entonces el proceso estocdstico dado por Y (t) =V (¢t,X (t)) es un proceso de Ito tal que

AV (t,x) = (Vi (£, X (1)) + u (t, w) Vi (£, X ()

(1.7)
+ 2tr [vT (t,w) Vie (¢, X (8)) v (£, w)]) dt + v(t,w) Vi (¢, X () dB (t)
donde
oVy LAV
Vt(tvx()): ,Vx<t,X(t))= Y
oV, n. 9V,
at ];1 8%
o . 9*W o . 0*°W;
o0xy =1 Ox; o0z, =1 Ox;
V2 (th (t)) = : . :
g X 82Vp . 0 i 82%
85131 j=1 833] 8$n j=1 5'3,’]

Para enunciar el teorema de integracion por partes, el cual se utiliza en la pdgina 56, se debe
definir la variacion cuadrdtica de una funcion sobre un movimiento browniano, veamos:

Definicién 1.59. ([Oksendal, ejercicio 2.17]) (i) Sean B = {B (t)},~, un movimiento brow-
niano sobre el espacio de probabilidad (2,5, P), f : R — R una funcion y un intervalo [0,T]
con una particion dada por m = {to,t1,...,tn} con 0 =ty < t1 < ... <t, =T. Sean At;, |||
y Af(B(t;)), dados respectivamente por:

At; = |t; — ti—1| para todo i =1,...,n,
|7 :=max{|t; —ti—1|:i=1,....,n} y

Af(B(ti)) = f(B(t)) — [ (B(ti-1))-

Se define la variacion de f asociada a la particion © con respecto a B sobre [0,T] como

(A (B (t:))?

n
=1
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y se define la variacion cuadrdtica de f con respecto a B sobre [0,T] como

VC(f) = tim 3 (Af (B (1)

lI7[[—0i=1

(it) Una funcion f(s,w) se dice que es de variacion cuadrdtica acotada, si y solo si,
VO (f) < +oo.

Teorema 1.7 (Integracion por partes). ([Oksendal, pig. 46] ) Sean f(s,w) una funcion
continua de variacion acotada sobre [0,t] y B = {B (t)},~o un movimiento browniano sobre el
espacio de probabilidad (2,3, P), entonces

zf (s)dB (s) = f(t)B(t) — zB (s)df (s), casi siempre.

Los modelos SIS-estocédstico y SEIR-estocdstico en realidad son sistemas de ecuaciones dife-
renciales estocdsticas cuya definicién corresponde a

Definicién 1.60. (/Capasso, pag. 213]) Sean {B (t)},~, un movimiento browniano sobre un es-
pacio de probabilidad (2,3, P), {St},50 la filtracion browniana y a (t,x),b(t,x) dos funciones
reales B ([to, T]) @ R—medibles para 0 < tog < T. Sean ug una variable aleatoria real, 3y, la
o—dlgebra generada por ug con Iy, independiente de 3y para todo t > to y Sy, la o—dlgebra
generada por la union de los eventos de Sy, y de ¢, para todo t > to. El proceso estocds-
tico {u (t)}epr,m €8 lamado una solucién (en caso de existir) de la ecuacion diferencial
estocdstica (EDE)

du(t) =a(t,u(t))dt+b(t,u(t))dB(t), para t € [to,T],
u (to) = wo casi siempre,

st y solo si, para todo t € [to, T
(1) u(t) es Suyt—medible,

(i) Ja (b u W), b(tu(®) € C (1o, T] < R) y t
(4i3) u (t) estd dado por u(t) = u(to) + {a (s,u(s))ds+ {b (s,u(s))dB(s).

Las funciones a y b se llaman los coeficientes de la EDE.

Andlogamente el proceso estocdstico {x (t)},ep, my con x () = (21 (), xn N con t € [to, T,
es una solucion (en caso de existir) del sistema de EDE

dx (t) =u(t,x(t))dt + v (t,x(t)) dB (t), x (to) = X0 casi siempre,

donde {B (t)},>9, u(t,x (1)) y v (t,x (t)) son como en la definicion de proceso de It n-dimensio-
nal; si y solo si, x (t) es Sx,,t+—medible, |u; (t,x (t))|1/2, vij (t,x (t)) € C* ([to, T] x R) para todo
t=1,....,n,7=1,....my

t

x; (t) =z (to) + {ui (s,u(s))ds+ gl <£vij (t,w)dB; (5)>, para todo i =1,...n.

De la definicién anterior tenemos que si |a (¢, u (£))|*2, b(t,u(t)) € C* ([to,T] x R) entonces
las integrales dadas por fg a(s,u(s))dsy fg b(s,u(s))dB (s) estéan definidas. Esto para que la
solucién de la EDE, w (t), esté bien definida.
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Ejemplo 1.15. Las ecuaciones (2.22) y (2.23) son las ecuaciones diferenciales estocdsticas para
los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico, respectivamente. Estas EDE estdn definidas para
un movimiento browniano {B (t)},~, sobre un espacio de probabilidad (2, ¥, P). Al ser (2.22)
y (2.28) dos EDE entonces sus coeficientes son todos B ([0, +00)) ® R—medibles.

En el teorema 3.1. se demuestra que las soluciones de los sistemas (2.22) y (2.23) existen, siendo
éstas los procesos estocdsticos {S (t),1(t)}5g € {S (1), E (1), (1), R(t)};>0, respectivamente.

En el lema 3.2. se utiliza la hipétesis de que el dominio U tiene frontera regular. Sea {X;},~, un
proceso de Markov de tiempo homogéneo con conjunto de estados S continuo sobre un espacio de
probabilidad (2,3, P) con valores en R, I;—adaptado a una filtracion {3S;},~, de 3. La funcion
de transicion de probabilidad en el periodo de tiempo t desde el estado xy hasta el conjunto
B € %5 (R), esta dada por

p(0,z0;t, B) = P (X (¢) €B|X(O)zazo):£P(X(t):x|X(0)::zo)dx.

En [Capasso, pdg. 263] se utiliza la siguiente notacién para la funcién P (X (¢t) = x| X (0) = zo):
fxo;z,t) ;=P (X (t) = x| X (0) = zp),

Sea {Xi},~o un proceso de Markov de tiempo homogéneo con valores en R, se define para el
intervalo [a, B

Definicién 1.61. (/Capasso, pdg. 263]) (i) Un punto de frontera o es un accesible desde
(o, B), siy sdlo, si para todo xg € (o, B) y para todo € > 0 existe t > 0 tal que

a+te
[ f(zo;y,t)dy > 0.
a—e

(it) Un punto interior xo € (o, ) es accesible desde el punto de frontera o, si y sdlo, si para
todo € > 0 existe un tiempo t > 0 tal que

ro+e

f fasy,t)dy > 0.

To—€

Definicién 1.62. (/Capasso, pdg. 264]) Se dice que o es un punto de frontera regular, si y
sdlo si, a es accesible desde (a, 3) y para todo zg € («, 3) se tiene que zq es accesible desde el
punto frontera a.. Si B es también un punto de frontera reqular se dice {c, B} es una frontera
regular.

Si {X:},~o toma valores en R"™ entonces la funcion de transicion de probabilidad en el periodo

de tiempo t desde el estado ¢ = (xo,,...,Zo,) € R” hasta el conjunto B € 9B (R"), estd dada
por
p(Oaxo;t,B) P(X (1) € Bl X (0) = z) =
[ JP(X(t) = (z1,...,20)| X (0) = (20,5 .-, Z0,)) dz1 . . . dTp.
B
Se utiliza la siguiente notacién para la funcién P (X (¢) = 2| X (0) = xp) con © = (x1,...,Zp):

f(zoys- - ymo,); (21, xn) ,t) := P (X (t) = (z1,...,2,)| X (0) = (z0y,---,0,)),

Sea {X;},~ un proceso de Markov de tiempo homogéneo con valores en R", se define para un
conjunto cerrado C'y para o = (a1, ...,q,) € 0C:
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Definicién 1.63. (/Capasso, pdg. 263]) (i) Un punto de frontera o es un accesible desde
Int (C), si y sdlo si, para todo xy € Int (C) y para toda vecindad V,, de xg existe t > 0 tal que

[ [ oy, vmo,); (Wase -y yn), ) dyr -+ - dyy > 0.
Va

(3t) Un punto xo € Int (C) es accesible desde el punto de frontera o, si y sdlo si, para toda
vecindad Vy, existe un tiempo t > 0 tal que

f{/..ff((oq,...,an);(yl,...,yn),t)dyl---dyn>0.

Definicién 1.64. ([Capasso, pag. 264]) Se dice que o es un punto de frontera regular, siy
sdlo si, a es accesible desde IntC' y para todo xg € IntC' se tiene que xg es accesible desde a. Si
para todo B € OC, B es un punto de frontera regular, se dice que OC' es una frontera regular.

A grosso modo una frontera es reqular cuando la probabilidad de que todo estado de IntC
“alcance” cualquier estadode JC' es siempre positiva y la probabilidad de que todo estado de
0C “alcance” cualquier estado de IntC también es positiva.

La definicién de accesible y de frontera regular no se utilizan en esto trabajo salvo para enunciar
el lema 3.2. Para aplicar dicho lema en los teorema 3.6 y 3.7 es necesario que el proceso
estocdstico {I (t)},~, en los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico tenga frontera regular
para algunos de sus subconjuntos, razén por la cual se enuncian las suposiciones 3.1 y 3.2 (ver
paginas 82 y 88).



Capitulo 2

Hacia los modelos epidemiolégicos
estocasticos

En este capitulo se introduce el estudio del modelamiento matemdtico epidemioldgico. Primero
se comparan los modelos deterministas con los modelos estocdsticos, mostrandose las ventajas de
los modelos estocdsticos sobre los deterministas. Luego se presentan los modelos deterministas
de tipo SIS, SIR, SEIR y SEIS. Se explicard cémo funcionan tales modelos y se definiréd el
nimero reproductivo bdasico, que denotard el niimero de nuevos infectados por un individuo
infeccioso cuando la poblacién es completamente susceptible. Para construir mateméaticamente
el nimero reproductivo bésico se utilizara el enfoque via integral de [Heffernan, Pag. 282-284).
Se hace un estudio detallado de la estabilidad de los modelos deterministas de tipo SIR, SIS y
SEIR, demostrédndose las condiciones suficientes para tener estabilidad asintdtica de la condicion
inicial.

Una vez se tienen generalidades de los modelos epidemioldgicos deterministas se determinardn
algunos modelos epidemioldgicos estocdsticos, los que llamaremos el modelo SIR-estocdstico, el
modelo SIS-estocdstico y el modelo SEIR-estocédstico. Estos modelos estudiardn globalmente
el comportamiento de los diferentes tipos de poblacién (infecciosos, recuperados, susceptibles)
utilizando el movimiento browniano. Cabe resaltar que hay otras versiones estocdsticas de los
modelos SIR, SIS y SEIR, sin utilizar movimiento browniano, por ejemplo, en .[Gordillo]. Con
la definicién de dichos modelos se estudia la estabilidad de los mismos, determinando las condi-
ciones suficientes para la estabilidad asintdtica de la condicion inicial.

En la dltima parte de este capitulo se definird el numero reproductivo bdsico y la wvariable
reproductiva bdsica para los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico. Al calcular la integral
del nimero reproductivo basico, para los modelos SIS y SEIR estocdsticos, se encuentra que
dichos valores son variables aleatorias cuya esperanza corresponde a los nimero reproductivos
bésicos para los modelos deterministas de tipo SIS y SEIR. Esta definicién, sin embargo, es poco
util ya que en los capitulos posteriores se presentan condiciones numeéricas suficientes para la
extincién, la persistencia en la media, la existencia de distribucién estacionaria y las simulaciones
de los modelos. Es por ello que se exploran condiciones numéricas suficientes para tener la
estabilidad asintética en los modelos SIS y SEIR estocédsticos, dadas sus condiciones iniciales.
Bajo este enfoque se define el nimero reproductivo bésico para el modelo SIS-estocdstico y
SEIR-estocéstico.

2.1. Modelos deterministas versus modelos estocasticos

En la seccion 2.2. se definierdn algunos modelos epidemioldgicos matemdticos que involucran el
uso de ecuaciones diferenciales ordinarias siendo dichos modelos deterministas. En [Anderson]

29
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se define un modelo determinista como aquel modelo donde su futuro estd completamente de-
terminado por su presente y por su pasado mientras que un modelo estocdstico es aquel donde
a pesar de que tengamos conocimientos de un estado del sistema (del presente y del pasado) no
podemos determinar con ezxactitud cudl es su valor en el futuro. En un modelo estocdstico, sin
embargo, es adecuado determinar el conjunto de eventos futuros los cudles pueden ocurrir con
mayor probabilidad o también determinar el “futuro esperado” (el “futuro promedio”). Veamos
los siguientes ejemplos

Ejemplo 2.1. ([Anderson, pdg. 3] y [Wehrly, pdg. 29]) Un modelo determinista de crecimiento
bacteriano

Consideremos x (t) como el nimero de bacterias en el tiempo t, la tasa de nacimiento de las
bacterias igual a 1/3 bacterias/hora y la tasa de muerte igual a 1/5 bacterias/hora. Se tiene
que la razon del nimero de bacterias con respecto al tiempo estd dado por

dfih(tt) <;_;>x(t)y:r(0):x07

1_ 1
la solucion de este sistema estd determinado por la funcion x (t) = xoe(§_5)t. Dicha solucion
nos permite conocer el futuro exacto del crecimiento de dicha bacteria con sélo calcular x (t1)
para un tiempo futuro t1. De esta manera el modelo dado es determinista. A

Ejemplo 2.2. ([Anderson, pag. 4] y [Wehrly, pag. 30-32]) Un modelo estocdstico de crecimiento
bacteriano

Siguiendo el ejemplo del modelo anterior, considérese que el crecimiento bacteriano utiliza la
hipdtesis realista de que el tiempo que tarda cada bacteria en dividirse para formar una nueva
bacteria' es de aprozimadamente 3 horas®. Si consideramos las variables aleatorias Ti como
el periodo tiempo en que se divide una bateria por primera vez, Ty como el periodo de tiempo
entre la primera y la sequnda division, etc. ([Rincén, pag. 125]), entonces 7, = Th + ...+ T,
es el tiempo que toma a una bacteria dividirse n veces y A (t) :== max{n: 7, <t} para t > 0
es el nimero de divisiones que han ocurrido entre el instante 0 y el instante t. Al saberse que
una bacteria tarda en promedio 3 horas para dividirse, se modela Ti,...,T, como variables
aleatorias iid con distribucion exponencial de parametro 3, es decir, Th,...,T, ~ Exp(3). En
la literatura el proceso estocdstico {A ()}~ es un proceso de Poisson de pardmetro 3 ([Rincén,
pag. 125]).

El total de nuevas bacterias en el tiempo t corresponde al nimero de divisiones de una bacteria
ocurridas en el intervalo [0,t] (modelado por X (t)) multiplicado por el nimero de bacterias en el
tiempo t (determinado por x (t)), es decir, A (t) x (t). De manera andloga, si una bacteria fallece
cada 5 horas, entonces @, es el periodo de tiempo en que muere la n—1 bacteria y la n bacteria,
T = Q1+ ...+ Qn es el tiempo en el que n bacterias mueren y p(t) == max{n: 7, <t} es
el numero de bacterias muertas en el periodo de 0 a t. Andlogamente que para las divisiones,
Q1,...,Qn ~ Exp(5) y nuevamente {\(t)},~, es un proceso de Poisson de pardmetro 5 y
w(t)x (t) es el mimero de bacterias fallecidas de un total de x (t) bacterias. Asi

dzx (t)

dt =A(t)—p(t)z(t) y x(0) = xo,

!Se suponen que las bacterias se reproducen por mitosis.
2Por aprozimadamente en este ejemplo se entiende que la bacteria no se divide exdctamente en 3 horas, sino
que se divide en promedio cada 3 horas.
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es el modelo estocdstico para determinar el crecimiento bacteriano. En [Anderson, pdg. 5] se
muestra la siguiente figura de la solucion del sistema determinista presentado en el ejemplo
anterior (en negro) frente a tres realizaciones diferentes del modelo estocdstico presentado en
este ejemplo (verde, rojo y azul).

=

Colony size

(2.a)

De acuerdo con el grifico en el modelo estocdstico tenemos varias realizaciones, es decir, no
conocemos la realizacion para el futuro, en contraste con el modelo determinista. A

En el ejemplo anterior se observa que tanto el modelo determinista como el estocdstico mode-
lan una misma situacién, es mas realista considerar un modelo estocdstico, ya que este modelo
no considera un tunico prondstico (para el futuro), sino que considera un conjunto de posibles
prondsticos. El enfoque para los modelos estocdsticos es determinar los prondsticos mds proba-
bles.

Otra consideracién importante para tomar un modelo estocédstico es considerar las posibles dis-
crepancias® de los datos. De acuerdo con [Gelman, pag. 188] “los datos a menudo se ajustan
de manera determinista; es decir, los resultados observados se modelan como exactamente pre-
decibles a partir de un pequefio conjunto de pardmetros. Sin embargo, su estado conceptual® es
poco claro, dadas las inevitables discrepancias entre el modelo y los datos. Ademds, el exceso de
ajuste® puede hacer que las tasas de error sean subestimadas”, por lo cual es necesario presentar
un modelo que plantee las posibles discrepancias en sus hipétesis. En el ejemplo anterior tales
discrepancias estdn dadas por el tiempo que requiere la bacteria para llegar a dividirse, aspecto
que no se considera en el modelo determinista.

2.2. Algunos modelos epidemiolégicos deterministas

En 1927 Kermack y McKendrick presentan el primer modelo epidemioldgico matemdtico que
involucra el uso de ecuaciones diferenciales ordinarias en la publicacién [Kenmack] el cual se
conocerd como el modelo SIR. Las hipé6tesis bajo las cudles se utiliza este modelo estd en con-
siderar que la poblacién se divide en tres categorias: los individuos susceptibles, los individuos
infectados que también son infecciosos (al estar en contacto con un susceptible pueden

3Las posibles discrepacias se refieren a no contemplar errores en la toma de los datos, también a las perturba-
ciones biolégicas o climéaticas que afectan el valor de los mismos, etc.

1Por estado conceptual se entenders como el an4lisis de los resultados que se obtienen utilizando el modelo
propuesto. En éstos andlisis no se tienen en cuenta las discrepacias entre el modelo y los datos.

5 Al modelarse matemdticamente una enfermedad, una dindmica poblacional, etc. se ajustan los datos a un
modelo y partir de éste ajuste se sacan conclusiones. Hay un ezceso de ajuste cuando las hipdtesis del modelo no
consideran algunos aspectos relevantes, por ejemplo, biolégicos.
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propagar la enfermedad) y los individuos remowibles, siendo las tres categorias mutuamente
excluyentes® entre si sobre una poblacién que es considerada cerrada, es decir, la poblacién
total, N, bajo éste modelo permanece constante, esto es,

I(t)+ S(t)+ R(t) = N, para todo t > 0, (2.1)

donde S (t), I (t) y R(t) denotan el nimero de individuos susceptibles, infectados y removibles
en el tiempo t. Los tndividuos susceptibles son aquellos que estdn propensos a contagiarse
de una enfermedad al tener contacto infeccioso con los individuos infectados, quienes no sélo
contagian la enfermedad sino que también presentan sintomatologia y afectar su calidad de vida
a causa de la misma. Los individuos removibles son aquellos que dejan de ser infectados,
es decir; aquellos individuos que fallecen a causa de la enfermedad, que son aislados por sus
sintomas o que desarrollan inmunidad frente a la enfermedad (ya sea por tratamiento médico o
por inmunidad desarrollada por el mismo paciente) ([Galindo, pdg. 239]).

Otra hipdtesis del modelo estd en considerar el siguiente flujo en la poblacién: un individuo
es susceptible hasta que estd en contacto con un individuo infeccioso quien lo contagia de
la enfermedad, una vez pasa esto, el invidivuo quien era susceptible pasa a ser un individuo
infectado. Luego un individuo infectado recibiendo o no tratamiento médico pasa a ser un
individuo removible. Una poblaciéon que cumpla este flujo bajo determinada enfermedad es una
poblacion del tipo SIR. Griaficamente tendremos que el diagrama de flujo de la enfermedad
estd dado por

BI(t)5(t) v(t)

S(t) ———1(t) ———|R(?)

donde B y 1/7v son respectivamente la tasa de infectividad y el tiempo de remocion.
La tasa de infectividad se expresa en términos de nimero de personas/unidad de tiempo, por
ejemplo, si en el afio 2003 hubo 15 personas infectadas entonces la tasa de infectividad serd de 15
personas/ano o de 1,25 personas/mes o de 0,041666 personas/dia. Si tenemos en el tiempo
t, S(t) personas susceptibles e I(t) personas infectadas entonces tendremos [1(t)S(t) nuevos
infectados (por los I(t) infectados de un total de S(¢) susceptibles) por unidad de tiempo,
por consiguiente, el cambio de susceptibles por unidad de tiempo (dS (t) /dt) corresponde a
—B1(t)S(t) y el cambio de infectados por unidad de tiempo (dI (t) /dt) corresponde a los nuevos
infectados (I(¢)S(t) menos los individuos recuperados de los I(t) infectados por unidad de
tiempo.

Por otra parte, al ser 1/ un tiempo entonces tendremos que -y es en realidad una tasa, por ejem-
plo, si suponemos que en promedio una persona tarda 25 dias en recuperarse de la varicela en-
tonces 1/v = 25 dias por persona (= dias/persona) y por consiguiente v = 0,04 personas/dia.
Al tener I(t) personas infectadas entonces tendremos que I (t) seran los nuevos removibles por
unidad de tiempo, por consiguiente dI (t) /dt = SI(t)S(t) —vI(t) y el cambio de los removibles
por unidad de tiempo (dR (t) /dt) corresponde a vI(t).

De esta manera tenemos que un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) adecuado

SPor mutuamente excluyentes se entiende que los individuos sélo forman parte de un grupo de poblacién, es
decir, si son infecciosos no pueden ni estar recuperados ni ser susceptibles nuevamente a la enfermedad.
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para modelar una poblacién del tipo SIR bajo una enfermedad estd dado por:

ds(t)

W srws
T srwse) 1) . (22)
dR;it) =1(t)

presentado por Kermack y McKendrick originalmente, siendo este el modelo SIR (|Galindo,
pag. 240)).

Sin embargo, el modelo SIR tiene una limitante: no diferencia a los individuos recuperados de
los individuos que fallecidos a causa de la enfermedad. Es por ello que se considera el modelo
SIR con demografia, donde R (t) denotard el mimero de individuos recuperados’ en el
tiempo t, es decir, aquellos pacientes que desarrollaron inmunidad frente a la enfermedad ya sea
por tratamiento médico o por accién del sistema inmunoldgico del paciente. De esta manera, en
este modelo los remowvibles son considerados en dos categorias: los recuperados y los individuos
removidos® los cudles son aquellos que no se pueden enfermar més por causas distintas a la
recuperacion de la enfermedad, ya sea por fallecimiento (a causa de la enfermedad o por otras
causas), por emigracion, etc ([Bastin, pdg. 11]).

En el modelo SIR con demografia, B representa la tasa de influencia, es decir, el nimero
promedio de nuevos susceptibles por unidad de tiempo (inmigracion de susceptibles) ([Liu, pag.
155—156]). Por ejemplo, si nacen en 2008, 35 bebés y llegan a la zona de la epidemia 40 personas
en el mismo ano suponiéndose ademds que no se tiene méas ingreso de poblacion, entonces B = 75
personas/ano ([Liu, pdg. 155—156] y [Broek, pédg. 453]). Como B es una constante por un ser
promedio, entonces podemos reescribir B = nN, donde N es el nimero inicial de susceptibles y
7 es una constante por unidad de tiempo llamada la tasa de inmigracion ([Bastin, pag. 11]).
Cabe resaltar que en el modelo SIR con demografia 1/~ ya no es el tiempo de remocion, sino el
tiempo de recuperacion.

Se considera ademds que p es la tasa de emigracion ([Bastin, pag. 11]) en la cual considera
tnicamente los individuos remowvidos. Por ejemplo, si fallecen en 2003, 30 individuos entonces p =
30 personas/ano, siendo esta tasa de todas las causas de mortalidad (accidentes de trénsito, a
causa de la epidemia y de otras enfermedades, etc.) como también de emigracion. En la literatura
([Bastin], [Lloyd]) se le conoce a este modelo también como el modelo SIR con nacimientos
y muertes, aclardndose que por nacimientos se refiere a la inmigracion y por muertes a la
emigracion. Del mismo modo la tasa de nacimientos es la misma tasa de inmigracion y la tasa
de defunciones es la tasa de emigracion ([Bastin, pag. 11], [Lloyd, pédg. 29]). El sistema de EDO
del modelo SIR con nacimientos y muertes corresponde a

B N - BI0)5() - n5 (1)
PO 510)5(0) ~ 1)~ I (1) (2.
WD 1) - ()

siendo su diagrama de flujo dado por

"En el modelo propuesto por Kermack y McKendrick R (t) son los indivuduos removibles, mientras que en el
modelo SIR con demografia R (t) denota inicamente a los individuos recuperados de la enfermedad.
¥No confundir con remowibles. Remouwibles incluyen a recuperados, mientras que removidos no.
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niN BI(t)S(t) 1I(t)
> S (1) i I (t) —— R(t)

‘pS (t) \;J{f} ‘ ulR ()

Si queremos que en este modelo se cumpla la condicién de la ecuacion (2.1) se hace necesario
que la tasa de nacimientos sea igual a la tasa de defunciones, es decir, n = u. En caso contrario
tendremos que la poblacién total por cada tiempo ¢, N (t), es una funcidn no constante, por lo
que escribimos:

I(t)+S(t)+ R(t)=N(t), para todo t > 0, (2.4)

Hasta el momento sélo hemos considerado enfermedades con poblacidn del tipo SIR, sin embargo,
algunas enfermedades de transmisién sexual como la sifilis’ no tienen una poblacién del tipo
SIR. En estas enfermedades se tiene que una persona al contagiarse de la enfermedad (por
contacto directo con otro infeccioso) pasa a ser un individuo infectado, una vez éste individuo
recibe tratamiento y se “cura”’, no desarrolla inmunidad (por al menos algin tiempo) frente a
la misma, es decir, el individuo vuelve a ser un susceptible. Una poblacién que frente a una
epidemia tenga el comportamiento anteriormente descrito es una poblacion del tipo SIS.

Un modelo matemadtico para las poblaciones del tipo SIS es el modelo SIS ([Hethcote, pag.
180]), el cual es similar al modelo SIR, salvo porque los individuos removibles (individuos que
no transmiten la enfermedad), vI(t), pasan al grupo de susceptibles. Cabe aclarar que en este
modelo no se consideran las muertes debido a la enfermedad, ya que un individuo fallecido no
puede ser susceptible. El siguiente sistema de EDO es el modelo SIS

B _s1ws) +10)
dI(t) ! (2:5)
M= prws o 1)

el diagrama de flujo para este modelo estd dado por

BI(t)S(t)

S(t) ————I1(¢)

vI(t)

bajo la hipétesis de inmigracion y emigracion (incluidas las muertes provocadas por la enfer-
medad), tendremos el correspondiente modelo SIS con nacimientos y muertes cuyas EDO
corresponden a

dflit) =nN + ’)/I(t) — ﬁ[(t)S(t) _ NS (t)
a BI)S(t) —I(t) — pl (t)

cuyo diagrama de flujo corresponde a

9Segin [OMS] un paciente puede llegar a la etapa tardia de la sifilis después de minimo 5 afios, por lo que el
tiempo de fallecimiento a causa de la enfermedad es bastante prolongado, por esta razén usualmente se desprecia
la tasa de muertes debido a esta enfermedad en el modelamiento matemaético.
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niN BI(t)S(t)
— = S(t) I (%)
v1(¢) |
pS (t) pl(t)

Hasta el momento los modelos epidemiolégicos tomados no consideran un grupo particular de
poblacién: los individuos expuestos; los cuales son aquellos que son contagiados del virus o
de la bacteria al tener contacto infeccioso con un individuo infectado, pero no pueden contagiar
(transmitir el virus o la bacteria) a algin otro individuo susceptible. Es de aclarar que los
individuos expuestos si pueden tener sintomas de la enfermedad a diferencia de los individuos
latentes ([Cabrera]) los cudles no presentan sintomas. Esto quiere decir que toda persona
latente es también expuesta. Por ejemplo, cuando una persona contagiada con el virus del VIH
tiene carga viral'® significativamente baja, ésta persona no puede transmitir el virus a una
persona susceptible, por lo tanto la persona con VIH es latente si no presenta sintomas o es
expuesta si presenta o no sintomas. Una vez aumenta su carga viral pasa a ser un individuo
infectado si puede transmitir el virus a otra persona susceptible. Si se tuviera una cura para
el SIDA, el infectado pasaria a ser recuperado una vez este paciente haya adquirido inmunidad
(por lo menos temporal) frente a la enfermedad.

La poblacién descrita en el parrafo anterior es una poblacion del tipo SEIR y el modelo
matemético utilizado para tales enfermedades es un modelo SEIR ([Korobe, pédg. 78-79]),
donde se tiene un tiempo promedio de incubacion 1/v el cual es el tiempo donde el virus,
la bacteria o el pardsito (agente infeccioso) tarda en convertir a un paciente erpuesto en un
paciente infectado (tomando como inicio ell momento en el cual el paciente adquirié el agente
infeccioso). En el ejemplo del SIDA; el tiempo en el cual un paciente pasa de tener 0 células
CD4 a tener 350 células CD4 es el tiempo de incubacion del VIH, puesto que con méas de 350
células CD4 (en fluidos como sangre, semen) el paciente puede transmitir el virus a una persona
susceptible, es decir, el paciente es infectado'!. Si su carga es de 0 hasta 350 células CD4 entonces
el paciente es expuesto ya que no transmite el virus a ningin susceptible. Cabe aclarar que en
el tiempo de incubacion el individuo expuesto no puede transmitir la enfermedad.

Si por ejemplo en promedio se tiene que una persona se pasa de ser expuesto a infectado
en 3 dias desde que adquiere un virus dado, es decir, 1/v = 3 dias/persona entonces v =
0, 33333 personas/dia siendo esta una tasa conocida como la tasa de incubacion. El nimero
de expuestos en el tiempo ¢ se escribe como E ().

Ahora, vF (t) denota el nimero de personas expuestas por unidad de tiempo que pueden trans-
mitir el virus, puesto que ha pasado el tiempo 1/v suficiente para la incubacién del agente
infeccioso. En otras palabras, vE (t) es el total de expuestos que pasan a ser infectados. Por
otra parte, SI(t)S(t) es total de S (t) susceptibles que adquieren el agente infeccioso al tener
contacto con I (t) infectados. Como se necesita un tiempo de 1 / U para que estas nuevas personas
con el agente infeccioso lleguen a poder infectar a algin susceptible'?, entonces SI(t)S(t) es
el total de nuevos expuestos. Razonando de manera andloga al modelo SIR se tiene el sistema

10 «Carga, viral es la cuantificacién de la infeccién producida por un virus” “La carga viral es el término empleado
para referirse a la cantidad de VIH en la sangre”. Tomado de: www.aidsmap.com/Carga-viral/page/2296568/

"nformacién tomada de http://www.aidsmap.com /Carga-viral /page/2296568/

12E] tiempo 1/v no ha pasado ya que el primer contacto entre pacientes susceptibles y pacientes infectados es
el tiempo cero.
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EDO para el modelo SEIR dado por:

B srws)

z?g))  BI(D)S(t) — vE (1) | o
o = vE{) —1)

d]fiit) = I(t)

el diagrama de flujo para este modelo estd dado por

BI(t)S(t) vE (1) +I(#)
I(t) 3 R (¢)

S(t) ——— E (1)

b

bajo la hipdtesis de que se tienen inmigracion y emigracion (incluidas las muertes a causa de
la enfermedad), tendremos el correspondiente modelo SEIR con macimientos y muertes
cuyas EDO corresponden a

PO _uN — a1)5(0) - S (1)
EWC . _ 510)S(1) — vE (1) — pE (1)
dt
dI(t) : (2:8)
) om () 1)~ 1)
MO — 1) - ur )

donde tenemos que el diagrama de flujo estd dado por

nN BI(t)S(t) vE (t) ~I(¢)
——S(t) ——— E(}) o T (¢) SR (t)
‘#5 (t) ‘#E (t) ‘#I (%) ‘ uR(t)

La poblacion del tipo SEIS es andloga a las poblaciones del tipo SEIR, sin embargo, como
ocurre con las poblaciones del tipo SIS, en éstas poblaciones los individuos infectados no de-
sarrollan inmunidad (por lo menos temporal) frente a la enfermedad, sino que una vez reciben
tratamiento médico y se “curan” pasan a ser individuos nuevamente susceptibles. El sistema de
EDO que representa dicho modelo corresponde a

B~ s1)5(0) + 7100
dif) — BIW)S(t) —vE(t) (2.9)
dI(t)

L =B (1)~ I(1)
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siendo este el modelo SEIS ([Cao, pag. 5]). El modelo SEIS con nacimientos y muertes
estd dado por

deit) =nN + ’yI(t) — ﬂ[(t)S(t) _ NS (t)
dEdzEt) =pIM)SE) —vE() —pE®X) (2.10)
dgff) =vE(t) —yI(t) — pl (1)

los diagramas de flujo de los modelos SEIS y SEIS con nacimientos y muertes son los siguientes,
respectivamente

I(t)
| BI(t)S(¢) vE ()
S(t) —————| E (1) o T ()
vI(t)
nN BI(t)S(t) vE (t)
—— S (t) —————|E(¢) ST (¢)

1S (¢) HE (t) pl (t)

Existen méds modelos matematicos los cuales involucran el uso de EDO. Tales modelos son el
modelo MSIR, el modelo MSEIR y el modelo MSIS ([Shulgin, pdg. 1128]), donde consideran el
grupo M que corres- ponde a la poblacion con inmunidad pasiva que son aquellos individuos que
nacen con inmunidad frente a la enfermedad pero que pierden esta inmunidad en determinada
etapa de su vida. Por ejemplo, los bebés recién nacidos y durante sus primeros meses de vida no
son propensos a infectarse con difteria, sin embargo, esta inmunidad se puede perder después
de los dos anos de vida si la persona no esta vacunada ([Salleras, pdg. 693]).

Todos los modelos estudiados en la presente seccion modelan tnicamente la dindmica de la
poblacion, sin embargo, enfermedades como la malaria, el dengue, el zika, entre otras, son trasn-
mitidas a través de la picadura de un animal (en este caso mosquito) el cual tiene el agente
contagioso (virus, bacteria o pardsito) llamado vector, que provoca la enfermedad. Para mode-
lar tales epidemias es insuficiente considerar los modelos hasta el momento estudiados, por lo
que se deben considerar los modelos epidemioldgicos en enfermedades transmitidas por vectores
(nombre dado en [Baséfiez]).

En la seccion 2.1 se estudiaron las diferencias entre los modelos deterministas y los modelos
estocdsticos. Ademads se estudié la motivacién para hacer modelacion estocdstica, por ejemplo,
para determinar nimero de individuos de una poblacién. En esta seccién (y como su titulo lo
indica) los modelos epidemioldgicos descritos son deterministas como se explicard en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.3. Los modelos epidemioldgicos estocdsticos de esta seccion son deterministas:

En el caso especifico del modelo SIS con nacimientos y muertes tenemos que la poblacidn infec-
tada estd determinada por la siguiente funcion (referencia [Gray, pdg. 2]).
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[ Fover oo ] o

1(t) PN = fi -7 1(0) M(uﬁjrvv)
[ﬂH s P g
1(0) e+ )

donde 1 (t) = exp{— (BN — u— ) t}. De esta manera si se quiere conocer el nimero de infec-
tados en el tiempo t1 basta calcular I (t1), de manera que el futuro en el modelo estd completa-
mente determinado por la anterior ecuacion. De hecho todos los modelos epidemioldgicos de la
seccion 2.2 tienen soluciones determindsticas a pesar de que éstas no siempre se puedan escribir
explicitamente como se hizo con el modelo SIS. En tales casos se utilizan métodos nmimericos
de EDO para determinar el comportamiento de las respectivas soluciones, trabajo realizado para
las grificas 2.b, 2.c y 2.d utilizando el método de Newton.

Al representar grificamente el nimero de individuos susceptibles, infectados y recuperados en el
modelo SIR con nacimientos y muertes se obtiene la figura 2.b. Los pardmetros (tasas) tomados
sonn=0,8=08 u=0y~y=0,6, ylas condiciones iniciales son S (0) = 2, I (0) = 0,1
y R(0) = 0. Se observa que la poblacion susceptible es decreciente, mientras que la poblacion
infectada crece hasta tener un mdximo de infectados y luego decrece hasta tender a cero. La
poblacidn recuperada es siempre creciente.

=
L
TR
= -—
E
w ) = Infectadoss
= — = Susceptibles
= Recuperados
=
=
=
=

o0 0%
I

2 4 4] 8
Tiempo (afos)
(2.b)

En la figura 2.c. se muestra la grifica del nimero de susceptibles e infectados en el modelo SIS
con nacimientos y muertes con pardmetros n =0, 3 =08, u =0y v = 0,6, y con condiciones
iniciales son S (0) = 2 e I(0) = 0,1. De acuerdo con el grifico se observa que la poblacion
susceptible es decreciente mientras que la poblacion infectada es creciente, incluso a partir de
cierto tiempo es mayor el nimero de infectados que de susceptibles.
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En la figura 2.d. se muestra la grifica del nimero de susceptibles, expuestos, infectados y recu-
perados en el modelo SEIR con nacimientos y muertes con parametros n =0, 3 =0,8, u =0,
v =025y v = 0,6, y con condiciones iniciales son S (0) = 2, E(0) = 0,3, I(0) = 0,1 y
R(0) = 0. De acuerdo con el grifico se observa que la poblacion susceptible es siempre de-
creciente, la poblacion expuesta es creciente hasta temer una poblacion mdxima y luego es de-
creciente al igual que la poblacion infectada, sin embargo, bajo los parametros del modelo la
poblacion infectada es mayor que la expuesta durante los primeros 15 anos de la epidemia. La
poblacion recuperada es siempre creciente.
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De acuerdo con las grificas presentadas en este ejemplo, los modelos SIS, SIR y SEIR con
nacimientos y muertes son deterministas puesto que sélo presentan una linea por cada poblacion
(susceptibles, expuestos, infectados o recuperados), es decir, basta conocer los parametros de los
modelos para conocer el futuro de los mismos. A

En los gréficas de los modelos SIS, SIR y SEIR con nacimientos y muertes se observa que en
cada uno las funciones S (t), E(t), I (t) y R(t) son continuas y no se anulan a menos que
t — +oo. Mds adelante, para utilizar la proposicién 8.1 en la demostraciéon de la existencia
de las soluciones de los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico en necesario que dichas
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funciones sean Lipschitz localmente continuas (definicion A.8), razén por la cual se hace la
siguiente suposicion:

Suposiciéon 2.1. En los modelos SIS, SIR y SEIR con nacimientos y muertes las funciones
S(t), E(t), I(t) y R(t) son Lipschitz localmente continuas. Ademds S (t), E (t), I (t), R(t) # 0
para todo t > 0.

2.3. Estabilidad y mimero reproductivo basico

En esta seccién se define y se calcula el nimero reproductivo bdsico para los modelos SEIR
y SIS con nacimientos y muertes. Luego se estudia las condiciones suficiente para tener la
estabilidad asintdtica dadas las condiciones iniciales y finalmente se explica la relaciéon entre
numero reproductivo bdsico y estabilidad asintdtica de las condiciones iniciales en un modelo
epidemioldgico determinista.

2.3.1. El miimero reproductivo basico

Para todo modelo epidemioldgico matemdtico definimos el nidmero reproductivo bdsico como
el nimero promedio de infecciones secundarias que ocurre cuando un individuo infectado es
introducido en una poblacion completamente susceptible (referencia [Pereda, pag. 13-14]). Para
calcular el nimero reproductivo bdsico, en un modelo determinista, vamos a utilizar el método de
la integral. Existe otro enfoque para dicho célculo el cual es utilizando el conocido método de la
“matriz de la siguiente generacion” (en inglés next generation method) explicado detenidamente
en [Heffernan, Pag. 283-284]. Definimos el nimero reproductivo bdsico como

Definicién 2.1. El nimero reproductivo bdasico de un modelo matemdtico epidemioldgico,

notado como Ry, estd dado por
+oo

Ro = /b (a) F (a) da, (2.11)

0

donde b(a) es el nimero promedio de nuevos individuos infectados (de una poblacion comple-
tamente susceptible) por un individuo infectado si éste permanece infeccioso durante un tiempo
a y F (a) es la probabilidad de que un nuevo infectado continue infectando durante el tiempo a.

Ejemplo 2.4. ([Pereda, pdg. 16-17]) El nimero reproductivo basico los modelos SIR y SIS con
nacimientos y muertes:

Para el modelo SIR con nacimientos y muertes consideremos la funcion como P (a) := “nidmero
de infectados que permanecen infectados desde el tiempo 0 hasta el tiempo a”. Tenemos que el
numero de individuos que dejan de ser infectados corresponde tnicamente a aquellos individuos
que durante el intervalo de tiempo [0,a] pasaron de ser infectados a ser recuperados o a ser
fallecidos, por consiguiente

dP(a)

7o = (wt)Pla),

ésta EDO tiene su solucion dada por
P (a) = P (0) e (wta,

donde P (0) representa el nimero de infectados iniciales, es decir, aquellos infectados que entran
a una poblacion completamente susceptible. Nétese que P (a) es igual a P (0) multiplicado por la
probabilidad de que un individuo permanezca infectado desde el instante inicial hasta el tiempo
a. Ast se tiene que e~ Wt corresponde a esta ultima probabilidad, es decir,
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Por otra parte, si un individuo infeccioso, I (0) = 1, ingresa a una poblacion completamente
susceptible, S (0) = N, entonces tendremos BN nuevos infectados por unidad de tiempo, es
decir, sin importar cuanto tiempo a pase esperamos siempre temer SN nuevos infectados. De
esta manera

b(a) = BN,

siempre y cuando 1 = w, por consiguiente el numero reproductivo bdsico para el modelo SIR

estd dado por:
+o0o

ROS[R = /BNe_(“'W)“da =
0

BN

e (2.12)

De manera andloga tenemos para el modelo SIS que F (a) = e~ 4 b(a) = BN, luego su
numero reproductivo bdsico, Rgls, es el mismo que el del modelo SIR.

Si la tasa de mortalidad es distinta a la tasa de natalidad, g representa el nimero de nuevos
individuos susceptibles sobre el nimero de fallecidos, es decir, la fraccion de poblacion sobre-
viviente. De esta forma, EN serd la poblacion sobreviviente en un tiempo t > 0, en ausencia
de infectados (en el mismo tiempo), dada una poblacion inicial completamente susceptible, N
(S(0) = N ) (corolario 3.1.). Asi b(a) = EBN y los correspondientes nimeros reproductivos
bdsicos, para los modelos SIR y SIS con nacimientos y muertes, corresponden respectivamente
a:

RSTS = RSTR = ngN _
(e +7y)

A

Ejemplo 2.5. El nimero reproductivo bdsico los modelos SEIR y SEIS con nacimientos y
muertes:

Para el modelo SEIR con nacimientos y muertes definimos la funcién P (a) = “numero de ex-
puestos que pasan a ser infectados y permanecen infectados desde el tiempo 0 hasta el tiempo
a”. Notemos primero que el nimero de individuos por unidad de tiempo que dejan de ser ex-
puestos en el intervalo [0, a] son aquellos que fallecieron o que superaron el tiempo de incubacion
de la enfermedad y ahora son infecciosos, es decir, (i + v) P (a). De este grupo de individuos
tenemos que aquellos que se recuperan o fallecen son los individuos que no permanecerdan infec-
tados durante el intervalo de tiempo [0, a], es decir, (u+ v) (i + ) P (a) individuos por unidad
de tiempo. El resto de individuos o bien continuan siendo expuestos o bien son ya individuos
infectados que permanecen infectados en [0, al, de manera que

T (4 0) (4 47) P(@) . P(a) = P(0)e et
dado que inicialmente necesitamos que por lo menos un individuo esté infectado (o uno expuesto
que se vuelva infectado) para tener epidemia en la poblacion, entonces P (0) en realidad es el
nimero de infectados iniciales y P (a) es el nimero de infectados que permanecen infectados
en el intervalo [0,a]. P (a) son aquellos infectados iniciales, P(0), multiplicado por la prob-
abilidad de que efectivamente sigan siendo infectados en el intervalo [0,al], por consiguiente,
e~ TVt corresponde a la probabilidad de los individuos incialemente infectados continuen
siéndolo desde 0 hasta a, es decir,
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F(a) = e~ (wtv)(pt+v)a

Por otra parte, si un individuo infeccioso, I (0) = 1, ingresa a una poblacion completamente
susceptible, S (0) = N, entonces tendremos que BN son los nuevos expuestos por unidad de
tiempo, es decir, sin importar cuanto tiempo a pase esperamos siempre tener BN nuevos ex-
puestos. Ahora de esta poblacion expuesta se tendrdn en total vBN infectados por unidad de
tiempo, es decir,

b(a) =vBN,

cuando la tasa de mortalidad es la misma que la tasa de natalidad. En caso contrario por el
corolario 3.2 tenemos que

b(a) = %UﬁN,

de esta forma el nimero reproductivo bdsico para el modelo SEIR con nacimientos y muertes
corresponde a

“+oo
N
RSEIR . / N aNe g, — T v _ (2.13)
| w po (ptv)(p+7)
A

En [Heffernan, Pég. 283] y [Holland, Pag. 4-5] se calcula R3FIF utilizando las matrices de la
stguiente generacion método no estudiando en el presente trabajo, sin embargo, el valor dado
alla coincide con el célculo presentado en el ejemplo anterior, los cudles son originales.

Razonando de manera andloga tendremos que para el modelo SEIS con nacimientos y muertes
se tiene que R§FIS = REEIR,
2.3.2. Estabilidad de los modelos epidemiolégicos deterministas

El enfoque utilizado en esta seccién estd basado en [Al Hokayem, pdg. 1—4]. Las definiciones de
estabilidad y de estabilidad asintdtica se hacen sobre un punto de equilibrio, definicién presentada
a continuacion.

Definicién 2.2. ([Al Hokayem, pdg. 1]) (i) Sea una ecuacion diferencial ordinaria
dx (t)/ dt = f (x (t)), definida para todo t > ty,

tal que f: R — R es una funcion localmente Lipschitz (definicion A8). Se dice que & € R es
un punto de equilibrio, si y sdlo si, f(x)=0.

(it) Sea un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en dado por
X (t) = f (X (1)), para todo t > to,

o en notacién matricial,

dX1 (t)/dt f1 (X1 (t),...,Xn (t))
: = : (2.14)

an (t)/dt fn (Xl (t)v"‘aXn (t))
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tal que f; : R™ — R es una funcion localmente Lipschitz (definicion A.8) para todo i =1,...,n.
Se dice que X € R™ es un punto de equilibrio, si y sdlo si, f (X) = 0,, donde 0,, es una matriz
de ceros de tamano n x 1.

Supongamos que existe un punto de equilibrio x € R™ de la ecuacién diferencial ordinaria
X (t) = f(X (t)). En caso de que % no sea el primer punto del sistema, es decir, X # X (to) se
puede hacer el cambio de variable & (t) = X (t)—% y obtener que € (¢) = f (£ (t) + %) = f (X (1)),
caso para el cual se estudia la estabilidad con respecto al punto £ (¢o9) (ver [Al Hokayem, pag.
1-2]), razén por la cual se define estabilidad y estabilidad asintdtica inicamente para el punto
X (tg) como sigue

Definicién 2.3. [Al Hokayem, pdg. 2] El punto de equilibrio X (to) del sistema de EDO (2.25)
es

1) Estable, si y sdlo si, para todo € > 0 existe d > 0 tal que
(i) s SLY y P q
|X (to)|| < & implica que || X (t)|| < € para todo t > to;
(i1) Asintéticamente estable, si y solo si, es estable y podemos escoger 6 > 0 tal que

| X (to)]| < & implica que lim | X (to)| = 0.
t—+o00

Intuitivamente el punto X (¢g) es estable si las soluciones que empiezan suficientemente cerca
de la trayectoria que inicia en X (to) (|| X (to)|| < 0) permanecen suficientemente cerca a dicha
trayectoria para cualquier valor ¢ > ¢y (|| X (t)|| < €), es decir, si una solucién empieza cerca de
X (to) esta solucién nunca se alejara lo suficiente de la trayectoria X (¢). El punto es asintdti-
camente estable si para soluciones que inician cerca de la trayectoria con origen en X (t¢), éstas
llegan a converger a dicha trayectoria. De acuerdo con [Aranda, pég. 19]: “en lenguaje usual la
posicion de equilibrio de un objeto o la trayectoria de un mdvil se dice estable si un pequerio
cambio de sus condiciones iniciales modifica poco su evolucidn desde ese instante”.

Para demostrar la estabilidad sobre un sistema de EDO se va a utilizar las llamadas funciones
de Liapuov.

Definicién 2.4. ([Al Hokayem, pdg. 2]) (i) Sean X (t) = f (X (t)) un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias definido para todot > 0 y V : R® — R una funcion continua y diferen-

ciable. Se define la razon de V' con respecto a X (t),..., X, (t) como
. dV (X (t no oV dX;(t
v = IO $ O )
dt = 0X; dt (2.15)
B ov ov dX (t) '
N ox; 70X, dt

(#i) Sean X (t) = f (X (t)) un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias definido para todo
t>0y V:R" — R una funcién continua y con primeras derivadas continuas tal que

V(X (0)) =0

V(X (t)) > 0 para todo t >0’ (2.16)

se dice que V es una funcion de Liapunov con respecto al sistema X (t) = f (X (t)).

Notacién 2.1. Como la funcién V (X (t)) es una funcién compuesta de V y de X, la cual
depende de t, entonces simplemente se escribirg como V (X (t)) =V ().
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El sistema de EDO (2.25) con estado inicial X (0) sigue la trayectoria X (¢) para todo ¢t > 0.
Una funcion de Liapunov V (X (t)) = V (t) intuitivamente corresponde a una coleccién de
curvas de nivel V(@ = {X (t): V (X (t)) = a} para todo a > 0. Cada curva V(@ define una
region de Liapunov, la cual puede o no acotar a X (t). Supongamos que una vez la curva X (t)
“entra” a una regién de Liapunov para V(@ en el punto X (t1), la curva ya no podréd “salir de
ella”, es decir, X (t) estd acotada por V(%) para todo t > t; (X(t) estd “dentro” de V(@ para
todo t > t1). De esta forma, a medida que crece el tiempo, X (t) queda acotada por regiones de
Liapunov mucho més pequefias. Al tomar la curva de nivel V) tal que s — 0, es decir t — +00,
tendremos que la regién de Liapunov es lo suficientemente pequernia para acotar a X (t) haciendo
que X (t) esté muy cercano a cero (cuando t — +00), de manera que ésta tienda a cero y asi
demostréndo la estabilidad de X (0).

Si X(0) es estable entonces X (t) estara “adentro” de V() a medida que a decrece y el valor
de t aumenta, es decir; para valores més grandes de ¢, 1742 ; V(@ para todo a > b siendo
{V(a) ta > 0} una coleccion decreciente de conjuntos con respecto a t. Para que {V(“) ta > 0}
sea decreciente es necesario que V (-) sea una funcidn estrictamente decreciente, es decir, para
todo t; > tg se tiene V (X (t1)) < V (X (t2)) , por consiguiente, la derivada debe ser negativa,
esto es V (X (t)) < 0 ([Al Hokayem, pag. 1-3]). Bajo esta condicién se garantiza la estabilidad
asintdtica. El siguiente teorema enuncia este hecho

Teorema 2.1. [Al Hokayem, pag. 4] Sean X (0) un punto de equilibrio del sistema (2.15) (caso
contrario se hace el cambio de variable € (t) = X (t) — X, tal que X es un punto de equilibrio)
definido para todot >0 y V : R™ — R una funcién de Liapunov de dicho sistema

(i) Si 'V satisface que
V(X (t)) <0 para todo t > ¢, (2.17)

entonces X (0) es estable.
(ii) Si V satisface (i) y adicionalmente
V (X (t)) < 0 para todo t > 0, (2.18)

entonces X (0) es asintdticamente estable.
Demostracion: [Al Hokayem, pag. 4].

A continuacién estudiaremos las condiciones suficientes para las cudles las condiciones iniciales
(puntos iniciales) de los modelos SIR, SIS, SEIR y SEIS son asintéticamente estables. Antes de
ello se define el punto de equilibrio libre de enfermedad de un modelo matema&tico epidemiolégico.
Este punto corresponde a aquel donde la enfermedad no estd presente en la poblacién, es decir,
cuando I (t) =0y E (t) =0, para los modelos considerados en este trabajo.

Definicién 2.5. ([Morris, pag. 123]) Sean un modelo epidemioldgico determinista dado por un
sistema EDO como en la ecuacion (2.25) y un punto de equilibrio x = (Xy,...,X,) €R™ de
dicho sistema. Se dice que X es un punto de equilibrio libre de enfermedad (ELE), siy
sélo si, todas las componentes de la poblacidn con presencia del agente infeccioso'

a cero.

son iguales

Ejemplo 2.6. Los puntos de equilibrio libre de enfermedad de los modelo SIS, SIR y SEIR con
nacimientos y muertes son respectivamente (gN, O), <%N,0,0> y <%N,0,0,0).

3 Para el modelo SIS con nacimientos y muertes la componente I (t) y para el modelo SEIR con nacimientos
y muertes las componentes E (t) e I (t).
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Para el caso concreto de los modelos SIR, SIS y SEIR con nacimientos y muertes (teorema 2.2
y teorema 2.3) tenemos el siguiente teorema referente a las estabilidades. La demostracién se
hard con base en [Lahrouz, pdg. 61—62] utilizando funciones de Lyapunov adecuadas.

Teorema 2.2. Los puntos (gN,0,0) Y (gN, 0) son asintéticamente estables en los modelos

(i) SIR y (ii) SIS con nacimientos y muertes, respectivamente, si el nimero reproductivo bdsico
de cada uno es menor que 1.

Demostracion: (¢) Supongamos primero que la tasa de influencia es la misma que la tasa de
mortalidad. Consideremos la funcién dada por

V(S (0).1(1), R (1) == A (N = S (0 + Mg 12 (1) + g5 R (1),

donde A1, A2, A3 > 0 son contantes que serdn escogidas adecuadamente méds adelante.

Notese que V (S (¢),I(t),R(t)) > 0 paratodot >0y V (IN,0,0) = 0, ademéds como S (), I (¢)
y R (t) son funciones continuas para todo t > 0 (suposicion 2.1), entonces V (S (t),1(t), R (t))

es también continua. Adicionalmente

ov ov ov

o5 = 2N =S, 5 = 1)y 5

55 = R(1)

son funciones continuas, entonces V' es una funcién de Liapunov del el sistema EDO (2.3) cuyo
valor de V' (X (t)) estd dado por:

v = (G5 o ow ) a
= (2NN - SW) ML) MR@)) (B a0 )
nN — BI(t)S(t) — S (t)
= (2 (N=S(@1), XI(t), AR(t)) ( BI()S(t) —vI(t) — pl (t) )
VI(t) — pR (1)
= M2[-nN + BI{)S(t) + pS )] (N = S (1))
FA2 [BS(t) = (v + w)] I* (t) + A3 [vI(D) R (t) — pR? ()]
< M2[-nN + BNI() + 1S ()] (N — 5 (1))
FA2 [BN = (v + )] I* (1) + A3 [yI(1) R (t) — nR? ()]
= alt) + Aob(t) + Ase (1)
donde,

a(t) =2[-nN + BNI(t)+ pS ()] (N —S(t) <2[-n+ BN?+ uN|N =&,
b(t) =[BN — (v + w)] I* (1),

c(t) =vyI(t)R(t) — uR%(t) < yN? — /,Llnf{RQ )} =1,

€omo R‘gIR < 1, sl y solosi, BN —v — pu < 0 (de la ecuacion 2.18) entonces
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(BN =~ — ) I2(t) = b (¢) < 0.

Por otra parte observemos que

(i) Sia(t) < 0y c(t) < 0 para todo t > 0 entonces tomando A1, A2, Az > 0 cualesquiera
observamos que

V () < Ma(t) + Aob(t) + Asc(t) < 0, ¥t > 0.
(71) Sia(t) > 0 para algin t > 0y c¢(t) < 0 para todo t > 0 entonces tomando A1, A, A3 tal que
A1k < —Aainf>0{b(t)} — Aginfi>0 {c(t)} observamos que

V (t) < Ma(t) + A2b(t) + Asc(t) < Mk + /\zggg {b(t)} + /\3%’2{) {c(t)} <0, V¥t >0,

(ii) Si a (t) < 0 para todo t > 0y c¢(t) > 0 para algin ¢t > 0 entonces tomando Aj, A2, A3 tal
que A3t < —Aginfi>0 {b(t)} — A1 infi>0 {a(t)} observamos que

V(t) < Aa(t) + Aa2b(t) + Asc(t) < Algg(f) {a(t)} + A2{2£ {b(t)} + A3t <0, Vt >0,

(iv) Si a(t),c(t) > 0 para algin ¢ > 0 entonces tomando A1, Ag, A3 tal que
AL+ MKk < —Ao l’nftzo {b(t)}

observamos que

14 (t) < Ala(t) + )\Qb(t) + )\30(15) < MK+ )\Qggg {b(t)} + A30 < 0, Vt > 0,

de manera que siempre podemos escoger A1, Ag, A3 tal que V. (X (t)) <0, asi por el teorema 2.1.
tenemos que el punto (N,O,O)T es asintdticamente estable en el modelo SIR con nacimientos
y muertes. Si u # n se reemplaza N por ZN en la funcién de Liapunov definida y se sigue la
prueba realizada anteriormente notando que si 77 > p entonces S (t) < gN para todo t > 0 y si
> n entonces S (t) < maxy>o S (t) para todo ¢ > 0.

(42) Se procede de manera andloga al item (¢) tomando la funcién H dada por
H((S(t),E(t),1(t),R():= (N =5 (t)"+ 31 (t).

[ |
El punto inicial (N, I (0)) donde I (0) > 1 es un punto inicial mucho mas realista, esto por el
hecho de que para tener una epidemia en una poblacién es necesario que el nimero de infectados
iniciales sea por lo menos 1. Para demostrar que este punto es asintéticamente estable en el
modelo SIR, con nacimientos y muertes, basta con considerar la funcién dada por

1

V(S (0,1 (1), R) = A (N = 8 (07 + o (1)~ 10))* + A~ B (1)

esta es una funcién de Liapunov debido a que S (t), I (t) y R (t) son continuas para todo t > 0.

FEn el modelo SIS con nacimientos y muertes se tiene que si Rgls > 1, entonces el punto

de equilibrio (gN , 0) no es asintdticamente estable. Anslogamente si RgE]R > 1, entonces

(gN ,0,0, O) no es asintdticamente estable en el modelo SEIR con nacimientos y muertes.

Para hacer una escritura més corta en el siguiente teorema abusaremos de la notacién escribiendo
S(t),E(t),I(t),R(t) como S,E,I, R, respectivamente.
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Teorema 2.3. El punto (2]\7, 0,0, 0) es asintdticamente estable en el modelo SEIR con nacimien-

tos y muertes, si el nimero reproductivo basico es menor que 1, BN < (u+-) yv+pu> 1.

Demostracion: Supongamos que p = 1. Consideremos la funcién dada por

W (S (t),E(t),I(t),R(t) =X (N—5)*+X (UEI + UQ%E2 + (1 +v) ;I2> +%)\3R2,

A1, A2, A3 > 0 son contantes que serdn escogidas adecuadamente méds adelante. Claramente
W (S(t),E(t),I(t),R(t)) >0 paratodot>0y W (N,0,0,0)=0.Como S(t), E(t), I(t)y
R (t) son continuas (suposicion 2.1)y

oW oW
g5 ~ MW =8, GEa =k (vE + vl),
oW oW

o - X (VE + (p+v)I)y 30

= MR

son también continuas, entonces V es una funcién de Lyapunov. Notemos que

: B oW oW oW oW dX (t)
wx®) = < oS OE@®) ° oI() OR® ) at
oA (N=8) \' [/ nN-—pBIS—uS
_ A2 (VE +vl) BIS —vE — puE
N Ao (VE + (p+wv)I) vE — I — pl
MR vl — uR
= =2\ (N = S)(nN = BIS — puS) + X2 (V’E +vl) (8IS — vE — puE)
+X (VE+ (u+v)I)(VE —~I — pl) + MR (vI — pR)
= 2\ (N = S)(nN — BIS — puS) + X2 (V*BSEI — v? (v + p) E?
vBST? —v (v +p) EI + v E? —v(y+p) EI+v (u+v) EI
— (y+p) (4 0) I?) + Mg (YRI — pR?)
= 2\a (t) + A2b (t) + Aac (t),
donde,

a(t) = (N = 8) (—nN + BIS + pS) < N (BN? 4+ uN —n) = w
[V2BN —v (y+p)| EI+ (v =0 (v+ p)) E® + [vBN — (v + p) (n + v)] I
[202BN — v (y+p) +0* = v (v+p) = (v + p) (u+v)] N?

_ U R2 < AN2 — i 2\ _
c(t) =~vyRI — uR* <yN u%gg{R} L

IA

Notemos que

(i) como v + p > 1 observamos que v? — v? (v + p) < v? — v? = 0 entonces

(v* =02 (v+p) B2 <0
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(ii) puesto que vBN < (u+ ) entonces v2BN — v (u+7) = v(VBN — (u+7)) < 0 ,por
consiguiente (VBN — v (u+7)) EI <0

(i) como R§FIR < 1 entonces vBN — (1 +7) (1 +v) < 0 de manera que

(VBN — (p+7) (n+v)) I* (t) <0,

por (i), (it) y (i) tenemos que A2b(t) < 0. De manera andloga a como se realizé en la
demostracién del teorema anterior podemos escoger valores adecuados A1, As, Az, A4 tal que
W( ) < 0 asi por el teorema 2.1. tenemos que el punto (V, 0,0, 0) en el modelo SEIR es asin-
téticamente estable. Si p # n se reemplaza N por ZN en la funcién de Liapunov definida y se

sigue la prueba realizada anteriormente notando que si n > u entonces S (t) < gN para todo
t >0y sip>mnentonces S (t) < méxe>o S (t) para todo ¢t > 0.

El punto inicial (N, E (0),0) donde E (0) > 1 o el punto inicial (N,0,1 (0),0) son dos condi-
ciones iniciales mucho m4s realistas, esto por el hecho de que para tener una epidemia en una
poblacién debemos tener por lo menos un infectado o en su defecto un expuesto que desarrolle
mads adelante la infeccién. Para demostrar que estos puntos son asintéticamente estables en el
modelo SEIR con nacimientos y muertes basta con considerar las funciones de Liapunov dadas
respectivamente por

W (S (t),E@),I(t),R(t)= M (N—-25)2+x <UEI+U2; (E— Eo)*+ (u+v) ;I2>

1
+7)\3R2 y

1

W(S(t),E(@),I#),R()= /\1(N—S)2+/\2<UEI+U2;E2 (u—i—v) (I - I0)>

1 2
+7)\3R ,

las cudles son funciones de Liapunov puesto que S (¢), I (t), E (t) y R (t) son funciones continuas
para todo t > 0.

Notemos que en los teoremas (2.2) y (2.3), las condiciones numéricas R3™ < 1y RIFIR < 1
son condiciones suficientes para que los puntos (ZN, 0) y (%N,0,0,0) sean asintdticamente

estables en los modelos SIS y SEIR con nacimientos y muertes, respectivamente. De hecho,
R§1S y RSEIR son los valores méximos (en funcion de los pardmetros) donde se tiene la

estabilidad asintética de (gN, O) y (gN,0,0,0), respectivamente. Esto es, si R§'® = 1y
RgEIR = 1, entonces (gN, 0) y <gN,0,0,0> ya no son asintdticamente estables. El siguiente

diagrama ilustra esta relacién:
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Estabilidad — (ZN, 0) es asintdticamente estable
asintotica
para el v
modelo SIS = (gN, O) no es asintdticamente estable ‘

SEITR
FEstabilidad Rg <l,v4+p>1 N (%N, 0, 0,0) es
asintotica y BN <p+~ asintdticamente estable
para el
modelo RSFIE>1 v+ pu>1 (ﬂN,(),0,0) no es
SEIR BN < p+ = O
Y HT7 asintoticamente estable

2.4. Hacia los modelos epidemiolégicos estocdasticos

En los modelos que se presentaran en este trabajo se plantean las variaciones climdticas (por
ejemplo, las fluctuaciones en la temperatura) y demés variables ambientales como un factor que
modifica la tasa de infectividad (/3) de la epidemia, siendo ésta una discrepacia que no se tiene en
cuenta en los modelos epidemioldgicos deterministas. Es adecuado considerar tales variaciones
puesto que de acuerdo con [Sturrock, pdg. 1] “se ha demostrado que las fluctuaciones en la tem-
peratura y en el clima modifican la tasa de infectividad ”. A partir de los modelos deterministas
construiremos lo que conoceremos como modelos epidemioldégicos estocasticos.

Recordemos que § es tasa de infectividad, es decir, el nimero de personas infectadas por unidad
de tiempo, por consiguiente Sdt denota el nimero de personas infectadas durante el peri-
odo dt. Para ilustrar lo anterior notemos por ejemplo que si § = 0,5 personas infectadas/hora
y dt = 1 hora entonces Sdt = 0,5 personas infectadas en 1 hora. Tomando 5 como la variable
aleatoria real que toma valor constante 3, entonces tomando dt — 0 se tiene que Sdt — 0, asi

E (Bdt) = Bdt — 0y V (Bdt) = 0. (2.19)

Bajo la hipétesis de que el nidmero de personas infectadas durante el periodo dt bajo perturba-
ctones debido a las variaciones climdticas y ambientales, lo cual notaremos por Bdt, vamos a
asumirla como una variable aleatoria con media Sdt. Definiendo la wvariable aleatoria (; como
el nimero de personas durante en el intervalo [t + (%) T,t+ %T) para todo i =1,...,n con
T >t > 0. Supongamos ademds que las variables aleatorias {/3;};_; son independientes e igual-
mente distribuidas, es decir, conforman una muestra aleatoria simple ' la cual es una hipdtesis
frecuentemente utilizada en estadistica ([Casela, pag. 139—140 y pag. 207—208]).

Por el teorema del limite central cuando n — +o0o se tiene que el niumero total de personas
infectadas en el intervalo [t,T), denotado por S, r e igual a 31+ ...+ f3,,, tiene una distribucion
normal de pardmetros nugy y nag, donde 1y y o corresponden respectivamente a la media y a
la varianza de cada variable aleatoria 5; ([Gray, pdg. 4—5]). Si se toma el nimero promedio de
infectados durante el periodo [t,T), denotado por 3 = % By, se tiene que la distribucién de ésta

14 Al tomarse una serie de datos, en estadistica se asume que cada dato representa una variable aleatoria. Se
dice que un conjunto de datos es una muestra aleatoria simple si la probabilidad de escoger un dato (un individuo
para tomar el dato) es la misma para todo el conjunto de datos y si la escogencia de los mismo es independiente
el uno del otro ([Casela, pdg. 139—140 y pag. 207—208]).
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variable aleatoria es normal de pardmetros g, y og/n. Tomando dt = [t,T) entonces 3 ~ Badt,
por consiguiente, se puede considerar que la variable aleatoria Bdt tiene una distribucion normal.

Para tener la condicion (2.11) y la normalidad del nimero de infectados durante el periodo
dt bajo perturbaciones (péarrafo anterior), podemos escribir dicha variable como

Bdt == B+ 0B (t),
donde B y o son constantes positivas que denotan respectivamente la tasa de infectividad deter-
minista, la cual es la misma 3 de los modelos epidemioldgicos de la seccion 2.1. y {B (t)},~, es
un movimiento browniano. La razén de considerar {B (t)},~, como un movimiento browniano
estd en conservar la condicion 2.19. Notemos que el diferencial de § + 0B (t) estd dado por

d(8 + 0B (t)) = Bdt + 0dB (1) , (2.20)

el cual corresponde al nimero de personas infectadas durante dt, poblacién que varia de acuerdo
a la constante o y al valor del diferencial del movimiento browniano dB (t). Como

B(T)- B(#H) ~N(©O,T 1),
entonces dB (t) ~ N (0,dt) (tomando dt = [t,T)), por lo tanto cuando dt — 0 entonces
E (Bdt + odB (t)) = Bdt — 0y V(Bdt + odB (t)) = o2dt — 0,

obteniendose la condicion 2.11. En la ecuacion (dt + odB (t), 5 se denomina la constante de
la componente determinista y o la constante de la componente estocdstica.

En el siguiente gréfico tomado del [El Mundo], el cual corresponde a la temperatura global
entre 1880 y 2016, se tiene que la temperatura (también las variaciones climdticas) se puede
modelar utilizando un movimiento browniano'®, puesto que dicho movimiento presenta “muchos
alti-bajos” como se observa en la figura (1.b).

Global January Temperatures, 1880-2018
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5Bl movimiento browniano al ser “muy variable” es utilizado para modelar aquellas funciones que presentan
muchos méximos y minimos y que no se pueden modelar ficilmente utilizando polinomios, como en este caso se
observa con la temperatura.
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Reemplazando Bdt por Bdt + odB (t) en la sistema EDO del modelo SIR con nacimientos y
muertes, se tiene el siguiente sistema EDE:

dS(t) = (pN — BI(t)S(t) — pS (t)) dt — o1(t)S(t)dB (t)
dI(t) = (BI(t)S(t) — I(t) — pl (t)) dt + o I(t)S(t)dB (t) (2.21)
dR(t)ZVI(t)—uR()

el cual conoceremos como el modelo SIR-estocdstico con nacimientos y muertes o simplemente el
modelo SIR-estocdstico.En este modelo 0B (t) representa aquellas condiciones que afectardn
a todos los individuos, como lo son las variaciones climdticas, la contaminacion, etc. En este
modelo se considera que sélo la tasa de infectividad se ve afectada por las variaciones, razén
por la cual la poblacion recuperada no tiene componente estocdstica.

Andlogamente a partir de los respectivos modelos deterministas construimos los modelos SIS-
estocdstico, SEIR-estocdstico y SEIS-estocdstico cuyos sistemas de ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas (EDE) estdn dados respectivamente por

{ dS(t) = (0N +~I(t) — BI(0)S(t) — uS (£)) dt — oT(1)S(t
dI(t) = (BI(8)S(t) — ~I() — ul (1)) dt + o I(H)S(8)dB (1

dS(t) = (NN — BI(t)S(t) —uS( ) dt — o l(t)S(t)dB (1)
dE(t) = (BI(8)S(t) —vE (t) — pE (1)) dt + o I(t)S(t)dB (1)
dI(t) = (vE (t) = yI(t) - MI())dt
dR(t) = (VI(t) — pR (1)) dt

{ (t))— (N — BI(t)S(t) — pS (t) +~I(t)) dt — o I()S(t)dB (¢)

JaB () (2.22)

(2.23)

E(t) = (BI(t)S(t) —vE(t) — pE (t))dt + ol(t)S(t)dB (t) . (2.24)
dI(t) = (VE (t) — 71(t) — I (1)) dt
En los modelos estocdsticos acd trabajados se considera que unicamente la tasa de infectividad
se ve afectada por las variaciones climdticas o ambientales, razén por la cual las ecuaciones de
dR (t) (en los modelos SIR-estocastico y SEIR-estocéstico) y de dI (t) (en los modelos SEIR-
estocdstico y SEIS-estocdstico) no tienen componente estocastica.

Los siguientes son los diagramas de flujo propuestos para los modelos SIR-estocdstico, SIS-
estocdastico, SEIR-estocdstico y SEIR-estocdstico, respectivamente:

N (B+eB () I(1)S(t) I(t)
— 5(t) WAAAN\/\N-»W—} R (t)

‘p‘.S (t) l#f{f} ‘ uR(t)

nN (8+aB (1)I(t)S(t)
—55() —NANANAAAANNAN~ I(¢)

vI(t)
1#5 ()

nN (8+0B (t)I(t)S(t) vE (t) vI(t)
—— 5 (t) ~AAAAAANAA~ E (T)

l#-‘«"'{t]

A
ey
—
L=
—_—
o
—
o+
—

‘:
o]
E
—
=
[
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T
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1(2)
aN | (8+0B () I(t)S(2) vE (1)
—— 5 () AAAAANAAANAA S E[t_}—*lf{f:'
S (¢) HE (t) ul (2)

Los diagramas de flujo para los modelos epidemioldgicos estocdsticos se interpretan de la misma
manera que como se interpretan los diagramas de flujo para los modelos deterministas, salvo
porque en estos modelos se considera que el paso de los individuos susceptibles a los infectados
(en los modelos SIS y SIR-estocdsticos) y el paso de los individuos susceptibles a los expuestos (en
los modelos SEIR y SEIS-estocasticos) presenta perturbaciones determinadas por las variaciones
climaticas o ambientales y modeladas por “oB (t)”. En general, en un modelo compartimental
cuando se tenga perturbaciones entre el flujo de dos compartimientos, se puede representar la
correspondiente flecha como ‘~’.

Al hacerse las simulaciones de las funciones S (t) e I (t) del sistema EDE del modelo SIS-
estocdstico (pagina 97, capitulo 4) y de las funciones S (t), E(t), I(t) y R(t) del sistema
EDE del modelo SEIR-estocdstico (pdgina 98, capitulo 4) y suponiendo que todas las funciones
existen (hecho a demostrar en el teorema 3.1.) se observa que todas son funciones continuas en
los respectivos modelos estocdsticos, por lo que se realiza la siguiente suposicion:

Suposicién 2.2. Las funciones S (t) e I (t) en el modelo SIS-estocdstico y las funciones S (t),
E(t), I(t) yR(t) en el modelo SEIR-estocdstico son todas funciones continuas.

Siguiendo la definicién de una solucidn de un sistema de ecuaciones diferenciales estocdsticas
(definicion 1.60) para los sistemas EDE (2.22) y (2.23) se hace la siguiente nota para aclarar
sobre el espacio de probabilidad y el movimiento browniano en ambos modelos.

Nota 2.1. Sean {B(t)},~, un movimiento browniano definido sobre un espacio de probabi-
lidad (90,3, P) (el cual estd determinado por los individuos susceptibles e infectados por una
enfermedad) con su respectiva filtracion browniana {Si},~q. Sean el sistema EDE (2.22) con
condicion inicial (S (0),1(0)) y {S(S(O)’I(O))7t}t>0 la filtracion dada en la definicion 1.60. Deci-
mos en este caso que (S (t),1(t)) es la solucion del sistema (2.22), si y sdlo si, se cumplen (i),
(31) y (iii) de la definicion 1.60. Andlogamente, para el sistema (2.23) con condicion inicial
(S(0),E(0),I(0),R(0)) y {S(S(O),E(O),I(O),R(O)),t}t>0 como en la definicion 1.60, se define la
solucion (S (t),E(t),I(t),R(t)) para el modelo SEIR-estocdstico.

2.5. Estabilidad de los modelos estocasticos

En los sistemas de EDE se define punto de equilibrio como sigue:
Definicién 2.6. [Lahrouz, pag. 65] Sea el sistema EDE dado por

dX (t) = f (£, X (£)) dt + g (£, X (£))dB () .t > 0

X (0) = 2 (2.25)

tal que f,g son funciones localmente Lipschitz de R™ en R (definicion A.8). Se dice que
x =X (t1) € R™ para algin t; > 0, es un punto de equilibrio del sistema EDE, si y sdlo
87;7 f(tlai) = 0.

Andlogo a un sistema EDO si x #X (0), al hacer la sustitucién £ (¢) = X (t) — x (pagina 43)
es obtiene el sistema EDE
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dé (t) = f (£, € (t) + %) dt + g (£ (t) + %) dB (1),

para el cual £ (0) es un punto de equilibrio. De esta forma se define la estabilidad, la estabilidad
asintética y la estabilidad asintética de un sistema EDE como sigue:

Definicién 2.7. [Lahrouz, pdg. 65] Sea el sistema EDE dado por la ecuacion (2.29) con X (0)
su punto de equilibrio. Se dice que X (0) es

(i) Estable en probabilidad, si y sdlo si, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si || X (0)]] < ¢
entonces

P(suplx 0] > ¢) =0
t>0

(it) Asintdticamente estable, siy sdlo si, es estable en probabilidad y existe 6 > 0 tal que si
I|IX (0)]] < o entonces

P( Ifm X(t):0> =1;

t——+o0

(iit1) Globalmente asintéticamente estable, si y sdélo si, es estable en probabilidad y para
todo X (0) € R™

P< lfm X(t)=0> = 1.
t——+o00

De la definicién anterior se tiene que si X (0) es globalmente asintdticamente estable entonces
es asintdticamente estable.

Para demostrar que un sistema de EDE es asintdticamente estable se puede utilizar nueva-
mente una funcion de Liapunov adecuada. En sistemas de EDE la definicién de funcion de
Liapunov es la misma que para los sistemas de EDO (definicion 2.4).

Utilizando una funcién de Liapunov adecuada y la definicién de £ (V (X (t))) (definicion 1.57)
vamos a dar una condicién suficiente para tener la estabilidad asintdtica de X (0) en el modelo
SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico utilizando el siguiente teorema enunciado en [Lu, pag.
3679] y cuya prueba se hace en [Mao].

Teorema 2.4. Sea X (0) el punto de origen del sistema (2.29). Sea V (X (t)) una funcion de
Liapunov , es decir, V : R" — R es una funcion continua y con primeras derivadas continuas
tal que V(X (0)) =0 y V(X (t)) > 0 para todo t >0

(i) Si L(V (X (t))) <0 para todo t > 0, entonces X (0) es estocdsticamente estable.

(it) Si V satisface (i) y adicionalmente £ (V (X (t))) < 0, entonces X (t) es asintdticamente
estable.

A continuacién estudiaremos bajo qué condiciones numéricas los modelos SIS—estocastico es
asintdticamente estable, enuncidndose el siguiente teorema. Su demostracién se realizard con
base en [Omari, Pdg. 61 y 62] y [Lahrouz, pdg. 66-67].

Teorema 2.5. Si la condicion de que

0.2,,72 N2

2.26
5 (226)

niN
0<fB——<v+p—
I



54 CAPITULO 2. HACIA LOS MODELOS EPIDEMIOLOGICOS ESTOCASTICOS
se satisface entonces el punto inicial (EN, O) para el modelo SIS — estocdstico es asintdticamente
estable.
Demostracion: Supongamos que 17 = u. Consideremos la funcién dada por

V(S (8),1(t) =M (N =5 (1) + 3rl? (1),
donde A1, A1 > 0 son constantes que escogeremos més adelante adecuadamente. Claramente
V(S (t)I(t)) >0 paratodot >0y V (N,0) =0, ademds S (t) e I (¢) son funciones continuas
(suposicion 2.1), por tanto V es una funcién de Liapunov.
Reescribiendo el sistema EDE del modelo SIS-estocdstico en forma matricial,

da (t) = f(t,2 (1) dt + g (¢, 2 (1)) dB (1),

con z (t) := (S(t),I(t)), se tiene que f y g estdan dadas por:

[ (tx (@) o= (uN = BS () T (&) +4I () —pS(t), BSEHIE) = (p+I(t))
ylgta @) = (—eSO)I(t), oSHIE)).

Para calcular £ (V (¢)) de dicho sistema EDE observemos que

v V(= BSWIM LM —pSE) ) [ —2\ (N - S (1)
Fte @I ‘( BS()I(L) — (u+) (1) )( Aol (1) )

= M [=n+BS @)L (t) =~ (1) + pS )] (N =S (1))
+A2 [BS (t) — (n+)] 1% (2)

< 20 [+ BVT ()~ T () + S (] (N — S (1)
BN — (i + )] (1)
por otra parte,
oo @ Sgr@) = destoro(-1 1) (5 ()
= 125220 (~2h, A )

= Mo2S2(t) 12 (t) + 3220252 () I2 (t) < Mo?N2I2 (t)
+3 X202 N2I% (1)

Por consiguiente tendremos que
LV (t) <2Ma(t) + A2b(t)
para a (t) y b(t) dados respectivamente por
a(t)=[—n+BNI(t) = yI(t) + pS (O] (N =S (1) + 052 (t) I* (1)

o2 N?

inf {I* (1)} =

)20 < (58 - e+ -5

o) = (68 = (ut ) +
notemos que como I (t) < N, —I(t) < —infy>o I (t) y N — S (t) < N para todo ¢t > 0, entonces

alt) < [—n + BN~ 9t {1(0)} + S (t)} N + 0252 (t) N2 = &,
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por la condicién 2.26. tenemos que SN — (v + M)—I—%JQNQ < 01luego A2b (t) < 0.Sia(t) <0 para
todo t > 0 entonces tomando Aj, A2 = 1 vemos que £ (V (t)) < 2a(t) +b(t) < 0. Sia(t) >0,
para algin ¢t > 0, tomando A\ y A9 tal que 2A\1x < —Aat observamos que

L(V(£) < 2X\a(t) + Aab () < 2M1k + Aot < 0,

demostrando asi por el teorema 2.4. que el punto (N, O)T es asintéticamente estable en el modelo
SIS—estocdstico. Si p # 1 se reemplaza N por gN en la funcién de Liapunov definida y se sigue
la prueba realizada anteriormente notando que si 77 > p entonces S (t) < gN paratodot >0y
si p > n entonces S (t) < maxy>o .S (t) para todo ¢ > 0.

|
A continuacién estudiaremos bajo qué condiciones numéricas los modelos SEIR—estocdstico es
asintdticamente estable, enuncidndose el siguiente teorema. Su demostracién se realizard con
base en [Omari, Pdg. 61 y 62] y [Lahrouz, pdg. 66-67].

Teorema 2.6. Si la condicidn de que

’I’]N O'2U2772N2

0<vp <(y+u)(vtp) - o2

(2.27)

BN < (p+7) yv+p > 1 se satisface entonces el punto de equilibrio inicial (gN, 0,0, 0) para
el modelo SEIR— estocdstico es asintdticamente estable.

Demostracion: Supongamos que 17 = u. Consideremos la funcién dada por

W(S@t),Et),I(t),R(t)):=A (N—2S8)>2+\ <UEI+ U2%E2 + (1 +v) ;I2> +%)\3R2,

donde A1, A2, A3 > 0 son constantes que escogeremos mds adelante adecuadamente. Claramente
V(S(t),E(t),I(t),R(t)) >0 paratodot >0y V (N,0,0,0) =0, ademds S (t), E(t), I (t)y

R (t) son funciones continuas (suposicion 2.1), por lo tanto V' es una funcién de Liapunov.
Reescribiendo el sistema EDE del modelo SIS-estocdstico en forma matricial,

dz (t) = f(t,z(t))dt + g (t,x (t)) dB (1),
conz(t):=(S(t),E(t),I(t),R(t)), se tiene que f y g estdn dadas por:

=1 tx @) = (n—BST—pS, BSI — (v+p) E, vE— (u+7)1, vI — pR)
vl =lgt,z®)]" == (oS I(t), oSE)I{), 0, 0).

Para calcular £ (V (t)) de dicho sistema EDE observemos que

ow
fr = (n—BSI—pS, BSI—(v+p)E, vE—(u+)I, yI-pR)A

Ox
= =2\ (N —=95)(n—BIS —puS)+ X2 ([V?BN —v (y+ p)| EI

+ (v? =0 (v+p) B>+ [BN — (v + p) (n+v)] I?) + A3 (YRI — pR?)
donde
A= (=20 (N=9), A (VPE+vI), A (@WE+(u+v)I), AR)",

por otra parte,
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24 0 0 0 ~1
1 . oV 1 5w 0 Av? v 0 1
= = — (-1, 1
59 gr ¢ = oSl L0 0) L i) 0 0
0 0 0 2\ 0
1
= 028212 ( —2X\;, Aov?, v, 0)( =1, 1, 0, 0)"

2
1 1
= M\o2S%12% + 7)\21)20252]2 < A\o2N2?1? 4+ /\270202]\7212.

De esta manera tenemos que

oV 1 .0V
B A S R (A S
LV @®) = fT——+ 59" 579 < Malt) + Asb(t) + Ase(t),
a(t)= 2(N = 8)(=n+ BIS + pS) + 02N2I2 < 2N (—n + SN2 + uN) + 02N = x,

b(t)= (VBN —v(v+p)) EI+ (v? —v*(v+ p)) E?
+ <U,BN —(p+7)(p+v)+ ;U202N212>,

¢(t) = yIR - pR? < yN? — pinf { R},
Notemos que
(i) como v + p > 1 observamos que v? — v? (v + u) < v? — v? = 0 entonces
(VP =v? (v+p) E*<0

(ii) puesto que vBN < (u+ ) entonces v2AN — v (u+~) = v (VBN — (u+7)) < 0, por
consiguiente (VBN —v (u+7v)) EI <0

(#4i) por la condicién (2.27) tendremos que
1
<uﬁN —(u+7v) (p+v) + 2v202N2> I% (t) <0,

por (i), (it) y (i) tenemos que A2b(t) < 0. De manera andloga a como se realizé en la
demostracién del teorema 2.2 podemos escoger valores adecuados A1, A2, A3 tal que £ (W (t)) < 0
asi por el teorema 2.4. tenemos que el punto (N, 0,0, ())T en el modelo SEIR— estocdstico es asin-
téticamente estable. Si p # n se reemplaza N por %N en la funcién de Liapunov definida y se
sigue la prueba realizada anteriormente notando que si n > u entonces S (t) < gN para todo
t >0y sip>nentonces S (t) < méxs>o .S () para todo t > 0. [

En la siguiente seccion se busca definir Ry para los modelos epidemioldgicos estocdsticos prop-
uestos en este trabajo.

2.6. Sobre las definiciones de R, para los modelos estocasticos

Para definir Ry en los modelos epidemioldgicos estocdsticos propuestos en este trabajo se uti-
lizardan dos enfoques: la definicion via integral y la definicién como una condicién suficiente de
la estabilidad del punto de equilibrio inicial.
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2.6.1. La definicién de R, a partir de la integral

Una forma de definir Ry para los modelos epidemioldgicos estocdsticos con sistemas de EDE
dados por (2.21), (2.22), (2.23) y (2.24) es utilizando la integral dada en la ecuacion (2.11).
A continuacién se presenta dicho enfoque donde los calculos presentados son completamente
originales.

Como primer caso consideraremos que la tasa de natalidad es la misma que la tasa de mortalidad
y por consiguiente el total de la poblacién es el mismo con respecto al tiempo. En el caso del
modelo SIR—estocdstico si un individuo infeccioso que permanece infeccioso hasta el tiempo a,
I(0) =1, ingresa a una poblacién completamente susceptible, S (0) = N, entonces tendremos
(B + 0B (a)) N nuevos individuos infectados por unidad de tiempo. De esta manera tendremos
que para el modelo SIR—estocdstico su ndmero reproductivo bdsico esta dado por

“+oo 400
Rt = T (84 0B (@) Ne-Gtida = [ BNe-Wada 1 o [ B (a) Ne~+7)eda
0 0 0
BN e _
= — " 4+ 6N [ B(a)e WtMagq,
(u+7) { (@)

tomando z = B (t) y f (t,z) = ze~ WV (notacion 1.2.) observamos que

fe(tyw) = = (p+y)we” W00 fo (ta) = e Wy fo (t,2) =0,
asi por integracion por partes
+oo

+oo
lim B ()e~ WM = B(0) — (u+7) [ B(a)e Mda + [ e MG B (a),
0 0

l—+o00
como {B (t)},~, es un movimiento browniano entonces B (0) = 0, por consiguiente

oo o= (ut7)a +o00
—————dB(a) - lim B(l)e~ W) = [ B(a)e WiMada,
0 Ay u+y l—+oco 0

sin embargo, si fé B (a) e~ (HtMadq estd definida cuando | — 400 entonces por la proposicion
1.5. tal integral es en realidad una wvariable aleatoria tal que

f B(a)e~#H7%Gq ~ N
p+y 1otoo o (u+7)

+oo g—2(ut7)a
lfm B(l)e W+l [ dq
La ley del logaritmo iterado ([@Oksendal, teorema 5.1.2, pdg. 66]) afirma que

B (1)
1§ e AV
;Iffgop v2lloglogl

= 1 casi siempre

de manera que

B (1) v/2lTog log te~ (!
0< lim B(l)e WMl <1 — i Al Tog log fe— (WM
- ZJE-HOO (De - ;Iilfip v 2lloglogl }rilfgop oBoBte

observemos que

0 Sllfin V20 Tog log te~ (i Slliin V20 ogle~ WMl < 1fm /2le~ ML

l—+o00

donde vemos que por la regla de L’Hopital
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1

e—(p+)1
e—2(p+)1

I
lim v2le~ D = /2 lfm ——F—— = /2 lim

— 0,

asi tenemos que

lim +/20Toglog te~ Ml = 0,

l—+o00

por consiguiente
0 < lim B(l) e~ < limsupy/2lloglogte~ Ml = 1im /2[Toglogte~ M =0 c.s,
l—+o0 l—400 l—+o0
es decir, _u%v My 4 oo B (1) e~ = 0 c.s. Por otra parte, notemos que
+oo p—2(pty)a e~ 2(p+)a

da= lim —
{ u+7)2 oo 2(n+7)°

1
2(u+7)°

0
De esta manera R5LE es una variable aleatoria con distribucién normal, cuyos pardmetros estan
7

dados por:
RSIF N AN o*N* (2.28)
(L) " 2+ )’

de esta manera se hace la siguiente definicién:

Definicién 2.8. Se define la variable aleatoria reproductiva bdsica del modelo SIR-
estocdstico (sin nacimientos ni muertes) a la variable aleatoria Rg’iR.

Nétese que la media de RgleR coincide con Rg] R Para el caso més general, es decir, cuando

u # 1, tendremos que las variable aleatoria reproductiva bdsica es la misma RgéR pero esta vez
sustituimos N por EN .

De manera andloga tendremos que para los modelos SIS-estocdstico, SEIR-estocdstico y SEIS-
estocdstico se definen las variables aleatorias reproductivas bdsicas como sigue

Definicién 2.9. Las variables aleatorias reproductivas bdsicas de los modelo SIS-estocdstico,
SEIR-estocdstico y SEIS-estocdstico estdan definidos respectivamente por:

R§IS ~ RSTS M (2.29)
20% (1 + )
2,.2 2N2
RSEIR N ( RSEIR, e — v (2.30)
20 ((p+v) (p+17))

RSEIS N ( REPIS N ~ . (2.31)
’ 2p* ((p+v) (k+7))
SIR

Dado que las tasas de los modelos son siempre positivas, entonces las variables aleatorias Rg "™,
R&Ies, Rgfm y Rgfls estdn definidas para cualquier modelo SIR, SIS, SEIR y SEIS que se
vaya a considerar.

En el capitulo 8 de este trabajo se presentan los resultados referentes a la extincidn, persistencia
en la media y existencia de procesos estacionarios. Las hipdtesis de éstos resultados son de
tipo numérico, es decir, se establece bajo qué condiciones de los parametros (n, p, o, B, vy
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v) se tiene la extincion de la enfermedad, la persistencia de la misma y si existe al menos
proceso estacionario. En la literatura'S usualmente éstas condiciones se presentan en términos
del nimero reproductivo basico, razén por la cual se conservard dicho enfoque en este trabajo y se
definird un nimero reproductivo basico para los modelos epidemioldgicos estocdsticos propuestos.

Si bien ya se posee una variable reproductiva bdsica una desventaja de ésta es no “formar parte”
de las condiciones suficientes de la estabilidad, teoremas enunciados y demostrados en la seccién
anterior. Las condiciones para la estabilidad son de tipo numérico en funcién de n, u, o, 8, v, v
y ningin momento de tipo aleatorio (en términos de variables aleatorias), razén por la cual se
debe tener un nimero reproductivo bdsico para los modelos estocdsticos. El primer intento para
definir tal valor ha sido via integral, sin embargo, bajo este método no se tiene un ndmero, por
consiguiente se procede a definir Ry como una condicidn suficiente de la estabilidad asintdtica,
enfoque abordado en la siguiente subseccion:

2.6.2. La definiciéon de R, como una condicién suficiente para la estabilidad

En la seccion 2.5 se mostraron las condiciones suficientes bajo las cudles los valores iniciales
(gN, 0) y (%N,0,0,0) son asintdéticamente estables en los modelos SIS-estocdstico y SEIR-

estocdstico. Si se repite el diagrama (2.b), pero esta vez para el modelo SIS-estocdstico se obtiene
el diagrama (2.c)

Estabilidad
S(-IZ/Z-G - (ﬂN,O) es
asintotica I 1 m
para el modelo = asintoticamente (2.¢)
SIS-estocdstico estable

donde el valor de R&Ig es el menor nimero que implica que (%N , O) es asintdticamente estable

y se conocerd como el nidmero reproductivo basico del modelo SIS-estocdstico. La hipdtesis del
teorema (2.5) estd dada por

N 2 2N2
p 2p
si y sélo si,
577]\7 0'2?72N2

0<

+ <1,
p(y+p) o 2u*(y+p)

siendo ésta una condicion suficiente para tener la estabilidad asintdtica de (EN , 0) en el modelo

SIS-estocastico. De esta forma tendremos que una primera'” definicion del mimero reproductivo
bdsico para el modelo SIS—estocéstico esta dada por

»SIS pnN R\
R[)’E = + 5,2 .
p(y + ) pe (y + )

5Por ejemplo en [Broek], [Canté], [Gray], [Has ‘'minskii], [Jiang], [Lahrouz], [Lu], [Omari], [Ospina], [Tornatore]
y [Zhou]
'"Se dice una primera porque en el capitulo 4 al hacer las simulaciones de las trayectorias S (t) e I(t) del

modelo SIS-estocdstico se encuentra que la estabilidad asintdtica estd determinada por una cantidad Rg’%s menor

que R&IES .
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sin embargo, al hacer las simulaciones de las trayectorias de S (t) y de I(t) (seccidn 4.2.2,

capitulo 4, conjetura 4.1) se puede determinar que bajo la siguiente condicion numérica'®
N 0.2 2N2
0 < BN < b + 5 77 ,
w(y+p) 2p= (v + 1)
es decir,
2,2 A72

p(y+p) 202 (v +p)

el punto (gN, 0) es asintdticamente estable en modelo SIS-estocdstico. Como ﬁg%s < ﬁ&%@,

entonces se define el ndmero reproductivo bdsico para el modelo SIS-estocdstico como:

Definicién 2.10. El nimero reproductivo basico del modelo SIS-estocdstico estd definido
por:
,BT]N 0'2772N2

py+u) 2P (y+p)

RgIES — RSIS _

0.E = (2.32)

Para el modelo SEIR-estocdstico al repetir el diagrama (2.b) se obtiene el diagrama (2.d)

RSEIR
FEstabilidad 0.5

7
asintotica (“N’ 0,0, 0) s

para el modelo ’ AN <p+y ‘ = asintdticamente (2.d)
SEIR-estocéastico estable

donde Rg%l E es el menor nmimero que implica que (gN ,0,0, 0) es asintéticamente estable y
se conocerd como el nidmero reproductivo bdsico para el modelo SEIR-estocdstico. La primera

hipétesis del teorema (2.6) (de donde se tomard el valor de Rg’%l R) estd dada por
0<vf v < (u+’y)(u+v)—|—v%22zzm,
si y sélo si,
0< vBnN v2a?n?N? <1

eI I D ICE D)

siendo una condicion suficiente para tener la estabilidad asintdtica de (%N ,0,0, 0) en el modelo

SEIR-estocdstico. De esta forma tendremos que una primera'® definicion del nimero reproduc-
tivo bdsico para el modelo SEIR~estocdstico estd dada por

RSEIR ._ vBnN n v2a?n?N?
OF T p(y ) (o) 26 (v p) (v p)

I

18Esta condicién es sugerida en [Tornatore, pag. 114-115] para el modelo SIR-estocdstico. En dicho documento
no se especifica con que base o bajo qué criterio se hace tal sugerencia.

Y9 Al hacer las simulaciones de las trayectorias S (t) , E(t), I (t) y R(t) del modelo SETR-estocastico se encuentra
SEIR
0,5

que la estabilidad asintdtica estd determinada por una cantidad Rg menor que ﬁ,g’%[R.
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sin embargo, al hacer las simulaciones de las trayectorias de S (t),E (t),1(t) y R(t) (seccion
4.2.2, capitulo /) se puede determinar que bajo la siguiente condicidn numérica

RSEIR . vnBN B v2o?n?N? <1
0,F = 2 3
p(y+p) v+ p) 2p7 (v + 1) (v + )

el punto <%N ,0,0, 0) es asintdticamente estable en modelo SEIR-estocdstico.

Como R[?%IR > RSEI R entonces la definicién del ndmero reproductivo basico para el modelo
SEIR-estocdstico corresponde a:

Definicién 2.11. El nimero reproductivo bdasico del modelo SEIR-estocdstico estd definido
por:
vpnN v20?n?N?

REEIR = RSEIR — _ _
ply+p)(w+p) 20 (y+p) (v+p)

(2.33)

Notemos que de las definiciones de wvariable aleatoria reproductiva bdsica y de mimero repro-
ductivo bdsico para los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico se tienen las siguientes de-
sigualdades:

Ry <E[RGY] = RY™S < R§YS , (2.34)

RSEIR < E [ROSEIR] RSEIR < RSEIR (2 35)
e . .
Notemos que
P ( R&%IR < R&EIR < R&%R>
RS’EIR [RSIS] RSEIR E [RSIS] RS’EIR [RSIS

o [ms Vo [ Vo [ms

anN\/,uA— <7< myN\/u+

= Pl Vo
B onN~/p+ v B
(o)

donde @ (x) es la funcion de distribucion de la variable aleatoria con Z ~ N (0,1), para todo
x € R. La probabilidad dada por

SEIR SEIR ~ RSEIR
P (REGT < REEIR < RFIT)
estd definida siempre y cuando

N
0§2¢<0ﬁ~wtvv>1§L

es decir,
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la desigualdad anterior se tiene, si y sélo si, onN % “7“ > 0, es decir, n,v > 0 y la tasa de
mortalidad, p, sea mayor que cero.

Por otra parte, si p tiende a infinito (u — +o00) entonces onN % “7“ tiende a infinito, por

lo tanto, ® anNﬁlm/“;”> tiende a uno y asi P (R({%IR < Ragm < ﬁggm) tiende a cero.

Esto quiere decir que entre mayor sea la tasa de mortalidad menor es la probabilidad de que la
variable aleatoria reproductiva bésica tome valores entre Rbg %I Ry Rg %I R



Capitulo 3

Los modelos SIS y SEIR estocasticos

En este capitulo se demostrard que efectivamente los modelos epidemioldgicos estocdsticos SIS
y SEIR tienen solucién, a pesar de no tenerse una ecuacion explicita para las mismas. Ademés
se verificard bajo qué condiciones ambos modelos se extinguen, es decir, bajo qué condiciones la
poblacién infectada tiende a desaparecer. Una vez se conoce la existencia, la pregunta serd bajo
qué condiciones la poblacion promedio infectada serd mayor que cero, problema que llamaremos
persistencia en la media. Este problema es importante porque determina bajo qué condiciones
suficientes hay prevalecia de la epidemia para un tiempo suficientemente grande. Finalmente
para determinar si existe o no un comportamiento asintético', el cual estard determinado por
la existencia de una distribucion estacionaria.

3.1. La existencia y la unicidad de la solucién

El primer aspecto fundamental antes de empezar a analizar un modelo epidemiolégico, en este
caso estocdstico, es determinar si efectivamente éste tiene alguna solucién positiva, es decir, de-
terminar si para todo tiempo ¢ > 0 existe poblacién susceptible, infectada, expuesta o recupera-
da, habiendo siempre individuos en alguno de los grupos. En el caso particular de los modelos
epidemiolégicos estocdsticos, dado que utilizamos el movimiento browniano (en la componente
aleatoria), se hace necesario determinar si existe casi seguramente la solucién, es decir, que la
probabilidad de tener individuos susceptibles, recuperados, expuestos o infectados (dependiendo
del modelo), en cualquier instante de tiempo, sea siempre uno. Los teoremas 3.1 y 3.2 corre-
sponden, respectivamente, a la existencia y a la unicidad de la solucién para los modelos SIS
y SEIR estocdsticos. Las demostraciones se hardn con base en [Gray, pag. 6—7] y [Liu, pag.
157—158].

En la demostracion de la ezistencia de las soluciones de ambos modelos estocdsticos se asume las
EDE definidas por los modelos SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico tienen coeficientes Lipschitz
localmente continuos (definicion A.8). Se utiliza ademads la siguiente proposicién:

Proposicién 3.1. ([Mao, pag. 250]) Sean {B (t)},5, un movimiento browniano sobre un es-
pacio de probabilidad (2,3, P), {St};sq la filtracion browniana y u (t,w),b(t,w) dos funciones
Lipschitz localmente continuas. Sea una EDE dada por

dX (t,w) =u(t,w)dt + v (t,w)dB (t,w),

entonces existe un tiempo de explosion 1. > 0 (definicion 1.44) con respecto a la filtacion
{%1(0),t}t>0 (como en la definicion 1.60) tal que la EDE tiene una unica solucion para todo

te[0,7e).

YPor comportamiento asintético se entenderd por comportamiento para un tiempo infinito.

63
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Demostracion: [Fernandez, pag. 6. |

De acuerdo con la nota 2.1, los modelos SIS-estocdistico y SEIR-estocdstico se considerard
{B (t)};> un movimiento browniano sobre (£, 3, P), determinado por las poblaciones que ten-
ga cada enfermedad, {S:},~, como la filtracion browniana y las filtaciones {3(5(0),1(0)),1;}»0 y

{\9 E(0),1(0 0))’15}720 dadas en la nota 2.1.

Teorema 3.1 (existencia de la solucién para el modelo SIS—estocdstico y para el
modelo SEIR-—estocdstico). Sea I(0) € (0,N) entonces existe I(t) € (0,N) para todo
t >0 tal que P (I(t) € (0,N), para todo t > 0) = 1 en los modelos (i) SIS—estocdstico y (i)
SEIR—estocdstico.

Demostracion: (i) De la suposicion 2.1. se tiene que los coeficientes de las ecuaciones diferen-
ctales estocdsticas de los modelos SIS —estocastico son Lipschitz localmente continuos, entonces
para algiin valor inicial (S (0),1(0)) € (R*)? existe una tinica solucion (S (t),1 (t)) para todo
t e [O,TBSIS) donde TSIS es un tiempo de explosion con respecto a {%(3(0)71(0))71&}90, luego

I (t,w) — + oo para casi todo w € Q cuando t — 7575,

Para demostrar la existencia de una solucion global, basta con demostrar que 7579 = +o0
con probabilidad uno, es decir, existe una solucién (S (t),I(t)) casi sequramente para todo

t € [0, +00) (suponiendo 7575 = +-00). Para probar lo anterior vamos a definir 757 como sigue

15 =inf {t € [0,7575] : S(t) <06 I(t) <0}.

Dado que todo t € [O TSIS] son tiempos de paro® (proposicién 1.1) con respecto a la filtracion
{\s 0),1(0) )t}t>0 podemos reescribir el conjunto {w eN: TSIS (w) < t} para todo ¢t > 0 como

{WEQIT;?IS(W)St} :O< ESIS{weﬁT(w)gttalqueS(t)SOéI(t)SO}
= U Qi@ SN en:s@ <0611 <o),
T€Q

observemos que {w € Q : 7 (w) <t} € S(g(0),1(0)),t Para todo t > 0 (por ser todos los 7 tiempos de
paro) y {w € Q: S(t) <06 I (t) <0} € I(5(0),1(0)),¢ (de la nota 2.1. (S (t), 1 (t)) es S(s(0),1(0)),t-

medible), entonces 7579 es un S(5(0),1(0)),¢-tiempo de paro.

Por la definicién de 7579 tenemos que 7579 < 7579, La demostracién se hace por contradiccién

suponiendo que TfIS < 400 casi siempre, es decir, existe +0o0 > T7 > 0 tal que
P (i1 <Ty) = 1.
Definamos la funcién

v: (RY)? — R
(@), 1(t) — In(SE)I() "

Sea X (t) := (S (t),1(t))", notemos que usando la notacién del teorema 1.6

0]

X =0 v )= (st v = (50 )

2Esto teniendo en cuenta que toda constante es un tiempo de paro y todo tiempo de explosion es un tiempo
de paro.
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De acuerdo con el modelo SIS—estocédstico, tomando

(N = BS () I(8) + I (t) — pS (t)
f(X(’“‘”"( BS()1(t) — (u+)I(H) >y
g(X (@)= (—oSHIE), oSHI) ),

Como S (t) e I (t) estén bien definidos para el sistema EDE (2.22) en [0,757] entonces dichos
procesos son procesos de Ito, por lo utilizaremos la férmula de It6® para calcular dV (S (t) I (t))
con V(S (t),I(t)) =InS(t)I(t). Para ello notemos que

VX IEO) = (o) F @)

= ;*7](;7) - (t)+7”(tt))—u+ﬁ5(t)—(u+7),
e [T (X (Vi <X<t>>g<X<t>>}=§9T<X<t>>( O 21@ )g<X<t>>
-5 (2 T gy = -G (2 0+ 2 o)
XX 0) = (i i )90 = oI+ 5 )

de manera que In S (¢) I (t) es un proceso de Ité (teorema 1.5) y dln (S (t) I (t)) estd dado por

din (S (¢)I(t) =

I(t) o?
s@ T o

=( N 51— 5 (1) +

40 (52 (t) + I? (t))> dt +oh (t)dB ()

> (56501 - 1) 20— = G () + (1) ) de + oh (4B o),

donde h (t) = S (t) — I (t). Al considerar la funcién

0.2
ES @), 1) =8O —1(1) = —— (SO + (1) = 2e+7),

tendremos que

din (S (¢)I(t)) > €(S(t),I(t))dt+oh(t)dB(t),

por consiguiente

In (S () I(t)) >1n (S (0)1(0))+ /g (S (), I (u)) du + U/h (t)dB (u). (3.1)
0 0

Por definicién de 7579 es claro que T (T*SI o ) <0o0S (T*SI S ) < 0 de manera que

*In (S (t) I (t)) es una funcion continua con derivadas parciales continuas considerando que S (t) e I (t) son
continuas distintas de cero para todo t > 0 (suposicion 2.1).
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lim In(S(¢)1(t)) <limln(t) = —oo,

t—7SI18 t—0

sin embargo, como In (S (0) I (0)) es finito (partiendo del caso extremo en el cual I(0) = 1y
S(0) =N —1), afgh(t) dB (u) estd definida en [0,757%) (por ser In (S (¢) I (t)) un proceso
de It6) y fotg(s (u), I (u))du estd definida en [0,757%) (por ser £ (S (u),I (u)) una funcién
continua), entonces se tiene que

t—7oIs t—13

—00>1In(S(0)1(0))+ lim /{ ) du+ o hms h(t)dB (u) > —oo, (3.2)
0

siendo esta una contradiccién (—+«—) obtenida de suponer que 915 < 400, por tanto 7515 = +oo
con probabilidad uno y asi (S (t),I (t)) existe para todo t € [0, +00) probandose la ezistencia
de la solucion global. La unicidad se tiene puesto que en la proposicion 3.1 se tiene como
consecuencia que la solucidn es tnica en [0,7.], es decir, (S (t),I(t)) es una dnica solucion
para todo t € [0, 4+00).

(4¢) Dado que los coeficientes de las ecuaciones diferenciales estocdasticas de los modelos SEIR—
estocdstico son localmente Lipschitztmnos continuos (suposicion 2.1), entonces para algtin valor
inicial (S (0),1(0),E(0)) € (R+) existe una tnica solucién (S (0), 1 (0), £ (0)) para todo ¢ en
el intervalo [0 TSEIR) donde TSEIR es un tiempo de explosion con respecto a la filtracion
{\s 0),E(0),1(0),R 0))7t}t>0’ es decir, I (w,t) — + oo para casi todo w € Q cuando t — 79FIE,

Para demostrar la existencia de una solucién global basta con demostrar que 75F/% = 400 casi
siempre, ea decir, (S (t),1I(t),E (t)) estd definida para todo t € [0,+00) bajo el hecho de que

SEI R — 4 00. Para probar lo anterior vamos a definir 7977 como sigue

OB = nf {t € [0,75FR] : S(t) <0, E(t) <06 I(t) <0},

SEIR

se puede probar que T es un tiempo de paro de manera similar como se hizo en (%) para
SIS

ver que 757 es un tzempo de paro.

Por la definicién de 75F7E tenemos que 79FIF < 75EIR Al suponer por contradiccién que

TSEIR 40 entonces TSBIR o5 finito con probabilidad uno, es decir, existe T > 0 finita tal
que

P (r8FIR < Ty) =1
Definamos la funcién

W (RT)? — Rt
(S(6),E®), 1) — W(SOE®IE)’

De acuerdo con el modelo SEIR—estocéstico, tomando
X0 = (50, E@, 1)) gxX@)=oSOI®) (-1, 1, 0)"y
nN — BS (t)1(t) — pS (t)
JX@)=| BSHIE)—(v+p) E() |,
VE(t) = (v+ ) 1(t)

utilizaremos la férmula de Ité para calcular dW (S (t) E (t) I (t)) con
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WS (), E(t),I(t)=W[SE)E®)I@®)] ")

Como S (t), E(t) e I(t) estan bien definidos para el sistema EDE (2.23) en [0,7579) en-
tonces dichos procesos son procesos de Itd, por lo utilizaremos la férmula de Ité para calcular

dW (S (t),E (t),I(t)) como sigue

W X0 = (su wae 1w ) O
nN SWIW B
= 0] — BI(t)+ B +v i) —3p—v—7,

e (o7 (X (0)Wa (X (1)) 9(X (1)]
o ol oS (t)1(t) 0 S2(t) I* (t)
(229, —20L0 o )sexen -5 (ro+-SHT0),
donde
—1/5%(t) 0 0
WXQ(X(t))( 0 —1/E*(t) 0 )
0 0 —1/1% (t)

de manera que In (S (t) E (t) I (t)) es un proceso de Ité (teorema 1.5) y d1n (S () E (t) I (1)) esta
dado por

din(S@E ) I() = <k(t) + +o - (12 (t) + SQ@IQ(”)) dt

donde

niN
S (t)

k(t) = —BI(t)=3p—v—vyjt)=

Supongamos primero que la poblacion es constante. Vamos a considerar dos casos:

Caso 1: 0 < E(t) < 1, si y s6lo si, 1/E (t) > 1, por consiguiente tendremos que

YIn (S (t) E(t) I (t)) es una funcion continua con derivadas parciales continuas considerando que S (t), E (t),
I (t) son continuas distintas de cero para todo t > 0 (suposicién 2.1).
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0.2 2
din(S@)E(t)I(t) = (kr (t) + Sgégt) (2BNE (t) — 028 (1) I (1)) — 12(“> dt

+oj (t)dB (t).
Caso 2: 1 < E(t) < N,siysélosi, =1 < —1/E(t) (-1 < —1/E?(t)), por consiguiente

0.2 2 0.2 2 2
dln (S (1) E () I (1)) 2<k(t)— Iz(t) _ 525)(; ®) )dt+aj(t)dB(t)

0.2 2 02 2 2
26<I~c(t)— 12 ® _ oS 53[[ (®) )dt+aj (t)dB ()

donde

de manera de que

dIn (S () E@) 1) =9 (S(t), E(t), () + 07 (t)dB (1),

por consiguiente

In[S)E@)I@)] = hl(S(O)E(O)I(O))+Zw(S(U),E(U),I(U))du 53
t 3.3

+0£j (t)dB (u),

Por definicién de TfEIR es claro que 1 (T*SEIR) <0,8 (T*SEIR) <0oFE (T*SEIR) < 0 de manera
que

lim In[S(t)E(t)I(t)] <limln(t) = —oo,

tHTfEIR t—0

"Como E (t) < N entonces 1/E (t) > 1/N para todo t > 0, siempre y cuando u = 7. En caso de que 1 > p,
entonces la poblacién inicial susceptible N es menor que ﬁN, por consiguiente, 1/E (t) > 1/%N para todo ¢t > 0.
Finalmente, si p > n entonces %N < N, de manera que para todo t > 0 se tiene que 1/E (t) > 1/m, donde
m = max:>o E (t).

La misma nota de pie de pagina anterior.
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Observemos que

(a)In (S (0) E(0)I(0)) es finito o —oo (partiendo del caso extremo en el cual 1(0) =0, E(0) =1
(b) afotj (t) dB (u) estd definida en [0, 72F1R), por ser In (S (t) E (t) I (t)) un proceso de Ito y
(c) Jfotzb (S (u), E (u),I(u))du estd definida en [0, 79F11), puesto que S (t), E (t) e I (u) son
continuas no nulas (suposicion 2.1.), ademds ¢ (S (t), E (t), I (t)) presenta a lo sumo un punto
de discontinuidad en E (t) = 1, por consiguiente ¢ (S (¢),E (t),I(t)) es integrable ([Rudin,
teorema 6.10, pdg. 126]).

Por (a), (b) y (c) se tiene que el valor del lado derecho de la desigualdad (3.3) para t — 73F1R
estd dado por

—ooz (SO EO)I0)+ lim £¢ (S (u), E (u), I (u))du

(3.4)

t
+UtﬁlTi§n]}:m£j (t)dB (u) > —o0,
siendo esta una contradiccién (—+«), la cual se obtiene de suponer que 75/ < 400, por tanto
9B’ — 460y ast (S(t),E (t),1(t)) existe para todo t € [0, +00) probandose la existencia
de la solucion global. La wunicidad se tiene puesto que en la proposicion 3.1 se tiene como
consecuencia que la solucion es unica en [0,7.), es decir, (S (t), E (t),I(t),R(t)) es una unica
solucion para todo t € [0, 4+00).

Si p < 71 se hace la misma demostracién utilizando que F (t) < %N paratodot>0ysipu>n
se utiliza que F (t) < m para todo ¢ > 0, donde m = méax;>o E (¢).

|
Con la existencia de la solucién para los modelos SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico nos
podemos preguntar cémo se puede encontrar la solucién de ambos sistemas. Un método estarfa
centrado en resolver analiticamente tales sistemas de ecuaciones, sin embargo, atin conocien-
do los pardmetros no es un camino viable por la posible dificultad de los correspondientes
analisis. Otro forma de abordar el problema consiste en estudiar numéricamente el problema
utilizando métodos numéricos estocdsticos. Las simulaciones a las soluciones de algunos modelos
SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico, se presentan en la seccion 4.2.

Al tener soluciones los sistemas EDE (2.22) y (2.23) se tiene que S (t) e I (t) en el modelo
SIS-estocdstico y S (t), E(t), I (t) y R(t) en el modelo SEIR-estocdstico son procesos de Ito
(ejemplo 1.15), razén por la cual es posible utilizar la férmula de Ito en las secciones 2.2, 2.3
y 2.4 de este capitulo.

3.2. La extincion

Se dice que un modelo epidemioldgico estocdstico tiene extincion si la poblacién infectada
tiende a cero en un tiempo suficientemente grande casi siempre, es decir, si

limsup; ,, o I (t) =0, casi siempre.

En esta seccién se presentan los teoremas con las condiciones suficientes para que los mode-
los SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico tengan extincién, para ello se utilizard el lema 3.1.
enunciado inmediatamente.
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Lema 3.1. ([Liu, pdg. 158]) Sean {B (t)},~, un movimiento browniano sobre un espacio de
probabilidad (2,3, P), {St},sg la filtracion browniana y {M (t)},~o una {S¢},-martingala local
continua con M (0) = 0 casi siempre. Entonces para todo § > 1 y para cualesquiera vy, Tp
sucesiones positivas existe 1 (w) € Z* para casi todo w € Q tal que

¢ 1 0l
JfM(u)dB()ST (M (t),M (t)) + nn,pamtodotconOﬁthnytodo
0 n
n>nw).”
Demostracion/: [Mao, pag. 158]. [ |

La demostracion de los siguientes dos teoremas se basa en [Liu, pag. 158] la cual se realiza para
un modelo SIR-estocdstico.

Teorema 3.2 (extincién del modelo SIS—estocastico). Sea (S (t),1(t)) la solucion al
modelo SIS—estocdstico con valor inicial (S (0),1(0)). Se tiene que

. InT (t) g
() limap = <

— (u+7) casi siempre.
(i) Si 2’% < () entonces el modelo SIS—estocdstico tiene extincion y , HEI S(t) = gN.
o — T 00

Demostracion: (i) Tenemos que el diferencial de I (¢) para el modelo SIS—estocastico estd dado
por

dI (t) = (BS () I (t) — (+~) I (£))dt + S () I (t)dB (¢).

Aplicando la férmula de Ité In I (1), la cual es una funcién continua y derivable para todo ¢ > 0
(suposicion 2.1) vamos a tener que

2

— 5 (t)) dt + o8 (t)dB ().

dlnl(t)=<65(t)—(u+7)— g

De esta forma podemos escribir In I (t) como sigue
t ) t
Inl(t)=1InI(0)+ /(BS( ) — (,u—l—’y)—C;SQ(u)) du—i—a/S(u)dB(u). (3.5)
0 0

Sea M (t) := o fo (u). Como la integral dada por M (t) estd bien definida, por ser
S(t) contmua para todo t > 0, entonces S(-) € V(0,4+00) implicando que M (t) es una
{S¢},-martingala local continua ({S},~ es la filtracion browniana) por el teorema 1.4, tal que
M (0) = 0 c.s. Por la isometria de Ito

(M (t), M (t)) = 0> [ S* (u) du,

por el lema anterior vamos a tener que para todo § > 1 y para cualesquiera v,, 7, sucesiones
positivas, existe 1 (w) € Z* para casi todo w € Q tal que

¢ 1 1
afS(u)dB()§7 (M (t),M(t)) + 5Unn,paratodotconOgthnytodonZn(w).
0 n

"La notacién (-) de producto interno se aclara en la notacion 1.2.
8Como S () € C* ([0, +00) x R) (condicidn (ii) de la definicion 1.60) entonces se garantiza que fot S (u)dB (u)
estd definida para todo ¢t > 0.
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Tomando 6 =2, v, =v > 0y 7, = n tendremos que para casi todo w € 2

¢ 21
oS (u)dB (u) < 7<M(t),M(t)>+ nn , para todo ¢t con 0 <t < ny todon>n(w),
0
por la ecuacion (3.5) se tendra que
t o2
Inf(t)< InI(0 —|—f< —(u+7v) — 252(u)> du
" 2lnn ’ (3.6)
), () + 2
para todo t con 0 < ¢t <ny todon > n(w). Por la desigualdad (3.6) observamos que
t 2 t 21
InI(t) < InI(0 +f< () - 282 (u ))du sl
0 2 0 v
t 2 2 21
— Wl +f( ) - 2w+ I ()) -
0 2 v
¢ o2 9 2Inn
In7(t) < InI(0)+ [ BS(U)—(ujL’y)—T(l—U)S (u) ) du + p— (3.7)
0
Tomando 0 < v < 1 observamos que
o? I} 2
o 2 265 (u) i
T2 (1—1))(5 (u) = o2 (1—v) * ot (1—v)?
2 62
G (1= 0) S (0 + 85 () ~ oz
por consiguiente
-0 S WS (3.5)
202 (1 — v) 2 ve o '

de las desigualdades (3.7) y (3.8) se tiene que para todo ¢ tal que 0 < ¢ < n, todon > n(w) y
casi todo w € €2,

52 2Inn
hlf(t) < lnI f( ,U/+")/ +m du + v

2 nn
= 1n1(0)+<—(u+7)+ 202(51—7;) >t+ 2!

de esta manera

InT (¢ In7(0 2 21
nt() - nt() N 202(51_1}) () 4 2lom

tomando t — 400 y por consiguiente n — 400 tendremos que

In 7 (0) 32
( t o (1—w

2Ilnn
vt

) B ('Ul—i_f}/)) +tl}$loo

para casi todo w € ). Tomando n tal que n — 1 <t < n observamos de la regla de L’Hopital
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, 2Inn , 2lnn
lim < lim — =0,
t—+oo vt n—-+oo U (n — 1)

ademads %lnl (0) — 0 cuando t — 400, por consiguiente

i In7 (t) 32
S
et 202 (1 -

o (1 +7),

como v > 0 es una constante arbitraria menor que 1 entonces podemos tomar v tendiendo a
cero, de manera que

In7(t 2
lim sup nl(t) b

- ara casi todo w € €.
fm suj " 57 (1 + ) par i w
(i) Bajo el supuesto de que 3%/ (20%) < (u + ) vamos a tener que

2
In 7 (£) < '6;2 —(n+7) <0,

lim sup
t—+o00 t 2

Notemos que como exp (+) es una funcion continua entonces

exp |limsup,_, In 7(t) = lim sup,_, expln IVt (¢)] = limsup,_, t/I(t) <0,
t——4o00 t t——4o00 t——+o0

Consideremos la sucesion {Il/” (n)}neN, la cual es convergente por el criterio de la raiz®
([Rudin, pag. 65-66]), es decir, lim, .4 I (n) = a, para algin —oo < a < +00. Supongamos
que a # 0, de esta forma:

InT(t) ., Ina

limsup————— = lim =0,
t—+oo t t—+oo I

. , InI(t :
lo cual es una contradiccién puesto que limsup; = t() < 0. De esta forma, necesaria-

mente lim, 1 I (n) = 0 y como I(t) es una funcion continua (suposicion 2.1) entonces
limy_ 4o I (t) =0, el decir, se tiene la extincién del modelo SIS—estocéstico.

Del sistema de EDE del modelo SIS—estocdstico tenemos que d (S (t) + I (t)) estd dado por

d(S(t)+1(t))
dt

=N —p(I(t)+ S (1)) (3.9)

tomando y (t) = I (t) + S (t), g(t) =nN y p(t) = p para cada t > 0, entonces tendremos que
la EDO (8.9) es del tipo dy/dt + p(t) y = ¢ (t) ([Diprima, pag. 65-66]) donde la solucién y esta

dada por
[{ew (Jpwan)awan} +50

y(t) 7
or (o)
tO
nu
+£e niVdu S(0)+1(0)+ ZNet — N

9 . . . . P .,
9El criterio de la raiz para sucesiones afirma que si limsu Y/|lan| < 1, entonces la sucesién {a, es
t——+oo neN
convergente.
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tomando limite tendremos que

S(0)+I(0)+ INet — N INett  pN
{ = { M = { M =
tl}inoo T+ 5] tlg—%o ekt tlg-noo ekt wo’

y como lim;_, 1o I (t) = 0 entonces lim;_ 4 S () = gN.

En la demostracion del teorema anterior se tiene que la solucidn de la EDO (para el modelo
SIS con nacimientos y muertes)

H SO+ 1) =nN—u(I(t)+5 (),
estd dada por
S(t)+1(t)= [S (0) + I(0) + 2Nt — N| e,
de esta manera si la poblacion inicial es completamente susceptible, entonces S (0) = N e
I(0) =0, por tanto:
St)+1I(t)= gN,

luego si la poblacion infectada tiende a 0 en el tiempo ¢, I (t) — 0, entonces la poblacion
susceptible tiende a %N . Del anterior razonamiento se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.1. En el modelo SIS con nacimientos y muertes si la poblacidn inicial es comple-
tamente susceptible y la poblacion infectada en un tiempo t tiende a cero, entonces la poblacion
susceptible en dicho tiempo tiende a gN.

Teorema 3.3 (extincién del modelo SEIR—estocastico). Sea (S (t),E (t),1(t)) la solu-
cion al modelo SEIR—estocdstico con valor inicial (S (0), E (0),1(0)). Se tiene que

InE (¢ 2
(1) 2 : () < 2/6 5 — (v 4 ) casi siempre.
o
2
- ) o
(i) Si 5y7 < (v + ) entonces tEerooS(t) AN

2
(i) Si E=a < (v + ) entonces el modelo SEIR— estocdstico tiene extincion.
o

Demostracion: (t) De acuerdo con la ecuaciéon EDE del modelo SEIR —estocdstico tenemos que
el diferencial de F (t) estd dado por

dE (t) = (BS () I (t) — (v + p) E (t)) dt + oS (t) I (£) dB (t).

Aplicando la férmula de It6 ala funcién In E (t), la cual es continua y derivable por la suposicidn
2.1, vamos a tener que

g () = (25010

De esta forma podemos escribir In E (t) como sigue

) - o282 (t) I% (t) >dt+ oS (t)I(t) 0B (1),

2E2 (1) E(t)

t U U 0252 (u) I2 (u
lnE(t): lnE(O)+~£(%_(U+M)— 52272)(i)< ) )du
+UjMdB (t) (3.10)
0 E (u) ’



74 CAPITULO 3. LOS MODELOS SIS Y SEIR ESTOCASTICOS

Sea L (t) := £ fot (w)) /E (u )] B (u). Como la integral dada por L (t) estd bien definida
por ser ( (t) I (t)) /E( ) continua '° para todo t > 0, entonces (S (t)I(t)) /E (t) € V (0, +00)
implicando que L (t) es una {S; },-martingala local continua ({S¢},~ es la filtracion browniana)
por el teorema 1.4, tal que L (0) = 0 c.s. Por la isometria de Ito

0.2 t 2 U 2 U
(L0, L0 =~ - g,

por el lema 8.1. vamos a tener que para todo & > 1 y para cualesquiera v,, T, sucesiones
positivas entonces existe  (w) € Z1 para casi todo w € € tal que

¢ 1 1 0l
UdeB(U)S2Un<L(t),L<t)>+ vnn ,Vtcon 0 <t <7, ytodon>nw).
0 n
Tomando 0 = 2, v, =b > 0y 7, = n tendremos que para todo t con 0 <t < ny todon > n(w)
¢ 1 b 21
12 gy < 2w, )+ 200
0

por la igualdad 3.10. se tendrd que

S@ie o SwEwY,
Ew TP T T T R )d

InE(t) < InE(0 —l—f(

SPS) P ) 2 (3.11)
by 2E%(w) b
para todo t con 0 <t <ny todon > n(w). De la desigualdad anterior observamos que
S (u) I (u) o % (u)I? (u)
InFE =Ink
WE() =InE(0)+ {( E( R
bo2S? (u 2lnn
2E2
t S I 2 512 I2
nE (t) < 1nE(0)—|—f<B(u)(u)—(U+u)—(1—b) ? (“2 (v) )du
0 E (u) 2 E= (u)
(3.12)
2lnn
b
Tomando b > 0 tal que b > 1, observamos que
o [ SwI(u i
—(1—-b _
0 >0 (FEa - )
_—(1—b) 02 52( )12() _ 2BS(U U) _|_ Bz
- 2 E2 (u) o2 (1—b)E (u) ot (1—b)?
Loyt S rw @i 5
2 E? (u) E (u) 202 (1—0b) '
por consiguiente
YPor la suposicion 2.1. la funcién S%)égt) estd definida y es continua, es decir, S%)(I§t) € C" ([0, +00) x R)
(condicion (ii) de la definicidn 1.60) entonces se garantiza que < fo (u)) /E (u)] dB (u) estd definida

para todo ¢t > 0.
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3 o® S (u) I* (u) BS (u) I (u)
T S R U -7 7y B oY P S

Si suponemos que para algun ¢ > 0 se tiene que L (t) tiene a infinito, caso en el cual F (t) tiende
a 0, entonces basta notar que al tomar dicho lfmite en la desigualdad anterior ésta se sigue
conservando. De esta forma por la desigualdad (3.12) y por la desigualdad anterior se tiene que
para todo t con 0 <t < n, todo n > n(w) y casi todo w € Q,

2 nn
B < IHE(O)Jrz(—(UJrMHBb))dqu 2!

202 (1 b
2 2lnn
= InFE — t
n (0)—1—( (v+p) + 202(1—13) + 5
de esta manera
InE (1) In E (0) 32 2Inn

r ST 1 Traoy WMt

razonando de manera andloga como se hizo en la prueba del teorema 3.2. (i) tendremos que

. InE (t) 32
lim sup 5
t——+o00 t 20

— (v + p) para casi todo w € Q.

i1) Bajo el supuesto de que 82/ (20%) < (v 4 7) vamos a tener que
(i2) Baj p q Y q

In E (t 2
lim sup n B () < b 5
t——+o00 t 20

_(U+M)<O7

como exp (-) es una funcion continua entonces

In E(t)
t

exp |limsup; ., o = limsup,_, |, [expIn EV (t)] =limsup,_, o H/E(t) <0.

Anglogamente como se probé en el teorema 3.2, se tiene que la sucesion {El/” (n)}neN es

convergente y lim,_, 1o E (n) = 0, lo cual implica que lim;_, {+ E (t) = 0 por ser E (t) continua
(suposicion 2.1).

Del sistema de EDE del modelo SEIR—estocdstico tenemos que d (S (t) + I (t)) esta dado por
A(S (1) + B (1) = [N — vE (t) - p (S (6) + B (1)) b, (3.13)

resolviendo de manera similar la EDO (3.13) a la EDO (3.9), es decir, tomando y (t) = S (t) +
E(t),g(t) = Nn—vE (t)y p(t) = ppara cada t > 0 de manera similar a la prueba del teorema
3.2. (i3) se tiene que

y () = %S (0) + E(0) + Zew (N = vE (u)) du,

siendo una indeterminacién del del tipo 3> de manera que por la regla de L'Hopital vemos que

M (Nnp—vE (t N
lm [1()+E@®)] = lim " 2 W) i N g ),
t——4o00 t—-+oo pet t—4oco L
como limy_, 4o E (t) = 0 entonces limy_, 1 S () = EN.

(#22) Notemos de la EDE (2.15) que
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d(S @)+ E@)+1@)=[Nn—p(SE)+E@)+1()—~I({)]dt,
cuya solucién con respecto a ¢ (t) = S (t) + £ (t) + I (t) estd dada por

i () = S(o)+E(0)+I(0)t£gew(zvn—w(u))du |

de manera andloga al item anterior se tiene que

, o (e (Np =T (1) N7
i S0+ B0+ 1(0] = lim (1) = tim 02200 — i S 1 1),
por otra parte limy o0 [S (t) + E (¢) + 1 ()] = LN + limy 100 1 (t), luego
N
T lim I(t)=——+4 lim I(¢),
M t—-+o00 t—-+o00

por tanto,

por consiguiente lim; 1 I (t) = 0, es decir el modelo SEIR—estocdstico tiene extincion.
[ |

Resolviendo la siguiente EDO (para el modelo SEIR con nacimientos y muertes)
HEO+E@ () +R)=Ng—p(SE)+E @) +1(t)+R(),

de manera andloga a como se resolvié la EDO para 4 (S (t) + E () + I (t)) en el teorema ante-
rior, se tiene que su solucién estd dada por:

S +EE)+I{t)+R()=[S(0)+E(0)+1I(0)+R(0)+ INet — N|e,

de esta manera si la poblacion inicial es completamente susceptible, entonces S (0) = N y
E(0)=1(0)=R(0) =0, por tanto:

SH+EX)+I(t)+R(t)= %N,
luego si las poblaciones infectada, susceptible y recuperada tiende a 0 en el tiempo t'!, entonces
la poblacion susceptible tiende a %N. Del anterior razonamiento se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.2. En el modelo SEIR con nacimientos y muertes si la poblacion inicial es com-
pletamente susceptible y la poblacion infectada, expuesta y recuperada en un tiempo t tienden a
cero, entonces la poblacion susceptible en dicho tiempo tiende a %N.

Utilizando el método de Euler—Maruyama en la seccidon 4.2.1 se verificard que los teoremas pre-
viamente demostrados son acertados tomando diferentes valores para los pardametros. El hecho
de que un modelo epidemioldgico (estocdstico) tenga extincidn implica que bajo las condiciones
de control, tratamiento y manejo de la epidemia que se estdn realizando en el momento de
realizar un andlisis; la epidemia es controlable. En caso contrario, se deben cambiar tales condi-
ciones para disminuir en un tiempo maés corto el nimero de personas infectadas.

"Es decir, E(t) =0, I (t) =0y R(t) — 0.



3.3. LA PERSISTENCIA EN LA MEDIA 7

3.3. La persistencia en la media

Determinar si una enfermedad es persistente consiste en ver si, para cualquier tiempo a partir
de la apacicién de la misma, existe poblacion infectada. Una enfermedad es persistente en la
media si el promedio de la poblacién infectada es mayor que cero para un tiempo suficiente-
mente grande. Para el caso de los modelos donde las soluciones son funciones continuas, como lo
son los modelos con EDO y con EDFE se define puntualmente la persistencia en la media como
sigue:

Definicién 3.1. (i) Un modelo epidemioldgico deterministico es persistente en la media, si
y sdlo st,
1 t
lim inf— [ 1 (u) du > 0.
t—+oco ¢ 0
(it) Un modelo epidemioldgico estocdstico es persistente en la media, si y sdlo si,

¢

liminf— [ I (u) du > 0, casi siempre.
t—+oo t “g ( ) p

Los teoremas 3.4 y 8.5. determinan las condiciones suficientes bajo las cuales los modelos

SIS—estocdstico y SEIR —estocdstico, respectivamente, son persistentes en la media. Las demostra-

ciones se harédn con base en [Gray, pdg. 6—7] y [Liu, pdg. 157—158].

Teorema 3.4. Para el modelo SIS—estocdstico se tiene que para algin valor inicial (S (0), I (0)),
la solucion (S (t),I(t)) de dicho sistema satisface que

(n+7)
B

RIS — 1) cast siempre
t—to0 ( O,E ) p i

1 t
0

de manera que, si Rg%g > 1 entonces el modelo SIS —estocdstico es persistente en la media.

Demostracion: De la EDE del modelo SIS—estocédstico tenemos que
d(S(t)+1(t) =[-p(SE)+1(t))+nN]dt,

al integrar de 0 a t y luego dividiendo sobre ¢ vamos a tener que

SOHIG _ SO0 , .y ’jf‘s (u) du — jff () du,
0 0
por consiguiente ) )
t B n t
T{S (ydu=v(t)+ —-N - T{I (u) du, (3.14)
con v (t) =L (S(0)+1(0)—5S(t)—1()).

ut

Por otra parte tomando la funcién In 1 (¢), por la férmula de Ité6 vamos a tener que dlIn [ (t)
estd dado por

d(InI(t)) = (ﬁS t)— (n+n~)— %HSQ (t)) dt + oS (t)dB ()

>12 <BS () — (p+7) — ;02]\72) dt + oS (t)dB (t)

128i u = 7, entonces S (t) < N, por lo tanto, —S? (t) > —N? para todo ¢ > 0. Si u < 7, para todo ¢t > 0,
2
entonces —S2 (t) < — (%) N2.Si p > n, entonces —S? (t) < —I* para todo t > 0, donde | = méx;>o S (t).
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Tomando integral a ambos lados de la desigualdad anterior vamos a tener que

In/(t)—1Inl(0)> z w)du — (p+7v)t — ; o2N?t + GZS (u) dB (u)

t 1 t
f w)du— (p+7) — 202N2+%f5(u)d3(u),
0 0

con @ (t) = 7 (In1 (t) —InI(0)). Por la igualdad (3.14) vamos a tener que

n Bt on? ot

@)z B+ B~ N(—t {;I(U)dz;(#ﬂLﬂ—(?Mg +T{S(u)dB(u)
—1t u) du v N ety) o 2 @t y U U
; {I( Ydu > v(t) + . z 26,2 N 5 + 51 {S( )dB (u)

1n1() f(t)

Ya que 0 < limy 1 o < limy— 4 oo @ =0y 0<limyoo " < limpyoo 127 = 0 donde
f@®)=8St)o f(t)= ( ) entonces limy_, 4 @ (t) = 0 y limy_, o v (t) = 0, por consiguiente

1
ltlinJrlglof—fI u)du > N — (H;'Y) - ;75772 N2—|—11m+120f—f5 B (u).
Sea M =3 fo (u), como S (t) es continua entonces la integral estd definida!3. Por

el teorema 1.4 M (t ) es una {;},-martingala local continua ({3}, es la filtracion browniana)
con M (0) casi siempre. Utilizando la isometria de Ito se tiene que

M (t), M (1)) 1t 27 1t o%PN?
lim < = lim —fai(u)du< lim —fMTdu
t——4o00 t t—too t 52 t—too t o pef
o 1 o22N? o
= i <

por la ley de los grandes nimeros para las martingalas tendremos entonces que

1my— o0 20 = 0,

por consiguiente se tendrd la siguiente desigualdad

1t N 2 2N2
lim inf— [T (u) du > —— — uty) _ o ;
t—+oo 1 K B 261

(u+7)< Nns  o*p’N? _)_(u+7) sIs
g Wit 2Rt )T B (ROE 1>’

casi siempre, demostrandose asi el teorema 3.4.

[ |
En la siguiente proposicién se demuestra que el modelo SIS-estocdstico persistencia en la media
implica la extincion del mismo:

Proposicién 3.2. Si 8 < 202 (u+7) en el modelo SIS-estocdstico entonces Ry% < 1. Reci-
procamente si un modelo SIS-estocdstico tiene persistencia en la media, entonces este no tiene
extincion.

3 Como S (t) € C* ([0, 4+00) x R) (condicion (i) de la definicion 1.60) entonces se garantiza que fot S (u)dB (u)
estd definida para todo t > 0.
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Demostracion: Consideremos la funcién:

,',IBN 0'27]2N2
r (N) = - 9 2 )
(e +7y) w* (p+ )
se observa que
2 2N
" (N) := np 21 ,

cuyo punto critico estd dado por

MBZ _ N,
no
la segundo derivada corresponde a:
2,2
P (N) = ——go b <,
w= (e 4)

entonces para N = uf3/ (na2) se tiene que r (uﬁ/ (7702)) es un mdzrimo, es decir,

. ( pB > N S i/ L o
no? plp+y)no®  2u’nPo’e® (u+7)
82 B2 B2

Z(u+v)  20%(u+7) 200 (utn)

si B2 < 202 (i +7) y como r (,uﬁ/ (7702)) es maximo, entonces para todo N > ( se tiene que
r(N) < 1, es decir,

r(N) = npN B o2 N2 _
plp+7) 20 (p+7)

Por contrarreciproco, si v (N) > 1, es decir, si R5% = r(N) > 1, entonces el modelo SIS-
estocdstico es persistente en la media. De esta forma se tiene que si el modelo es persistente en
la media entonces el modelo no tiene extincion (pues 52 > 202 (1 +7)).

|
Una inquietud formulada en este trabajo y que no serd respondida es la siguiente: ;jque un
modelo SIS-estocdstico no tenga extincién implica que el modelo es persistente en la media?
Una vez se responda esta pregunta entonces se tiene que un modelo es persistente en la media,
si y sélo si, no tiene extincién.

El siguiente teorema se demuestra utilizando comportamiento de la grdfica (4.d) para el modelo
SEIR-estocdstico:

Teorema 3.5. Si existen t; y ta con 0 < t1 < to tal que S (t) < E(t) para todo t € [0,t1] y
E (t) < I(t) para todo t € [t1,t2], en el modelo SEIR-estocdstico y ademds

UNB B 0.27]2]\72
po+p) 2 (v+p)

> 1,

entonces el modelo SEIR— estocadstico es persistente en la media.

Demostracion: De la EDE del modelo SEIR—estocéastico tenemos que
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d(S )+ E(t)+1(t) =[uN—p(SQE)+E®)+I(t)—~I(t)d,
al integrar de 0 a ¢ y luego dividiendo sobre ¢ vamos a tener que

SH)+E({)+1(t)
t

t t t
+77N—%fS(u)du—%fE(u)du—Mtiff(“)d%
0 0 0

S(0) + E(0) + 1(0)

de manera que

1t n 1t 1t
T{S(u)du:C(t)—i—TN—T{E(u)du—TI{I(u)du, (3.15)

con ¢ (1) := 4 (S(0) + E(0) +1(0) = S (t) — E (t) - I (£)).

Observamos ademéds de la EDE del modelo SEIR—estocédstico que
¢ t t
I(t)=I1(0)+v[E(u)du—(p+7)[I(uw)du+o [S(u)I(u)dB (u),
0 0
por lo tanto,
Pt f
JE (u)du=o(t)+ —— [I(u)du+o [S(u)I(u)dB (u), (3.16)
0

0 v 0

con o (t) =1 (I(t)—1(0)). Utilizando la férmula de It para la funcién In E (¢) notamos que

0.2 2 2 o
dln E (t) = <5 5 ]% O gy - % S E(fzé ®) > FLLIVEIUR gzé ® 45 @),

utilizando el hecho'* de que inicialmente tenemos mayor poblacién susceptible que del resto de
grupos y con el pasar del tiempo los expuestos superan el nimero de susceptibles a partir de
algin tiempo t;. Una vez la poblacién expuesta alcanza un valor méximo entonces empieza a
descender su valor teniendo en algin momento to mayor poblacién infectada que expuesta. De
esta forma para cualquier tiempo ¢ > 9 se tiene que S (t) < E (t) y E (t) < I (t) por consiguiente
de la ecuacién (8.17) para todo t > to satisface la siguiente desigualdad

o2n2 N2
dln E (t) > <ﬁS (t)— (v+p) — 2/~L2> dt + oS (t)dB(t),

y tomando integral tendremos

t

22 N2
InE(t) —InE(0) > /BS (u)du — (V4 p)t — Tt + /US’ (u)dB (u), (3.17)

0 0
dividiendo entre ¢ observamos que

¢ 2,2 N2 t

o(t) > L fS (wydu— ()~ T LS () dB (u),
0 H t o

con »(t) = } (In E (¢t) — In E (0)). Por la ecuacién (3.15) es igual a

" Que se puede observar en el grifico (2.d).
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2. 2772
e (t) 2 B¢ () +5-L N5 B () du—L- 1 (w) du—(0 + -T2 N+ 7[5 (u)dB (u
I t t 21 t

y por la ecuacién (3.16)

02 5O+ LN Bt +ﬁ(“j”)fff (w21 @y — (w4 )
0_2,’72N2 o t 0 0
—T T{ S (u)I(u)dB (u),

como ¢ (t),0(t),s(t) — 0 cuando ¢ — 400 entonces

Blo—(p+7)] | U W\
" {I(u)duZﬁTN—(v—k,u)— o0 —i—bev(u)dB(u),
con v (u) =S (u)+ S (u) I (u). Sea L (t) := =3 fo , como v (t) es continua entonces la

integral est4 definida!®. Por el teorema 1 4, L (t) es una {\st}t—martmgala local continua ({3},
es la filtracion browniana). Utilizando la isometria de Ité se tiene que

lfm <L(t)’L(t)> — lfm ‘i} w) + S (u) I (u)?du

t——+o00 t _t—>+oo t 0

2
1 N N

< lm — (T (4 T t < +oo,
t—+o0 ¢ tu v’

por consiguiente se tendrd la siguiente desigualdad

v 11 1 [v—(u+9)] 1 7 v+p o’ N?
L [Twdu > — LTV ) du > LN - -
e Ay CR—TE
g s (o el
t - B plo+p) 2 (v+p) ’

de manera que si

T]Nﬁ 0'2772N2
plo+p) 20 (v+p)

> 1,

entonces el modelo SEIR—estocdstico es persistente en la media como se queria demostrar.

|
Cuando un modelo epidemiolégico es persistente en la media significa que en promedio siempre
tendremos poblacién infectada, sin embargo, también puede ser de nuestro interés estudiar la
poblacion susceptible promedio dada esta condicién. Siguiendo [Lu, pdg. 160—161], en el caso
del modelo SIS—estocdstico se demostro en el teorema 3.4 que

lim {nfy oo 3 fo w) du > (“J“'Y) <Rglb§ — 1), casi siempre,

5 Como v (t) € C* ([0, 400) x R) (condicion (ii) de la definicion 1.60) entonces se garantiza que fg v (u)dB (u)
estd definida para todo t > 0.
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lo cual por definicién de limite inferior significa que para todo € > 0 y para todo w € () existe
T (w) tal que

1 t
Tf[(u)duz (,u;’y) (Rg’jgs— 1) — €, para todo t > T (w),
0

de la ecuacién (8.14) y de la desigualdad anterior observamos que

1t
th(u)dugu(t)—i—ZN—(M;w<R&IE§—1>+6, para todo t > T' (w),
0

n (n+7)

< (R(‘?IES — 1), casi siempre. (3.18)
t——4oco 1% ,8 ’

En el caso del modelo SEIR-estocéstico se demostré en el teorema 3.5. que

(s 1t nNpg a?n?N?
lim infy oo fo I (u)du > ot 232 (vra)

es decir, para todo € > 0 y para todo w € 2 existe T' (w) tal que

1 ¢t N 2 2N2
— I (u)du > VAR 0277 — ¢, para todo t > T (w),
t o po+p)  2p*(v+p)

Por otra parte, de las ecuaciones (3.15) y (3.16) vemos que

1£S(u)du: C(t)+1g(t)+ZN—1<1+ bt >£I(u)du
—— S (u) I (u) dB (u),
0

de la tltima desigualdad observamos que

1t n <U—|—,u+’y><77NB (72172N2)
—[S(u)du < —N — — + €, para todo t > T (w).
t “g (u) I v(v+p) I 2u P )

Asi tomando t — +o0o para todo € > 0 vemos que

t
1 v+ p+ N o’ N?
limsup— [ S (u) du < pTT nNb o , casi siempre. (3.19)
t—+00 v(v+p) I 21

3.4. Existencia de la distribucién estacionaria

Recordemos que I (t) es el nimero de personas infectadas por la enfermedad en el tiempo ¢,
siendo ésta una variable aleatoria (ejemplo 1.6), cuya distribucion estd dada por:

Py (B) := P (I (t) € B) para todo B € B (R") (ejemplo 1.7)'°,

donde
Donde B (R*) es la huella de la o—algebra de Borel (definicion 1.2.) sobre R*.
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Fr (x) := P (I (t) < x), para todo z € [0, +00)
es la funcion de distribucion (definicion 1.10) de I (t) para cada t > 0.

Tenemos que {I (t)},~, es un proceso estocdstico, sobre el cual se define (en caso de existir) la
distribucion estacionaria (definicion 1.38) como la variable aleatoria I (+00) con distribu-
cién

Pi(4o0) (B) := P (I (+00) € B) para todo B € B (RY),
tal que
limy 4 oo Fr(1) () = Fr(400) (%), para todo x punto de continuidad de F,

donde Fr(yo0) () es la funcion de distribucion de la variable aleatoria I (+o0) ([Gray, pég.
16-17]).

La existencia de una distribucion estacionaria para la poblacién infectada nos permite deter-
minar el posible comportamiento asintdtico que presentard la enfermedad. Conociéndose si un
proceso tiene una distribucién estacionaria surge la pregunta natural determinar la media y la
varianza de tal distribucién. En el modelo SIS-estocdstico es posible determinar tal media y tal
varianza ([Gray, pag. 19]), lo cual se hace en la proposicion 3.2. En este trabajo no se determina
la media y la varianza de la distribucion estacionaria en el modelo SEIR-estocdstico, dada la
dificultad del mismo modelo.

Se define matriz de difusion por aparecer como una condicion suficiente del lema 3.2., el cual
es utilizado para demuestrar los teoremas 3.6 y 3.7.

Definicién 3.2. ([Liu, pag. 161]) Sean {B(t)},~o = {B1(t),...,Bi (t)};~¢ un movimiento
browniano k-dimensional sobre un espacio de probabilidad (2,3, P), un proceso de Markov
X = {X () };5, con X (t) = (X1 (t),...,Xn(t)), reqular de tiempo homogéneo (definicion
1.40) con valores en [0,+00)", el cual es una solucion de la ecuacion diferencial estocdstica
dada por

dXy (t) =by (X (1)) dt+ o (X (1) dBy (t) + ... + o) (X () dBy (¢)
= by (X (t))dt + i oV (X (t))dB, (t)

r=1

n (X () dt+ ol (X (%)) dBy (t) + ...+ o\ (X (t)) dBy (t)

dX, (t) =b ]
= b, (X 1) dt + > 0™ (X)dB, (t)
\ r=1

donde |b; (X (£))]*? € C ([0, 400) x R) para todoi=1,...,ny O'gj) (X (t)) € C1([0,+0) x R)
para todo i =1,...,k y j =1,...n. La matriz de difusion de {X (t)},~, se define como la
matriz A (X (t)) = (aij (X)) de tamarnio n x k tal que

ai (X (1) 1= o)) (X ©) o (X @) + .+ o)) (X ©) o) (X (1) = Lol (X (1) o (X (1))

Para aclarar el concepto de matriz de difusion se realiza el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. Sea X (t) = (X (t), Xa (£))” la solucion del sistema EDE dado por
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dX: () = 3X, (t) dt + 4dBy (t) + X1 (t) X (£) dBy, (t)
{ dX, () = 8X1 (t) dt + X () dBy (t) ’

tenemos que

(X (1)=3 o) (X)) =4 y o (X () =X (t)Xa(t),
bo (X (1) =8X1 (1) gy o (X (t) = Xa (1),

de esta manera

a1 (X (1)) = o{) (X (1) o (X (1) + o) (X (1) 08 (X () = 9+ XF () X3 (2),
a2 (X () = ot (X (1)) o (X (1)) + 03 (X (8) o) (X (1)) = 4X2 (1) +0
az1 (X (1)) = o2 (X (1) ot (X (1) + o) (X (1) 08 (X (1)) = 4X3 (1) +0,
az (X (1)) = o (X (1)) 0P (X (1) + 0P (X (1)) 0% (X (t)) = X5 (1) +0;

luego la matriz de difusion para X (t) corresponde a:

(9 XE()X2(t) 4Xa(t)
axoy= (RN S )

En los siguientes ejemplos se calcula la matriz de difusion de los modelos SIS-estocdstico y
SEIR-estocdstico.

Ejemplo 3.2. Sea Z (t) = (S (t),1 ()" la solucion del modelo SIS-estocdstico. Del sistema
EDE (2.22) tenemos que

bi(Z () =N +~I(t) - BIDS(H) —pS () y o) (Z (1) = —aI(1)S(t),
bo (Z (1)) = BI(6)S(t) —vI(t) —pl (t) y o (Z (1) = oI(£)S(8),

de esta manera,

an (Z () = o (Z (@) oV (Z (£)) = 0252 (1) I2 (1),
a2 (Z (1)) = o\ (Z (1)) 1P (Z (1) = —025% () I* (1),
a2 (Z (1) = o> (2 (1)) 01" (Z (1) = —028% () I* (1),
azn (Z(1) = o (2 (1) 0P (Z (1) = 0282 (¢) 12 (t);

por comsiguiente su matriz de difusion para el sistema EDE del modelo SIS-estocdstico corres-
ponde a:

A(Z () = 0252 (1) I? (t)( LT )
A

Ejemplo 3.3. Sea Y (t) = (S (¢),1(t)" la solucion del modelo SIS-estocdstico. Del sistema
EDE (2.23) tenemos que

bi(X (£) =N — BI()S() —pS () y ot (X () = —oI(1)S(t)
b2 (X () = BI(t)S(t) —vE (t) — nE(t) y o) (X (1)) = al()S(t)
bs (X (1)) =vE () —7I(t) —pl (t) y o (X (1) =0,
ba (X (1)) =~I(t) —pR(t) y of? (X (1) =0,

de esta manera,
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a11 (X (1) = as (X (1) = 0—1 (X () ot (X (1) = 025 (8) I2 (t),
a12 (X (1)) = a2 (X (1) = ot (X (1) 017 (X
a;j (X (t)) =0, para todo i,j = 3,4,

por consiguiente su matriz de difusion para el sistema EDE del modelo SEIR-estocdstico corres-
ponde a:

1 -1
-1 1
0 0
0 0

A(Y (1) = 0282 (t) I (t)

o O O O
o O O O

A

Definicién 3.3. Sea {X (t)},~, una cadena de Markov de tiempo homogéneo como en la defini-
cion 3.2. -

(i) Se define el tiempo de una trayectoria que inicia desde el estado inicial X (0) = zg
hasta el conjunto U como

U =mf{t>0: X (t) € Ul X (0) =20},

Zo

(i1) Se define el tiempo medio de una trayectoria que inicia en o hasta U como E ( 360)
Dicho tiempo medio se nota en [Has'minskii, pag. 107] y en [Liu, pdg. 161-163] como Eg, (T).

Para demostrar la existencia y la unicidad de la distribucion estacionaria de un modelo epidemio-
légico estocdstico se puede utilizar el siguiente lema enunciado en [Has ’minskii, pdg. 107-108].

Lema 3.2. Sea un proceso de Markov de tiempo homogéneo {X (t)},~, con valores en R%, el
cual es una solucion de un sistema EDE dado en la definicion 3.2 y cuya matriz de difusion
es A(X (t)). Si existe un subconjunto de valores de {X (t)},~q, U, tal que U es de frontera
reqular'”, OU C R* 18 y U satisface las siguientes propiedades:

(i) En el dominio U y alguna vecindad Vi'® de tal dominio se tiene que el menor valor propio
de la matriz de difusion A(X (t)) estd acotado alrededor de cero, para todo X (t) € U,

(it) Para todo xo € R™\U se tiene que E ( ) < 400. Ademdas para todo subconjunto compacto
de R™, K, se tiene que

supE( ) < 400,
zeK

entonces {X (t)},~, tiene una tnica distribucion estacionaria.

Nota 3.1. De acuerdo con [Liu, pdg. 161-163] para probar la condicion (i) del lema 3.2. basta
con demostrar la condicion (i’) dada por:

(i’) existe M > 0 tal que

CTAX ()¢ = > ai (X (£)Ci¢; > MIIC|, para todo ¢ € R™ y todo X (t) € U,
=

17 Consultar la definicién de frontera regular esté dada en la definicidn 1.64.
189U denota la frontera de U, consultar la definicion A.5
Y Definicion A4
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siendo A (X (t)) la matriz de difusion de X (t), con i,j5 =1,...,m.

Para demostrar la condicion (i’) de la nota anterior de acuerdo con [Liu, pdg. 161-163] se puede
utiliza el principio de Rayleigh el cual se enuncia y se demuestra en [Strang, pdg. 342—343]:

Lema 3.3 (Principio de Rayleigh). (/Strang, pdg. 342—343]) Sea A(x) una matriz simétrica
de tamano m x m, entonces para todo ¢ € R™ se tiene que existe A tal que

TA@C | TA)

min =\,
I~ cerm ¢l

sty solo s,
¢FA(x) ¢ = A|¢]
donde X es el menor valor propio de la matriz A (x).

De los ejemplos 3.2. y 8.3. tenemos que las matrices de difusion para los modelos SIS-estocdstico
(A(Z (t))) y SEIR-estocdstico (A (Y (t))) son ambas simétricas, lo cual implica por el princi-
pio de Rayleigh que existen A; (para el modelo SIS-estocéstico) y Ao (para el modelo SEIR-
estocdstico) tales que

FAZ W)= MCy £TAY (1) & 2 A Ik,

para todo ¢ € R? y para todo x € R%. De esta manera los sistemas EDE de los modelos SIS-
estocéstico y SEIR-estocdstico satisfacen la condicién (2’) de la nota 3.1. y por consiguiente la
condicion (i) del lema 3.2.

Nota 3.2. Observemos que tomando tnicamente el proceso estocdstico {I (t)};~, de cualquiera
de los modelos epidemioldgicos estocdsticos tenemos que la condicion (i) del lema 3.2. corres-
ponde a la condicion (4i’) dada por:

(ii’) Existen a y b con a < b tales que para todo x € R\ (a,b)

70— inf {t > 0: I () € (a,b)| I (0) =z}

satisface que (r&."’b)) < +o0. Ademds

supE <T§;a’b)) < 400 para todo intervalo cerrado K C (0,N).
zeK

Para aplicar el lema 3.2 en la demostracion de los teorema 3.6 se hace necesario hacer la
siguiente suposicion para el modelo SIS-estocdstico.

Suposicién 3.1. Sean el proceso estocdstico {1 (t)};~, en el modelo SIS-estocdstico con la mis-
ma tasa de natalidad y de mortalidad y a < b. Los intervalos cerrados [a,b] tales que x2 € [a,b],
donde xo es un cero positivo de la funcion

f(@)=—30" (N =)’ + B(N =) = (n+7)
son subconjuntos con frontera regular para el proceso {I (t)}tZU'

Para demostrar que el proceso estocastico {I (t)},~, (inicamente) tiene una distribucién esta-
cionaria vamos a utilizar (42’) propuesto en [Gray, pag. 17-18]
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Teorema 3.6. ([Gray, pig. 18]) El modelo SIS—estocdstico con igual tasa de natalidad y de
mortalidad tiene una unica distribucion estacionaria si B> > 202 (un + 7).

Demostracion ([Gray, pag. 18-19]): Vamos a probar la condicién (3i’). Por la férmula de Ito
vamos a tener que

d(n1 (1) = (ﬂS (6)— (1+7) - 40?5 <t>) dt + 05 (1) dB (1),

de manera que

T () =1InT(0)+ z" <5s () — (1 + ) — %0252 (u)) du+ UZS (u) dB (u),

como S (t) + I (t) = N, siysoélosi, S(t) =N —I(t), definiendo

f(@)=—50>(N =2’ + B(N —z) = (u+7)

observamos que

t t

In 7 (t) :1n1(0)+/f (I(t))du+a/ (N — I (w))dB (u), (3.20)

0 0

las soluciones de la funcién f (x), es decir, los = € R tal que f (z) = 0, estdn dadas por

B+ /8% —20% (u+7)
2

g

N -z =

Y

por lo tanto,

Bi\/ﬁ2—202(u+7) :F\/52—202(,u+’y) 8+ 02N
- 2 - N= 7] + 3

g g g

xr =

notemos que las dos soluciones (o por lo menos una) existen si 52 > 202 (i + ). Adicionalmente,

Ty =2 <\/62—202(u+7)+6+02]\7) > 0.

Se observa que f'(x) = %02 (N —x) — f3, por tanto f'(N) = —f <0, es decir, f es decreciente
en el intervalo N y por tanto negativa en (z2, NJ.

f'[ﬂ}/

f(0)

a o b N

f(b)
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Sean a y b arbitrarios tales que 0 < a < x93 < b < N tendremos que (ver figura 3.a)

(i) para todo b <z < N, f(z) < f(b), (3.21)
(i) para todo 0 < x < a, f(0)A f(a) < f(z). ’
Definamos 7 := inf {t > 0: I (t) € (a,b)}. Consideremos primero el caso en que I (0) € (0,a)
(figura 3.b), tendremos que la funcién I (t) alcanzara primero a a que a cualquier otro nimero
n (a,b), esdecir 0 < I (7 At)<a

0 T ¢ (5.)

Por consiguiente In (a) > In (I (7 A t)) para todo ¢ > 0 (por ser In () una funcion creciente), de
esta manera de la ecuacidn 3.20 tenemos que

(@) >In(I(rA#) =InI(0 (ft I du> +oF <£At (N — I (u))dB (u)>

>1InT(0)+ f ))du+af (N —I(u))dB (u), por (3.20) (ii)

T/\t

=In7(0)+ (f(0)A f(a)) (T At) +o—£ (N —I(u))dB (u).

tomando esperanza a ambos lados de la desigualdad anterior se tiene que [ TN = I (w))dB (u)
estd definida

In(a) > B (I (r At)] =InI(0)+[f(0)Af(a)]E(rAt)+oE <ft (N — I (u))dB (u)>,

0

como {In (I (t))},5¢ es un proceso de Ito (por la férmula de It6) entonces OTM (N —1I(u))dB (u)
estd definida y por la proposicidn 1.3 se tiene que E ( TN = I (u))dB (u )) = 0, obteniéndose

la siguiente desigualdad:

In(a) >Inl(0)+ (f(O)A f(a)E(TAL)
si y sélo si

In (a/1(0))
——————>— >E(r At) para todo t > 0.

FO AT @ =20
Para el caso en el cual I (0) € (b, N) (figura 3.b), tendremos que la funcién I (¢) pasa primero
por b que por cualquier otro nimero de (a,b), es decir, b < I (1 At) < I(t) < N, de manera
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que In (I (7 At)) > In(b) para todo t > 0,

WA\ N
a \/\N

0 x t

(3.)

de esta manera se tiene que

In(b) <In(I(rAt) —Inl(0)+ Tff (I (u)) du + UT? (N = I (w)dB (u)

<1InI(0)+ {f(b)du—ira{ (N —1(u))dB (u)

ZIHI(O)—F’f(b)’(T/\t)—FO'{ (N —1I(u))dB (u)

al aplicar esperanza a ambos lados de la desigualdad anterior y dado que
E ( NN — I (u))dB (u)) —0,

entonces:
TAL

In(b) <InI(0)+|fD)|E(TrAL)+cE <£ (N —1I(u))dB (u)> =Inl(0)+|f(b)|E(TAtL),

como |f (b)| = —f (b) por ser f(b) <0, entonces

In(1(0) /5)

In () <In1(0) = f B)B(r A1), siy sdlosi, BT At) < — o

Tomando t — +o0, tendremos que 7 At — 7 (ya que t — 0) y asi E(7 At) — E(1), por
consiguiente

In (I (0) /b) In (a/I (0))
B < —7m) FO) A (@)

es decir, E (1) < 400 considerando el problema inicial I (0) € (0,a) U (b, N) = (0, N)\_[a, b].

<400y E(r) < < +o0o para todo t > 0,

Nétese ahora que si tomamos como condicion inicial I (0) € (a,b), entonces
T=inf{t>0:1(t) € (a,b)} =0,
luego E (7) =0y asi E(7) < 400 para toda condicién inicial I (0) € (0, N), lo que implica que

sup {E (1):1(0)¢€ [Zi,g}} < +o00, para todo [Zi,g] C (0,N).
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|
FEn la seccién anterior definimos la persistencia en la media utilizando el hecho de que la integral
% fot I (u) du > 0 denota el promedio la poblacién total infectada en cualquier tiempo ¢, es decir,
el nidmero de personas infectadas que se espera tener en cualquier instante de tiempo. Siguiendo
esta motivacién definimos la media de la variable aleatoria I (t) y su varianza como se sigue:

Definicién 3.4. La media y la varianza del nimero de infectados en el tiempo t, para
todo t > 0, se definen respectivamente por

BLI (0] = - 100 du y V17 (0] = -1 ) du — (B (1))

Proposicién 3.3. Si 32 > 202 (1w + ), entonces la media y el segundo momento de la distribu-
cion estacionaria del modelo SIS—estocdstico con la misma tasa de mortalidad y de natalidad
estdn dadas respectivamente por

26 (R&%S - 1) (n+7)
26 (8 —0°N)o® (BN — p+7)
2 (RSIE 1) (u+7) (BN = (u+7))
28 (8 —0?N) +0? (BN — p+7)

Demostracion ([Gray, pag. 19-20]): Fijemos I (0) € (0, N). De la EDE del modelo SIS—estocéstico
tenemos inmediatamente que

B I (+00)] = y

E [I? (+00)] =

() =1(0)+ ZI (u) (85 (u) — (s + 7)) du + zaf (u) S (u) dB (u),

como N = S (t) 4+ I (t) entonces tenemos que
I(t) =1(0) +z1(u) (BN = BI (u) — (M+7))du+201(u) (N =1 (u))dB (u),

al tomar el limite t — 400 y dividiendo entre ¢ tendremos que

P 1O NV (O NI O
Jm == i o i = [T () (BN =8I (u) = (4 ) du

como I (0) es una constante entonces lim;_, o I (t) /t = 0, luego la igualdad anterior la podemos
escribir como

I(t 1t 1t
lim RGN lim — [I(u) (BN — (p+7))du— lim — [BI* (u)du
t—+oo0 ¢ t—+oo t t—+oo ¢ (3 22)

~+

+ lim %f] (w) (N — I (w))dB (u),
como {I (t)},5, es un proceso de Ité, entonces la integral dada por

M (t) := [ oI (u) (N — I (u))dB (u)

estd definida. Por el teorema 1.4. se tiene que { M (t)}t>0 es una {3 },-martingala local continua
donde {S},5, es la filtracion browniana. Nétese que:
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M(t),M 1
lim (M (1), M (1)) = lim —f[z )(N =1 (u)*dB (u)du < lim 702N2t<+oo

t—-+o00 t t——+oo t——+o00

luego por la ley de los grandes nimeros para las martingalas tendremos que

i O i %) (8- () dB () =0,

t——+oo t t—>+oo t 0

de esta manera la ecuacion (3.22) la podemos reescribir como

lim o _ lim ! } +9) I (u)du— lim i}/6’[2 (u) du
t—}—i-oo t T todoo 0 M v t—+oo t 0
siendo hthJroo N fo u) du la esperanza de la variable aleatoria I (+00)y hthJroo N fo I2

el segundo momento de I (400). Por consiguiente,

= (BN = (n+7) B[ (+00)] = BE [I* (+00)] , (3.23)

In I(¢)

Como 3% > 202 (1 + ), en la demostracion del teorema 3.2.(ii) se prueba que lfm; o =1~ =0

y que lim;_, o [S(t) + I ()] = %N. Obsérvese la siguiente desigualdad:

InT(t I(t S(t)+1I(t IN
0= tim 2L gy TGO g, SOFIO 0 WV
t——+oo t t—+oo ¢ t——+o00 t t—+oo T

por el teorema del emparedado tenemos que limy 4o I (t) /t = 0, asi la ecuacién (3.23) esta
dada por

B (1 (+50)] = — (BN — (1 + ) B (o). (3:24)

Por otra parte, aplicando la férmula de It6 a la funcién In I (¢), tenemos que dIn I (t) estd dado
por:

1
A 1)) = (55 (0) -~ (u-+7) = 505 (0)) dt +.05 (0 aB 1)
teniendo la siguiente notacion integral

InI(t)=Inl(t)+ [ <BS —(p+7)— %0252 (u)) du + UZS’ (u)dB (u),

divididiendo la ecuacion anterior entre ¢ y luego tomando limite cuando t tiende a +o0o obte-
nemos la siguiente ecuacion

. InI(¢) . InI(0) .1t o?
L tllgrnoof_’_ti{rknong B8 (w) = (n+) 50 (w) ) du
t
, o
i[5 4B .

como m (t) = fot S (u)dB (u) es una martingala local continua y de nuevo aplicando la ley
de los grandes mimeros pam martmgalas (ver demostracion del teorema 3.4, en la pdgina
75), tendremos que limy_, o 1 fo (u) = 0. Ademéds como I (0) es constante entonces
limy— 4o In1(0) /t =0, por lo tanto la ecuacion anterior la podemos escribir como:
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n t o2
t—-+o0 : It(t) t—>+mooi“£ <IBS (u) - (:u + 7) - TSQ (U)> du
¢ 2
- tl}+m001£ (’8 (N—=1TI(u)—(p+7) = —F— (N — I(u))z) du (por
ser S(t) =N —1(t))
t 0.2 2 U 0_2 9
:tlli’%oi{ [IQ() — (8—0*N) I (u)+ BN — (u+7) - ;V ] du,

como im0 In T (t) /t = 0 (por ser 32 > 202 (1 + 7)), entonces la ecuacién anterior la rees-
cribimos como

o? 2N2
0= ——B[I?(+00)] = (8= 0*N) B[l (+00)] + BN = (u+7) - —5—,
por lo tanto,
O.2 O.2N2
TE [1% (+00)] — (B — 0*N)E[I (+00)] = (u+7) + . BN, (3.25)

asi las ecuaciones (3.24) y (3.25) forman un sistema de ecuaciones lineales, para resolverlo
hacemos

0.2 2 02
(w+7)+ ;V = BN = = (BN = (1 +7))B I (+00)] — (B8 — 0®N) E[I (+00)], si y sélo si,
0.2 2
(02 (BN — (n+7)) — 2B (8- 02N)]| E[I (+00)] =28 <(u +7) + ;V - BN> , si y sélo si,

N N _ o2N? BN
(0% (BN = (n+7)) =28 (8 = 0*N)| E[I (+00)] = 28 (11 + ) <1+ Ty >

obteniendo que
28 (RS — 1) (u+7)

Bl =5 (5= N) 02 (BN — (a1 )

de la ecuacién (3.24) tenemos que

2 (RSI — 1) (u+7) (BN — (u+7))
28(8—0°N)+0* (BN — (u+7)

E [I? (+o00)] =

De la proposicién anterior tenemos que la varianza de la distribucion estacionaria del modelo
SIS—estocastico estd dada por

ity 2EBE )G ON ) (8(RSE 1) )
[ (+o0)] = 28 (B —02N) + 02 (BN — p+1) (28 (8 — 0®N) + 0% (BN — u+7))*

(R§% = 1) (1 +7)
B(B—0*N) +0* (BN — p+7)

267 (R§ = 1) (u+7)
26 (8 —0°N) + 0% (BN — p+7)

BN — (p+7) —
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Para aplicar el lema 3.2 en la demostracion de los teorema 3.7 se hace necesario hacer la
siguiente suposicion para el modelo SEIR-estocdstico.

Suposicién 3.2. Sean el proceso estocdstico {I(t)},~, en el modelo SEIR-estocdstico con la
misma tasa de natalidad y de mortalidad y a < b. Los cerrados [a,b] tales que x3,y2 € [a,b],
donde x3 es un cero positivo de la funcion

g(@) = (NB—p)+ (5N = B)z - Fa?
Y Yo es un cero positivo de la funcion
h(z) = BN — Bz — %2372,

son subconjuntos con frontera reqular para el proceso {I (t)},~-

Teorema 3.7. El modelo SEIR— estocdstico con iguales tasas de mortalidad y de natalidad tiene
una unica distribucion estacionaria si 32 > 202 (u+7), BN < p y 02N > 28.

Demostracién: Vamos a probar la condicién (42’) (pdgina 83). Por la férmula de Ité6 vamos a
tener que

uN a2I? (t)

d(InS(t)) = W—B[(t)—u— 5 dt + ol (t)dB (t),
consideremos la funcién
o2
0(10) = 2 — A1 0 —n= ()

como S (t) =N —FE(t)—1(t) — R(t) <N —I(t) entonces
d(InS(t)) >g(I(t)dt+ ol (t)dB(t).
Para determinar los ceros de la funcion g (I (t)) hacemos:

uN
N —1(t)

—ﬂut)—u—“”j(”:o,

si y sélo si,

uN = (,BI(t)Jrqu 02[22“)) (N—=1()),

por lo tanto,

0'2 0'2
AN = N+ (V8= ) 10+ (N = 8) (0 = 510

por consiguiente,
2 2
0= s -+ (-GN -p) 100 - 5P 0] 10

luego 1 =1 (t) =0 o I (t) satisface la siguiente ecuacién
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2

ag 0'2
0= (NG - ) + <2N—6> 1)~ 212,

de esta manera tomando a = %2, b=— (%QN — ﬂ) y ¢ = — (NS — p) vamos a tener que dos

ceros de g (I (t)) estan dados por z; = —bEvb—dac VQI;L‘MC con i = 2,3. Como 4dac = —2(NB —p)o?y
N — 1 < 0%V entonces 4ac > 0, de manera que

—b—+b? —4ac S —b— Vb2

8= 2a = 2a ’

como o?N > 2f3 entonces U—;N — 8> 0 de manera que V% = %N — B vy asi x3 estd dado por

0'2 0'2

—b— Vb2 — 4ac TN_B_(TN_B>

T3 = Z = 07
2a 2a

garantizando asi que x3 es una solucién positiva. Adicionalmente notemos que

iy 5 —B—0I(t),

g ()= N1

de forma que para calcular los puntos criticos igualamos ¢’ (I (t)) = 0 obteniendo

(]V—M]I\[(t))2 :6+U2I(t),

para que la funcién g (I (t)) sea creciente en 0 es necesario que g’ (0) = & — 8 > 0, es decir,
cuando BN < u, lo que quiere decir que el promedio de los nuevos infectados de una poblacion
N es menor que la tasa de mortalidad. Por otra parte, como ¢ (I (¢)) es continua en [0,N) y
dado que g (0) =0 = g (x3) entonces existe un punto méximo I (t) = Z tal que Z € (0, z3).

Por otra parte, al tenerse que la tasa de mortalidad es la misma que la tasa de natalidad,
entonces la poblacion total permanece constante para todo tiempo ¢ > 0. De esta manera al
tenerse inicialmente S (0) individuos susceptibles, una vez éstos tienen contacto con los I (0)
inicialmente infectados®', entonces la poblacion susceptible va a decrecer, por lo menos hasta
un tiempo t; (los susceptibles se vuelven expuestos)??. De esta manera el diferencial dS (t) /dt
del modelo SEIR debe ser negativo, es decir:

uN — BI(t)S(t) — uS (t) < 0 para todo 0 <t < ty,
si y sélo si, para todo 0 <t <t

uN < [BI(t)+ ] S (t)

uv pv 10 )

<
BN +p — BI(t)+p

20Una de las hipétesis del teorema es que BN < pu.

21En todos los modelos epidemiolégicos se debe considerar como condiciones iniciales que se tienen individuos
susceptibles como infectados para tener una epidemia (si no hay infectados, no hay epidemia en la regién de
estudio).

22 Al simular el modelo SEIR-estocdstico se observa en la figura 4.c y en la figura 4.d (donde se observa
extincion)que no siempre la poblacion susceptible es descreciente. La poblacion susceptible puede alcanzar
un minimo y luego aumentar a medida que aumenta el tiempo.
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asi S (t) > uN/ (BN + p) para todo 0 < ¢ < t;. Si t; < 400, entonces para todo ¢t > t1, S (t)
es creciente, asi S (t) > S (t1) > uN/ (BN + u) para todo t > t; (y para todo t > 0). De esta
forma obtenemos la siguiente desigualdad

0.2 2
d(InS(t) < [(/BN—i—u)Zx —BI(t) —p— 12(’5)] dt + ol (t)dB (¢)
- [BN— BI(t) — "2]22(”] dt + ol (t)dB (¢)

)

definiendo la funcién h (I (t)) = BN — BI (t) — 3021? (t) tendremos que los ceros de esta funcién

_ p£\/B’12BNo?
— =

. Observemos que

B+ VB +26No> B+ B2 o
o? - o? ’

estan dados por I ()

Y2 1=

probando que y» es una solucién positiva. Como h' (I (t)) = —3 — 0?1 (t) < 0 para todo t > 0
entonces vemos que h (I (t)) es una funcién decreciente para (ya, N|, por consiguiente para todo
1(t) € (4, N], h(I()) <0

Supongamos primero que ys < x3, al tomar a y b arbitrarios tales que
0<a<zz3<b< N

tendremos que

(1) para todo x con 0 <z < a, g(x) > g(0) Ag(a), 3.96
(i) para todo x con b < x < N, h(xz) < h(b). (3.26)
Ver figura 3.c.
9(z) // \
9(0) A g(a) \
5 T Y3 a T3 x b N
h(z)
h(b) \ \

(8.¢)
Sea 7 := inf{t >0:1(t) € (a,b)}. Notemos que InS (t A7) < InN, ademsds si I (0) € (0,a),
tendremos que la funcién I (¢) alcanzard primero a a que a cualquier otro nimero en (a, b) (ver
figura 3.a.), es decir 0 < I (1 At) < a para todo ¢t > 0, de manera que
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In(N) > E(n(S(rAL)) = InS(0)+E @t [ S“(]Z) B (u) = p— ”212(“)} du)
+B [ o1 () dB ()
> S(0) <Tftg du> —i—ET]\taI dB (u)
> nS(0)+E (gt (9(0) A g (a)) du> 4+ oE @tf (u)dB (u)>

(por la ecuacion 3.26 (i)

Al suponerse igual la tasa de natalidad que la de mortalidad entonces
S(rAt)+I(rAt)=N,

de manera que N > S (7 At) y como In(-) es un funcidn creciente entonces
In(N)>E((In(S(7At))).

Observemos que fOTM ol (u) dB (u) esté bien definida, por ser I (u) una funcién continua y por
tanto integrable (condicion (ii) de la definicion 1.60) con respecto al movimiento browniano.

Por el teorema 1.5. E [ "M o1 (u)dB (u)| = 0, entonces la desigualdad anterior estd dada por

In (N) = In.S (0) + (g (0) A g (a)) B (r A ),

esto es,

In (N/5(0))

> E (7 At) para todo t > 0.
g0 Agla) =Y

Por otra parte, sea i := uN/ (BN + p), entonces como In (+) es una funcidn creciente se tiene
que

Inn < In(S(tAT)) para todo t > 0.

Ademsés para el caso en el cual I (0) €
que por cualquier otro nimero de (a
t > 0, de manera que para todo ¢t >

(b, N) tendremos que la funcién I (t) pasa primero por b
a,b) (ver figura 3.0.), es decir, b < I (7 At) < N para todo
0

m@) <B(n(SEAT)) = InS(0)+E (TM[ u)—u—ﬁ;(“)]du)
+0E<th0 ))
< WmS0)+ (Tfth >+E<thal(u)dB(u)>
< lnS()Jr\h()]E(r/\t) In S (0) — h (B) B (r A#) (por la

ecuacion (3.26) (ii)),
de manera que
h(O)E(r At) <In(S(0)/n),

como |f (b)| = —f (b) por ser f (b) <0, entonces podemos escribir la desigualdad anterior asi:
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E(rAt) <

Tomando ¢t — +o00, tendremos que 7 At — 7y asi E(1 At) — E (7).

In (N/S(0))
g(0)Ag(a)

es decir, E (7) < 400 considerando el problema inicial I (0) € (0,a) U (b, N) = (0, N)\ [a, b].
Noétese ahora que si tomamos como condicion inicial I (0) € (a,b), entonces

E(rAt) < <+ooyE(r) < < 400 para todo t > 0,

T=if{t>0:1(t) € (a,b)} =0,
luego E (7) = 0y asi E (1) < 400 para toda condicién inicial I (0) € (0, N), lo que implica que
sup {E (r):1(0) € [&,5}} < +o00, para todo [6, b] C (0,N).
Supongamos ahora que x3 < y». Tomando a y b arbitrarios tales que 0 < a < 3 < y2 < b <
N tendremos de manera andloga que E (7) < +oo considerando el problema inicial
1(0) € (0,a)U(b,N).

Notemos adicionalmente que para I (0) € [a,b] tenemos que 7 tiende a cero (en particular es
finito), de manera que

sup {E (r):1(0) € [Zi,g}} < 400 para todo [&',E} C (0,N).

Nota 3.3. En la demostracion del teorema anterior se consideré que x3,y2 < N. En el caso
particular en que x3 > N basta considerar 0 < a < N y la condicion (i) de (3.24) queda escrita
ast

(i’) para todo x con 0 <z < a, g(z) > g(0),
st y2 > N basta considerar 0 < b < N y la condicion (ii) de (3.24) queda escrita asi

(ii) para todo x con b <x < N, h(xz) < h(N).

obteniendo nuevamente que la esperanza es finita.

Para el caso del modelo SEIR—estocdstico notemos que de la ecuacién (3.15) tenemos que

1t 1t 1t
lim — [S(u)du=——N— lim — [E(u)du— lm — [T (u)du,
es decir,
E[S (+00)] + E[E (+00)] + E [T (+00)] = T’i N,

de otra parte, de la ecuacién (3.16) observamos que
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t

1 ¢t
lim — [F (u)du = lim mf[(u)du,
t——+o0 t 0 t——+o0 Ut 0

por lo tanto,

+v+v
E[S (+00)] + (“Z)E [ (+00)] = %N.
Si el modelo SEIR-estocdstico tiene extincion entonces necesariamente E [I (+o00)] = 0, por

consiguiente E[S (+00)] = gN, E[R(4+00)] = 0 y E[E (+00)] = 0. Lo anterior significa que
en promedio el modelo SEIR~estocdstico tiende al punto de equilibrio libre de enfermedad si el
modelo tiene extincion y existe la distribucion estacionaria del proceso estocdstico

{(S@), E@),L(t),R({1)}>0-



Capitulo 4

Simulaciones y estimaciones

Este capitulo tiene como objetivo estimar los pardmetros y simular las trayectorias de los
modelos SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico. Para hacer tales simulaciones debemos utilizar
métodos numéricos estocdsticos, como lo son el método de Euler—Maruyama y el método de
Milstein. En este trabajo se utilizard el método de Milstein para modelar las trayectorias asf
como también para determinar los estimadores de mdxima verosimilitud de ambos modelos
epidemiolégicos.

4.1. El método de Euler—Maruyama

El método de aproximacion de Euler— Maruyama para ecuaciones diferenciales estocdsticas es
muy similar el método de Euler que utilizamos para las ecuaciones diferenciales ordinarias y se
basa en la discretizacion de dos integrales: la integral ordinaria y la integral estocdstica. Tales
discretizaciones se basan en tomar intervalos [t;,t;+1] de una particion P dado un intervalo
[0,T] (ver [Marin, pag. 22—24]).

Consideremos la ecuacioén diferencial estocastica
dXi = f(X (1)) dt+ g (X (t))dB(t), X (0) = Xo,

definida en todo intervalo [0,7] para las funciones escalares f y g. Bajo éstas condiciones
podemos escribir la anterior EDE como sigue

X (t) = Xo +}f (X (t))dt + }g (X (t))dB (t), para todo 0 <t < T,
0 0

tomemos ahora la particion P = {tg,...,t,} del intervalo [0,7], es decir, to,...,t, tales que
0=ty <t <...<t,=T. Consideremos el sub—intervalo [t;_1,t;], vamos a tener que la
solucién en éste corresponde a

X (t;) = X (ti—1) —i—tff f (X (uw)du+ 7 g (X (u))dB (u); para todo i =1,...n.

ti—1

La aprozimacion de Fuler se basa en discretizar la ecuacién anterior utilizando las siguientes
aproximaciones

() [ F X @) dur f(X (t1) At = F(X (i) (i —ti),
i (4.1)
(i) tf 9(Xy)dBy ~ g(X (ti-1)) A Bi = g (X (ti-1)) (B (t:) — B (ti-1)) -

Como {B (t)},~ es un movimiento browniano entonces

99
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AB; =B (t;) — B (ti—1) ~ N (0,¢; — t;_1),

este hecho es utilizado para determinar los estimadores mdzimo wverosimiles de los modelos
propuestos (seccion 4.3).

Si denotamos X ™ (t;) la solucién aprozimada de la EDE en el tiempo t;, entonces
XM () = X0 (t;) + f (X(") (tic1)) Oti+g (X(") (ti—1)) & By; para todo i = 1,...n,
de manera que el método de Euler se contruye iterativamente como sigue
)(0) + £ (XM (0)) Aty + g (XM (0)) A By
X0 (tg) = X (81) + £ (X0 (81)) Atz + g (XM (81)) A By
XO(T) = X (t,_q) + f (X (£,21)) Dt + g (XD (t,21)) A By

Siendo la anterior la solucién aproximada de la EDE por el método de Euler— Maruyama.
Para determinar qué tan buena es la aproximacién utilizamos el coeficiente de error definido
por

ey = (‘Xt ~x™

), para cualquier t > 0.

Para més detalles del método de Euler-Maruyama se puede consultar [Sauer, pdg. 5-7].

4.2. Simulacion de las trayectorias

Para simular las trayectorias de las EDE de los modelos SIS—estocédstico y SEIR —estocdstico se
utilizard el método de Euler—Maruyama, donde las discretizaciones de las EDE de los modelos
SIS—estocdstico y SEIR—estocdstico estdn dadas respectivamente por

S(tjr1) = S(tj) + [N = BS (t;) I (t;) + I (t5) — S (t5)] (L1 — t5)
=05 (t;) I (t;) (B (tj+1) — B (t)))

L ()
I(tjp1) = 1(t;) +[BS () I (t5) — (b + 7)1 (t5) (Ej41 — 1))
05 (t) 1 (t;) (B (tj+1) — B ()
S(tj41) = S(tj) + N — BS (t)) I (tj) — pS (£;)] (tj+1 — t5)
—0S () I (t;) (B (tj+1) — B (t)))
S(tjr1) = E(t) +[BS () I(t;) — (v+ p) E(t))] (tjr1 —t5)
08 (t) 1 (t;) (B (tj+1) — B(t;)) : (4.3)
I(tjs1) = 1(t) + [VE () = (n+ 7)1 ()]t —t5)
R(tjp1) = R(tj) + [y (t;) — pR(t))] (41 — 1))
donde t; corresponden a los tiempos en los cuales hacemos las mediciones, para i = 0,...,n, tal

que tg = 0y t, = T el dltimo tiempo de medicién. Notemos que por ser { B (t) },~, un movimiento
browniano, por definicién del mismo tenemos que B (tj4+1) — B (t;) ~ N (0,¢j11 — t;). De esta
manera podemos reescribir B (tj11) — B (t;) como (tj41 — tj)1/2Z donde Z es una wvariable
aleatoria tal que Z ~ N (0,1) teniendo ambas variables aleatorias la misma distribucion.
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Para simular las trayectorias en el modelo SIS—estocdstico se utilizo el c6digo en python mostra-
do en el anero A del trabajo se consideré n = 0,0001, 5 = 0,05, u = 0, v = 0,01, ¢ = 0,02,
S(0)=15e1(0)=2;

17.5 4

15.0 4

12.5 1

10.0

5 1

5.0 4

2.5

0.0 1

0 200 400 G600 800 1000 (4 a)

De acuerdo con el grifico anterior se encuentra que con los pardmetros escogidos se encuentra
que mientras la poblacion susceptible (linea azul) desciende a medida que aumenta el tiempo
la poblacion infectada (linea roja) tiende a ser cada vez mayor. Este comportamiento no es
general en el modelo, ya que bajo los pardmetros n = 0,0002, 5 = 0,05, © = 0,001, v = 0/4,
o =0,02, S(0) =15 e I (0) = 2encontramos que los infectados alcanzan un mdzimo para luego
descender, mientras que los susceptibles alcanzan un minimo y luego aumentan como se muestra
en la siguiente figura

14 -

12 4

[ I

2‘60 400 EI:IZID BEH} 1000 (4 b)

Igualmente podemos modelar la EDE del modelo SEIR —estocéstico, tomando como pardmetros
n = 0,0001, 5 = 0,02, u = 0,001, v = 0,04, v = 0,04, 0 = 0,05, S (0) = 1,5, E(0) =0, I(0) =0,2
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y R (0) = 0; mostrando la siguiente figura:

1.6 1

1.4

1.2 4

1.0

0.8

0.6

0.4 4

0.2 4

00 4

0 2000 10000 15000 20000 25000 30000 (4 c)

En el diagrama anterior se muestra que a medida que la poblacion susceptible (en azul) des-
ciende, aumenta la poblacion erpuesta (en amarillo) hasta alcanzar un punto mdzximo para
luego descender a medida que el tiempo aumenta, por su parte la poblacion infectada (en rojo)
aumenta hasta alcanzar un punto mdximo, el cual estd a un tiempo mayor que el mdzrimo de
la poblacion expuesta y luego desciende cuando el tiempo aumenta. La poblacion recuperada
(en verde) aumenta con la disminucién de personas susceptibles, expuestas e infectadas, hasta
cierto tiempo, en el cual la poblacion recuperada desciende mientras que la poblacion susceptible
aumenta y los expuestos e infectados tienden a cero. Este comportamiento no es general, al
tomar los pardmetros n = 0,02, 8 = 0,2, p = 0,01, v = 0,4, v = 0,2, 0 = 0,2, S(0) = 1,5,
E(0)=0,1(0)=0,2y R(0)=0 se tiene el siguiente gréfico

2.0

L5+

1.0+

0.5 A

0.0 4

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 (4'd)

Notamos en los gréficos de la simulacidn de las trayectorias del modelo SEIR—estocdstico que
las trayectorias de la poblacién susceptible y expuesta presentan aleatoriedad' mientras que

Qe dice que grificamente una trayectoria presenta aleatoriedad sisu linea es parecida a la gréfica del movimien-
to browniano (figura 1.b) donde se observa que las lineas rectas se mueven hacia arriba y hacia abajo. Silas gréficas
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las trayectorias de la poblacién infectada y recuperada no, esto se debe a que en la poblacién
infectada y recuperada no se tiene en la EDE un “dB (t)”.

4.2.1. La extinciéon en las simulaciones

De acuerdo con el teorema 3.2 tenemos que si 2 < 202 (1 + ) entonces el modelo SIS-
estocdstico tiene extincion. Tomando los pardmetros n = 0,05, 5 = 0,01, u = 0,04, v = 0,15,
o=2003 S0)=15eI(0)=2;yn=0,08, 8=0,001, g, o, S(0) e I(0) como en la
simulacién anterior obtenemos respectivamente las figuras 4.e y 4.f

17.5 A

12.5 1
10,0 1
7.5 4
20 4

0.0

0 200 400 600 800 1000 (4.€)

20 4

15

10

0 200 400 600 800 1000 (4.f)
Los gréaficos evidencian que la poblacion infectada efectivamente tiende a cero, mds en el se-
gundo gréfico que en el primero, verificindose asi el teorema 3.22.Por otra parte al tomar
5% = 20% (1 + ), es decir, § = \/2 -0,032 - (0,04 4+ 0,15) y los pardmetros n, u, v, o, S(0) e

son completamente “lisas”, es decir, no se ve como lineas hacia arriba y hacia abajo, entonces se dice que las
trayectorias grificamente no presentan aleatoriedad.

2Por verificar el teorema 3.2. se hace referencia a que grdificamente se observa la extincién del modelo (porque
I (t) tiende a cero).
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I(0) como se tomaron en la simulacion de la figura 4.e, se observa en la siguiente figura que el
modelo SIS-estocdstico ya no tiene extincion

204

0 200 400 600 800 1000 (4.9)

Tomando % > 202 (1 + =), por ejemplo, 3 = 0,02y 3 = 0,05, 0, i, v, 7, S (0) e I (0) como en 4.e
se observan respectivamente las grificas 4.h y 4.i. Notamos que no es tan evidente que el modelo
tenga extincién cuando 5 = 0,02, mientras que en 4.¢ se observa que la poblacion infectada tiende
a aumentar a medida que pasa el tiempo, por consiguiente para dichos pardmetros este modelo
no tiene extincion.

20.0 1

17.5 1

15.0 +

12.5 4

10.0 1

7.5 1

5.0 1

2.5 1

0 200 400 600 800 1000 (4.h)
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35 1

23

20+

15

T T T T T
0 200 400 &00 800 1000 (4 . z)

Para el modelo SEIR-estocastico tenemos del teorema 3.3. que si B < 202 (u + v) entonces el
modelo tiene extincién. Para corroborar esto podemos tomar los pardmetros como 1 = 0,001,
8 =0,12, u = 0,001, v=0,2,0=0,2,v=0,1,5(0)=15, £E(0)=0,1(0)=0,2y R(0)=0;
y n = 0,003, 8 = 0,012, pu, v, v, o, S(0), E(0), I(0) y R(0) como en la simulacién anterior
obtenemos respectivamente las figuras 4.7 y 4.k

1.4 4

1.2 1

1.0~

0.8 -

0.6 -

0.4

0.2 1

DIU | 2 ., e PR e, —

T T T T Li T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (4-7)
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L.75 ~
1.50 1
1.25 +
1.00 A
0.75 -
0.50 4
0,25 1

0.00 ><

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (4.k)

En ambos grificos se evidencia que la poblacidn infectada efectivamente tiende a cero, mds en
el segundo grifico que en el primero, verificindose asi el teorema 3.3. Por otra parte al tomar
B2 = 202 (v+7), es decir, B = /2-0,22-(0,2+0,001), n, v, u, 7, o, S(0), E(0), I(0) y
R (0) como en la simulacion de la figura 4.7 En este caso la extincion no es algo tan evidente,
sin embargo se observa que la poblacién susceptible desciende a medida que pasa el tiempo
teniéndose posiblemente la extincién

L6

1.4+

L2+

L0+

0.8 4

06 4

0.4

0.2 4

00

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (4.1)

Tomando % > 202 (i + 7), por ejemplo, § = 0,13y 8 = 0,5, 1, v, i, 7, o, S(0) e I(0) como
en 4.j se observan respectivamente las grdficas 4.m y 4.n. Notamos que no es tan evidente que
el modelo tenga extincién para 8 = 0,13, por su parte la grdifica 4.n muestra que al tomarse
B = 0,5 se tiene que la poblacidn susceptible tiene un mdximo local después de cierto tiempo, es
decir, la poblacion infectada no necesariamente se va a extinguir. Este comportamiento ciclico
se observa mejor en la figura 4.d.
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L6

1.4 4

1.2 4

1.0 4

08 5

G 5

g

24

004

0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 (4 . m)

1.50 4

125 5

1.00

0.75 4

0.50

0.25 4

0.00 = e e

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 (4n)

4.2.2. La estabilidad en las simulaciones

Para determinar gréficamente si el sistema de EDO (2.25) tiene estabilidad en su punto inicial
X (0) = zp vamos a seguir el enfoque dado en [Carrillo, pdg. 3—4] donde se presentan los grdficos

4.0, 4-DY 4-q

N N A A
/ atxy |

Illft

R

—
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Ahi se muestra la estabilidad de xy ya que para ¢ > 0 existe n > 0 tal que la solucion ¢ (t, zo)
(notacién alterna para la solucién ¢ (t) que empieza desde zp) no sale del cilindro de radio e.
En 4.p se muestra que a medida que el tiempo aumenta la solucién ¢ (¢, zp) tiende a cero, es
decir, lim;_, 1o | X (¢)|| = 0 siendo esta la estabilidad asintdtica de xg.

(4-p)

En 4.q se evidencia que la solucién ¢ (t,zg) sale del cilindro de radio ¢ > 0 teniendose asf la
imestabilidad de xg.

q)(tnx[]:] —

(4-9)

Para simular la estabilidad asintdtica en los modelos SIS—estocdsticos y SEIR—estocdstico se
sumard y se restara 0,005 (el cual corresponde a un valor de ¢), a las condiciones iniciales dadas
por S(0) = N y 0 para el resto de poblaciones (infectados, recuperados o expuestos) como se
sugiere en los teoremas 2.5 y 2.6.

Tomando N =1, 8 =0,5, 0 = 0,3, v = 0,6, p = 0,005 y n = 0,005, condiciones bajo las cuales
B < p+ v — 0?/2 obtenemos la grdfica 4.r para el modelo SIS—estocéstico. En la grafica se
simulan las trayectorias de la poblacion susceptible para S (0) (azul), S (0) 4+ 0,005 (morado) y
S(0) — 0,005 (cian) y las trayectorias de la poblacion infectada para I (0) (rojo), I(0) + 0,005
(magenta) y I (0) — 0,005 (violeta)
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1.0 - T

0.8 -

0.6 -

0.4 -

0.2 1

0.0 -

T T

0 100 200 300 400 500 600 (4.1)

se observa que las soluciones convergen a las trayectorias de S (0) y de I (0) verificdindose la

estabilidad asintdtica y con ello el teorema 2.5. Ahora, si tomamos N = 1, 8 = 0,5, 0 = 0,3,

2,2 772
g guév , tendremos el grdfico

v = 0,46 y p = 0,005, condiciones bajo las cuales B% < v+ up+
45,

T —— - -—

0.8

0.6 <

0.4

0.2 -

0.0

o 100 200 300 400 500 600 (4 5)

donde nuevamente observamos la estabilidad asintdtica de (1,0), motivacién que conduce a una
primera conjetura, no probada en este trabajo, correspondiente a

Conjetura 4.1. Si la condicion de que

N 0.2 2N2
0< B8 <y+u+ 7772}
% 2p
se satisface entonces el punto inicial (EN, O) para el modelo SIS-estocdstico es asintdticamente

estable. La desigualdad anterior se puede reescribir como
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77/3N 7720.2]\]'2

RSIS ._ _
NCERD) 202 (v + 1)

0,E -

<1,

donde R&g es el numero reproductivo bdasico del modelo SIS-estocdstico por ser el menor valor
encontrado para el cual se tiene la estabilidad asintdtica (definicion 2.9).

Si se toman los pardmetros N =1, 8 =0,5, 0 = 0,3, v = 0,2, . = 0,005 y n = 0,005 (figura 4.t)
y v = 0,1 (figura 4.u), pardmetros bajo los cuales 3 > p + v + 02 /2 observamos

e
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2 4
— il
pod — — —
_'-_“\-I-N..-'-H_v
H 100 200 300 400 SO0 600 (4 t)
1.5 -
1.0 -
0.5 -
50 _,_/_"I*-_’J\/
0.5 =

0 100 200 300 400 500 600 (4.u)
Se observa que las trayectorias para S (0) 4+ 0,005, S (0) — 0,005, I (0) + 0,005 e I (0) — 0,005

tienden a alejarse de S (0) e I (0) a medida que el tiempo aumenta siendo asi el punto inicial
(S(0),1(0)) inestable para ambos modelos.

Tomando N =1, 8 =0,6, c =0,8, v =0,6, v =0,5, o = 0,1 y n = 0,1; condiciones bajo las
cuales v3 + 020?/2 < (u+7) (u+v), B < p+~y v+ B> 1 obtenemos la grifica 4.v. En la
grafica se simulan las trayectorias de la poblacion susceptible para S (0) (azul), S (0)40,005 (cian
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rayada®) y S (0) — 0,005 (morado punteada), las trayectorias de la poblacidn susceptible para
E (0) (naranja), E (0) 4+ 0,005 (oliva rayada) y E (0) — 0,005 (verde punteada), las trayectorias
de la poblacion infectada para I (0) (rojo), I (0)40,005 (violeta rayada)y I (0)—0,005 (magenta
punteada) y las trayectorias de la poblacion recuperada para R (0) (rojo), R(0) + 0,005 (negro
rayada) y R (0) — 0,005 (negro punteada).

0.8 1

0.6 4

0.4 -

0.2 1

Q04 =ESEnae

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (4.v)

En la grafica anterior observamos que efectivamente (1,0,0,0) es asintdticamente estable* veri-
ficdndose asf el teorema 2.6. Por otra parte, si tomamos S = 0,7 y los mismos pardmetros de la
simulacion 4.v se cumplen las condiciones de que v8 — 02v?/2 < (u+7) (L +v), B< p+vy
v + 8 > 1 obteniendo la grifica 4.w

1.0+

0.8 -

0.6 4

0.4 5

0.2 4

0.0 1 CRRERIeSE S annmmee

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (4.w)

3Se dice que la grafica de una funcién es rayada si la linea de la misma se representan asf: ‘— —’.

* A pesar de no observarse en el grafico (por la graficaciéon de pycharm un compilador de python), las lineas para
la poblacién susceptible (azul, cian rayada y morado punteada) tienden todas a 1 y las lineas de las poblaciones
expuestas, infectadas y recuperadas (el resto de lineas) tienden todas a 0.
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Nuevamente bajo éstos pardmetros observamos que (1,0,0,0) es asintdticamente estable® te-
niendo asf la conjetura 4.2.

Conjetura 4.2. Si las condiciones de que

o202 N2
2112

niN

0<vf <(v+w) (Wt p)+ B<ptyyv+p>1

se satisface entonces el punto inicial gN, 0,0,0) para el modelo SEIR-estocdstico es asintoti-
camente estable. La primera desigualdad se puede reescribir como
vnBN v2n?o? N2

SEIR .__ —
Rog™ = p((y + ) (v +p) 202 (v + ) (v + p)) =b

donde R&%IR es el numero reproductivo bisico del modelo SEIR-estocdstico por ser el menor
valor encontrado para el cual se tiene la estabilidad asintdtica (definicion 2.10).

Si tomamos los pardmetros como se tomaron para la grdfica 4.v excepto 5 = 0,9 tendremos la
figura 4.z, donde se evidencia que para estos pardmetros, (1,0,0,0) es asintdticamente estable,
sin embargo, la condicién de que 5 < p + 7 ya no se satisface en este caso.

L0  seEEmiT I
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2 -
0.0 { SRR T I e R e e s e e r——
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (4.7)

Tomando 8 = 0,999 y el resto de pardmetros como en 4.v obtenemos el siguiente grafico donde
se muestra también la estabilidad asintética de (1,0,0,0). En este caso los pardmetros atin
satisfacen la condicién de que vB3 — 0?v?/2 < (1 + ) (p + v).

®A pesar de no observarse en el gréfico, las lineas para la poblacidn susceptible (azul, cian rayada y morado
punteada) tienden todas a 1 y las lineas de las poblaciones expuestas, infectadas y recuperadas (el resto) tienden
a 0.
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1.0 - ot bl L LA LTI

0.8+

0.6

0.4 5

0.2 5

0.0 5

0 1000 2000 3000 4000 2000 G000 (4 ; y)

Tomando los pardmetros como en 4.v, 5 = 1,1 (figura 4.z) o 5 = 1,4 (figura 4.aa), valores para
los cudles ya no se cumple que v3 — o2v?/2 < (1 +7) (1 + v) se observa que (1,0, 0,0) ya no es
asintdticamente estable puesto que las trayectorias de S (0) + 0,005, E (0) + 0,005, I (0) 4+ 0,005
y R (0) 4 0,005 no tienden a las trayectorias de S (0), £ (0), I (0) y R (0), respectivamente.

T T T T
o 300 1000 1500 2000 2300 2000 (42)
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4[]- i

20 1 5
e

0 - i

=20 1 i

-40

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 (4,@@)

La condicién de que v + 8 > 1 no es indispensable para tener estabilidad de (1,0,0,0) en el
modelo SEIR—estocdstico. Por ejemplo si tomamos § = 0,4, v = 0,5 y el resto de pardmetros
como en 4.u, valores que cumplen que v — o?v?/2 < (u+7) (1 +v) y B < p -+ obtenemos la
grifica 4.ab.

1.0 &=

0.8 4

0.6 -

0.4

0.2 4

0.0 1 =rnmmmae

T T T T

T T T
0 300 1000 1500 2000 2500 3000 (4'(1[))

Si tomamos 8 = 0,4, v = 0,2 y el resto de pardmetros como en 4.u, valores que no cumplen
que v+ B >1y B < pu+, pero st v8 — o?v?/2 < (+7) (1 + v) obtenemos la grifica 4.ac
donde observamos estabilidad asintética’, implicando que ambas condiciones no son condiciones
suficientes.

6 A pesar de no observarse en el grafico (por la graficaciéon de pycharm un compilador de python), las lineas para
la poblacion susceptible (azul, cian rayada y morado punteada) tienden todas a 1 y las lineas de las poblaciones
expuestas, infectadas y recuperadas (el resto de lineas) tienden todas a 0.
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L0+
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0.2 4

D;D A ST

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 (4.ac)

De hecho si tomamos S = 1,1, v = 0,2 y el resto de pardmetros como en 4.u, valores que no
cumplen que v+ > 1y < 4, pero si v3+02v?/2 < (1 + ) (1 + v) obtenemos la grdfica
4.ad donde observamos estabilidad asintética’. La motivacién anterior nos motiva a enunciar la
conjetura 4.3.

L0

0.8

0.6 4

0.4

0.2

0.0 SR T T e T

T T T T T
] 500 1000 1500 2000 2500 3000 (4.ad)

Conjetura 4.3. Si la condicion de que

77N 0'2'112772N2
0<vf—=—<O+m+m+—75

T
se satisface entonces el punto inicial (gN, 0,0, 0) en el modelo SEIR— estocdstico es asintoti-
camente estable.

T A pesar de no observarse en el grafico (por la graficaciéon de pycharm un compilador de python), las lineas para
la poblacion susceptible (azul, cian rayada y morado punteada) tienden todas a 1 y las lineas de las poblaciones
expuestas, infectadas y recuperadas (el resto de lineas) tienden todas a 0.
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Finalmente si las tres condiciones no se cumplen tendremos la inestabilidad de (1,0,0,0), es
decir, la estabilidad asintdtica no se presenta cuando las tres condiciones suficientes de la con-
jetura 4.2. no se satisfacen simultdneamente. Para verificar esto tomamos 8 =1,9, v =0,2 y el
resto de pardmetros como en 4.u obteniendo la grifica 4.ae.

1.4 o

1.2 4

1.0 o e

0.8 -

06

0.9 -

0.2 4

00 A

1.2 A

T T L
0 300 1000 1500 2000 2300 3000 (4 ae)

4.3. Estimacion de los parametros

Dados los datos X1, Xo,..., X, de una muestra aleatoria con distribucién de pardmetros (o
parametros) 0 (capitulo 2, pag. 12) se quiere estimar 6 a partir de los valores de X;. Para ello uti-
lizamos los conocidos métodos de estimacién como lo son el método de momentos ([Casela, pag.
313—314]), el método de minimos cuadrados ([Bickel, pag. 107—108]), la estimacion minimax
([Casela, pag. 309—310]), la estimacion por maxima-verosimilitud. En este trabajo estimaremos
los pardmetros de los modelos epidemiolégicos SIS—estocdstico y SEIR—estocéstico utilizando
el método de mdzrima verosimilitud. A grosso modo este método consiste en encontrar el valor
de 6 mas problable dado los datos X1, Xs, ..., X, ([Casela, pag. 290]).

Definicion 4.1. ([Casela, pdg. 290]) Sea f (x;0) la funcion de densidad de probabilidad con-
junta de la muestra aleatoria X = (X1, Xa,..., X,)" y 0 =(01,...,0,)3. Entonces dado X = x,
la funcidn de @ definida como

L(6;x) = f(x;80),
se llama la funcion de verosimilitud.

La notacién p (x;0) significa que a partir del (de los) pardmetro(s) 6 calculamos la probabili-
dad de tener el dato x. Como lo que conocemos es un valor de X, el cual es x, necesitamos
determinar los valores de 6, o en su defecto estimarlos, razén por la que escribimos L (6;x).
Lo que conocemos va después del “;”, en el caso de estimacion de pardmetros es el valor de x.
El estimador de mdzima verosimilitud corresponde al valor @ que mdzimiza la funcion L (0;x),
la cual representa la probabilidad de que, dados los datos x, se tenga el valor 8. La definicién
corresponde a:

8En esta definicién se tiene que n es el tamafio de la muestra y 7 es el nimero de pardmetros de la distribucion.
Por ejemplo, la distribucidn normal univariada tiene dos pardmetros, es decir, r = 2.
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Definicién 4.2. (/Casela, pdg. 316]) Para cada punto muestral x, sea O(x) un valor del
parametro donde L (0;%) se mazximiza con respecto a 0, siendo x fijo. Un estimador de maxi-
ma verosimilitud o maximo verosimil de 0, dada la muestra aleatoria X, corresponde al
valor de @(X) el cual satisface

L (é(x) ;x) =max{L (0;x): 0 € O},
donde © es el conjunto de todos los posibles valores que puede tomar 6.

Los estimadores mdximo verosimiles pueden no existir cuando la funcién L (9 (X);X) no

tiene mdximo o pueden no ser unicos cuando L <9 (x) ;X) presenta varios valores mé&ximos

([Casela, pdg. 318]). En la mayoria de los casos es més fécil mazimizar la conocida funcion de
log—verosimilitud que es [ (0;x) := In L (0;x). Los maximos de la funcién de verosimilitud y
de log—verosimilitud coinciden porque esta tltima es monétona y estrictamente creciente en el
intervalo (0, +00).

Veamos el siguiente ejemplo de estimacion por mdzrima verosimilitud:

Ejemplo 4.1. (/Casela, pdg. 316]) Estimador mdazximo verosimil de una muestra aleatoria simple
de una distribucion N (0,1). Dada una muestra aleatoria simple X1, Xo, ..., X, (cap. 2, pdg.
12) de una distribucion N (6,1) tenemos que por ser Xy, Xo, ..., X, iid entonces la funcion de
densidad de probabilidad conjunta estd dada por

nooo] 1 9 1 1 2}
L(0;x) = exp —— (z; — 0 = ———expl —— x;—0) 5,
(65%) zl;llm p{ 2 ( )} (27T)n/2 p{ 22;1( )
de manera que la log-verosimilitud corresponde a

[(6;x) = —%IDQTI‘—

derivando con respecto 6 para mazimizar L (0;x) vamos a tener que

OLix) (;é x) = ;lé (x; —0) = Zéxi —nf =0,
por lo tanto,
. 1 = B
0= 7;:1% =z,
observemos que 8218%92“) —t = —n < 0, por consiguiente 0 = 0 es un mdximo de 1(0;%) y en

consecuencia de L (0;x%), es decir, 0 =7 es el estimador mdzimo verosimil.

A
Para estimar los pardmetros de los sistemas de EDE de los modelos epidemioldgicos SIS-
estocdstico y SEIR—estocdstico utilizamos un razonamiento andlogo al hecho en [Torres] donde
se toma un modelo estocdstico de interaccién entre depredador—presa y se estiman los pardme-
tros utilizando como datos el nimero de depredadores y el nimero de presas en los instantes de
tiempo donde se tomaron las correspondientes mediciones.



118 CAPITULO 4. SIMULACIONES Y ESTIMACIONES

4.3.1. Estimacion de los parametros para el modelo SIS—estocéstico

El objetivo de esta subseccién consiste en encontrar 6 = (ﬂ,ﬁﬁ,ﬁ,&) un estimador mdximo

verosimil de 6 de la EDE del modelo SIS—estocdstico. Para tales estimaciones utilizamos los
datos de la poblacion susceptible y la poblacion infectada en n dias, es decir, conocemos S (t;)
e I(t;) paratodoi=0,...,n,tg =0y t, =n.

Para determinar la funcién
L(6;S(ti),I(t;):i=0,...,n):=L(0;S(t1),...S(tn),I(t1),...,1(tn))

vamos a tomar los valores de S (t;) y I (¢;) como la recursion dada por el método de Euler—Maruyama
(sistemas de ecuaciones (4.2)). Por definicién, la funcion de verosimilitud estéd dada por

LO;S (), I(t;):i=0,...,n)=f(S(t1),...Stn),I(t1),...,I(tn)).
Notacionalmente vamos a escribir
fF(S(t1),...8n) , L(t1),..., L (tn)) = f(S(t;),I(t;):i=0,1,...,n)

f( ) I(tn)‘S(tl),...S(tn_l),I(t1>,...,[(tn_1)) =
( (tn)vl(tn)"g(ti)’[(ti):izoa"'vn_l)v

por definicién de la funcion de densidad de probabilidad condicional de X dado Y =y (cap. 1,
pag. 10) tenemos que

S (), I (t:):i=0,1) = (S (t), I (t)]S (to), 1 (to)) f (S (to) I (t0))

f(S(t2),I(t2):i=0,1,2) =
F (S (b2), I (t2)| S (t:), 1 (t:) -0 = 0,1) f (S (t1) , I (t1)[ S (f0) , I (to)) £ (S (o) , I (to))

F (S () T (1) S (1) T (1) i = 0, om— 1)~ £ (S (t2) T (81)] S (t0) T (t0)) £ (S (t0) . T (t0))

es decir,
L(0;S (t;),I(t;) :izO,...,n):Hf(S(ti),I(tiﬂS(tk),I(tk):k::O,...,z'—l). (4.4)

El proceso estocdstico determinado por el vector {(S (t),I (t))},~, constituye una Cadena de
Markov ya que el nimero de infectados y susceptibles en el dia ¢ depende tnicamente de las
interacciones entre los individuos que empiezan siendo susceptibles y los que empiezan siendo
infectados desde que comienza el dia, siendo tales individuos aquellos que estaban infectados
y eran susceptibles el dia inmediatamente anterior, es decir, desde el dia ¢ — 1. De esta forma
tenemos de la igualdad (4.4) que

L(O:S (6), (1) 6= 0,com) = TT7 (S (6,11 S (tim) T (1) (4.5)

Si tomamos los datos diariamente o anualmente, es decir, haciendo que ¢;1 —t; = 1 entonces
tendremos que B (tj4+1) — B(t;) ~ N(0,1). Utilizando tal variable aleatoria, de la ecuacion
(4.2) observamos que
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S (tjr1) ~ N (pgs, 0282 (t5) I? (t5)) v I (tj41) ~ N (pg;, 025 (t5) 1% (1)),

, donde

g =S (t;) +nN — BS (t;) I (t;) +vI (t;) —pS(t5) v
=1(tj) +BS ;) I(t;) — (n+7) 1))

La funcion de densidad condicional f (S (tj),1(tj)|S (tj—1),1 (tj—1)) representa a grosso modo
la probabilidad de que se tengan S (t;) susceptibles e I (¢;) infectados en el dia t; dado que se
empieza ese dfa con S (t;—1) susceptibles e I (tj_1) infectados. De esta forma tendremos que
S (t;),I(t;)] S (tj—1),I(tj—1) es una variable aleatoria que toma los valores (S (¢j—1),1 (tj-1))
con poblacion media susceptible y poblacion media infectada jig; y pir;, respectivamente para ese
dfa; ademds la varianza para ambas poblaciones es de 0252 (¢;) I? (¢;). Asf la variable aleatoria
S (tj),1(tj)] S (tj—1),1 (tj—1) tiene distribucion normal con funcién de densidad de probabilidad
dada por:

1 L (5@ -ns)

FUS (1) T (1)) S (t-1) 1 (t-1)) = 2
(1) — )
PR P Var T2 | PGPy | PSR () I (ty)

Nétese que en la fdp anterior se considera que las variables aleatorias S (¢;) e I (¢;) son ambas
independientes en el tiempo t; ya que S (t;) e I (t;) s6lo dependen de S (t;—1) e I( i—1)- De la
ecuacion (4.5) y de la anterior fdp tenemos que la funcion de verosimilitud corresponde a

L(0)=L(0:5(t:), 1 (t:):i=0,...,n) = [T (S (). 1(t)|S(tj-1),1

7j=1
2
- 1 1 (5 (t) = usj> (I(
=T:[ PE ) )V )2 ( (L) (1) | P8
1

\/h,—/

2
B i <S (tj) — Msj) MJJ
- " TN TR A S Py 252 ) |

de manera que la funcién de log-verosimilitud estd dada por

1(6) = —nln(02V3m) — 25 In(S (t;) 1 (t;))

Jj=1

1 n (S(tj)—usj)z (I(tj)—u1j>2

> 5| T FGE T SRR |

para estimar los pardmetros tenemos que maximizar la funcidn de logverosimilitud. Derivando
dicha funcién con respecto a o tenemos que

S*(ty) I (t5) |7
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2

por consiguiente el valor del estimador de médxima verosimilitud para ¢“ corresponde a

L, 1 (S(tj)—usj)Q (I(tj)—ﬂlj)2 4
T Pl Ty VI & o

para el pardmetro (5 se tiene la siguiente derivada

a@ 1 & 2(5(tj)—usj) s Q(I(tj)—ufj) dpg,
B - A\ TG EG) 4 SRR B
I S(ty)—us> 2<I(t9)—m)
T Z( N R R STV IO S“””t”)
1o Z(S(tj)*us) 21(%‘)*#1])
0 5\ TSI SeIE) )

por consiguiente el valor del estimador de mdxzima verosimilitud 0 debe satisfacer la siguiente
igualdad

L os ( 2(S)—ns,)  2(1t) - ) )0’
20° 5 ; , .

si y sélo si,

2 (<N + 538 (1) () =71 (1) + S (1))
S () 1 (t5) j

. n 2 (=BS () (t) + A+ 1 (t)))
= =1 S(tj)](tj) 7
si y solo si,

B U SO R B CINE pEEE ST
NS e RS PR T T P s T s

J j J

J

implicando que B estd dado por

LT /T T\ LT\ -
3 (W +3(5-7) +915) =B Y
donde
1T 1 1 1 1 o111 1
S nj; St;) " I ny; I(t)) T nJ; S(t) ()
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de manera que el valor del estimador de méxima verosimilitud 0 satisface la siguiente igualdad

S —AN +BS (t) 1 () AL (t;) + AS (t) 3 —BS () I (t;) + (F+A) 1 (1))
=1 52 (t5) I (t5) =1 S2(t5) I (t;)
1 ~ 1 1 1 ~ 1 1 1
N b R N TR TP .
N =g+ On—g =g +in—g; fn—g- +Hn—g +in-g
1 /.71 1 1 - 1 ~1
2 <“ (52 SI) g +”NS2I> =Py (4.8)
donde
1 1 2 1 1 1 2 1
S’ T~ n j; SNl T 2w ]; S2(t))
Para el pardmetro i se tiene la siguiente derivada
ae 1 2(S) =ns,) dns, 210D —m) duy
dp 20° j=1 S? (tj)j2 (t5) dp S? (tj>I2 (t5) dp
1 2 () - s, ) s 2(1(t;) = m,) i
207 o\ SP(t) () ’ S?(t;) I* (t;) ’

S S I)

1 ( 2(S@)—ns,)  2(1t) — ) )
por consiguiente el valor del estimador de mdzrima verosimilitud 0 satisface la siguiente igualdad

no (S (L) — ps, I(t;) — p, B
P ( SEP) TSP ) =Y

3 —AN +BS (t) 1 (t;) AL () +AS (t) 3 BS () I (t;) — (F+A) I (1)
=1 S (t;) I (t5) =1 S2(t5) I (t;)
~ 1 ~ 1 ~ 1 1 ~ 1 . 1 . 1
TN T A T = gt H g
(1T 1\ /1 1\ 1 ~(1 1
“(52‘12)”(52‘521)*"%12:5<z‘s>’ (49)

Para el pardmetro 7 se tiene la siguiente derivada

a@ 1 Q& 2(S(tj)—usj) dus, 2(I(tj)—ufj) dpy,

T P S O F 1) B R LI CI 5 R
N & (S(tj)—usj)

T Jézl S? () 7 (t;)

por consiguiente el valor del estimador de mdzrima verosimilitud 0 satisface la siguiente igualdad
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n (S(t) - ns))

=0
2 P ()
. 1 ~ 1 1 1
N YO e i =0 (4.10)

de esta manera tenemos que los estimadores del modelo SIS—estocéastico por el método de mdwi-
ma verosimilitud corresponde a la solucién (3,7,7, 11 y ¢ del sistema de ecuaciones conformado

por las ecuaciones (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) y (4.10).

4.3.2. Estimacion de los parametros para el modelo SEIR—estocéastico

A e

En el caso del modelo SEIR—estocdstico se encontrars 6 = (B M, 1, U a) un estimador maxi-

mo verosimil conociendo la poblacion susceptible, la poblacidn expuesta, la poblacion infectada
y la poblacion recuperada durante n tiempos, es decir, conocemos S (t;), E (ti),I (ti) y R (t;)
parat=0,...,n, to =0y t, = n. I[gualmente como se consideré en el modelo SIS—estocdstico
vamos a tomar t;y1 —t; = 1, en consecuencia, B (tj11) — B (t;) ~ N (0,1). Siguiendo la EDE
del modelo SEIR —estocédstico tenemos que

S (tj+1) ~ N (ng;, 0282 (t;) I (t5)),
E(tj1) ~N (MEjaUzSQ (t;) I? (tj))’

donde

ps; =S (tj) +puN — BS (t;) I (t;) — wS (t;) vy pg; = E (t5) + BS (t5) I (t;) — (v + p) E (L),
pr; =1 () +vE (t;) — (p+7) L () vy pry = R(t;) + 71 (t5) — pR(t)),

se tiene que I (tj11) y R (t;j11) son dos variables aleatorias de media pir; y ji;, respectivamente,
pero ambas con varianza nula, puesto que en el sistema EDE del modelo SEIR-estocdstico las
variables I (t) y R (t) no tienen componente estocéstica.

Observemos que para todas las constantes aq, as, a3, aqg € R obtenemos

a1 S (tjy1) + ool (tj+1) + 3B (tjy1) + R (tj41) ~
N (alﬂsj + Qaliy; + Q3fhy; + Q4fiRj, 2 (Oé% + Oé%) 0'252 (tj) I? (tj)),

lo que significa por definicién de la distribucion normal multivariada que
T T
(S(tjy1) E(tjy1) I(tjp1) R(tjr1) ) ~Ny (( Ls; HEj B HRj ) 72)

donde

X =025%(t;) I* (t;)

o O O =
O O = O
o O O O
o O O O

de esta forma (S (tj11), E (tjr1), (tj11), R (tjz1))" es un vector aleatorio con distribucion
normal 4-variante con detX = 0, es decir, tiene una distribucion degenerada®. Razonando
de manera andloga como se hizo en el modelo SIS—estocdstico vamos a tener que la variable
aleatoria

9(S (tjs1), E (tjx1), I (tjs1), R (tj1))" es un vector aleatorio con distribucion normal degenerada, ya que el
sistema EDE del modelo SEIR-estocdstico se tiene que I (tj+1) y R (tj+1) son variables aleatorias de medias pp;
Y Hg;, respectivamente, pero ambas con varianza 0.
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S(ti), B ), L), R(t)| S(tim1), E(tiz1), I (tim1), R (ti—1)

tiene distribucion normal con funcién de densidad de probabilidad dada por:

F(tyaalx) = ot e { = (-0) 2 ) |

donde x;= (S (t;),E (tj),1(t;), R (tj))T yo = (psj, LEjs By ,uRj)T. Sin embargo notemos que
la funcién anterior no estd definida puesto que det 3 = 0, razén por la cual se debe tomar una

funcién de densidad “cercana’” correspondiente a

1 1
F311%) = 55T Gt ()72 eXp{_z

(xj—2)T 5+ <xj—q>>}7

donde X7 es la inversa generalizada de Moore— Penrose de ¥ y A es la matriz diagonal de los
valores propios distintos de cero de la matriz X (teorema de la desintegracion en [Tsukuma,

pédg. 4-5]). Para este caso especifico tenemos que

A=0252 (t;) I2 (1) < o > con det A =oS% (£;) I* (t;)

y para la calcular la inversa de Moore— Penrose seguimos el procedimiento dado en ([Soto, pag.
302—303]), donde se seleccionan primero las columnas linealmente independientes de la matriz

3 formando asi la matriz B; determinamos ademds las filas indep(lmdz'entes de ¥ formando lla
matriz C'y posteriormente calculamos las matrices BZ-_1 = (BTB)_ BTy Cd_l =C7 (CTC’)_ .

00 .
00/
0 0
00)”
T
o1 1 or( 10 _ 1 1 0 0
d oSt () It () 0 1) o%S%(t;)I%(t;) \ O 00)"

si tomamos Ajjcomo la matriz para la cual las filas y columnas de B y C coinciden, entonces
la inversa generalizada de Moore— Penrose es igual a Cd_lAnBi_l. Asi como

Veamos

1 0 00 1
BT:UQSQ(tj)I2(tj)<0 Lo 0>y020252(tj)12(tj)<0

0

1

Bl 1 10 BT — 1 10
g oSt (t;) I* (t;) 01 0252 (t5) I? (t;) 01
0

1

Ay = 0252 (t;) I (t)) ( (1) (1) ) entonces

)
o 0 0 L L
G=C; AnB;" = < 0 0 ) a?S? (t;) I? (t;) < 0

asi tenemos que la funcion de densidad condicional estd dada por

1) = ! L (S0 —ps)” | (E(L) ~ py)”
FoGubs) = s 0 2 ) exp{_ 207 ( S0 TS

de esta manera y bajo la suposicién de que el proceso estocdstico forma un proceso de Markov

entonces la funcién de verosimilitud estd dada por
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n

L(0) _Hf (Xj11lxj-k:k=1,2,...,5-1)= H (xj41]%5)
7=1

) E(t
H 27r0252 ST @) exp{ ( /‘Sy) + (52( MEJ )}

- 1 exp { 12 ( (SQ(tJ) ps;)” N (Ez(t]) pg;)” )}
2m)" T1(5 () 1 (13))? 20\ S S G)
7j=1

de manera que la funcidn de log-verosimilitud estd dada por

_ n e | (S(t) — pss)” | (B (L)~ pip,)°
0=t ({0VE)") ~22 In(5 61 5) - 2ﬂ§3<<sa>1@$ SR )

para estimar los pardmetros tenemos que mazimizar la funcion de logverosimilitud. Derivando
dicha funcién con respecto a o tenemos que

2 2
dar(0) _ o L ¢ (S (tj) — ps;) n (B (t)) — 1g,)
do g 0'3 j=1 SQ (t]’)Iz (tj) 52 (tj)IQ (tj) ’
por consiguiente el valor del estimador de mdxzima verosimilitud para o2 corresponde a
n 2 2
1 S (t;) — g E (t;) — pig;
n =\ ST(E) P (t) S () I* (t5)

de manera andloga como se realizé con el modelo SIS—estocdstico calculamos con respecto a 3,

0Ot (B0 ) | 205G )
a5 SV SR T a SR b
- b (T rel s w1+ S e s w)16)

de manera que el valor del estimador de méxima verosimilitud para (8 satisface la siguiente
igualdad

no(S(t) —psy) & (E() — ppy)
A SWIW) A SI)
3 —IN +B5 () I (t5) + 1S (E) 3 —BS () I(t;) + (© + 1) E(t))
=1 S (t5) I (t5) =1 S (t5) I (t))
~ 1(. 1 _(1 E\ _FE
=y v i (Gs) o) e
para el pardmetro v observamos que
dl (6) _ < (S(tj)—MSj) d(/’LSj) + 2(E(t])—ﬂEj) d(MEJ) )
dv 2j_ : SZ(t;) I (t])) dv SZ(t;) I? (t)) dv
n E(tj) HE; '
i (B )
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de manera que el valor del estimador de méxima verosimilitud 0 satisface la siguiente igualdad

no((E(t;) — pg;) E(t) \
Z( S5 2 (1) )‘0

~FE __ E? E?

5@‘“521—2 _ﬁszp =0, (4.13)

para el pardmetro p observamos que

am(@6 1 i < 2(S(tj) —ms;)  d(psy) 2(E ) —pg;)  d(pg) >
du N 20’2 j=1 S2 (tj)l2 (tj> d,u S2 (tj)l (tj> d,u

Lo ((S0) —ps) gy, (EM) = pmy) po
7 Z( ST )+ Gl pa)

de manera que el valor del estimador de méxima verosimilitud 0 satisface la siguiente igualdad

(-BS@) 1)+ @+ E))

n AN 4BS () I() +AS (L) @
= E(t;
Py S (1)) Py () 2 (5) (%)
~(1 E 1  __FE? [ E? 1
B<I+SI):"NW+“S212+“<S2I2_J2>’ (4.14)

para el pardmetro 7 observamos que

aree)y 1 & (2(S(tj)—ﬂsg') d (ps;) n 2(E(t)) — pg;) d(#Ej))
dn 20 7\ S%(ty) I* (t)) dn S%(t5) I* (t;) dn

N & 2(S(t) — ps;)

o o (o)

de manera que el valor del estimador de maxima verosimilitud 0 satisface la siguiente igualdad

n (S(t) - ns,)

=0
2T
~ 1 ~ 1 1
~IN g T T =0 (415)

Para el pardmetro v, que es la tasa de recuperacion, no tenemos una estimacion, ya que y no
aparece en la funcion de mazxima verosimilitud. Tal problema hace que el método propuesto en
este trabajo no sea adecuado para estimar los pardmetros del modelo SEIR—estocdstico. De
hecho para estimar algunos pardmetros se ignoré cierta informacién de los mismos, por ejemplo
en el caso de p no se tuvo en cuenta que también fallecen personas infectadas y recuperadas. Los
estimadores mdzimo verosimiles del modelo SEIR—estocéstico satisfacen las ecuaciones (4.12),

(4-13), (4-14) y (4-15).
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4.4. Ejemplo de aplicacién con datos reales

Para evidenciar una aplicacién vamos a tomar los datos dados en [Min, pédg. 6] correspondientes
al nimero de casos reportados de la sifilis para los anos 2009, 2010 y 2011 (ver tabla T1).
En este trabajo se determinars el comportamiento que tendrd la sifilis en Colombia estiman-
do primero las tasas (los pardmetros) en el modelo SIS—estocdstico utilizando los estimadores
mdzrimo—verosimiles propuestos en la seccién anterior. Luego se determinard el nidmero repro-
ductivo bdsico para encontrar la estabilidad del sistema y su persistencia en la media. Para la
extincion se modelardn las trayectorias por el método de Fuler—Maruyama y se calculard la
media y la varianza de la distribucion estacionaria de la poblacion infectada.

Nimero de personas
Atendidas
Diagnéstico 2009 | 2010 2011
Sifilis precoz 2172 | 1898 2228 (T1)
Sifilis tardia 885 836 992
Otra sifilis y las no especificadas | 4297 | 4018 6104
Total 7354 | 6754 9324

Los datos se agrupan en dos etapas: la sifilis: sifilis precoz, sifilis tardia y otras sifilis y las no
especificadas'?. La sifilis precoz corresponde a las fase primaria v a la fase secundaria de la
enfermedad, periodo en cual una persona infectada desarrolla el chancro; el cual es una llaga
firme, inolora y que no causa dolor (primera fase), para luego presentar erupciones en la piel
o llagas en la vagina, boca o ano, ademads de posiblemente desarrollar fiebre, inflamacién de las
glandulas linfaticas, pérdida parcial del cabello, dolor de cabeza, pérdida de peso, fatiga y dolor
muscular (segunda fase). La sifilis tiene cura si se trata durante las primeras dos fases de la
enfermedad, el tratamiento consiste en un adecuado manejo de medicamentos recetados por el
médico tratante. Si la enfermedad no se trata, llegard a su fase avanzada o sifilis tardia, donde el
individuo infectado podria desarrollar ceguera, demencia, tener problemas con la coordinacién
de su motricidad, etc. (ver [CDC]).

Segin [CDC, pég. 2] una persona que tiene sifilis y se cura se puede volver a contagiar al estar
en contacto sexual con una persona infectada. Es decir que frente a la sifilis un ser humano
no desarrolla inmunidad, razén por la cual un individuo que se cura pasa a ser de nuevo una
persona susceptible, por lo cual es conveniente modelar la dindmica de esta enfermedad utilizando
el modelo SIS—estocdstico. Los datos que se presentan corresponden al mimero de infectados
con sifilis tardia y sifilis precoz. Un individuo es infeccioso sélo durante las dos primeras fases
de la enfermedad o también cuando una madre estd infectada y contagia a su bebé durante la
gestacion. En este trabajo se tomard el grupo de los infectados tinicamente a los individuos en
la fase precoz , por ser aquellos que son infecciosos. Como aquellos que tienen sifilis tardia no se
recuperaran de la enfermedad, éstos individuos no pueden volver al grupo de susceptibles, pero
tampoco pueden ser considerados como infectados, ya que los individuos infectados son aquellos
que también son infecciosos, razén por la cual éstos individuos no se tendrdn en cuenta en la
modelacion.

De acuerdo con la OMS en [OMS] la edad donde predomina la actividad sexual estd entre los
15 y los 49 anos siendo el 49,37 % de la poblacién ([DANE]), razén por la cual en este trabajo se
considerard dicho rango de edad como el de las personas sexualmente activas. La poblacién total
en Colombia en el afio 2009 fue de 44978000 habitantes ([Banrep]), de manera que el nimero
de personas susceptibles a la sifilis para el afio 2009 , si consideramos los casos no especificados
como individuos no infecciosos, corresponde a

WPor sifilis no especificadas se refiere a que en los pacientes no se determina en qué etapa de la sifilis estd: o
bien puede ser en la etapa precoz o bien puede ser en la etapa tardia.
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49,37

S(0) = 100 44978000 — 5182 = 22204754
Ntumero de personas Nimero de personas con
sexualmente activas en 2009 stfilis no infecciosos en 2009

En [Banrep| también se muestra que en 2010 y 2011 Colombia tenia 45509584 y 46044601
habitantes!'!, respectivamente. Razonando de manera ansloga obtenemos la tabla T2 con los
valores de los susceptibles y los infecciosos confirmados anualmente

Diagnéstico 2009 2010 2011
Susceptibles | 22200457 | 22463228 | 22725124 (T2)
Infectados 2172 1898 2228

Por otra parte, si consideramos que todos los individuos de los cuales se desconoce su diagnéstico
son infecciosos entonces tenemos la tabla T3

Diagnéstico 2009 2010 2011
Susceptibles | 22204754 | 22467246 | 22731228 (T3)
Infectados 6469 5918 8332

Tomando los datos anteriores como S(0), S(1) y S(2); I(0), I(1) e I(2), respectivamente,
tendremos que el sistema de ecuaciones para determinar los estimadores mdzrimo-verosimiles
(ecuaciones de la 4.6 a la 4.10) tienen solucién para los siguientes valores

—0,0002457296

B = —2,457295e — 04
7= —1,038560e + 00 = —1,03856
7l = 3,882654e — 05 = 0,00003882654
7 =7,237712e — 04 = 0,0007237712
& = 0,005871479 = 0,005871479

Se utilizé6 el cédigo de RStudio mostrado en el anexo B, en el cual se utilizé la funcién BBSolve
de la libreria BB del paquete BB, el cual resuelve el sistema por el método de Barzilai-Borwein
(ver [Dail).

Notamos inmediatamento que la tasa de infectividad y la tasa de influencia estimadas son
negativas. Una tasa negativa denota decrecimiento, por ejemplo, si 8 = —3 personas/ano, denota
que el nimero de infectados se reduce tres personas anualmente. La figura 4.af muestra las
trayectorias que sigue la enfermedad bajo las estimaciones realizadas por el método de méxima
verosimilitud propuesto en este trabajo para el modelo SIS—estocéstico.

plorat]

o 1 z H H 5 & (4af)
"Ta poblacién de los afios 2009, 2010 y 2011 en realidad son estimaciones dadas por las proyecciones de la
poblacién de acuerdo con el Censo Nacional realizado por el DANE en el afio 2005
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La anterior grifica es “poco diciente” o no informativa. El problema estd en que la tasa de
influencia estimada “no tiene sentido”, ya que al tener 7 = —1,038560 entonces

nN = —1,038560 (22204754 )

lo que significa que en promedio se reduce la influencia de la poblaciéon —7mN, siendo este un
nimero mayor incluso que la poblacién méxima de los tres anos. Es necesario tener en cuenta
que los estimados maximo verosimiles pueden no ser winicos, por lo que en ocasiones es necesario
“corregir este problema” estimando directamente de los datos algunos de los pardmetros, en este
caso la tasa de influencia, la tasa de mortalidad y la tasa de infectividad. Para estimar la tasa
de influencia observamos que

Tasa de influencia del 2009: 22204754 — 2557 (43926929) = 518029
Tasa de influencia del 2010: 22467246 — 22204754 = 262492
Tasa de influencia del 2011: 22731228 — 22467246 = 263982

de esta manera

ﬁN —_ 518029+2623492+263982 _ 348167,666666,

como N = S (0) = 22204754, entonces
7j = SA310LO00666 — 0,01567987.

Para estimar el pardmetro p (tasa de mortalidad) utilizamos los datos encontrados en ([Minl])
correspondientes a la tabla T/

Diagnéstico 2009 2010 2011 (T4)
Niimero de muertos | 196933 | 200522 | 195823
de esta forma para estimar tasa de mortalidad p hacemos
~ _1 ( Muertos del 2009 + Muertos del 2010 + Muertos del 2011 )
H 3 \Poblacién total del 2009 Poblacién total del 2010 Poblacién total del 2011
__ 1 (196933 200522 195823 '\ __
- 3 (44978000 + 45509584 + 46044601) - 0700434582
Para estimar la tasa de infectividad [ calculamos
B _ 1 Infectados del 2009 + Infectados del 2010 + Infectados del 2011
— 3 \ Poblacién susceptible del 2009 Poblacién susceptible del 2010 Poblacién susceptible del 2011

— 1 6469 5918 8332 —
-3 (22204754 + 22467246 + 22731228) - 0’00030709

Con los valores de 7, i, 8 basta con reemplazarlos en el sistema de ecuaciones conformado por
las ecuaciones (4.6) y (4.8). Resolviendo dicho sistema se encuentra los valores de 7 y de 7,
nuevamente utilizando la funcién BBsolve. Los valores corresponden a:

G = 1,07774281 y 7 = 0,08313723.
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Las grificas 4ag y 4ah muestran el comportamiento durante los primeros 80 anos y durante
10000 anos de prevalencia de la enfermedad. Se observa que el modelo tiene extincion.

2.3
2.0+
1.5 4
1.0+

054

0.0 - '__A-‘fj\_\.,

2.5 7

2.0 1

1.5 -

1.0 ~

0.5 -

0.0

0 2000 4000 6000 8000 10000 (4ah)

El mimero reproductivo béasico corresponde a

= BAN R
Row— —DIN __TINT 731096 4 16 — 4,7310216
(A + 1) 2p” (7 + 1)

Claramente ﬁo > 1, indicando que el sistema de EDE es inestable y persistente en la media. De
hecho EO, E es excesivamente grande, esto puede deberse a que la enfermedad tiene prevalencia
atin despues de 4000 anos. Finalmente la media y la varianza de la distribucién estacionaria
corresponde a

E[I (+00)] = 144574203 y V [I (+00)] = —2,115464¢ + 16
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Obteniendo asi una wvarianza negativa (hecho que no puede ocurrir). Esto podria indicar que el
modelo SIS-estocdstico con los pardmetros estimados no tiene una distribucion estacionaria, es
decir, la dindmica de la enfermedad en un tiempo suficientemente grande no puede ser determi-
nado por una distribucion. Esto significa que los resultados pueden variar significativamente'?

al hacerse una simulacidn y otra.

12Bs decir, las graficas para la poblacién susceptible e infectada pueden tener cambios drésticos con respecto a
las graficas presentadas en este trabajo.



Conclusiones

El modelamiento matemdtico epidemioldgico es una herramienta muy 1til para pronosticar el
comportamiento de una enfermedad. Cominmente se utilizan los modelos matemédticos deter-
ministas en los cudles no se consideran ningin tipo de perturbacion debida, por ejemplo, a
factores ambientales como la contaminacién, el clima o la densidad de poblacién. Considerando
que tales perturbaciones pueden afectar la infectividad de una epidemia es que en este trabajo se
estudia el modelo epidemioldgico SIS-estocdstico (propuesto en [Gray]) y se propone el modelo
SEIR-estocdstico, derivados directamente de los modelos deterministas.

FEn los modelos epidemioldgicos estocdsticos SIS y SEIR ya no se habla sélo de un nidmero repro-
ductivo bésico, que es el promedio de infectados por una persona infectada cuando la poblacién
es completamente susceptible, sino de una wvariable aleatoria reproductiva bésica derivada de
la integral de la funcion de sobrevivencia (en este trabajo la funcién F (a)) y de un ndmero
reproductivo bdsico derivado de las condiciones numéricas que conducen a una estabilidad asin-
tética de las condiciones iniciales de los sistemas. La relacion entre el ndmero reproductivo bdsi-
co y la variable reproductiva bisica es que la esperanza de la variable es mayor que el nimero
reproductivo. Cabe aclarar que la definiciéon de ndmero reproductivo bdsico para de los modelos
SIS-estocdstico y SEIR-estocdstico se realiza a partir de las simulaciones de los sistemas, sin
embargo, no se hace una demostracion matemdtica que pruebe que efectivamente se tenga la
estabilidad asintdtica de las condiciones iniciales de acuerdo con el nidmero reproductivo bdsi-
co definido. Estas demostraciones se realizan para valores mayores a los nidmero reproductivo
definido.

La ventaja de considerar el nimero reproductivo bdsico sobre la variable reproductiva bdsica estéa
en que los resultados sobre la estabilidad asintdtica de los sistemas se formulan de acuerdo a
condiciones nimericas suficientes, no en términos de variables aleatorias. Ademas los resultados
estudiados en el capitulo 3 se formulan también dadas ciertas condiciones numéricas de los
pardmetros. Sin embargo, para la variable aleatoria reproductiva bdsica se podria determinar un
conjunto de prondsticos méds probables a diferencia de considerar el nimero reproductivo donde
se tiene un sélo prondstico.

Se estudiaron cuatro aspectos importantes: existencia y unicidad, extincion, persistencia en la
media y existencia de la distribucion estacionaria. Si bien la existencia de las soluciones estdn
garantizadas para los modelos SIS—estocdstico y SEIR—estocéstico, el resto de aspectos tienen
como hipdtesis suficientes ciertas condiciones numéricas determinadas por los pardmetros de
los modelos. Un aspecto mds interesante es estudiar “condiciones més finas”, es decir, mejores
condiciones para garantizar extincion, persistencia en la media y existencia de la distribucion
estacionaria. Para ello se podria realizar un trabajo de control estocdstico y de optimizacion
estocdstica.

En este trabajo se verifica via simulaciones los teoremas propuestos con respecto a la estabilidad
de los sistemas y con respecto a la extinciéon de los mismos. De hecho se formulan conjeturas
no demostradas sobre la estabilidad asintdtica dadas ciertas condiciones numéricas de los para-
metros de los modelos. Demostrar tales conjeturas puede ser un trabajo futuro.
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Se simulan las grdificas de las soluciones utilizando el método de Fuler-Maruyama, el cual per-
mite no sélo simular sistemas de ecuaciones diferenciales estocdsticas en general, sino también
hacer una estimacién de los pardmetros de dichas ecuaciones por méxima verosimilitud. Sin
embargo, como se observa en el manejo de datos reales, esta estimacién no siempre es adecuada
porque los estimadores obtenidos pueden no ser inicos. Por otra parte, es recomendable uti-
lizar la informacion conocida para estimar la mayor cantidad de pardmetros posible y dejar
unicamente la componente estocdstica (o) para estimar via méxima verosimilud, obteniendo asf
en el trabajo una mejor estimacidn, a pesar de estimar el pardmetro v también por méxima
verosimilud, por ausencia de informacién. Como un trabajo futuro puede estar determinar el
sesgo, la suficiencia, la completez y la consistencia de los estimadores propuestos en este tra-
bajo. De hecho un trabajo mds ambicioso estd en determinar intervalos de confianza y pruebas
de hipdtesis para dichos estimadores.

Si bien se hacen las simulaciones y las estimaciones por el método de Euler-Maruyama, cabe
resaltar que hay métodos mejores, en el sentido de que existen métodos, como el de Milstein,
con un coeficiente de error menor al del método de Euler-Maruyama. Sin embargo al hacer las
estimaciones usando estos métodos se pierde la distribucion normal en la funcién de mdzrima
verosimilitud, lo que puede significar cdlculos mds complejos.

En los modelos presentados en este trabajo se tiene que (I (t)S(t) es el nimero de nuevos
infectados de por I (t) infectados teniendo S (t) susceptibles. Sin embargo, este supuesto no
es muy “realista” puesto que no considera el hecho de que la poblacién infectada tiene cierto
punto mdzximo, a partir del cual empieza a decaer. Teniendo este supuesto, en [Liu] se propone
un modelo epidemiolégico con incidencia saturada «, la cual es una constante (pardmetro) bajo
el cual se tiene que el nimero de infectados en el tiempo ¢ por I (¢) infecciosos en un grupo de
S (t) susceptibles corresponde a:

BI)S(t)
1+all(t)

donde « se conoce como pardmetro de incidencia. Otro supuesto de los modelos presentados en
este trabajo estd en considerar implicitamente que todos los todos los individuos susceptibles
tienen contacto con todos los individuos infectados, algo que no ocurre en caso de que un
paciente infectado sea hospitalizado y aislado del resto de susceptibles. De esta manera, otro
trabajo futuro estd en considerar un supuesto que tenga en cuenta como se da el contacto entre
los pacientes sanos y los infectados.



Anexo A: Conceptos de analisis
matematico

En este anexo se definen los conceptos del andlisis matemdtico que se utilizan en este trabajo.
Se empieza con la definicién de limite, limite superior y limite inferior, los cudles aparecen en
los teoremas de la extincion y la persistencia en la media. Luego se define via limites cuando
una funcién es continua, cuando es del tipo Lipschitz y cuando es Lipschitz localmente continua,
condicién suficiente de la proposicion 3.1.Las definiciones fueron tomadas del libro [Rudin].

La nocién de limite se utiliza en el capitulo 3, limite superior e inferior estdn presentes en la
existencia y en la persistencia en la media de los modelos SIS—estocédstico y SEIR—estocéstico.

Definicién A.1. (i) Sean f : R"™ — R una funcién, xg € R™ y L € R. Se dice que el limite
de f(x) cuando x tiende a xy es L, si y sdlo si; para todo € > 0 existe 6 > 0, tal que si
|lzo — al| < & entonces |f (x) — L| < €. Esto se escribe como limy_., f () = L.

(ii) Sean f :R — R una funcion, xo € R" y L € R. Si para todo € > 0 existe § > 0, tal que
st xg > a entonces |f (x) — L| < g, se dice que L es el limite por izquierda de f (). Esto se
escribe como limx_wa f(z) = L. De la definicion anterior si xo < a implica que |f (x) — L| < e,
se dice que L es el limite por derecha de f (). Esto se escribe como limxﬁxg f(x)=L.

Los limites que utilizados en este trabajo son todos el limites cuando = tiende a +oo (infinito),
definicién correspondiente a

Definicién A.2. Sean f wuna funcion real y b € R. Se dice que el limite de f () cuando
x tiende a 400 es b si y sdlo si para todo € > 0 existe K € R tal que si x > K, entonces
|f () = b| < e. Esto se escribe como limy—, o f (x) = L.

Se define a continuacién limite superior e inferior para toda constante real y para el infinito.

Definicién A.3. Sea f (z) una funcion real definida en E C R y sean b,c € R.

(i) Se dice que el limite superior (si existe) de f(z) cuando x tiende a xo es b si y sdlo

bzinf( sup  {f () : |z — x| <r}>

>0 \ ze B\ {0}

y se escribe como b = limsup, ., f ().

(ii) Se dice que el limite inferior (si existe) de f (x) cuando x tiende a zo es ¢ si y sélo

c:sup( mf {f(z):|r— o <r}>

r>0 \z€EE\{z0}
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y se escribe como ¢ = liminf, ., f (z).

(i1i) Se dice que el limite superior (si existe) de f(x) cuando x tiende a +00 es b si y sdlo

b=limsupf (x) := inf( sup {f(x)$>K}>

z—+00 KeR \ ze B\ {x0}

(iv) Se dice que el limite inferior (si existe) de f (x) cuando x tiende a +o00 es b si y sdlo

b-limfnff(:c):-sup( fnf {f(a:):x>K}>

T—+00 KeR \z€EN{zo}

El item (7ii) de la proposicion A.1. es utilizado en las pruebas de ezistencia y persistencia en
la media.

Proposicién A.1. Sea f(x) una funcion real definida en E C R tal que liminf, .., f(x) =a
y iminf, ., f () =b para algunos a,b € R. Entonces se cumple que

(i) b<a
(i1) Si a =b entonces b = lim,_.,, f (x) = a.

(i) Si f(x) < ¢ para todo © € E con ¢ una constante, entonces b < c. Andlogamente si
f(x) > ¢ para todo = € E, entonces a > c.

En el lema 3.2. se habla de dominios (conjunto de salida de una funcién) acotados y abiertos
Se definen tales conjuntos como

Definicién A.4. (i) Se dice que A CR"™ es un conjunto abierto siy sdlo si para todo a € A,
existe v > 0 tal que By, :=={z: ||z —al <r}NA#0.

(i1) Sea A C R™ se define el interior de A como Int (A) := {x € R" : By s C A para algin s > 0}.
(iii) A es un conjunto cerrado si y solo si R™\ A es un conjunto abierto.

(iv) A es un conjunto acotado si y sdlo si para algin s > 0 y alguin ¢ € R™ se tiene que
AC B..

(v) V, es una vecindad de z € R" si y sélo si existe v > 0 tal que By, C V.

Definicién A.5. Se dice que a € R" es un punto frontera de A C R™ si y sélo si para todo
r > 0 se tiene que Byr NA# 0 y B,y N (R™A) # (. Se define la frontera de A como

0A = {z € R" : x es un punto frontera de A}.
En el teorema de ezistencia del capitulo 3 se utiliza que los coeficientes (en realidad, funciones)

de las ecuaciones diferenciales estocdsticas de los modelos epidemioldgicos estocdsticos presen-
tados son Lipschitz localmente continuas. Las siguientes definiciones llegan a tal concepto.

Definicién A.6. Sea f : R" — R una funcion definida en E C R™. Se dice que f es continua
en x =a si limy_,q f (z) = f(a).
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Definicién A.7. Sea f: R" — R una funcion definida en E C R", con E un conjunto abierto.
Se dice que f es localmente continua en E si para todo z € E existe una vecindad V, C E
tal que f es continua para todo x € V.

Definicién A.8. (i) Sea f: R" — R una funcion. Se dice que f es de tipo Lipschitz siy sdlo
si existe [ >0

[f (@) = f )| < Uz —yll, para todo z,y € R™.

(ii) Se dice que f es Lipchizt localmente continua si y sélo si es localmente continua y
Liptchitz.

La condicion de Lipschitz es importante para demostrar la existencia y la unicidad de una
solucion tnica de una ecuacion diferencial ordinaria, y también estocdstica. A pesar de no
hacerse mucho hincapié en este trabajo sobre este concepto, el no tener tal condicién impedirfa
demostrar la unicidad.

El siguiente concepto se utiliza en lema 3.2. y se trata de una condicidn suficiente para la
existencia de una tnica distribucion estacionaria (capitulo 3).

Definicién A.9. Sean K G R™ y una coleccion de conjuntos abiertos A = {A;};c; indevados
por el conjunto I. Se dice que A es recubrimiento abierto de K si y sdlo si K C UjerA;.
Se dice que K es un conjunto compacto si y sélo si para todo recubrimiento abierto de K,
A={A;} existen i1, ...,in € I tal que K CUJ_j A;; .

i€l 1

En R los tdnicos conjuntos compactos son los intervalos cerrados. Este hecho se utiliza en la
demostracion de la existencia de la distribucion estacionaria del modelo SIS-estocastico y SEIR-
estocéstico.
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Anexo B: Cddigos utilizados

Cdédigos en Python:

from numpy import arange

from numpy import random

from math import sqrt

from matplotlib import pyplot as plt

9999 99

PARA SIMULAR UN MOVIMIENTO BROWNIANO

Bcero = 0
Dt = 2%xx—-10
T = 0.05
n = T/Dt

t = arange (0, T+Dt, Dt)

B = [0.0 for i in range(int(n+1))]
Bl = [0.0 for i in range(int(n+1))]
B2 = [0.0 for i in range(int(n+1))]
B3 = [0.0 for i in range(int(n+1))]
B4 = [0.0 for i in range(int(n+1))]

B[0] = Bcero

for i in range(l, int(n+1)):
W = random.normal (0, 1)
B1[i] = sqrt(Dt)*W

for i in range(1l, int(n + 1)):
V = random.normal (0, 1)
B2[i] = sqrt(Dt) =x

for i in range(1l, int(n + 1)):
X = random.normal (0, 1)
B3[i] = sqrt(Dt) =

for i in range(1l, int(n + 1)):
Y= random.normal (0, 1)
B4[i] = sqrt(Dt) = Y

for i in range(1l, int(n + 1)):
Z = random.normal (0, 1)
B[i] = sqrt(Dt) = Z

plt.plot (B, ”"blue”)
plt.plot (B1l, ”"violet”)
plt.plot (B2, "green”)
plt.plot (B3, "orange”)
plt.plot (B4, "red”)
plt .show ()
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nabla = 0.002

beta = 0.5
mu = 0.001
gama = 0.24
sigma = 0.3
Scero = 10.25
Icero = 2
Rcero = 0.0
Dt = 2%%x—6

T = 10

n = T/Dt

t = arange (0, T+Dt, Dt)

EMS = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMI = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMR = [0.0 for i in range(int(n+1))]

EMS[0] = Scero
EMI[0] = Icero
EMR[0] = Rcero

for i in range(1l, int(n+4+1)):
Z = random.normal (0, 1)
EMS[i] = EMS[i—1] 4+ (—betaxEMI[i —1]«EMS[i—1] — mu«EMS[i —1] + nablaxScero)*Dt
— sigma*EMI[i —1]«EMS[i —1]*sqrt (Dt)«Z
EMI[i] = EMI[i — 1] + (beta % EMI[i — 1] % EMS[i — 1] — gama x EMI[i — 1] +
mu * EMI[i — 1]) % Dt + sigma x EMI[i — 1] % EMS[i — 1] % sqrt(Dt) = Z
EMR[i] = EMR[i — 1] + (gama * EMI[i — 1] — mu * EMR[i — 1]) * Dt

print (Z)

plt.plot (EMS, ”blue”)
plt.plot (EMI, "red”)
plt.plot (EMR, ”green”)
plt .show ()

9999 99

PARA SIMULAR EL MODELO SIS—ESTOCASTICO

nabla = 0.23
beta = 0.4
mu = 0.3
gama = 0.6
sigma = 0.5
Scero =
Icero =
Dt =1
T = 10

n = T/Dt
t = arange (0, T4+Dt, Dt)

o = O

.2

EMS = [0.0 for i in range(int(n+1))
EMI = [0.0 for i in range(int(n+1))]

EMS[0] Scero
EMI[0] = Icero

for i in range(1l, int(n+1)):
Z = random.normal (0, 1)
EMS[i] = EMS[i — 1] + (—betaxEMI[i—1]+«EMS[i—1] — muxEMS[i—1] + nablaxScero +
gama * EMI[i — 1])xDt — sigmaxEMI[i—1]«EMS[i—1]*sqrt (Dt)*Z
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EMI[i] = EMI[i — 1] + (beta % EMI[i — 1] % EMS[i — 1] — gama * EMI[i — 1] +
mu * EMI[i — 1]) % Dt + sigma * EMI[i — 1] % EMS[i — 1] % sqrt(Dt) = Z

plt.plot (EMS, ”blue”)

plt.plot (EMI, "red”)

plt .show ()

999

PARA SIMULAR EL MODELO SEIR-ESTOCASTICO

nabla = 0.001

beta = 0.9
mu = 0.001
ny = 0.2
gama = 0.1
sigma = 0.2
Scero = 1.5
Ecero = 0.0
Icero = 0.2
Rcero = 0
Dt = 10
Dt = 2%x—6
T = 500
n = T/Dt
t = arange (0, T4+Dt, Dt)
EMS = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMI = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMR = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EME = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMS[0] = Scero
EMI[0] = Icero
EMR[0] = Rcero
EME[0] = Ecero
for i in range(1l, int(n+1)):
Z = random.normal (0, 1)
EMS[i] = EMS[i—1] + (—beta+EMI[i—1]+EMS[i —1] — mu+EMS[i —1] + nabla+EMS[1]) «Dt

— sigma+EMI[i —1]«EMS[i —1]*sqrt (Dt)«Z

EME[i] = EME[i—1] + (beta+EMI[i—1]*EMS[i —1] — ny+EME[i —1] — mu«EME[i —1])*Dt--
sigma*EMI[i —1]«EMS[i —1]*sqrt (Dt)«Z

EMI[i] = EMI[i—1] 4+ (ny+«EME[i—1] — gama*EMI[i—1] — mu«EME[i —1])«Dt

EMR[i] = EMR[i—1] + (gama*EMI[i—1] — muxEMR[i —1])xDt

print (Z)

plt.plot (EMS, ”blue”)
plt.plot (EME, ”orange”)
plt.plot (EMI, "red”)
plt.plot (EMR, ”green”)
plt .show ()

9997

PARA SIMULAR VERIFICAR LA ESTABILIDAD DEL MODELO SIS—-ESTOCASTICO

nabla = 0.005
beta = 0.5



mu = 0.005
= 2

gama 0.

sigma = 0.3

Scero =1

Icero =0

Rcero = 0

Dt = 2 %% —6

T = 10

n=T/ Dt

t = arange (0, T + Dt, Dt)

EMS = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMI = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMR = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMSa = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMIa = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMRa = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMSb = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMIb = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMRb = [0.0 for i in range(int(n + 1))]
EMS[0] = Scero

EMI[0] = Icero

EMR[0] = Rcero

EMSa[0] = Scero + 0.005

EMIa[0] = Icero + 0.005

EMRa[0] = Rcero + 0.005

EMSb[0] = Scero — 0.005

EMIb[0] = Icero — 0.005

EMRb[0] = Rcero — 0.005

for i in range(l, int(n + 1)):
Z = random.normal (0, 1)
EMS[i] = EMS[i — 1] + (
—beta * EMI[i — 1] % EMS[i — 1] — mu = EMS[i — 1] + nabla * Scero
+ gama * EMI[i — 1]) % Dt — sigma = \
EMI[i — 1] % EMS[i — 1] % sqrt(Dt) = Z

EMI[i] = EMI[i — 1] + (beta + EMI[i — 1] = EMS[i — 1] — gama + EMI[i — 1] +
mu * EMI[i — 1]) % Dt + sigma * EMI]|

i — 1] = EMS[i — 1] % sqrt(Dt) = Z

EMSa[i] = EMSa[i — 1] + (
—beta * EMIa[i — 1] % EMSa[i — 1] — mu % EMSa[i — 1] + nabla = (
Scero + 0.001) + gama *x EMIa|
i — 1]) % Dt — sigma % EMla[i — 1] % EMSa[i — 1] % sqrt(Dt) * Z
EMIa[i] = EMIa[i — 1] + (beta x EMIa[i — 1] % EMSa[i — 1] — gama * EMla[i —
1] + mu * EMIa[i — 1]) % Dt + sigma x \
EMIa[i — 1] % EMSa[i — 1] % sqrt(Dt) x Z

EMSb[i] = EMSb[i — 1] + (
—beta * EMIb[i — 1] % EMSb[i — 1] — mu x EMSb[i — 1] + nabla % (Scero
+ 0.001) + gama % EMIb]
i — 1]) % Dt — sigma x EMIb[i — 1] % EMSb[i — 1] x sqrt(Dt) * Z
EMIb[i] = EMIb[i — 1] + (beta * EMIb[i — 1] % EMSb[i — 1] — gama % EMIb[i —
1] + mu * EMIb[i — 1]) % Dt + sigma x \
EMIb[i — 1] % EMSb[i — 1] % sqrt(Dt) = Z

plt.plot (EMS, ”blue”)
plt.plot (EMI, "red”)
plt.plot (EMSa, 7c”)
plt.plot (EMIa, ”violet”)
plt.plot (EMSb, ”purple”)
plt.plot (EMIb, ”magenta”)
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plt

.show ()

PARA SIMULAR VERIFICAR LA ESTABILIDAD DEL MODELO SEIR-ESTOCASTICO

T/Dt

= arange (0, T4+Dt, Dt)

EMS = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMI = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMR = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EME = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMSa = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMIa = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMRa = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMEa = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMSb = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMIb = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMRb = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMEb = [0.0 for i in range(int(n+1))]
EMS[0] = Scero

EMI[0] = Icero

EMR[0] = Rcero

EME[0] = Ecero

EMSa[0] = Scero + 0.005

EMIa[0] = Icero + 0.005

EMRa[0] = Rcero + 0.005

EMEa[0] = Ecero + 0.005

EMSb[0] = Scero — 0.005

EMIb[0] = Icero — 0.005

EMRb[0] = Rcero — 0.005

EMEb[0] = Ecero — 0.005

for i in range(l, int(n+1)):

Z = random.normal (0, 1)

EMS[i] = EMS[i—1] + (—betaxEMI[i —1]+«EMS[i —1] — mu«EMS[i —1] + nablaxEMS[1]) %Dt
— sigmaxEMI[i —1]«EMS[i —1]*sqrt (Dt)«Z

EME[i] = EME[i—1] + (beta*EMI[i—1]*EMS[i—1] — ny«EME[i —1] — musEME[i —1])*Dt-+
sigma*EMI[i —1]«EMS[i —1]*sqrt (Dt)*Z

EMI[i] = EMI[i—1] 4+ (ny+«EME[i—1] — gamaxEMI[i—1] — musEME[i—1])*Dt

EMR[i] = EMR[i—1] + (gama+EMI[i 1] — muEMR[i —1])+Dt

EMSa[i] = EMSa[i — 1] + (—beta % EMIa[i — 1] % EMSa[i — 1] — mu % EMSa[i — 1]

+ nabla % EMSa[l]) * Dt — sigma *x EMIa|
i — 1] = EMSa[i — 1] % sqrt(Dt) = Z
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plt
plt
plt
plt

plt.

plt
plt

plt.

plt
plt

plt.

plt
plt

EMEa[i] = EMEa[i — 1] + (beta % EMIa[i — 1] % EMSa[i — 1] — ny % EMEa[i — 1]
— mu * EMEa[i — 1]) % Dt + sigma s EMIa|

i — 1] = EMSa[i — 1] % sqrt(Dt) = Z
EMIa[i] = EMIa[i — 1] + (ny % EMEa[i — 1] — gama % EMla[i — 1] — mu % EMEa[i
— 1]) = Dt
EMRa[i] = EMRa[i — 1] + (gama * EMIa[i — 1] — mu * EMRa[i — 1]) = Dt

EMSb[i] = EMSb[i — 1] + (—beta + EMIb[i — 1]  EMSb[i — 1] — mu % EMSb[i — 1]
+ nabla x EMSb[1]) * Dt — sigma *EMIb]

i — 1] = EMSb[i — 1] % sqrt(Dt) * Z
EMEb[i] = EMEb[i — 1] + (beta * EMIb[i — 1] % EMSb[i — 1] — ny = EMEb[i — 1]
— mu x EMEb[i — 1]) % Dt + sigma «EMIb]

i — 1] = EMSb[i — 1] * sqrt(Dt) * Z
EMIb[i] = EMIb[i — 1] + (ny = EMEb[i — 1] — gama # EMIb[i — 1] — mu % EMEb[i
— 1]) = Dt
EMRb[i] = EMRb[i — 1] + (gama x EMIb[i — 1] — mu * EMRb[i — 1]) x Dt

.plot (EMSa, ”"¢”, linestyle = —")
.plot (EMEa, ”olive”, linestyle = '—7)
.plot(EMIa 7violet”, linestyle = '—7)
.plot (EMRa, ”black”, linestyle = '—")
plot(EMSb "purple”, linestyle = 7:7)
.plot (EMEb, ”green”, linestyle = ’:7)
.plot (EMIb, "magenta”, linestyle = 7:7)
plot (EMRb, ”black”, linestyle = ’:7)
.plot (EMS "blue”)

.plot (EMR. ’brown"’)

plot (EMI, "red”)

.plot (EME, ”orange”)

.show ()

Cddigos en RStudio:

## PARA SIMULAR LOS MODELOS DETERMINISTAS

# Para simular el modelo SIR con nacimientos y Muertes

nabla = 0
beta = 0.8
mu = 0

gama = 0.6

sigma =
Scero =
Icero =
Rcero =

.1

S o N O

Dt = 2°(—6)

T =
n =
t =

500
T/Dt
seq (0, T, by=Dt)

seq (0,10,by=1)

EMS
EMI
EMR

= numeric(n+1)
= numeric(n+1)
= numeric(n+1)

EMS[1] = Scero
EMI[1] = Icero
EMR[1] = Rcero

for

(i in 2:{n+1}){

EMS[i] = EMS[i—1] + (—betasEMI[i—1]*EMS[i —1] — mu+EMS[i —1] + nabla*EMS[i —1]) Dt
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plot (¢t ,EMS,t="1" ,col="blue” ,lwd=2, xlim=c(1,9), ylim=c(0,2), ylab="Individuos”,
xlab="Tiempo” )

legend ("right”, legend=c(” Infectadoss”, ”Susceptibles”, ”"Recuperados”),col=c(”red
7 7blue”, 7green”), lwd=2:2:2, cex=0.6)

for (j in 2:{n+4+1}){
EMI[j] = EMI[j—1] 4+ (betaxEMI[j —1]«EMS[j —1] — gamaxEMI[j —1] — mu«EMI[j —1])*Dt}
lines (t ,EMI,lwd=2,col="red” , xlim=c(1,9), ylim=c(0,2))

for (k in 2:{n+1}){
EMR[k] = EMR[k—1] + (gamasEMI[k—1] — mu+EMR[k—1])«Dt }
lines (t,EMR,lwd=2,col="green” , xlim=c(1,9), ylim=c(0,2))

# Para simular el modelo SIS con nacimientos y muertes

nabla = 0
beta = 0.9
mu = 0
gama = 0.6
Scero =
Icero =
Rcero =
Dt = 2°(—6)

T = 500

n = T/Dt

t = seq(0,T,by=Dt)
seq (0,10,by=1)

.1

S o N

EMS = numeric(n+1)
EMI = numeric (n+1)

EMR = numeric (n+1)
EMS[1] = Scero
EMI[1] = Icero
EMR[1] = Rcero

for (i in 2:{n+4+1}){
EMS[i] = EMS[i—1] + (—betaxEMI[i —1]+EMS[i —1] — musEMS[i —1] + nabla+EMS[i —1]
+gamaxEMI[i —1])*Dt}

plot (t,EMS, t="17 ,col="blue” ,lwd=2, xlim=c(1,6.5), ylim=c(0,2), ylab="Individuos”,
xlab="Tiempo”)

legend ("right”, legend=c(” Infectadoss”, ”Susceptibles”),
col=c(”red”, 7blue”, 7green”), lwd=2:2, cex=0.6)

for (j in 2:{n+1}){
EMI[j] = EMI[j—1] + (betasEMI[j—1]+EMS[j—1] — gama+EMI[j—1] — musEMI[j —1])+Dt —
+ sigmaxEMI[j —1]«EMS[j —1]*sqrt (Dt)«Z }

lines (t,EMI,lwd=2,col="red” , xlim=c(1,6.5), ylim=c(0,2))
# Para simular el modelo SEIR con nacimientos y muertes

nabla = 0
beta 0.8
mu =
gama
ve =
Scero = 2

Ecero = 0.3
Icero = 0.1

ol =

0.25
6
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Rcero = 0

Dt = 27(—6)
T = 500
n = T/Dt

t = seq(0,T,by=Dt)
seq (0,10,by=1)

EMS numeric (n+1)
EMI = numeric(n+1)

EMR = numeric (n+1)
EMS[1] = Scero
EMI[1] = Icero
EMR[1] = Rcero

for (i in 2:{n+1}){
EMS[i] = EMS[i—1] 4+ (—betaxEMI[i —1]«EMS[i—1] — mu«EMS[i —1] + nablaxEMS[i —1])*Dt

plot (t,EMS, t="17 ,col="blue” ,lwd=2, xlim=c(1,20), ylim=c(0,2), ylab="Individuos”,
xlab="Tiempo” )

legend ("right”, c(”Infectados”, "Expuestos” ,”Susceptibles”, ”"Recuperados”) ,col=c
("red”, 7orange”, ”blue”, 7green”), lwd=2:2:2:2, cex=0.6)

for (j in 2:{n+1}){
EME[j] = EME[j —1] + (beta*EMI[j—1]+EMS[j —1] — ve*EME[j —1] — musEME[j —1])*Dt}
lines (t,EMI,lwd=2,col="orange” , xlim=c(1,20), ylim=c(0,2))

for (1 in 2:{n+4+1}){
EMI[1] = EMI[1-1] + (ve+EME[]1-1] — gama+EMI[1—1] — mu«EMI[1—1])«Dt}

lines (t,EMI,lwd=2,col="red”, xlim=c(1,20), ylim=c(0,2))
for (k in 2:{n+4+1}){

EMR[k] = EMR[k—1] + (gama+EMI[k—1] — musEMR[k —1])#Dt}
lines (t ,EMR,lwd=2,col="green” , xlim=c(1,20), ylim=c(0,2))

## PARA ESTIMAR TODOS LOS PARAMETROS DEL MODELO
# Primero escribimos los datos dados por Sj e Ij:

S<—c(rep(0,3))
I<—c(rep(0,3))
for (i in 1:3){

] < —22204754
] < —22467246
]<—22731228
] < —6469
]<—5918

3] < —8332}
N=22204754

(i
s[1
S[2
S[3
11
Ip
I

# Para los sistemas de ecuaciones necesitamos los promedios de por ejemplo 1/S
ST=c (rep (0,3))
for (i in 1: 3){

x 1

SI[i]=S[i]*I[i]}
1/8S1
S2=c(rep(0,3))
for (i in 1:3){

S2[i]=S[i]=*S[i]}
1/82
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S2I=c(rep(0,3))
for (i in 1:3){

S21[i]=S[i]*S
1/821

[1]+I[i]}

I12=c(rep(0,3))
for (i in 1:3){

12[i]=1[i]+I
1/12

(i1}

SI2=c(rep(0,3))
for(i in 1:3){

SI2[i]=S[i]=*I
1/S12

[1]+I[i]}

S212=c(rep(0,3))

for (i in 1:3){
S212[i]=S[i]*S[i]*I[i]*I[i]}

1/8212

mul=c (rep (0,3))

muS=c (rep (0,3))

for(j in 1:3){
muS|j]= S[J]+nabla*Nfbeta*S[j]*I [j]+gama*I[j]—mu*S][]]
mul[j]=1[j]+betaxS[j]*I[j]—gamaxI[j]—-muxI[j]}

RlI=c(rep (0,
RS=c(rep (0
for(k in 1:
S
I

)

[ PN

3)
3)
3)
RS[k]=(S[k]—mu
RI[k]= (I [k]—mu [ 1) "2}
U=c(rep (0,3))
US:C(I‘ep( ,3)
Ul=c(rep(0,3)
for (1l in 1:3)

US[1]=RS[1

UI[l]=RI[!

} (S[1]*I[1])"2)
U[1]=US[1]+

)

)

{

/(
/((S[1]=I[1])"2)
UIL[1]}

sigma=sqrt (0.5 «mean (U))
# Instalamos el paquete BB

# Utilizamos la funcion BBSolve
library (BB)
?7BBsolve

# Ahora escribimos los correspondientes sistemas de ecuaciones

sistema = function (x){
f = rep(NA, 5)
f{1] = 0.5%(x[2]*N*mean(1/SI)4+x[3]*(mean(1l/S)—mean(1/1))+2xx[4]+*mean(1/S))—x[1]
f{2] = 0.5%(x[3]*(mean(1/S2)—mean(1/SI))+2%x[4]*mean(1/S2)4x[2]*N*mean(1/S2I))
—mean(1/S)*x[1]
f[3] = x[3]*(mean(1/S2)—mean(1/12))4x[4]*(mean(1/S2)—mean(1/S21))
+x[2] #*Nsmean (1/S12)—x[1]*(mean(1/1)—mean(1/S))

f[4] = —x[2]*N*x mean(1/S2I2)4x[1]+*mean(1/SI)—x[4]*mean(1l/S2I)4+x[3]*mean(1l/SI2)
f[5] = x[5] —sqrt (0.5+mean(U))
£}

x0=c (0,0,0,0,0)
BBsolve (par=x0, fn=sistema)
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# De esta forma tenemos que los datos corresponden a:

nabla=-2.457295¢—-04
beta=-1.038560e+-00
gama=3.882654e—05
mu="7.237712e—-04
sigma=sqrt (3.447426e—05)

# Tomando los parametros nabla, mu y beta conocidos como:

nabla= 0.01567987
mu= 0.00434582
beta=0.00030709

# Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones

sistema = function (x){
f = rep(NA, 2)
f[1] = 0.5+ (mu*(mean(1/S2)—mean(1/SI))+2*x[2]*mean(1/S2)+nabla*N«xmean(1/S2I))
—mean(1/S)=*beta
f}FZ] = x[1] —sqrt (0.5 *mean(U))
f

x0=c (0,0)
BBsolve (par=x0, fn=sistema)

# Obtenido los valores para sigma y para gama dados por

sigma <—1.07774281
gama<——0.08313723

# El numero reproductivo basico corresponden a:

RO<—nabla*Nsbeta /(mux (mutgama) ) —(sigmaxnabla*N) "2 /(2*mu”2* (gama+mu) )
RO

# Los parametros de la distribucion estacionaria corresponden a:

media=(2+betax (RO—1)* (mutgama) ) /(2xbetax(beta—(sigma) "2xN+

(sigma) "2x (betaxN-mu—gama) ) )
varianza=((2*(R0—1)* (mut+gama ) * (muitgama ) * ( beta*N—-mu—gama) ) /
a)

(2«betax(beta—(sigma) "2+«N+(sigma) "2x (betaxN-mu—gama) ) ) )—media "2
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