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FIGURA 5.13a DIAGRAMA DE BODE PARA UN SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN
SOBRE AMORTIGUADO Y CRITICAMENTE AMORTIGUADO.

En este caso,para construir el diagrama de RA y angulo de fase

contra la frecuencia,se requiere fijar dos parametros:T y [(.De



tal forma ,que para cada constante de tiempo especifica se debe
obtener una serie de curvas que cubran toda la gama de valores
del coeficiente de amortiguamiento.Con el fin de elaborar un
grafico més general,y por ende de méds amplia aplicaciodn,éste se
construyve tomando como abscisa el producto de la frecuencia por
la constante de tiempo (wt) vy fijando como pardametro el
coeficiente de amortiguamiento.En las figuras 5.13a y 5.13b se
presentan los diagramas de Bode para sistemas de segundo ordén
con respuesta subamortiguada,criticamente amortiguada y sobrea-

mortiguada.

Las asintotas de baja frecuencia de las curvas de las figuras
5.13a y5.13b son:

Lim |G(iw)[ =% Lim ARG G(iw) = Q
wT—>0 wt->0

Las asintotas de alta frecuencia son:

Lim (Log|G(iw)|]1 = Lim [-Logl(1-w272)2+(2B7w)2]172] = -2Log wT
WT—>m WT->®

Lim tan-1 & = -180¢2
WT—>m

La asintota de alta frecuencia de las curvas de razén de amplitu-
des,en un gréafico Log-lLog,es una linea recta de pendiente -2.Las
asintotas se intersectan en wr = 1.Para este valor,el argumento
de G(iw) es -909Q,independiente del coeficiente de amortiguamien-
to.En el caso de los sistemas subamortiguados, las curvas de razon
de amplitudes exhiben un mdximo en la vecindad de wr=1,para
valores del coeficiente menores que 0,707.E1 punto de maxima se
obtiene diferenciando la expresidén para razdn de amplitudes con

respecto a wr,e igualando este resultado a cero.
(WT )max = (1-2p2)1r/2 B < 0,707

La razén de amplitudes méaxima es:

203



(RA)max = 1 . B < 0,707
2B(1-B2)1/2
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FIGURA 5.13b DIAGRAMA DE BODE PARA SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN
SUBAMORTIGUADOS.

El empleo de los diagramas de Bode es de gran utilidad en el

analisis de la respuesta de frecuencia de varios sistemas de
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primer ordén en serie.En este caso,el manejo de blogqués en
cascada se convierte en la adicién de distancias en el diagrama.

/ . . : "
Considerese n sistemas de primer ordén en serie,tal como se

muestra en la figura 5.14.

X1(9) Xn-1(8)
PPN Eav e onicinii-d [TV B

F 3 .
Xo(8) T1S5+1 |T25+1| ITnS+1| Xn(S)

FIGURA 5.14 BLOQUES EN CASCADA

La funcién de transferencia que relaciona la variable de salida a

la de entrada para los n sistemas de primer ofdéﬁ en cascada es:
G(S) = Ga(3)B2(V).cv .o PRI © o b T

Reemplazando S por iw,determinando el modulo de G(iw) v tomando

el logaritmo de esta expresion se obtiene:

Log |G(iw)|=Log|Gz(iw)|+Log|Gz(dw)|+....... +Log| Gn(iw) | (5.12)
Para el argumento de G(iw) la expresibn es:

ARG G(iw)=ARG Gi(iw)+ARG Gz(iw)+.........+ARG Gn(iw) (5.13)

De acuerdo con estas dos Gltimas ecuaculones,el cdlculo de la ra-
z6n de amplitudes y &ngulo de fase del sistema,para una
frecuencia especifica,se reduce a una adicidén de distancias en el
diagrama de Bode.Con miras a ilustrar en forma detallada este
procedimiento de cédlculo,el mismo se emplearad con los diagramas
simplificados de Bode de tres sistemas de primer orden en serie
con constantes de tiempo 0,125 min,0.,5 min y 2 min respectiva-
mente.En la figura 5.15 s8e presentan las curvas de razdn de
amplitudes tanto de cada sistema de primer ordén,como la de los
sistemas operando en serie.Hasta una frecuencia de 2 rad/min,esta
tltima curva coincide con la del sistema 1,pués hasta esta
frecuencia los esistemas 2 y 3 tienen razén de amplitudes igual a

i
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1 (wvalor de referencia).Entre esta frecuencia y la correspon-
diente al punto de gquiebre del sistema 3 (w = 8 rad/min),la razodn
de amplitudes se obtiene sumando a la linea 1 la distancia di.No
obstante esta suma poderse efectuar a cualquier frecuencia,el
valor mas conveniente para hacerlo es el del punto de quiebre del
sistema 3.Finalmente.la ultima linea del diagrama combinado se
obtiene sumando una distancia dz (a una frecuencia arbitraria) a
la linea 27 .En la figura 5.15 se observa gque la asintota de alta
frecuencia,de la curva combinada de razén de amplitudes.es una
linea recta de pendiente -3.En general,para un sistema de n-simo

- I .
ordén esta as{ntota es una linea recta de pendiente -n.

10

10! 2 N

RA
/

10-2 \

d2/

10~ Cq 10

Wirad/min)

. FIGURA 5.15 CURVA DE RAZON DE AMPLITUDES PARA SISTEMAS DE PRIMER
ORDEN EN SERIE.
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Para construlr la curva resultante del é&ngulo de fase basta con
sumar,a cada frecuencia,el &ngulo asociado a la funcién de
transferencia de cada uno de los Bistemas.Asfla bajas frecuencias
el angulo de fase resultante es cero grados.A altas frecuencias
cada uno de los sistemas contribuye con un atraso de 909,dando un
atraso total de 2702.En general,el atraso de n sistemas de primer

ordén en serie cuando w-->@ eg nmn/2.

5.3.2 DIAGRAMAS DE NYQUIST.

Estos diagramas,también llamados polares,se generan graficando el
nimero complejo G(iw) en un didgrama bidimensional cuya ordenada
es la parte imaginaria de G(iw) y la abscisa es la parte real de
G(iw).Un valor especifico de la frecuencia define un punto en
este plano.Cualguier punto puede localizarse empleando las
coordenadas rectangulares (real contra imaginaric) o las polares
(magnitud contra é&ngulo de fase).La variacién de la frecuencila de
cero a infinito,genera una curva continua en el plano complejo.La
forma y localizacién de esta curva son caracteristicas de cada

sistema.

En la figura 5.16 se presentan los didgramas de Nyguist de un
sistema de primer oOrdén con diferentes ganancias,y de un sistema
de segundo ordén con diferentes coeficientes de amortiguamiento.

Cuando no se dispone del modelo de un proceso,los diagramas de
Bode y Nyguist se pueden construlr a partir de pruebas experimen-
tales.Estas pruebas se realizan variando la posicidén del vastago
de una valvula de control mediante el empleo de un generador (me-
cdnico,electréonico,neumdatico)de ondas seno.Una vez generada la
onda seno,se espera gue transcurra el periédo de tiempo durante
el cual la respuesta ee traneitoria,registrandose para las onda
estacionaria de salida la razén de amplitud y el é&angulo de
fase.Este procedimiento se repite variando la frecuencia en un

intervalo de interés.Se construye la curva de respuesta de


http:fase).La

frecuencia (didgrama de Bode o Nygquist),y a partir de ésta se
deduce la funcidn de transferencia del sistema.
[ Im i
W= KD Ae
# & W=0
4
* Kps Kpa  Kpg
2 x W
(& | 0 ) 2 Re
N
N
w= 1/
N ¥
~
N 4\‘4 L= _Kp_
N 2p
a b

FIGURA 5.16 DIAGRAMAS DE NYQUIST PARA: a- SISTEMAS DE PRIMER
ORDEN, b~ GSISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN. :

5.4 CRITERIOC DE ESTABLLIDAD DE NYQUIST.

Este es un método que se apoya'en los diagramaes de estabilidad de
Nvguist para determinar las raices de la ecuacidn caracteristica
de lazo cerrado,que se encuentran en el semiplano derecho del
plano complejo.El desarrcllec de este criterio se basa en dos
teoremas fundamentales de la teoria de wvariable compleja.Uno de
estos es el teorema de Cauchy,segun el cual la integral de una
funcidén W(S),analitica en la regidén R,entre los puntos 53 v Sz es

la misma para las trayectorias a y b (ver figura 5.17).

fw(sms—:fw,sms
a b

El otro teorema en el cual se apoya el desarrollo del criterio de
Nyquist es el teorema del residuo.Considerese una regién R
limitada por una trayectoria simple cerrada C,tal gue W(3) no es
analitica en algun punto singular Sa en R.En una vecindad
circular de 3Sa,la funcion puede representarse por la serie de

Laurent:
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W(S) = bi. + bz

S-8a

by . +

(&-8a)= (S-Sa)d

¢ ™M3§

[av(S-8Sa)v]
=0

S4 es un polo de ordén J de la funcién W(S8)

FIGURA 5.17 TRAYECTORIA CERRADA EN EL PLANO S.

Re

FIGURA 5.18

Para un polo simple (de ordén 1):

W(S) = _b1. + ao +a1(3-Sa) + az=(S_8a) +
S-Sa

(5.14)



La integral de W(S)

Ze siguiendo

sobre la trayectoria cerrada C,puede obtener-

la trayectoria indicada en la figura 5.19.La region

encerrada por esta trayectoria no contiene Sa,de tal forma que en

esta region W(3)

es analitica y por el de torema de Cauchy:

rfW(S)ds z ()

FIGURA 5.19 TRAYECTORIA DE INTEGRACION EN EL PLANO S.

Osea que:
iJl,z
Pero:

Luego:

Para evaluar

trayectoria 4.,3,2

W(S)ds +

W(5)ds W(E)ds +

J «
2.3.4 4,5
jw(S)ds ,
1.2
tJ‘W(S)da
65,3,1

integral de

W(3)ds = O

J;.6,1

I 11
1 |
|| Wb
- = v
w — mo—
- N dp]
A S S
0. Q.
a o

la la la

la

funcioén W(3) alrededor de

basta con reemplazar S-S54 por rei® en
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ecuacién (5.14).Para un valor pequefio de r,los términos de ordén
superior a dos son despreciables,comparados con el primero.Por

esta razdén:

—Z2n —-2T1m
W(S)ds =I hi. d8 = ba Iide = -2ubii (5.18)
4.3,2 O 5-Sa o

Para el polo simple Sa,el valor de bi es:

b1 = =1. W(S)ds
2wi |a.3.z2

El valor de bi es el residuo de la funcién W(S) en la vecindad de
Sda.

Para desarrollar el criterio de Nyguist es necesario partir de la
ecuacién caracteristica de lazo cerrado,la cual puede obtenerse
de la funcién de transferencia de lazo abierto.HEsta funcidn tiene

la forma general:
Gra = KN/D
La funcién caracteristica de lazo cerrado es:
B(S) =1+ Gua = (D + KN)/D (5.16)

El criterio de Nyaquist define la estabilidad de un sistema
relacionando el ntmeroc de polos y ceros de B(S),localizados en el
semiplano derecho del plano complejo S,al grafico polar de
Gra.Las raices de la ecuacién caracteristica de lazo
cerrado,coinciden con los ceros de B(S).Por esta razbn,y de
acuerdo con el criterio de estabilidad formulado en unidades
anteriores,un sistema es estable si no existen ceros de la fun-
cién B(S) en el semiplano derecho del plano complejo S.Por otro
lado,los polos de esta funcidén son los mismos de la funcidén de
transferencia de lazo abierto,pudiendo encontrarse localizados en

el semiplano derecho o izquierdo
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Considerese una funcién B(S) que tiene un cero de ordén ai en S =
Zi,en la regién R limitada por una trayectoria cerrada C.No hay

otros polos o ceros en esta regidn.
B(S) = (S - Z21)=21 U(S)
U(S) es analitica en R.
B°(S) = a1(5-21)21-1 U(S) + (S - Zi)=1 U"(S)

B°(8) = ai. + U°(S)
B(S) S-21 U(s)

Sea W(S) = B (8)/B(S) Y(S) = a1/(5-21) V(S) = U (8)/U(S)

La funcién V(S) es analitica en R,en tanto que la funcién Y(S)

tiene un polo simple en S = Zi.De acuerdo con la ecuacidén (5.15):

-2
] W(S)ds :l a1 dS = —2xasi
< 0 §5-Z1

Este resultado puede extenderse a una funcién B(S) con un numero

finito de polos y ceros en la regién R.

B(S) = (5-Z1)21(S-Z2)®2 .. . ...... (S-Zm)am U(S)
(S-P1)P1(S-P2)p2 _........ (8=Pn)en
W(S)=B°(8)=(_ai1.+ az.+...._a8m.) — (_bi.+ bz.+..... bn.) + U (S)
B(S) S-21 S-22 S=Zm S-P1 S-Pz2 5-Pn u(s)
J W(S)dS = -2rni[(ai+az+ ....... +am) - (bai+be+ ...... +bn)]
(=]
= 2ui(Pr - Zr)
L |4 [ _:r -‘oi.r ‘(

Pr = bitba+ ...... +bn es el numero de polEs de la funcidén B(S)
en la regién R. e :.Qt_'fl"ff:tf:.,”;.ﬁ-.f.‘: r
Zr = airtaz+ ...... +am es8 el numero de ceros de la funcidn B(S)

en la regidén R.

Ahora, W(8) =
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B(8) = rei® In B(S) = Ln r + i6

d InB(S) =d Lnr+id®
ds ds ds

Por lo tanto,

=]

I W(S)dS =‘F & Lo i 4 if d6 = 2ni(Pr - Zr) (5.17)

Como r (médulo de la funcion B(S)) tiene el mismo wvalor al
comenzar y terminar la trayectoria,la primera integral del lado

derecho de la ecuacién (5.17) es igual a cero.Por lo tanto,

aZ
J’W(S)ds g I 46 = BrilPh =~ Zm)
o

a1

Osea gque :

B2 - 91 = Pr - Zr
2

El término de la izquierda representa el numero de giros que hace
la funcién B(S) alrededor del origén.Por lo tanto,la Gltima ecua-

cién puede escribirese de la forma:
N = Pr - Zr (5.18)

Donde N representa el numero de giros gque hace B(S) alrededor del
origen,al efectuar la traneformacién (o mapeo) de la trayectoria
C del plano S en el plano B(S).Por convencién,y en concordancia
con la deduccién presentada,los giros hechos en el sentido de las
agujas del reloj se toman como negativos,en tanto que los

efectuadoes en sentido contrario son positivos.

Segin la ecuacién (5.16) un lazo cerrado de control es estable si
ninguno de los ceros de la funcidén B(S8S) se encuentra localizado
en el semiplano derecho del plano complejo S.Por esta razbén,al
emplear dicha ecuacidén para determinar la estabilidad de un lazo

cerrado,debe elegirse una trayectoria cerrada en el plano S gue
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cubra todo este semiplanc.Tal trayectoria la componen el eje
imaginario desde -« hasta +® y un semicirculo de radio infinito
que encierra la mitad derecha del plano S.La trayectoria a lo
largo del eje imaginario se puede representar matematicamente por
Sziw.Luego reemplazando S por iw en la ecuacién (5.16) y variando
w de -© g +o© se obtiene el gradfico de B(S) correspondiente a este

segmento de la trayectoria.

La contribucién,al grafico de B(S5),cuando se recorre el otro seg-
mento de trayvectoria (semicirculo de radio infinito),se obtiene
reemplazando S por rei® en la ecuacidn (5.16) y tomando el limite
de la expresidén resultante cuando r tiende a infinito y © wvaria
de n/2 a -n/Z.Este limite es igual a 1 o una constante,debido a
que la funcién de transferencia de lazo abierto debe tener un
denominador de ordén mayor o igual al del numerador.Esto quiere
decir que la transformacion (mapeo) del semicirculo de radio
infinito del plano S en el plano B(S) corresponde a un punto
sobre el eje real.Por esta razdén,para determinar el numero de
giros de B(S) alrededor del origén,sélo es necesario efectuar la
transformacién del eje imaginario del plano S en el plano B(S);el

semicirculo de radio infinito no aporta ningin giro.

En general,disponer del grafico polar de B(8) no es posible,de-
biendo acudirse al de la correspondiente funcién de transferencia
de lazo abierto (Gra(iw)) para determinar el valor de N a emplear
en la ecuacidén (5.18).En la Figura 5.20 se aprecia que el vector
trazado del punto -1+0i a la curva de Gra(iw) es equivalente a
B(iw),ya que este es el vector resultante al sumar los vectores
unitario y Gra(iw).Esto gquiere decir gque las rotaciones del
vector B(iw) alrededor del origén son exactamente iguales a las
del mismo vector alrededor del punto -140i,cuando su extremo

recorre la curva Gra(iw) de w=-® g w=o.
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G ™ —

FIGURA 5.20 RELACION ENTRE B(S) Y Gra(S).

Para ilustrar la forma en la cual se emplea la ecuacion (5.18) en
la determinacién de la estabilidad de un sistema,considsrese un
lazo cerrado cuya funcidn de transferencia de lazo abierto es de

la forma:

Gpa = Ka(1l+T18)2 i
(1+728) (1+738) (1+T7458) (1+765)2

Te<T1<T2,Ta,T4a.La transformacion del eje imaginario del plano
complejo € en el plano Gua,da comoe resultado el grafico polar
presentado en la figura 5.21,para un valor particular de la

ganancia.

Para obtener el numero de giros gue hace el vector B(iw) al
rededor del punto —-1+0i,inicialmente se traza el vector que va de
este puntc a w=--o.Luego se recorre la curva con el extremo de
este vector,en la direccidén que indican las flechas y hasta

llegar a w=o_Entre los puntos d y c el numero de giros es igual a
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cero;del punto ¢ al punto b el vector dd media vuelta (gira 1809)
en el sentido de las agujas del reloj.Continuando con el
recorrido,cuando se llega al punto final se obtiene un ntmero
total de giros igual a cerOffN=0).Como todos los polos de la
funcién B(S) se encuentran léb&%tzados en el semiplano izquierdo
del plano complejo,Pr es igual a cerojaplicando la ecuacidn
(5.18) se encuentra que % = 0.Es decir,el lazo cerrado de control
es estable para la ganancia particular que se selecciopg.El
sistema se puede volver inestable aumentando o disminuyendo la
ganancia.Si ésta se incrementa lo suficiente,el punto puede
quedar localizado entre ¢ y d,y el numero total de rotaciones en
el sentido de las agujas del reloj es igual a dos;en este caso el
lazo es inestable ya que Zr = 2.De otro lado,si1 la ganancia se
disminuye lo suficiente,el punto -1 + 0i puede gquedar localizado
entre los puntos a y b;en este caso también se dan dos vueltas en
el sentido de las agujas del reloj,dando lugar a gue el sistema
sea inestable.A este tipo de sistemas se les denomina
condicionalmente estables,yva que por encima o por debajo de un

intervalo de estabilidad,son inestables.

En un gran numero de procesos,la dinamica de lazo abierto es
representada por una funcidén de transferencia en la cual todos
los polos se encuentran localizados en el semiplano izguierdo del
plano S.En estas circunstancias,Pr es igual a cero y,segin la
ecuacién (5.18),el lazo cerrado es estable sdélo si N es igual a
cero.En este caso,como no interesa conocer el numero de rotacio-
nee alrededor del puntc -14+0i,el analisis de estabilidad se
reduce a verificar si este punto estd o no incluido (*) en la
trayectoria de la curva Gra(iw).Si lo estéd,el sistema es inesta-
ble;de lo contrario es estable.Es claro que para la verificacién
e6lo es necesario construir el grédfico polar de Gra(iw) de w=0 a
w = @®.En el grédfico de la figura 5.21,el punto -140i no est&a

incluido en la trayectoria.

(%) En este texto se define como puntos incluidos en una trayectoria,a todos aquellos localizados a la derecha
de la misma,cuando ésta se recorre en el sentido de las agujae del relaoj.
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FIGURA 5.21

Cuandoe la trayectoria de Grna(iw) pasa por el punto -1+01 (su
modulo ez la unidad y argumento -1802),el respectivo lazo cerrado
se encuentra en el limite de la estabilidad,siendo su respuesta
una onda seno de amplitud sostenida en el tiempo.Este hecho da
lugar a definir el grado de estabilidad de lazo cerrado con base
en la proximidad de la travectoria al punto antes mencionado.bEn
la practica esta proximidad se expresa en términos de margén de

fase y margeéen de ganancia .

La proximidad del grafico polar de la funcidén de lazo abierto al
punto —-1+01i,puede darse en térmipos del argumento correspondiente
a esta funcidn cuando se evalua a la frecuencia a la cual =su
moédulo es la unidad.La diferencia entre este angulo y -1802 (el
margén de fase),representa el atraso adicional gue admite el lazo

cerrado antes de empezar a comportarse en forma inestable.
MF = 1802 + Iy

Pr: Angulo de_fase a la frecuencia de cruce de ganancia (frecu-
encia a la cual =1 médulo de Gra(iw) es la unidad).En el diagrama
de Nyquist el margén de fase es el dngulo comprendido entre el
eje real negativo y un segmento de linea trazado del origén al

punto en el cual un circulo de radio unitario intersecta la curva
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Gra(iw).De 1la figura 5.22 se concluye gque un csistema estable

tiene un margén de fase positivo.

FIGURA 5.22 MARGENES DE FAGE Y GANANCIA.

Otra forma de expresar cuantitativamente el grado de estabilidad
de un lazo cerrado es mediante 21 margén de ganancia.Para
comprender el significado de este pardmetro en &l marco de un
diagrama de Nyquist,basta con observar en la figura 5.22 que la
proximidad de la curva Gra(iw) al punto -1+0i puede expresarse en
términos de la magnitud de Gra(iw) a la frecuencia a la cual su

dngulo de fase es -1809,en vez de expresarse en términos de ®r.
MG = 1/|Gra(iwece)|

MG: Margén de ganancia. wor:Frecuencia a la cual la funcidn de
transferencia de lazo abierto tiene un dnsgulo de fase de -1802

(frecuencia del cruce de fase).
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En los slstemas estables el margén de ganancia es mayor que uno e
indica en cuanto ©puede aumentarse la ganancia del 1lazo
cerrado,antes de que el mismo empiece a comportarse inestable-
mente.En un sistema inestable este pardmetro es menor gque uno y
dd wuna idea de la cantidad en la cual debe disminuirse la

ganancia para que el sistema sea estable.

La determinacién de la estabilidad de un sistema mediante los
valores de los maArgenes de ganancia y fase no es aplicable a

sistemas condicionalmente estables.

5.5 CRITERIO DE ESTABILIDAD DE BODE.

El analisis de estabilidad de loes sistemas de control que tienen
una funcién de transferencia de lazo abierto en la cual Pr =
O,puede realizarse substituyendo el empleo de los diagramas de
Nygquist por los de Bodé,pués tanto la verificacidén de inclusidn
del punto -1+0i1i por la trayectoria Gra(iw),como la determinacidn
de los margenes de ganancia y fase puede hacerse con este ultimo
tipo de diagramas.La condicidén gue debe cumplirse en un diagrama
de Bodé para garantizar que el punto -1+0i no estd incluido en el
grafico polar de Gra(iw).es gue la razén de amplitudes de la
respuesta de frecuencia de lazo abierto sea menor gque la unidad a
la frecuencia a la cual el atraso de fase es de 1B02.En la figura
5.23 se presenta un diagrama de Bodé con la representacion
grédfica de los margenes de ganancia y fase.De acuerdo con esta

figura,el margén de ganancia es:

MG = 1/A

Los margenes de ganancia y fase son,en realidad,un factor de
seguridad en el disefio de un sistema de control.Especificaciones
tipicas de disefio recomiendan margenes de ganancia y fase minimos

de 1,7 y 302 respectivamente.
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FIGURA 5.23 MARGENES DI GANANCIA Y FASE EN UN DIAGRAMA DL BODE.

La construcidn del diagrama de.Bodé para la funcidn de transfe-
rencia de lazo abilerto.excluideo el controlador,es de gran utili-
dad para conocer la ganancia y periddo Gltimos que se emplean en
el método de sintonla de Zicgler-Nichols en linea para fijar los
parametros de operacidon del « controlador.Considerando que la
figura 5.24 representa uno de estos diagramas,el wvalor de B
csefialado en la misma,corresponde al producto de los modules de
s

funciones de transferencia del sensor-transmisor,el proceso vy

=

a
el elemento final de control.Multiplicando este wvalor por la
ganancia de un controlador proporcional (modulo de la funcidn de

transferencia de este modo de control) e igualando a la unidad se

obtiene:
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FIGURA 5.24 DETERMINACION DE LA GANANCIA ULTIMA EMPLEANDO
DIAGRAMAS DE BODE.

Ku es la ganancia a la cual debe operar un contrclador en modo
proporcional,para gque la respuesta d«l sistema de control sea
oscilatoria con amplitud constante.El periado ultimo (en

ciclos/tiempo) es:
pl_}. = 21‘[/"'\?.: -

E1l empleo de los diagramas de Bode para el analisis de estabili-

dad de sistemas de control estd limitado a aquellos sistemas en

)
v
H



los cuales el diagrama de la funcidon de transferencia de lazo
abierto,ea tal gue la forma de la curva de razdn de amplitudes y
el Angulo de fase decrecen continuamente con la frecuencia.Este
comportamiento garantiza que el sistema no es condicionalmente
estable.

5.4 APLICACIONES.

5.4.1 A tres reactores continuos de tanque agitado,dispuestos en
serie,se suministra un lfﬁuido con un flujo constante de 00,0472
m3/s y una concentracidén de reactivo A de 3,53 mol/m2.En los
reactores se lleva a cabo la reaccién elemental A --> B.La
temperatura a la cual opera cada reactor es diferente,pero no
varia con el tiempo.lLos valores de las respectivas constantes
cinéticas son 1/360 s-1,1/90 s-1 y 1/368 s~1.El volumén de ligquido
en cada reactor,operando bajo condiciones de estado estaciona-
rio,es de 8,49 m2®.Para mantener la concentracién de salida del
reactivo alrededor de su valor de estado estacionario,no obstante
presgentarse cambios en la concentracidén de entrada,se propone la
configuracién de control mostrada en la figura 5.25.Para la
instalacién de esta configuracidén se dispone de un sensor-
transmisor con una velocidad de respuesta alta y una relacidn
lineal entre la concentracién y la senfial de salida (3 a 15
psi);igualmente se cuenta con una vdadlvula dé control normalmente
cerrada,que opera con aire de 3 a 15 psi de presidén,caracteris-
tica inherente lineal y un tamafio tal gque el méximo flujo de
reactivo a través de ella es de 9,44 x 104 m3/s.El reactivo puro
se suministra a una presidn constante de 2 x 106 Pa,a un sistema
de flujo donde la cafda de presién en la linea vy
accesorios,exceptuando la valvula,es de aproximadamente el 20% de
la caida de presién total.En estado estacionario la vdlvula de
control opera con una presidn de 10,5 psi,valor al cual el flujo
de reactivo puro es de 5,9 x 104 m®/s.La densidad y peso
molecular del reactivo son 6a = 28,256 mol/m® y 560 kg

respectivamente. -
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a- QCuales son los parametros de sintonia del controlador de

acuerdo con el método de Ziegler-Nichols en 1inea.

b Cual es el margén de ganancia sl el controlador opera en modo
proporcional con la ganancia obtenida en el numeral anterior.

/ 3ol
c— Como se afecta la estabilidad de los reactores operando bajo
la accién del control proporcional,con la ganancia obtenida en a,
8i en la medida de la concentracidén debe tenerse en cuenta un

atraso por transporte de 0,5 minutos.

d- Teniendo en cuenta el atraso por transporte,obtenga los
parametros del controlador por el método de gintonia de Ziegler
Nichols en 1linea.Cual debe ser la ganancia proporcional para
tener un margén de ganancia de dos,si el controlador opera con

los tiempos integral y derivativos obtenidos en el literal a.

. st O

A puro
Cao \ l M(mol/vol)

F

\'} vV v
Ca1 Caz Casa

FIGURA 5.25 CONTROL DE LA CONCENTRACION DE REACTIVO EN TRES
REACTORES CONTINUOS DE TANQUE AGITADO EN SERIE

Al plantear la ecuacidén que representa el balance de reactivo en
el primer reactor,es necesario tener en cuenta que la variable M
(flujo de reactivo puro)afecta el volumen de ligquido retenido en
este reactor.Sin embargo este efecto es tan pequerio que puede
considerarse despreciable.Si adicionalmente se desprecian los
cambios de densidad por composicién y temperatura,este volumen

resulta ser constante.La respectiva ecuacidn de balance es:
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V dCa1i = FoCao-(Fo+M)Ca1-KiVCa1+MbEa
dt

M es muy pequefio comparado con Fo,razén por la cual la ecuaciodn

gqueda:

V dCai1+(Fo+KiV)Ca1 = FoCao+Mb&a
dt

Tomando la transformada de Laplace y reorganizando términos se
obtiene:

Ca1(S) = _Kei. Cao(S) + _Kpza. M(S)

T15+1 T15+1

Kp1 = 1 s Kpz = (6a/Fo)Kp1 T = VvV .
1+K1(V/Fo) Fo+K1V

Para los otros dos reactores los flujos de entrada y salida son
constantes,obteniendose las siguientes expresiones ©para el

balance de componente A:

Caz(S) = _Kpa Cai(S)

T2S+1
Kea = 1 (5 Sl )
1+K2(V/Fo) Fo+KzV
Caa(S) = _Kp4a. Caz2(8S)
Ta3S+1
Kpa = 1 . TAa = V
1+Ka(V/Fo) Fo+KaV

De la informacién suministrada se determinan las constantes de
tiempo y las ganancias de estado estacionario,quedando las tres
ultimas ecuaciones de la siguiente forma:

Cax1(8) = 0,66 Cao(S) + _395 M(S)
28+1 258+1

Caz(8) = 0,33 Ca1(8)
S+1

Caa(8) = _0,166 Ca=z=(S)
0,55+1
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En estas ecuaciones los valores de las constantes de tiempo estan

dados en minutos.

Asumiendo que la constante de tiempo de la vdlvula de control es
pequefia,su funcién de transferencia puede tomarse igual a la
ganancia de estado estacionario.Esta ganancia debe calcularse
empleando todo el intervalo de flujo al «cual opera la
valvula,pués el flujo en condiciones de estado estcionario es de
5,9 x 10~ m3/s.

M(S) = Kv = 9,44 x 10-4 - 0 = 7,86 x 10-86 m3/s
Pc(S) .+ 15-3 psi

De un balance del reactivo en estado estacionario,se llega a la
conclusién que la concentracién de salida de éste del tercer
reactor es de 0,14 mol/m®.Por tanto,un intervalo de trabajo
adecuado para el transmisor podria ser de 0,07 a 0,28 mol/m=.De
acuerdo con la informacién suministrada para este equipo,su
funcién de transferencia es igual a la ganancia de estado

estacionario.

Pp(S). = K = 16 - 3. = 57 _psi .
Cas(S) 0,28-0,07 mol/m@

En la figura 5.26 se presenta el diagrama de blogues para el

sistema de control.

Cao(S)

* — Go}— 7,86x10-5 598,5 —40,66+—0,33 0,166
Xr(S) " L 28+1J S+1 O,58+1]

57

FIGURA 5.26 DIAGRAMA DE BLOQUES PARA TRES REACTORES CONTINUOS DE
TANQUE AGITADO
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La funcién de transferencia de lazo abierto con el controlador

operando en modo proporcional es:

Gra = 7,86x10-Bx598,5x%0,66x0,33x0,166x57Kc.
(25+1)(s+1)(0,55+1)

Gra = 0,097Kc ;
(2S+1)(S+1)(0,55+1)

En la figura 5.27 se presenta el diagrama de Bode de cada funcién
de transferencia individual y el de la funciédn de transferencia
total con ganancias unitarias.De este diagrama se observa que la
razon de amplitud total a la frecuencia del cruce de fase es
aproximadamente 0,1.Por tanto,la ganancia Ultima del controlador

es:

Kau = 1 . = 103
0,1x0.,097

El peridédo ultimo es:

Pu = 2n 2x = w minutos/ciclo
Wet 2

I

\Los parametros de ainton{a para el control PID,de acuerdo con el

método de Ziegler-Nichols en linea son los siguientes

Ke= 103 = 60,8 T = & = 1,6 minutos/ciclo
kT 2
Tp = ® = 0,4 minutos/ciclo
8

Para determinar el margén de ganancia del sistema cuando el
controlador opera en 'modo proporcional a wuna ganancia de
60,8,primero debe fijarse la ganancia total,la cual corresponde a
un valor de 0,097x60.6 = 5,9.luego se mide en el papel
logaritmico la distancia correspondiente a este wvalor y &l punto
de razén de amplitud igual a 0,1 se desplaza verticalmente hacia
arriba esta misma distancia.Como resultado de este procedimiento
la razén de amplitud a la frecuencia del cruce de fase pasa a ser

aproximadamente 0,6.El margén de ganancia es:
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FIGURA 5.27 DIAGRAMA DE BODE DE TRES SISTEMAS DE PRIMER ORDEN EN
SERIE.
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Un procedimiento méds rdpido y exacto es obtener directamente la

razdén de amplitud a la frecuencia del cruce de fase como:
RAwes = 0,1x0,097x60,6 = 0,59
El valor de la ganancia marginal es:
GM = 170,69 = 1,689

El efecto de un atraso por transporte de 0,5 minutos sobre el
grado de estabilidad de los reactores operando bajo la accidén de
un control ©proporcional con una ganancia de 60,6,puede
determinarse adicionando al diagrama de Bode de la figura 5.27 el
correspondiente a la funcién de transferencia del atraso por

transporte y el control proporcional.

La funcién de transferencia para el atraso por transporte es de

la forma:
GaT = e~0.68
Haciendo s = iw:
GaT(iw) = e~©.56wi

El médulo y argumento de este numero complejo son 1 y -0,5w
respectivamente.Por tanto,la ré%}puesta de frecuencia de un
atraso por transporte de 0,5 minutos tiene una razén de amplitud
constante igual a 1 y un &dngulo de fase de -0,5w.En la figura
5.28 se presenta el diagrama de Bode gque representa la respuesta
de frecuencia de los tres reactores y el atraso por transpor-
te.Segun este diagrama,la razén de amplitud a la frecuencia del
cruce de fase es de 0,3.A1 corregir este valor,para tener en
cuenta el efecto que sobre la razén de amplitud tienen la
ganancia total del sistema (0,097) y el controlador (60,6),se

obtiene:

RAwes = 0,3x0,097x60,6 = 1,76
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