










Lo g I G ( iw ) I = Lag Kp + Log I G' ( iw ) I 

ARG G( i w) = ARG G' ( i w) 

Puede conc l u i rse ,por tanto , que el efecto del cambi o de gananc ia 

se ref lej a, en la c urva de razón de ampl i tude s, e n un desp lazami-

ento vertical de ésta ; si la ganancia es mayor que uno,el 

desp l azamiento es h ac i a arriba , en c aso contrari o e l de s p l aza mi­

ent o e s hacia aba j o . Este efect o se muestra graf icamente eh l a 

figur a 5 .12 . Con respect o a la curva del ángulo de f ase, puede 

afirmar se que ésta no sufre ninguna modifi cación como consecuen­

c i a de cambios en l a gananc i a . 
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FIGURA 5.12 � EFECTO DE LA GANANCIA SOBRE LA CURVA DE HAZON DE 
AMPLITUDE S DE UN SISTEMA DE PRI MER ORDEN. 

La f unción de transferencia de -un sis t ema de segundo ordén es de 

l a fo rma : 

G( S) = 1 
,-2:;2 + 21'J3 2 + 1 

Reemplazando S por i w y determi nando el modulo y argument o aso­

c i ados a G( i w) se l lega a las sigu i entes expresiones: 

RA = � 1 

[ ( 1-T2w2 ) 2+ ( 2¡3TW) 2 ] l. /2 
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~ - ta n - 1 - 20TW. 
1- (w2 T2 ) 
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FIGURA 5_13a DIAGRAMA DE BODE PARA UN SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN 
SOBRE AMORTIGUADO Y CRIT I CAMENTE AMORTIGUADO. \ 

En este caso, para construi r el diagrama de RA y á n gulo de fase 

contra la f r ecuencia, se requiere fij a r d o s pa r á metro s : T y 13. De 
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tal f orma ,que p a ra cada con s tan t e de tiempo espe cíf i ca s e debe 

ob t ener u na ser ie de c u rvas que cubran t oda la gama de valores 

del coefi ciente de amortiguamiento _Con el f i n de e l aborar un 

gr áfi co más genera l, y p or ende de má s amplia apl icación, é s te se 

const r u ye t omando como absc isa el producto de l a f r ecuenc i a por 

la constante de tiempo (WT) y fi jando c omo pa r ámetro el 

coefi c iente de amortiguamiento _En l a s figuras 5 _13a y 5 _13b se 

p resentan los diagr a ma s de Bode para s istemas de s egundo ordén 

c on res puesta sub amortiguada,critic ame n t e amort i guada y sobr e a ­

mor t i guada. 

Las IaSlntotas de baja f rec uenc i a de l as curvas de las figuras 

5_ 13a y5 _1 3b son: 

Lim IG ( iw ) I = 1 Li m ARG G( i w) = O 
WT- >O WT->O 

La s asintot a s de al ta f recu e nc ia son : 

Lim [ Lo g I G( i w) l] = Li m [-Log [ (1-w2T2)2+( 20 Tw)2]1/2 ] = -2Log WT 
WT- >ro WT - >m 

Li m tan- 1 ~ = - 180Q 
WT->ro 

,,/ 

La a~lntota de al t a f recuenc ia de l as c urvas de razón de amp litu­

des,en un gráf i co Lag - Lag e s una line a r e c ta de p e ndiente - 2. Las 

asintotas s e inter s ectan en WT = 1 .Para est e valor , el a rgume nto 

de G( i w) es - 90Q,independient e de l c oefic i e nte de amort iguamien­

to . En el caso de l o s sistemas subamort igua dos,las curv a s de razón 

de amp litudes e xhiben un máximo en l a vecindad de wT=l,para 

valores del coeficiente menores qu e 0,707 . El punto de máxima s e 

obt iene dife renciando la e xpre sión para razón de amp l itudes con 

respecto a WT ,e i guala ndo este resultado a cero . 

~ < 0 , 707 

La r a zón de amplitudes máxima es : 
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(RA)ma.x = 1 ]3 < 0,707 
2]3 ( 1-]32)1./2 
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FIGURA 5.13b DIAGRAMA 

~ 
"" 

- f\- 0,2 

lb: 0 ,4 

fI:. 0,6 

~ fI =­ 0,8 

3 

\­

4 ~ 

DE BODE PARA SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN 


-- r1 \ 

~ 

f3 = (},~" 
13=-0,4" 

f3= 0,6 ..... 

I f3 =_ 0~8- I 
I llll I~ ., .10 10 Wr 10 

SUBAMORTIGUAOOS _ 

El emp leo d e l os d iagramas de Bo d e e s de gra n utilidad en e l 

analisis de la respuesta d e frecuencia de varios sistemas de 
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Xo(S) 

primer ordé n en serie.En e s te c a so , el manejo de b l oques en 

cas cada se conv i erte en la adición de dista ncias en el diagrama . 

Consid~rese n sistemas de primer ~
,r 
rdén en ser ie , t al como se 

muestra en la figura 5.14. 

Xn- ~ ( S )I 1 . ~>-------- ------tI ·It--->1
IT2S+1 1 ITnS+1J Xn (S) 

FIGURA 5.14 BLOQUES EN CASCADA 

La función de transferenc ia que re l ac iona la v a riable de sal ida a 

la de entrada para los n sistemas de primer o d en cascada es: 

G ( S) = G~ ( S ) G2 ( S ) ... •• .•...• • Gn ( S ) 

Reemplazando S por iw,determinando e l modulo de G(iw ) y t omando 

el logaritmo de esta expresi6n se obtiene : 

Log IG(iw)I=LogIG1(iw)I+LosIG2(iw)I+ ... . ... +LOgIGn( iw)1 (5.12) 

Para el argumento de G(iw) la expresión es: 

ARG G(iw )=ARG G1(iw )+ARG G2(iw)+ ......... +ARG Gn(iw) (5 . 13 ) 


De acuerdo con estas dos últimas ec~acuiones , el cálculo de la ra­

zón de amplitudes y ángulo de fase del sistema,para una 

frecuencia específica,se reduce a una adición de distancias e n el 

diagrama de Bode. Con miras a ilustrar e n forma detal lada este 

procedimiento de cálculo, el mismo se empleará con l os d i agramas 

simplificados de Bode de tres sistemas de primer orden e n serie 

con constantes de tie mpo 0 , 125 min, O , 5 min y 2 min respect i va­

mente . En la fi gura 5.15 se presentan las curvas de razón de 

amplitudes tanto de cada sistema de primer or dén, como la de 1 08 

sis t ema s ope r a ndo en ser i e . Hasta u na fr ecuenc ia de 2 r a dlmi n,esta 

última curva c o inc ide c on l a de l s istema 1, pués hasta est a 

fr e cuencia los s i s temas 2 y 3 tienen razón de ampl itudes igual a 
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1 (valor de re ferenc ia) . Entre e:--3ta frecuenc ia y l a correspon­

diente ~l p u nto de quiebre del sis t ema 3 (w = 8 r ad/min ) , l a razón 

de amp litudes se obtiene sumando a l a l i n ea 1 l a d i stancia d l .No 

obstante esta suma poderse efectuar a cualquier frecuencia, e l 

va l or más conven i ente pnra hacer l o es el del punto de quiebre del 

sistema 3. F i n a lme n te, l a ú l tima 1 i nea del diagrama combina.do se 

obtiene s u ma n do una distancia d2 (a una frecuencia arbitraria) a 

l a l inea 2" .En l a figura 5 . 15 se observa que la asintota de alta 

frecuenc i a , de la c u rva combinada de razón de a mp li tudes, e s una 

linea recta de p endi e n te -3 .En ge n e r a l ,para un sis t e ma de n-s i mo , 	 /
ordén esta aSlntota es una llnea r ecta de pendiente -n o 
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FIGURA 5.15 	 CURVA DE RAZON DE AMPLITUDES PAPA SISTEMAS DE PRIMER 

ORDEN EN SERIE. 
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Para construir la curva resultante del ángulo de fase b a s t a c on 

sumar,a cada frecuencia,el ángulo asociado a la func ión de 

transferencia de cada uno de los sistemas.As{,a bajas f recuencias 

el ángulo de fase resultante es cero grados.A altas fre cuenc i a s 

cada uno de los sistemas contribuye con un atraso de 90Q ,dando un 

atraso total de 270Q.En general,el atraso de n sistemas de primer 

ordén en serie cuando w-->m es nn/2. 

5.3.2 DIAGRAMAS DE NYQUIST. 
Estos diagramas,también llamados polares,se generan graf i c ando el 

número complejo G(iw) en un diágrama bidimensional cuya ordena da 

es la parte imaginaria de G(iw) y la abscisa es la parte real de 

G( iw) . Un valor especifico de la frecuencia define un punto en 

este plano.Cualquier punto puede localizarse empleando l as 

coordenadas rectangulares (real contra imaginario) o l as polares 

(magnitud contra ángulo de fase).La variación de la f r e cuencia de 

cero a infinito,genera una curva c ontinua en e l plano comple j o. La 

forma y localización de esta curva son caracteristicas de cada 

sistema. 

En la figura 5.16 se presentan los diágramas de Nyqu i s t de un 

sistema de primer 6~én con diferentes ganancias,y de un si s t ema 

de segundo ordén con diferentes coe ficientes de amortiguamiento. 

Cuando no se dispone del modelo de un proceso, los diagramas de 

Bode y Nyquist se pueden construir a partir de pruebas expe r i men­

tales.Estas pruebas se realizan variando l a pos ic ión del vást ago 

de una válvula de control mediante el e mpleo de un generador (me ­

cánico , electrónico, neumático) de ondas seno. Una vez generada la 

onda seno,se espera que transcurra el periódo de tiempo du rante 

el cual la respuesta 'es transitoria , r egistrandose ,para la onda 

estacionaria de salida la razón de amplitud y e l á ngulo de 

fase.Este procedimiento se r e pite variando la frecuencia en un 

intervalo de interés. Se constru ye la curva de r espuesta de 
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frecuencia (diágrama de Bode o Nyquist) ,y a partir de ésta se 

deduce la función de transferencia del sistema. 

1m 

/}.s­

a 

1m 

'ff::;0I 	 Re 
w"'o 

Re 

W=-1/T 

_._-!E... 
2)1 

b 

FIGURA 5.16 	 DIAGRAMAS DE NYQUIST PARA: a- SISTEMAS DE PRIMER 
ORDEN,b- SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN. 

5.4 CRITERIO DE ESTADILIDi\D DE NYQUIST. 

Este es un método que se apoya en los diagramas de estabilidad de 

Nyquist para determinar las raices de la ecuación caracteristica 

de lazo cerrado, que se encuentran en el semiplano derecho de 1 

plano complejo. El desarrollo de este criterio se basa en dos 

teoremas fundamentales de la teor ia ele val' iab le comp lej a. Uno de 

estos es el teorema de Cauchy,seg0n el cual la integral de una 

función W(S),analitica en la región R,entre los puntos S1 y 82 es 

la misma para las trayectorias a y b (ver figura 5.17). 

J\.0(S)ds· = r W(S lds 
a Jb 

El otro teorema en el cual se apoya el desarrollo del criterio de 

Nyquist es el teorema del residuo.Considerese una región R 

limitada por una trayectoria simple cerrada C,tal que W(S) no - .....e e' 

analitica 

circular 

Laurent: 

en 

de Sd, la 

algun 

fu

punto 

nción 

singular 

puede rep

3d 

rese

en 

ntarse 

R.En 

por 

una 

la 

vecindad 

serie de 
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W(S) - b~ . + b2. + . .. ....... + bj. + L [av(S-Sd)"] 
S-Sd (S-Sd) 2 (S-Sd)j v=O 

Sd es un polo de ordén j de la función W(S). 

1m 

__________~--------__~ Re 

FIGURA 5.17 TRAYECTORIA CERRADA EN EL PLANO S. 

1m 

@ 
e 

__________~--------------------~Re 

FIGURl\ 5.18 

Para un polo simpl e (de ordén 1) : 

W(S) - ....b..L. + ao +a~(S-Sd) + a2 (S_ Sd) + ... . ... . (5.14) 
S-Sd 
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La integral de W(S) sobre la trayectoria cerrada C,puede obtener­

se siguiendo l a trayectoria indicada en la figura 5.19.Lo. región 

encerrada por esta trayectoria no contiene Sct,de tal forma gue en 

esta región W(S) es analitica y por el de torema de Cauchy: 

§W(S )dS - O 

1m 

------------~--------------------~Re 

FIGURA 5.19 TRAYECTORI~ DE INTEG~CION ' EN EL PLANO S. 

Osea que: 

J W(S)ds + r W(S)ds +.J W(S)d s + 1 W(S)ds ­.. O 
1.2 J~. 3.4 4.6 6 . 6.1 

Pero: 

JW(S)ds - JW(S )ds-
...1.2 4 .' ",-' 

Luego: 

Para evaluar la integral de la función W( S) alrededor de l a 

trayectoria 4,3,2 basta con reemplazar S-Sd por re~Q en la 
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ecuac i ón 5.14).Para un valor pequefio de r,los términos de ordén 

super ior a dos son desprec i ab les,comparados con e l pr i mero.Por 

esta r azón : 

W( S)ds =J- 2~b1 . d s = b1 Ioi~e = - 2 n:b1 i ( 5 .15)

J4 ., 3.2 o S-Sd 

Para el polo simp l e Sd , el v a l o r de b 1 es: 

b 1 = -1. J W(S)ds 
21ti 4 . 3 ,2 

El valor de b 1 es el r es iduo de la f unción W(S) en l a vecindad de 

Sd. 

Para desarro llar e l c r i ter io de Nyquist es necesar io part ir de la 

e cuac i ón caracter í s tic a de lazo cerra do, la cual puede obtenerse 

de l a función de transferencia de lazo abiert o. Esta función tiene 

la forma general: 

GLA = KN/D 

La función caract eríst ica de lazo e rrado es: 

B(S) = 1 + GLA = (D + KN)/D (5.16 ) 

El cr i terio de Nyquist de f i ne la estabil idad de un sistema 

re lac i onando e l núme r o de polos y ceros de B(S) ,local i zados en el 

semip1ano derecho del plano complejo S,al gráfico polar de 

GLA.Las raices de la ecuac ión caracteristica de lazo 

ce r rado,co inciden con los ceros de B(S).Por esta razón,y de 

acuerdo con el crit erio de estabilidad formulado en unidades 

anteriores ,un s istema es estable si no existen ceros de la fun­

i 6n B( S ) e n e l semipl ano derecho del plano comp l ejo S.Por otro 

lado , los polos de esta función son los mismos de la función de 

transferencia de l azo abierto,pudiendo encontrarse localizados en 

el semiplano derecho o izquierdo 
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Considerese una función B(S ) que tiene un cero de ordén al en S = 

Zl en la reg i ón R l ím 'tada por u na trayecto r i a cerrada C.No hay 

otros po l os o c e r o s e n esta reg i ón. 

B(S ) = S - Z1 )a1 U( S ) 

U( S ) es analít i c a e n R. 

B ~ ( S ) = a1 . + U~ ( S ) 


B(S ) S-Z l U(S) 


Sea W(S ) = B' (8 )/B(S) VeS ) = U~ 8)/U ( S) 

La f u nc ión VeS) es analí ica en R.en t ant o que la f unción Y(8) 

t i ene un po l o s i mple en S = Zl.De acu e r do con l a e cuac i ón ( 5.15): 

W( S)dS =I-2~ d8 = -2na1 i 
o 8-Z 1 

Este resultado pue de extenderse a una función B(S) con un número 

fin i t o de p o l os y c eros en la r e g i ón R. 

B( 8) = (8- 21 ) 1 ( 8-22) &2 . .. .... .. ( S- Zm)am U(S) 
( S-P1)b1( S-P2)b2 .. . ...... (S-Pn )bn 

W ( S ) =B~ ( S)=(~+~+ . ...~) - (~+~+ . ....~) + U~(S) 
Be S) S- 21 8-Z2 S-Zm S- P1 S-P2 S- Pn U(S) 

J e W( S )dS - -2~i [ ( al+a2+ .. . .... +am) - (b1+b2+ . ..... +bn) ] 


= 2rr. i (PR - 2R) 


I O 

, • v 11 rl: < - .,.{ 

PR = b l+b2+ .... .. +bn es e l número de polbs de la función B(S) 
I .... ~ h ~/do!. ti 

en la reg i ón R. 
&.<...Je..' ~ • 

ZR = a l +a2+ .... . . +am es e l número de ceros de la función B(S) 

en la región R. 

Ahora, W(S - 1 dB = º- Ln B(S)
B dS dS 
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B( S ) = re:1.9 Ln B( S) = Ln r + ie 

d Ln B( S ) = d Ln r + i de 
dS d S dS 

Por lo tanto, 

(5.17) 

Como r (módulo de la función B( S» tiene el mismo valor al 

comenzar y terminar la trayectoria, la primera integral del lado 

derecho de la ecuación (5.17) es igual a cero.Por lo tanto, 

Osea que 

El término de la izquierda representa el número de giro s qu e h a ce 

la función B(S) alrededor de l origén.Por lo tanto,la última ecu a ­

ción puede escribirse de l a fo rma: 

(5.18) 

Donde N representa el número de giros que hace B(S) alrededor del 

origen,al efectuar la transformación (o mapeo) de la trayec tor ia 

e de l plano S en el plano B(S).Por convención,y en concordanc ia 

con la de ducción presentada,los giros hechos en el sentid o de l as 

agujas del reloj se toman c omo n e gat i vos , e n t a nto que l os 

efectuados en sentido contrario son positivos . 

Según l a ecuación (5.16) un lazo cer rado de control es est a b l e s i 

ninguno de los ceros de la función B( S) s e encuentra l ocalizado 

en el semiplano derecho de 1 plano comple j o S. Po r est a r a zón , al 

empl ear dicha ecuación para dete rmina r la estab ilid ad de un lazo 

cerrado,debe e legirse una t r a yectoria cerrada e n e l p l ano S que 
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r 

1 

cubra todo este semipla no. Tal traye ctoria la componen el e je 

imaginario desde -00 hasta +00 y un s e micirc ulo de radio inf i n ito 

que encierra la mitad derecha del pla no S. La trayectoria a lo 

largo del eje imaginario se puede representar matematicament e por 

S=iw.Luego reemplazando S por iw en la ecuació n (5.16) y variando 

w de -00 a +00 se obt iene el gráfico de B( S ) corresp ondient e a este 

segmento de la trayector ia. 

La contribuci6n,al gráfico de B(S) ,cuando se recorre el otro seg ­

mento de trayectoria (semicirculo de radio infinito), se obtiene 

reemplazando S por re~e en la ecuación (5.16) y tomando el l í mi te 

de la expresión resultante cuando r tiende a , infinito y e var ia 

de n / 2 a -n/ 2.Este límite es igual a 1 o una c onstante,debido a 

que la función de transferencia de lazo abierto debe t e ner un 

denominador de ordén mayor o i gual al del nume r ador.Est o quiere 

decir que l a transformación (mapeo) del semicirculo de radio 

infinito del plano S e n el plano B(S) cor r e sponde a un pun t o 

sobre el eje real. Po r esta r a z ón,para determinar el núme r o de 

giros de B(S) alrededor de l origén,sólo es necesario efectuar la 

transformación del e je imaginario del plano S en el plano B( S) ;el 

semicirculo de radio infinito no aporta ningún giro. 

, t) 

En ge neral,disponer del gráfico polar de B(S ) no es posible ,de ­

biendo acudirse al de la correspondiente función de transfe renc i a 

de lazo abierto (GLA(iw» para determinar el valor de N a emplear 

en la ecuación (5.18).En la Figura 5. 20 se aprecia que el vector 

trazado del punto -1+0i a la curva de GLA ( iw) es e quiv a l ente a 

B(iw),ya que este es el vecto r res ultante al sumar los vec tores 

unitario y GLA(iw).Esto quiere decir qu e las rotac i ones del 

vector B(iw) alrededor de l origén son e x a c t amente i guale s a l a s 

del mismo vector alrededor del punto -1+01, cuando su extremo 

recor re la curva GLA (iw) de W=-CD a w=oo . 
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FIGURA 5_20 RELACION ENTRE B(S) y GLA(S). 

Para ilustrar la forma en la cual se emplea la ecuac i ó n (5.18) 

la determinación de la estabilidad de un sistema. consids:cese 

lazo cerrado cuya función de transferoncia de lazo abierto es 

la forma: 

en 

un 

de 

GLA - Ko(1+T1S)2 
(1+T2S)(1+T3S)(1+T4S)(1+T6b)2 

T5<Tl <T2,T3,T4.La transformación d e l eje imaginario del plano 

complejo e 
w en e l plano G7~A,da como resul tado e l g r ¿lf i co polar 

presentado en la figura 5.21, para un valor particular de la 

ganancia. 

Para obtene r' e l número de giros que hace el vector D( i w) D.l 

rededo r del punto -1+0i,inicialmente s e traza el vecto r gue va de 

este punto a w=-co. Luego se recorre la curva con el extremo de 

este vector,en la d irección que ind ican las flechas y hasta 

llegar a w=ro.Entre los puntos d y c el número de giros es igual a 
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r.ero ; del punt o e al punto b e l vector dá media vue l ta (g i r a 180Q) 

e n e l s e n t ido de las a gujas de l relo j. Cont i nu ando con el 

r e corrido , cuando se l l e ga al ~o i na l se ob iene un número 

total de g i r os i gua l a ce ro( ( N=O) . gomo todos l o s po los de la 

f unción B(S s e e ncuen t r a n lo~dos e n el s emi plano izqu i e r do 

de l p l ano c omp l e j o ,PR e s i gual a ce r o jap l icando l a ecuación 

(5. 18 ) se encu e ntra que ~= O.Es decir,e( l azo c e rrado de contro l 

e s estable pa r a la gan a nc i a p a r t icul ar que se seleccio ' .El 

s ist ema s e puede vo l v e r i nest ab le aume ntando o di smi nuyendo la 

gananc ia. S i é s t a se increme nta lo s u ficiente, e l punto puede 

qu e dar l ocalizado ent r e c y d ,y el número t o t a l de rotac i ones en 

el s e ntido de l a s agu j a s del r e l o j es igual a d08; en este caso el 

l azo e s i nes tab l e ya que ZR = 2. De otro lado, s i l a ganancia se 

dismi nu y e lo suf ic i ente , el punt o -1 + Oi pue de quedar l ocalizado 

e ntr e l o s pun t os a y b j e n est e c a s o también se dan dos vue l tas en 

el sent i do de las a guj a s de l reloj ,dando lugar a que e l sistema 

sea inestab l e . A este t i po de s i stemas se l es denomina 

cond i c i onalme n t e e s t ab l es, ya que por e ncima o por d ebajo de un 

interva l o de estabil i dad,son inest able s . 

En un gran número de procesos, la dinámica de lazo ab ierto es 

represent ada por u na f unc i ón de t rans ferencia en l a cual todos 

los polo s s e encuentra n loc a l i zados en el semiplano i zquier do del 

plan o S .En est as c i r cunst a ncias,PR es i gual a cero y,según la 

ecuac i ón ( 5 . 18 ), e l laz o c errado e s estable só l o s i N e s i gual a 

cer o. En est e cas o como no inte resa conocer e l número de r otacio­

nes a l rededor de l pun to -1+0i,e l ana lisia de estab i l idad se 

reduc e a ve r i ficar si este punto está o no i ncluido * ) en la 

t r a ye c t or i a de l a curva GLA(iw).Si l o está,e l sistema es i nesta­

ble ;de lo contra rio es est a ble. Es claro que para la v e rificación 

só l o es necesa r io constru i r el gráf ico po lar de GLA(iw) de w=O a 

w = OJ . En el gráfico de l a figura 5.21 , el punto - 1+0 i no está 

i nc l u ido en la t rayec t oria. 

,J 

" 

( ,) Rn este texto se define como puntos incluidos en una trayector ia,a todos aquellos localizados 8 la derecha 
de la lisla,cuando ésta se recorre en el sentido de las agujas de l reloj. 
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FIGURA 5.21 

Cuando la t a yector ia de CLA ( iw l pa s a por e 1 punto -1+0 i (su 

modulo es la unidad y arg ume nto -180Ql, e l respectivo lazo e rrado 

se encuentra en el limite de la estabilidad. s iendo su re ~pu8 sta 

una onda s e o de -:tmpl i tud sost onicla e n el ti e mpo _E~ t.e hed"lO dá 

lugar a definir el grado d e estabilidad de l azo cerrado con base 

en la proximi d ad de la trayec toria al punto ante s mencionado _En 

la práctica esta proximidad se expresa en términos de margén de 

fase y margén de ganancia _ 

La proximidad del gráfico polar de la función de lazo abierto al 

punto -l+Oi,puede darse en términos del argumento correspondie nte 

a esta función cuando se evalua a la fr e cue ncia C1 la c ual su 

módulo es la unidad_La diferencia entre este ángulo y -180º ( el 

margén de fasel,representa el atraso adicional gue admite el lazo 

cerrado antes de empezar a comp~rtar~e e n forma inestable_ 

HF = H30Q + ,I' F 

~F : Angula de fase a la frecuencia de cruce de ga nancia (fre c u­

encia a la cual el módulo de GLA ( iw) es la unidadl_En el diagrama 

de Nyquist el margén de fase es el ángulo comprendido entr e el 

eje real negativo y un segmento de linea trazado del origén al 
:/

punto en el cual un circulo de radio unitario intersecta la curva 
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GLA(iw).De la figura 5 . 22 se concluye que un sistema estable 

tiene un margén de fase positivo . 
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FIGURA 5_22 MARGENES DE FASE Y GANANCIA_ 


Otra forma de expresar cuantitativamente el grado de estabilidad 

de un lazo cerrado es mediante e l margén de ganancia. Para 

comprender el significado de este paréÍmet~ ro en 131 mar c o d e un 

diagrama de Nyquist,basta co n observar en la figura 5.22 que la 

proximidad de la curva GLA(iw) al punto -1+0i puede expresarse en 

términos de la magnitud de GLA ( iw) a la frecuencia a la cual su 

ángulo de fase es -180g,en vez de expresarse en términos de ~F. 

MG: Margén de ganancia. wCf :Frecuencia a la cual la funci6n de 

transferencia de lazo abi e rto tiene un ~neulo de fase de -lBOQ 

(frecuencia de l cruce de f ase) . 
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En los sistemas estables el margén de ganancia e s mayor gue uno e 

indica en cuanto puede aumentarse l a ganancia del lazo 

cerrado, antes de gue el mismo empie ce a comportarse i nestable­

mente.En un sistema inestable este parámetro e s menor gue uno y 

dá una idea de la cantidad en la cual debe disminuirse l a 

ganancia para gue el sistema sea estable. 

La determinación de la estabilidad de un sistema me d i ante l os 

valores de los márgenes de ganancia y fase no es aplicable a 

sistemas condicionalmente estables. 

5.5 CRITERIO DE ESTABILIDAD DE BODE. 

El análisis de estabilidad de l o s sistemas de control gue tienen 

una función de transferencia de lazo abierto en la cual PR = 
O, puede realizarse substituyendo e l emple o de l o s diagramas de 

Nyguist por los de Bodé ,pués tanto la verificación de i -nc l usión 

del punto -1+0i por la t raye ctoria GLA(iw),como la determinación 

de los margenes de ganancia y f a se puede hacerse con e ste último 

tipo de diagramas.La condi ción gue debe cumplirse en un dia grama 

de Bodé pa ra garant izar gue el punto -1+0i no está inclui do en el 

gráfico po lar de GLA( iw ) ,es gue l a razón de amplitude s de la 

respuesta de frecuencia de lazo abierto sea menor gu e la unidad a 

la frecuenc ia a la cual el a traso de fase es de 180Q.En la f igura 

5. 23 se presenta un d iagr ama de Bodé con la r epresentac ión 

gráfica de los margenes de ga nancia y fase. De a c uerdo con e s ta 

f i gur a , el margén de g anancia es : 

HG = l /A 

Los margenes de gananc ia y fase son, en realidad, un fac t or de 

seguridad en el diseño de un sis tema de control. Esp ec i f i caciones 

típic as de diseño recomi endan margenes d e g a nancia y f ase mínimos 

de 1, 7 y 30Q respect i vament e. 
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FIGURA 5.23 MARGENES DE GANANCIA Y FASE EN UN DIAGRAMA DE BODE. 

La construción del diagrama de.Bodé para la función de transfe­

rencia de lazo abierto,excluido el controlador,es de gran utili ­

dad para conocer la ganancia y periódo últimos que se emplean en 

el método de sintonia de Ziegl~r-Nichols en linea para fijar los 

parámetros de operación de 1 ' cont.ro lador. Cons id8rando que la 

figura 5.24 representa uno de est,os diagramas, el valor de B 

señalado en la misma, corresponde al product.o de los módulos de 

las funciones de transferencia del sensor-transmisor,el proceso y 

el elemento final de control.Multiplicando este valor por la 

ganancia de un controlador proporcional (módulo de la función de 

transferencia de este modo de control) e igualando a la unidad se 

obtiene: 
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FIGURA 5.24 DETERMINACION DE LA GANANCIA ULTIMA EMPLEANDO 
DIAGRAMAS DE BODE. 

Ku es la ganancia a la cual debe operar un contrclador en modo 

proporcional, para que la respuesta d·.::1. sistema de control sea 

oscilatoria con amplitud constante.El per i ódo último (en 

c iclos/ tiempo) es : 

Pu = 2n:/Wcf 

El empleo de los diagramas de Bode para el analisis de estabili ­

dad de sistemas de control está limitado a aquellos sistemas en 
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l os cual es el diagrama de la función de transferencia de lazo 

ab i erto es t al que l a forma de la curva de razón de ampl i tudes y 

e l ángulo d e fase decrece n continuament e con la frecuencia. Este 

comport ami ento garantiza que el sistema no es condi cional mente 

estable . 

5 .4 APLICACI ONES . 

5 .4 . 1 A tres reactores continuos de tanque agi t ado,dispuestos en 

s e r i e, se s umi nistra un l {quido con u n flujo const a nte de 0,0472 

mS/ s y una cane ent rac ión de react i va A de 3, 53 mo l /mS . En los 

react ores se lleva a cabo la reacción elementa l A --> B.La 

temperatura a l a cua l opera cada reactor e s d i f erente, pero no 
/var l a c on e l t iempo. Los valores de las respect ivas constantes 

cinét icas s on 1/360 s-~ 1/90 8 - 1 Y 1/36 s-~ . El v olumén de l í quido 

en cada reactor operando b a j o condiciones de estado est aciona ­

rio,es de 8, 49 mS.Para mantener la concentración de sal ida del 

react ivo a l rede dor de s u valor de estado estaciona rio,no obstante 

p r e s ent a r s e c ambios en l a concentración de e ntrada, se propone la 

conf i gurac i ón de c ont rol mos t rada en l a f i gura 5 .25.Para la 

instalac i ón de esta conf i gurac ión se dispone de un sensor ­

transmisor c on una ve l ocidad de respuesta alta y u na relac i ón 

line a l entre l a concentración y la señal de sal ida ( 3 a 15 

psi); i gu almente se c u e nt a con una válvula dé control normalmente 

cerrada, que opera con aire de 3 a 15 psi de presión ,caracterís­

t ica inherente l inea l y u n tamaño tal que e l máximo f l ujo de 

react ivo a t ravés de ella es de 9 , 44 x 10-4 mS/s . El rea c tivo pu ro 

se s umin i stra a una pres i ón const ante de 2 x 106 Pa, a un s istema 

de fl u j o donde l a catda de presión en l a linea y 

accesorios , exceptuando l a válvula , es de aprox i madame nte el 20% de 

la caída de presi ón t otal . En est ado estaciona r i o la vá lvula de 

c ont rol opera c on una presión de 10 , 5 psi ,valor al cual el flu jo 

de r eact i vo puro es de 5,9 x 10- 4 mS/s.La densidad y peso 

mo lecula r del react ivo son OA = 28,25 mo1/mS y 50 kg 

respectiva men te. · 
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a- Cuales s on lo s p arámet ros de sint onía del contro l ador de 

acuerdo con el método de Ziegler-Ni chols e n l ínea . 

b· Cuál es el margén de ganancia si el c ont r o l a dor opera en modo 

proporcional con la ganancia obtenida e n e l numera l ante r i or. 

c­
/

Como se afecta la estabilidad de l o s r eac to r es ope r a ndo ba j o 

la acción de l contr o l proporcional , c on l a ganancia obtenid a en a, 

si en la med i da de la concentración debe t e nerse en cuenta un 

atraso por transpor te de 0,5 minutos . 

d- Te nien do en cuenta el a t r a s o por transporte,obte nga l os 

parámetros de l controlador por el mé todo de s i n t onía de Zi egler 

Nichols en linea. Cual debe s er la gan anc ia proporcional para 

tener un margén de ganancia de dos , si el contro lador oper a con 

l o s tiempos integral y derivativos obten i dos en e l l i te r al a. 

A pur o 
M(mol/vo l) 

v v v 

FIGURA 5 _ 25 	 CONTROL DE LA CONCENTRACION DE REACTIVO EN TRES 
REACTORES CONTINUOS DE TANQUE AGITADO EN SERIE 

Al plantear la ecuación que representa e l bala nce de r eactivo en 

el primer r e a c tor,es necesario t e ne r en cuenta que la vari ab l e M 

(f l u jo de reactivo puro )afecta el volume n de líquido re t enido en 

este reactor. Sin embargo este e f e c to e s tan pe queño qu e puede 

considerarse despreciable.Si adic i onalment e se desprec i an l o s 

cambios de densidad po r c ompo s i c i ón y temperatura , est e volumen 

resulta ser c onstante.La respect iva ecuac ión de balance es : 
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, . 

V 	dCA ~ = FOCAO- (Fo+M) CA1- K1VCA1+MoA 

dt. 

M es muy pequeño comparado con Fo , razón por l a cual la e cuac ión 

queda: 

V 	dCA1+(Fo+K1V) CA1 = FOCAO+MoA 
dt 

Tomando la transfo rmada de Laplace y reorganiz ando t érminos se 

obtiene: 

KP L CAO( S ) + Kp2. MeS ) 
T1S+1 T1S+1 

Kp1 = 1 	 Kp2 = (oA/Fo)Kp1 T1 = v 

Para los otros dos reactores los f l uj os de entra da y s a lida son 

constantes,obteniendose las siguient es expres iones para e l 

balance de componente A: 

CA2(S ) = Kps CA1 ( S) 
T2S+1 

-Kps - 1 
1+K2( V/ Fo ) 

CAS(S ) = K~~ . CA2( S ) 
TsS+l 

Kp"l = 1 , TS = V , 
+Ka( V/ Fo ) Fo+KaV 

De la información suministrada se determinan las c onstantes de 

tiempo y l as gana ncias de e stado estac i onar i o , quedando l a s tres 

ú ltima s ecuaciones de la siguiente fo r ma: 

CA1 ( S ) = 0 ,66 CAO( S ) + 395 M(S ) 
2S+ 1 2S+1 

CA2( S ) = 0.33 CA1(S) 
8+1 

CASeS) = 0 ,166 CA2 ( S) 
O,5S+1 
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En estas ecuaciones los va l ores de las constantes de tie mpo e stan 

dados en minutos. 

Asumiendo que la constante de tiempo de la válvula de control es 

pequeña , su f unción de transferencia puede tomarse igual a la 

ganancia de estado estacionario.Esta gananc i a debe cal cularse 

empleando todo el i nte rvalo de flujo al cual opera la 

válvula,pués el f lujo en condiciones de estado estcionario es de 

5 ,9 x 10- 4 m3 /s. 

MeS) = Kv ~ 9 , 44 X 10- 4 - o = 7,86 X 10-6 m3 /s 
Pc(S) 15-3 psi 

De un balance de l react i vo en estado estacionario,se l l ega a la 

conclusión que la concentración de salida de éste del tercer 

reactor es de 0,14 mol/m3 .Por tanto,un intervalo de trabajo 

adecuado pa ra el transmisor podria ser de 0,07 a 0,28 mol / m3 .De 

acuerdo con l a inf ormación suministrada para este equipo,su 

función de transferencia es igual a la ganancia de estado 

estacionario . 

PT(S). = KT = 15 - 3 . = 57 psi 
CA3(S) 0,28-0,07 mol/ms 

En la figura 5.26 se presenta el diagrama de bloques para el 

sistema de control. 

7,86xl0-6 

XR(S) 

FI GURA 5 . 26 	 DIAGRAMA DE BLOQUES PARA TRES REACTORES CONTINUOS DE 
TANQUE AGITAOO 

225 



La función de tran s f erencia de laz o abierto con el cont r olador 

operando en modo proporcional es: 

GLA = 7,86x10- ó x598,5xO,66x O, 33xO ,166x57Kc. 
(25+1)( s +1)( 0 ,55+1) 

GLA = 0,097 Kc 
(25+1)( 5+1)( 0 , 58+1 ) 

En la figura 5.27 se presenta el diagrama de Bode de cada f unc ión 

de transferencia individual y el de la función de t r a nsf erenci a 

total con ganancias unitarias.De este diagrama se ob s erva que la 

razón de amplitud total a la frecuenc ia de l c r u c e de f ase es 

aprox imadamente O,l.Por tanto,la ganancia última del c ontr o lador 

e s : 

-Kou - 1 = 103 
0,lxO,097 

El periódo último es: 

2lt 2Tt minutos / c i c l o Pu = = = lt 
Wof 2 

r--'\Los p arámet: os de sintonka p ra e l contro l PID,de acuerdo con el 

método de Ziegler-Nichols en linea son los siguientes 

Kc= ~ = 66,6 TI = rr = 1,6 minutos/ciclo 

1, 7 2 


TD - lt = 0,4 minutos/cic lo 

8 


Para determinar el de ganancia de l siste ma cuando e l 

controlador opera en modo proporc ional a u n a gananc i a de 

60,6,primero debe fijarse la ganancia t o t a l ,la cual cor responde a 

un valor de O,097x60 , 6 = 5 , 9.Luego se mide e n e l pape l 

logaritmico la distancia correspondiente a est e valor y el punto 

de razón de amplit ud i gual a 0 ,1 se desplaza verticalment e hacia 

arriba esta misma dis tanc i a . Como resultado de este procedimiento 

la razón de amp litud a la frecuenci a del cruce de f ase pasa a s e r 

aprOXimadament e 0 , 6.El margén de ganano i a es: 
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FI~URA 5_27 DIAGRAMA DE BODE DE TRES SI STEMAS DE PRIMER ORDEN EN 
SERIE_ 
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Un procedimiento más rápido y exacto es obtener directamente la 

razón de amplitud a la frecuencia del cruce de f a se como: 

RAwcf = 0, l xO , 097x60, 6 = 0,59 

El valor de la ganancia marg ina l es : 

GM = 1/ 0 , 59 = 1 ,89 

El e f ecto de un a tra s o por t r a n sport e de 0 , 5 minutos sobre el 

grado de e s t ab i l i dad de los reac tores operando bajo la acción de 

un c ont ro l proporc ion a l c on u n a ga nan c ia de 60,6, puede 

determi narse a d i c i onando al d iagrama d e Bode de l a fi gura 5. 27 el 

c orrespondiente a la f u nción d e trans feren c ia del a traso por 

transporte y e l contro l p r oporc i onal . 

La función de tra nsfe r e ncia pa r a el a traso por t rans porte es de 

a f orma : 

GAT = e-O . 5S 

Haciendo s = i w: 

El módu lo y argume nto de est e número complejo son 1 y -O, 5w 

respec tiv amente .Por t ant o , la r r puesta de frecuenc ia de un 

a t raso po r transporte de 0,5 minutos t i ene u na razón de amp l i t ud 

constant e i gu al a 1 y un ángu l o de f a se de -o 5w. En l a figura 

5. 28 se pres enta el diagrama de Bode que representa l a respuesta 

de fre cuencia de l os t r es react ores y el a t raso po r transpor­

t e . Según est e dia gr ama, la razón de ampl i t ud a l a frecuencia del 

cru c e de fase es de 0,3. Al corregir est e valor, pa ra tener en 

cu ent a el efecto gue sobre la razón de amp l i tud t i enen la 

gana ncia total de l sistema (0,097) y el con tro l ador ( 80 8) se 

obt i ene: 

RAwcf = 0,3xO,097x60,6 = 1,76 
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