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INTRODUCCHOMN

Si queremos conocer a fondo una estructura matemdtica debemos conocer
los elementos que la conforman. Asi, cuando un algebrista desea investi-
gar un anillo procederd a "desarmarloe” en anillos mas “simples” utilizan-

do como herramienta importante el llamado radical de Jacobson.

Para confimar la importancia de el radical de Jacobson en el mundo alge-
braico, basta observar el gran porcentaje de articulos que lo mencionan en

alguna de sus diferentes formas.

El objetivo principal de esta monografia ha sido el de reunir en un solo
texto algunas de estas definiciones de radical, e ir mostrando a lo largo
de ésta, como cada nueva definicion contiene a la anterior como caso

particular.

En el primer capitulo estudiaremos sucesivamente el radical de un anillo
conmutativo con unidad, de un anillo can unidad y de un anillo cualquie-

ra., También consideraremos algunas propiedades del radical de un anillo,



Este primer capitulo esta basado principalmente en el articulo "The radical

and semi -simplicity for arbitrary rings" de N. Jacabson [57.

En el segundo capitulo consideraremos primero el radical de un algebra
asociativa para luego estudiarlo en un algebra no asociativa. Como la
estructura de un algebra asociativa es muy similar a la de un anillo es
facil ver que todos los resultadas del primer capitulo san validos para el
radical de las algebras asociativas. El lectar podra abservar que el grado
de dificultad hasta este punto ha sido minimo. Por el contrario, en el ca-
s0 no asociativo debemos restringir enormemente nuestras hipdtesis y hacer
un largo recorrido en preliminares antes de poder garantizar la existencia
de el radical. El estudio de este casa esta basado en el articulo "The

radical of a non-associative algebra" de A.A. Albert, [17.

Como nuestro objetivo ha sido el de concentrarnos en algunas definiciones
de radical no hemos querida detenernos en ejemplos de radical. Para el
caso de anillos y de algebras asociativas los ejemplos son bastante conoci -
dos. Por el contrario, como las algebras no asociativas no son tan cono -
cidas, es pertinente comentar lo siguiente: los principales ejemplos de
estas algebras son las |lamadas algebras genéticas, en general ellas son
[R- algebras no asociativas de dimension finita (ver [10] pp. 67 ). Ade-

mas cada algebra genética tiene una funcion asociada a ella llamada la



funcion peso y se sobe que si el radical de un clgebra genética existe, és-

te no es mas que el Kernel de dicha funcion peso {ver [7] pp. 90).

Debemos anotar que también existe el radicol de otras estructuras, por ejem-
plo de médules, o de grupos de operadores, cuyo estudio no es contemplado
en el presente trabojo pero que seria un objeto interesante para nuevas mono-

grafias en este campo.



. EL RADICAL DE UWN ANILLO

Dedicaremos este primer capitulo al estudio del radical de Jacobson de
un anillo. Consideraremos primero las anillos conmutativos con unidad.
A continuacion quitaremos la condicion de conmutatividad, y por Gltimo
estudiaremos el radical de anillos sin unidad. Al irle quitando condicio~
nes al anillo, iremos probando que la definicion de radical que se da en

cada nuevo caso es la generalizacion de la anterior.

Terminaremos el capitulo mostrando algunas propiedades del radical.
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ANILLOS CONMUTATIVOS CON UNIDAD

Sea A un anillo conmutativo con unidad, definimos como RADICAL
DE A, R{A), a la interseccion de todos los ideales maximales de

A.  Asi:

R(A} = Np | 3 es ideal maximal de A).

Recordemos que como A es un anillo con unidad, el teoremo de

Krull (L 2] pp. 4) nos garantiza la existencia de ideales maxima -

les y es por esto, que dicha interseccidon es no vacia.

La siguiente proposicidn nos caracteriza los elementos del radical

de A,

PROPOSICION : Sea A un anillo conmutativo con unidad. En-

tonces :
R(A) = I x€A/1 - xy es inversible para todo y € A} .

"C". En efecto, razonemos por el absurdo, supongamos que x € R{A)

y que existe y € A tal que 1 - xy no es inversible, por el teorema



2.

|

de Krull existe un ideal maximal £, tal que t-xy ¢ £, pera
como x € ﬂB ( I¢] ideol maximal de A) entonces concluimos que

1 €13, lo cual es una contradicciodn.

"". Supongamos ahora que 1 - xy es inversible paro todo y € A
y que x & R(A), entonces existe £ o, ideal moximaol de A, tal
que x & £o- Asi £o t (X) = A, o sea que existen m € £o,

y € A tales que m + xy = 1, de donde 1 -xy € £, Absurdo!l.
a

ANILLOS NO CONMUTATIVOS CON UNIDAD

Supondremos ahora que nuestro anillo tiene unidad pero que no es
necesariamente conmutativo. Definiremos en este caso el RADICAL
DE A, R{A), como la interseccidon de todos los ideales maximales

a derecha de A. Asi:

R(AY = (16 ( & ideal maximal a derecha de A)

Otra vez, como en el caso anterior, la unidad del anille A garan-
tiza la existencia de ideales maximales, haciendo que () § sea no

vaeia.



2.2

La proposicion siguiente, al igual que la proposicion 1-1.2 nos co -

racteriza los elementos del radical de A.

PROPOSICION:  Sea A un anillo cualquiera con unidad, entonces:

R(A) = [x€ A/1 - xy es inversible a la derecha para todo y € A}.
"C ", Supongamos que x € R(A) y que ) -xy no es inversible a la
derecha pora algin y € A, entonces el ideal a la derecha generado

por el elemento 1 -xy es diferente de A, luego existe §, ideal
maximal a la derecha que contiene a 1 -xy, pero como x& § o, €s
claro que 1& $,. Absurdo! .

" 2" Conversamente, supongamos que | - xy es inversible a fa de-
recha para todo y& A y supongamos que xé R(A), entonces existe

§ o- ideal maximal a la derecha, tal que x@ 6 o+ luego si (x)D

es el ideal a la derecha generado por x, tendremos que 60 t{x)p=A
implicando esto que 1 -xy €& § ,, lo cual es una contradiccion . .
Es evidente en este caso, que el radical de A es un ideal a derechq,
pues proviene de una interseccion de ideales a derecha, pero lo sor -
prendente (') de esta definicion es que R(A) es en realidad un ideal

bilateral.



2.3

2.4

PROPOSICION: Sea A un anillo cualquiera con unidad, entonces

R(A} es un ideal bilateral.

En efecto, supongamos que R(A) no es un ideal a la izquierda, asi
pues existen y € A, x € R(A) tales que yx (;f R{A), luego existe

un ideal maximal @ , a la derecha tal que yx ¢ 3,, lvego y¢ d -

Consideremos ahora, el conjunto D = g 5 + yR(A), donde y R(A)
es el conjunto de todos los elementas yr estanda r& R(A). Es claro
que D asi definido, es un ideal a derecha diferente de § ,, por la

maximalidad de este Oltimo, D = A vy asi existen m € 0o r€ R(A)
tales que y = m +yr, ie: y(l=r) = m, pero como r CR(A),

1 -r es invertible a la derecha, lvego y € § o.r Absurdo * . .

Teniendo en cuenta este Oltimo resultado y modificando un poco la de-

mostracion de la proposicion 1-2.2, podemos generalizarla asf:

R(A) = tXE A/ 1-xy es inversible para todo Y€A!°

Observemos que se tiene entonces, el mismo resultado de la proposicion

1.2 del caso de los anillos conmutativos con unidad.



2.5

3.1

3.2

Notemos ademdas que esta generalizacion implica que el radical de
A es también la interseccion de todos los ideales maximales a iz -

quierda.

ANILLOS NO UNITARIOS

Consideraremos ahora el caso en que A es un anillo cualquiera. Co-
mo A no tiene necesariamente unidad, no podemos gorantizar la exis~
tencia de ideales maximales a derecha ni a izquierdo, y por lo tanto
la definicion de radical que dimos en los casos anteriores no nos sirve

aqui.

Antes de dar la definicion de radical, observemos lo siguiente: Supon-

gamos por un momento que A tiene unidad, y sea x € A, si 1 -x

tiene inverso a la derecha u, sea x' = 1 -y entonces (1 -x )1 -x"}=1
de donde x + x' - xx' = 0. Conversamente, si para x€ A existe
x' tal que x + x' = xx' = 0 podemos garantizar que 1 - x tiene co-

mo inverso a derecha a 1 + x'.

O sea que en un anillo con unidad, el hecho de que el elemento 1 - x

tenga como inverso a derecha a 1 ~x' es equivalente a que exista un

x' que verifique la ecuacion x tx' - xx' = 0.



3.3

3.4

3.5

3.6

Observemos que en esta Oltima ecuacion el elemento 1 no interviene,
y es aprovechando ésto, que se lograra la generalizacion de la defi -

nicion de radical .

Si x es un elemento de A para el cual existe un x' en A tal que

x + x' = xx' = 0 decimos que x es CUAS|I-REGULAR A LA DERE-

CHA con CUASI-INVERSO x'.

O sea que en un anillo con unidad el elemento 1 - x es inversible a

la derecha si y solamente si x es cuasi regular a la derecha.

Decimos que un ideal a derecha del anillo A es CUASI-REGULAR A

DERECHA si todos sus elementos son cuasi -regulares a la derecha.

Sea, ahora si, A un anillo cualquiera. Definiremos en este caso al
RADICAL de A, R(A), camo la unidn de todos los ideales cuasi-

regulares a derecha. Asi:

R(A) = U0 (0 es ideal cuasi-regular a derecha de A),

En 1-2.4 vimos que x € R(A) si y solosi 1 -xy es inversible a |a
derecha para todo y€ A, por 1-3.2 esto también es equivalente a

decir que xy es cuasi~regular a la derecha para todo y€ A, En re-



3.7

sumen, en el caso en el cual A es un anillo unitario, tenemos la si-
guiente igualdad de conjuntos :
R(A) = {x €A/ xy es cuasi-regular a la derecha, para

todo y € A}.
Ahora, como estames trabajando con anillos sin unidad, la generaliza-
cion natural de la anterior igualdad estd dada en la proposicion siguien-

te.

PROPOSICION : Sea A un anillo cualguiera, entonces :

R(A) = {x€ A/xi+xy es cuasi-regular a la derecha

para todo i€ Z y todo ye¢ A}.

En efecto, denotemos por R al conjunto

fx € A/ xi + xy es cuasi -regular a derecha para todo i € Z

y todo y € A}

y veamos que R(A) = R.

Sea O, el ideal a derecha generado por x, como A no tiene nece-



3.8

sariamente unidad, entonces O, = }xi txy/i€Z y y € Aj.

Ahora si x€ R, D, es un ideal cuasi-regular a derecha luego

A

D, C R(A) y asi R CR(A).

Conversamente, si x = R(A), existe un ideal D cuasi-regular a de-
recha tal que xC D, lvego D, C D, pero esto implica que O,
es un ideal cuasi ~regular a derecha, es decir xi + xy es cuasi-
regular a derecha para todo i€ Z y todo y €A, lvego xe R.

a
Al igual que en I-2.3, sorprendentemente ('), mostraremos no solo

que R{A) es un ideal a derecha, sino que es bilateral.

PROPOSICION : Sea A un anillo cualquiera, entonces R(A) es

un ideal bilateral.

Veamos primero que R(A) es un ideal a derecha. Sean x,y e R(A)

y sean D D, los ideales a derecha generados por x,y respecti-

X7 Y
vamente. {Ver | 3.7 ) entonces D, CR(A) vy Dyc R(A) luego

D, v ZDy son ideales cuasi -regulares a derecha.

NOTA:  Obsérvese que aunque x sea un elemento cuasi -

regular a derecha, en general el ideal a derecha D, no



tiene que ser cuasi -regular a derecha. En este caso es cier-
to, puesto que x & R(A) y asi, debe pertenecer a un ideal
D cuasi -regular a derecha y como D, < D, se concluye

que D, es cuasi-regular a derecha.

Probemos que D, + Dy es también un ideal cuasi ~regular a dere -

cha.

Es evidente que D + D, es un ideal a derecho. Sean ahora

o € Dy, Yo& D, y sea x, el cuasi-inverso a derecha de x,,

4

i +x ' - Vo=
es decir Xg T %4 Xo %o 0.

Como Y, = Yo %o € Dy (EDy es ideal a derecha)

sea wg el cuasi-inverso a derecha de y, - y,x, es decir

O o}

(Yo =Yoo ) * wo = (¥ = ¥o%g)We = 0. Probemos que

. . . 1
+ - -
Xo 1 ¥o tiene como cuasi—inverso a derecha a x, t+ Wo = Xg Wgoo

En efecto :

(xo +¥o) * (xg * Wo = x5 wo) = (xg  yo)(xo + wy = x5 w,)
= (xg T x5 = Xx0%e ) * [(yg = ¥oXo) * wo = (¥o = Yo X0 ) Ws]
= xg txg = x xg Jwg = 0

10



luego D, + Dy es un ideal cuasi -regular a derecha, y como

R(A).

M

xtye o, t ZD), entonces x t y

Por otro lado, si x € R{(A), como xi * xy es cucsi-regular a dere-
cha para todo i€ Z y todo y €A, xa es cuasi regular a derecha

y siéndolo también xay para todo y, a en A.

Por un razonamiento similar a la primera parte de la demostracian y

en forma inductiva, se prueba que:

xa t xa t+ ...+ xa t xay
e it~
i veces

es cuasi -regular para todo i€£Z y todo y €A. Luego xae R(A).
Se concluye entonces que R{A) es un ideal a derecha.

Probemos ahora que R{A) es un ideal a izquierda.

Sea xecR(A) y o€ A, entonces xa& R(A) y sea w su cuasi —inver—

so a derecha, es decir xa +w - {xa)w = 0

Veamos que =-ax + awx es el cuasi-inverso a derecha de ax. En

efecto :

1



3.9

ax + {(~ax * awx) - (ax)}(-ax t awx}

= aga{w + xa - xaw)x = 0.

O sea que ax es cuasi -regular a la derecha. Por otro lada, sean
iE€Z, ye< A entances (ax)i + (ax)y = a{xi t+ xy), como
x € R(A) entonces x' = xi + xy es cuasi-regular a derecha, y aln

mas x'€ R{A).

De manera similar a coma se probo anteriormente que ax es cuasi~
regular a derecha, se prueba que ax' = (ax)i + (ax)y es cuasi-

regular a derecha, luego ax € R{A).
Luego R(A) es un ideal bilctera|.D
En forma simétrica a la derecha, se definen elemento CUASI-REGULAR

A 1ZQUIERDA, CUASI-INVERSO A IZQUIERDA e ideal CUASI-

REGULAR A IZQUIERDA.

Un elemento sera llamado CUASI-REGULAR, si es simultGneamente

cuasi -regular a derecha y a izquierda.

3.10 OBSERVACION: Si un elemento x es cuasi-regular, entonces sus

12



3.11

\ CEMTp

--._-'IIL
cuasi - inversos, a derecha y a izquierda, son iguales. En efecto,

sean X, X los cuasi - inversos a derecha y a izquierda de x res-

pectivamente, entonces :

x+x]—xx1=0 y x+x2-x2x=0
de donde :
Xp = Xo * {x %) - xx]) - x2(x tx) - xxl)

= x (x + %, -x2x) - (x+x2 —xzx)x]

= X

Ademds se puede probar que XX = XpX = X X

Sea ahora x € R(A), sabemos que x es cuasi -regular a derecha,

probemos que también es cuasi -regular a izquierda.

Sea x' su cuasi -inverso a derecha, entonces x' = =x + xx' y como

x €ER(A) y R{A) es un radical entonces x'€ R(A) luego x' es cuasi-

regular a derecha. Como x es su cuasi ~inverso a izquierda, entonces
L - a . +* . a .

por la observacion inmediatamente anterior, x es también su cuasi-in-

verso a derecha. Luego x es cuasi -regular o izquierda. O sea que

los elementos del radical son cuasi -regulares.

13



3.12 Como corolario, tenemos que R(A) es también la unidn de todos

4.

]

los ideales cuasi -regulares a izquierda.

ANILLOS OBTENIDOS POR ADJUNCION DE 1

En este numeral veremos la relacion existente entre el radical de
un anillo cualquiera y el radical de un anillo obtenido por adjun-

cion de una unidad.

‘Sean A un anillo cualquiera, Z el anillo de los enteros, consi -

deremos el producto cartesiano Z x A (denotado por A]) con las

_sigutentes operaciones :

Suma :

+: A‘ XA] -_"'_'9‘ A‘I

((z’a)f (Z',Cl')) — (Z + Z', a t 0')

Multiplicacion :

X 3 AIXA] —> Aj

{(z,a), (2',0")) ¥———> (zz', za' + z'a + aqa')

para todo z,z' en Z y todo o en A.

14



Es de rutino probar que A; con estas operaciones es un anillo con

unidad (1,0).

Por otro lado si f: A ~——> Ay es la aplicacion tal que f(a) = (0,a)
para todo a € A, entonces es facil probar que f(A) es isomorfo a A,
y en este sentido identificaremos a f{A) con A, mirando a A como
un subconjunto de Ay, entenderemos también que el elemento a de A

es el elemento (0,a) de Ay.

Si consideramos la proyeccidn candnica :

,: A ——>1Z

(z,a) ——> =z

entonces Ker (H]) = A, luego A es un ideal bilateral de A] .

Sea ahora z& R(A]) M A. Entonces zE A y z tiene un cuasi-
inverso z' en Aj. Como z' = -z +zz' y A es un ideal de A

entonces z'€ A y asi z& R(A). Luego R(A;}T A CR(A).

Por la construccidn de Ay, cualquier ideal a derecha de A es ideal

a derecha de A, luego R(A)C R(A]) N A.

Es decir R{A)} = R(A]) NA.

15



4.3

5.1

5.2

Pero ademas si z,€ R(A|) entonces E]E R(A]/A) = R(Z) = ‘0‘
pues A]/A = Z, luego ZO€A .

Y asi R(A}) = R(A).

Hemos demostrado entonces, la siguiente proposicion.

PROPOSICION:  Sean A wun anillo cualquiera, A} el anillo obte-

nido por adjuncion de una unidad, entonces R(A}) = R(A),.

ANILLOS CON IDEALES MAXIMALES

Sabemos que si A es un anillo con unidad, su radical es la intersec -
cion de sus ideales maximales a derecha. MNos preguntamos ahora:
si. A es un anillo cualquiera con ideales maximales a derecha, qué

relacion existe entre su radical y la interseccion de dichos ideales?

Primero observemos que un elemento z de A es cuasi-regular a dere-

il

cha en A si y solosi j=-x tzx/xe A | = A.

En efecto si z€ A es facil probar que J, = | -x +zx/x¢ Al es

un ideal a derecha.

Supongamos que z es cuasi -regular a derecha con cuasi -inverso a

16



5.3

5.4

derecha z', entonces z = -z' +zz'€ J,. Y sea x& A, enton-
ces ~zx€ J, y como ~x *zxe J,, para todo x, entonces
-x € J, , es decir x€ Jz, luego AC J,, es decir A = J;.
Conversamente, si J; = A existe z' tal que z = -z' + zz' luego

z es cuasi —regular a lo derecha.

Decimos que un anillo A es un ANILLO RADICAL si R(A) = A.

La siguiente proposicion es la gereralizacion del teorema de Krull,

para anillos no radicales.

PROPOSICION:  Si A es un anillo cualquiera no radical entonces

A admite la existencia de ideales maximales.

Como R(A) # A sea z un elemento que no es cuasi -regular a la de-

recha en A, entances J, 7 A y aln mas z ¢ J, .

Consideremos el conjunto :

= o= {|/| es ideal a derecha de A, J,C | y z¢ l}

entonces H # @ , y ademds toda cadena de ideales admite cota su-

perior, luego por el lema de Zorn existe un ideal maximal a derecha.

17



3.5

Simétricamente, se prueba la existencia de ideales maximales a iz -

quierda.
El teorema que sigue nos establece la relacion entre el radical de un
anilia que admite la existencia de ideales maximales y la interseccion

de todos los ideales maximaies a derecha.

TEOREMA : Sea A un anillo que admite la existencia de ideales

maximales a derecha, entonces

Néy © R(A) y A.R(A) C n{p

donde ED es ideal maximal a derecha de A.

En efecto, seo z € DED, entonces y debe ser cuasi -regular a la
derecha, pues si no lo fuese, J, = | -x + zx/x¢e Ai seria dife -
rente de A, luega existiria un ideal maximal a derecha fo tal que
z(jf {,y J,C £, Absurdo! pues z € ﬂfD, luego z es

cuasi ~regular a la derecha, y asi N ED es un ideal cuasi-regular

a la derecha, y por la definicion de radical de A entonces

ﬂchmm.

Probemos ahora la otra inclusién.

18



Sea [D un ideal maximal o derecha cualquiera. Consideremas el

conjunto

B=lze A/y
; /75 =0 para tado ae” A

Es evidente que B es un ideal a derecha de A/ ED' y como ED

es moximal a derecha entonces B =1{0{ o B = Ay /o

Sea z& R(A) entonces z & R(A/f[)) y sea X € A/[D , x 7% 0.
Supongamos que xz 7 0, entonces por lo definicion de B, B * A/fD

luego B =z0!.

Coma xz 7 0, xz & B luego existe a& A tal que xzo # 0. Con-

sideremos ahora el conjunto I'= 3 xzb & A/f / i es facil probor
(D)
be A

gue I' es un ideal o derecha, y como xza €' v xza # 0 enton-

ces I'= A/[D'

Luego existe un b& A tal que xzb = X. Por otro lado, como

zE R(A/ [D) entonces za es cuasi -regular y sea Z' su cuasi -

inverso, es decir za + z' - (z4a)z' = 0.

Pero :

19



5.6

x = Xx -x{za +Z' - zaz') =
X - xXza - xz' *+ xzaz' =
(x - xza) - (x -xza)zZ' = 0

Absurdo’ pues x # 0. Luego xz = 0 es decir xz & ED para
todo x& A - £ D+ Pero como ED es ideal a derecha, si xe& fD
Xz E [D. Luego xz € fD para todo x& A. Es decir

A.R(A) ED y como f D € arbitrario, se tiene la otra inclu-

sion A.R(A) C ﬂfD.D

CORQLARIQS : Con la misma notacion anterior

i) Si A es un anillo na rodical entonces

A.R(A) c N{yC R(A)

ii)  Si A es un anillo con unidad

R(A) = N4,

iii) Si A es un anillo cualquiera y ¢ es un ideal maximal a

la derecha tal que As o ™ tiene divisores de cero a la de-

recha, entonces

R(A) C ED

20



5.7

6.1

6.2

La demostracion de i) y ii) es evidente.

Para deducir iii) basta observar que bajo dichas hipdtesis, se conclu-

ye en la demostracion del teorema que z = 0 luego z € § D
O

NOTA : Obsérvese que el corolario ii) nos dice que la definicion

que se dio de radical para el caso del anillo con unidad, s coinci-

de con lo dada en el caso de un anillo arbitrario.

PROPIEDADES DEL RADICAL DE UN ANILLO

Sea A wun anillo cualquiera. Como la definicion de radical en este
caso es la mas general, las propiedades que se deducirdn a continua-
cion son validas no importa como sea el onillo, a menos que se haga

alguna salvedad.

Diremos que un anillo A es SEMI-SIMPLE si R(A) = {0}.

PROPOSICION : Sea A wun anillo cualquiera. Entonces el anillo

cociente A/R(A) es semi -simple.

Sea z € R( A/R(A))’ y sea z' su cuasi -inverso a derecha, es decir

z +z' - zz' = 0 luego existe L€ R(A) tal que z +z' - zz' =y
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6.3

y sea u' el cuasi-inverso a derecha de u, entonces

0 =(z+z'-zz') + v - (z+z'"-z22")u' =
z + {z"+tu' -z'0") - z(z"+ ' -z2'u')
es decir (z' + u' - z'u') es cuasi—inverso de z en A, luego z

es cuasi ~regular o derecha en A.

Ahora como zi + zy € R(A/R(A)) para todo i €Z, y&A, por la
misma demostracion que se acoba de hacer para z, podemos concluir
que zi *zy es cuasi-regular a derecha para todo i€ Z vy todo

ye A. Lluego z& R(A) yasi z = 0.

O

Decimos que un elemento x € A es NILPOTENTE si existe n& N

tal que x” = 0.
Si | es un ideal tal que todos sus elementos son nilpatentes se dice
que | es un NILIDEAL. Si existe neZ tal que 1" = {0} decimos

que | es un IDEAL NILPOTENTE.

Obsérvese que todo ideal nilpotente es nilideal, pero el reciproco no

es cierto.

El conjunto de todos los elementos nilpotentes de A lo definimos como
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el NILRADICAL del anillo A y lo denotamos por N(A). Se puede

probar que N(A) es un ideal, si A es conmutativo.

La proposicion que sigue nos da la relacian entre el nilradical y el

radical de un anillo.

PROPOSICION:  Sea A un anillo conmutativo, entonces

N{A) C R(A).

En efecto, sea x un elemento nilpotente tal que xP = 0, entonces

x t{-x - x2 - ... —xn—]) - x{(-x - x2 -, -xn_])
= x + (-x X2 oL -xn_]) - (-x - x2 - ... -xn—])x=0
O sea que x es cuasi -regular con cuasi ~inverso (- x - xZ - ... —xn_l).

Por ofro lado, si x es nilpotente, no es dificil mostrar que xi + xy es
nilpotente para todo iE€Z y todo ye A, luego por la misma demos-
tracion que acabamos de hacer para x, xi * xy es cuasi -regular ,

| R{A}.
vego XE()D

Como corolario de esta proposicion tenemos que todo nilideal estd con-

tenido en el radical de un anillo conmutativo.
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6.6

6.7

Sin embargo el radical de un anillo conmutativo no tiene que ser un
nilideal y por lo tanto tampoco un ideal nilpotente. Por ejemplo,

sea ZIIX11 el anillo de series formales en la variable X con coe -
ficiente en Z. Teniendo en cuenta que los elementos inversibles en
Z ([X])] son aquellos de la forma +X + 3 a; X! , no es dificil

st
probar que

R{ZiXn) = 2. a;Xi i ,

i=1
es decir es el conjunto de las series formales cuyo témino constante

ay e cero. Es claro que R(Z (X)) 7 {0} pues por ejemplo

XE R(ZX11).

Sin embargo como los elementos nilpotentes de Z [(X])] son los ele-
m L

mentos de la foma 2.a; X' con a: nilpotente en Z, entonces
1=0

necesariamente N (ZILiX11) = ‘O‘

A continuvacion estudiaremos el radical de un anillo Artiniano y vere-
mos que en este caso el radical si es un ideal nilpotente y por lo

tanto un nilideal.

Decimos que un anillo A conmutativo es ARTINIANQO si toda suce-
sicn decreciente de ideales es estacionaria, es decir si

l] D 12 D... Dl D... es una sucesion decreciente de ideales,
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6.8

UNIVERSH L]
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entonces, existe n €N tal que |, = |, 4 =
PROPOSICION:  Si A es un anillo artiniano, R(A) es nilpotente
y N(A) = R(A)
En efecto, probemos que todos los elementos de R{A) son nilpoten -
tes. Para esto mostremos que R{A) es un ideal nilpotente.
Como R{(A)D R(A)2 0 R(A)SD ... es una cadena descendente de
. . n n+1
ideales, entonces existe n& N tal que R(A)" = R(A) =

ny2 n n
o sea que {(R(A)") = R(A)'. Denotemos R{(A) por |, entonces
12 = 0. si| = {0} , consideremos el conjunto

o= 2 JC|/J es ideal de A y Jl#{O}%

entonces = #* ¢ pues | E = . Ademds como A es ortiniano, cual-

quier cadena tiene cota inferior, y por el lema de Zorn existe un ideal

minimal de de & . Llamémoslo 7 .

Ahora sea bE M tal que bl #* {0}, entonces

(1)l = b 12 = b ra {0} , pero por la minimalidad de 7 como
b1 C 1 entonces b | =M , luego existe yc=! tal que by = b,

como | & R(A) sea y' el cuasi-inverso de y, entonces:
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5.9

0 =(b-by) - (by' -byy")

=b-b(y+y -yy')=05b

pues y +y' - yy' = 0 luego 7= bl = |0]|. Absurdo' pues
71 #{0}. Luego RCAY" =1 =} 0. Y osi R(A) es nilpotente,

luego R{(A) = N(A).

NOTA: En la proposicion anterior mostramos que si A es un anillo

artiniano, entonces su radical es un ideal nilpotente. Nuestra defini-
cidon de anillo artiniano es valida para anitlos conmutativos, sin em-
bargo si A es un anillo cualquiera, se entenderd por anillo ARTINIA-
NO A DERECHA aquel para el cual tode sucesion decreciente de idea-

les a derecha es estacionaria.

Por una copia casi exacta de la demostracion de la proposicion anterior,

se puede probar lo siguiente: Si A es un anillo artiniano a derecha,

entonces su radical es un ideal nilpotente.

Lo siguiente proposicion nos muestra otro caso en el cual el nilradical

del anillo coincide con el radicol.

PROPOSICICN Si A es un anillo conmutativo con unidad tal que

todo ideal no contenido en el nilradical contiene un elemento idempo-
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6.

IR

12

tente diferente de cero, entonces N{A) = R(A).

Sabemos que N(A) C R(A).

Sea x e R{(A) entonces 1 -xy es invertible para todo y& A. Si
x € N{A) entonces consideremos el ideal (x) generado por x, en-
tonces (x)C N{A) vy asl existe e € (X), e 7 0 tal que e? =e

luego existe ac A tal que € = ax y asi

e2 = {ax)? = a2x2 = e = ax entonces
a2x2 —gx = 0 = ax (Y -ax) Absurdo! pues 1 -ax es inverti-
ble y ax # 0.

O

Si A es un anillo conmutativo tal que sus Gnicos ideales son § 0} y

él mismo, decimos que A es un anillo SIMPLE.
Se puede probar ([2] pp. 8?) que en un anillo artiniano con uni-
dad, el nimero de ideales maximales es finito. Teniendo en cuenta

ésto podemos probar la siguiente proposicion.

PROPOSICION : Sea A un anillo Artiniano a derecha con unidad,

entonces A/R(A) es una suma directa finita de anillos simples.

Considérese la siguiente aplicacion :
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D A/R(A)—-aA/a]@...(B A/an
0+R(A)»——%(q+a],...,a+ an)' para todo a€ A,

donde @ 1 d , Son los ideales maximales a derecha de A.
Es de rutina probar que ¢ es un isomorfismo. (L 21, pp. 7).

Esta proposicion nos muestra por qué a veces un anillo semi -simple se

define como la suma de anillos simples.
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. EL RADICAL DE WUNA ALGEBRA

Nos concentraremos ahora en el estudio del radical de una algebra.

Primero consideraremos el radical de una algebra asociativa. Como en

este caso los resultados que se obtienen son simple generalizacidon de
- * - "

aquellos encontrados en el capitulo anterior, nos limitaremos a dar su

enunciado y demostraremos solamente la proposicion Il 1.5.

En la segunda parte de este capitulo definiremos el radical de una alge-
bra no asociativa. Para esto nos veremos obligados a construir una al-
gebra asociativa (asociada a la no asociativa), cuyo radical permitird

la definicion de el radical en el algebra no asociativa.
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.2

ALGEBRAS ASOCIATIVAS

Sean

K un anillo conmutative con unidad, A una K -algebra asocia -

tiva cualquiera. Al igual que en los anillos ( | 3.7) definimos el

RADICAL DE A, R({A), como el conjunto siguiente:

R(A)

= {XC A/kx + xy es cuasi-regular a derecha para todo

yE Ay todo keK}-

Tenienda este conjunto coma el radical de A, y similarmente a como

se probo con los aniifos, se tienen los siguientes resultados.

(a)

R(A) es un ideal bilateral. (I 3.8)

Se le puede quitar la condicion a derecha en la definicion.
(13.10)

Si A es conmutativa y tiene unidad entonces R(A) = ng
( B ideal maximal de A). (}11.1)

Si A tiene unidad

R(A) Na ( 3 ideal maximal a derecha de A)

I

NI (] ideal maximal a izquierda de A). (12.1)

St A admite la existencia de ideales maximales a derecha

ARA)C ¢ C R(A)



(f)

(h)

donde f es ideal maximal a derecha. (1 5.5)

Si A es artiniana a derecha entonces R(A) es un ideal nilpo-
tente. (16.9)

Si A es conmutativa artiniana entonces su radical es igual al
conjunto de todos los elementos nilpotentes. (16.8)

El radical del algebra cociente A/R(A) es cero. (16.2)

NQTA: Decimos que una algebra es SIMPLE (SIMPLE A

DERECHA) si A2 #= {0} y si sus Unicos ideales bilaterales
{resp. a derecho) son {0} y A. Si una algebra es una suma
directa finita de algebras simples (resp. simples a derecha) di-

remos que es una algebra SEMI-SIMPLE (resp. A DERECHA).

Obsérvese que si A es simple a derecha entonces es simple.
Lo mismo ocurre si A es semi~simple a derecha. Notese que
la definicion de algebra semi-simple no es la andloga a la de

anillo semi ~simple dada en | 6.1.

Si A tiene unidad y es artiniana a derecha entonces A/R(A)

es semi -simple (a derecha). (16.12)

Lo demostracion de estos enunciados es casi una copia de las proposi-

ciones analogas del capitulo |.
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1.4 Ademds, si K es un anillo conmutativo con unidad y A es una K-

1.5

algebra de dimension finita, es de rutina probar que A es artiniana
(ver [9] pp. 41); es asi como los resultados (f), (g), (h) e (i)
son vélidos tambjén para K -algebras de dimension finita.

Como generalizacién del numeral (i) probemos la siguiente proposicién.

PROPOSICION : Sean K un anillo conmutativo con unidad, A

una K-algebra asociativa con unidod. Entonces A es una K-alge-

bra semi -simple (o derecha) si y solo si A es una K -algebra arti-

niana (a derecha) y R(A) = {0}

En efecto, por (i) si A es artiniana a derecha y R(A) = { 0} en-

tonces A/R(A) es isomorfa o0 A, luego A es semi-simple.

Supongamos ahora que A es semi -simple (o derecha), luego A tiene
vn nimero finito de jdeales bilaterales (a derecha)} y por
lo tanto A es artiniana (a derecha). Veamos que R(A) = { 0 }
n
En efecto si A= @ A; (n€ DN, A; simple para todo i), denotemos
i=1

por Bi = 3 A; entonces A/B_E Ai es simple (a derecha) es
i i

decir B; es un ideal maximal (a derecha) luego R(A)CBi para
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2.1

2.2

n
todo | (ver (d)) pero N Bi = 101} pues A es suma directq,
=1

luego R{A) = 10]

ALGEBRAS NO ASOCIATIVAS

Restringiremos nuestro estudio a las K -algebras no asociativas de di-
.y . . . . .

mension finita, siendo K un anillo conmutativoe con unidad. Por su-

puesto, todos los resultados seran también validos para algebras no

asociativas artinianas (Il 1.4).

Por la nota {l 1.4 sabemos que si A es una algebra asociativa de

dimension finita entonces A/R(A) es una algebra semi -simple. La
definicion del radical de una algebra no asociativa de dimension fi-
nita sobre un anillo conmutative con unidad K, serd la generaliza -

cion de este hecho.

Asi pues, si K es un anillo commutativo con 1, y A una K -alge -
bra de dimension finita, decimos que el RADICAL DE A, R(A), es
el ideal bilateral minimo, entre los ideales bilaterales B tales que

A/p es semi-simple.

Observemos que esta definicién la estamos dando no solo para alge-
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2.3

2.4

bras no asociotivas, sino asociativas de dimension finita.

Probemos entonces que en el caso asociativo, la definicion de radi-

cal dada en Il 1.1, coincide con esta Gltima.

Asi pues, sea A una K-algebra con unidad asociativa de dimension
finita (K un anillo conmutotivo con unidad) y sea R(A) su radical.
SegOn la definicion 11 2.2, probemos que R(A) es el ideal bilateral

minimo entre los ideales bilaterales B que hacen a Alg semi - simple.

En efecto sabemos que R{A) es un ideal bilateral (11 1.2 (a)) y por
la nota I ]'4’A/R(A) es semi ~simple. Sea ahora B un ideal bi-
lateral tal que A/g es semi-simple, luego si x &€ R(A) es claro que
X € R(A/B), y como A/g es una K-algebra de dimension finita se-
mi -simple entonces R(A/g) = 0] (11.5) luego xE B, es decir
R(A) CCB. Asi pues, en el caso asociativo esta nueva definicion de

radical coincide con la anteriormente dada.

Recordemos que cuando se da una definicidn es porque se tiene garan-
tizada la existencia de el abjeto al cual se le estd dando nombre.
Para el caso no asociativo, debemos entonces probar la existencia de

dicho radical. Para esto, a partir del algebra A construiremos el



2.5

2.6

algebra T{A) asociativa, y después, aprovechando la existencia de

el radical de T(A) mostraremos que R(A) si existe en algunos casos.
EL ALGEBRA T(A)

Sean K un anillo conmutativo con unidad, A una K -algebra cual-
quiera y sea End ¢ (A) la K -algebra de todos los endomorfismos (de

algebras) de A.

Sea xe& A, y sean D,, |, los endomosrfismos de A siguientes:

Dy: A—>A
y r——> xy para todo y€ A

[y ¢+ A——> A

y ——> yX para todo y€ A .

Definimos a T(A) como la K -subalgebra de End i (A) generada por

la funcion identidad y todos los Dy, |, cuando x recorre a A.

Recordemos que una CERQ - ALGEBRA es una algebra (no necesaria-
mente igual @ {0} ) cuya multiplicacién es nula, es decir para todo
x,y€ A, xy = 0. Teniendo en cuenta esta definicidon, una K-al-

gebra A es una cero algebra si y solamente si T(A) es isomorfa a
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K (como K-algebras). En efecto, basta observar que si T{A) = K
entonces T(A) estd generada por un Onico elemento, que debe ser
la funcion identidad, o sea que D, = 0 = | para todo x€ A, es
decir la multiplicacion en A debe ser nula. Obsérvese que si A

tiene unidad y A es una cero-algebra entonces A = {0} .

NOTACION: Si GC Endg(A) y BC A, GB denotara la K-
subalgebra de A generada por todos los elementos de la forma g(b)

con ge G y be B.

Si e€ End (A), {e }B se denotara mas simplemente por e B.
EL RADICAL DE T(A)

Como T(A) es una algebra asociativa, entonces su radical existe,

llamémoslo R.

Supongamos que A es una algebra de dimensidn finita, no es dificil
probar que T{A) también es de dimensidn finita, luego R es un ideal

nilpotente de T(A) (111.4),

Si RA es la subalgebra de A definida como en 11 2.7 y si A # {O}

entonces RA 7 A, pues si RA = A se tendrfaque A = RA = RZA= ...



y como R es nilpotente se concluiriaque A = {O}

Ademdas RA es un ideal bilateral de A, en efecto A(RA)C RA,
puesto que si x& A, yeERA, xy = D,(y), es decir

A(RA) CCT(A)RA y como R es ideal bilateral de T(A), T(A)RCZR
luego A{RA) C_T(A)RACZRA. Por otro lado (RA)A C RA puesto
que si y€ERA, xc A, yx = I4(y) luego (RA)ACT(A)RA vy

como acabamos de ver, T(A)RA (_RA luego (RA)A C RA.

En resumen, si A es una algebra de dimension finita diferente {0},

RA es un ideal bilateral propio de A.

Ademds por la definicion de RA es claro que RA = {O}Si y solo

i R={o}.

Recordemos que nuestro fin es probar la existencia del radical R(A)
en el caso no asociativo. Para probar esta existencia debemos probar
primero el siguiente teorema fundamental, el cual nos relaciona la

semi —simplicidad de T(A) con la de A .

TEOREMA FUNDAMENTAL: Sean K un cuerpo, A una K-algebra

diferente de {O }de dimension finita, T{A) el algebra definida ante-

37



riormente. Entonces T{A) es una algebra semi-simple si y solamen-

te si alguna de las condiciones siguientes se verifica:

i) A es una algebra semi -simple,
o ii) A es una cero-algebra,
o i) A es una suma directa de una algebra semi -simple can una

cero-algebra.

Con el fin de agilizar la demostracion de este tecrema, daremos an -

tes una serie de lemas.

LEMA 1: Sean K y A como en el teorema fundamental, B un

ideal bilateral de A. Entonces existe un elemento

idempotente e€ End (A) (e2 =e) tal que B = e A,

En efecto, si B es un ideal bilateral entonces A es isomorfa al al -
gebra A' = Asg @ B. Definimos el endomorfismo e: A —> A

como la siguiente composicion de homomorfismos candnicos :

™~y

. e ! N ! S [ b

a r—-——bq'=c+br——-—>b+A/B —_ h s bk

donde a€ A, a'€ A", c¢ A/g, be B.
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Con esta definicion es inmediato que el = e y eA = B.

LEMA 2: Sean K y A como en el teorema fundamental, B una

K -subalgebra de A para la que existe un elemento idem-

potente e EndK(A) tal que B = e A. Las siguientes condiciones

son equivalentes :

i) B es un ideal bilateral de A

ii) eT{(A)e = T(A)e

iif) ete = te para todo t en T(A)

Antes que todo observemos que B = e A implica que b = e{(b) para
todo bEE B. En efecto, si bEB existe a en A tal que e{a) = b

luego e2(a) = e(b) pero ez(q) = ela) y asi e(b) = b.

Supongamos ahora que B es ideal bilateral, para probar i) basta pro-
barlo en los generadores de T{(A). Sean x,y en A, eDye(y) =
e(xe(y)), como e(y)E B, xe(y)EB y e{xe(y)) =xe(y)=Dx e(y)
luego e Dye = Dy e para todo x en A. Similarmente elye = Iy e

para todo x en A. Luego i) =ii).

Supongamos que e T(A)e = T(A)e entonces si t es un elemento de

|
T(A) existe he T(A) tal que ety e = te luego eztl e = ete
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pero ezf]e = etje y asi ete = te para todo t en T{(A). Que-

de probado i) = iii).

Supongamos ahora que ete = te para todo t en T(A) y sean

xe€ A, be_B entonces: e D, e(b) = D, e(b) es decir e(xb) = xb
luego xbe B pues eA = B, Y como elye(b) = l,e(b}) enton-
ces bx€& B. Luego B es Un ideal bilateral. Es decir iii) = 1i).

a

LEMA 3: Sean K y A como en el teorema fundamental, B un

ideal bilateral de A entonces T(A)B = B.

En efecto, basta demostrarfo para los generadores de T(A). Para la
identidad es evidente. Sean x& A, b B entonces lyx(b) = xbe B

y D,(b) = bxe B.
O

LEMA 4. Sean K Y A como en el teorema fundamental. B un

ideal bilateral de A para el que existe un elemento

e€ End (A) idempotente (e = ) tal gue eA = B. i

G = eT(A)N T(A) entonces:

i) G ={*/t€T(A) y et = r}

ii) G es un ideal bilateral de T(A)

i) TAYG = G.
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En efecto es evidente que {f/, € T(A) y et =t } CG. Sea
ahora t€ G, luego t€ eT(A), es decir t = et' con t' en T(A),
por la idempotencia de e, se prueba que t = et, luego i) queda

probado .

Sean te G, he T(A). Entonces et =1t y asi th = eth, por

i) the G,
Por otro lado ht = het es decir eht = ehet, y como B es
ideal bilateral, por el lema 2,ehe = he, luego ehet = het

pero et = t, asi eht = ht, y por i) htc C. Queda probado

que G es un ideal bilateral de T(A)

La demostracion de iii) es evidente pues por ii) T(A)G C G, vy

como T{A) tiene unidad, entonces G C G T(A).EI

LEMA 5: Sean K, A, By G como en el lema 4. Entonces las

K -algebras T(A)/ y T(A/g) son isomorfas.
En efecto si t pertenece a T(A) existe un Onico endomorfismo T

de A/B perteneciente a T(A/g) tal que el diagrama siguiente con -

muta :
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H
A —— A

|,

t
Ay T M

donde las flechas verticales son los homomorfismos candnicos. Consi-
deremos la aplicacion ¢ : T(A) ——= T(A/y), es facil ver que
P es un homomorfismo de K -algebras sobreyectivo. Probemos que

Ker(d) = G,

Sea t€ Ker( d ) entonces t(x) = 0 para todo xE Asg luego
t{x)E B, por la observacién hecha al comienzo de la demostracion
del lema 2, e(t{x)) = t(x) lvego et =1t y asi t& G (por i)
del lema 4). Asi pues Ker(d ) G. Para probar el reciproco

basta invertir los pasos anferiores.D

Diremos que un elementa x de A, x ¥ 0 es un DIVISOR ABSOLU-

TO DE CERO si para todo y en A xy = yx = 0.

Obsérvese que A es una cera-algebra (Il 2.6) si y solo si para to-

do x en A, x es divisor absoluto de cero.
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LEMA 4 : {Lema de Jacobson)

Sea K un cuerpo y A una K-algebra de dimension fi-

nita que no tiene divisores absolutos de cero. Entonces A es una

K -algebra simple si y solo si T{A) es una K -algebra simple.

Debido a la longitud de esta demostracion, no la haremos, ella se

puede encontrar en el articulo [4].

Después de estos & lemas nos encontramos en disposicion de probar el

teorema fundamental.

Bajo las hipdtesis de dicho teorema, probemos primero que si T(A) es

semi ~simple entonces

i) A es semi -simple, o
ii) A es una cero-algebra, o
iii) A es la suma directa de una algebra semi -simple con una cero-

algebra.

En efecto, si T(A) = E) @ ... ® E, con E; algebra simple
(i=1...,n). Si 1 esla funcidn identidad & T(A) entonces

donde e: es el elemento unidad de

1 = + + +
e e9 e ;

n’

E; (i=1,...,n) y ademds es inmediato observar que e; e = 0
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- . 2 . i
si 17 | y que e; = ej. Ademas también es claro que

E; = e; T(A) para todo i =1, ..., n.

Observemos que e; (i = 1,..., n) conmuta con cualquier elemento
de T(A). En efectosi he T(A), h=h] + ... +h, con
hiE Ei (i =]’...’n), luego eih:ei(h] + +hn)

ce: = (hl + ... th )e; = he:.

Denotemos e; (A) por Aj. Como e;T(A)e; = T(A)eje; = T(A)e;
2
1

(pues e;conmuta con los elementos de T(A) y e: = e;) entonces

por el lema 2, A: es un ideal bilateral de A.

Ademas A = 1(A) = e](A) + ... +en(A) y e;(A) ﬂei(A) ={O}
si i # |, en efecto, si existen a,bE A tales que e;(a) = ei(b)
entonces e?(a) = eie](b) = 0 luego e;(a) = 0. Asi pues

A=A @..®A,.

Supongamos que A no tiene divisores absolutos de cero y probemos

asi que cada A; es simple.
Escribamos @ A = A; @ B; donde B; = @ A;

Como 1 =e; + 1 -e; entonces T(A) = e; T(A) @ (1-¢e;) T(A)
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donde {1 - ei)2 = | -e: y ademas es claro que (] —ei)(A) = B;.

|
Si llamamos (1 -e;) T(A) por G;, tenemos que T(A) = E; @ Gj
(pues E; = e; T(A)) y como G; C T(A) entonces en realidad
G; = (1-e;)T(A) N T(A) y asi G; y B; cumplen las hipbtesis
del tema 5. Luego T(A)/GEE T(A/Bi) pero como G; es el su-
plementario de E;, E. = T(A)/Gi y como B; es el suplementario

de Aj, As = A

i luego EiET(A;)y asi A; es simple (Lema 6).

Luego A es semi -simple.

Por otro lado si A tiene divisores absolutos de cero, sea N el

conjunto de ellos. & evidente que N es un ideal bilateral de A.

Si N = A entonces A es una cero-algebra.

Si por el contrario N 7% A, como N es un ideal bilateral, por el

lema 1, existe e en Endg (A) tal que N = eA.

Como A = 1A =(1-e)A @ eA, denotemos a (1-e)A por B y
probemos que B es semi-simple. Observemos que B no tiene. divi-
sores absolutos de cero, pues e A = N que es el conjunto de todos

ellos.
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Sean x = b] tny, oy o= by t np& A, con b.',sz B vy

N, np E N. Observemos lo siguiente:

(1-e)D,(y) = (1-e)lxy) = (1-e)(bjby - n,ny)

= (1-e)(byby) = byby = Dy (b))
(1) (2)

(1) por el lema 1.

(2) por la observacién del lema 2.

Similarmente (1 - e)lx(y) = Ib(b2)f estas dos igualdades me
1
implican T(B) = (1 -e)T(A), luego

T(B) = (l—e)E] @ ... @d@ (1-e)E

n-

Veamos que cada (1 ~e)E; es un ideal bilateral de E; (i=1,..., n).

En efecto sea g = (1 -e)t con tEE; y sea FEE;, entonces es
evidente que gf = (1 -e)tfe(l —e)Ei . Por otro lado st x,y son

como dijimos arriba, entonces (1 -e)D,(y) = Db](bz) = D, ((1-e)y)),

es decir (1 -e)D, = D, (1-e), similarmente (1 -e)l, = Ix (1 ~¢),

luego el elemento {1 -e) conmuta con todos los elementos de T{A).

AsT pues f(1 -e)t = (1 -e)fteE (1 -e)E;. Luego (1 -€e)E; es un

ideal bilateral de E; (i=1,...,n) y como cada E; es simple entonces

(1-e)E; = E;

i o (1-e)E; = {0} (i=1,..., n), de todas maneras



T(B) es semi-simple, y por i) de asta demostracion, conclui-

mos que B es semi-simple. Luego A es la suma directa de una

algebra semi-simple con una cera-algebra.
d

Probemos en seguida el reciproco del teorema.

a) Supongamos que A es semi-simple es decir A = A} @ ... @ A,
con cada A; #* {0} simple (i=1,..., n).

Como cada A

i es un ideal bilateral existe un elementa e; € End K(A)

idempotente tal que e;A = A;, por la definicion de e; (lema 1) si
a=a,t...+a, (a; EA;, i=1,..., n) entonces e;{a) = a;,
y seglin esta es evidente que ejep = O (i# i)y 1= e;t ... te,.
Por el lema 2 te, = e; = ejte; (i=1,...,n) para tado t ET(A)
y si R es el radical de el algebra T{A) tenemos que re; = e;re;
para todo re R, (i=1,....,n) es decir ejRe; = Rej.
Denotemos a Re; por Ry, como R = Re; @...® R e, entonces

n
R = @ R; y como R es un ideal bilateral nilpotente, cada R; es

un ideal bilateral nilpotente de la subalgebra T(A)e;, (i=1,...,n).
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2.10

n
; es claro que RA = @ R;A; donde
1 i=1

n
Ahora, como R = @ R:
cada R; A: es un ideal bilateral de A;, donde A; es simple
(i=1,..., n) entonces R; A; = Aj o R;jA; = {0}, por el se-
gundo parrafo de 11 2.8, como R; es nilpotente y A; # {0} en-
tonces R; A; % A, luego R; A: = {0} para i=1,..., n, es

decir RA = {o} (112.8) loego R = {o}.

Ya que A es de dimension finita, T{(A) también lo es, o sea que
es artiniana con radical cero y por la proposicion 11.5 T(A) es

una algebra semi -simple.

b) Si A es una cero-algebra entonces T(A) =K (H2.6) luego

T(A) es semi~simple, puesto que K es un cuerpo.

c) Supongamos ahora que A = B @ N donde B es semi-simple
y N una cero-algebra. Como T(A) =T(B) @ T(N), y por
los casos a) y b) anteriores T(B) y T(N) son semi-simples entonces

T{A) es semi-simple.
O

EXISTENCIA DEL RADICAL PARA ALGEBRAS NO ASOCIATIVAS

Si K es un cuerpo y A es una K -algebra no asociativa diferente
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de {0 } de dimension finita probaremos la existencia de su radical

bajo ciertas condiciones.

Sea T(A) el algebra definida en 11 2.5, R su radical, por Il 2.8
R es un ideal nilpotente y ademés RA es un ideal bilateral propio

de A,

Como T(A) es de dimension finita y tiene unidad por (111.2 (i))

T(A)/R es semi —simple.

Antes de continuar, observemos que paro todo endomorfismo
t: A —> A, t(RA) CRA, puesto que R es un idea! bilateral.
Por paso a los cocientes existe un Unico endomorfismo t de A/RA

tal que el siguiente diagramo conmuta :

t
A —> A

L

Al T ARaA

donde las flechas verticales son candnicas. Si consideramos &
$d : T(A) —> T(A/RA) es facil probar que ® es un homomor-
fismo sobreyectivo tal que Ker () = R. Luego T(A)/R es isomor-

fa a T(A/RA).
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.1

.12

Luego T(A/RA) es semi ~simple y camo ademas A/RA #- {0} y
es de dimensidn finita, por el teorema fundamental (11 2.9) se ve-

rifica alguna de las condiciones siguientes :

i) A/RA €s semi -simple, o
i) A/pa es una cero-algebra, o bien
iif) A/RA ©s una suma directa de un algebra semi -simple con una

cero-algebra .

Vamos a mostrar que el radical de A existe solamente para los casos

i)y iif).

Probemos ahora que si B es un ideal bilateral de A tal que Asg es

semi ~simple entonces RA CB,

En efecto sea e EEnd ¢ (A) tal que el = e y eA=8 (lema 1)
ysi G =eT(A) NT(A) por el lema S,T(A)/G = T(Ap), ¥
como A/B es semi -simple, por el teorema fundamental T(A/B) es
semi -simple luego T(A)/ también lo es, y por 11 2.3 el radical

R de T{A) es subconjunto de G (Il 2.3).

Por otro lado para todo t en G, et = t (lema 4) entonces para

todo r en R, er = r, esdecir R = eR y asi RA=eRAC e GACeA=8
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luego RAC B,

Asi pues si se da el numeral i) de Il 2.1) RA es el ideal bilateral
minimo entre los ideales bilaterales B tales que A/p es semi-simple.

Luego en este caso existe el radical de A y este es igual a RA.

Antes de considerar el numeral li) de Il 2.11 supongamos que se ve-
rifica el numeral iii), es decir A/RA = C@ N donde C es una

algebra semi-simple y N es una cero-algebra.

Si 8 A —> ARa = CO N es el homomarfismo candnico
entonces por paso a los cocientes, existe un Unico isomorfismo f

tal que el diagrama siguiente conmuta:

]
A > CON
! [
@qu)———~—>(C®NyNzc

donde las flechas verticales son candnicas.

Como C es semi -simple A/e—I(N es semi -simple y por 1l 2.12,

)
RA C ©7T(N). Y asi e-](N)/RAE N osea O H{N)=N @RA.

Denotemos a N @ RA por Ry y probemos que R, es el radical de
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A. Por el diagrama vimos que A/Ro es semi -simple. Si B es un
ideal bilateral tal que A/p es semi-simple, yo probamos que

RAC B y como Asg es semi ~simple es facil probar que Asg no
puede tener divisores absolutos de cero, luego necesariomente N C 8

luego R, = N @ RA C B.

Queda entonces probada la existencia del radical cuando se da el

numeral iii) de 112,11,

Consideremos el numeral ii) de 1l 2.11, es decir supongamos que
A/RA s una cero algebra, veamas que en este caso no se puede de-

finir el rodical.

En efecto si existiera un ideal bilateral 8 tal que A/g sea semi -
simple entonces como RA C B por el isomarfismo (A/RA)/(B/RA) EA/B
tendriomos que A/B tombién seria una cero-algebra lo que va en
contra de su semi -simplicidad. Luego en ii) no se puede definir el
radical de la forma Il 2.2. a

NOTA: Obsérvese que si A tiene unidad el caso ii) no se d&, pues

por 11 2.6, A/RA = {0} es decir A = RA, Absurdo!.
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CONCLUSIONES
A continuacion resumiremos rapidamente el trabajo que acabamos de hacer.

En el primer capitulo probamos que la definicion de radical de un anillo
cualquiera contiene (como era de esperar) todas las definiciones dadas en

los casos de anillos particulares,

En el segundo capltulo hemos visto que la definicion del radical de un al-
gebra asociativa cualquiera contiene a su vez la del radical de un anillo
cualquiera. Por otro lado, para estudiar el radical de las algebras no aso-
ciativas, tuvimos que concentrarnos en las algebras de dimensidn finita so-
bre un cuerpo. Vimos también, que la definicion de radical dada en este
caso coincide con la definicion del radical, del caso asociativo, siempre
que el algebra tuviese unidad y fuese de dimension finita (sobre un cuerpo).
Ademads probamos que si A es un algebra no asociativa de dimension finita
(sobre un cuerpo) para la cual existe un ideal B tal que A/p es semi-
simple, entonces su radical existe., Adn mds, en la nota 112,13, conclui-

mos que si el algebra tiene unidad, entonces su radical siempre existe.
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