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Introduccion.

La teoria de espacios uniformes fibra a fibra fue investigada y desarrollada en gran
parte por I. M. James en su libro “Fibrewise Topology ”[6], donde el autor presenta
los conceptos de la teoria clasica de espacios uniformes aplicados a los espacios uni-
formes fibra a fibra y a estos espacios los dota de su correspondiente topologia uniforme
fibra a fibra. La estructura uniforme fibra a fibra que poseen los espacios uniformes fi-
bra a fibra es una version fibrada de los espacios uniformes definidos en la Topologia
General, James describe los espacios uniformes fibra a fibra, en términos de entornos

que tienen un significado similar al que tienen en la teoria clasica de espacios uniformes.

Otros autores como Willard y Engelking en sus libros de topologia general [17] y [2]
respectivamente, presentan otra manera de definir estructuras uniformes no solo desde
la perspectiva de entornos, sino bajo el concepto de cubrimiento uniforme y aquellas

estructuras se conocen como uniformidades definidas por cubrimientos.

En el articulo “Fibrewise covering uniformities and completions” de los autores Y.
Konami y T. Miwa [7], se presenta la version fibrada de uniformidades definidas por
cubrimientos algo no visto en [6] para definir una uniformidad por cubrimientos fibra a
fibra. Los autores presentan el concepto de par conjugado de cubrimientos y lo adaptan

a la teoria de espacios semi-uniformes y espacios uniformes generalizados presentada



en el libro de Morita [10]. Konami y Miwa presentan esta nueva adaptacién como es-
tructura semi-uniforme fibra a fibra y estructura uniforme generalizada fibra a fibra
creando los espacios semi-uniformes fibra a fibra y los espacios generalizados uniformes
fibra a fibra. En los espacios generalizados uniformes fibra a fibra se definen conceptos
como b-filtro de Cauchy, b-filtro estrictamente de Cauchy, b-filtro estrella, b-filtro es-
trella débil y este ultimo se utiliza para definir un espacio completo fibra a fibra y el

completado fibra a fibra.

El propédsito de este trabajo es estudiar el articulo “Fibrewise covering uniformities and
completions” [7], para mostrar la equivalencia entre las topologias generadas por una
uniformidad definida por cubrimientos fibra a fibra y por la estructura uniforme fibra
a fibra €2, que serd vista en el capitulo 2 de este trabajo. También mostraremos una

manera de construir el completado fibra a fibra de un espacio g-uniforme fibra a fibra.

En el primer capitulo se recopilan conceptos, propiedades y algunos teoremas de la
teoria clasica de espacios uniformes, como también algunos ejemplos que serviran de
apoyo o de base para continuar con el estudio de los siguientes capitulos. También se
recopilan conceptos, propiedades, teoremas y algunos ejemplos de la teoria de espacios

fibrados y de espacios uniformes fibra a fibra citados en [6].

En el segundo capitulo, se presenta el concepto de par conjugado de cubrimientos para
definir la uniformidad por cubrimientos fibra a fibra y la topologia generada por esta
uniformidad. En este capitulo mostraremos la equivalencia entre la topologia generada
por una uniformidad definida por cubrimientos fibra a fibra y la topologia generada

por una estructura uniforme fibra a fibra.

En el tercer capitulo, se definen semi-uniformidad fibra a fibra, uniformidad genera-



lizada fibra a fibra, la topologia asociada a una g-uniformidad fibra a fibra y se describe
el interior de un conjunto de un espacio uniforme generalizado fibra a fibra. También

mostraremos algunos resultados derivados de estas definiciones.

El cuarto y ultimo capitulo esta dedicado a mostrar una construccién del completado
fibra a fibra de un espacio g-uniforme fibra a fibra. Para ello definiremos las versiones
fibradas de conceptos como b-filtro de Cauchy, b-filtro de Cauchy minimal, b-filtro
estrictamente de Cauchy, b-filtro estrella, b-filtro estrella débil, espacio completo fibra
a fibra presentados en [I0]. También mostraremos algunas consecuencias como lemas

y proposiciones derivadas de los anteriores conceptos.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo haremos una recopilacion de definiciones basicas y de algunos ejemplos
que las ilustran.

Comenzaremos por conceptos de la topologia general como uniformidad diagonal, espa-
cios uniformes, topologia uniforme, funciones uniformemente continuas, cubrimientos
uniformes, hasta llegar a los conceptos de la topologia fibrada, como conjunto fibrado
sobre un conjunto base, topologia fibrada, estructura uniforme fibrada, espacios uni-
formes fibrados, topologia uniforme fibrada y funcién uniformemente continua fibra
a fibra. Realizamos esta recopilacion con el fin de estudiar en el segundo capitulo la

construcciéon de una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra.

1.1. Uniformidad diagonal.

Definicién 1.1 (Uniformidad diagonal). Una uniformidad diagonal sobre un conjunto

X (o simplemente una uniformidad sobre X) es un filtro ® sobre X x X que cumple:
a) Si D € ® entonces A C D, donde A es la diagonal sobre X x X.
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b) Para cada D € © existe £ € © tal que Fo E C D.
Aqui se tiene que UoV ={(z,y) e X x X |z € X; (z,2) e VA(z,y) € U}.

c) Si D €D, entonces D™ € D.

La pareja (X, D) recibe el nombre de espacio uniforme y los elementos de ® se llaman

entornos.

Proposicién 1.1. Las condiciones b) y ¢) de la definicion 1.1 son equivalentes a la

tnica condicién: Si D € ® entonces Eo E~' C D, para algin £ € D.

Demostracion. (=)

Supéngase que b) y ¢) son ciertas, entonces dado D € ©, E; o B} C D para algin
E, € ®. Tomamos E = E, N E; Y ya que © es un filtro sobre X x X, E € D y se
tiene que Fo E-' = FEoFE C EyoE, C D.

(<)

Para la condicién (b). Si F = ENE ! con E € D, entonces F' € D y ademds

F =F~'€®. Por hipétesis tenemos que F'o F C D y asf se cumple la condicién (b)
de la Definicion 1.1.

Para la condicién (c). Sea F = E N E~!. Se tiene que F C FoF C Fo E™' C D,
entonces F'=F~ ' c D™l asi D™' € D. O

Definicién 1.2 (Sistema fundamental de entornos). Un sistema fundamental de en-
tornos de una uniformidad ® sobre X, es cualquier subcoleccion £ de ® tal que para

cada D € ® existe F € £ tal que £ C D.

Ejemplo. Si © es una uniformidad sobre X, entonces la coleccién de los entornos

simétricos (D = D™!) de D es un sistema fundamental de entornos.

Proposicion 1.2. Una coleccion £ de subconjuntos de X x X es un sistema fundamen-
tal de entornos de una uniformidad sobre X, si y solamente si £ satisface los siquientes

ariomas:
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SFE1. Para cada Fy, Ey € & existe E3 € £ tal que B3 C E1 N Ej.
SFE2. Si E € £ entonces A C F.
SFES3. Para cada E € € eviste E' € € tal que E' o E' C FE.

SFE4. Para cada E € & existe E' € € tal que ' C E~L.

Demostracion. (=)

SFE1. Sean Ey, Es € &£, Ey, Fs € ®, donde © es la uniformidad sobre X generada
por £. Entonces E1 N Ey, € D y existe F3 € € tal que E3 C E1 N Es.

SFE2. Si F € £ entonces E € asi A C E.

SFE3. Sea E € &£ entonces E € ©, y por la condicién b) de la definicién 1.1, existe
D e® talque DoD C E, existe ademas E' € Etalque B/ C D asi E'oFE’ C E.

SFE4. Sea E € £ luego E € ®.Por la condicién ¢) de la definicién 1.1, E~' € ©.Ya
que &£ es un sistema fundamental de entornos de una uniformidad sobre X,

existe ' € £ tal que £’ C E~L.

(<)
Sea £ una colecciéon de subconjuntos de X x X que satisface SFE1, SFE2 SFE3 y
SFE4. Sea ® la coleccion de todos los superconjuntos de elementos de £. Claramente

® es una uniformidad sobre X y £ es un sistema fundamental de entornos de ©. [
Ejemplos 1. Para ilustrar la proposicién anterior tenemos los siguientes ejemplos.
1. Sea X un conjunto no vacio. La coleccion ® = {U € X x X | A C U} es una

uniformidad sobre X llamada uniformidad discreta y la subcoleccion € = {A} es

un sistema fundamental de entornos de esta uniformidad.
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2. Sea X # 0, la coleccion © = {X x X} es una uniformidad sobre X llamada la

uniformidad trivial.

3. Para cada € > 0 sea D, = {(z,y) € R? | |z — y| < €}. La coleccién & de todos los
conjuntos D, € > 0 es un sistema fundamental de entornos para una uniformidad
sobre R, conocida como la uniformidad usual sobre R.

En efecto £ es un sistema fundamental de entornos para una uniformidad sobre

R.

SFE1. Sean D., Ds € £ con 0 < ¢ < € y consideremos v = %, entonces D., € £
y ademas D, C D.N Ds.

SFE2. A C D,, para todo € > 0.

SFE3. Sea D, € & existe § = 5 > 0 tal que Ds € &y Dso Ds C D..

SFE4. Sea D, € & existe D, = D! € € tal que D. C D!,

4. En general cualquier métrica p sobre un conjunto M genera una uniformidad
®, sobre M, que tiene como sistema fundamental de entornos la colecciéon de

subconjuntos

D = {(x.y) € M x M| pla,y) < €}, € >0,

Aquellas uniformidades ©, generadas por una métrica p se llaman uniformidades

metrizables.

5. Para cada a € R, sea &€ = {D, C R?*} donde a € Ry D, = AU {(z,y) |
x > a,y > a}. Entonces £ es un sistema fundamental de entornos para una
uniformidad sobre R.

En efecto & satisface las condiciones de la Proposicion 1.2.

SFE1. Sean D,, D, € £ con a,b € R.Si b < a entonces D, N D, = D,, si
a < b entonces D, N D, = Dy. Consideremos ¢ = max{a,b} entonces

D. C D, N Dy.

SFE2. A C D,, para cada a € R.
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SFE3. Sea D, € £, a € R existe D, € &€ tal que D, o D, C D,. En efecto,
si tomamos (z,y) € D, o D, entonces existe z € R tal que (z,2) € D,
y (2,y) € D, es decir x,z > a; z,y > a luego z,y > a asi tenemos

(z,y) € Da.

SFE4. Sea D, € €, a € R, existe D;' = D, € £ tal que D, C D; .
Definicién 1.3. Dados z € X, D € ®©, definimos D[z] ={y € X | (z,y) € D}.

Observacion 1. x € D[z| porque (z,x) € A C D, Vx € X.

Observacion 2. Si AC X, D[A] = | D[z] ={y € X | (z,y) € D para algin z € A}.

T€A

1.2. Topologia uniforme.

En esta secciéon definiremos la topologia uniforme asociada a entornos o a una uni-
formidad diagonal, ademas se daran algunos ejemplos basicos de espacios que poseen

dicha estructura.

Teorema 1.1. Para cada v € X, la coleccion V(x) = {D|z] | D € ®} forma un sis-
tema de vencindades en x € X, haciendo de X un espacio topolégico. 81 £ C D es un
sistema fundamental de entornos, la coleccion V(x) = {E[z] | E € £} genera la misma

topologia para X .

Demostracion. La coleccién V(x) debe satisfacer las condiciones de una coleccién de

vencindades. La topologia generada por ® es 79 = {A C X | (Va € A)(A € V(2))}.

(V1) Sean z € X, D € ® y D[x] C M. Consideremos el conjunto £ = D U {(x,y) |
ye M}, E €Dy veamos que E[z] = M.
En efecto, sea y € E[z] entonces (z,y) € E luego (z,y) € D oy € M.Si
(x,y) € D,y € D[z] C M, entonces Elx] C M.Siy € M, (z,y) € E, luego
y € Elz], asi M C E|x].
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(V2) Sean Dy[x], Dylx] € V(x), Dy, Dy € D entonces D; N Dy € D.

(DiNDy)[x] ={y € X | (z,y) € Dy N Dy}
={y € X | (z,y) € D1 A (z,y) € Do}
={y e X |y e Di[z] Ny € Dy[z]}

(V3) Sea D[z| € V(x), x € D]x] por la Observacién 1.

(V4) Dado D[z] € V(x) con D € D, existe £ € © tal que Eo E C D. Sea z € E[z], si
y € E|z] se tiene que E[z] C D[x].

Si € es un sistema fundamental de entornos para una uniformidad sobre X es claro que

V(z) = {Fz] | E € £} es un sistema fundamental de vencindades para = € X. O

Definicién 1.4 (Topologia uniforme). La topologia asociada con la uniformidad dia-
gonal ® es la topologia uniforme 79 generada por ©. Si (X, 7) es un espacio topolégico
y T = Tp para alguna uniformidad ® sobre X, entonces X es un espacio topoldgico

uniforme o uniformizable.
Ejemplos 2. Espacios topoldgicos uniformes o uniformizables.
1. La topologia generada por la coleccién de elementos D.[x], € > 0 coincide con la

topologia usual sobre R (intervalos abiertos), luego R es un espacio topolégico

uniformizable.

2. En General D?[z] = {y | (z,y) € D} ={y | p(x,y) < €} con p una métrica sobre

M. Entonces M es un espacio topoldgico uniformizable.

3. La uniformidad discreta sobre un conjunto X con base &€ = {A}, genera la

topologia discreta.
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4. La uniformidad trivial sobre un conjunto X genera la topologia trivial.

5. D, = AU{(x,y) | x> a, y>a} para a € R, es un sistema fundamental de
entornos para una uniformidad ® sobre R.
Dado cualquier z € R, si x < a entonces D,[x] = {z}. Entonces © también

genera la topologia discreta sobre R.

Nota 1. Los Ejemplos 2. numerales 3. y 5. con X = R, muestran que uniformidades

diferentes pueden generar la misma topologia.

Definicién 1.5 (Funcién uniformemente continua). Sean X, Y espacios topolégicos
uniformes, con uniformidades diagonales ® y &£ respectivamente.
Una funcién f : (X,79) — (Y,7¢) es uniformemente continua si y solo si para cada

E € &, existe D € © tal que

(x,y) € D= (f(z), f(y)) € E, es decir

y € Dzl = fly) € E(f(x)).

Si f es biyectiva y f, f~! son uniformemente continuas entonces f es un isomorfismo
uniforme, es decir X, Y son isomorfos uniformemente. Se obtienen definiciones equi-

valentes si se utilizan sistemas fundamentales de entornos para ® y £.

Teorema 1.2. Cada funcion uniformemente continua es continua.

Demostracion. Supongamos que f : (X, 79) — (Y, 7¢) es uniformemente continua.
Dados z € X y E[f(z)] € V(f(x)), entonces existe D € © tal que y € D[z]| implica
f(y) € E[f(x)], entonces y € f~ (E[f(x)]) asi se tiene,

Dlz] C [~ (E[f(2)])

Luego f es continua en z. Como hemos tomado un x € X arbitrario, entonces f es

continua. O
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Ejemplos 3. Funcién uniformemente continua y no uniformemente continua.

1. Sean (M,p) y (N,o) dos espacios métricos y f : M — N una funcién uni-
formemente continua. Como M y N son espacios topolégicos uniformizables, es
decir sus topologias métricas coinciden con la topologia generada por sus co-
rrespondientes uniformidades, la nocién de continuidad uniforme de una funcién

f M — N se expresa de la siguiente manera: Para cada ¢ > 0 existe 0 > 0 tal

que si p(x,y) < §, entonces o(f(x), f(y)) < e.

2. Sea f : (X,m9) — (Y, 7¢), donde © es la uniformidad discreta sobre X y & es
una uniformidad sobre Y, entonces f es uniformemente continua. Veamos.
Dado F € £, tomamos como sistema fundamental de entornos de una uniformidad
discreta a ® = {A} C X x X, luego Alz] = {z}, = € Alz] implica que
f(z) € Alf(x)] € E[f(x)].

3. La funcién

(R, T@) — (R, T@)

r = flx) = 2?

con ® la uniformidad usual sobre R, es continua pero no uniformemente conti-
nua. Verifiquemos.

Dado e =1,

Ev={(f(x), f(y)) € R* | [f(x) = f(y)| < 1}
= {(f(@), f(v)) € R? | |2* = y*| < 1}

Para cada § > 0, sean « = + + 2, y = } entonces (z,y) € D;, pero (22,y?) ¢ Ej.
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1.3. Cubrimientos uniformes.

Introduciremos otra manera de presentar espacios uniformes mediante el concepto de

cubrimiento uniforme y algunas de sus propiedades béasicas.

Definicién 1.6 (Cubrimiento uniforme). Un cubrimiento U de un espacio uniforme
(X,®) es un cubrimiento uniforme si éste estd refinado por el cubrimiento de la forma
Up = {D[z] | z € X}, para algin D € ©. Es decir, para cada D[z] € Up, existe U € U
tal que D[z] C U.Si Up refina a U escribimos Up < U.

Definicién 1.7 (La estrella de A C X con respecto a U). Si U es un cubrimiento de

X y AC X, la estrella de A con respecto a U es el conjunto
StAU) = {U eu | AnU +0}.

Definicién 1.8 (Refinamiento estrella). Decimos que un cubrimiento U es un refi-
namiento estrella de un cubrimiento V si para cada U € U, existe V € V tal que
St(U,U) C V, es decir {St(U,U) | U € U} < V. Con U* < V indicamos que U es un

refinamiento estrella de V.

Teorema 1.3. La coleccion p = {U | Ues un cubrimiento uniforme de (X,)} tiene

las propiedades siguientes.

a) Sily, Us € p, entonces Uy < Uy y U5 < Us para algin Us € p.

b) Sid <U yU € p, entonces U € pu.

Reciprocamente, dada cualquier familia p de cubrimientos de un conjunto X que satis-
face las condiciones a) y b), la coleccion de todos los conjuntos Dy = | J{U x U | U € U}
donde U € p es un sistema fundamental de entornos para una uniformidad sobre X,

cuyos cubrimientos uniformes son precisamente los elementos de .

Demostracion. (=)
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a) Sealls =Uy AUy = {UNUy | Uy € Uy, Uy € Us}. Se probard que Us € py Us < Uy,
Ui < Us.
Por nuestra hipdtesis Up, < Uy y Up, < Us, para algunos D, Dy € D, entonces
existe D3 = D1 N Dy tal que Ds3[x] C D;[x] vy D3[x] C Ds[x]. Como Di[x] C Uy y
Dsx] C Uy, entonces Ds[z] C Uy y Dslx] C Us, asi Dslz] C Uy N Uy = Us. Tenemos
que Us = Uy AUy < Uy y Us = Uy AUy < Us, ademés St (Us,Us) C Uy, St (Us,Us) C
Us luego U; < Uy y Us < Us.

b) SiU<U yU € p, existe D € D tal que Up < U entonces Up < U’ luego U’ € p.

(<)
Sea 1 una coleccién de cubrimientos de un conjunto X que satisface las propiedades a)

y b). La coleccion € = {Dy, | U € p} debe satisfacer las condiciones de la Proposicién

1.2.

SFE1. Dados Dy, Dy, € € con Uy, Uy € i, por hipotesis existe Us € p tal que Uy < U
v Uy < Uy, es decir St (Us,Us) C Uy y St (Us,Us) C Uy para Uy € Uy, Uy € Us
y Us € Us, entonces St (Us,Us) C Uy N Us.
Luego St (Us,Us) x St (Us,Us) C Uy NUy; x Uy N Uy, como Uz x Uz C
St (Us,Us) x St (Us,Us) C Uy x Uy NUsy x Uy, entonces Dy, C Dy, N Dyy,.

SFE2. Sean Dy € &, (z,z) € A. Como U € pu, para cada = € X existe U € U tal que

z € U, luego (z,z) € U x U asi (z,x) € D,.
SFE3. Sea Dy € £, U € p. Existe D ={U x U}, U €U, tal que Do D C D,,.

SFE4. Sea Dy € &, U € p. Existe D, = D" € € tal que D, C D"

Asi € = {D, | U € pu} es un sistema fundamental de entornos para una uniformidad

sobre X, los cubrimientos uniformes de X son precisamente los elementos de p. O
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Teorema 1.4 (Funcién Uniformemente Continua). Sean X eY espacios uniformes. Una
funcion f : X =Y es uniformemente continua si y solo si para cada cubrimiento uni-
forme Uy de Y, existe un cubrimiento uniforme Uy de X tal que f(Uy) < Uy, donde
fUo) ={f(U)|U € Up}.

(Es decir f es uniformemente continua si y solo si para cada cubrimiento uniforme U
deY, f=1(U) es un cubrimiento uniforme de X . Funciones uniformemente continuas

preservan cubrimientos uniformes).

Demostracion. (=)

Sea U; un cubrimiento uniforme de (Y, €), existe E € & tal que Ug < U;. Como f es
uniformemente continua, para F € £ existe D € © tal que si y € D[z] entonces f(y) €
E[f(z)]. Luego existe el cubrimiento uniforme Up de (X, D) tal que f(Up) < Ur < U;.
(<)

Sea E € &, entonces Ug es un cubrimiento uniforme de (Y, &), por el Teorema 1.3
Dy, C E. Por hipétesis existe un cubrimiento uniforme Uy de (X, D) tal que f(Uy) <
Ug. Por el Teorema 1.3.; existe Dy, € D tal que si (z,y) € Dy, existe Uy € Uy que
cumnple que (z,y) € Uy x Uy, (£(2), £(5)) € F(Us) X F(Us), (f(x), F(»)) € El2] x B2
para algin z € Y, entonces (f(x), f(y)) € E. ]

1.4. Espacio topoldgico fibrado.

En esta seccién se enunciaran algunas de las principales definiciones como también
algunos resultados de la topologia fibrada o topologia fibra a fibra, para entrar en
contexto con el estudio de los espacios uniformes fibrados. Estos resultados se pueden

consultar en James [6].

Definicién 1.9 (Conjunto fibrado X sobre un conjunto base B). Un conjunto fibrado

sobre un conjunto base B (resp. espacio topoldgico) es un par (X,p) donde X es un
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conjunto (resp. Espacio topolégico) y p: X — B una funcién (resp. continua) llamada

proyecccion que no es necesariamente sobreyectiva.

Xfr

P

Conjunto fibrado

Definicién 1.10 (Fibra sobre b). Dado b € B, la fibra sobre b es el subconjunto

X, =p 1(b) C X. X, puede ser vacia, porque p no necesariamente es sobreyectiva.

Si W C B entonces se define Xy = p~}(W) C X.

Ejemplos 4. Conjuntos fibrados.

1. B es un conjunto fibrado sobre si mismo, con la funcién identica como proyeccién

y dado b € B la fibra sobre B es B, = {b}.

2. Bx T con T # () es un conjunto fibrado sobre B, con la primera proyecccién

m:BxT—By (BxT),={(bt)|teT}.

3. Si (X,p) es un conjunto fibrado sobre B y si B' C B, Xp = p'(B’) es un

conjunto fibrado sobre B’ con la proyeccién restringida a p~*(B’).

Definiciéon 1.11. Sean X un conjunto fibrado sobre B y X’ cualquier conjunto, si
a: X' — X es una funcién, entonces la funcién p o o : X’ — B es una proyeccion que
hace de X’ un espacio fibrado sobre B.

En particular si X’ C X entonces la restriccion p |x: X’ — B es una proyeccion, que

hace de X’ un conjunto fibrado sobre B.
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Definicién 1.12 (Funcién fibrada). Sean (X, p) y (Y, q) dos conjuntos fibrados sobre
B, con p y q proyecciones de X e Y respectivamente, una funcion ¢ : X — Y es fibrada

si satisface que p = q o ¢.

¢

o¢\BA

X Y
p=q

Definicién 1.13 (Topologia fibrada). Sea B un espacio topoldgico, X un conjun-
to fibrado sobre B, una topologia fibrada sobre un conjunto fibrado X, es cualquier

topologia sobre X tal que la proyeccion p : X — B es continua.

Definicién 1.14 (Espacio topoldgico fibrado o ETF). Un espacio topoldgico fibrado

sobre un espacio topolégico B es un conjunto fibrado X con una topologia fibrada.
Ejemplos 5. Espacios topologicos fibrados.
1. Si X es un espacio topoldgico discreto, B un espacio topoldgico cualquiera y

p: X — B una funcién, entonces p es continua. Luego X es un espacio topoldgico

fibrado o ETF.

2. En general cualquier funcién continua p entre los espacios topolégicos X y

B convierte automaéaticamente a X en un ETF.

3. B es un espacio topoldgico fibrado sobre el mismo, con la identidad como proyec-

cion.

4. El producto B x T con T espacio topoldgico, es un espacio topoldgico fibrado con

la primera proyeccion .
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1.5. Espacios uniformes fibrados.

En esta seccion se definiran algunos conceptos y caracteristicas fundamentales de los
espacios uniformes que son conjuntos fibrados. De forma andloga a la Definicién de

uniformidad diagonal obtenemos.

Definicién 1.15 (Estructura Uniforme Fibrada). Sea B un espacio topoldgico y sea
X un conjunto fibrado sobre B, una estructura uniforme fibrada es un filtro €2 sobre

X x X que cumple las siguientes condiciones.

(C1) Si D € Q entonces A C D.

Al conjunto D se le llama entorno.

(C2) Si D € Q entonces para cada b € B, existen W € V(b) y un entorno E € () tal
que X% NE C D', donde X3, = Xy x Xy

(C3) Si D € Q2 entonces para cada b € B, existen W € V(b) y un entorno E € () tal
que (X2 NE)o (X3 NE)CD.
Nota 2. El entorno E depende del entorno D escogido y del elemento b € B.

Definicién 1.16 (Espacio Uniforme Fibrado). Un conjunto fibrado X sobre un espacio
topoldégico B que posea una estructura uniforme fibrada es un espacio uniforme fibrado

que se denota por (X, p, ) o simplemente (X, 2).

Las siguientes observaciones relacionan un espacio uniforme fibrado (X,€2) con un

espacio uniforme (X, D) y viceversa.

Observacion 3. Un espacio uniforme fibrado (X, ) sobre un punto B = {b} es un

espacio uniforme.

2 es un filtro sobre X x X, solo resta verificar condiciones a),b) y ¢) de la definicién

1.1.

23



a) Se cumple por (C1).
b) Sea D € Q yseabe B = {b}, existen W =B € V(b) y E € Q tales que
(X;NE)o(X3NE)CD.
(X’NE)o(X?’NE)CD.
EoE CD.

c) Sea D € Qyseabe B={b}, luego existen W = B € V(b) y FE €  tales que

X;NECD™

EcD'=D'eq.

Observacion 4. Cada estructura uniforme ® sobre X x X es también una estructura

uniforme fibrada.

® es un filtro por la Definicién 1.1. Ahora verificaremos que 2 satisface las condiciones

de la Definicion 1.16.

(C1) Se cumple por condicién a).

(C2) Sea D € Dyseab € B por hip6tesis de la proposicién 1.1 se tiene que FoE~! C D
para algiin E € Dy existe W = B tal que X3 N E C D.

(C3) Sea D € Dy seab e B, entonces existen W = B € V(b), E € D tal que

EoE CD.

(X;NE)o(X3NE)CD.

Ejemplos 6. A continuacién veremos ejemplos sencillos de esta ultima observacion.

1.Si® ={Xx X}, D=XxX, X # 0 es la estructura uniforme indiscreta
es tambien una estructura uniforme fibrada, conocida como estructura uniforme

indiscreta fibrada.
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2. B es un espacio uniforme fibrado sobre él mismo con 2 = {B x B} estructura

uniforme indiscreta fibrada.

3. El producto BxT con (T, ) un espacio uniforme, es tambien un espacio uniforme
fibrado. La estructura {B x B} x T sobre B x T, es una estructura uniforme

fibrada.

4. Si X es un espacio uniforme fibrado sobre B, entonces Xp/ es uniforme fibrado

sobre B’, para B’ subespacio de B.

Definicién 1.17 (Funcién uniformemente continua fibra a fibra). Sea ¢ : X — Y una
funcién fibrada, X, Y espacios uniformes fibrados sobre B. Entonces ¢ es uniforme-
mente continua fibra a fibra si para cada entorno E de Y y cada punto b € B, existen

W € V(b) y un entorno D de X tal que X3, N D C ¢ %(E), donde X3, = Xy X Xy y
¢ 2(E) = (¢ x ¢)"H(E).

Observacion 5. Una funcién fibrada ¢ : X — Y es uniformemente continua fibra a

fibra, si Y posee la estructura uniforme indiscreta fibrada 2y = {Y x Y'}.

En efecto. Sea 2x estructura uniforme fibrada sobre X x X y sea {2y estructura uni-
forme indiscreta fibrada. Dados E € Qy, E =Y XY yb e B, ¢~ 2(E) = (¢x¢) (Y xY) =
X X X, luego para cada W € V(b) y cada D € Qx se cumple X3, N D C X x X.

Observacion 6. Los espacios uniformes fibrados forman una categoria.
Objetos: Espacios uniformes fibrados.
Morfismos: Funciones fibradas uniformemente continuas fibra a fibra.

Composicién: Usual.

1.6. Topologia uniforme fibra a fibra.

Hemos visto que una estructura uniforme fibrada genera un espacio uniforme fibrado

sin que el espacio uniforme fibrado este dotado de una topologia en particular. Ahora
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veremos como cada estructura uniforme fibrada determina una topologia fibrada sobre

el mismo conjunto fibrado. Es decir.

Definicién 1.18. Sea (X, Q2x) un espacio uniforme fibrado, considérese para cada x €
Xy y cada b € B la coleccion V(z) = {D[z] ¢ X | D € Qx}, donde
D[z] = {y € X | (z,y) € D}, D[z] € V() es una vencindad de x uniforme fibra-
da.

Para cada x € X, y cada b € B definimos:
I(z) ={XwnND[z] | WeV(b),Dz] € V(x)}

La coleccién I'(x) es un sistema de vencindades fibradas en X, dotando al conjunto
fibrado X de una topologia llamada topologia uniforme fibrada o fibra a fibra la que

se describe asi:

m={ACXw|(VyeAd), AcT(y)}.

Proposicion 1.3. Si ¢ : X — Y es una funcion uniformemente continua fibra a fibra

sobre B, entonces ¢ es continua en la topologia uniforme fibrada.

Demostracion. Sea E[¢(x)] € F[¢(z)] una vencindad de ¢(x) en Y porque Yy N
El¢p(x)] C El¢p(x)], debido que = € X, y b € B, entonces ¢(z) € Y, y dado que
¢ es uniformemente continua fibra a fibra, existen W € V(b) y D € Qx tal que
X% ND C ¢ 2(E). Luego si (z,z) € X& N D entonces (z,2) € (¢ x ¢)"Y(E), es decir
(9(), ¢(2)) € E.

Ahorasi z € XywND[z] € T'[z], ¢(2) € YwNE[p(x)] € F[p(x)] entonces ¢(z) € E[p(z)]
luego = € 6 (E[4()]).

Por tanto Xy N D[x] C ¢~ 1(E[p(x)]) luego ¢ es continua en la topologia uniforme
fibrada. O
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Capitulo 2

Topologia por cubrimientos fibra a

fibra Vs Topologia uniforme fibra a

fibra.

Introduciremos conceptos fundamentales para la construcciéon de una uniformidad por
cubrimientos fibra a fibra a partir de un espacio uniforme fibrado o una estructura
uniforme fibra a fibra. También daremos una construccién de una estructura uniforme
fibra a fibra (espacio uniforme fibrado) a partir de una uniformidad por cubrimientos

fibra a fibra (espacio uniforme por cubrimientos fibra a fibra).

Lo anterior con la finalidad de producir topologias equivalentes entre una estructura
y otra, es decir que las topologias entre un espacio uniforme fibrado y un espacio
uniforme por cubrimientos fibra a fibra, construido éste a partir de una estructura
uniforme fibrada, son equivalentes. Como también serdn equivalentes la topologia de
un espacio uniforme por cubrimientos fibra a fibra y la topologia de un espacio uniforme

fibrado, construido éste a partir de una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra.
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2.1. Uniformidad por cubrimientos fibra a fibra.

En esta secciéon se construird un sistema de pares conjugados en un espacio uniforme

fibrado, dicho sistema serd una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra.

Definicién 2.1 (Par conjugado de cubrimientos). Sea X un conjunto,
={Us, | « € A}, U = {U] | a« € A} dos cubrimientos de X con igual conjun-
to de indices A, entonces el par (U,U’) es un par conjugado de cubrimientos de un

conjunto X, si (U,U’) satisface: Para cada = € X existe a € A tal que x € U, N U..

Nota 3. (U,U’) € (U,U") pertenece a un par conjugado de cubrimientos si y solamente

si existen o € A tal que (U, U’) = (U,, U)).

Ejemplos 7. Presentamos algunos pares conjugados de cubrimientos.

1. Sea el conjunto X = (0,1) y sean los cubrimientos del conjunto X
U={0,1-D) e yU = {(3 — 75, 1) }n>2, n € N—{1}. No es dificil ver que

(U,U") es un par conjugado de cubrimientos de X.

2 X =R U ={(—n,n)}, U = {(—n + 2,n + 1)} entonces (U,U’) es un par

conjugado de cubrimientos de R

Definicién 2.2 (Refinamiento de pares conjugados de cubrimientos). Sean X, Y dos
conjuntos, ¥ C X y sean (U,U') y (V,V’) pares conjugados de cubrimientos
de X e Y respectivamente, con U = {U, | o € A}, U = {U, | o« € A},
V={Vs|BeT} V ={Vi| B €T} Sedice que (V,V’) es un refinamiento de
(U, U") (notamos (V, V') < (U,U")), si para cada § € T existe o € A tal que V3 C U,
y Vg C U,

Ejemplo. Consideremos el espacio X y los cubrimientos U y U’ de X de los ejemplos

7 item 1, sea Y = (0,1] C X y sean los cubrimientos de Y V = {(0,3 — n%l)}nﬂ y

n+1 n+2’ 2

que V, c U, y V! cU.

={5--%5 }}n>2, observamos que para cada n > 2, existe m(n) = n + 1 tal
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Definicién 2.3 (Refinamiento estrella de pares conjugados de cubrimientos). Sean
los conjuntos X, Y, Acon A CY C X y sean (U,U"), (V,V’) pares conjugados de

cubrimientos de X e Y respectivamente y sean las colecciones de conjuntos
SHAV) = {VaeVIViNA#£0} y

SHA V) = {Vie V' | VanA# 0}

Entonces (V,V’) es un refinamiento estrella de (U, U’) (notacién (V,V')* < (U,U")) si
para cada (V, V') € (V, V') existe (U,U’) € (U,U’) tal que SV, V) U St(V', V') cUNU".

Definicién 2.4 (Restriccion de (U,U’) a A C X). Dados (U,U") un par conjugado
de cubrimientos de X y A C X, la restriccién de (U,U’) a A es el par conjugado de

cubrimientos de A
U)a = ({Uan Al a € AL {ULNAa € A)).

Definicién 2.5. Para cada (U,U’) par conjugado de cubrimientos de X, definimos el

cubrimiento de X

ULU ={UnU | (UU) e UU)}.

Antes de definir una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra definimos lo siguiente.
uw = Familia no vacia de pares conjugados de cubrimientos de Xy, donde W € 71p
abierto en B.

{pw }werp = Sistema de pares conjugados de cubrimientos de { Xy }werp-

Definicién 2.6 (Uniformidad por cubrimientos fibra a fibra o espacio uniforme por
cubrimientos fibra a fibra). Sea X un conjunto fibrado sobre B,
p = {puw} un sistema de pares conjugados de cubrimientos de {Xy }. Se dice que
el sistema p = {pw} es una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra o que el
par (X, ) es un espacio uniforme por cubrimientos fibra a fibra, si se satisfacen las

siguientes condiciones:

29



(1) Si (U,U'") es un par conjugado de cubrimientos de Xy y si existe (V, V') € uy tal
que (V, V') < (U,U"), entonces (U,U') € pw.

(2) Para cada (U;,U]) € pw, i = 1,2, existe (Us,U}) € puw tal que (Us, U5) < (U, U]),
i=1,2.

(3) Para cada (U,U") € uw y b € W, existen W' € V(b) y (V,V') € uw tales que
W' Cc Wy (V,V’) es un refinamiento estrella de (U,U").

(4) Para cada (U,U") € uw y b € W, existen W' € V(b) y (V,V') € uy tales que
W' C Wy (V,V) < U,U).

(5) Para W' C W se tiene que pws D pw |x,, donde uw |x,,= {U,U) |x,.|
(u’ul) S :uW}

A partir de la definicién anterior, se construird un sistema de pares conjugados de
cubrimientos de {Xw }wer, notado por w(Q2) en el espacio uniforme fibrado (X, Q) de
tal manera que p(§2) sea una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra.

Dado (X, ) un espacio uniforme fibrado, construiremos un sistema de pares conjugados
de cubrimientos de {Xw }werg, 1(2) = {u(Q)w}.

Para cada D € Q2 y cada W € 15 definimos

UDW)={D 2] N Xw |2 € Xw} v
U(D,W)={D[x]NXw | z € Xw}.

Entonces el par (U(D,W),U'(D,W)) es un par conjugado por cubrimientos de Xy,
veamoslo.

Sea x € Xy, p(z) € W, como D € Q se tiene que D D A, es decir ¢ € D[z] N Xy y
z € D7Mz] N Xy, luego = € (D[z] N Xw) N (D~ z] N Xy).

Nota 4. Sea u(Q2)w la familia de todos los pares conjugados (U, U") de cubrimientos de
Xw tal que existe D € , que cumple (U(D, W), U'(D,W)) < (U,U").
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Proposicién 2.1. Sea (X,Q) un espacio uniforme fibra a fibra entonces el sistema

w(Q) = {u(Q)w} construido en la pdgina anterior es una uniformidad por cubrimientos

fibra a fibra.

Demostracion. Se probaran las condiciones de la Definicion 2.6.

(1) Sea (U,U’) un par conjugado de cubrimientos de Xy, por nota 4 existe D € ) tal
que U(D, W),W/(D, W) < U,U'), ncgo U, U) € p(Q)-

(2) Sean (U, U]), (Us,US) € n(Q)w tal que existen Dy, Dy € Q) tales que

(U(Dl’W)vul<D17W)) < (ulvu{) y
(U(Ds, W), U (Do, W) < (Un, UL

Como 2 es un filtro, existe D3 = D1 N Dy € Q, W € 1
(U(D3, W), U' (D3, W)) < U(Dy, W), U' (D, W)) y

(U(D3, W), U (D3, W)) < U(Da, W),U'(Ds, W)).

(3) Sean (U(D,W),U'(D,W)) € u(Qw, b € Wy W € 75, ya que D € Q existe
W' € V(b) vencindad abierta de b tal que W’ C W y un entorno E € € tal que

X% NEC D™ yademds
(X3 NE)o (X3, NE)C D luego,
(X2, NE)o (X2 NE)o (X2 NE)cD'ND

(X2, NnEYcD™*nD 1]

Definimos para cada F € Q y cada vencindad abierta W’ € V(b)

UEW)={E 2] N Xy |z € Xy} y
U (EW ={Elz]N Xy |z € Xy}
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Luego (U(E,W"),U'(E,W")) es un par conjugado de cubrimientos de Xy C Xy,
se probard que (U(E,W"),U'(E,W")* < (U(D,W),U'(D,W)).

Sea (E~'[z] N Xy, Elx] N Xy») € (UE,W'),U'(E,W')) con x € Xy, existe
(D7 'z] N Xw,Dlz] N Xw) € UD, W)U (D,W)) tal que si
z € SHE x| N Xy, U(E, W)U SHE[x] N Xy, U'(E,W')) entonces z € (D~ ![z]N

Xw) N (D[z] N Xy ). Veamos esta tltima implicacion.

Si z € SHE ' z]n Xy  UE,W')) con x € X, existe y € Xp tal que
zZ € E_l[y] NXwy

(Ely] N Xw) N (B~ 2] N Xy) #0,

Ely) N E~Yz] N Xy # 0.

Sea w € Ely] N E7'[z] N Xy entonces (w,z) € EN X3, (y,w) € EN X%,y
(z,y) € EN X%, de donde (z,x) € (ENX3,) o (ENXZ,) o (ENXE,), dela
contenencia [1] tenemos que (z,z) € (ENX3F,/)* C D™'ND es decir (z,2) = (z, 2),
luego 2z € D[z] N D7 '[x] N Xy~ y por tanto z € D[z] N D7 '[z] N Xy, es decir
z € (Dz] N Xw) N (D] N Xyy).

Ahora si z € SHE[z]N Xy, U (E,W')) con © € Xy, en forma dual tenemos
que (ENX2,)3 € D'N D, es decir (z,2) € DN D™' o equivalentemente
(z,2) = (x,2), luego z € D]x] N D7 [z] N Xy C Dlz] N D7 'z] N Xy es decir
z € (D[z] N Xw) N (D7 z] N Xw). Asi tenemos que (U(E, W'),U'(E,W'))* <
UD,W),U'(D,W)).

Sean (U(D,W),U'(D,W)) € n(Qw, be W y W € 75, existe W € V(b) tal que
W' C W, tambien existe un entorno E € Q tal que X2, N E~' C D con x € Xy,
luego

Xy NE ol = (X5, NEY[z] € Dr]N Xw eU'(D,W) vy

Xy NEx] = (X%, NE)[z] € D 2N Xy € U(D,W).
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Asi (U'(E, W), UE, W) € p(Q)w, v se tiene que (U'(E, W), UE, W) <
UD, W), U'(D,W)).

(5) Sean W' ¢ W, W € 75, Xy C Xw y sean (U, U') € p(Qw, UU') |x,, =
{UaNXyr | a € AL AU, N Xy | « € A}) € p(Q)w |x,,, existe D € Q tal que
UD,W),u'(D,W)) < U,U")y

(U<D7 W)’u,<D7 W)) |XW/ = ({D_l[x] N XW’}7 {D[.l’] N XW’})
= UD,W",U'(D,W")).

De (U(D,W),U'(D,W)) < (U,U"), obtenemos

D'z N Xw C U, 7€ Xy, (2.1)

Dlz]n Xw C U, z € Xw. (2.2)
Al intersectar (2.1) y (2.2) con Xy~

D_l[l‘] N Xy C Uy N Xy,

D[:C] N Xy C U(; N Xy,

Es decir (U(D, W), U'(D,W")) < (U,U’) |x,,, por tanto (U, U’') |x,,, € pn(Q)w.

2.2. (), Estructura uniforme fibrada.

Reciprocamente, nosotros podemos construir una estructura uniforme fibra a fibra €2,
a partir de una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra y = {uw } y de suponer que
el espacio base B es un espacio topoldgico regular.

Tomamos una uniformidad por cubrimientos fibra a fibra © = {uw} de un espa-

cio uniforme por cubrimientos fibra a fibra (X, pu). Dado (U,U') € pw, definimos
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DUU) = UUs x Uy | (Ua U) € UUN} y Q= {D € X x X | para {7, W, }
un cubrimiento abierto finito de B existen (U;,U]) € uw,,i = 1,...,n tales que D(U,U;)U
L UDULU) C D}.

Proposicidn 2.2. Sea B un espacio topoldgico reqular y sea (X, i) un espacio uniforme
por cubrimientos fibra a fibra. Entonces la coleccion Q, es una estructura uniforme

fibrada.

Demostracion. Se probara primero que €2, es un filtro en X x X.

» ) ¢ Q, porque si pertenece, existirfan (U;,U]) € pw,, ¢ = 1,...,n tal que

DU, U,), ..., D(Un,U,) C Oy sabemos que cada D(U;, U) # 0.
» , # () por definicién.

» Sean Dy, Dy € Q2 veamos que Dy N Dy € Q..
Sea {W1, ..., W, } un cubrimiento abierto de B, entonces para cada i € {1,...,n}
existen (U, U]) € puw, y Wi, W!) € uw, tales que Dy (U, U;)U...UDy (U, U) C
Dy y Do(Wi, W) U...U Dy(W,, W/) C Ds.
Tomamos un i € {1,...,n} tal que (U;,U) € pw,) y Wi, W) € pw, por la condi-
cién (2) de la Definicién 2.6., existe (V;, Vi) € uw, tal que (V,, V) < (U, U!) y
(Vi, Vi) < Wi, W). Sea D = DN Dy, veamos que D(Vy, V))U...UD(V,, V) C
D.
Sea (x,y) € D(V;, V!) para algin 4, entonces existe a € A tal que (z,y) € V,x V!
vy (Va, V) € (V4, VE), como (V;, VL) < (U, U!) v (Vi, Vi) < (W;, W!) entonces
existen (3,7 € A tales que V,, C Ug ,V; C Uy Vo, C W,, Vi C W asi tenemos
que (z,y) € Us x Uy y (w,y) € W, x W/, luego (z,y) € D;(U;,U;) para algin j
y (z,y) € Dj(W;, W;) para algtin j, entonces (z,y) € D1y (v,y) € Dy por tanto
(x,y) € DyN Dy = D.

» Sea E € Q, tal que £ C D, luego para un cubrimiento finito {Ci,...,C,}
de B por abiertos C; de B existen (U;,U]) € pe, con i = 1,....n tal que
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EU,U) u...U EU,U) C E, como E C D entonces E(U;,U;) U ... U
EU,,U') C D, asi D € Q.

En seguida se probaran las tres condiciones que debe satisfacer el filtro 2, para que

este sea una estructura uniforme fibrada.

(C1)

(C2)

Sea x € X, (b € B) ysea D € (,, luego para un cubrimiento por abier-
tos finitos {Wy,..., W, } de B existen (U;,U]) € uw,, i € {1,...,n} tales que
DU, U)J...u DU, U, C D.

Sibe W, para algin i € {1,...,n} luego x € Xw,, como (U;,U!) € pw, entonces
xeUnNU' luegox e Uyx €U’ deaqui (z,z) € UxU C DU;,U]) para algin

i€ {l,...,n}, es decir

A C DULU)U...UDU,U.) C D.

Para cada D € Q, y cada b € B entonces existe W e {W;} i € {1,...,n},
W e V) y U,U) tal que DU,U') C D, ya que (X, p) es un espacio por
cubrimientos fibra a fibra, de la condicién (4) existen W’ € V(b) y (V, V') € uy~
tal que W' Cc Wy (V', V) < (U,U’), se tiene que D(V, V') C D(U',U) C D7
Como B es regular, W’ € V(b) es una vencindad abierta de b en Xy, luego
existe una vencindad abierta W” € V(b) tal que b € W” C W” C W', si hacemos
Wy = W', Wy = B~ W”, entonces el par {W;, W} es un cubrimiento abierto
finito de B. Sea (Uy,U]) = (V, V') € pw, v sea (Us,US) € pw, pares conjugados
de cubrimientos de Xy, y Xy, respectivamente.

Tomamos entonces E = D(U;,U;) U D(Us,Uy) C X x X, E € Q, y W" € V(b)
vencindad abierta de b, E N X2, ¢ D(V,V')N X3, € DU, U) N X% como
DU U) N X2, € DU, U) C D" luego BN X2, © D,

Para cada D € Q, y cada b € B entonces existe W € {W;}, i = 1,...,n,
W € V(b) una vencindad abierta de by (U, U') € uw tal que DU, U'") C D,
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por hipdtesis (X, u) es un espacio uniforme por cubrimientos fibra a fibra y de
la condicion (3), existen W’ € V(b) vencindad abierta de by (V,V’) € uy tales
que (V,V)* < (U, U').

Como B es regular, existe una vencindad abierta W’ € V(b) tal que
be W' c W" c W', ahora hacemos Wy, = W' y W, = B — W”. Entonces
{W1, W3} es un cubrimiento abierto finito de B. Sea (U;,U;]) = (V,V') € uw,
y sea (Usz,U)) € pw, pares conjugados de cubrimientos de Xy, y Xy, respec-
tivamente. Tomamos E = D(U;,U]) U D(Us,U;) C X x X, luego E € )
mostrard que para W” € V(b), (X%, N E)o (X3, NE)C D.

s S€
Sea (z,y) € (X&., N E) o (X3, N FE) entonces existe z € X tal que
(r,2) € X3, NEy (2,y) € X N E, desde luego z,y,2 € Xyr» C Xy y
(z,2),(2,y) € DU, U;) = D(V, V'), entonces (z,2) € Vo x V, (2,9) € Va x V3
para algunos (Va,, V) € (V, V'), (V5,V3) € (V, V'), como z € Xy y (V, V') € iy
entonces existe (V,, V) € (V, V') tal que z € V,NV] y también 2 € V; NV}, recor-
dando que St'(V5, V) = U{Vs [ V, N V5 # 0} y StV V) = ULVS | VN Vs # 0}
tenemos también que z € V, C St'(V,,V) y y € V3 C St/(V],V') y como
(V, V') < (U,U’') para el par (V,,V]) € (V, V'), existe otro par (U,U’) € (U,U’)
tal que St'(V,,V) U St/(V,,V') C UnNU', de aqui =,y € UNU’, es decir
(x,y) e U x U C D(U,U") C D por tanto (z,y) € D.

36



2.3. Topologia de un espacio uniforme fibra a fibra
y topologia de un espacio uniforme por cubri-

mientos fibra a fibra.

De la seccion 1.6., conocemos que para (X, €2) un espacio uniforme fibra a fibra y para
cada © € Xj en la fibra de b, la colecciéon I',(Q2) = {Xw N D[z] | W € V(b), D € Q}
satisface las condiciones de vencindad en un punto ver James [6], entonces su topologia
es descrita como 7(2) = {N C X |Vz € N, N € I',(Q)}.

De otro lado para un espacio uniforme por cubrimientos fibra a fibra (X, ) y para cada
z € X, la coleccion N,(u) = {C D St(z, U X U') | (U, U') € pw, W € V(b)}, cumple
las condiciones de vencindad en un punto, asi la topologia para el espacio (X, i) se

describe como 7(p) = {G C X |Vx € G, G € N,(p)}.

Proposicién 2.3. Para un espacio uniforme por cubrimientos fibra a fibra (X, u),

N, (p) forma un sistema de vencindades de x en (X, ).
Demostracion. Se demostraran las condiciones de vencindad en un punto.

(V1) Sean C' € N, () y Z D C entonces Z D St(x,U A U') para algin (U, U") € pw,
W e V(b), luego Z € N, ().

(V2) Sean Cy, Cy € N,(u), entonces

Cy D St(x, Uy A Uy) para algin (Us,Uy) € pw, W € V(b), vy
Co D St(x,U; AU;) para algin (U, U;) € pw, W € V(D).

Por hipétesis de (X, i), existe (Us,U3) € pw tal que

(Us, Us) < (Uh,Uy) y
(Z/lg,Ué) < (Z/[Q,Z/{é)
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2.4.

Es decir Us C Uy, Uy C U yUs C Uy, Uy CUjasizc e UsNU, C Uy NU, y

x € UsNU; C UyNUS. En consecuencia se tiene que

St(I,Ug AUé) - St(x,l/{l )\U{) C Cl y.
St(x,Us A U;) C St(x,Us A UY) C Cs.

Ast St(x,Us AUL) C CyNCy para algin (Us,US) € pw v alguna W € V(b), luego
Cl N 02 € Nx(ﬂ)

Sea C' € N,(u), es claro que = € C.

Es obvio que St(z,U AU") € N, (u) para algin (U,U’) € puw y alguna W € V(b),
por hipétesis de (X, 1) de la Definicién 2.6 existen W’ € V(b) y (V, V') € up- tales
que W C Wy (V,V")* < (U,U"). Nosotros probaremos que existe St(x, VAV') €
N, (p) tal que siy € St(x,V A V') entonces St(z,U AU") € Ny(p).

Sea z € St(y,V A V') un punto arbitrario, entonces existe (V1,V]) € (V,V’) tal
que z,y € Vi NV/. Por hipédtesis y € St(x,V A V') implica que existe (V, V') €
(V, V') tal que z,y € VNV’ como (V,V')* < (U,U") entonces para (V,V') €
(V, V') existe (U,U’) € (U,U’') tal que St(V,V)U St (V', V') C UNU'. Ademas
yeVyyeV/ entoncesy € VNV ytambién y € V' y y € V; entonces
y € V!NV, es decir V{ C St{(V', V') y Vi C St'(V,V). Luego se tiene que
zeViuvy C St(V',VYuSt(V,V) cUNU'y por lo tanto z € St(x,U A U’).
Asi obtenemos que St(y, V A V') C St(x,U LAU') y St(x,U LAU') € N,(1).

Equivalencias topoldgicas.

En esta seccién se establece la finalidad de este capitulo 2 y por ende un objetivo

esencial de este trabajo, que es mostrar la equivalencia entre la topologia de un es-

pacio uniforme fibra a fibra 7(€2) y la topologia 7(u(Q2)) generada por u(£2) que es
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la uniformidad por cubrimientos fibra a fibra definida en la Proposicién 2.1. Bajo la
condicién de regularidad sobre el espacio base B se muestra tambien la equivalencia
entre la topologia de un espacio uniforme por cubrimientos fibra a fibra y la topologia

generada por la estrucura uniforme fibrada €2,,.

Proposicién 2.4. (1) Para un espacio uniforme fibra a fibra (X,S2), se tiene que

7(92) = 7(u(2)).

(2) Si B es un espacio topolégico reqular. Para un espacio uniforme definido por cubri-

mientos fibra a fibra (X, ) se cumple que T(p) = 7(£2,).

Demostracion.

(1) 7(©) € 7(u(%).
Sea N € 7(Q2), entonces dado x € N, N € I',(Q) es decir N D Xy N D[x] para
algin D € Q y alguna W € V(b). Existen W/ Cc W, W' € V(b) y E € Q tal que
(X3, NE)o (X%, NE)C D. Consideramos los cubrimientos de Xy

UE,W) ={E z]Nn Xy | 2 € Xy},
U'(E, W/) :{E[Q?] N Xy | x e XW/}

y el par conjugado de cubrimientos (U (E, W'),U'(E,W")) € u(Q)w de Xy~ tal que
St(x,U(E, W) AU'(E,W')) € N, (1(2)), se probaré que XwND[z] D St(x,U(E,W') A
U(E,W")).

Sea y € St(x,U(E,W') AU'(E,W")), luego existen z € Xy, (U,U) € (U(E, W),
U (E, W) tales que y € UNU' con U = E7Yz| N Xy, U = E[z] N Xy y
x € UNU'. Luego se tiene que z,y,z € Xy, (2,2) € Ey (2,y) € E asi (x,y) €
(X3, NE)o(X{,NE). Por hipétesis (X3, NE)o(X3,NE) C D, luego (z,y) € D,y €
Dlz]y como W' C W entonces Xy C Xy, asiy € Xy. Luegoy € XywNDJ[z] C N,
por lo tanto N € 7(u(2)).

39



(@) € 7(9).

Sea N € 7(u(2)), para cada z € N, N € N,(p), es decir N D St(x,U(D, W) A
U (D,W)) para (UD,W),U'(D,W)) € u(w, D € Q, W € V(b), de las condi-
ciones (C2) y (C3) enunciadas en la definicién 1.15 de una estructura uniforme
fibrada, existen W/ C W, W’ € V(b) y un entorno E € ) tales que X3, NE C D!
vy (X3, N E)* C D.Luego Xy N E[z] € T,() para x € Xy, se probard que
Xy 0 Elz] € N.

Seay € Xy NE[z] luegoy € Xy, (z,y) € E, asi (z,y) € XZ.NE C D™y (z,y) €
(X2, NE)? C D, es decir (z,y) € D™'ND, (y,z) € D,z € Dy] y (y,x) € D7,
z € D7yl luego x € D~ [y]N D[y]N Xy. En particular y € D~ y]ND[y]N Xy~ C
St(x,UD,W') L U (D,W')) yv como W' C W entonces Xy C Xy, asi
St(xz,U(D,W') XL U(D,W")) < St(x,U(D,W) A U'(D,W)). Por hipdtesis
St(x,U(D, W) L U'(D,W)) C N, luego y € N.

() € 7()

Sea N € 7(u), N D St(z,U A U') para algin (U,U') € puw y alguna W € V(b),
de la condicién (3) de la Definicién 2.6., existen una vencindad abierta W’ de b y
(V. V') € uw- tales que W' C Wy (V,V’) es un refinamiento estrella de (U,U’).
Como B es regular, existe una vencindad abierta W” de b tal que
be W' c W" c W' Luego consideramos Wy, = W'y Wy, = B — W”, el par
{Wy, W3} es un cubrimiento abierto finito de B tal que existen (U, U;) = (V, V') €
oy, Uz, Us) = (UU') |xy, € i, que satisfacen D(Uy,Uy)U D (Us,Us) C E, donde
E = D(U,,Uj) U D(Us,US). Luego E € Q, y Xy N Efz] € I'1(Q,).

Probaremos que N D Xy »NE|x], para ello es suficiente mostrar que St(x,U AU") D
Xwn» N Elzx].

Sea y € Xw» N E[z], entonces la pareja (z,y) € X2, N E. Existe (V,, V) €
U, Uy) = (V, V') tal que (z,y) € X3, N (Vy x V), como (V,V’) es un refinamien-
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to estrella de (U,U"), entonces para (V,, V) € (V, V') existe (U, U’) € (U,U"), tal
que St*(V,, VIUSt (V! V") Cc UNU’. Sabemos que V,UV! C St‘(V,, V)USt (V. V')
luego V, UV, cUNU asiz,y e UNU', y e UNU' C St(z,U A U'), entonces
N e 1(Q,).

Q) € 7).

Sea N € 7(9,), existen W € V(b), D € Q, tales que N D Xy N D[z]. Probaremos
que Xy N Dlz] D St(xz,U A U') [2], para algin (U, U') € pn(Q,)w y alguna
W' e V(b).

Como D € Q,,, D(U;,U;)UD(Us, U U...UD(U,,U),) C D para {Wy, Ws,...W,}
un cubrimiento abierto finito de B, con (U;,U]) € pw,, i € {1,2,...,n}. Existe
je{1,2,...,n} tal que b = p(x) € W; C B, de las condiciones (C2) y (C3) de la
definicién de una estructura uniforme fibrada, existen W’ € V(b) y E € Q,, tales
que W C W, X%, NE C D'y (X2 NE)* C D. Asi se tiene el par conjuga-
do de cubrimientos (U,U") = (U(E,W'),U'(E,W')) € u(£2,)wr y también se tiene
que St(x,U(E,W") AU (E,W")) € N,(1(€2,)). Ahora si probard la contenencia [2].
Sea y €  St(z,UE,W') X U(E,W)), existe z € Xy tal que
(E7Yz] N Xwr, E[2] N Xy) € UEW),UEWV)) yy € (E7zl N Xyr) N
(E[z] N Xw/). Luego z,y,z € Xy, (2,y) € E'y (x,2) € E entonces (z,y) €
(X3, NE)o (X% NE)CD, (z,y) € D,y € D[z]. Como W C W, Xy C Xw,
entonces y € Xy, asi y € Xy N D[z], por tanto N € 7(u).

41



Capitulo 3

Topologia g-uniforme fibrada de un
espacio g-uniforme fibrado
(X, {uw}) y su operador interior

IntMB.

En este capitulo se presentan los conceptos de semiuniformidad fibrada y uniformidad
generalizad fibrada, estos conceptos son las versiones fibradas de espacios semiuniformes
y espacios uniformes generalizados, dados en el texto de Morita-Nagata [10]. Se muestra
que una uniformidad definida por cubrimientos fibra a fibra es una semiuniformidad
fibrada y que toda semiuniformidad fibrada es una g-uniformidad fibrada, es decir que
una uniformidad definida por cubrimientos fibra a fibra es una uniformidad generalizada
fibrada, este resultado es importante porque nos permite estudiar el completado de un
espacio uniforme definido por cubrimientos fibra a fibra en términos de una uniformidad
generalizada fibrada.

También se muestran y estudian algunas consecuencias de los espacios g-uniformes

fibrados, como la existencia de una topologia g-uniforme fibra a fibra y el interior de
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un conjunto con esta topologia existente.

3.1. Semiuniformidad y Uniformidad generalizada

fibradas.

Definicién 3.1 (Refinamiento estrella local fibrado). Dados b € B, W, W’ € V(b) con
WcW,UU) e uwy (V,V') € uwr, decimos que (V, V') es un refinamiento estrella
local fibrado de (U,U') en b, si para cada (V,V') € (V,V') existen
W, W) € pw y (U, U) € (U,U'), tales que St(V, W)U St‘(V/, W) cUNU'.

Definicién 3.2 (Semiuniformidad fibrada). Sea p = {uw} un sistema de pares con-
jugados de cubrimientos de { Xy} entonces p = {uw } es una semiuniformidad fibrada
si ésta satisface condiciones (1),(2),(4) y (5) de la Definicién 2.6 y ademds cumple lo
siguiente:

(FSU) Dados b € B, W € V(b) y (U,U") € pw, existen W' € V(b) y (V,V') € up
tales que W' C Wy (V, V') es un refinamiento estrella local fibrado de (U,U’) en b.

El par (X, ) o (X, {uw}) es un espacio semiuniforme fibrado.

Definicién 3.3. Sea ;= {uw} un sistema de pares conjugados de cubrimientos de
{Xw} ysean W € 75, Y C X. Definimos

Int,,,Y ={z € Xy | GW' € V(p(x)))3U,U") € pw) con (W' C W), (St(z, U AU") CY)}.
Definicién 3.4. Para una familia &/ de subconjuntos de X, definimos
Int,, U ={Int,, U|UecU}.

Definicién 3.5 (Uniformidad generalizada fibrada o g-uniformidad fibrada). Sea u =
{pw} un sistema de pares conjugados de cubrimientos de {Xw }. Entonces p = {pw}
es una uniformidad generalizada fibrada (g-uniformidad fibrada) si satisface las condi-

ciones (1),(2),(4) y (5) de la Definicién 2.6 y ademds cumple:
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(FGU) Dados b € B, W € V(b) y (U, U") € pw, existen W' € V(b) y (V,V') € unw
U It
U, Int,, U').

tales que W/ C Wy (Int
y (V, V') < (Int

s U') s un par conjugado de cubrimientos de Xy

2377

El par (X, pu) o (X, {uw}) se llama un espacio uniforme generalizado fibrado o espacio

g-uniforme fibrado.

U,Int, U € uw:, porque (V,V') < (Int, U, Int, U),

(V, V') € uw: y de la condicién (1) de la Definicién de uniformidad por cubrimientos

fibra a fibra.

Observacion 7. (Int

Kyt Hyyt Pyt Kyt

Observacion 8. (Int, U, Int, U") < U,U").

En efecto, sea (Int, U, Int,, U') € (Int, U, Int, U").

Int, ,U={z € Xy | @W" € V(p())(W' W), SW,W) € pw)(St(x, W A W') C U)},

Hwr

Int,,, U ={z € Xy | @W? € V(p(z)))(W? C W), B(W1, W) € pw=)(St(z, Wy A W}) C U}

Luego existe (U,U’) € (U,U’) tal que Int, U C Uy Int, U CU'.

Hyyt Kyt

Proposicién 3.1. a) Una Uniformidad por cubrimientos fibra a fibra es una Semi-

uniformidad fibrada.

b) Una Semiuniformidad fibrada es una g-uniformidad fibrada.

Demostracion. a) Una uniformidad por cubrimientos p fibra a fibra satisface las condi-
ciones (1)-(5) de la Definicién 2.6. Sélo resta probar la condicién (FSU).
Sean b € B, W € V(b) y (U,U") € pw. Por la condicién (3), existen W' € V(b)
y (V,V') € up tales que W Cc Wy (V,V)* < (U,U'), es decir para cada
(V,V'y e (V,V') existen (U, U") € UU) y (V,V') € uw tales que
St(V,VyusSt(V',VycunU'.

b) Es suficiente mostrar la condicién (FGU).

Seanb e B,W € V(b) y (U,U") € uw. Por la condicién (FSU), existen W' € V(b) y
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(V, V') € pw- tales que W’ C Wy (V, V') es un refinamiento estrella local de (U, U’)
en b, es decir para cada (V, V') € (V, V'), existen W, W) € uw y (U,U") € (U, U")
tales que St'(V, W)U St(V' ' W) cUNU".

St(V,W A W) C St(V,wW) u St(VI, W) c UNU', entonces St(x, W A W) C
UNU" CU parax €V, luego V C Int, ,U. De manera similar St(V', W A W') C
St (V,W)ust (V' W) cUNU parax € V' St(x, WA W) CcUNU CU’, luego
vicint, U

Asi tenemos (V, V') < (Int, U, Int, U").

Hw Hw !

3.2. Base para una g-uniformidad fibra a fibra {uy }
y base de g-uniformidad fibra a fibra.

Los conceptos de base para una g-uniformidad fibra a fibra {uw} y de base de g-
uniformidad fibra a fibra son distintos aunque ambos estan relacionados en la Proposi-
cién 3.2 y seran fundamentales en el estudio de la completacion fibra a fibra de espacios

g-uniformes fibrados que serd vista en el siguiente capitulo.

Definicién 3.6 (Base para una g-uniformidad fibrada o fibra a fibra {py }). Sea {uw }
una g-uniformidad fibra a fibra y sea {1}, } un sistema de pares conjugados de cubrim-
ientos de {Xw} tal que puj), C pw para todo W € 75y uy, O iy |x,,, para cada
W' C W. Es decir u9, satisface la condicién (5) de la Definicién 2.6.

Entonces {u)} es una base para {uw} si para cada W'y cada (U,U') € uy existe
(V, V') € ¥, tal que (V, V') < (U,U).

Definicién 3.7 (Base de g-uniformidad fibrada). Sea {u¥} un sistema de pares conju-
gados de cubrimientos de { Xy, }. Entonces {u)} es una base de g-uniformidad fibrada

si {1l } satisface las condiciones (2), (4), (5) y (FGU) de la Definicién 3.5.
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Proposicién 3.2. a) Una base para una g-uniformidad fibra a fibra {pw} es una base

de g-uniformidad fibrada.

b) Dada {1%} una base de g-uniformidad fibrada y dados W € g y uw una familia de

pares conjugados de cubrimientos de Xy, tales que para cada (U, U') € uw, existe
(V, V") € u¥y que cumple (V,V') < (U,U"). Entonces {pw} es una g-uniformidad
fibrada tal que {u%} es una base para {uw}.

Demostracion.

a)

Sea {Y,} una base para una g-uniformidad fibra a fibra {yuy }. Entonces para cada
W e gy cada (U,U') € uy, existe (V, V') € udy, tal que (V, V') < U, U"). {1}
satisface la condicién (5) por definicién.
Resta probar que {1} satisface las condiciones (2),(4) y (FGU).
(2) Sean (Uy,U}), Us,Uy) € 1y C pw. Existen Wi, W;), Wa, W)) € pdy tales
que (Wi, W) < (U,U]) y Wa, Wy) < (Us, US). Como {pw } es una g-uniformidad,
existe (Us,U}) € pw tal que (Us,Ui) < (U,U) i = 1,2; también existe
(W3, W4) € 1l tal que W3, W) < (Us,U3), luego (W5, Wy) < (Ui, U!) parai=1,2.
(4) Sean (U,U") € pdyy y b € W.Como pdyy C pw, entonces (U,U') € pyw, luego
existen W' € V(b) y (V,V') € uy- tales que W' ¢ Wy (V,V) < (U,U"). Co-
o (V,V') € pw: para W' C W, por hipdtesis existe (W, W') € ul, tal que
W, W) < (V, V'), es decit (W', W) < (V', V), luego W', W) < (U,U').
(FGU) Sean b € B, W € V(b) y (U,U") € pnYy C pw. Existen W € V(b) y
(V,V') € pw tales que W' C Wy (V,V') < (Int,, U, Int, U"). Como
(V, V') € pwr, W € V(b), existe W, W') € ul}, tal que W, W') < (V,V’), luego
(

W W) < (Int, U, Int, U).

Kyt Kyt

Para que {pw} sea una g-uniformidad fibra a fibra esta tiene que cumplir las condi-

ciones (1),(2),(4),(5) y (FGU).
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(1) Se cumple por hipdtesis.

(2) Sean (Uy,U]), (Us,Us) € pw. Existen (Vi, V1), (Va, V}) € 1l tales que (V, V)) <
U, Up) y (Va, Vb)) < (Us,Us). Como {pd} es una base de g-uniformidad fibra a
fibra, entonces existe (Vs, V4) € i), C uw tal que (Vi, Vi) < (V;, V}) parai = 1,2,
luego (Vs, Vy) < (U, U]), i =1,2.

(4) Sean (U,U') € puw y b € W.Existe (V,V’) € uf, tal que (V,V') < U,U").
Existe (W, W') € u¥, tal que W/ C Wy W', W) < (U, U).

(5) Sea W' C W entonces iy |x,,, C s, iy C iwr pw |x, C 1Yy | x> €ntonces
Uw \XW,C Hw -

(FGU) Dados b € B, W € V(b) vy (U,U') € uw, existe W, W) € u¥, tal que
W, W) < U,U"). Como {u9,} es una base de g-uniformidad fibra a fibra, existen

W' e V() y (V,V') € iy, tales que W' c Wy (V,V') < (Int,, W, Int, W)
Como (W, W') < (U,U’'), entonces (Int, W,Int, V') < (Int,, U, Int, U"),
asi (V, V') < (Int, U, Int, U').

[

3.3. Topologia g-uniforme fibra a fibra y el ope-

rador Int, .

En esta seccién se observard que un sistema de vencindades V(z) sobre un espacio

g-uniforme fibra a fibra (X, i), lo dota de una topologia g-uniforme fibra a fibra la que

denotaremos 7({uw }). Ademés sobre este nuevo espacio topoldgico el interior de un

conjunto viene dado por el operador Int,,.

Proposicién 3.3. Para cada © € X con (X, pu) espacio g-uniforme fibrado , sea

V(z)={0 c X | (AW € V(px))), BU,U") € uw) tal que St(z,U L U") C O}. Entonces

{V(z)} es un sistema de vencindades de © € X y su topologia viene dada por
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T{pw}) = {0 C X | (Vz € O), (O € V(x))}. Ademas Int,, es el operador inte-
rior de T({pw})-

Demostracion. Para cada x € X, V(z) debe satisfacer las condiciones de vencindad en
un punto.

Sea B(z) = {St(z,d L+ U) | UU) € pw, W € V(p(x))}, vemos que
B(z) C V(z) parax € X y B(x) forma un sistema fundamental o bésico de vencindades

para (X, 7({pw}).

(V1) Sea O € V(z) tal que O C S. Entonces existen W € V(p(z)), (U, U') € uw tales
que St(x,U AU") C O, luego St(z,U LA U') C S, asi S € V(x).

(V2) Sean O1,0, € V(z). Existen Wy € V(p(z)), Wo € V(p(z)), (U,U]) € pwy,
(Us,U5) € pw, tales que St(z,Uy A UJ) C Oy y St(xz,Us X U5) C Oy. Entonces
existen W = WiNWy € V(x), (U, U)) |xy € pow, Uz, U) | xy € 1w Ya que {pw }
es una g-uniformidad fibrada existe (U,U’) € pw  tal  que
Uu,u") < (U,U!) |xy, para i = 1,2. De aqui (U, U') < (U;,U]), i = 1,2, luego
St(z,U XU') C St(z,U; AU]) C O1N Oy, asi O1 N Oy € V().

(V3) Sea. O € V(z).Existen W € V(p(z)) v UU) € pw tales que
St(x,U A U") C O, luego = € O.

(V4) Sea O € V(z).Existen W € V(p(z)) v UU) € pw tales que
St(z,U AU") C O. Por la condicién (FGU), existen W’ € V(p(z)) vy (V, V') € pw
tales que W' ¢ Wy (V,V') < (Int,, U, Int, U') asi (Int, U, Int, U') €

Hyyr 1237744 Kyt

pw. Por la  condicién (1) de uniformidad generalizada fibrada, existe
St(x, Int, U AXInt,,, Ui
Int, U'), existe (U,U") € (U,U') tal que =,y € Int, U N Int, U’ luego
existen W € V(z), W, W') € uwn tales que W”" Cc W’y St(y, W A W') C
UNU'. Sabemos que U NU" C St(z,U A U') C O, luego St(y, W A W') C Oy
por lo tanto O € V(y).

oy U') € B(x) C V(x) tal que para cada y € St(z, Int,,
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Proposicién 3.4. Para A, Ay, As C X y {pw} una g-uniformidad fibra a fibra se

cumple:
1. Int,,ACA.
2. Int,, X = X.

3. I?’Lt#B (Al N Ag) == ]ntuBAl N I?’LtNBAQ.

4. Int,,(Int,,A) = Int, A.

Demostracion.

1. Sea =z € Int,,A Existen W € V(p(z)) y (U, U') tales que W C By
St(x,U AU") C A. De aqui x € A.

2. (©) Si A= X, del item anterior Int,, X C X.
(D) Sea z € X.Para W € V(p(x)) y U,U") € pw x € UNU’', se tiene que
St(x,U AU') C X, asi z € Int,, X.

3. (C)
Sea x € Int,,(A; N Ay). Existen W € V(p(z)) y (U, U') € pw tales que W C B
y St(z,U X U') C A1 N Ay. Como A; N Ay C Ay y Ay N Ay C A, entonces
St(x,U AU") C Ay y St(z,U AU'") C Ay, entonces x € Int,, Ay y x € Int,,As,
asi x € Int, A NInt,,As.
(2)
Sea x € Int,,A; N Int,,As. Entonces v € Int,, Ay y x € Int,, A, Existen
Wi € V(p(x)), U, U;) € pwy, tales que W] C By St(z,Uy AUy) C Ay, existen
Wy € V(p(x)), (Us,Us) € py, tales que Wy C By St(x,Uy A Uy) C As.
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Sean W = W/ NW3 € V(p(x)), (U, UY) |xy v U, Us) | xy - Ya que {pw } es una g-
uniformidad fibra a fibra, existe (U,U’) € puw tal que (U,U') < (U;,U]) |x,, , para
i € {1,2}, entonces (U;,U]) |x,< U;,U]), para i € {1,2}. Entonces
U,Uu" < U;,U}), para i € {1,2}, luego St(z,U A U") C St(x,Uy AU]) C A1y
St(z,U L U') C St(x,Us A UY) C Ag, entonces St(z,U A U') C Ay N Az, luego
x € Int,, (A1 NAy).

. (©) Se tiene por el item 1, notando A = Int,, A.

(D) Sea x € Int,, A. Existen W € V(p(z)), (U, U') € pw tales que W C By
St(z,U L U") C A. De la condicién (FGU) que posee {puw } como g-uniformidad
fibra a fibra, existe W/ € V(p(x)) tal que W/ c Wy (Int
U') C Int, A

p Us Ity U') € . Se

mostrard que St(z, Int, U A Int,
Para lograr esto, probaremos que St(z, Int,,,, U A Int,,,U') C Int,,, (St(z,U L U')) y
por hipétesis se tendra que Int, ,(St(z,U AU")) C Int,, A C Int, A

UxInt, U'). Existe (U, U’) € (U,U') tal quey € Int, ,UN
Int, U =Int, ,(UNU’). Es decir existen W"” € V(p(x)) y (V, V') € pwn tales
que W" Cc W'y St(y,V A V') Cc UNU'. Sabemos que U NU’" C St(x,U X U'),

luego St(y,VAV') C St(x,U AU'), asi y € Int, ,(St(z,U AU')) y por hipdtesis

Seay € St(x, Int

Kyt Kyt

se tiene que y € Int,, A.

]

Lema 3.1. Para cada Y C X y cada conjunto abierto W de B se cumple que,

Y =1Int,,Y N Xy

Demostracion.

(C) Sea z € Int,, Y. Entonces x € Xy y existen W’ € V(p(x)), (U, U") € py tales

que W c W C By St(z,U xU') C Y, de aqui z € Int,,Y, luego z € Xy y

x € Int,,Y entonces v € Xy NInt,, Y.

D) Sea x € Xy NlInt,,Y. Entonces x € Xy y x € Int,, Y, existen W € V(p(z)),
KB HB
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U, U") € pw tales que W C By St(z,Ud AU') C Y. Entonces (U, U') |x,,,, W CWy
St(z,U AU') C Y. Luego z € Int,, Y. O

El siguiente teorema relaciona la topologia de un espacio topoldgico fibrado X sobre B

con la topologia g-uniforme fibra a fibra asociada al espacio g-uniforme fibrado (X, ).

Teorema 3.1. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico fibrado sobre B y sea {ul,} un sis-
tema de pares conjugados de cubrimientos abiertos de {Xw} que cumple las condi-
ciones (2),(4) y (5) de la Definicion 3.5. Entonces {ly} es una base g-uniformidad
fibrada compatible con la topologia Tx si y solo si B(x) = {St(x,U L U") | W €

V(p(x)), (U,U") € 1%} es un sistema bdsico de vencindades de x, para cada v € X.

Demostracion.

(=) Sea V € V(z). Existen W € V(p(z)), U,U") € i, tales que St(z,U A U') C
V. Asf tenemos que St(z,U A U') € B(x).

(<) {1¥} satisface las condiciones (2),(4) y (5) de la Definicién 3.5. Falta que cumpla
la condicién (FGU) de la Definicién 3.7. Antes de probar la condicién (FGU), veamos
que de la Proposicién 3.3 se tiene que Int, Y = Int,,Y paraY C X.

En efecto,

(C) Sea = € Int,, Y. Existe St(x,Ud A U') tal que W € V(p(z)), UU) € uny,
x € St(x,U AU ) y St(x,U L U') C Y.

(D) Sea x € Int,,Y.Existen W € V(p(z)), U,U") € puf), tales que W C By
St(z,U XU') CY. Como St(x,U AU') € B(x), entonces Y € V().

Dado (U,U") € 1ly;, donde U y U’ son cubrimientos abiertos de Xy, para cada U € U,
del Lema 3.1 y de la igualdad Int. Y = Int,, Y se tiene que

Int,, U= Xy N Int, U= Xy NInt, U=XyNU=U.

Asi dados W € V(b) y (U, U") € 1), con U, U’ cubrimientos abiertos de Xy, existen
W' =W, (V,V') = UU) € ny, tales que W C W y (V, V') < (Int,, U, Int,, U).
[
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Capitulo 4

El Completado fibrado de (X, {uy7}).

En este capitulo consideraremos (X, {uw }) como un espacio g-uniforme fibra a fibra y
{19} como una base para la g-uniformidad fibra a fibra {u } obtenida de la Defini-
cion 3.6. Comenzaremos por definir las versiones fibradas de conceptos presentados
en el libro de Morita-Nagata [10] como son b-filtro de Cauchy, b-filtro estrictamente
de Cauchy, b-filtro de Cauchy minimal, b-filtro estrella, b-filtro estrella débil, espacio
completo y completado de un espacio g-uniforme. Probaremos que bajo ciertas condi-
ciones sobre el espacio de las fibras (X, {uw}), se tiene la igualdad entre los b-filtros
estrella, estrella débil y de Cauchy minimal. También mostraremos una construccién

del completado fibra a fibra de un espacio g-uniforme fibrado.

4.1. b-filtros de Cauchy y b-filtros estrictamente de

Cauchy.

En esta seccion definiremos los b-filtros de Cauchy y los b-filtros estrictamente de

Cauchy y probaremos que todo b-filtro estrictamente de Cauchy es de Cauchy.
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Definicién 4.1 (Base de b-filtro). Sea X un conjunto fibrado (resp. espacio topoldgico
fibrado) sobre B. Una base de filtro F en X es base de b-filtro, si b € B es un punto
limite del filtro P.(F) = [P(F)|={AC B|3F € F, P(F) C A} sobre B. Es decir el
filtro de vencindades de b, V(b) estd contenido en el filtro P, (F).

Definicién 4.2 (b-filtro de Cauchy). Sea (X, {uw}) un espacio g-uniforme fibrado y
sea F una base de b-filtro. F es de Cauchy si para cada W € V(b), (U, U') € uw
existen ' € Fy (U U") € (U,U') tales que F CUNU".

Definicién 4.3 (b-filtro estrictamente de Cauchy). Sea (X, {uw }) un espacio g-uniforme
fibrado y sea F base de b-filtro. F es estrictamente de Cauchy si para cada W € V(b),
(U, U') € pw existen W' € V(b), F € F, (U,U") € U,U')y (V,V') € uy tales que
St(F,VAV)ycunU.

Proposicién 4.1. Para un espacio g-uniforme fibrado (X,{uw}) se cumple que:

1. Cada b-filtro F estrictamente de Cauchy es de Cauchy.
2. El filtro de vencindades de x es un b-filtro de Cauchy.

3. El b-filtro generado por F, = {{x}} es estrictamente de Cauchy.

Demostracion.

1. Sean W € V(b), U,U') € pw.Existen W' € V(b), F € F, (U,U") € U,U)
y (V,V') € pp tales que St(F,V A V') C UNU’, en consecuencia se tiene
F C St(F,V A V). En efecto, sea z € F, como W' € V(b) y F es una base de
filtro, entonces P(F) C W’ para F' € F, es decir x € Xy y como (V, V') € uw~
entonces x € VNV’ para (V,V) € (V,V'), luego VNV ' NF # 0, as{l = €
St(F,V A V'). Por lo tanto F C UNU".
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2. Sea W € V(b) y sea (U,U") € pw.Por la condicién (FGU) existen W’ €
V() y (V,V') € pw tales que (V,V') < (Int,, U, Int,, U'), es decir dado
(V,v"y e (V,V') existe (Int,,U, Int,, U') € (Int,,U,Int, U) tal que
V C Int,,U, V' C Int,, U, asi x € V NV’ Entonces =z € St(z,V A V') C
Int,,,UNInt,, U CcUNU', donde St(z,V A V') € V(x).

3. Sea [F,] ={F C X | 3C € F,, C C F} el b-filtro generado por F, = {{z}} y
sean W € V(b) y (U,U') € uw, entonces W € P,([F,]). Existe C € F, tal que
P(C) Cc W, es decir p(z) € W. Por la condicién (FGU), existen W’ € V(p(x)) y
(V,V') € pw tales que W Cc Wy (V,V') < (Int,, U, Int
tenemos que St(C,V AV )cCcUNU".

wwtd'), de esto dltimo
[

Definicién 4.4 (Bases de b-filtro estrictamente de Cauchy equivalentes). Sean F y F’
dos bases de filtro estrictamente de Cauchy. F es equivalente a F’ escribimos F ~ F’
si para cada W € V(b), (U,U') € pw v F € F, existen W' € V(b), (V,V') € pwr y
F' € F' tales que W C Wy St(F',V A V') C St(F,U A U").

Esta relacion de la Definicion 4.4 produce una relacion de equivalencia, enunciada en
el siguiente Lema.

Lema 4.1. La relacion ~ establecida en la Definicion 4.4., es una relacion de equiva-

lencia entre b-filtros estrictamente de Cauchy sobre X .

Lema 4.2. Sea {1y} base de g-uniformidad fibrada para la g-uniformidad fibrada { jw }

y sea F una base de b-filtro, entonces la coleccion
G={St(F,U U)|FeF, UU) < uy, WeVb)}

es una base de b-filtro.
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Demostracion.

G # 0 ya que F es una base de b-filtro y u}, C .

0¢gG,yaquel ¢ F.

Sean St(Fy,Uy A U)), St(Fy,Us A U) € G, Fy, Fy € F, (Uy,U)), (Us,U) € 1Yy
luego existen Fy € F, (Us,U}) € ufy, tales que F3 C Fy N By y (Us, UL) < (Ui, UL)
i=1,2. Asi St(F3,Us A UL) C St(Fy, Uy AU N SE(Fo,Us X UY).

Se probard que V(b) C P.(G).

Sea W € V(b). Ya que F es base de b-filtro, entonces P(F) C W para algin
F € F,esdecir F C Xy y para cada (U, U') € )y es claro que St(F,U U') C Xw,
luego P(St(F,U ~U')) C W, por tanto W € P,(G).

4.2. b-filtro estrella, b-filtro estrella débil y b-filtro

de Cauchy minimal.

En esta seccién se definiran conceptos importantes para la construcciéon del completado
fibrado de (X, {w}) como son ellos, b-filtro estrella de F con respecto a una base {u9, }
para una g-uniformidad fibra a fibra {uy }, b-filrtro estrella débil con respecto a la base

{1}, b-filtro de Cauchy minimal y algunas consecuencias.

Definicién 4.5 (b-filtro estrella de F con respecto a la base {1, }). Sea F una base de
b-filtro estrictamente de Cauchy y sea {u},} una base g-uniformidad fibra a fibra para
{uw}, entonces el b-filtro generado por G = {St(F, U \U') | F € F, U,U') € 1y, W €
V(b)} es el b-filtro estrella de F con respecto a {u9,}. Notacién St(F; {ud}) = [G].
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Proposicién 4.2. Todo b-filtro estrella es de Cauchy.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las Definiciones 4.2 y 4.5. O]

Proposicion 4.3. Sean F y F' bases de b-filtro estrictamente de Cauchy. Entonces
F ~F', siy solo si St(F; {1y }) = St(F; {uly}).

Demostracion. (=)

C Sea St(F,U A U') € St(F;{py}), Fe F,W e V(D) y U,U) € 1), ya que F ~ F'
existen W' € V(b), (V,V') € ), y F' € F' tales que W C W y St(F',V A V') C
St(F,U A U"), luego St(F,U A U') € St(F'; {pd}).

D Sea St(F',U A U') € St(F;{ud}). Por la simetria de la relacién de equivalencia
(~), existen W’ € V(b), (V,V') € 1%, y F € F tales que W Cc Wy St(F,V A V') C
St(F',U L U"), luego St(F',U X U") € St(F; {udy}).

(<) Sean W € V(b), (U, U") € 1% y F € F, como F' es base de b-filto estrictamente de
Cauchy existen W’ € V(b), (V, V') € u¥,, F' € F' que forman la estrella St(F', V A V')
y por hipétesis St(F',V A V') C St(F,U A U"). O

Definicién 4.6 (b-filtro estrella débil con respecto a {ul }). Sea F un b-filtro de
Cauchy, entonces F es b-filtro estrella débil con respecto a {u9,}, si para cada F' € F
existen W € V(b) y (U, U') € 1l tales que para cada UNU’ € (U AU') N F se tiene
que UNU' C F. Es decir (U AU )NF) C F.

Definicién 4.7 (b-filtro de Cauchy minimal). Un b-filtro de Cauchy F es minimal si

F no contiene ningin otro b-filtro de Cauchy.

Lema 4.3. Para cada b-filtro estrella débil F, W € V(b) y cada (U,U’) € pw se tiene
U UYNF #0.

Demostracion. Se cumple directamente de la definicion de b-filtro estrella débil con

respecto a {uly }. O
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Lema 4.4. Sean {ud} y {pdy } bases para la g-uniformidad fibra a fibra {uw }. Entonces
F es un b-filtro estrella débil con respecto a {uly,} si y solo si F es un b-filtro estrella

débil con respecto a {uy}

Demostracion. Sea F un b-filtro estrella débil con respecto a {udy }. Para cada F € F
existen W € V(b) y (U, U") € {ul),} tales que YU A U')NF C F. Como puy C pw,
entonces (U,U') € pw y existe (V, V') € uiy, tal que (V, V') < (U,U’); en consecuencia
VAV cUIU yVAVNFCcULUNF, asiJVAV)NFCF.

Sea F un b-filtro estrella débil con respecto a {uly }. De manera andloga se tiene que

F es un b-filtro estrella débil con respecto a {ud, }. O

Proposicién 4.4. Cada b-filtro estrella es un b-filtro estrella débil.

Demostracion. Sean F un b-filtro estrictamente de Cauchy y F' = St(F,{u),}) un
b-filtro estrella, entonces por la Proposicién 4.1. F es un b-filtro de Cauchy.

Para cada F' € F' existen F € F, (U,U') € i), y W € V(b) tales que St(F,U L U') C
F.

Para cada UNU' € U NU)NF', UNU’ € F'. Es decir existen Fy € Fy (V,V') € iy
tales que St(F1,V A V') C UNU’, de aqui se desprende la cadena ascendente de
contenencias UNU'NF D St(F1,VAV')NF > FINF # (0. AsiUNU’ C St(F,U U") C
F'. O

Proposicién 4.5. Si F es un b-filtro estrella débil entonces F es b-filtro de Cauchy

mainimal.

Demostracion. Sean F un b-filtro estrella débil y F' un b-filtro de Cauchy tal que
F' C F.Probaremos que F' = F.

Sea F' € F, existen W € V(b) y (U,U') € uYy con {u¥,} base de una g-uniformidad
{pw}, tales que U((UAU")NF) C F. Ya que F' es un b-filtro de Cauchy, para W € V(b)
y (UU') € pw, existen F' € F' y (U, U") € (U,U") tales que F' C U NU’'. Entonces
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UnNnU e FloasiUNU € (U AU )N F.
Por hipétesis F' C F luego UNU" € F,esdecir UNU' CU(U AU )NF) C F, en

consecuencia F' € F', por tanto F' = F asi que F es minimal. H

Como consecuencia de las Proposiciones 4.4 y 4.5, se deduce que cada b-filtro estrella
es b-filtro de Cauchy minimal. Los reciprocos de las Proposiciones 4.4 y 4.5 en general
no se cumplen, sin embargo el siguiente teorema muestra que un b-filtro de Cauchy
minimal es un b-filtro estrella y por tanto se tiene la igualdad entre los b-filtros estrella,

estrella débil y de Cauchy minimal.

Teorema 4.1. Sea p : X — B una funcion cerrada es decir (X,p, B) es espacio
topoldgico cerrado fibra a fibra. Supongase que para cada W € V(b) y cada cubrimiento
abierto U de Xy existen W' € V(b), (V,V') € uw tales que W' C W y (V,V') <
Uu,u).

Entonces cada b-filtro de Cauchy converge.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir existe F b-filtro de Cauchy que no
converge a ningun punto de la fibra Xj. Luego para cada x € X, existe una vencindad
abierta U, de x tal que U, 2 F para todo F € F.
Consideremos el cubrimiento abierto Uy = {U, | * € X,} de la fibra X, entonces
|J U, es una vencindad de la fibra X} y como X es cerrado fibra a fibra entonces
f)eo);bla Proposicién 1.8 del libro de James [6], existe una vencindad W € V(b) tal que
Xw C U U,. Por hipétesis existen W’ € V(b) y (V,V’) € pp tales que W/ C W'y
(V, V') x<€X(%/{0,MO) |x - Como F es b-filtro de Cauchy existen F' € Fy (V,V') € (V, V')
talesque FF C VNV, VNV’ € Fy VNV’ C U, esto ultimo contradice la no convergencia

de F. O

Corolario 4.1. Un b-filtro de Cauchy minimal es un b-filtro estrella.

Demostracion. Sea F un b-filtro de Cauchy minimal por el Teorema 4.1 F converge

a un punto x € X,, es decir el filtro de vencindades de = estd contenido en F. El
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b-filtro generado por F, = {{z}} es estrictamente de Cauchy y por la Proposicién 4.1
el b-filtro generado por F, = {{z}} es de Cauchy, como F es minimal tenemos que

V(x) = [Fp] = St(Fe, {1y }) = F. Asi F es un b-filtro estrella. m

Definicién 4.8 (Espacio completo fibra a fibra). Un espacio g-uniforme fibrado (X, {uw })
es completo fibra a fibra si cada b-filtro estrella débil con respecto a la base {pud, } con-

verge.

La siguiente proposicién afirma que en un espacio g-uniforme fibrado los b-filtro estrella
débil convergen independientemente de la base y por ende la completez fibra a fibra de

un espacio g-uniforme fibrado es independiente de la base.

Proposicién 4.6. Sean {1} y {ply} bases para la g-uniformidad fibrada {uw }. Entonces
un b-filtro estella débil converge con respecto a {u3,} si y solo si el b-filtro estrella débil

con respecto a {uy,} converge.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Lema 4.4. OJ

4.3. Completado fibra a fibra de un espacio g-uniforme

fibrado.

Definicién 4.9 (Completado fibra a fibra de (X, {uw})). Sean (X, {uw}), (Y, {vw})
espacios g-uniformes fibrados con X C Y. El espacio (Y, {vw }) es un completado fibra

a fibra de (X, {uw}) si satisface lo siguiente:

1. (Y, {vw}) es completo fibra a fibra.
2. {vw |x} = {pw}
3. (X, 7({uw})) es denso en (Y, 7({vw})).
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Ahora construiremos un completado fibra a fibra de un espacio g-uniforme fibrado
(X {uw}).-

Sea © el conjunto de los b-filtro estrella débil con respecto a la base {u¥,} que no
convergen y sea X* = XUO. Convertiremos a X* en un espacio topolégico fibrado como
también en un espacio g-uniforme fibra a fibra. Para lograr esto ultimo construiremos
una base g-uniformidad fibra a fibra {u},}* sobre X* y por la Proposicién 3.2. item
b) {pw}* es una g-uniformidad fibra a fibra. Asi mostraremos que (X*, {uw}*) es el
completado fibra a fibra de (X, {uw}), esto es posible mediante una serie de lemas
auxiliares presentados en el siguiente orden.

Para X* = X UO donde O es el conjunto de aquellos b-filtro estrella débil con respecto

a {u%/} que no convergen y para G C X definimos:
G"=GU{FeOB|GeF}CX"

Lema 4.5. Sean G y H subconjuntos de (X, {uw}). Entonces

1. G C H siy solo st G C H*.

2. (GNHY =GN H.

Demostracion.

1. (=) Seaz € G luego = € H y sea F € G* entonces G € F, como G C H
entonces H € F, asi F € H*.
(<) G C G* C H* entonces G C H.

2. (C) Seax €« GNH entonces v € Gyxr € HSea F € (GNH)", FeOy
GNH e F,como GNH C GyGNH C H entonces G € Fy H € F,
asi tenemos que F € G*N H*.

(D) Seax e G"NH" entonces t € Gyx € Hyasix e GNH, x € (GN H)*; de
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otro lado sea F € G*NH* entonces F € ©, G € Fy H € F, entonces GNH € F
luego F € (GN H)*.

' 5 p(y), siye€ X,
Definimos la proyeccién p* : X* — B como p*(y) =

b siy=F € 0,
y (XH)w = (p*)"'(W), W C B.
Recordemos que la topologia para un espacio g-uniforme fibrado (X, {uw }) estd dada

por T({pw}) = {O € X | Vxr € X,0 € V(z)} donde V(z) = {O Cc X | IW €
V(p(z)), 3U,U") € pw, tal que St(x,U AU") C O}.

Proposicién 4.7. Sea (X*,p*) un conjunto fibrado sobre un espacio topolégico B,
entonces la coleccion B* = {G*N(X*)w | G € 7({uw}), W € 15} es una base para

una topologia sobre X*, la topologia generada por B* se denota por T({pw})*.

Demostracion. Seax € (GTN(X*)w, )N (GEN(X*)w,) con Gy, Gy € T({uw}), W1 Ws €
7. Entonces © € GTNG3N (X ), N(X*)ws, por el Lema 4.6. y dado que WiNW; € 75,
se tiene que x € (G N Ga)* N (XH)w,aw, € B, luego (Gh N G2)* N (X )wirw, C
(GT O (X)) N (G50 (X7 )ws)- O

Proposiciéon 4.8. La funcion p* : X* — B es continua y hace de X* un espacio

topoldgico fibrado sobre B.

Demostracion. Sea x € (p*) *(W) = (X*)w, W € 7. Existe G* N (X*) € B* tal que
G* N (X")w C (X*)w. O

El siguiente lema define la existencia de cubrimientos de (X*)y que forman un par

conjugado de cubrimientos de (X™*)y .
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Lema 4.6. Sea {19} una base g-uniformidad fibra a fibra, para cada (U,U') € 1Yy sean
los cubrimientos U* = {U*N(X*)w | U eU}, U" ={U" N(X*)w | U €U'}. Entonces

el par U*,U") es un par conjugado de cubrimientos de (X*)w .

Demostracion. Seax € XN(X*)w. Yaque (U,U’) es un par conjugado de cubrimientos
de Xy, existe (U,U") € U,U') tal que x € UNU'.Asi z € U*NU" N (X*)yw.
Sea F € O N (X*)w, entonces p*(F) =be W y F € ©. Como F es un b-filtro estrella
débil, F es b-filtro de Cauchy y por hipétesis (U, U') € ply, entonces existen F € F y
(U, U") € (U, U) tales que F CUNU. ASSUNU € F, Fe (UNU) =U-NU" y
F e (X*)w luego F € U* N U N (X 0

Lema 4.7. Para cada conjunto abierto O de X*, cada y € O y b = p*(y), existen
W e V() y (U,U') € pw tales que St(y,U*,U") C O.

Demostracion. Sea O € 7({uw})* entonces existen G € 7({uw}) y una vencindad
abierta W' de b tales que y € G* N (X*)y C O.

Siy € X entonces y € GN Xy, y € Gy y € Xy entonces existen W € V(b), (U, U') €
pw tales que W C W'y St(y,U AU') C GNXyy. Mostraremos que St(y,U* AU C O.
Seax € XNSt(y,U* \U"), existe (U,U") € (U,U’) tal que {x,y} C U*NU" N(X*)y C
UNU"”, {z,y} CUNU', asf z € St(y,U AU') C GN Xy entonces x € G*N(X*)y C O.
Sea F € © N St(y,U* A U"), existe (U, U") € (U,U') tal que {F,y} C U*NU" N
(XY cUNU",y e UNU vy F €U NU" de aqui UNU" € F. Entonces
unuU c Stly,U \U)CGNXy C G, GeF,FeG* comoF € (X*)y entonces
FeG n(X*)y CO.

Siy € X*— X entonces y = F € ONG*N(X*)y, F € G* entonces G € F, como F es
un b-filtro estrella débil existen W € V(b) y (U, U') € pw tales que U(U AU )N F) C
G. Mostraremos que St(F,U* AU") C O.

Seax € XNSt(F,U* AU entonces existe (U, U’) € (U,U') tal que {x, F} C U*NU" N
(XY, zeUNU' y FeUNU" deaqui UNU’' € F,UNU’ € (U AU')NF entonces
UntU' cUu(U U)YNF)CGasizeGyzr e Xy, x € GNXy C G N(X* )y C O.
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Ahora sea K € ONSH(F,U* AU"), existe (U, U’) € (U,U') tal que {K,F} Cc U*NU" N
(X )yw CcU*NU",esdecir Fe U*NU" yKeU*NU".Si F e U*NU" entonces
UNnU e F,UNU e ULrUYNFCU(UALU)NF)CG.SiKeU*NU" entonces
UNnU ek, GeKyKeqG* como K € (X*)y entonces £ € G*N(X*)y CcO. O

Observacion 9. Del Lema 4.7. se tiene que X es denso en X*.

En efecto, sea O abierto en X* y sean y € O, b = p*(y). Si y € X, obtenemos que
ONX #0.Siy € X*— X por Lema 4.8. existen W € V(b) y (U, U') € uw tales
que St(y,U* AU") C O.Sean U € U y U' € U’ tales que U N U’ # (), tenemos que
y e U*NU" luego UNU' CcU*NU" C St(y,U* AU") C O, asi ON X # 0.

Lema 4.8. Sea G un conjunto abierto de X. Para cada conjunto abierto W de B y

cada (U,U") € pw se cumple

St(G*,U* AU C [SHG, U LU
Demostracion. Sea x € X NSt(G*,U* A U"), existe (U, U") € pw tal que z € U*NU"
y G*NU*NU" # 0, entonces x € UNU' y GNUNU # 0, z € SLG,U L U")
asi x € [St(G,U A U")]".
Ahora sea F € ©NSt(G*,U* AU") entonces existe (U, U') € pyw tal que F € ON(U*N

U'n(XHw)y G*NnUNU" N(X*)w #0, entonces F e U*NU" y GNUNU" # 0,
UNU' € FyUNU' C SHGU AU, ast SHG,ULU') € F, F € [SUC,UAUN*. O

Definicién 4.10. Para una base de g-uniformidad fibra a fibra {u{},} de X, definimos:

()" =@ U") | (UU') € iy}

Lema 4.9. Para U C X se cumple que, (Intﬂng)* N (X*)w C Intgp - U™

Demostracion. Tomemos © € X N (Int, U)* N (X*)y entonces x € Int,o Uy x €
Hyy Hy

(X*)w,sia € Int,o U entonces existen W’ € V(p(z)) y (V, V') € uyy tales que W' C W

y St(z,U AU') C U. Entonces existe W’ € V(p(x) = p*(z)) y (V*, V") € (uf,)* tales
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que W' C Wy [St(xz,U xU")]* C U*, por el Lema 4.8. se tiene que St(z,U* AU ) C U*,
asi @ € Int,o ) U".

Ahora tomemos F € © N (Int,o U)* N (X*)w, como Int,e U € 7({uw}) entonces
(Int,o U)* € T({pw})* y por el Lema 4.7. existen W’ € V(b) y (V, V') € puyy, tales que
W' CW y StF,V* AV") C (Int,e U)* CU*, ast F € Int(,g )« U* O

Lema 4.10. Sea {pd} una base de g-uniformidad fibra a fibra compatible con la
topologia de X . Entonces

1. {(d)*} es una base de g-uniformidad fibra a fibra compatible con la topologia de

X*.

2. Sea p* = {(pw)*} la g-uniformidad fibra a fibra generada por {(u$,)*}. Entonces

{(pw)*} no depende de la escogencia de una base {1}

Demostracion. Por el Teorema 3.1., la coleccion {St(z, U U") | W € V(p(z)), U,U') €
13} es un sistema bdsico de vencindades de = en X . Este teorema lo aplicaremos para

demostrar 1.

1. Por el Lema 4.7., la coleccién {St(y,U* A U") | W € V(b), (U,U') € ¥} es un
sistema bésico de vencindades de y en X*; queda por demostrar que {(ud)*} es
una base de g-uniformidad fibra a fibra es decir si {(19,)*} satisface la Definicién
3.7.

Como {u,} es una base de g-uniformidad fibra a fibra, entonces para cada
U, ul) € 1y, i = 1,2, existe (Us,U}) € ul tal que (Us,Us) < (U, U,
i = 1,2. Entonces para cada (U, U*) € (uly)*, i = 1,2, existe (Us, U;*) € (1iy)*
tal que (U5, ULY) < (UU™), i = 1,2. Luego {(u,)*} satisface la condicién (2)
de la Definiciéon 3.5.

Para la condicién (4) de la Definicién 3.5. Sea (U*,U") € (uY,)* v sea b € W
entonces para (U,U") € 1Y), existen W’ € V(b) y (V, V') € 1l tales que W' C W
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y (V,V) < (U,U"). Entonces para (U*,U") € (uf)* existen W' € V(b) y
(V- V") € (u9)* tales que W/ C Wy (V/7,V*) < (U*,U").

Para W' C W, 1y, D iy |x,,,, por el Lema 4.5. item 1 tenemos que (ufy,)* D
(19 )" |(x#),0 - Ast {(uy)*} satisface la condicién (5) de la Definicién 3.5.

Para la condicién (FGU). Sean b € B, W € V(b) y (U*,U") € (uly)* donde
U, U’ € 1y, ya que {u),} es una base de g-uniformidad fibra a fibra, existen
W' eV(®)y (V,V') € ul, talesque W Cc Wy (V,V') < (Int,o U, Int,o U'). Es
decir existen W’ € V(b) y (V*, V") € (u%,)* tales que W' C Wy (V¥ V") <
((Intugvlu)*, Untu%,,u,)*)' Por el Lema 4.9. «Intu%,/u)*’ Untu%,,ul)*) <
(Int(“gv)*u*,lnt(ugv)*uﬁ) entonces (V*, V") < (Int (o - L{*,Int(#(v)v)*U’*).

Luego {(13,)*} es compatible con la topologia de (X*, {(u%)*}).

2. Sea {ul} otra base de g-uniformidad fibra a fibra para {uy }, del Lema 4.4. para
un b-filtro F en X, F es un b-filtro estrella débil con respecto a {u¥,} si y solo si
F es un b-filtro estrella débil con respecto a { iy }. Es decir si { i}, } es una base de
g-uniformidad fibra a fibra compatible con la topologia de X entonces de item 1.,
{(u,)*} es una base de g-uniformidad fibra a fibra compatible con la topologia de

X*, es facil ver que {(13)*} v {(pdy)*} generan la misma g-uniformidad fibrada

{(uw)"}-

]

Observacion 10. Se deducen de los Lemas 4.7. y 4.10. item 1., que 7({puw})* =

T({(pw)})

En efecto.

(C) Sea S* € 7({uw})* entonces para cada xr € S* existe G* N (X*)y tal que
r € G*N(X*)w C S*,donde G € 7({uw}), W € V(p*(x)) vencindad abierta de p*(z) =
b, por el Lema 4.7. existen W’ € V(b), (U,U’') tales que W' C W, St(z,U* A U") C S*,
entonces S* € 7({(uw)*}).
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(D) Sea S* € T({(uw)*}), existen W € V(p*(x)), (U*,U") € (uf))* tales que St(x,U* A
U") C S*, por el Lema 4.10 item 1 se tiene que S* € 7({uw})*.

Observacion 11. A partir del Lema 4.10. item 2, se deduce que (X*, {(uw)*}) es un

espacio g-uniforme fibra a fibra.
Lema 4.11. 1. Si M es un b-filtro estrella débil con respecto a {(udy)*}, entonces
RM)={F C X |3W cV({®),3U,U") € uy, IU,U") € (U,U") tales que
UnU" N(Xw e M, UNU C F}
es un b-filtro estrella débil con respecto a {ul} }.
2. Si F es un b-filtro estrella débil con respecto a {ul}, entonces
E(F)={FcX*|3wW € V®), IU,U") € iy, IU,U") € (U,U') tales que
UNnU e F,UNnU" n(X*)w C F}
es un b-filtro estrella débil con respecto a {(u%,)*}.

3. E[R(M)] = M y R[E(F)] = F.

Demostracion. 1. Necesitamos probar que:

a. R(M) es b-filtro.

b. R(M) es b-filtro de Cauchy y por ultimo que

c. R(M) es b-filtro estrella débil con respecto a {ud }.

a. R(M) es un filtro. R(M) # 0 ya que existen (U,U’) € U,U"), (U,U') € Yy,
y B € V(b) tales que U*NU" N(X*)pe M, UNU CcUNU".
0 ¢ R(M), porque UNU’ # () para cada (U,U’) € (U, U').

Sean Fy, F, € R(M) entonces existen Wy € V(b), (Uy,U) € iy, (U1,U7) €
Uy, U;) tales que Ur NUT N (X*)w, € M, Ui NU| C F, y existen Wy € V(b),
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(Us, US) € 11y, (Us, US) € (Us,U3) tales que U3 NUY N(X*)w, € M, UoNUS C
Fy. Sean W = WiNWs, F3 = FiNFy, Us = Uy AUy v U = U] AU se tiene que
W e V(b), Us,Us) € 1, (Us, U}) € (Us,Us) y ademds Uy NUZ N(X*)w € M,
UsNU; C F3, asi F3 € R(M).

Es inmediato que si F' € R(M) y si F' C G entonces G € R(M).

b € B es un punto limite del filtro P,(R(M)). Sea W € V(b) y sea M €
M, como M es b-filtro estrella estrella débil con respecto a {(ul)*} existen
W e V) y U U") € (u%)* tales que U(U* AU )N M) C M, es decir
UNU" N (X*)w € M.Es conocido que U, U') € 1%y, (U,U") € U,U),
UNnU € RIM) y UNU' C Xy entonces Xy € R(M).

. R(M) es b-filtro de Cauchy. Sean W € V(b) y (U, U’) € py,. Porsupuesto M
es b-filtro de Cauchy, entonces existen M € M y (U*N(X*)w, U N(X*)w) €
U*,U") tales que M C U*NU" N (X*)y. Es decir U* N U™ N (X*)w € M,
existen UNU" € R(M) y (U,U") € (U,U') tales que UNU' CcUNU".

. Antes de probar que R(M) es b-filtro estrella débil con respecto a {ud,}, se
mostrard que para cada W € V(b) y (U,U') € pY se tiene:

UIUYARM)={UnU" | U NU" N(X"w € U xU" )N M}.

(C)SeaUNU" € (UIU)NR(M) entonces UNU" e U Uy UNU’ € R(M). Si
UNU € R(M), existen W' € V(b), (V,V') € il v (V,V') € (V,V') tales
que VNV N( Xy e M, VNV CcUNU y W' C W. Entonces VNV’ N
(X U NU" N (X, ast U NU" N(XH)w € M, U NU" N(X*)w €
U uU")yn M.

D) UNU €U AUy por definicion de R(M) UNU' € R(M),asi UNU' €
ULXU)NR(M).

En seguida se prueba que R(M) es un b-filtro estrella débil.

Sea ' € R(M), existen W € V(b), (U,U') € p v (U, U') € (U,U") tales
que U*NU" N (X*)w € M, UNU' C F.Dado que M es b-filtro estrella
débil con respecto a {(ud,)*}, existen W’ € V(b) y (V*, V") € (u%,)* tales
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que U(VF AVI)INM) CcUNU" N(Xw.

Asf se tiene que para cada V* NV N (X* )y € (V- AV )INM), VNV N
(X C UNU" N (XH)w y para cada VN V' € (VA V)N R(M)),
VAV CUNU es decir U((V A V)N RM)) CUNU' C F.

2. De manera dual se tiene que
U AUNNEF)={U'nU" Nn(Xw |UNU" € (U LU)NF}
vy que E(F) es un b-filtro estrella débil con respecto a {(u%,)*}.

3. Se obtienen inmediatamente de las definiciones de R(M) y de E(F).

Lema 4.12. Sean M y R(M) los b-filtros definidos como en 1. del Lema 4.11.

1. Si R(M) converge a x en X, entonces M converge a x en X*.

2. Supdngase que R(M) no converge a ningin punto en X, luego R(M) € O y
R(M) define un punto y € X* — X. Entonces M converge a y en X*.

Demostracion.

1. Sea G* una vencindad abierta de x en X* = X U®O tal que x € G*. Ya que R(M)
converge ax en X,z € Gy existe ' € R(M) tal que F' C G. Luego G € R(M) y
R(M) es b-filtro estrella débil con respecto a {u }, existen W € V(b), (U,U") €
uY, tales que para cada UNU € (U A U) N R(M), UNU" C G. Entonces
UNU" N (X*)yw C G, desde luego U* NU" N (X*)y € U* L U") N M,
UsnU" N (X*)w € M asi G* € M.

2. Sea O una vencindad abierta de y = R(M) en X* y sea p*(y) = b, entonces por
el Lema 4.7., existen W € V(b) y (U,U') € pw tales que St(y,U* AU") C O. Es
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decir y = R(M) € U*NU" N (X*)w para algin U NU’' € (U A U'), entonces
UNU' € RIM). AsiUNU" € ULU)NR(M), U*NU" N (X*)w € U AU )M
entonces U*NU" N (X*)w € My U*NU" N (X*)w C St(y,U* A U") C O, en

consecuencia O € M. Asi M converge a y en X*.

Los Lemas 4.11 y 4.12 garantizan que (X*,{(uw)*}) es completo fibra a fibra. La
condicién 2. de la Definicién 4.9 se satisface inmediatamente y la condicién 3. de la

Definicién 4.9 se cumple por el Lema 4.7. Asi se ha demostrado el siguiente resultado.

Teorema 4.2. (X* {(uw)*}) es un completado fibra a fibra de (X, {pw}).
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Consideraciones finales.

1. De una manera similar como se construyé el completado fibra fibra de una g-
uniformidad fibrada, quedaria por mostrar la construccién del completado fibra

a fibra para una semiuniformidad fibrada.

2. Profundizar en la Categoria de los espacios uniformes fibra a fibra con las fun-
ciones fibradas uniformemente continuas fibra a fibra como morfismos, para es-
tudiar alli una propiedad universal que exprese la unicidad, salvo isomorfismos,

del completado fibra a fibra.

3. Encontrar una descripcién en términos de cubrimientos uniformes de los campos
de espacios uniformes estudiados por Dauns-Hofmann, en los cuales la topologia
del espacio de las fibras estd dada en términos de tubos alrededor de secciones

locales para la proyeccién p y en donde existe una uniformidad para p.
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