








Ejemplo 2. Mostrar que 

Solución. 

dx 
es convergente. 

(3 

Tómese g (;•:)= — ; ya se sabe que 
e" 

e~"'dx converge y como 

0 

r dx 
e~Mdx , se tiene que 

0 0 

criterio de comparación. 

1 

dx 
es convergente. Por el 

0 

e K+l e" 
Ahora lim = lim 

x-> <u 1 x ->a e M + .l 
1 y asi 

dx 

e M + l 
converge por 

el criterio de paso al limite, 

Ejemplo 3. Mostrar que 

Solución, 

dx 

(x 3+l) 1 / a 
es divergente, 

ai oo 
dx 

se sabe que g(x)dx es divergente y 

1 1 

f ( x ) x 
lim = lim = 
X->oo g ( X ) X->oo (¡.¡2 + 1)1/2 

.1 ; y asi 
( ì ; 2 + 1 ) ì / 2 

es divergente, 
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Ejemplo 4. Mostrar que es convergente, 

1 0 

Solución, 

1 
Sea g ( x ) = — y 

d x f ( x ) 
— es convergente y lim 

x->oí g ( x ) 
10 

lim 
x->® x^+x+1 

= 1 y asi 
dx 

es convergente. 

1.0 

Ejemplo 5. Mostrar que 
xadx 

( ;;4 + l ) ¡•;1A+;<+l ) 
es convergente. 

Solución. 

Sea g(x)= — y como 
'dx f(x) 
— converge y lim 
x® x->® g(x ) 

lim 1 im = 1; entonces 
x - > <i> L ( x •+• 1 ) ( x x + x+1 ) ] x ' 3 x - > ® ( x ) x ' 2 

¿d x 

( x*+1 ) 1 ' 3 ( xi<to+x + l ) 
es convergente. 

4. C r i t e r i o de la p o t e n c i a . 

Como un caso particular del criterio de paso al limite, se tiene 

el criterio de la potencia. 
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Si f(x) es continua en [a,+®), a>0 y f (x) > 0 para todo xe[a,+®); 

entonces: 

i) Si lint xrf (:<) = c>0 para algún número real r>i; entonces 
X — > ® 

IB 

f ( x ) d x c or» verge . 

a 

ii) Si lim xr"f(x) = c donde c>0 ó C = H-® y ri 1 ; entonces la 
x—> ® 

CD 

f(x)dx diverge. 

a 

Demostración. 

Se toma g(x) = l/xr' y se aplica el criterio de paso al limite y el 

hecho es convergente si r>l y divergente sf r<l, a>0, y asi 

a 

se obtiene nuestro resultado. 

Ejemplo 1. Mostrar que es divergente. 
(4+x 2) 3 / 2 

0 

Solución. 

lim :f (x) I im 
-- > ca 

1>0, r=l, luego diverge, 
( 4" 
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1 d; 
Ejemplo 2. Mostrar que 

Solución. 

es convergente. 
13 

lim x 2f(x) = lim = 1, r=2>1, luego converge, 
X - > a > ;< — > o o x

2

+ l 

Ejemplo 3. Mostrar que 
(x e+x+l) 

es convergente, 

Solución. 

lim x 3f ( x ) = lim 
x->o> x->® (;:0+x+l)i/2 

= lim — = 1 y r=3, luego 
x->® X* 

converge. 

Ejemplo 4. En la 
'dx x 
— , se tiene que lim — = 0 , r=l. En éste 
e * x->® e" 

0 

caso no se puede aplicar el criterio; pero si se toma 

lim xae-><=0, r-2 y asi 
x — > oo 

dx 
es convergente. 

e> 
0 

Ejemplo 5. Mostrar que 

Solución. 

4x*+l 
es convergente, 

0 

lim x 2f (x) = lim = lim 
X~>® X~>® 4x*+l x->® 4x* 

-; r=2, luego converge. 
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Y asi. se puede generalizar un poco más el criterio anterior. 

Se supone f(x) continua en [a,+«>) y que lim x^fíx^A; entonces 
x—>m 

(O 

i) Si P>1 y A es finito entonces f(x)dx converge. 

ii) Si P£1 y ó A = + o o entonces f(x)dx diverge, 

Ejemplo 1. Mostrar que 

Solución. 

e ~
K

" d x converge. 

0 

lim xae""M* —Q luego corno r=2, y c=0 entonces 
X ~ > o o 

e~w"dx converge, 

0 

Dada una integral f(x)d x; la in teg ra 1 If(x) J dx es una 

a 

integral con integrando positivo; por lo tanto el criterio de 

comparación puede aplicarse a |f(x)|dx y se prueba que si 

a 

f(x)|dx converge, entonces f(x)dx converge también 
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5. c r i t e r i o de c o n v e r g e n c i a a b s o l u t a . 

bl f(x)|dx converge entonces f(x )dx converge, 

Demostración. 

Supóngase que jf(x)jdx converge, como -|f(x) |if(x ) < | f ( x ) | se 

tiene que 01 f ( x ) + | f ( x ) | .12 | f ( x ) | y como 1 a |f(x)|dx converge; 

2jf(x)jdx converge y asi 

( f(x) + Jf(x) J )dx converge y de aqui f(x)d¡ 

a 

(f(x) + If(x) I - If(x ) I )dx converge, 

Se dice que la integral f(x)dx es absolutamente convergente si 

|f(x)|dx converge; luego una integral absolutamente convergente 

es convergente 
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Es posible que f(x ) d x converge, incluso si | f(x) | diverge, 

a a 

Si f(x)dx converge, pero f(x)|dx divrge, entonces se die i (¡/ 
a a 

..ce 

que f(x)dx es condicionalmente convergente, 

a 

Ejemplo 1. Mostrar que 
Cosx 

dx converge, 

Solución. 

Cosx 
y como 

dx 
converge; entonces 

COSÍ 
dx converge, 

Ejemplo 2. Mostrar que 

Soluc ión. 

>en-*x 

x*+x2+l 
es convergente. 

0 

Sen2:-! 

x*+x2+l. 
y 

x* + l 

' dx 
es convergente. Luego 

+ 1 
0 0 

Sen2:-! 

x*+x2+l 

tD 
Sen2:-; 

es convergente ; y asi d x es c on ve rg en te, 
x * + x 2 + i 

0 
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Ejemplo 3. Mostrar que 
r c o s x 

dx es convergente. 
xa+l 

S o l u c i ó n . 

Cos:-: 

xa+l 

Cos 

a> 
dx 

a+i 
y como 

x a+l 
converge entonces 

;a+l. 
dx converge absolutamente y asi 

co 
Cosx 

x a+l 
converge 

6. c r i t e r i o de la raiz. 

Si f(x) es continua en [a,®) y si lim |f(x)|A"* = L, 
x -- > ® 

i) Si L<1 entonces f(x)dx es absolutamente convergen 

a 

.ii) Si L>1 entonces f(x)dx es divergente, 

a 

i .i i) Si L=1 (criterio falla). 

Demostración, ( e j e r c i c i o ) . 

Ejemplo .1 Mostrar que e~Mdx es convergente, 

0 

Solución. 
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lini I J x'- - — < 1; luego 
x->OD e 

e - Mdx es convergente, 

0 

Ejemplo 2. Mostrar que 

Solución. 

( — )* es convergente. 
5 

0 

lim | ( 2 / 5 ) K | = _ <1, luego 
x->a> 5 

(2/5)"dx converge, 

0 

Ejemplo 3. Mostrar-

Solución. 

3 Mdx es divergente. 

0 

lim (3 M) i" < 3> 1, luego 
X->(D 

'dx diverge, 

0 

Ejemplo 4. Mostrar 
e-«« Genx 

dx es convergente, 
5» 

0 

Solución, 

e~M üenx e " 

5« 
y lim 

x — '> ® 5 « 
lim 
x — > co 5 

= 0<1; y as i 
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e~'"m Sen:-: 
dx es convergente, luego 

e~K"Senx 
dx converge, 

0 

1.28.2 I N T E G R A L E S IMPROPIAS DE SEGUNDA E S P E C I E . 

DEFINICIONES. 

i) Sea f ( x ) continua en [a,b) y lim |f(x)| = +®, 
x—> fa-

se define 

b~ b 

f(x)dx = lim 
h->b" 

f(x)dx. La f(x)dx converge si lim 
h->b" 

f(x)dx 

a a 

b 

existe; en otro caso la .integral f(x)dx diverge, 

ii) Sea f(x) Continua en (a,b] entonces se define la 

integral 

b b b 

f(x)d x = lim 
h->a" 

f(x)dx. La integral f(x)dx converge si 

a 

lim 
h->a* 

f(x)dx existe; en otro caso la integral diverge, 

iii) Sea f(x) continua en [a,b], excepto en x=c, a<c<b y 

b 

lim If(x)I = +®, entonces se define f(x)dx = 
x->c 
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f ( x ) d x + f (x)dx. 

La integral f(x)dx converge si y solo si f(x ) dx y f ( x ) d x 

convergen. 

Ejemplo 1. Mostrar que 

7 

(x+1) 
converge y hallar su valor, 

Solución, 

(x + l)*-'3 
-1 

lim 
h->-l 

( x + 1 
(x+l)- 1 / 3d; lim 

h->-l" 2 /y, 

1 im 
h->-l" 

8 2 / 3 - (h+1) 2 2#3 
a. 

Ejemplo 2. Mostrar que la — diverge, 

Solución. 

1 i m 
h->0-

dx 
1 x m 
h - > 0 ' 

In: 

0 

lim 0-1nh . 
h->0-

no existe, 

1 8 7 



1 
"dx 

Ejemplo 3. Mostrar que es convergente, 

Solución. lim 
h - > 0 -

0 

"d x 
lim 
h->0H 

d x = lim 
h->0"*" 1/2 

1 

h 
0 

lim ( 2-2frx'st) =2 ; luego 
h->0-

0 

d; 
Ejemplo 4. Mostrar que 

Solución. 

( 1 -x») 
es convergente. 

0 

dx 
= 1 i m 

(l-x2)-1'2 h— > 1 
= lim ArcSenx 

( l-x a) h->l" 
0 0 

lim ArcSenh = ArcSenl = u/2 y asi 
h->l~ 

dx 

(l-x=) 
n/2 

0 
e 

Ejemplo 5. Mostrar que 

Solución. 

lnxdx es convergente. 

0 

6? 

1 n x d x = lim 
h->0- J 

1nxdx = 1im (x1nx~x) 
h->0-

h 

e 

h 
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lim ( (e-e)-(hlnh-h) ) = - limhl.nh==W; (I 'Hop.lt:al ) luego 
h->l¿T h-»0-

1 n : ; d x = 0 

~ dx 
Ejemplo 6. Mostrar que es convergente, 

( x—2 ) 

Solución. 

d x 

(x-2) ._ O , .1. y 3 

dx 

( x—2 ) 

' dx 
luego 

( x—2 ) ( x—2 ) 

h h 

1 .i m 
dx 

= lim 
( x--2) 

( x-2) "1/3d;< = lim 
h->2'~ 2/3 

lim ( - (h-2) a' 3 

h->2* 2 

dx 

lim 
h->2+ 

(x-2)~ 1 / 3dx = lim 
h->2+ 2/3 

h 

5 3 
= lim — '.y-*''-*-

h h->2+" 2 
0 

1 uego 
dx 

(x-2) 

dx 

(x-2) 

d: 

(x-2) 

Ejemplo 7. Mostrar que 
1 d; 

( x- .t ) 21 
diverge, 
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Solución. 

dx 

(x-l): 
* d x 

(x-1 ) 

3 h 
r dx 

= lim 
(x-1)3 h->l-

(x-l)-3dx + lim 
h~>l 

(x-1 )«dí 

1 •1 

1 im 
h->l" :( x-l)3 

h 1 
+ lim -

-1 h->l- 2(x-1)3 
pero estos limites no 

existen; luego 
(x-1)3 

diverge, 

Ejemplo 8. Mostrar que 
C (x-1) (2-x) Íl-

eon verge , 

Solución. 

3/2 
d x 

[ (x-1 ) (2-x) 
1 

3/2 

[1/4- ( x- ( 3/2 ) )»]'*•» 

[(x-1)(2-x)] [(x-1)(2-x) 
3/2 

dx 

[1/4—(x—(3/2))»]*'» 
3/2 

lim 
h->l + 

dx 
+ 1 i m 

C1/4—(x—(3/2))»]* '» h->2~ [ l/4-(x-(3/2) . 
3/2 
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lim ArcSen2(x~(3/2)) 
h- > 1 + 

3/2 h 
+ lim ArcSen2(x-(3/2)) 

h h—>2~ 3/: 

IX II 
-ArcSen (-1) +ArcSenl = — + — = TI y asi 

*~> O 
dx 

C(x-l) (2-x)II 
TI . 

En general 

b 

i) 
d; 

(x-a)p 
converge si p<l y diverge si p> 1 

a 

b 

ü ) 
dx 

converge si p<l y diverge si p¿i 
( b--x ) 

Demostración. (ejercicio). 

ALGUNOS C R I T E R I O S DE C O N V E R G E N C I A . 

1. C r i t e r i o de c o m p a r a c i ó n . 

Sean f(x) y g(x) continuas en (a,b] y lim |f(x)|=+® y 
x->a-

lim |g(x)[=+® y sea 0if(x)¿g(x) para a<xib, entonces si 
x ~ .••' a * 

b b 

g(x)dx converge se tiene que f(x)dx converge. Además si 

a 

01 g ( x ) ! f ( x ) para a<x¿b y si 

diverge. 

g(x)dx diverge se tiene que f ( x ) d: 

a a 
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D e m o s t r a c i ó n , (ejercicio). 

Ejemplo 1. Mostrar que 

Solución. 

dx 

(x*-l) 
converge, 

i 

( x*-l)1• 

5 
d: 

( x-1 ) 1 ' 

converge. 

s i x > .1, 
dx 

(x-1) 

(x*~l 

converge ( p='£ ) , luego 

Ejemplo 2. Mostrar que 
1 n x d ; 

(x-3) ' 
d iverge. 

Solución. 

ln; 
Como para x>3, y se sabe que 

(x-3)* (x-3) 

r d x 
(x-3)' 

diverge 

p=4, entonces 

6 

rinxdx 

(x-3) 
diverge. Criterio análogo si f(x) y g(x) 

son continuas en La,b) y lim |f (x) |=+a>; lim |g(x) ¡ = +<», 
x->b"~ x-> b~ 

de paso al limite. 

Sean f(x) y g(x) continuas en (a,b] (análogo para [a.b)) y 

f (x) 
lim |f(x)|=+®; lim | g ( x ) | =+«> ; sea lim = c; entonces 
x- > a•*• x - > a x - > a* g ( x ) 

192 



.i) Si c=p ambas integrales convergen o ambas divergen 

b 

ii) Si c=0 1 a convergencia de g(x)dx implica la convergencia 

de f ( x ) d x . 

a 

i i i ) Si c=+a>, la divergencia de g(x)dx implica la divergencia 

de f(x)dx. 

a 

D e m o s t r a c i ó n . ( e j e r c i c i o ) . 

Ejemplo 1. Mostrar que 

Solución. 

dx 

(1-x*) 
es convergente, 

0 

Sea g(x ): 
dx f(x) 

es convergente y lim 
(1- x->l" g(x ) 

0 

( 1 -x ) 
1 i m 1 i m 
x->l- ( 1-x ) . ( 1 + x )*•'*. ( x2+l x->l- [ ( x 2+l ) ( x + 1 )] 1 / 2 

1 
1 
— ^0, luego es convergente, 

(1-x*)*'2 

0 
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Ejemplo 2. Mostrar que 
dx 

( >.,_i ) x/a: es convergente, 

Solución, 

Sea g(x ) 

5 
r dx f(x) 

converge y como lim 
(x-1)

3

-'
2

 J ( x 1 ) •>1* g ( x ) 

(x-l)A'a x-1 1 
lim = lim ( = _ 
x->l~ ( x*-l ) = x->i~ x * — 1 2 

5 

, se concluye que 

dx 

( X-*—1 ) 
converge, 

Ejemplo 3. Mostrar que 

Solución. 

es divergente. 
(7-x)(xa+l 

0 

Sea g.( x ) = ; 
7-x 

1 i m 

7-x 
g(x)dx es divergente; además lim 

x->7- (7-x)(xa+l) 
0 

7 
1 

x->7~ ( x»+1 ) * ' 2 50*'» 

7 

Ejemplo 4. Mostrar que 

; luego 
dx 

(7-x)(xa+l) 
diverge. 

0 

converge. 
( x +1 ) 2 ' 3 

Solue ión. 
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dx 

( x +1 ): 
d x 

(x+1 

d x 

(x+l)='3 
; ahora 

i) 
dx 

1 .i. m 
(x+l) a' 3 h->-l-

( x + 1 ) -=:/'3d; = lim 3(x+l)1 

h->-l~ 

1 im 3(h+1) 1' 3+3 = 3, 
h->-l" 

7 

ii) I im 
(x + l.)2/3 h-->-1* 

( x + 1 ) -2/3d>! = lim 3 (x + 1) 
h->-l~ 

h 
7 
r d; 

lim 3(8) - 3( h+1 ) x = 6, luego 
h->-l- ( x + 1 í2""3 

7 

h 

-1 7 
dx dx 

(x+1)3- (x+1) 2 / 3 
3+6 = 9 y asi converge, 

Como ejercicio mostrar que la 
(x+1J2'3 

converge, aplicando 

el criterio anterior. 

Ejemplo 5. Mostrar que 
A
 Jd x 

[(x-3)(5-x)]*'a 
es convergente. 

Solución. 

5 
x2d: X a d: x3d« 

[ (x -3 ) (5 -x ) [ (x -3 ) (5 -x ) [ (x -3 ) (5 -x ) 
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i.) Para 
x2dx 

[(x-3) (5-x) 
, sea g ( x ) 

( x—3 ) 
g(x)d x es 

..,22 

convergente p-'>è. lim 
f (x) 

g ( x ) 

C (x-3) (5-x) 
1 .im 

(x-3) M l / 2 

9 
1 un 

( 5-x ) X • S2 O 1 • S =1=0, luego se puede afirmar que 

x2dx 

C(x-3)(5-x)] 
converge. 

ii) F:'ara 
x2d x 

C(x-3)(5-x) = 
tómese g(x 

(5-x) (5-x) 
es 

f ( x ) 
convergente y lim = lim 

( 5-x ) 25 

g ( x ) >5" (x-l) 1 / 2(5-x) 
4=0; 

luego 
x2d x 

[ (x-3) (5-x) 3-
es convergente. 

de p o t e n c i a . 

Sea f(x) continua en (a,b] y lim |f(x) | =+a> y sea 
x->a-
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lim ( x -~a )13 f ( ) c en tonces : 

b 

i) f(x)dx converge si. p<l y c es finito, 

ü ) f(x)dx diverge si p£l y c^-0 (c puede ser infinito) 

Demostración, (ejercicio), análogo en [a,b) 

Ejemplo 1. Mostrar que 
(x=~l) 

converge. 

Solución. 

lim (x-i ) i'=5„ f (x) = lim = 
x->l- x->l- ( K+l 2a-'2 

1 1 
— , como p<l y c= — se 

tiene que 
dx 

(x2-l) 
converge, 

Ejemplo 2. Mostrar que 
(5-x)(x2+1) 

d iverge, 

Solución. 

1 1 
lim ( 5—x ) f ( x ) = lim = y p=l, luego 
x->5~ x->5~ (!<2+1)1/:z 26* 
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dx 

( 5-x ) ( x s+1 ) 1 
diverge, 

1 

Ejemplo 3. Mostrar que 
dx 

[(5-x)(x-1)]1'2 
converge. 

Solución, 

dx 

[(5-x)(x-1) 

d x 

C(5-x)(x-1) C(5-x)(x-1) 

dx 
es convergente; pues lim (-1 + x ) xysi. f ( 

[ ( 5 - x ) ( x - 1 ) x - > l + 
1 

1 1 
lim (-1+x) 1' 2. = 
x->l- [ (5-x) (x-1) "J*'2 4 1 / : 

1 1 
- y p= -

converge ya que lim ( 5-x ) x yst. f ( x ) 
[ (5-x) ( x-1 )~\x':s x —>5" 

1 im 
.1 .1. - , p= - y 

>5- (x-1) 

dx 

[(5-x)(x-1)]: 

dx 

[(5-x)(x-1) 

dx 

[(5-x)(x-1)] 
converge. 
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1.28.3 I N T E G R A L E S IMPROPIAS DE 3 E S P E C I E . 

Las integrales impropias de tercera especie, se pueden expresar 

por medio de las de primera y segunda especie y el problema de 

su convergencia se resuelve mediante lo ya visto. 

Ejemplo . 

Analizar la convergencia o divergencia para: 

i) 
dx 

0 

ii) 
dx 

i i i ) 
dx 

(x-2)1'3 

0 0 

Solución. 

r d; 
i) . 

dx 

0 0 

1 d; 
; luego 

dx 
diverge ya que 

0 

• d; 
d iverge. 

dx 
il 

dx 

0 0 

ii.i \ 
dx 

( x - 2 ) * ' 3 

0 

dx 
diverge ya que diverge, 

1 

4 

0 

0 

dx dx 

(x-2) O \ 1. S Sí .< —O 11/2 (x-2) 

dx 

( x—2 ) •*• (x-2) 
0 
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dx 
Como 

( x—2 ) 

dx 

( x-2 ) 
diverge entonces 

C x-2) 
diverge, 

4 0 

1.29 FUNCION G A M A . 

La función gama, que se denota por I"(n), se define por 

T(n ) , ri — 1. ta— >< e " d x si existe, 

0 

Ejemplo . F(l) e~Kd : 

0 

r ( 2 ) xe - Kdx = 1 (integrando por partes) 

0 

r(n+1) xr*e wdx = ~x"e"">" 

0 

+ n 
0 

/O — JL e» — >c e-"'dx = nr ( n ) 

0 

luego una fórmula de recurrencia para la función gama es 

r(n+l) - nF(n) para n>0. 

En particular para neZ+, se tiene que F(n+l)=n! (ejercicio). 

Ejemplo 1. r(4)= F( 3+1) - 3F ( 3 ) = 31" ( 2+1 ) =3. 21" (2 ) = 3.2.1 = 3!. 
-y 

Ejemplo 2. I' ( — ) = r( - +1) = _ T ( - ) = - I" ( - +1 ) = 
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1 1 
r ( _ ). -

1 .1 n n + l) 
— .r ( — ). Para n<0 se tiene que l"(n)= o o 

Ejemplo 3. 

n ) r(- - ) 
i i 

r< - ) i6rt ~ ) 

r<- _ ) = 
5 
o o 

5*3*(-1) 

2*2*2 

-15 

Ejemplo 4. 

r(-4) r(-3) 

-•5 

r (-2) r(-i) r(0) 
r(-5) pero F(0) no 

~5*-4 -5*-4*-3 5*4*3*2 20*6*-l 

existe como se verá en la gráfica de la función gama. 

En una tabla de valores de la función gama se puede hallar el 

valor 

de r(l/2) y en un curso más avanzado se puede hallar el valor de 

r(1/2) y mostrar que es +n 

Tabla de valores y gráfica de la función gama. 

n 

1 

1.10 

1.2 

1.3 

1.4 

1. 5 

1.7 

1.8 

F (n) 

.1 

0.95 

0.91 

0.89 

0.88 

0.89 

0.90 

0.93 
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1.9 (3.96 

2.0 1 ! 

3.0 2! 

4 .0 3 ! 

1" ( n +1) 
lim F(n) = lim =+<» 
n->0- n~>0- n 

r ( n + l ) 
lim F(n) = 1-im =~a> 
n->0- n->0~ n 

F(n+1) 
r(n+2) = (n+1) F(n+1) y asi F(n+1) = ; luego 

n + 1 

r(n+2) r(n+2) 
lim I'(n + 1.) = lim = +«> ; lim F(n + l)=lim 
n->-l* n > -1*" n + 1 n->-l~ n->-l~ n + 1 

F(1/2) 
F(—1/2) = • - 2 n 1 / 2 

- 1 / 2 

Ejemplo 1. Calcular 1 e" " d; 

0 

Solución. 

' 2 1 e- "dx k 2 2 - ^ "dx = F ( 22 ) = 21! 

0 
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Si. e n xr>~ie~>'dx , se hace u a=x, 2udu=dx se tiene 

0 

L 1an-i e-u> dui = r ( n ) , 1 Liego 
F (n ) 

x a n - i e - K ' d x 

0 0 

Ejemplo 2. Calcular 

Solución, 

x 2 le- K'd: 

0 

d ¡ , S2 * .1 1. —• A t a — >• « e-"*d>; = r( 11) /2=10 ! /2 

0 

1.30 F U N C I O N BETA. 

La función beta , denotada por (3(m,n) se define 

1 

13 (m, n ) 
/ m — X 4. % / n — 1. 

(1 + x ) m * 
dx , m,n>0. Las funciones beta y gama se 

0 
relacionan por 

r (m) r (n ) 
1) P (tu. n ) = = |3 (n , m) , m, n > 0 . 

F(m+n) 

2) La función (3 (m, n) se puede escr ibir asi 

13 (m, n ) • dx . 
( 1 + x ) " 

0 

Solución. 
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s

 v 'n J. I v ' '» 1 ',.,««—S. v /1 i-i > \ , r> — a. dx 
|3 ( m , n ) = dx 

( 1 + x)' ( 1 + x ) m*r' ( 1 + x 
0 13 0 

Tomemos 
'xn x d x 1 

y sea x= —; d; 
(l+x) m + n t 

dt 

t a 
entonces 

0 

1 ( - )' 
Ldx 

( 1 + X 

dt 

t 2 

( 1 + t ) 

t m~ Ad t 

( 1 + t ) m'+ri 
- d x 

( 1+x)' 
luego 

0 
m 

13 ( m, n ) 
-dx 

(1 + x )«> *•" 

s %./ m — a. ç j w 

( 1 + x )", + r 
0 

Ejemplo 1. Calcular 

luego 

CD 

r«XAdx 
= (3(12,4) 

rt u « 

(1+X) 
; m—1 = 11 , m=12; m+n=16, n = 16--m=4 

0 

( 1 + x ) 1-<s> 
T(12)F(4) 

r(i6) 
a 

3. La función beta se puede escribir asi 

1 

13 ( m, n ) = (1-x)"-Adî 

0 
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En efecto: 

13 (m , n ) 
• d x 

(1 + x 
; hagase 

1 + x 
y, x=y(1+x), x=y+yx, x-yx-y, 

0 
y 1 ym-l 

¡: (1 y)-y, x- , dx = dy y x m" •*• == 
1-y (l~y)2 (l-y)m-l 

, l + x~l + -
i - y 

dy 

l-y 
-, ahora 

(D 
p xm-l d x 

( 1 + x )"'-
0 

(l-y)"-1 (l-y)2 

(l-y)1 
0 

y1"""1 (1—y ) ""*dy 

0 

(1-x)n"1dx. 

Ejemplo 1. Calcular x6(l-x)sdx ; m—1=6, m=7; n-l=5, n=6; luego 

0 

' (l~x ) °dx = (3(7,6) 
r ( 7 ) r ( 6 ) 

F( 13) 

T I / 2 

4. |3 (m, n ) = 2 S e n 2 m - 1 © C o s 2 r> - x © d 6, 

0 

Solución. 

13 (m, n ) (1-x) n _ 1dx . Si se hace x=Sen2©, dx=2Sen€»Cos©d© y 

0 
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ri/2 

0 0 

TI/2 

S e n 3 m " A Ö C o s a r ' ~ 4 e d e . 

(Sen^ej^-'-ÍCos3©)"-1- .2SeneCos9de = 

0 
T I / 2 T I / : Tt 

Ejemplo 1. Calcular i) Sen «-Ade; ii) 

0 0 

i) 2m-l=6, m=7/2; 2n-l=0; n = l/2 luego 

13(7/2,1/2) I' ( 7 / 2 ) I' ( 1 / 2 ) 5 TI 

Sen^eCos»ede; iii) 

TT/2 

Sen'Qde = 

0 

Cos^ede, 

0 

?r ( 4 ) 

Tt/2 

ii) 2m-l=4, m=5/2; 2n-l=5, n=3; luego Sen"*6Cosa0d6 = 

0 

r(_)F(3) 

ÍF(- +3) 

IT rt/2 

iii) Costedt) = 2 Cos*6d0; 2m-l=0. m='-i; 2n-l=4, n= - luego 

0 0 

T I / 2 

Cospeda = 

0 

5 1 
2r ( -) r ( -) 

o 
3 TI 

2r(3) 8 

5. Dada 

,=»-- .1 ix II 
dx = ; mostrar que F(p)F(l--p) = 0<p<l 

1 + x Senpir Sen pTi 
0 
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Solución. 

bea — <— y, ;•!•--
1+X 1 -y 

>:p-ld¡ 

1 + x 
0 

y»—A(l-y)-»»dy - (3 ( p , 1-p ) = r(p)ni-p). 

Ejemplo 1. Calcular 

Solución. 

dy 

1+y* 
0 

Sea y*=x, 4y3dy-dx y asi 
dy 

1+y' 

1 

4 J 

~3'"*dx 

1 + x 

TI TI 2 -

4 S e n (Tt/4) 
0 0 

p-l=-3/4, p=l-
4 4 

Ejemplo 2. Hallar el valor de 

Solución. 

x(8-x3)A ' 3dx 

0 

Sea x 3=8y, x = 2 y A y asi (8—x 3) 1 / 3dx 2y 1 / 3(6-8y) 1 / : s - y»'3 d y s 

0 0 

y" 1' 3*1-y) A' 3dy 
8 2 4 8 1 2 
_ (3 (_,_) = _ r(_)r(_) 
3 3 3 9 y, y t* 

8 TI 16 re 

9 Sernx/3 9#3A'=E 
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6. 
Cosxd: 

0<p<l 
2F(p)C05(pn/2) 

0 

Demostración, (ejercicio). 

Ejemplo 1. Calcular 

Solución. 

Cosx2d:•:. 

0 

be a-*=y y asi Cos::2d; 

0 

Cosydy 1 TI 

y-
0 

2 21" (1 / 2 ) Cos ( ít/4 ) 

- (u / 2 ) -1-' 2 . 

7. 
Sen;;d; 

21"' ( p ) Sen ( pn/2 ) 

0<p<l. y demostrar que 

0 

Senxadx - ( TE / 2 ) D e m o s t r a c i ó n (ejercicio). 

0 

Estas tres últimas propiedades requieren para su demostración 

integrales dobles y es por esto que solo se enuncian. 

1 1 

8. ~(l-x)»ad:í = 2 

0 0 

Demostración (ejercicio). 

i" (o<+i) r ( |3+I ) 
(l-x2)rJdx = = B(a+l,P+l) 

T (a+(3+2) 
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1.31 E J E R C I O O S . 

1. Demostrar que las siguientes integrales impropias convergen al 

valor indicado, 

1. 
xln2x lr>2 

ArcTanxdx Tt2 

1 + x 2 8 
0 

dx 1 1 
= _ + __ l n" 

(x2-.l)2 3 4 
4. Tt . 

5. 
x 2' 3+3 7 
( )dx = - . xe~Hdx = 

' d; 

(4-x)2 
8 . 

d; 4-~n 

x*+4 x: 

dx 

x(x2-l) X / 2 -".I 

10, 
dx 

= 1 — 1 n 2 . 
x 2(l+x) 

11. e 2"dx = — . 

O) 
r d¡ 

12. 
x ( 1 n 3 x ) 

e 

13 ¡e-x-dx = 0 

0 

14. 
x d x 

(x 2+9) 2 18 
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15. 
Sen ( 1 / x ) d x 

= 1 

ï/rc 

; + l 
16. dx=4. 

l/; 

17. 
Tt 

" (2x=~l ) 4 
18. 

dx 

( 1+x )3'5 

19. 
dx rt 

(xa+l): 

OB 

d 
21, : 1 -1 n 2 

+1 ) 

20. 
xd: 

(1+x)3 2 
0 

"dx 1 
- 4 

23. 
dx 

1+x* 

TC-

24. x 1 / ae-«dx 

0 

25. dz 
4( ln3) 1 / : 

0 

' x d x Tt 

26. 
1 + x*- 27 -?71. y st 

0 

27. 
i2dx rt 

1+x* 8 1 

29 

0 

.1 

0 

dx 

( 1-x 2) 

28, x 6e - 2 Kd x 
45 

8 
0 

4 

30, 
(3-x)«'3 
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>1. Sechxdx = ix 
L ( m-3 ) (S-x)]*'2 

d: 
— = ö1 

(2-x) 
(.1 

35. 
IX 

1 / 2 2 
.1. 

0 
x d x 

57. 

f x 2 d x TI 
34 -

( l-x a) 

36. 

38. 

0 

1 

J 
0 

e 

0 

dx 

lrix1/2dx =0. 

39, x(x a~9)~ 2 / 3dx= - 9a 

0 

;dx rea-
41. 

( a 2 - x 2 ) 1 / 2 4 
0 

40. 
dx 

X a(4-x=) 

dx rt 

42, 
(2-x)(1-x a) 1 / a 

43, 
x d x 

L(x-1)(2-x)] 

:• TL 

44 . 
dx 

[(x-1)(2-x) 

e 

45. 
x ( 1 n x ) 

J. 

46, 
x d x 

(x-1) 

8 
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fxdx 
47. 

e " --1 6 
0 

lnxdx Tt" 
48. 

x-1 
0 

49, 

51 

0 

00 

1 dx 

TL-

e K+l 12 

x 3+l 2 7 1 / 2 

0 

p 1 n x d x 
50. 

x +1 
0 

VL^ 

12 

2. En los ejercicios anteriores tratar de demostrar que las 

integrales convergen utilizando los criterios que sean posibles. 

3. Demostrar que las integrales siguientes son convergentes. 

xdx 

(x**+l) 
0 

e - « . d K ( 

(x3+l) = 
0 

4. 
1 dx 

eJ 
0 

00 

5. 

0 

6. 
lnxd; 

0 

'lnxd; 
7, 

1-x 
0 

8 , 

;d; 

Coshx 

9. 
ArcTan^xdx 

0 
1 + x* 

d x 

(l-x=) 
0 

10, 
*d; 

( x i < n+x°+2) 3 

0 

13 
dx 

1 + x63 
0 

11 
" x 1 / 2 d x 

(1-x*) 
0 

00 

r xdx 
14, 

e K+Sen 3x+2 
0 
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15. 
x d x 

x 3+1 
16. x 3e-""dx. 1.7, 

0 0 

d: 

0 

1 8 , e~ wCos3xdx 

0 

.19, e~ " "SenxCosxdx 

0 

dx 

( x2+eK+2i:4) 
1 

.1 
x 1 / 2 d x 

26. 
Senx 

20. 
e-w« Sen 3xdx 

1 + x 
0 

1. 

< 
0 

dx 

inKCjx 27, 
( x-1)d: 

:lnx 
0 0 

CD CD 

x + 1 
( )«dx. 30. 
4x+2 

0 

7 
( - ) d x . 31. 

13 

1 
( - ) " d : 

!1. 
dx 

x 1 B + e K + 2 
0 

24 

28, 
1 n x d; 

(l-x*) 1 / 2dx 

0 

tc/2 
e - « d ; l/4n-H e~ K dx. 35, ce~3,< d; 

0 0 0 

IT TL / 2 

37. Cospeda, 38, SenriieCos*öde. 

0 0 

( T a n e ) l / 2 d e 

0 

39. 
2+Senx 
( )d; 

x a+l 

40. 41 » u> co c - - « e~ Kdx 
x(x+l) i X 2 

0 

^ 0 B e - K " d: 

0 
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43. (lò-x 2) 1 / 2dx. 44, dx. 

0 0 

4. Para un cierto valor real c las siguentes 

convergen; 

determinar c y calcular la integral. 

i) 
1 

•)dx ii) 
x 2+l 2x + l 

• )dx. 

iii ) ( • ) d: 
(l+2x a) ±' a x +1 

0 

5. Mostrar que las siguientes integrales divergen 

...... r B 

1 

1 
dx 

« _ — M e"—e 
0 

10, Senxdx. 

13. 
x d x 

(x*+l) 
0 

0 

x d x 

l + x® 

i 

11. 

0 

ix/2 

dx d x 

0 0 

8. 
' dx 

x 1 n x 

x 2d« 
12 

rt 

14. Tanxdx 15. 
Sen xdx 

1+Cosx 
0 0 
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17. .18, 
?;•; + ( x=+ l ) 

rd:< 

In:-; 
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11. c : <=» F> i R I. J L„ o 

A I O l JIM A S A P L I C A C I O N E S 
O EZ I A I IM TI- G F< A I D E F I IM I O A 

2.1 A R E A S . 

Si función f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b], con 

f(x) >0 para todo en [a,bj y sea R la región acotada por la 

gráfica de y=f (;•;),el eje , y las rectas w=a, x = b, para hallar la 

medida del área de la región R se procede asi: 

Se divide el intervalo [a,b] en n subinterva1os de igual longitud 

6;<i. = (b-a)/n; y se denota el i-ésimo subintervalo por [Xi-i,Xi]. 

Entonces si. f(c¿ ) es el mínimo absoluto de la función en el 

i-ésimo subintervalo (f(d4.) es el máximo absoluto de la función 

en el i-ésimo subintervalo); entonces la medida del área de la 

región R esta dada por: 

n n 
A= 1 im S fíc^úxt ó ( A=l.im 2 fíd^óx* ). 

n=> od i = i n - > <d i = 1 
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ex 
xí-i, i : 

• ••-T 

M i 

-í(x) 

CL XJ-L ti b 

Ejemplo 1. Hallar el área de la región acotada por la gráfica 

de y=x 3, el eje x, y la recta x=3. 
•<f 

r - x 2 Solución, 

* 

La figura anterior, la región y el i-ésimo rectángulo inscrito. 

Se divide el intervalo [0,3] en n subintervalos de igual 

longitud; ó;:a = (b-a)/n = (3-0)/n = 3/n. 

Xa>=0; >h-6xx~3/ri ; x 3 = 2 Ó X i = 6 / n ; . . . x ± - x = ( i-1 )ÓXi = (3/n ) ( i - 1 ) . . . x n = 

nóxA=n3/n = 3. 

Como f es creciente en [0,3] el valor del minimo absoluto de f en 

el i-ésimo subintervalo [ x ±.~ x , x x ] es f(x A~i), asi 

n n n 
A-lim Z f(cA)6xA - lim Z f(XA-A)ÓXA = lim Z(i-1) 3(óxA) 3 = 

n - > m 1=1 n - > a> i = 1 n—> <*> i=1 

n (i—1) 227 n (i-1)3 

i un Z = 27 lim Z -
n->oo i — 1 n 3 n->(» i^l n 3 

27 n(n+1)(2n+l) 9 (2n3-3n+l) 
lim — ( n(n + l)+n) = lim — = 9; por 
n~>® n- n — > oo n-
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lo tanto el área es 9 unidades cuadradas. 

Con rectángulos circunscritos, el valor del máximo absoluto de f 

en t>:i-i,Xi] es K m ) = f (íóxi )=.ia(ÚXi ) 2, luego 

n n i**27 n i 2 

A=lim 2 f(dx)ó .» = lim 2 «= 27 lim 2 — = 
n->® x-1 n — >a» i = l n 3 n->® i = i n 3 

27 n(n+1)(2n+l) 
lim — ( )=9 unidades cuadradas. Pero para no seguir 
n - > «o n 3 6 

n 
con algo tan tedioso se recuerda que lim 2 f (c±)Ó>U = 

n - > ® i = 1 

b b 
n 

I(f) = f (x) d x; y que lim 2 fCd.iJÓx* = I(f) = f(x)dx , 
j n—> ® i=1 
a a 

ya que en este caso f es continua [a, b] = f.0,3]. 

F'ara hallar el Area de una región dada se aconceja seguir los 

siguientes pasos. 

1. Dibujar la región. 

2. Cortar la región en piezas delgadas y marque una pieza 

representativa. 

3. Calcular el valor aproximado de la piez¿^ representativa, 

considerando1a como un rectángulo. 

4. Sumar las áreas aproximadas de las piezas. 

5. Tomar limite para obtener asi una integral definida. 

Y estos 5 pasos se pueden resumir asi: Revanar,aproximar, e 

integrar. 

Ejemplo 1. Hallar el área ele la región bajo y = l + x í ' s : entre x=0, 

x=4. 
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De f in ic ión. 

Si. y=f(x) es una función continua en [a,b], entonces el área A, 

limitada por su gráfica en el intervalo, y el eje x, esta dada 

por 
r 

A= |f(x)|dx 

a 

f(x)d x si f(x)>0. 

f(x)d x si f(x)<0. 

a 

Más general si f y g son dos funciones continuas en el intervalo 

cerrado [a,b] y f(x); g(x) ambas positivas, además f(x)¿g(x) para 

todo x en [a,b], entonces el área encerrada entre las gráficas, 

en 

este intevalo viene dada por 

b b b 

A= [f(x)-g(x)jdx f ( x ) d : g(x)dx = área mayor menos área 

a 

menor 

(ver figura siguiente). 

-3 = 4 Cxi 

S - ̂  Cx > 

5 X-
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ÓA«[f(x)~g(x)]óx ; A= L f(x)~g(x)]dx . más aún; si se tiene 1 a 

(x/ > 

siguiente región y se desea calcular el área de la región 

subrayada, j , . 

Aqui ni f ni g son siempre positivos, además ninguna de las 

funciones es mayor que la otra. 

Un modo de proceder es subir la región un número fijo de unidades 

de modo que ambas pasen a ser positivas y los nuevos contornos 

van a ser ahora F(x)=f(x)+c; G(x)=g(x)+c. (ver figura siguiente). 

Y 6 A i. ~ [ F ( x ) -G ( x ) ] ó x 

a C 

A* = [F (x)-G(x)]d¡ 

ÓA2=[G(x)-F(x)Jóx. 

d 

A: C G(x)-F(x)]d: 

ÚA3s[F(x)-G(x)3Ó> 

b 

A3 [F(x)-G(x)]d x. 
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El Area Ax = CF(x)-G(x)]dj [(f(x)+c)-(g(x)+c)]d; 
a 

(f(x)-g(x))d: f(x)-g(x) Id x 

a 

Area A 2 [G(x)—F(x)]dx Cg(x)-f(x)]dx jf(x)-g(x)j d x 

c 

b 

c 

b 

Area A 3 [f(x)-g(x)]d: (f(x) g(x))d x = 

d d d 

el área total es en consecuencia A1+A2+A3 = 

c d b b 

I f(x ) -g(x)Idx, 1uego 

I f(x)-g(x)|dx + I f(x)-g(x)Idx + j f(x)-g(x)J dì If(x)-g(x)j dx 

a c d a 

luego si f(x) y g(x) son dos funciones continuas en [a,b], 

en tonc.es 

el área encerrada por sus gráficas en [a,b] viene dada por: 

b 

f(x)~g(x)Id; 
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En forma análoga si x=f(y); x x=g(y) son funciones continuas en un 

intervalo cerrado Lc,d], el área encerrada por sus gráficas en 
este intervalo viene dada por: 

d 

|f(y)-o(y)|dy, 

Ejemplo 1. Hallar el área de la región limitada por la gráfica 

de 

y=9—Xa y el eje x. 

Solución. 

La región junto con un elemento rectangular se observa en la 

figura siguiente. 

ÓA=C(9-x=)-0]óx, 

A— (9-x2)dx = (9-x 2)d x = 36. 

0 

Ejemplo 2. Hallar el área de la región limitada por la curva 

y=x-l el eje x, el eje y y x=2. 

Solución. 

la región junto con un elemento rectangular se observa en la 

figura siguiente. ^ 

i i 

1 = 
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Como f (x) «x-1 >0 para x e [ 1,2 ] y f ( x ) <<3 para xe[0,l], se divide la 

región en dos partes AI¡,A2. 

ó A A s (0-(x-l))flx; A .,. [0- ( x~l) ]dx = '/¿ 

ÓA 2 « ((x-1)-0)óx: A 2 (x-l)dx = '4, entonces Ai+A 2 = A 

-1 | dx = (l-x)dx + 

0 0 1 

El área también se puede calcular asi: 

0 1 

(x-l)dx = 1 unidades cuadradas. 

A- (y+1)dy + [2-(y+l)]dy = 1 

0 

x y = 

Ejemplo 3. Hallar el área encerrada por la elipse — + — 
a 2 b 2 

Solución. 

y - k 
CL 

h 
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a 2 - x 2 b 2 

; y - (a 2-x 2), asi que A= 
b* a-

b 
C. - (a^-x2)*'-

a 
-a 

(ej ere icio)-

b 2b 
(- -(a 2-* 2) 1-' 2) ]dx = — 

a a 
( a 2-x 2) 1 / 2 d ;:=Tiab, 

Ejemplo 4. Hallar el área encerrada por y=x; x+y=2; e?je y, 

Solución. 

IIW} 

n K y"^-* j K><M A"1 

/ \(z,p) A \ t ? x 

(2-x )-<;<) )ÚK=(2-2X)ÓK, luego A= | (2-2x)dx =1= |(y-0)dy + 
J J 
0 0 

<2-y-0)dy, 

Ejemplo .5 Hallar el área estre las gráficas de y=Senx 

para x en [0,2nj. 

Solución. 

y=Cos: 

Se hallan los puntos de intersección de las curvas y=Senx, 

y=Cosx; Senx=Cosx; en X=TI/4, STI/4, . . , .La región esta representada 

por la siguiente figura. 
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ó A~(Co s x- Senx)A< 

ÓB~ (Senx-Cosx )ó x 

6cÍÍ (Casx-Sen x ) d 

TE/ 4 

El Area es A+B+C =(Cosx-Senx)dx + 
J 
0 n/4 

2n 

| Cosx-Senx j dx = (2X'SS¡-1 )+Bx'se+( l+2±'se l 

5K/4 

(Senx-Cosx)dx + (Cosx-Senx)d; 

5tt/4 

0 

Ejemplo 6. Hallar el área encerrada por x-y3; x=-2ySB+3 

Solución. 

Las parábolas se cortan en y=±l; -2yas+3=y=í; 3=3y=!; y a=l; y=±l; y 

la región se muestra en la figura siguente. 

ISA« ( ~2y:=!+3~y3 )óy 

s<-3ya+3)óy; 

A= (-3y=+3)dx=4, 

Ejemplo 7. Hallar el área de la región limitada por y a=2x~2 y 

x+y-

1 t <=>«<T)£ 
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Solución. 

Las curvas se cortan en los puntos (3,-2); (9,4). La región se 

observa en la figura siguiente. 

n n-i 

A / / W 
x 

i ¥ y 

l2x-2) {Zx-Z)*-'9) ]<};<; A.t=2 

K4i 

<9 

ó A a « [ ( 2 K - 2 ) 1 ( x - 5 ) D ó x ; As [ (2x-2) i/,a-( x-5) ]d: 

(2x-2)a"a- + 5x 
9 38 38 .16 
= — ; luego A=As>+Ax = — + — =18 unidades 

cuadradas. 

Si se toma elementos rectangulares horizontales de área, se tiene 

y a+2 
DA«[(y+5)-( )]óy; A= 

y 2+2 1 
[ ( y+5) — ( )]fly = - (-ya+2y+8)dy = 

1 y:3 
- L- — + y 2 + 8y] 

4 
:.18 unidades cuadradas, 

y 3 y a y 
Ejemplo 8. Hallar en área encerrada por x = — + - , — , 

4 8 4 8 

yeC-2,13. 
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Solución. 

si y solo si y^+y12—2y=0 si y solo si 
y y 2 y y 3 

4 8 4 8 

y(y-1)(y+2)=0; luego, las curvas se cortan en y=0, y=l, 

La región se observa en la figura siguiente. 
Y 

y= 

y y - y 
OA xK( + - _ 

4 8 4 
) ó y ; Ai = 

8 

Á * í 

y y:3 

)dy = 
8 

ÚA aK[ 
y. 

- ) ] ó y ; Aa= 
8 8 

y-

8 

y y-8 
( — + — 

4 8 
0 

37 1 5 
luego A^Ai+As - — + — = — unidades cuadradas, 

3 96 96 

-) ]dy 
4 

5 

96 

2 . 1 . 1 E J E R C I C I O S . 

I. Hallar el área limitada por la gráfica de la función dada y 

en el intervalo indicado. 

1. y=::;s; [-3,0]. y= x3!-3x; [0,3] 

-6x; [-1,1] 4. y=(x~l)(x-2)(x-3) [0,3] 

y= • -, [ 'á, 3 ; j 6. y-H1 ; [0,4] 
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y a=x a-x«. 

11. Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las 

funciones dadas. 

1. y=x, y=-2x, x = 3. 2. y=x a, y=4. 3 .y=x3, y=8,x=-l. 

4. y=4(1—Xa), y=l—xa. 5. y=x, y=l/xa, x=3. 6. y=x a' 3, y=4. 

7. y=-x a+6, y=xa+4x. 8. x=3ya, x=6. 9. x=-y, x=2-ya. 

10. y=xa-2x-3, y=2x+2 [-1,6]. 11. x=ya+2y+2, x=-ya-2y+2. 

12. y=x3-x, y=x+4, x=-l, x=l. 13. y a=l-x, 2y=x+2. 

14. y=xa+2x, y=•-;•;+ 4 en [-4,2]. 15 . y=x*, y=2x-xa. 

16. y a=4x, 4x-3y=4. 17. y=x 3-6x a+8x, y=xa-4x. 

18. y a=2x-2, y=x-5. 19. x=ya, x=-2ya+3. 

20. x=(y3/4)+(ya/8)-(y/4) ye[-2,l] y x=y3/8 ye[-2.1]. 

21. x a+y a=4, xae+y2-4x (área de intersección). 

22. área del triangulo con vertices (1,1), (2,4), (3,2). 

23. área limitada por el arco x=©-Sen6; y=l-Cos© ©6[0,2n:]. 

24. Hallar el área limitada por x=3+Cos6, y=4Sen8. 

2.2 C O O R D E N A D A S P O L A R E S . 

Hasta ahora se ha localizado un punto en el plano por medio de 

sus coordenadas cartesianas rectangulares. Existen otros sistemas 

de coodenadas que se pueden utilizar; probablemente el siguiente 

en .importancia al sistema de coodenadas cartesianas, sea el 

sistema de coordenadas polares. 

Para introducir un sistema de coordenadas polares en un plano, se 
V 
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selecciona un punto fijo en el plano (llamado polo u origen) y se 

designa por la letra 0; y una semirecta dirigida (llamada eje 

polar) con origen en dicho punto, (ver figura siguiente). 

Un punto en el plano se nota por P(r,8) ó (r,8) y se denominan 

coordenadas polares de P. 

Un águlo positivo © se mide a partir del eje polar en sentido 

contrario al movimiento de las manecillas del reloj y negativo 

en sentido al movimiento de las manecillas del reloj. 

Para representar el punto P que corresponda al par de números 

(r,6) se procede de la forma siguiente. 

1. Si r es positivo, P(r,6) es la intersección del círculo de 

radio r y cuyo centro está en el polo, con la semirecta de ángulo 

6 que parte del polo. 

2.Si r=0; P(0,0) es el polo, cualquiera que sea el valor de 6,que 

se puede medir en radianes o grados. 

3. Si r es negativo, P(r,6) estcf a una distancia Jrj del polo, 

sobre la semirecta opuesta, a la que sale del polo formando un 

ángulo 6; es decir para situar un punto (-r,8), -r<0, se mide 

|r| unidades a lo largo de la semirecta 0+n. 

A diferencia del sistema de coordenadas rectangulares, la 

descripción de un punto en coordenadas polares no es único. 

/O 
/ 

/ 
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El punto (r, 6) se puede representar por (r,e+2nTt) ó 

(— r , 6+TT+2n TC ) , n e Z . 

Ejemplo 1. Localizar los puntos cuyas coordenadas polares se 

indican. 

a) ( 4 , u/6), B ) ( 2 , - T U / 4 ) , c) (~3,3n/4). 

Solución. 

a) Se miden 4 unidades a lo largo de la semirecta TI/6 

c) Se miden 3 unidades alo largo de la semirecta ( 3 T I / 4 ) + T C = 7 I I / 4 „ 

Ejemplo 2. Mostrar que el punto (2,TI/6) se puede representar 

por 

a) (2,13u/6), b) (2,-11T£/6) , c) (-2, 7TC/6 ) , d) (-2,~5TI/6). 
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b) Se miden 2 unidades a lo largo de la semirecta ~n/4 



ai 

e) 

(i.istó) 
(2,-Hi/i) 

/ 
i-2,1 n/b) 

/ 

A veces se desea obtener tanto las coordenadas cartesianas 

rectangulares, como las coordenadas polares de un punto y para 

esto se hace coincidir el origen del primer sistema con el polo 

del segundo sistema y se tomo, el eje polar como el lado positivo 

del eje x, el eje 90, como el lado positivo del eje y, como se 

puede observar en la figura siguiente. 

p(r,e) » P(V,r) 

x -

De la gráfica anterior se deduce que Cos6=x/r; Sen6=y/r; es decir 

x=rCos6, y=rSen9; que es la fórmula para convertir puntos en 

coordenadas polares a coordenadas cartesianas. 

Para convertir puntos de coordenadas cartesianas a polares se 

rSen6 y 
emplean las fórmulas r=í(x 2+y 2) y Tan8= 

rCosG 

Ejemplo 1 . C o n v e r t i r l o s p u n t o s a ) ( 2 , n / 6 ) , b ) ( ~ 6 , 7 t i / 4 ) 
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a coordenadas cartesianas. 
V 

Solución. Í 

2 #"-!, x x" as 
A ) >!=rCo58 = 2 C O S ( T I / 6 ) = = 

o 

y=rSen©=2Sen ( TI/6 ) =2 .'-é = i, luego (2, TI/6) en polares equivale a 

(31/ai,l) en coordenadas rectangulares. 

b) K = rCose = —6Cos ( 7TT/4 ) = -3*2*-'3. 

y=rSen©=-6Sen (7n/4 )=3#2i/'a, luego (~6,7IT/4) en polares equivale 

a (-3#2x''se,3¡lc2;L'a) en coordenadas rectangulares. 

Ejemplo 2. Convertir el punto (-1,1) a coordenadas polares. 

Solución. 

^ = 1 + 1=2; Tan9=-1 ; dos de los muchos ángulos posibles que 

satisfacen Tan©=-1 son 3TI/4 y 7TL/4, luego dos puntos que lo 

pueden representar son (2xyS!, 3TC/4 ) ; y para 

© = ( 3 n / 4 ) + T I = 7 n / 4 , 

( -2xyzt, 7 TI/4 ) . 

Ejemplo 3. Convertir el punto (-S*' 2,!) a coordenadas polares. 

Solución. 

rae=4, Tan0=-3 l / 2; e=—rc/6, bit/6 

punto son (-2, ( 5rt/6) +n+2nn) ; 

con neZ. 

y las coordenadas polares del 

(-2, (-TI/6)+2nn) y (2, ( 5n/6)+2mr) 
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