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Resumen

En el presente trabajo se estudia el problema de radiacién en una cavidad con condi-
ciones de frontera de conductor perfecto e impedancia. Partimos de la ecuaciones de
Maxwell en régimen armoénico para construir una ecuacion diferencial de segundo orden
que, junto a las condiciones de frontera mencionadas conforman el problema fuerte.
Basados en éste, construimos una formulaciéon variacional cuyo anélisis de existencia
y unicidad de la solucién se lleva a cabo via alternativa de Fredholm. Posteriormente
se deriva una formulacion discreta usando los elementos finitos de Nédélec de primer
orden, en donde la convergencia de la solucién se estudia usando la teoria de operadores
colectivamente compactos y finalmente, describimos con detalle la implementacion de
la formulacion discreta usando MATLAB, llevando a cabo anélisis de error en las normas
L*(Q) y H(curl; Q) y estudiamos el orden de convergencia.

Palabras claves: Elementos de Nédélec de primer orden, ecuaciones de Maxwell en
régimen armonico, alternativa de Fredholm, teoria de operadores colectivamente com-
pactos, anélisis de error, orden de convergencia

Abstract

In this document, the cavity radiation problem under perfect conductor and impedance
boundary conditions is studied. We start from time-harmonic Maxwell’s equations to
construct a second order differential equation that, with the afore menctioned boundary
conditions, constitutes the strong problem. Based on this, we construct a variational
formulation whose existence and uniqueness analysis of the solution is done via Fred-
holm’s alternative. Later, a discrete formulation is built using the Nédélec’s first order
finite element, where the convergence of the solution is studied using the collectively
compact operators theory and finally, we describe a detailed implementation of the
discrete formulation using MATLAB, analyzing the error estimates in the norms L?()
and H (curl; Q) and studying the convergence rate.

Keywords: Nédélec’s first order finite element, time-harmonic Maxwell’s equations,
Fredholm’s alternative, collectivelly compact operator theory, error estimates, conver-
gence rate.
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Introducciéon

La teoria de radiaciéon de ondas electromagnéticas es una de las aplicaciones de las
ecuaciones de Maxwell, la cual estudia la propagacion de las ondas a través del espacio
y su interaccion con los cuerpos presentes que en éste yacen |[1].

El medio de propagaciéon puede ser tan simple como el vacio o tan complejo como uno
inhomogéneo anisotrépico, de modo que las propiedades del medio como la conduc-
tividad, permitividad y permeabilidad pueden ser descritas por funciones escalares o
por tensores segin su complejidad. Este hecho, sumado a las posibles asimetrias del
espacio, limita significativamente la cantidad de problemas que pueden ser estudiados
estrictamente de forma analitica y resulta necesario el uso de métodos numéricos para
estudiar tales problemas.

El método de diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD) y el método de
elementos finitos (FEM) han sido ampliamente utilizados para abordar numéricamente
problemas de teoria electromagnética en general [2|. El uso de estos métodos data de
los anos 60’s. En particular, Yee [3] propuso en 1966 un esquema en diferencias finitas
para resolver un problema con condicién de frontera en un medio isotropico. Desde
entonces otros métodos como el de Galerkin discontinuo, elementos de Nédélec [4],
analisis isogeométrico y elementos virtuales han sido utilizados [5].

En la actualidad, existen diversos programas de software que permiten implementar
elementos finitos de Nédélec de primer orden. Olm, Badia y Martin usan FEMPAR
para implementar elementos finitos de Nédélec de orden arbitrario [5]. Por otro la-
do, Bahriawati y Carstensen usaron MATLAB para implementar los elementos finitos
de Raviart-Thomas, ideados para resolver numéricamente la ecuaciéon de Laplace. Sin
embargo no se encuentra suficiente documentacién sobre una implementacion detalla-
da en MATLAB de los elementos finitos de Nédélec aplicado a problemas de radiacion
electromagnética.

En el presente trabajo, nos proponemos desarrollar un estudio riguroso de las ecuaciones
de Maxwell y una implementacion detallada de los elementos finitos de Nédélec de
primer orden (en MATLAB) aplicados a un problema de radiacién en una cavidad. Para
este fin, empezaremos por reunir todos los ingredientes disponibles en la literatura
para poder estudiar las ecuaciones de Maxwell en la mencionada aplicaciéon. Si bien los
resultados son clasicos y no constituyen un avance en el estado del arte, aca pretendemos
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organizarlos detalladamente, de tal manera que sea claro su uso en la formulacion del
problema, asi como en el analisis de existencia y unicidad de la solucion y el orden de
convergencia alcanzado por una aproximacion discreta. Primero sera necesario formular
el problema partiendo de las ecuaciones de Maxwell con las condiciones de frontera
apropiadas.

Una vez planteado el problema fuerte, listaremos las herramientas necesarias del analisis
real y funcional para establecer una formulacién variacional del problema, llevando a
cabo un analisis de existencia y unicidad de la solucién. Posteriormente construiremos
una formulacion discreta del problema variacional previo, estudiando la existencia y
unicidad de las soluciones con su respectivo analisis de convergencia.

Una vez sustentado tedricamente el uso de elementos de Nédélec de primer orden para
el problema de radiacién en una cavidad, discutiremos con detalle la implementacion
numérica del problema llevando a cabo un analisis de error a priori y velocidad de
convergencia. Por tltimo, validaremos los resultados teéricos por medio de ejemplos
numéricos adecuados.



Capitulo

Preliminares

Iniciamos este capitulo con un breve repaso sobre teoria electromagnética, en el cual
estudiamos las ecuaciones de Maxwell en régimen armonico, combinadas con las pro-
piedades de medios homogéneos y diferentes condiciones de frontera para modelar el
problema de radiacién en una cavidad.

Una vez establecido el problema fuerte, proseguimos a exponer las nociones y resultados
necesarios del anélisis funcional para establecer una formulaciéon débil del problema y
garantizar la existencia y unicidad de la solucién del mismo. Esta tarea supone princi-
palmente estudiar espacios de Sobolev cuyos elementos tienen curl bien definido en el
sentido distribucional y combinarlos con la teoria de descomposiciéon de Helmholtz.

Los resultados de este capitulo son enteramente clasicos, por lo que no probaremos mu-
chos de los teoremas que aqui enunciamos, en su lugar citaremos una fuente adecuada
cuando sea necesario. La exposicion de este capitulo, en orden y contenido, esta inspi-
rada en los capitulos preliminares de [6], el cual estudia con mas generalidad el uso del
método de elementos finitos en diversos problemas de radiaciéon. Cerramos esta nota
preliminar introduciendo las siguientes convenciones.

= Los vectores, campos y funciones vectoriales seran denotados en negrita, es decir,
escribiremos a en vez de @ o LP(Q) en vez de [LP(Q)]N para algin entero N >
2. Sin embargo, usaremos la notaciéon convencional cuando resulte conveniente,
comodo o haya lugar a confusion.

» Resumiremos la frase «(método de) elementos finitos» por su acrénimo en inglés
FE(M) cuando resulte conveniente hacerlo.
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1. Conceptos basicos sobre electromagnetismo

Un campo electromagnético (interaccion simultdnea de los campos eléctrico y magné-
tico) es creado por una distribucion de cargas eléctricas estéticas y en movimiento. La
densidad de carga eléctrica estatica viene dada por la funciéon escalar p y la que se
encuentra en movimiento (corriente) estd dada por la funcion vectorial J. El campo
electromagnético esta descrito por las funciones vectoriales E, D, H y B las cuales de-
penden de la posicion € R3 y del tiempo t € R*. Las funciones E v H se denominan
intensidad de campo eléctrico y magnético respectivamente, mientras que D y B se
llaman desplazamiento eléctrico e induccion magnética en el mismo orden.

1.1. Ecuaciones de Maxwell y régimen armoénico

Las ecuaciones de Maxwell (aqui en su forma puntual) relacionan las funciones del
campo eléctrico y magnético con las fuentes de carga y corriente en una region dada de
R3 como

0B
— E = 1.1
5 + VX 0, (L.1)
V-D=p, (1.2)

oD
—E—FVXH—J, (1.3)
V-B=0, (1.4)

Las expresiones (1.1) y (1.3) son conocidas como las ecuaciones fundamentales de cam-
po, mientras que las expresiones (1.2) y (1.4) son conocidas como condiciones de di-
vergencia. A este sistema de ecuaciones suele anadirse la ecuacién de conservacion de
carga, la cual viene dada por

V-J—i-@ =0. (1.5)
ot
Suponiendo que las funciones involucradas en el sistema de ecuaciones anterior estan
como minimo en C?, puede mostrarse que las ecuaciones fundamentales de campo y las
condiciones de divergencia estan relacionadas por medio de la conservacion de carga.
En efecto, si tomamos divergencia en (1.3) tenemos

D
~v. (%—t) + V- (VxH)=V-J,

dado que V-(Vx H) =0, de la ecuacion (1.5) se sigue que

oD\  Jp
V'(W) = o



1. CONCEPTOS BASICOS SOBRE ELECTROMAGNETISMO 5

intercambiando los operadores divergencia y derivada concluimos que

0

como en general, D y p son funciones del tiempo, necesariamente V-D = p. Un anélisis
similar muestra la relacion entre (1.1) y (1.4).

En otras palabras, un problema de radiaciéon puede ser abordado por medio de sus
ecuaciones de campo. Si la solucién a éste es suficientemente regular, se satisfacen
de forma implicita las condiciones de divergencia. En otro caso, toda solucion a las
ecuaciones de campo debe verificar las condiciones de divergencia como paso adicional.

Las ecuaciones de campo pueden ser dificiles de manejar debido a que dependen tanto
del espacio como del tiempo. Sin embargo, suponer que las fuentes originarias del campo
tienen un comportamiento especifico puede simplificar la forma de sus ecuaciones.

Si las fuentes de carga que generan el campo electromagnético varian sinusoidalmente
en el tiempo (con una frecuencia fija w > 0), decimos que el campo es armonico y las
ecuaciones de Maxwell pueden re-escribirse en funcién de la frecuencia y no del tiempo.
A fin de ilustrar como, supongamos que A(x,t) y b(x,t) representan respectivamente
cualquier funcion vectorial y escalar de las ecuaciones de Maxwell y que éstas varian
sinusoidalmente en el tiempo, entonces éstas pueden expresarse como

Az, t) = R(e ™ A(x)),
b(x,t) = R(e “b(x)),

donde R( - ) es el operador que toma la parte real de la expresion en paréntesis y A(m)
es una funciéon vectorial compleja dependiente solamente de la posicion, al igual que la
funcién escalar I;(zc) Usando la linealidad del operador curl y derivada, las ecuaciones
de Maxwell pueden expresarse de forma equivalente como

—iwB+VxE =0, (1.6)
V-D =), (1.7)
iwD+VxH=J, (1.8)
V-B =0, (1.9)
analogamente, la ley de conservacion queda escrita como
iwp=V-J. (1.10)

Bajo esta suposicion y otras simplificaciones relacionadas con el medio de propagacion
del campo, podremos describir el problema de radiaciéon con una ecuacién diferencial
en vez del cuarteto de Maxwell, como veremos mas adelante.
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1.2. Relaciones constitutivas para medios lineales

Existen dos relaciones constitutivas que relacionan los campos E y H, las cuales vie-
nen asociadas al medio con el que interacttian los campos y son independientes del
comportamiento de las fuentes que lo generan. Estas establecen que

D =¢E, (1.11)
B = uH, (1.12)

donde € y u representan respectivamente la permitividad eléctrica y la permeabilidad
magnética, las cuales son propiedades intrinsecas de dicho medio. Se pueden identificar
tres casos: el vacio o espacio libre; medio no homogéneo isotrépico y anisotropico. El
vacio (o el espacio libre cuando los campos no son suficientemente fuertes como para
generar disrupcion eléctrica), se considera un medio homogéneo y tanto permitividad
como permeabilidad son constantes que denotamos por g y pg, las cuales satisfacen

que
1

\/50/10’

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

CcC =

En un medio isotrépico no homogéneo (caso més comun), permitividad y permeabili-
dad pueden variar con la posiciéon pero no con la direcciéon de incidencia del campo, en
este caso € y u son funciones positivas acotadas del espacio. Por tdltimo, en un medio
anisotrépico no homogéneo, dichas propiedades pueden variar con la posicion y adi-
cionalmente con la direcciéon en que incide el campo, en este caso € y u representan
matrices de funciones del espacio, definidas positivas de orden 3 x 3.

Es posible que el medio de interacciéon tenga la facultad de conducir corriente. En este
caso, decimos que el medio es conductivo y surge una relacion constitutiva adicional
conocida como la ley de Ohm, que relaciona el campo eléctrico E y la densidad corriente
J circulante de la forma

J=ocE+J,,

donde o es la conductividad del medio y J, es la densidad de corriente aplicada al
medio (la fuente que origina al campo electromagnético). Si el medio es conductivo,
diremos que ¢ > 0, en otro caso o = 0 y el medio se denomina dieléctrico (por ejemplo
el vacio). En un medio homogéneo la conductividad sera constante mientras que en uno
inhomogéneo isotrépico, ésta serd una funcion no negativa del espacio no necesariamente
acotada (en un conductor perfecto o = o). Por tltimo, en un medio anisotrépico o
representa una matriz de funciones del espacio, simétrica, semidefinida positiva de orden
3 x 3.

Definidas las relaciones constitutivas y bajo la suposicion de régimen armonico, pode-
mos re-escribir las ecuaciones de Maxwell (después de varias simplificaciones) como un
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sistema de primer orden dado por

—ikp,H + VX E =0, (1.13)
1
V-(sB) =~ V-F. (1.14)
1
ke, E +VxH = %F, (1.15)
V- (i, H) = 0, (1.16)

donde hemos usado los conceptos de permitividad y permeabilidad relativa, denotados
respectivamente por &, i, v definidos por

1( ia) U
Epr=—\e+—|, Uy = —.
€0 w Ho

Cabe anotar que €, =1y u,. = 1 en el vacio. Adicionalmente los campos E y H han
sido re-definidos como

E—:B  H-uH

Y

por ultimo, la funcion vectorial F' y el pardmetro x (niimero de onda) vienen dados por

F = mu(l)/2ja, K = Wy/Eolo-

Aqui, aunque es posible derivar esquemas numéricos para las ecuaciones (1.13) y (1.15),
es usual eliminar una de las variables en (1.13) por medio de las condiciones de diver-
gencia

Vx(u'VxE)—k*’,E=F, (1.17)
que satisface la condicion de divergencia (1.14).

A este punto, podemos estudiar problemas de radiaciéon en medios que, pueden ser tan
simples como el vacio o tan complejos como los anisotrépicos no homogéneos, siempre
que las propiedades del medio sean continuas. Si este no es el caso, la ecuacion (1.17) no
puede modelar este problema por si sola y consideraciones adicionales deberan hacerse.

1.3. Condiciones de frontera

Las ecuaciones (1.13) y (1.17) no representan una descripcion completa del campo elec-
tromagnético ya que dichas ecuaciones no se satisfacen en una frontera entre diferentes
medios donde permitividad o permeabilidad son discontinuas (por ejemplo la interfaz
tierra - aire).

Consideremos un medio consistente de dos regiones que presentan propiedades eléctricas
y magnéticas diferentes (digamos €,.1, €.2 ¥ fir1, fir2), separadas por una superficie S.
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Supongamos que sobre toda S se puede definir un vector v normal unitario a ésta. Las
condiciones a satisfacer por el campo eléctrico y magnético sobre S estén relacionados
con la continuidad de sus componentes normales y tangenciales en ésta.

Region'1 /| oo
Ela Hl ]
e /o

Do ‘ o

Region 2
E, H,

€2, to

Figura 1.1: Interfaz S que separa dos medios diferentes.

Para el campo eléctrico tenemos que su componente tangencial debe ser continua a
través de S o bien, que v X E lo sea, de modo que si E; es el valor limite del campo
eléctrico cuando se acerca a S desde la region 1 y andlogamente definimos FEs, se sigue

I/X(El—Eg):O en S.
La componente normal por otro lado, es discontinua en presencia de carga superficial

ps sobre S
V'(gr,lEl - 67‘,2-E’2) = pPs,

En el caso del campo magnético, la componente tangencial es discontinua en presencia
de corrientes superficiales Jg

UX(Hl—H2>:J5,
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mientras que la componente normal de éste resulta ser continua en S

V'(,Ltr,1H1 - Mr,2H2) = 0.

Cabe anotar que la ausencia de carga superficial en S no garantiza continuidad de
la componente normal del campo eléctrico sobre S, ya que no necesariamente ¢,; =
er2. De igual forma sucede con la componente tangencial del campo magnético y la
permeabilidad relativa.

Hasta el momento, no se ha discutido la conductividad de la interfaz S. De esta pro-
piedad se derivan dos condiciones de frontera conocidas como conductor perfecto e
impedancia.

En el caso que un lado de S es un conductor perfecto (o — o0), de la ley de Ohm se
sigue que si la densidad de corriente J permanece acotada, necesariamente E — 0, es
decir, en un conductor perfecto el campo eléctrico se anula.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el lado de .S en la regién 2 es un conductor
perfecto, en consecuencia Ey9 = 0 y por continuidad de la componente tangencial del
campo eléctrico se tiene

vxE,=0.

El caso en que el conductor no es perfecto deriva la condiciéon de impedancia. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que el conductor esté en la region 2, entonces

vxH, - ANvxE;)xv =0, (1.18)

donde la impedancia A es una funcién positiva de la posicion en S.

Esta teoria no solo permite modelar problemas con medios discontinuos, sino que tam-
bién es posible modelar problemas del tipo campo-objeto, en los cuales se busca estudiar
la interaccion entre el campo y un agente dispersor, que estard modelado como una dis-
continuidad en el medio. Sin embargo, una tltima consideraciéon debera hacerse para
que estos problemas queden bien puestos.

1.4. Dispersiéon y condicion de radiaciéon

En esta seccion estudiaremos primero la interaccion entre el campo y un objeto (agente
dispersor) acotado, conductor perfecto que ocupa un volumen D, rodeado en general
por un medio no homogéneo (¢, # 0 o p, # 0), como se ilustra en la figura 1.2. El
campo ocupa la zona R?*\ D, ya que la condicién de conductor perfecto del objeto lo
hace impenetrable. Esto lo describimos por

Exv=0endD :=T,
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con v un vector normal unitario exterior a D. Ademas suponemos que suficientemente
lejos del cuerpo dispersor, no existe més que vacio, es decir, para algtn radio r, ,.(x) =
1, pr(x) = 1 cuando || > r.

El campo total E viene dado por

E=E+FE enR*\ D,

donde E' es el campo incidente (conocido), el cual es generado por una fuente de
corriente descrita por una funcion vectorial F' y satisface

VXVXE —k*’E'=F enR3\ D,

Un ejemplo tipico de campo incidente es la onda plana, dada por

Ei — peimvd
donde i=+/—1, y d,p € R3 son tales que p # 0, |d| = |p| = 1, d - p = 0 y representan
respectivamente los vectores de direccion de propagacion y polarizacion de la onda. Una
caracteristica importante de la onda plana es que F' = 0.

Por otro lado E® denota el campo dispersado, el cual es desconocido y resulta de la
interaccion entre el campo incidente y el agente dispersor. Por esta razon, los problemas
de radiacion son también conocidos como de dispersion. A fin de que el campo disper-
sado sea determinado de forma tnica, éste debe satisfacer la condicion de radiacién de
Silver-Miiller dada por

lim (VX E®*)xx — ik|x|E} =0,

|| =00

uniformemente en & = x/|z|, donde E%. = (£ x E*) x 2.

El hecho de que el problema esté puesto en el infinito supone un inconveniente insalvable
en el uso de métodos numéricos como los elementos finitos, ya que en principio requieren
que el dominio del problema sea acotado. Una forma de evadir este inconveniente es
construir una frontera artificial ¥ suficientemente lejos del agente dispersor (donde
suponemos que el medio es vacio) e imponer alli una condicién de frontera inspirada en
la condicién de radiacién de Silver-Miiller, como se muestra

(VXE*)xv —ikE; =0en X, (1.19)
donde v es un vector normal unitario exterior a . En esta aproximacion, el dominio

ocupado por el campo electromagnético (digamos (2), es el espacio entre I' y X en el
cual se deben satisfacer las ecuaciones de Maxwell.
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Figura 1.2: Agente dispersor y frontera auxiliar 3 en dos dimensiones.

Ahora, provisto que el campo dispersado puede expresarse como
E*=FE - E'
de (1.19) se sigue que
(VXxE)xv —ikEp = (VxE')xv —ikE}, en X,

donde Er = (VXE{Z) xv. Provisto que E' es una funcion dada, la parte derecha de
la igualdad puede escribirse como una funciéon vectorial g conocida. Por otro lado, la
parte izquierda de la igualdad es semejante a la condicion de impedancia (1.18) para un
valor de A particular, por lo que concluimos que (1.19) es una condicién de impedancia
derivada de la condicion de radiacion de Silver-Miiller y se puede re-escribir como

(VxE)xv —ikEr =g en X,

donde g es una funcién dada.

Naturalmente, usar la frontera artificial ¥ arroja resultados que difieren en alguna
medida de la solucion real. La calidad de la aproximacion dependera de qué tan lejos
se asuma dicha frontera.

Sin embargo, esta condicion es apropiada si nuestro problema consiste en estudiar la
dispersion del campo en una cavidad (dominio finito), donde por fuera de esta, damos
por sentado que el campo es inexistente.
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1.5. Problema de radiacién en una cavidad

Cerramos esta seccion formulando el problema de radiacion/dispersion en una cavidad
(en el vacio o compuesta por un material homogéneo isotrépico) en régimen armonico.
Suponga que 2 C R? es un dominio acotado con dos fronteras conexas disjuntas I' y 3.
Nos proponemos hallar el campo eléctrico E correspondiente a una densidad de corriente
F de baja frecuencia (1 < k <5 es un rango dentro de este espectro (Monk [6])), que
satisface la ecuacion de campo (1.17) sujeta a las condiciones de conductor perfecto en
I' y de impedancia en ., como se muestra

Vx(u 'VxE)—k’,E=F enf, (1.20)
vxE =0 sobrel, (1.21)
(1, 'VXE)xv —ikAEp = g sobre X, (1.22)

donde g es una funcién dada y €2 es el espacio entre las fronteras I' y 3.

Q= {y e® | ||, < lyll, < ||z]l,, Y& €T.v2z € %)

Figura 1.3: Geometria de una cavidad particular en R3.

El agente dispersor es el dominio encerrado por la frontera I'; el cual se supone impe-
netrable por el campo. Es posible estudiar el caso en que no existe un agente dispersor
en la cavidad (I' = (), con lo cual el problema se reduce a encontrar E tal que

Vx(u'VXE)—k’,E=F en(, (1.23)
(1, ' VX E)xv —ikAEp = g sobre X, (1.24)
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lo cual representa un problema enteramente de radiaciéon, donde el campo incidente E'
coincide con el campo radiado F.

El camino trazado hasta aqui sugiere el rumbo a seguir. Debemos estudiar los espacios
funcionales apropiados en los cuales estan bien definidos los operadores diferenciales
involucrados en las ecuaciones (1.20), (1.21), (1.22) y sus propiedades.

2. Conceptos basicos sobre analisis funcional

Continuamos por enunciar algunas definiciones y resultados clasicos del analisis funcio-
nal, en especial sobre problemas variacionales y espacios de Sobolev. Suponemos que
ciertas nociones elementales que aqui listamos son conocidas y por ende no proveeremos
mayor detalle de sus pruebas. El orden de esta exposicion sigue en alguna medida el
estilo de Monk [6] y su contenido fue tomado principalmente de Gatica [7], Kress [§],
McLean [9] y Girault - Raviart [10].

2.1. Operadores lineales y problemas variacionales

Antes de entrar en materia, listaremos de forma resumida las definiciones y propiedades
principales sobre operadores lineales y formas sesquilineales. Posteriormente discutimos
las teorias de Lax-Milgram, Babuska-Brezzi y particularmente importante, la alterna-
tiva de Fredholm para el analisis de existencia y unicidad de la solucién a problemas
variacionales.

Sin més preambulo, sea X' un espacio de Hilbert dotado del producto interno (-,-)x y
elemento nulo 6y. Sea ) otro espacio de Hilbert definido de forma analoga.

Definicion 1.1. Una aplicacion A: X — Y que asigna a cada v € X un v € ) se
llama operador (6 transformacion) lineal si

Alau + pv) = aAu+ fAv Va,B € C, u,v € X.

Definicion 1.2. El operador A: X — Y

= es acotado si existe una constante C > 0 tal que

[Adlly < Cli¢llx Vo € X;

= tiene rango o recorrido definido por

R(A)={yeY:Tre X|Alx) =y}
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s tiene espacio nulo o kernel definido como

NA) ={z e X : A(x) =0}

» se dice continuo en x € X si para toda sucesion {x,}>°, en X que converge a z,
se tiene que {A(x,)}2 | converge a A(x) en Y, i.e. ||A(z,) — A(x)|ly — 0 cuando
n — 0o.

Definicion 1.3. El conjunto de todos los operadores lineales y acotados de X en ) se
designa por L(X,Y). La aplicacion ||-||z(x,y) definida por
A=)y
[Allcxeyy = [Alxsy = sup ——=== sup [A(z)[y VA€ L(X,)),
TEX; x#Ox ||5L‘||X zeX; ||lz||lx=1
constituye una norma sobre L(X,Y).
Es facil ver que el operador A es continuo si y sélo si es acotado, en consecuencia todo
operador A € L(X,)) es continuo.
Definicion 1.4. El operador A : X — ) se dice compacto si mapea conjuntos acotados

de X en otros relativamente compactos de Y (i.e. conjuntos cuya clausura es compacta).

Este ultimo concepto es particularmente importante, ya que no solo nos permite de-
finir nociones mas complejas como la de inyeccién compacta en espacios de Sobolev
(como veremos mas adelante), sino que es un requisito para el uso de la alternativa de
Fredholm.

Definicion 1.5. El mapeo a : X XY — C se dice una forma sesquilineal si
alau + Bv, ¢) = aa(u, @) + fa(v,¢) Vo, €C, u,v e X, p €Y,
a(u, a¢ + ) = aa(u, ¢) + Ba(u,v) Va,B €C, uec X, ¢, €.

Definicién 1.6. La forma sesquilineal a : X x)Y — C se dice acotada si existe una
constante C' > 0, independiente de u € X y ¢ € Y tal que

la(u, §)] < Cllullxli¢lly  para todowe X, ¢ €Y.

Definicion 1.7. La forma sesquilineal a : X x X — C se dice coerciva si eriste una
constante a > 0 independiente de u € X tal que

a(u,w)| > alluly Vue X.

Dado un espacio de Hilbert X y la forma sesquilineal a en X x X, consideramos ahora
el problema variacional de hallar © € X’ tal que

a(u, ¢) = f(¢) Vo€ X, (1.25)

con f un funcional dado. El siguiente lema enuncia bajo qué condiciones se puede
garantizar la existencia y unicidad de la soluciéon a esta clase de problemas.
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Lema 1.8. (Lema de Lax-Milgram.) Sea a : X x X — C una forma sesquilineal acotada
y coerciva. Entonces para cada funcional f € X' existe una unica solucion u € X al
problema variacional (1.25), ademds

C
lulle < —[fllr

donde C' y o son las constantes de acotamiento y coercividad respectivamente.

Un caso mas general, en el que la forma sesquilineal a es una aplicacion en X' x)
requiere consideraciones adicionales.

Teorema 1.9. (Lema generalizado de Lax-Milgram) Sean X y Y espacios de Hilbert y
sea a una forma sesquilineal acotada en X XY con las siguientes propiedades:

1. (Condicion inf—sup) Existe una constante o > 0 tal que

inf sup  Ja(u, v)| > a.
uedflullx=1 vey,|jv]ly<:

2. Para cada v € Y,v # Oy

supla(u,v)| > 0.
ucX

Entonces para cada g € )', existe una unica u € X tal que

a(u, ¢) = g(¢) Vo€,

ademds
C
Julle < = lglly

donde C' y o son respectivamente las constantes de acotamiento y condicion inf—sup.

La condicion inf—sup es una forma generalizada del concepto de coercividad. Una va-
riacion de ésta es usada en los problemas variacionales mixtos, donde es mejor conocida
como condiciéon de Babuska-Brezzi. Estos problemas son tales que, dados los espacios
de Hilbert X', S y las formas sesquilineales a en X x X y b en X XS, buscamos u € X' y
p € S tal que

a(u, ®) +b(¢,p) = f(¢) Vo€ X, (1.26)
b(u,§) =g(§) VEES. (1.27)

con f y g funcionales dados.
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El sistema de ecuaciones anterior se denomina problema variacional mixto y al igual
que el problema propuesto en (1.25), ciertas condiciones deben ser garantizadas pa-
ra garantizar existencia y unicidad de la solucion. Que las formas sesquilineales sean
acotadas implica la existencia una constante C' > 0 tal que

la(u, ¢)| < Cllullxl¢llx Vu,¢ € X,
[b(u, §)] < Cllullxlélls Vue X, €S,

Esta teoria requiere también que la forma sesquilineal a sea coerciva pero no en todo
X. Para aclarar este hecho definamos el conjunto Z como

Z={ueX|but)=0 VéecS} (1.28)

Definicion 1.10. La forma sesquilineal a se dice Z-coerciva si existe una constante
a > 0 tal que
la(u,u)] = allully  Vu € 2,

donde « es independiente de u.

Adicionalmente imponemos sobre la forma sesquilineal b la mencionada condiciéon de
Babuska-Brezzi.

Definicion 1.11. La forma sesquilineal b satisface la condicion de Babuska-Brezzi si
existe una constante > 0 tal que, para todo p € S,

b(v, p
sup 2@ S g (1.29)
S ol

donde 3 es independiente de p.

Con estas condiciones y el Lema generalizado de Lax-Milgram reunimos requisitos su-
ficientes para garantizar existencia y unicidad de la soluciéon del problema variacional
mixto expuesto.

Teorema 1.12. Sean X y S espacios de Hilbert y seana: X xX — C yb: AXxS — C
formas sesquilineales acotadas que satisfacen Z-coercividad y condicion de Babuska-
Brezzi respectivamente. Bajo el supuesto que f € X' yg € 8, existe una unica solucion
(u,p) € Xx X al sistema de ecuaciones descrito por (1.26) y (1.27), ademds

[ullx + [Iplls < CULf Nl + llglls)

Cerramos esta seccion discutiendo la alternativa de Fredholm, la cual provee condiciones
suficientes bajo las cuales determinada ecuacién en operadores tiene solucién tnica.
Claramente esta teoria no se trata de resolver un problema variacional, sin embargo la
utilidad de ésta radica en que ciertos problemas variacionales, con algunos artilugios
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de por medio, pueden llevarse a una ecuaciéon en operadores donde la alternativa de
Fredholm es aplicable. Desde luego, nuestro problema de estudio no es la excepcion a
este caso, lo cual motiva la discusién sobre esta teoria.

Sea X un espacio de Hilbert y sea F € X', queremos encontrar a u € X que satisface
la ecuacion en operadores

(I+Au=F,

donde [ es el operador identidad y A: X — X es lineal y acotado. Es decir, debemos
proveer condiciones bajo las cuales el operador (I+A)~! existe y es acotado. El siguiente
teorema enuncia bajo qué condiciones tal operador existe.

Teorema 1.13. Sea X un espacio de Hilbert y A : X — X un operador lineal y acotado
con |Allxmx < 1. Entonces I + A tiene una inversa acotada dada por la serie de

Neumann
o

(I+A4) =) (-1ran,

n=0

ademds
1

I+ At < —F.
H( ) ”XHX 1— HAHX%X

En nuestro contexto, este teorema es aplicable siempre que el problema de radiaciéon sea
en baja frecuencia. Los problemas de alta frecuencia requieren mas restricciones sobre
el operador A.

Teorema 1.14. Sea X un espacio de Hilbert y B : X — X un operador lineal y acotado.
Suponga que B = I+ A, donde I es el operador identidad y A es un operador compacto,
entonces se da uno de los siguientes casos:

1. La ecuacion Bu = 0 tiene solo solucion trivial en X. En este caso, para cada
F e X, la ecuacion Bu = F tiene solucion unica dependiendo continuamente de

F.

2. La ecuacion Bu = 0 tiene exactamente p soluciones linealmente independientes
para algin entero p > 0.

Estos resultados son suficientes para estudiar la existencia y unicidad de una formulacion
débil de nuestro problema. Veremos en el Capitulo 2 que cada una de estas teorias tiene
asociada un anélogo discreto, el cual usaremos cuando nos ocupemos de la formulaciéon
discreta del problema.
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2.2. Espacios de Sobolev

En este apartado recogemos apenas los elementos necesarios para definir una clase par-
ticular de espacios de Sobolev que son de nuestro interés: aquellos espacios de funciones
con curl bien definido en sentido distribucional.

Empezamos por introducir algunos espacios de funciones estandar.

Definicioén 1.15. Sea © un dominio abierto de RN con N = 1,2,3. Definimos

» CH(Q): el conjunto de funciones k veces continuamente diferenciables en Q;
» CX(Q): el conjunto de funciones en C*(Q) que tienen soporte compacto en §2;

n LP(Q),1 < p < oo el conjunto de funciones que son p-integrables en Q, es decir
¢ € LP(Q) < /\¢|p < 00.
Q

Al conjunto C§°(2) se le denomina como espacio de funciones test en € y es también
denotado por D(f2), usaremos una u otra notaciéon segin sea conveniente. Partiendo
de que el concepto de distribucién es conocido, denotaremos al espacio de todas las
distribuciones sobre 2 por D’(€2). Las funciones localmente integrables constituyen los
ejemplos mas simples de distribuciones, de modo que si v € L} (Q), la distribucion
inducida y denotada nuevamente por u se define como

u(d) = (u,6) = / b Yo e D(Q),

donde se puede probar facilmente que u € D'(£2).

Definicién 1.16. Un multi-indice es una n-tupla o := (aq, ag, ..., ) donde cada «;
es un entero no negativo. El orden de la n-tupla se define como |a|; =3 | ;. Dado
Q C R"™ y una funcion u € C'%(Q), denotamos la derivada de orden |a; de u como

0%*u oleliy
oz Ozt 0x5> .- OQxon’

también denotada simplemente como 0%u.

Definicion 1.17. Sean ¢ € D'(Q2) y o un multi-indice. Definimos la derivada a-ésima
de la distribucion ¢ como el funcional sobre D(2) que satisface

(g:_f, ) = (—1)leh (¢, g;—f) Vi) € D(Q).
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No es dificil ver que 0%¢ € D'(Q2), es decir, la derivada de una distribucién también lo
es. Definido esto, pasamos al tema principal de esta seccion.

Los espacios fundamentales de Sobolev estan denotados por W*P(Q2) donde s € Z; y
1<p<ooyQcCRY. Estos vienen definidos como

WP Q) = {¢ € LP(Q) | 0% € L"(Q)  V]ay < s}

El espacio W*P(Q)) esta equipado con la norma ||-||ws»r@) definida por

1/p
olwere = | 3 [lorota)r | .
lo]1<s
la seminorma correspondiente viene dada por
1/p
v = | 3 florotap
lor|1=s

En el caso particular que 2 es un dominio Lipschitz (i.e. que tiene frontera 0S2 Lipschitz
continua), los espacios W*?%(Q) se escriben también como H*(§2) con

[ull =) = lullwe2()-

La definicién de frontera Lipschitz continua es sumamente técnica. En nuestro anélisis
usaremos este concepto como sinénimo de que la frontera 02 tiene vector normal ex-
terior unitario v bien definido casi en todas partes [11]. Asi que no ahondaremos mas
en explicar esta nociéon aunque si enunciaremos algunos resultados importantes que se
derivan de ésta.

Teorema 1.18. Sea Q un dominio acotado Lipschitz continuo en RY, entonces

1. C™(9Q) es denso en WP para s € Zy yp € R;1 < p < c0.

2. (Teorema de Extension de Calderon). Si s > 1 y 1 < p < oo, entonces existe un
operador extension 11 lineal y continuo de W*P(Q2) a W*P(RY) con la propiedad
que

(Mu)jg =u Yu € W*P(Q),

ademds existe una constante C' > 0 independiente de u tal que

Tl yyen @y < Cllullwer)  Yu € WP(Q).

8. H*(Q) =W**Q), s € Zy, con normas equivalentes.
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Del Teorema de extension de Célderon se sigue que si II es un operador lineal continuo,
éste es acotado y por tanto existe una constante C' independiente de u tal que

”HuHWs,p(RN) S C'HuHWS,p(Q), Yu c Ws’p(Q).
En el caso particular en el que s = 1, tenemos el siguiente resultado importante deno-

minado como destgualdad de Poincaré, de la cual presentamos una version generalizada
tomada de [12].

Lema 1.19. Existe una constante C' > 0 tal que para todo v € H(Q)
ul| ) < C (I|VUHL2(Q) + ’/udAD .
o0

Decimos que W*P(Q2) se inyecta en un espacio X y escribimos W*P(Q) — X si W*P(Q2)
es un subconjunto de X y el mapeo identidad I de W*?(€2) a X es continuo, equivalente
a decir que existe una constante C' > 0 independiente de u tal que

Hullx < Cllullwor@), Yue W(Q).

Teorema 1.20. Sea Q C RY un dominio acotado con frontera Lipschitz continua vy
suponga que m,j son enteros no negativos y 1 <1 < N. Seap € R, con 1 < p < o0.
Entonces las siguientes inyecciones se satisfacen:

1. Suponga que mp < N y N —mp <[ < N. Entonces
WIHEme(Q) — WH(Q'),  p < q<Ip/(N —mp).

2. Suponga que mp = N, entonces para 1 <[ < N yp < q < oo se tiene
Witme(Q) — Wi(Qh).

3. Suponga que mp > N > (m — 1)p. Entonces
Watmp(Q) .y i (ﬁ)
donde Q' representa la interseccion entre 2 y un hiperplano l-dimensional.
En el caso particular en que el operador de inyeccion I es compacto, se tienen los

siguientes resultados.

Teorema 1.21. Sea Q C RN un dominio Lipschitz acotado y sea Qo cualquier sub-
dominio de Q0 (permitiendo Qo = ). Sea QU la interseccion de )y con un hiperplano
[-dimensional en RN . Sean j,m enteros conm >1yj >0y seap €R conl <p < 0.
St mp < N, entonces

WAITme(Q) e WH(QL) 0<N-—mp<I<Nyl<qg<lIp/(N—mp),

de forma compacta.
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El caso especial en el que m =1,p=2,5 =0,l = N y )y = (), tenemos para N = 2,3
que
Wh(Q) — W%(Q) 1<q<6,

si elegimos ¢ = 2 se tiene que H'(Q) se inyecta de forma compacta en L*().

Las funciones en los espacios de Sobolev definidos hasta ahora no satisfacen ninguna
condicion de frontera particular, definimos entonces el espacio de Sobolev cuyas funcio-
nes satisfacen la condicion de frontera tipo Dirichlet como

WEP(Q) = clausura de C§°(€2) en la norma W*P(Q),
en el caso especial que p = 2, definimos

H3(Q) = W5 ().

A fin de caracterizar con mas detalle estos espacios introducimos la nociéon traza. Las
funciones que tienen traza bien definida conforman un espacio de Sobolev de orden
fraccionario asi que, a fin de estudiar el concepto de traza introducimos de forma breve
estos espacios y enunciamos algunas de sus propiedades.

Definicion 1.22. Sean 1 <p<oo,s € R,s>0,m € Z, y suponga s = m + o donde
o €R con0 <o <1. Entonces WP (Q) estd definido como el espacio de distribuciones
u € D'() tal que u € W™P(Q) y

le" _ Ao P
//|6 u(@) — 9*uly)| <o Va:|al; =m.
QJQ |z —

y|N+aP

La norma asociada a este espacio es

1/p

|0%u(x) — 0%u(y)?
u s,p = u p m,p + // . 130
fulweriey = Nl + 3 [ [ (1.30)

|ee[1=m

Con esta norma, W*?(2) es un espacio de Banach, separable y reflexivo para 1 < p < oo
y s € R con s > 0. Como en el caso de s entero, definimos WJ?(€2) como la clausura
de C5°(Q) en la nueva norma y atin se satisface H*(Q) = W#2(Q2). El primer resultado
importante derivado de la definicién anterior es el teorema de inyeccién compacta en
espacios de orden fraccionario.

Teorema 1.23. Sea 2 un dominio Lipschitz acotado. Entonces si 0 < t < s tal que
s—3/p=1t—3/q, se da W*P(Q) — Wh(Q). Ademds, si0 <t <s<ooyp=q=2
la inyeccion es compacta.

Procedemos ahora definiendo la traza de una funcion.
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Definicién 1.24. Sea ¢ € C%(Q), el operador traza, denotado por v es la restriccion
de ¢ a la frontera, es decir

Y(¢) = Plaa Vo € C(Q).

Teorema 1.25. (Teorema de Traza.) Sea Q2 un dominio Lipschitz acotado. Entonces si

1/p < s <1, el mapeo 7y tiene una tinica extension continua como operador lineal de
WeP(Q) a W1/PP(08). Ademds

Wy (Q) = {¢ € WH(Q) | 70(¢) = 0},
o de forma alternativa, para p > 1
Wy (Q) = {e € L(Q) | Vé € L” y 70(@) = 0},
donde V denota el operador gradiente que va de D'() a (D'(Q))N definido por

.
vgzs:((% (%).

8x1’ o 8xN

De este teorema se sigue en primer lugar que para s = 1y p = 2, H}(Q) queda
caracterizado como

Hy(Q) = {¢ € H'(Q) | () = 0},
cuyo espacio dual se denota como H (). Por otro lado, bajo la misma eleccién de
valores para s y p, 7o tiene una Unica extensiéon continua como operador lineal desde

H'() hacia W1/22(00Q).

Este tltimo espacio es también denotado como H'/2(99) y es uno de los espacio traza
més importante en nuestro anélisis. La norma en este espacio es la norma dual usual,
recordemos que si S es una superficie Lipschitz, entonces

%WS:L@~

El espacio dual de HY/2(02) lo denotamos por H~/2(92) y la norma en éste viene

dada por
”fHH*l/Z((‘)Q) = sup M)
geH/2(8%) HQHHl/z(aQ)

donde [|g| 1/2(p0) se calcula usando la expresion (1.30) eligiendo p =2y s = 1/2.

Habiendo expuesto el espacio H'(2) con su subespacio propio H}(2), podemos pro-
ceder de forma similar a estudiar espacios de funciones que no requieren que todas
sus derivadas estén en L?(Q), como también subespacios de éstos caracterizados por
condiciones de frontera mucho mas especificas. Para este fin procedemos por extender
el concepto de derivada distribucional a los operadores curl y divergencia, haciendo
énfasis en que estas definiciones surgen de forma natural en las Identidades de Green,
derivadas del Teorema de divergencia de Gauss.
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Definicion 1.26. El operador curl estd definido para funciones vectoriales u € (D'(Q))?
con u = (uy, us, Ug)T y opera sobre esta funcidn como se sigue

Vxu — 6u3 _ 82@ aul _ 8U3 0u2 _ 8U1
N 8@ (9!1537 81’3 8x1’ 8x1 8x2 ’

donde las derivadas deben ser comprendidas en el sentido distribucional. Usando la
definicion (1.17) por componentes, definiendo un a para cada caso se sigue que

(Vxu,d) = (u, Vxe), Yo e (D)), (1.31)

lo cual puede verse como el curl de u en sentido distribucional. Muchas propiedades del
curl estan estrechamente ligadas al del operador divergencia, asi que de forma paralela
y sin profundizar en detalles listamos ciertas definiciones y resultados de tal operador.

Sea u € (D'(9))3, el operador divergencia esta definido como
3

Ve
=1

procediendo de igual forma que con el curl, concluimos que la divergencia de uw en
sentido distribucional viene dada por

(V-u,¢) = —(u, Vo) Vo € D(N), (1.32)
ademas, se sigue cumpliendo que
Vx(Vp)=0 VpeD(Q),
V- (Vxu)=0 Yuc (D)
Como mencionamos antes, las definiciones anteriores surgen de forma natural en las

Identidades de Green, las cuales finalmente caracterizaran los espacios de funciones con
curl y divergencia bien definidas en sentido distribucional.

Teorema 1.27. (Teorema de Divergencia.) Sea Q2 C R un dominio Lipschitz acotado
con frontera OSY y vector mormal exterior unitario v. Sea F' : R3 — R3 un campo
vectorial con F € C*(Q). Entonces

/V'F = | F-v.
Q a0

De este teorema se derivan las identidades de Green al pedir que F' tenga una u otra
forma, por ejemplo, si elegimos F = & con £ € CY(Q) y ¢ € C'(Q), obtenemos la
identidad

/Q(V-w)i — - /Q (V) + /@ ) (1.33)
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por otro lado, si elegimos F' = 1) x ¢ con 1, ¢ € C*(Q), obtenemos la identidad

Q

Joxwr6 = [:(Vx0)+ [wxw)e (1.34)

Por ultimo, enunciamos el siguiente teorema del cual haremos uso cuando estudiemos
la teoria de elementos finitos de Nédélec.

Teorema 1.28. (Teorema de Stokes.) Sea S C R* un dominio Lipschitz acotado con
vector unitario tangente T a 0S. Siu € C'(S) y £ € C'(S) entonces

/ngsxmﬁ:[gu-(%xg) +/8<Sr-u>5.

Sin méas preambulo, definimos el espacio de funciones H (curl;2) como

H(curl; ) = {u € L*(Q) | Vxu € L*(Q)},
el cual tiene norma asociada

1/2
i) = (Julzq + 1V <l )

Al igual que H}(Q), definimos a Hy(curl; Q) como la clausura de C;°(Q2) en la norma
de H(curl; Q). El siguiente lema resume una anotacion hecha en (1.34).

Lema 1.29. Sea Q un dominio Lipschitz acotado en R® y sea w € H(curl; ) tal que
Vo € C™(Q)
(VXu, @) — (u, Vxg) =0,

entonces u € Ho(curl; Q).

Siguiendo la cadena de razonamientos usada para caracterizar a H} (), definimos

un operador traza similar a -y para elementos en C*({2), que luego extenderemos
a H(curl; Q).

Definicion 1.30. Para una funcion suave u € C™(Q), definimos respectivamente la
traza tangencial y componente tangencial como

Ye(w) = v xulsq, (1.35)
Vr(u) = v xulso xv, (1.36)
Teorema 1.31. Sea Q un dominio Lipschitz acotado en R®. Entonces el mapeo -y,
puede ser extendido por continuidad a un mapeo lineal continuo desde H(curl;Q)) a

H_l/Q(aﬂ). Ademds, la identidad de Green (1.34) se satisface para cualquier u €
H(curl;Q) y ¢ € H'(Q):

(Vxu, @) = (u, Vx @) = (vi(u), $)on.
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Aqui hay qué anotar que el mapeo v : H(curl;Q)) — H ~1/2(Q) no es sobreyectivo,
pues para cualquier w € H(curl; Q), v(u) es tangencial a Q2 mientras que H~1/?(9Q)
contiene elementos que no lo son, por esta razoén definimos el espacio traza

Y(0Q)=A{f € H*1/2((99)3 | existe w € H(curl; Q) con y(u) = f},
con norma
= { f curt; .
||.f||Y(8Q) ueH(cur};ISl)),'yt(u):f”uHH( L)

Con esta norma, Y (9f2) es un espacio de Banach.

Teorema 1.32. El espacio Y (0R2) es Hilbert. El mapeo vy, : H(curl; Q) — Y(09) es
sobreyectivo. El mapeo yr : H(curl; Q) — Y'(0R) estd bien definido. Para cualquier
u,v € H(curl; Q) se cumple

(Vxu,v) — (Vxv,u) = (v (u),y7(v))sq, (1.37)

la cual es una forma andloga de la identidad de Green (1.34).

Para concluir el paralelismo entre la construccion de Hy(curl; Q) y H}(Q), enunciamos
el siguiente teorema.
Teorema 1.33. Sea Q un dominio Lipschitz acotado en R?, entonces
Ho(curl; ) ={u € H(curl; Q) | (u) =0} (1.38)
={u € H(curl; Q) | (u,Vx¢) = (Vxu,p) Vé € C*(Q)}. (1.39)

A este punto, hemos caracterizado completamente el espacio de funciones donde posi-
blemente se encuentra una solucion a la formulacién débil de nuestro problema. Sin em-
bargo, por razones que no son obvias, expondremos de forma breve el espacio H (div; ),
debido a la intima relacion que existe entre este y H(curl; ).

El espacio de funciones que tienen divergencia bien definida en sentido distribucional
se denomina H (div; ) y viene dado por

H(div; Q) = {u € L*(Q) | V-u € L*(Q)},

con norma asociada
) ) 1/2
lullmimey = (Ill3z + 1V -ultq)
Para éste definimos el operador traza normal -, sobre funciones en (D(2))? como
Yn(w) = ulaq-v.

Resumimos los resultados mas importantes sobre este espacio en el siguiente teorema
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Teorema 1.34. Sea Q C R?® un dominio Lipschitz acotado, entonces

= El mapeo v, puede ser extendido por continuidad a un mapeo lineal y continuo v,

de H(div; Q) a H~'/2(09Q);

» La identidad de Green (1.33) se satisface para w € H(div;Q) y ¢ € H'(Q),
especificamente

(u7 V¢) + (V"U/, ¢) = <¢: ’Yn(u»aﬂ

Como en el caso de Hy(curl; ), Ho(div,Q2) se construye por medio de la clausura de
C () en la norma de H(div; ), espacio caracterizado por

Ho(div; Q) = {u € H(div; Q) | v,(u) = 0}.

Finalmente, para futura referencia introducimos el espacio de funciones vectoriales tan-
genciales en L?(02). Aunque en principio basta que € sea un dominio acotado con
frontera C? conexa 0f), simplemente diremos que €2 es un dominio Lipschitz con vector
normal unitario exterior v, definimos entonces dicho espacio de funciones como

L} (00) = {u € L*(09Q) | v -u =0 a.e. en 9Q}, (1.40)

cuya norma es la usual en L*(9Q). Sobre este espacio podemos definir varios operadores
superficiales, entre ellos el gradiente superficial, el cual denotamos por Vyq v definimos
usando una representacion paramétrica de 0€2. Supongamos que x € 0f) se puede
escribir como

T = (I1(U1,UQ),I2(U1,U2)7$3(U1,U2))T;
para algtin sector superficial de 9. En tal parche, Voop € L2(09) esta definida por
2

. Op Ox
= E v _

ij=1
donde g% es la i, j-ésima entrada de la matriz G, donde G viene definida por

Jx Ox
ij N '7':1a2'
J 0uz (9uj bd

Al igual que el gradiente, se pueden definir otros operadores sobre 02, como el curl o
divergencia, los cuales se definirdn posteriormente en caso de ser necesario.
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2.3. Descomposicion de Helmholtz

El resultado principal de esta seccién consiste en la descomposicion ortogonal de LQ(Q),
la cual puede lograrse al menos de dos maneras, usando los espacios cohomologia normal
y tangencial. Sin embargo es uno de los resultados intermedios el que mas nos importa:
la descomposicion ortogonal de Hy(curl; Q).

Empezamos este apartado discutiendo la teoria de descomposiciéon ortogonal en espacios
de Hilbert, posteriormente mencionamos algunas definiciones y resultados de potencia-
les escalares y vectoriales, que usaremos para aclarar la relaciéon existente entre los
espacios H (div; Q) y H(curl; ), lo cual ilustraremos en el diagrama de de-Rham.

Teorema 1.35. (Teorema de mejor aproximacion.) Sea U # () un subespacio cerrado
del Hilbert X. Entonces para todo x € X existe un unico u € U tal que

— = {nfllz —
lz = ullx = ifllz —yllx,

el cual se llama la mejor aproximacion de x por elementos de U. Ademds, u € U estd
caracterizado por la relacion de ortogonalidad

(x—u,y)x =0 Vyelu. (1.41)

La relacion de ortogonalidad caracteriza al conjunto que denominamos complemento
ortogonal.

Definicion 1.36. Dado un subconjunto U de un espacio de Hilbert X, se define el
complemento ortogonal de U, denotado por U+ como

Ut ={rc x| (z,u) =0 Yucl},

el cual es un subespacio cerrado de X. Cabe anotar que UNULT = Oy siempre que
Oy €U.

Con esta definiciéon y el teorema previo tenemos suficientes herramientas para probar
el siguiente resultado.

Teorema 1.37. (Teorema de descomposicion ortogonal) Sea U un subespacio cerrado

de un Hilbert X, entonces:
X=UDU" .

Observemos que U+ es también un subespacio cerrado de X, luego x — u es la mejor
aproximaciéon de z por elementos de U*. Entonces si Ps es la aplicaciéon que a cada
x € X le asigna su mejor aproximacion por elementos de un subespacio cerrado S de
X, se sigue que la aplicacion identidad de X' en X puede expresarse como

I =P+ Dy
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Las aplicaciones Py : X — U y Py. : X — U* se denominan proyecciones ortogonales
sobre U y U™, por lo que el Teorema de mejor aprozimacion también recibe el nombre
de proyeccion ortogonal, con el cual nos seguiremos refiriendo a éste.

Una funcion vectorial puede expresarse en términos de potenciales escalares y vectoriales
seglin sea apropiado. En el restante de esta seccién nos centramos en estudiar cuando
esto es posible.Por ejemplo, es bien sabido que las funciones con curl nulo pueden ser
representadas por un escalar potencial.

Teorema 1.38. Sea Q2 C R? y suponga que uw € (C1(2))3 y Vxu =0 en Q, entonces
para cada paralelepipedo rectangular abierto O C §) existe una funcion escalar ¢ € C*(Q)
tal que u = V¢ en O.

Nota 1.39. Si Q es un dominio Lipschitz simplemente conexo, tomando la union de
los paralelepipedos puede mostrarse que uw = V¢ en ). Si se requiere por ejemplo que,
¢ tenga promedio cero (i.e. (¢,1) = 0) entonces ¢ es tunica. Este hecho se sigue de la
desigualdad de Poincaré en el Lema 1.19.

Este teorema se extiende a los espacios de Sobolev de la siguiente manera.

Teorema 1.40. Sea Q un dominio Lipschitz acotado y simplemente conexo de R3 y
suponga que w € L*(Q). Entonces Vxu =0 en Q si y solo si eviste una funcion
¢ € H'(Q), denominada potencial escalar tal que w = Vo donde ¢ es tinica excepto por
la adicion de una constante.

Para el siguiente teorema haremos una descripcion detallada de un dominio general €2,
que es Lipschitz acotado y conexo cuya frontera puede estar compuesta hasta de J + 1
componentes conexas disjuntas. Equivalente a decir que §2 es un volumen con «zonas
vacias» en su interior cuyas fronteras son conexas y Lipschitz continuas. Tales zonas
son subconjuntos acotados de R? \ Q o bien Q*, esto implica que Q' es la unién de .J
conjuntos acotados y un conjunto no acotado.

Listamos las secciones de frontera como {E)Qj}jzo donde por convenciéon elegimos a
j = 0 para que represente la frontera entre € y el conjunto no acotado de Q. A los
conjuntos en Q* los listamos como {95 }7_y donde cada Q tiene frontera 9€;, de
modo que QF representa la parte no acotada de Q.

Teorema 1.41. Para cualquier funcion w € H(div; Q) tal que
Vau=0enQ, (uwv,l)og, =0 0<5<
existe una funcion A € H*(Q) denominada potencial vectorial tal que

u=VxAen, V-A=0en(
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Ahora, asumamos que €2 no es simplemente conexo sino que existen L superficies abier-
tas conexas Y;,l = 1,2, ..., L llamados cortes interiores contenidos en €2 tal que para
1<I< L,

1. Cada ¥; es una parte abierta de una superficie suave;
2. 821 C 8(2,
3.5 N, =0si1+#m;

4. el conjunto Q0 = 0\ U1L:1Zl es simplemente conexo y pseudo-Lipschitz.

Por pseudo-Lipschitz nos referimos a que para cualquier punto & € 0f2 existe un entero
re igual a 1 6 2 y un ntmero positivo py tal que para todo p con 0 < p < po la
interseccion de €2 con la bola centrada en & de radio p tiene r, componentes conexas,
cada una siendo un dominio Lipschitz.

Procedamos haciendo la siguiente observacion. Si p € H'(2) entonces Vp € H(curl; )
ya que Vp € L*(Q) y VxVp = 0 € L*(Q). Si extendemos la operacién a todos los
elementos de H*(€2) concluimos que el rango del operador cae en el espacio de funciones
H(curl; ). De la misma forma si w € H(curl;Q2) entonces V xu € H(div; (). Estos
resultados se resumen en el siguiente diagrama de de Rham.

H'(Q)/R N H(curl; Q) 7 H(div; Q) BN L*(Q).

Un resultado similar con condicién de frontera es:
HYQ) 5 Ho(curl; Q) -2 Ho(div; Q) —> L2(Q)/R.

Teorema 1.42. Siguiendo el orden de los diagramas anteriores, el rango de un operador
es subconjunto propio y cerrado del kernel del siguiente en la secuencia y tal subconjunto
es de codimension finita.

Una consecuencia inmediata de este teorema es que VH; () es un subespacio cerrado
del kernel del operador curl en Hy(curl; 2). Por el Teorema de descomposicion ortogonal
1.37, podemos escribir el espacio nulo del curl como

N(curl) = VH; (Q) @ (VH (Q))*

con ortogonalidad en el producto interno de H (curl;$2). Supongamos ahora que u €
N(curl) C Ho(curl; Q) y w € (VHE(2))*. Entonces Vxu =0en Q, vxu =0en 00y

/u-V§ —0 Ve HI(Q),
Q
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se infiere de la igualdad (1.32) que
Jv-we =0 veemio).
Q

luego (VH(Q2))* queda caracterizado como
(VH; () = {u € Ho(curl; Q) | Vxu =0,V-u =0 en Q}.

Este es mejor conocido como el espacio cohomologia normal y es denotado por Ky (€).
Un anélisis similar muestra que el complemento ortogonal de VxH(curl; 2) en el kernel
de la divergencia esta dado por el espacio cohomologia tangencial K definido por

Kr(Q) ={v € Hy(div;Q) | V-o =0,Vxv = en Q},

y por el teorema anterior tenemos dim(Ky) < oo y dim(Kr) < co. El siguiente teorema
resume los resultados obtenidos hasta ahora.

Teorema 1.43. Siu € Hy(curl; Q) es tal que Vxu =0 en Q entonces existe un inico
potencial escalar p € HY(Q) y una funcion fy € Kn(Q) tal que

Siv € Hy(div; Q) es tal que V-v =0 en Q entonces existe un potencial vectorial A €
Ho(curl; Q) y una funcion fr € Kr(Q2) tal que

v=VXxA+ fr.
El potencial vectorial es unico si adicionalmente le exigimos que V-A = 0 en Q vy
<I/'A, 1>8Qj = O, ] = O, ceey J.
Este teorema nos lleva al resultado central de esta secciéon conocido como el Teorema
de descomposicién de Helmholtz.
Teorema 1.44. Cada funcion u € L*(Q) se puede descomponer como
para unicos p € Hy(Q), fn € Kn(Q) y
Ac{ve H(curl;Q) | V-o=0enQ, v-v=0en0Q, y (vv,l)y, =0, 1<I<L}
Cabe anotar que existe una descomposicion similar a la anterior usando p € H*(Q2), f €
Kry A € Hy(curl; Q).

Ahora, enunciaremos algunos resultados relacionados con problemas que involucran
condiciones de frontera de impedancia. En estos casos es necesario definir el subespacio

de H(curl; ), definido como Hipp(curl; ), dado por
Himp(curl; ) :={u € H(curl;Q) | uxv € L}(00Q)},
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con norma asociada
HUH%{imp(mz;g) = HuHi?(Q) + HVXUHL2(Q) + HUXVHLg(aQ)-

La importancia de estos comentarios sera evidente una vez construyamos la formulacién
variacional del problema fuerte propuesto en la Secciéon 1.5. El primero de la cadena de
resultados que enunciaremos es el siguiente.

Teorema 1.45. Sea Q un dominio Lipschitz acotado en R®. Suponga que w € H(curl; Q)N
H(div; Q) yuxv € L*(0). Entonces u € H'*(Q) y la siguiente estimacion de norma
se satisface:

[wll o) < Cllullpz) + IV X2 + [[V-ull20) + [uxvllpze).  (142)

Similarmente, suponga que w € H(curl;Q) N H(div;Q) y w-v € L*(09). Entonces
u € Hl/z(Q) y la siguiente estimacion de norma se satisface

[l i) < Cllullpz) + IV X w20 + [V ullz) + [w-vlpzee).  (143)

Ahora, definamos los espacios de funciones
Wy ={u € H(curl; Q) N H(div; Q) | V-u=0en Qy vxu € L} (00)}, (1.44)

Wr ={u € H(curl; Q) N H(div;Q) | V-u=0en Qyv-uc LI (00)}, (1.45)
sobre los cuales tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.46. Los espacios Wy y Wr se inyectan de forma compacta en LQ(Q).

Finalmente, los siguientes resultados, conocidos también como desigualdades de Frie-
drichs proveen una estimaciéon de la norma para los elementos de Wy y Wr.

Lema 1.47. Suponga que £ es un dominio Lipschitz acotado. Si €2 es simplemente
conexo, con frontera conexa, entonces existe una constante C' > 0 tal que para cada
u € Wy

|ullg2) < CUIV xul[p2q) + lv x|l L2p00)-

La misma desigualdad se satisface para Wy, reemplazando V xu por V-u.

2.4. Transformaciones afines en dominios acotados de R?

En la teoria de elementos finitos, a menudo es ttil transformar un dominio en otro
mas simple o conveniente. Para este fin es necesario asegurarse que las funciones que se
estudian en tales dominios tengan gradiente, curl o divergencia bien definida después
de pasar por la transformacion.



32 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sean K y K dos dominios acotados en R3®. Supongamos que Fy : K — K es una
funcién continuamente diferenciable y biyectiva, ademés la matriz Jacobiana dFy dada

por
8FK7i

0z
con z;,7 = 1,2,3 las variables del sistema coordenado de K ; es tal que det(dF) es de
un solo signo en K.

(dFk)ij =

1<4,5 <3,

Una funcion escalar p € H I(K ) se transforma en otra p definida en K por

po Fyx =p, (1.46)

donde o denota la composicién entre funciones. Se sigue que p € H'(K) ya que por
regla de la cadena )
Vp = dFg "V, (1.47)

donde V denota el gradiente respecto al sistema coordenado de K. Extendemos esta
convencion a los operadores V- y Vx. Ahora, provisto que @]3 € H(curl; K )y Vp €
H(curl; K), resulta natural transformar toda funcion @ € H(curl; K) en una @ definida
en K por medio de (1.48), de modo que

wo Fx = dFyg . (1.48)

Lema 1.48. Suponga que u € H(curl; f() y que uw y u estdn relacionadas por (1.48).
Entonces u € H(curl; K) y

1

e =
(Vxw)o Fie = qiam

FK(@X’&)

Una identidad similar puede derivarse para funciones en H(div, K). Sea v el vector
normal unitario exterior a K. Entonces si & € 0K y v esta definido por

dF "o

v(Fg(z)) = m

(@), (1.49)

se sigue que v es normal unitario exterior a K. Analogamente, si T es cualquier vector
tangencial unitario a 0K en &. Entonces el vector 7 dado por

dFKT

(), (1.50)

es tangente a OK en Fi (). Por ultimo, enunciamos como las integrales de superficie
cambian bajo la transformacion Fi. Si definimos Jacobiano superficial por

= |det(dFg)||dFg "D,
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entonces para las funciones p y p relacionadas por (1.46), tenemos

/pdA:/ pJy dA,
K 0K

adicionalmente, si w,u y (b,([ﬁ estan relacionadas respectivamente por (1.48) y

tenemos

/ (u-v)p dA = signo(det(dFK))/ (w-0) dA.
) )

K K

33

(1.46)

(1.51)

De la misma forma, si las funciones u, & y v, ¥ estén relacionadas por (1.48), entonces

/ (uxv)-vp dA = signo(det(dFx)) / (uwxD)-bp dA.
0 0

K K

(1.52)



Capitulo

Conceptos preliminares sobre espacios
discretos

En este capitulo nos enfocaremos en exponer los conceptos y resultados necesarios para
construir una formulaciéon discreta del problema de cavidad expuesto en la secciéon 1.5.

Empezamos discutiendo los anélogos discretos de las teorias de problemas variacionales
de Lax-Milgram, Babuska-Brezzi y alternativa de Fredholm. Bésicamente, considera-
mos una sucesion de subespacios finito-dimensionales que converge a un espacio de
Hilbert dado, posteriormente planteamos los mismos problemas variacionales en cada
uno de estos espacios, estudiamos la existencia y unicidad de la solucién y finalmente,
estudiamos la convergencia de la sucesion construida con estas soluciones.

Una segunda parte de ésta capitulo estd enfocada en caracterizar dichos subespacios.
Para este fin deberemos introducir formalmente el concepto de elemento finito, las
nociones de unisolvencia y conformidad. Finalmente nos centraremos en estudiar cierta
clase de FE conocidos como elementos de borde de Nédélec, los cuales estan relacionados
con el espacio H (curl; ().

Los resultados de ésta capitulo siguen siendo en su mayoria, clasicos y pueden ser
encontrados en fuentes como Ciarlet [13|, Chen [14], Nédélec [15] y Monk [6].

1. Teoria de convergencia de elementos finitos abs-
tractos

El nombre de esta teoria viene del hecho de que no hace falta definir un FE particular
para estudiar la convergencia del mismo. Suponemos entonces que tenemos una sucesion
de subespacios finito-dimensionales denotados &}, h > 0, de un espacio de Hilbert X

34
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de forma que, cuando h — 0, X} se aproxima a X. Empezamos la secciéon exponiendo
el analogo discreto del Lema de Lax-Milgram.

Lema 2.1. (Lema de Cea). Sea a : X x X — C una forma sesquilineal acotada y coer-
civa y sea [ € X'. Entonces el problema de encontrar u, € X, tal que

alun, on) = f(dn) Yo € &) (2.1)

tiene solucion unica. Siu € X es solucion de (1.25), entonces existe una constante C
independiente de u y up, y h tal que

- < C inf — : 2.2
Ju = unll < C fuf flu=vx 22)

Procedemos con los problemas mixtos discretos. En este caso no contamos con la
coercividad de la forma sesquilineal a y ademas, debemos introducir el subespacio
Sp, C S§,h > 0 con S un espacio de Hilbert y una forma sesquilineal acotada b: X xS.
Entonces, provistos f € X'y g € &, el problema mixto discreto consiste en encontrar
up € Xy pr € S tal que

a(tun, ¢n) + 0(on,pn) = f(on) Von € &, (2.3)
bun, &) = 9(&n) V& € Sh.

Como en el problema continuo, suponemos que a(-,-) es uniformemente Zj,-coerciva,
donde Z, es el analogo discreto del espacio Z definido en (1.28), tal que

Z, = {Uh € X, | b(uh,ﬁh) =0 Vgh € Sh}, (25)

entonces existe una constante a > 0, independiente de h y uy € 2, tal que

|a(un, un)| > allunls Vun € 25, (2.6)

Anéalogamente, la forma sesquilineal b debe satisfacer la condiciéon de Babuska-Brezzi,
entonces asumimos que existe una constante 5 > 0 independiente de h y p, € S, tal
que
b(vp,
o 00022)
vpEXR ||Uh||X

> Blipalls; (2.7)

Ahora, definiendo el conjunto

Zn(g) = {un € Xy | b(un, &) = 9(&n) V& € Si}s

podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 2.2. Suponga que a : XXX — C yb: XxS — C son formas sesquilineales
acotadas que satisfacen respectivamente Zy-coercividad y la condicion Babuska-Brezzi.
Entonces si Z,(g) # 0, existe solucion unica al sistema de ecuaciones descrito por (2.3)

y (2.4).

Nota 2.3. Aqui cabe anotar que si Z,(g) # 0 y a(-,+) es Zp-coerciva, se obtiene una
solucion uy, unica al problema mixto discreto incluso cuando p, no esté determinado de
forma tnica (i.e. se descarta la condicion de BabusSka-Brezzi sobre a).

Ahora procedemos a enunciar dos resultados que proveen estimaciones para u, y pa,
con los cuales obtendremos el principal resultado de convergencia en problemas mixtos.

Teorema 2.4. Suponga que a: X xX — C es Zj-coerciva y acotada y que la forma
sesquilineal b : X xS — C es acotada. Sean (u,p) € X xS solucion del problema va-
riacional dado por (1.26), (1.27) y sean (up,pn) € X xSy, tales que satisfacen (2.3) y
(2.4). Entonces eziste una constante C' independiente de (u,p),h y (un, pr) tal que

o= wlle<C{, it =l + ot Ip-als
vh€ZK(9) anESh

Lema 2.5. Bajo las suposiciones del Teorema 2.4 y que la condicion de Babuska-Brezzi

dada en (2.7) se cumple, tenemos

C C
1P —pulls < < llu—upllx+ {14+ — ) of [Ip—aqnls.
B ) aneSn

Teorema 2.6. Suponga que las condiciones de coercividad, tanto discreta como con-
tinuas, al igual que la condicion de Babuska-Brezzi se cumplen. Entonces existe una
unica solucion (u,p) € X xS que satisfacen las ecuaciones (1.26), (1.27) y una dnica
solucion (up,pp) € XnXSp que a su vez satisfacen (2.3) y (2.4). También existe una
constante C' independiente de h, de (up,pr) y (u,p) tales que

_ —oalls <C 4 nf fu— tnf ||p — .
o= wlle + = ks < € { fa lu—onlle+ ot I~ anls

1

Cerramos esta seccion discutiendo el analogo discreto de la alternativa de Fredholm.
Para este fin introducimos la nocién de operadores colectivamente compactos.

Definiciéon 2.7. Un conjunto K = {K,, : X - X, n=0,1,2,...} de operadores lineales
acotados se dice colectivamente compacto si para cada conjunto acotado U C X, el
conjunto imagen

KU) = {Knu | para todo v e U y K,, € K}

es relativamente compacto.

Definicion 2.8. Los operadores {K,}32, convergen puntualmente a un operador K :
X — X si, para cada v € X, K,u — Ku en X cuando n — oo.
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Ahora, de la definicién 1.3 se sigue en particular que

[(Kn = K)K|[xsx = sup - [[(K, — K)Kulx,

u€X; [Jullx=1

con una definicion similar para ||(K,, — K)K,||x_x se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.9. Suponga {K, : X — X}>°, es un conjunto de operadores acotados colecti-
vamente compactos que convergen puntualmente a un operador compacto K : X — X.
Entonces

K, — K)K|lxsx =0 v ||(K,— K)Kpljlxsx — 0 cuando n — oo.

Ahora, suponga que K es tal que para cada F € X existe una tnica soluciéon u € X a
la ecuacion

(I+K)u=F, (2.8)

con ||(I + K)™'||x—x < oo. El siguiente teorema muestra que el problema discreto de
encontrar u, € X tal que
(L + Kn)uy = Fy, (2.9)

donde F,, € X, tiene solucién tnica y tiene asociado un estimado de error.

Teorema 2.10. Sea K un operador compacto tal que (I + K) tiene inverso acotado
y sea u € X un elemento que satisface (2.8). Suponga ademds que el conjunto de
operadores { K, }5°, es colectivamente compacto y converge puntualmente al operador
K. Entonces para todo n suficientemente grande, el operador (I + K,)™' existe como
mapeo de X — X, es uniformemente acotado e independiente de n y es tal que (2.9)
tiene solucion inica u, € X. Ademds se tiene la siguiente estimacion

[ = unllx < C(IF = Fallx + [[(K = K )ullx).

El paso a seguir es caracterizar el subespacio finito-dimensional A},, para lo cual debere-
mos exponer algunos conceptos y propiedades de la teoria de elementos finitos. Parte de
esta teoria es desarrollada usando transformaciones afines, por lo que deberemos traer
a colacion los resultados de la ultima seccién en el capitulo anterior.

2. Nociones sobre elementos finitos

En esta seccion estudiamos los conceptos y resultados mas importantes de la teoria de
elementos finitos. Empezamos por introducir formalmente el concepto de malla regu-
lar, sobre el cual aplicaremos los resultados de transformaciones afines, que usaremos
posteriormente en la prueba de unisolvencia de los elementos finitos de Nédélec.
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Posteriormente definiremos el concepto de elemento finito en el sentido de [13] y discu-
tiremos los conceptos de unisolvencia, conformidad, existencia de operadores de inter-
polacion y definiremos los elementos de borde de Nédélec sobre un espacio de funciones
polinémicas especial, el cual resulta ser curl conforme.

Continuamos discutiendo algunos resultados sobre los espacios H! conformes dada la
importancia que tendran los potenciales escalares en nuestro problema y cerramos esta
seccidon con algunas nociones sobre espacios frontera.

2.1. Malla regular y transformaciones afines en tetraedros

El concepto de malla puede ser descrito como el conjunto de subdominios en los que
puede ser particionado un dominio particular, en nuestro caso asumimos que {2 es un
poliedro Lipschitz que particionamos en tetraedros (6 elementos) K. La malla como
conjunto se denota 7, y los elementos en esta deben satisfacer:

ﬁ = UKEThF'

= VK € 713, K es un conjunto abierto con volumen positivo.

Si K;, K; € 7, entonces K; N K; = () siempre que i # j.

Si K, K;€my K;N Fj = () con i # j, entonces los tetraedros tienen en comun
algunos de estos tres items:

e Un punto que es un vértice comin de ambos elementos.

e Una linea que es una arista compartida por los dos tetraedros.

e Una superficie que es una cara comun de ambos elementos.

Cada K es un dominio Lipschitz.

A cada K se le asocian los parametros hx y px los cuales representan respectivamente
el diametro de la esfera mas pequefia que contiene a K y el diametro de la esfera mas
grande contenida en K, de modo que el maximo didmetro de los elementos en 73, esta
dado por h = méxke,, hi.

Definicion 2.11. Definimos los parametros ok y o como

hi )
Ok = — Y Op—=IaX0g,
PK Ker,

decimos que una familia de mallas es reqular si, cuando h — 0 existen constantes
Omin > 0 y hg > 0 tales que

On > Omin VR : 0 < h < hy.
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En resumen, una familia de mallas es regular si los tetraedros no se achatan durante
el refinamiento (i.e., conservan cierta relacion entre las medidas de la base y altura del
mismo). Cabe anotar que una malla tiene «menos regularidad» que otra en la medida
que omin &~ 0. Procuramos trabajar con las mallas mas regulares posibles ya que usual-
mente aquellas con menos regularidad, tienen asociadas matrices mal condicionadas que
llevan a aproximaciones pobres comparadas con las primeras.

Hasta el momento no hemos introducido de forma rigurosa el concepto de elemento
finito, sin embargo podemos decir de ellos que estan definidos sobre dominios simples
(como los elementos de la malla 7;,) y que con estos se busca aproximar funciones
definidas en tales dominios.

Naturalmente se esperan mejores aproximaciones con particiones més finas, que es lo
que procuramos obtener con el refinamiento de la malla. En otras palabras, construimos
una familia de mallas {7, | h > 0} y analizamos el error cuando h tiende a cero.
Esta es conocida como la version-h de los elementos finitos, donde se intenta obtener
convergencia refinando la malla.

Posteriormente necesitaremos garantizar que en cada tetraedro de la malla, el elemento
finito asociado tiene ciertas propiedades las cuales dependen de la geometria del mismo.
Como cada elemento puede tener un tamano y forma especifico, resulta mas practico
trabajar sobre un elemento fijo (de referencia) y «transportary los resultados a cual-
quier elemento de la malla usando las transformaciones afines discutidas en el capitulo
anterior.

Siguiendo esta cadena de razonamientos, definimos los dominios K y K respectivamente
como el tetraedro de vértices a; = (0,0,0)",ao = (1,0,0)",a3 = (0,1,0)" y a4 =
(0,0,1)" (de ahora en maés, elemento de referencia) y K un tetraedro arbitrario de la
malla. Definimos la funcién Fi : K — K como

donde By es una matriz de transformacion de orden 3 x 3 no singular (ya que K tiene
volumen positivo), bx es un vector de traslacion, & € Ky « € K.
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Figura 2.1: Mapeo F.
El mapeo afin conserva la orientacion de las aristas, ademés de las operaciones curl y
divergencia.

Es facil ver que en efecto Fx es biyectiva y continuamente diferenciable, por lo que los
resultados expuestos en el capitulo anterior son aplicables. El siguiente lema lista los

resultados para la funciéon Fi definida usando en particular que

dFK = BK.

Lema 2.12. Provisto que Fy K = K es un mapeo continuamente diferenciable,

biyectivo tenemos:
1. Dada una funcion escalar p € K, se obtiene p € K por medio de
poFx =p

adicionalmente
(Vp)oFx = Br' Vp,

2. Dada una funcion vectorial @ definida en K, obtenemos w € K con

1
Fr=Bz'tt = ——— Bg
worK = Pr det(Br) K
ademds .
Vxu=-———BgVxi.

det(BK)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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3. Sean {éy,és,...,6} el conjunto de aristas que componen al tetraedro K y sean
{f1, ..., fa} las caras del mismo. Si T es un vector tangencial a cualquier arista é
de K y U es el vector normal exterior a alguna de las caras f del mismo, entonces

1 .

1
T=——Bg¥, v=—"B:"D, 2.15
Bt " ER (219)

con T y v sus andlogos para K.

2.2. Elementos finitos

Los elementos finitos se construyen usando funciones polinémicas a tramos en dominios
geométricos simples (tetraedros en nuestro caso). Tales funciones vienen determinadas
por ciertos funcionales asociados, cuya cantidad en principio depende del grado de los
polinomios, con esto definimos el elemento finito como la terna (K, Pk, Yk ), donde

» K es un dominio geométrico simple, conocido también como elemento;
» Py es un espacio de funciones (usualmente polinomios) en K;

= Y es un conjunto de funcionales lineales en Pg, denominados grados de libertad
del elemento finito.

Para que el elemento finito esté bien definido, el dominio K debe ser no degenerado
(e.g. un tetraedro con cuatro vértices coplanares), el espacio de funciones Py debe ser
finito dimensional para que sea facil implementarlo y finalmente, asignar un valor a
cada funcional en X i debe determinar de forma tnica una funcién en Pk . Esta tltima
nocion merece una definicion formal.

Definicion 2.13. El elemento finito (K, Px,Xk) se dice unisolvente si asignarle un
valor a cada grado de libertad en Y determina de forma unica una funcion en Pk.

Con la unisolvencia del elemento finito se puede construir una base para el espacio de
funciones Pg. Si definimos Yx = {7,, 1 < n < m} para algin m > 1, la unisolvencia
requiere que Pk tenga dimension m, con esto definimos el conjunto de funciones, {¢; }1*,
tal que ¢; € P y
1 sin=zq,
V(i) = (2.16)

0 en otro caso,

La unisolvencia del elemento finito implica que el conjunto {¢;}?_; esté bien definido y
representa una base para Pk, de modo que cualquier funcién p € Pk puede escribirse
como

p(x) = Z%(p)@(f) (2.17)
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Cada elemento finito (K, Pk, >k ) tiene asociado un interpolante. Para una funcion u
suficientemente suave, definimos el interpolante sobre K como la tnica funcién mgu €
Py tal que

y(rgu —u) =0, Vye Xg.

Por ejemplo, si u € C(K), entonces 7 : C(K) — Pk se denomina operador de inter-
polacion, el cual depende del conjunto Y. Cada Y da lugar a un wx diferente. De
(2.17) se sigue

Tru(r) = Z Yi(u)¢i().

El siguiente paso es usar el elemento finito «puntual» definido para construir un espa-
cio de funciones sobre el dominio deseado. Consideramos entonces una particion de €2
(acotado) mediante una malla regular 73, y definimos en cada subdominio un elemento
finito unisolvente. Esto da lugar a una funcién tnica u; definida a tramos sobre €2 tal
que up ‘ x € Pk, luego como minimo, uy, € L?(Q). Asf que el espacio de elementos finitos
puede escribirse como

Sh = {uh - LQ(Q) | uh|K - PK, VK € Th},

donde cada uy, € S, esta determinada de forma tnica por los grados de libertad

= JZk,

Kery,

Definicion 2.14. Sea Z un espacio de funciones. Decimos que el elemento finito
(K, Px,Xk) es Z conforme si el espacio de F'E global correspondiente es un subespacio

de Z.

Observe que definir localmente un elemento finito unisolvente permite construir un
espacio de funciones cuando menos L?(2) conformes. Sin embargo, una elecciéon parti-
cular de grados de libertad nos permite, ademés de asegurar la unisolvencia, garantizar
conformidad respecto a un espacio de funciones particular.

Si buscamos conformidad respecto a H'(§2) por ejemplo, hace falta que u;, € S}, sea con-
tinua. El siguiente lema enuncia las condiciones necesarias para garantizar conformidad

respecto a H'(Q), H(div; Q) y H(curl; Q).

Lema 2.15. Sean K, y Ky dominios Lipschitz que no se solapan entre si, supongamos
ademds que éstos se encuentran en una superficie ¥ de medida no nula con vector
normal exterior unitario v, es decir K1 N Ko = Y. Consideremos los siguientes casos:

1. Suponga que p; € H' (K1) y p, € HY(K>) y definamos p € L*(K, UYX U Ky) como

p1oen Ky,
p:
po en K.
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Entonces si py = po sobre 3, se tiene p € HY(K, UX U Ky).

2. Suponga que w, € H(div; K1) yuy € H(div; Ks) y definamosu € L*(K, UX U K>)
como

u; en Kl,
Us €n KQ.
Entonces st uy-v = ug-v sobre 3, se tiene u € H(div; K1 UX U K>).

3. Suponga que wy € H(curl; Ky), uy € H(curl; K3) y sea w la funcion definida en el
caso anterior. Entonces siuy Xv = ug XV sobre 33, se tienew € H(curl; K3 UYX U K3).

Prueba.
Probaremos solo el tercer inciso del lema, la demostracion de los primeros dos puede

ser consultada en el Teorema 2.1.1 de [13] y [15] respectivamente. Probaremos que
Vxu € L* (K ,UXUK,)y

VX’U,l en K17
Vxu =

Vv XUy €n Kz.
Sea ¢ € C7°(K, UX U K,). Entonces, usando la definicién de u y la identidad (1.37),

Ju(vxg) = [u(Vxg)+ [us(Vxe)

K{UXUK>o K1 Ko
= /(me)'d) + /(quz)'d)
Ky K>

+/("U,1XV1 +’U,2XI/2)'¢,
b

donde v, es el vector normal exterior unitario a K7 y andlogamente vy a K,. Usando la
definicion del curl en sentido distribucional, la relaciéon 1 = —v5 sobre ¥ y la suposicion
de que w1 XV = ug X1, tenemos que

[xwo= [w(vxo)

K1UX UKo K1UXUKs

:/(qul)-¢+/(qu2)-q§. O

Ky Ko

2.3. Conjuntos de polinomios

Es posible obtener un espacio global de elementos finitos con propiedades especiales si
definimos cuidadosamente los grados de libertad y el espacio de funciones polinémicas
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asociados al FE. En esta secciéon se introducen algunas convenciones y se definen es-
pacios de polinomios con propiedades especiales, como invarianza ante mapeos afines o
ser factorizados bajo el Teorema de descomposicion de Helmholtz. Cerramos esta sec-
cion con un resultado relacionado con la aproximaciéon de funciones por polinomios en
espacios de Sobolev.

Definimos entonces a P, como el conjunto de polinomios de grado a lo sumo k en
las variables x1, 25 y x3, de modo que para un multi-indice a con |a|; < k, se tiene

x® = x{"r3%x5®. Decimos que p € Py si y solo si p se puede escribir como

p(w) = Z T,

para alguna eleccion de coeficientes aq € C. Por otro lado definimos a Py como el con-
junto de polinomios de grado exactamente k en las variables x1, z2, 23 y anadlogamente
decimos que, p € Py si y s6lo si

loeli=k

En principio, los conjuntos P, v P} estan definidos en R3, sin embargo, en algin punto
seré necesario definir tales conjuntos no en un volumen sino en una porcién de plano f
6 segmento de recta e, por lo que definimos

Pi(e) ={ple |p € P}, Pu(f) ={pls I p € P},

andlogamente para Py. Ahora, bajo la convencién de que p = 0 es un polinomio de
grado k para cualquier k € Z,, los conjuntos P y P} constituyen un espacio vectorial,
cuya dimension analizamos a continuacion.

En el caso de P, los elementos de la base son combinaciones que admiten hasta k
repeticiones de las variables z1, x5 y x3. Esto puede extenderse facilmente a N variables
(6 RY) y calcularse como

- N —1
dim(By) = ( +: )
asi que en R? se tiene
~ k+2 1
dim(Py) = ( ! ) = (k4 2)(k+ 1)

El caso de Py requiere una observacion ingeniosa. En principio la base de este espacio
puede expresarse como la unién de las bases de P; para j = 0,1, ..., k, luego

dm(P) =3 (752)

=0 \ J
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o simplemente podemos considerar todas las posibles combinaciones admitiendo hasta
k repeticiones del conjunto de elementos x1, x2, x3, 2, donde z es un elemento por de-
terminar. Este caso resulta ser el de P, con N = 4, luego el niimero de elementos en la

combinacioén es
k+3
k )

entonces, fijar z = 1 convierte los elementos de la combinacién precisamente en la base
de P, en R3. Un argumento similar permite concluir para RY que

dim(P,) = (k ZN>

Con base en los conjuntos de polinomios anteriores, definimos el conjunto de funciones
vectoriales S; como

Se={pe[P):px=0}

el cual con la convencién del polinomio cero mencionada anteriormente, resulta ser
un subespacio de [FP]?. Notemos que si p € [P]® entonces p-x € P, y cualquier
elemento en este espacio puede escribirse de tal forma.

La base de S, consta de los elementos en la base de [pk]3, excepto por aquellos tales
que p-x # 0, los cuales resultan ser elementos de Py, entonces

dim(Sy) = 3dim(P;) — dim(Pyyq) = k(k + 2).

Definamos ahora el espacio
Rk = [Pk,1]3 D Sk, (218)

con dimension

dim(Ry) = 3dim(Pi1) + dim(S) = 3k + 3)(k + 2)k.

En los siguientes tres lemas presentamos las propiedades del espacio de funciones poli-
nomiales Ry, las cuales hacen posible definir una clase especial de elementos finitos en
él.

Lema 2.16. El espacio Ry satisface la siguiente descomposicion algebraica

[Pk]3 - Rk @ Vp]chl.

Prueba.
Probaremos este hecho suponiendo que si existe una funcion u € Ry N VP4, esta
tiene que ser idénticamente cero. Supongamos que tal funcion existe; partiendo de que
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u € ~Vf’k+1, se tiene que v = Vp para algin p € Isk+1. No es dificil mostrar que si
p € Py11, entonces satisface la identidad p = (k — 1)"'Vp-x, luego Vp-x € Pyy;.

Ahora, provisto que u € Ry se sigue que u-x = Vp-x = 0, lo cual solo ocurre si y s6lo
si p es idénticamente cero, por tanto u =0y Ry N VP, = {0}. O

Lema 2.17. Siu € Ry es tal que Vxu = 0 entonces u = Vp para algin p € Py.

Prueba.

Observe que si u € Ry, entonces u € (F;)? y en cualquier dominio acotado y simple-
mente conexo {2 C R3, se tiene que u € L*(Q). Como V xu = 0, por el Teorema (1.40),
u = Vp para algin p € H*(Q).

Ahora, como Vp = u € (Pk)?’~ entonces p € Pyiq, el cual se puede expresar como
p=p1+pyconp € Py ps € Pry1. Usando este hecho con que u € Ry, tenemos

u-x = (Vp1 + Vpo)-x =0,

de lo cual necesariamente Vpi-x =0y Vpo-@ = 0. Provisto que p, € Py.1, se sigue
que Vpy-x = (k+ 1)pe =0, luego po =0y p=p; € B. O

Lema 2.18. El espacio Ry es invariante ante la transformacion (2.13).

Prueba.
Si @ € Ry, entonces 4 = Py + Py, donde p; € (Py_1)% y Py € Si. De (2.10) se sigue que

&= F 'z = B, 'z — B, 'b,
con esto y la transformacion (2.13) tenemos
u(@) = a(F (@) = [By 'y + By ol (F ()
= By "D(F () + B p) (7 ().
Dado que p, € (P;)?, es claro que
Po(Fy @) = po(By ' — By ') = po( By @) + Py (),
donde p;(x) € (Pr_1)*. Entonces podemos reescribir a u(x) como
w(x) = [By ' py(F () + ps(@)] + By, ' po( By '),

donde (B "o p; +p3) € (Pe1)® v By, "Po( By ') € Si.. En efecto

B, "po(By'z) - = py( By x)- (B ') = 0,
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ya que p, € Sg, luego u € Ry. U

Cerramos esta secciéon enunciando el siguiente resultado relacionado con la aproximaciéon
de funciones por polinomios en espacios de Sobolev, el cual se conoce también como el
Teorema de Deny-Lions.

Teorema 2.19. Suponga que K es un dominio Lipschitz y k > 0 un entero. Entonces
ezxiste una constante C' tal que

1. sip € H*(K) para algin s con 0 < s < k+ 1 entonces

, f s <C s . 219
qslélpkllp+¢| #e(K) < Clplas (o) (2.19)
2. sive H¥(K) para 0 < s < k+ 1 entonces
’ f s < C s . 220
¢1enpk||v + @ ms k) < Cvms oy ( )

3. sive H(K) yVxve H*(K) para 0 < s < k entonces

inf (v + @llas@) + IV (v + @) |mx) <
¢EPy_1

C(|’U|H5(K) + |V><’U|HS(K) + |VXU|H[S](K)); (2.21)

donde [s| es la parte entera de s y C' es independiente de p o v, pero funcion de
K ys.

La prueba de este teorema requiere mostrar que el espacio dual de P es finito-dimensional.
La prueba de este teorema puede consultarse con detalle en [6].

2.4. Elementos finitos curl conformes

Habiendo definido el espacio de funciones polinémicas Ry, procedemos a definir una
clase especial de grados de libertad que nos permitiran construir un elemento finito
ademas de unisolvente, H(curl;€)) conforme. En esta seccion aplicaremos los resulta-
dos de transformaciones afines para mostrar que tales grados de libertad no dependen
estrictamente de las dimensiones del elemento K. Por ultimo enunciaremos bajo qué
condiciones se garantiza la existencia de un interpolador con su respectiva estimacion
de error.
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Sean {é1,....,é¢} v {f1,..., fa} las aristas y caras que componen a K respectivamente.
Definimos sobre cada uno de estos items y sobre K mismo los funcionales

M,(@) = { /é(d%)(j, Vi e Pkl(é)} , (2.22)

M () = { - [aa vae PP a0 - 0}, (2.23)

/ g, Vg ¢ [Pk_3<f<)]3}, (2.24)

donde T y ¥ los vectores tangenciales a € y normal exterior unitario a f respectivamente.
Luego ¥ = M UM;UMj. El siguiente resultado hace uso de los Lemas (2.12) y (2.18)
para mostrar que los grados de libertad anteriores son invariantes bajo la transformacion
de K a K.

Lema 2.20. Sean {e1,...,e6}, {f1, .-, fa}, T y v los conjuntos y vectores de K andlogos
a los de K y sea By la matriz de transformacion del mapeo afin (2.10). Suponga que
det(Bk) > 0 y que T y T estdn relacionados por (2.15), entonces los funcionales

M ={ fwra e rao (2.25)

My(u) = {m/fu a, ¥q=Bxq, q € [Pia(f)]* a0 = 0} (2.26)
Mg (u) = {/Ku'% Vg = det(lB )qua q € [Prs( } (2.27)

son idénticos a los definidos para el elemento de referencia K, i.e. ¥ = Y.

Prueba.
Usando el cambio de variables (2.13), tenemos

/u q= / )-(Brq) = /Rﬂ-c}.

Ahora consideramos los grados de libertad (2.26). Usando el cambio de variables (2.13)
podemos escribir

1 b= 1 T ). (B area(f)
érea(f)/f d area(f) /f<BK ) (B q)area(f)

1
:érea(f) /fu-q.
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Para probar el resultado deseado para los grados de libertad (2.25), usamos (2.15) para
mostrar que, dado (2.13) es usado,

Juwma= [ rits — [amging s

long( ) long(é)

Ahora 7 = (b — a/long(e), donde a y b son los extremos de e. Por tanto

(a — b) long (@)
long(é) long(e)

Jwna= [ o

La curl conformidad se sigue del Lema 2.15, basta probar que a través de la cara que
separa dos elementos en la malla 7, la traza tangencial es continua. Dado que los grados
de libertad del tipo (2.25) y (2.26) coinciden a través de la cara y bordes en comin
entre elementos, entonces éstos se anulan para una diferencia de funciones definidas en
cada elemento.

Bf(l T =

Por tanto

Lema 2.21. Si u € Ry es tal que los grados de libertad del tipo (2.26) se anulan en
una cara dada f y ademds, los grados de libertad del tipo (2.25) se anulan en cada borde
de f, entonces uxv =0 en f.

Prueba.

Por el Lema 2.20, podemos probar este hecho en el elemento de referencia. Ademés,
podemos asumir que f es la cara de K en el plano 23 = 0. Entonces la componente
tangencial de u es

Qr = (1 (21, &), Gg (@1, 22),0) "

y por el Teorema de Stokes (en el plano) 1.28, para cada § € Pk_l(f),
A = N
/(VfX’U,T)q = /UT(Vqu> + /(uT'T)qA'
f f f

. = o
Ya que § € P,_1(f) tenemos Vx g € (Py_2(f))?, entonces el hecho de que los grados
de libertad del tipo (2.25))y (2.26) se anulen sobre f y df, implica que @fx'&T =0

sobre f. Entonces, ya que @ € RE(f) (analogo en dos dimensiones), el andlogo del
Lema 2.17 en dos dimensiones muestra que ur = V;p para algin p € Py, donde Vj

es el gradiente superficial sobre f . Pero para cada ¢ € P,_1(e), usando los grados de
libertad nulos del tipo (2.25) en cada borde e, tenemos

A op .
KUT'T)Q = @]jq = 0.
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Eligiendo ¢ = 0dp/0s muestra que ¢ = 9p/03 en cada borde é de f v podemos elegir
p = 0en Of. Entonces usando la geometria de f vemos que, p = T12o(1 — 1 — Zo)r
para algin r € Py_3(f), luego, la integracion por partes muestra que, para un vector

tangencial fijo T,
10 = [ 5t ).
! !

Ahora elegimos a ¢ de modo que T - @qu =71y ya que T es constante, podemos asumir

que § € P,_1(f). Por tanto, usando los grados de libertad sobre la cara
/A[ijfz(l — .’i’l — fz)?ﬂ = 0,
!
concluimos entonces que r = 0. [

Ya que el nimero de grados de libertad y la dimension de Ry, es el mismo, el siguiente
resultado prueba la unisolvencia del elemento finito.

Lema 2.22. Suponga que w € Ry es tal que los grados de libertad (2.25), (2.26) y
(2.27) se anulan, entonces u = 0.

Prueba.

Primero mapeamos al elemento de referencia, donde todos los grados de libertad tam-
bién se anulan. Por el lema previo sabemos que, u X = 0 sobre OK. Entonces por
(1.37) junto con los grados nulos en (2.27) mostramos que

/WX’&)'Q = /@WXQ) =0 Vge (Pa)’ (2.28)

K K

Usando de nuevo el Teorema de Stokes 1.28, en cada cara f de K junto con los grados
de libertad nulos (2.26) muestra que

. =
/foXﬂTé = fuT-foq =0 Vqe Pk,l(f)

Ya que @fX'&T = (@ xu)-v = 0 sobre f v por tanto sobre K. Ahora, como V x4 €
(Py_1)3, sabemos que A
VXt = (2191, Batha, E313) T,

donde ¢ = (¢1,¢2,¢3)T € (PP y asi, eligiendo ¢ = ¢ en (2.28) mostramos que
Vxu = 0en K. Por el Lema 2.17, u = Vp para algin p € Py. Pero el hecho de que
uxv = 0 sobre 0K implica que podemos tomar p = 0 sobre 0K y asi

A~ A

P = i‘y’L’Q(i’g(l — Zi’Q — (z’g — i‘g)f para algl’m 7 e Pk;_4.
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El hecho de que los grados de libertad en (2.27) se anulen implica que p = 0. [J

Los resultados de los Lemas 2.21 y 2.22 conforman la prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.23. El elemento finito (K, Ry, Xk) con X = MU My U Mg es unisol-
vente y H(curl; Q) conforme.

Como resultado de este teorema, el espacio de elementos finitos global en la malla 7,
puede ser caracterizado como

Vi ={u € H(curl;Q) | u|lg € Rxy VK € 73,}. (2.29)

Ahora, asumiendo que u es suficientemente suave, podemos definir un interpolante
«puntual» denotado por rxu € Ry con K € 13, caracterizado por

M.(u — rgu) = M¢(u — rgu) = Mg(u — rgu) =0,

con esto, se sigue que el interpolante global r,u € V}, viene dado por

rh'u,|K =rgu VK e,

Sin embargo, debido a los grados de libertad tipo (2.25), el interpolante no esta de-
finido para una funcion general en H(curl;Q2) [6]. El siguiente lema enuncia la mejor
caracterizacion de funciones para las cuales el interpolante esta bien definido.

Lema 2.24. Suponga que existen constantes o > 0 y p > 2 tales que u € Hl/2+5(K) Yy
Vxu € LP(K) para cada K € 1,. Entonces ryu estd bien definido y acotado.

La prueba de este hecho puede encontrarse en [16], aunque [6] también ofrece una
version simplificada de la prueba. Bajo estas suposiciones, el interpolante tiene varias
propiedades interesantes, entre ellas se encuentra el vinculo que existe entre éste y el
interpolante anélogo asociado a los elementos finitos H(div,2) conformes, los cuales no
mencionamos en este trabajo. Por otro lado, podemos proveer una cota de error para
Th.

Teorema 2.25. Sea 1, una malla reqular en 2. Entonces

1. Siue H(Q) y Vxu € H*(Q) para 1/2+ 6 < s <k con § > 0 se tiene

lu =yl g2 + VX (u = mu)|| p2) < CP°(lullas@) + [V xul|go(9). (2.30)
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2. Siue H'PP(K), 0<6<1/2yVxu|, €Dy entonces

1/2+6
e — rhel g2y < C (AT [l griresi) + hillV X ul[g2q))- (2.31)

donde el espacio Dy, viene dado por
Dy = P 1 @ B 1z, (2.32)

el cual es un espacio andlogo a Ry, construido para definir elementos finitos
H(div; Q) conformes.

La prueba de este hecho es muy técnica y requiere un resultado adicional sobre como
las normas de Sobolev de funciones curl conformes cambian con los mapeos afines. Esta
prueba puede encontrarse en diversas fuentes, incluyendo el paper original de Nédélec,
sin embargo citamos el trabajo de Chen [17] en esta prueba particular.

2.4.1. Elementos de Nédélec de primer orden

Consideremos el espacio de funciones polinémicas lineales (k = 1) dado por
Ri = {u(x) =a+bxz, déndea,bc C*}, (2.33)

donde las seis componentes de a y b pueden determinarse a partir de los grados de
libertad dados (2.25), razon por la cual éstos también son conocidos como elementos de
borde de Nédélec, ya que sus grados de libertad dependen de las aristas del tetraedro.

Ahora, consideremos dos de los vértices del elemento K (digamos v; y v;), los cuales
comprenden una de las aristas (digamos e;;) del tetraedro. A cada vértice podemos
asociarle una funcién de coordenadas baricéntricas A definida en K, la cual es lineal y
satisface que \;(v;) = 1si¢=j y cero en otro caso.

Es facil ver que sobre e;;, la funcion ¢;; definida por

es un elemento de R;. Para ver esto, debemos mostrar primero que R, en efecto, esta
caracterizado por (2.33). Recordemos que Ry = [P*® S, con Sy ={p e [P ]P:x-p=
0}. Sea p la funcion vectorial dada por

a1x + by + 1z
P(r,y,2) = | agr +byy + oz |
asx + bgy + c32
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donde a;, b;, ¢; con 1 < i < 3, son coeficientes arbitrarios en C?. Cémo p € S;, entonces
p-x =0, esto es
a1 2% 4 boy? + 32 + (by + ag)xy + (1 + ag)rz + (cy + b3)yz = 0,

lo anterior solo se da si a; = by =c3 =0y as = —by,a3 = —c; y b3 = —co, con lo cual
p adopta la forma

biy + c12 —cy x
p(r,y,2)=| ~biw+cz |=| o |x|y];
—C1T — Y —by z
haciendo [—cy, ¢, —b)]T = b, se tiene que p = bx x. Ahora, tomando a € [P]?

arbitrario, cualquier elemento de Ry puede expresarse como a+bxx y asi (2.33) queda
verificado.

Ahora, supongamos que A\, = a,z + by + ¢,z +d, conp=iojy1l<1i,j<4, donde
ap, by, ¢ v d,, son coeficientes fijos en C3. Se sigue de (2.34) que
Q; a;
b= | b | (@r+by+cz+di)— | b | (a7 +by+ciz+dy),
Cj C;
lo cual es equivalente a
(ljdi — CLidj (ajbi — aibj>y + (ajCZ‘ — CLZ'Cj)Z
Qbij = bjdl — bld] + (bjai — biaj)x + (bjci — biCj)Z
dei — Cidj (cjai — Cﬂlj)ilf + (Cjbi — aibj)y
Reorganizando la expresion anterior, puede verse que ésta tiene la forma de (2.33) y por

tanto ¢;; € Ry. Incluso, puede probarse que las seis funciones asociadas a cada borde
de K conforman una base para R; y tienen la propiedad que

€ij

qu’)ij = QV)\iXV)\j, (235)

como que, en cada K € 7, se da V- (¢,;|x) = 0. Este hecho no implica que ¢;; sea
solenoidal en todo €2 provisto que, su componente normal no es continua a través de las

Cabe también resaltar que
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caras entre elementos y existe una contribucion singular a la divergencia en las caras
de la malla.

Figura 2.2: Tlustracion de las funciones de forma ¢ en dos dimensiones (figura
tomada de [18]).

2.5. Elementos finitos H' conformes

Retomamos nuestra discusion sobre conformidad definiendo un nuevo conjunto de gra-
dos de libertad, que nos llevara a definir un elemento finito H'(€2) conforme. La im-
portancia de estos elementos esta relacionada con el potencial escalar presente en la
descomposicién de Helmholtz, como veremos mas adelante.

Definiciéon 2.26. (Espacio de elementos finitos escalar). En un tetraedro general K
definimos la terna (K, Py, Xk ) donde los grados de libertad pueden clasificarse en cuatro
clases diferentes, dependiendo de los vértices, aristas, caras y el volumen mismo del
elemento K, estos estdn definidos por

1. grados de libertad de los vértices: Sean a;, 1 <1 < 4 los vértices de K, entonces

M, (p) = {pla;), 1<i<A4}, (2.36)

2. grados de libertad de las aristas:

M.(p) = { /pq Vg € Py_o(e), para todas las aristas e} , (2.37)

long(e)

3. grados de libertad de las caras:

1

My(p) = {W

/pq Vq € Py_3(f), para todas las caras f} , (2.38)
f

4. grados de libertad del volumen:

My(p) = {mli 5 /K pq Vg€ Pk4}. (2.39)
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Entonces ¥ = M,(p) U M(p) U M¢(p) U Mk(p).

Es facil ver que el ntimero de grados de libertad coincide con la dimension de Pg. Un
analisis similar al de los elementos curl conformes nos lleva al siguiente resultado.

Lema 2.27. El elemento finito (K, Py, Yx) es unisolvente y H'(Q) conforme.

La prueba de este hecho puede consultarse en [6]. El espacio de elementos finitos global
queda caracterizado como

Up={pr € H'(Q) | pr|lx € P, VK € 7.}, (2.40)

espacio estandar para polinomios continuos a tramos de grado k.

De forma analoga al caso anterior, para cualquier p € H%?*°(K), 6 > 0, podemos
definir el operador de interpolacion g pidiendo que

M, (p — mxp) = Me(p — mxp) = My(p — mxp) = Mg (p — 7xp) = 0.

Via interpoladores locales, podemos definir el operador de interpolacion global m, :
H3/2+3(Q) — Uy, 6 > 0 por

(mhp) |k = Tk p para todo K € 7y, (2.41)
El siguiente teorema provee una cota de error para el interpolante. Una prueba de este
puede ser encontrada en [13].

Teorema 2.28. Sea 7, una malla regular de 2. Entonces existe una constante C' inde-
pendiente de h y p tal que

N W

1P = mnpll @) < ChHIpll sy, <s<k+1

Cerramos esta discusion enunciando el resultado principal de esta seccion, el cual rela-
ciona los espacios Uy, y V}, previamente definidos.

Teorema 2.29. Suponga que Uy y Vj, son los espacios definidos respectivamente en
(2.29) y (2.40). Entonces VU, C V}, y si p es suficientemente reqular para que mpp y
r,Vp estén bien definidos (e.g. p € H>?°(Q),8 > 0), se tiene

Vrp =, Vp.

La prueba de este hecho puede encontrarse en [15]. Como mencionamos antes, al igual
que Uy y Vi, existen espacios H (div; Q) y L?(2) conformes denotados respectivamente
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por Wy y Zp, con operadores asociados wy, y P en el mismo orden. El siguiente
diagrama ilustra la forma en la que estos espacios estan relacionados.

V x v-

HYQ) —— H(curl;Q) —=— H(div; Q) s L2(Q)
U U U
U % W

- l r, J w, J Fo.s l
0 —~2 e W -y Wy

Figura 2.3: Diagrama de de-Rham (figura tomada de [6]).

donde
U = H*7(Q),
V ={ve H/Q) | Vxv e H/*?(Q)},
W={we H H"YQ) |V -we L*(Q)},
con o > 0.

2.6. Espacio frontera

Una malla de tetraedros 75, de €2 induce una malla triangular sobre 0f2 en el sentido que
las caras de los elementos en 75, que yacen en 0f2, cubren la frontera. Si 73, es regular,
entonces la malla en 0f) también lo es.

Denotemos la malla inducida por 7, en 992 como 7,(012). Entonces para una funcion
suficientemente suave u, necesitaremos estimar en la frontera

[ (w = ru)[r200) = (VX (w0 = Thu)|ao) XV L2 00), (2.42)
donde 77 es el operador traza definido en (1.36).

Lema 2.30. Suponga que uw € H*(QY) y Vxu € H*(Q) para algin 1/2 < s < k,
entonces
vz (w = mhw)| 290y < CR*2([[ull o) + IV X ullgs(@)).

La prueba de este hecho puede encontrarse en el Capitulo de [6]. Con frecuencia, nece-
sitaremos asumir que sobre las fronteras donde la condiciéon de impedancia es aplicada
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(3J), la malla tiene regularidad adicional. Para una cara dada f en 73,(9f2), definimos el
didmetro de f, denotado por hy como el didmetro del circulo mas grande contenido en

I3

Definicion 2.31. Una malla 7, h > 0 se dice cuasi-uniforme en una frontera ¥ si
existen constantes T > 0 y hg > 0 independientes de h tales que

Th < h; Vfen(X)y0<h<h,.

Esta restriccion supone descartar la posibilidad de trabajar con mallas adaptativas, es
decir, permitir que en ciertos puntos de la malla existan tetraedros mas pequenos que
en el resto. Sin embargo esta condicion es la restriccion maés ligera que se puede imponer
sobre X para garantizar convergencia.

La suposicion de cuasi-uniformidad nos permite probar la asi denominada estimacion
InVersa.

Lema 2.32. Suponga que 1,(X),h > 0 es una malla reqular cuasi-uniforme sobre .
Sea p, un polinomio de grado k a tramos en 1,(3). Entonces para cualquier 0 tal que
0 <0 < 1/2 existe una constante C' tal que

Ipnll sy < Ch7°|pal 2.

Nota 2.33. Observe que este lema prueba que los polinomios definidos a tramos estdn
en H°(X) dado 0 < 6 < 1/2. Por supuesto, aplicando la estimacion en cada componente
de la funcion vectorial de polinomios a tramos, vemos que la cuasi-uniformidad implica
una destqualdad inversa para tal funcion. En particular,

I X wn[| oy < Ch™°|v xun| 2.

cuando uy, € Vj,.

La prueba de este hecho puede consultarse en [19]. Cerramos este capitulo con una
ultima anotaciéon. Si uy, € Vj, es una funcién correspondiente a un elemento de borde
de Nédélec, entonces v (uy) € H(div; ) donde

H(div;Y) ={u € L*(X) | Vs-u € L*(X),u-v =0 a.e. ©}.
Similarmente yr(uy) € H(curl; X), donde

H(curl;¥) = {u € L*(X) | Vgxu € L*(X),u-v =0 a.e. ¥}.



Capitulo

Formulacion variacional y discreta del
problema de cavidad

En este capitulo usaremos los resultados de analisis funcional expuestos en el primer
capitulo para construir una formulacién variacional del problema de radiacién enuncia-
do en la Seccion (1.5). Usaremos las diferentes teorias sobre problemas variacionales
estudiadas y veremos bajo qué condiciones se puede garantizar la existencia y unicidad
de la solucion al problema.

Posteriormente, derivaremos de nuestra formulaciéon variacional una discreta, cuyo ana-
lisis de existencia y unicidad sigue un proceso similar al de su analoga continua. El
orden y contenido de este capitulo fue tomado en su gran mayoria de Monk [6], quien
a su vez sigue multiples fuentes literarias, de las cuales mencionamos algunas aqui.

1. Formulaciéon variacional

Retomamos nuestro problema fuerte suponiendo que Q C R3 es un dominio acotado
con dos fronteras conexas disjuntas [' y 3. Nos proponemos hallar el campo eléctrico
FE correspondiente a una densidad de corriente F' de baja frecuencia que satisface la
ecuacion de campo (1.17), sujeta a las condiciones de conductor perfecto sobre I' y de
impedancia sobre Y, como se muestra a continuacion

Vx(u'VXE)—k’,E=F en(, (3.1)
vxE =0 sobrel, (3.2)
(1, 'VxE)xv — ikAEr = g sobre X, (3.3)

donde F'y g son funciones conocidas. Partiendo de la ecuacion de campo (3.1), seguimos
el método de Galerkin continuo [13], tomando el producto escalar con el complejo

o8
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conjugado de una funcién vectorial ¢ suficientemente regular e integramos sobre (2
para obtener

/QVX(M;WxE)E— nQ/(er)E: /QF-g_b. (3.4)

Q

Esta expresion queda bien definida si el espacio de funciones donde buscamos la solucién
es H(curl;€)) o un subespacio de este con las mismas propiedades, luego podemos usar
la identidad (1.37) sobre el término con doble curl para obtener

/va;leE)-a:/(u;leE»w%/ux(u#VxE)-ET,
Q Q Io

Q

reemplazando en (3.4) se tiene

/Q(u;leE)-VX$+/VX(/L,TleE)ET — HQ/(STE)-EZ /QF-E. (3.5)

o0 Q

Ahora, como 9Q =T UX y I'N'Y = () se sigue que

[ V5 B) Gy = [vx(u VxEB) B+ [ VX E) By
o

9] T b

Dado que la expresion v x (u, 'V x E) es desconocida sobre T, podemos pedir que la
componente tangencial de ¢ sea nula en este sector de frontera, es decir

r = (vx@|)xv =0,

o simplemente pedimos que vx¢ = 0 sobre I'. Por otro lado, la condicion de impedancia
nos lleva a que
vx(u,'VxE) = —(ik\Er +g) sobre ¥,

luego, (3.5) puede reescribirse como
/[(ugleE)-vXa — (e, E)-¢ | — m/(AET)ET = /F-$+ /g-aT. (3.6)
Q 2 Q 2

A fin de que las integrales en (3.6) tengan sentido, definimos el espacio X C H(curl;2)
como
X :={u € H(curl;Q) | v xu = 0 sobre I' y ur € L*(X) sobre X}. (3.7)

Denotando el producto interno usual en L*(Q) y L*(X) por

(u,v)gz/ﬂu-ﬁ, (u,'v>2:/2u-6,



60 CAPITULO 3. FORMULACION VARIACIONAL Y DISCRETA

establecemos la formulacién variacional del problema de cavidad como: Dados F €
L*(Q) y g € L3(X), debemos hallar E € X tal que

(1 'V X E,Vx@)g — (e, E, p)q — ik(\Ep, ¢p)s =
(F,9)a+1(g,¢r)s, VocX, (38)

donde cabe anotar que sobre el lado izquierdo de la ecuaciéon, puede definirse la forma
sesquilineal a : X x X — C como

a(w,v) = (u'Vxu, Vxv)g — k*(e,u,v)q — ik(Aur, vr)y, Yu,ve X. (3.9

Ahora, nos proponemos estudiar la existencia y unicidad de la soluciéon del problema
variacional puesto en (3.8).

Es facil ver que la forma sesquilineal a definida en (3.9) no es coerciva, por lo que la
teoria de Lax-Milgram es inaplicable. Por otro lado, analizar el problema desde la teo-
ria de Babuska-Brezzi implica construir una nueva formulacién variacional partiendo
del problema fuerte, por lo cual, optaremos por transformar la expresion (3.8) en una
ecuacion de operadores y aplicar la alternativa de Fredholm. Naturalmente, varias su-
posiciones sobre los parametros ¢, i, y el dominio €2 deberan hacerse a fin de garantizar
la existencia y unicidad del problema.

Observe que considerar que la solucion cae enteramente en el kernel del operador curl
cambia drasticamente la estructura de la formulacion (3.8). Esta idea puede simplificar
el analisis de la solucién si consideramos que el espacio puede dividirse en funciones
que yacen dentro y fuera del kernel del operador, para lo cual usaremos el Teorema de
descomposicion de Helmholtz.

Ahora, enunciaremos las condiciones bajo las cuales podemos garantizar existencia y
unicidad de la solucién a nuestro problema variacional usando la alternativa de Fred-
holm.

Suponemos que €2 es un poliedro Lipschitz, con frontera 02 consistente de dos compo-
nentes conexas disjuntas I' y 2. Ademas, suponemos que {2 puede ser descompuesto en
P subdominios denotados 2,, p =1, ..., P tales que

_ P =
L. Q - Up:l QP?

2. Q,NQ, =0,sip#q;

3. , es conexo y tiene frontera Lipschitz continua para cada p =1, ..., P;

4. la funcién pu, es continua a tramos y constante en cada subdominio;

5. la funcion ¢, es continua a tramos y tiene las siguientes propiedades:
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= la restriccion de e, a €, es una funcion en H3(,);

» existe una constante ¢ > 0 tal que para cada p =1, ..., P se da S(g,) > cen
Q, 6 I(e,) =0en Q,.

Detréas de la suposicion que e,|, € H?(€2,), esta el hecho de que por el Teorema de

o,
inyeccion de Sobolev 1.20, ¢, € C'(9,). Este requisito de regularidad sobre &, lo usare-
mos con el Teorema de extension de Célderon en la prueba de unicidad de la solucion,
mientras que, la suposicion hecha sobre u, tiene como fin simplificar esta prueba.

Por dltimo, sobre A supondremos que es una funcién real estrictamente positiva sobre
Y con A € L>(X).

1.1. Propiedades del espacio soluciéon X

En primer lugar, veremos que el espacio X esta bien definido y que dotado con un
producto interno conveniente, es un espacio de Hilbert.

Teorema 3.1. El espacio X definido en (3.7), dotado con el producto interno
(u,v)x = (u,v) + (Vxu,Vxv)+ (ur,vr)
es un espacio de Hilbert. Ademds, el espacio X, definido por
X = {u | u = vl|q para algin v € C°(R*\ D)},
con D el dominio exterior a I" visto desde €1, es denso en X.

Nota 3.2. La norma inducida por el producto interno de X, denotada ||-||x estd defi-
nida por
lullx = [l eurie) + lurl 72

Prueba.

Mostraremos solo la primera parte del teorema. La segunda parte usa la densidad de
C>(Q) en H(curl; ) y su prueba puede consultarse en el Teorema 4.1 de [6].

El espacio X esta bien definido ya que para cualquier funcion u € H(curl;2), la traza
v X u tiene sentido como funcion en H~%(X), por lo tanto uy esta definida.

Ver que X es un espacio de Hilbert implica probar que es completo. Entonces para cual-
quier u,v € X, se tiene que (ur,vr) = (v Xu,vxv), podemos usar || X wul|g2s) en
lugar de la norma correspondiente a ur en ||-||x. Ahora suponga que tenemos una suce-
sion de Cauchy {u,}, en X, la cual a su vez es una sucesion en H (curl; Q) y {vxu,},
es una sucesién en L*(X), de modo que existen funciones uw € H(curl; ) y v € L*(X)
tales que w,, - u y v X u,, — v. Por otro lado, en H_l/z(E) setiene v X u, > v Xu
ya que el operador traza es continuo en H(curl;$2). Por lo tanto v X u = v y X es
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completo. []

En el siguiente teorema caracterizamos aquellos elementos en X que yacen en el ker-
nel del operador curl y tienen componente tangencial nula. Para este fin traeremos a
colacion el espacio LZ(0€) definida en (1.40), sobre el cual definimos el concepto de
gradiente superficial.

Teorema 3.3. Suponga que € es un dominio Lipschitz simplemente conexo y su fronte-
ra consta de dos secciones conexas disjuntas I' y 3. Adicionalmente suponga que u € X
es tal que up = 0 sobre X y Vxu = 0 en Q). Entonces existe un potencial escalar p € S
tal que uw = Vp, donde S es el siguiente espacio

S:={pe H'(Q)|p=0sobre " yp es constante sobre ¥} (3.10)

Prueba.

Por el Teorema 1.40 sabemos que u = Vp, para algtn p € H'(Q). La condicién de con-
ductor perfecto implica que sobre 90 se da ur = (v xu) xv = 0. Pero up = (Vp)r = Vep,
donde Vgp es el gradiente superficial en { = I' 6 3, entonces p es constante sobre cada

componente de la frontera y podemos elegir (particularmente sobre I') que este sea cero.
O

En el siguiente lema probamos que V.S es un subespacio cerrado de X y por tanto,
podemos usar el Teorema de descomposicion ortogonal para dividir a X.

Lema 3.4. (Descomposicion de Helmholtz) El espacio VS es un subespacio cerrado de
X y podemos escribir
X =Xy6 VS, (3.11)

donde
Xo={ue X|(5u,VE =0 VEeSY, (3.12)

Nota 3.5. La ecuacion (3.11) es equivalente a la expresion cldsica del Teorema de
descomposicion de Helmholtz. Por el lema anterior, cualquier funcion uw € X puede
expresarse de forma unica como w = ug + Vp para algin uy € Xog yp € S. De la
definicion de Xy, se sigue que si & € Hg (), entonces

(v : (€Tu0)7 f) = _(gTu(J? V§> - 07

de modo que V-(g,ug) = 0, luego e,ug € H(div,Q) y su traza normal v-(e,ug) estd bien
definida. Ahora, eligiendo £ € S tal que & =1 sobre &2, vemos que (v-(g,u0), 1)sq = 0.
Provisto entonces que la divergencia se anula en €2, tenemos

0= (V- (eu),l) = (v-(sup), )sq,
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concluimos que (v - (g,uq), )r = 0 y por tanto, por el Teorema 1.41, existe una funcion
vectorial 9 € H'(Q) tal que ,uq = V x4, luego

u=¢,'Vx+Vp,

la cual se reduce a la descomposicion cldsica de Helmholtz del Teorema 1.44 cuando
g = 1.

Prueba.

Esta demostracion es idéntica a la del Teorema 4.2 de [20]. El espacio VS es cerrado
en X ya que S lo es en H'(2). Veamos que la descomposiciéon de X tiene sentido. Sea
b: X xX — C la forma sesquilineal definida por

b(u,v) = (Vxu,Vxv)+ (gu,v)+ (ur,vr), VYu,ve X.

Ya que ¢, tiene componente real acotada y estrictamente positiva, la forma sesquilineal
b es coerciva y acotada. Luego, por el lema de Lax-Milgram existe una tnica funcion
Pu € VS tal que

b(Pu,v) = (g,u,v) Vv € VS.

Se sigue que P es un operador acotado que va de X a VS y obviamente se da Pu = u
si u € VS, luego P es una proyeccion. Por lo tanto podemos escribir cualquier funcion
u € X como u = Pu+ (I — P)u. Pero (I — P)u € X, ya que para cualquier £ € §

(e,(I — P)u, V&) =b((I — P)u,VE) = 0. O

El siguiente resultado es vital para el uso de la alternativa de Fredholm.

Teorema 3.6. Bajo las suposiciones del andlisis sobre €., p., A y €2, el espacio Xy se
inyecta de forma compacta en L*(Q).

La prueba de este hecho puede consultarse en la Proposicion 2.28 de [21]. Por tltimo,
enunciamos la asi denominada desigualdad de Friedrichs, con la cual probamos que en
efecto todas las funciones de X en el kernel del operador curl se encuentran en V.S,
excepto por v = 0.

Lema 3.7. Suponga que €2 es un dominio Lipschitz acotado y simplemente conexo,
con frontera 0S) que consta de dos sectores conexos disjuntos I' y Y. Adicionalmente,
suponga que g, satisface todas las condiciones discutidas. Entonces existe una constante
C' tal que para cada u € X

||U||L2(Q) < C(||VXU||L2(Q) + ||qu||L2(E))
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El espiritu de esta prueba es el mismo que la del Corolario 3.51 de [6], el cual basicamente
requiere verificar que si u € Xy y

IV xul|g2 ) + [vxulg2 ) =0,

entonces u = 0.

Como en principio u € X (ya que Xo C X) con Vxu =0en Qy vxu =0 sobre ¥,
por el Teorema 3.3, u = Vp para algin p € S, sin embargo, como u € X, entonces
u € (VS)N (VS)t y por tanto u = 0.

Por ultimo, enunciamos un par de resultados relacionados con la formulacion discreta
del problema, los cuales retomaremos més adelante en este capitulo.

Lema 3.8. Suponga que u € X y el interpolante de los elementos finitos curl conformes
rru estd bien definido. Entonces ryu € X.

Nota 3.9. Esto implica que es suficiente definir los grados de libertad asociados con
los bordes y caras sobre I' a cero a fin de construir funciones de elementos finitos en X.
Por tanto podemos definir

Xy, ={uy, € H(curl; Q) | uh{K € Ry, VK € 1, up,xv =0 sobre T'}.

y para una funcion suficientemente suave en u € X, sabemos que ryu € X; por lo que
la estimacion de error del Teorema 2.25 se satisface para interpolaciones en X también.

Prueba.

Sea f una cara de la malla sobre I'. Los grados de libertad (Monk (5.36) y (2.26)
asociados con f solo dependen de las componentes tangenciales en u sobre f, las cuales
se anulan. Por tanto todos los grados de libertad asociados con f se anulan y por el
Lema 2.21, r,u = 0 sobre f.[]

El siguiente Lema establece una estimacion de error para el interpolante. Este resultado
se sigue del Teorema 2.25 y el Lema 2.30.

Lema 3.10. Suponga que w € H*(Q2) y Vxu € H*(Q) para algin 1/2 < s < k
entonces
lu = mulx < CR2([lull @) + |V x ul|me@)-

La prueba de este hecho se sigue de los resultados enunciados en el Lema 2.30 y el
Teorema 2.25.

1.2. Existencia de la solucion

Partimos de que cualquier elemento E € X se puede representar de forma tnica como
E + Vp para algin Eq € Xy y p € S. Haciendo los reemplazos pertinentes en (3.8) y
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usando que VxVp =0y (Vp)xv = 0 sobre 052, tenemos

(11 'V X Eg, Vx¢) — *(,.(Eo + Vp), d) — ic(\Eq 1, pr) =
(F,¢)+(g,¢p), VoecX. (3.13)

Si elegimos ¢ = V¢ para algin § € S, del hecho que V& € Hy(curl;Q2) se sigue que
7(VE) = 0 y en consecuencia

(1 'V X Eo, VX(VE)) =0, (AEor, (VE)r) =0, (g,(VE&r) =0,

por ultimo, de la ortogonalidad entre X, y VS se infiere que (¢, Eq, V&) = 0, luego
p € S satisface
— k*(e,Vp, V&) = (F,V¢) VEe S, (3.14)

El cual es un problema variacional con solucién tnica, provistas la suposiciones hechas
sobre ¢ y 2. Como consecuencia de esto, se deriva una cota para Vp.

Lema 3.11. Supongamos k > 0 y que €, ¢, satisfacen las suposiciones hechas sobre
estos. Entonces existe una unica solucion p € S a (3.14) y hay una constante C' inde-
pendiente de F' tal que

||VPHL2(Q) < C||F||L2(Q)' (3.15)

La prueba de este lema es una aplicaciéon del Lema de Lax-Milgram. Sobre el lado
izquierdo se puede definir una forma sesquilineal b : § xS — C que resulta ser acotada
ya que &, lo es (de lo que se sigue (3.15)). Por otro lado, eligiendo £ = p y tomando en
cuenta que R(e,) es uniformemente positiva, se prueba la coercividad de b.

Este lema prueba que buscar E € X 6 Ey € X, es equivalente, por lo que nos centramos
en estudiar el problema de encontrar Ey € X tal que

(/,L;lv XE(), V x ¢) - 52(87'E07 ¢) - 7;"Q()\-EO,T7 ¢T> =
(F,¢) + (g, ¢r) + (e, VD, @), Vo € Xy, (3.16)

donde la restriccion de las funciones test a X, esta justificada por el hecho de que
Xo C X.

Ahora, buscamos llevar la expresion (3.16) a una ecuacién de operadores, donde usa-
remos las propiedades de compacidad del espacio X, para probar que el operador in-
volucrado es compacto. El espacio natural para poner tal ecuacion es X, sin embargo,
nuestro espacio de elementos finitos no es un subespacio de X sino de X (como veremos
mas adelante), por lo que trabajaremos en L?(2).

Empecemos entonces por definir la forma sesquilineal a; : X x X — C como

ay(u,v) == (p 'V xu, Vxv) + k*(e,u,v) — in(Aur, vr), VYu,v € X. (3.17)
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Lema 3.12. La forma sesquilineal ay es coerciva y existe una constante o > 0, depen-
diente de pi,.,e., \ y Kk pero independiente de u tal que

‘CL+(’U,,’U,)| > OéH“’H?X? Vu € X.

La prueba de este hecho es de caracter algebraico y usa la desigualdad aritmética-
geomeétrica media. Puede ser consultada en el Lema 4.10 de [6].

El lado izquierdo de la expresion (3.16) puede escribirse como

a+(E07 ¢> - 252(57‘E07 ¢’>7 v¢ € XO-

Definamos a K : L*(Q) — L*(Q) como el mapeo tal que si f € L*(2), entonces
Kf € Xy C L*(Q) es tal que

ar(Kf, @) = —2/12/957,]”-5, Vo € Xo, (3.18)

de modo que, el lado izquierdo de la expresion (3.16) puede escribirse como
CL+((I+K)E0,¢), \Vld)e X().

Teorema 3.13. El operador K es un mapeo compacto y acotado de L*(Q) — L*(1),
ademds

IKfllx < Cllfllzz@- (3.19)

Prueba.

Empezamos por mostrar que K esté bien definido demostrando que la forma sesquilineal
ay satisface las condiciones de Lax-Milgram. La coercividad fue establecida en el Lema
3.12, basta mostrar que a, es acotada. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el
hecho de que ¢,, 1, y A son acotadas, tenemos

[(u,v)| <C (HVXU’HLQ(Q)HVXUHLQ(Q) + Jull g2 IVl L2 ) + HUTHLQ(E)HUTHH@)) ;

donde C depende de k y las cotas superiores e inferiores de p,, e, y A, luego
ot (u, )] < Cllulx]|v]x,

por tanto K f esta bien definido y || K f|lx < C|f|lz2()-

Veamos ahora que K es compacto. Suponga que {f,}, es una sucesiéon acotada en
L?*(9). La desigualdad anterior muestra que {K f, }, es acotada en X, y del Teorema
3.6, se sigue que existe una subsucesion que converge fuertemente en LQ(Q), luego K
es compacto. [
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Para completar la igualdad en (3.16), definimos el vector ¢ € X, C L*(Q) tal que

ar (¥, ) = (F,$) + (9. ¢r) + £*(e,Vp, @), Vo € Xy, (3.20)

el cual, aplicando el Lema de Lax-Milgram, sabemos que 1) existe y esté bien definido,
ademaés

[pllx < CUIF | r2) + 9l z2(s))- (3.21)

con lo cual (3.16) puede escribirse de forma alternativa como
ar((I + K)Eo, @) = ay (¥, @) Yo € X,

Ahora, usando la sesquilinealidad de ay se constituye una ecuaciéon de operadores del
tipo Fredholm
(I + K)Eo = 1, (3.22)

asi que el problema (3.16) se reduce a encontrar un E, € X, que resuelve la ecuacion
(3.22). Como K es compacto, la alternativa de Fredholm es aplicable y esta garantiza la
existencia de una o varias soluciones a (3.8). En el caso de solucion tnica, anticipamos
una estimacién de su norma como

1EollL20) < CllllL2 - (3.23)

1.3. Unicidad de la soluciéon

El analisis de unicidad de la solucion de (3.22), parte de la existencia de varias soluciones
del mismo y prueba que todas estas deben ser iguales entre si. Para este fin, suponemos
que uno de estos dos casos (o ambos) se dan:

= |la parte imaginaria de €, es estrictamente positiva en algin subdominio abierto

de €,

» la frontera X es no vacia.

Supongamos que E4, E5 € X son soluciones de (3.22) y definamos Z := Ey1 — E; € X,
De la linealidad del sistema se infiere que Z debe satisfacer el problema homogéneo

(1, VX2,V x$) — k*(e,Z,¢) — in(AZr, dr) =0, VdeX.  (3.24)
Para probar unicidad es suficiente ver que Z = 0 es la tnica soluciéon del problema
homogéneo anterior. En el siguiente teorema probamos este resultado.

Teorema 3.14. Bajo las condiciones impuestas sobre los parametros pi,, €., A, el domi-
nio Q0 y la frontera 3, eziste a lo mds una solucion E del problema (3.8).
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La prueba consta de dos partes. En la primera, usando las suposiciones sobre €, y 3,
se muestra que la solucién es tnica, ya sea en el subdominio abierto de €2 en el que
S(er) > 0 o sobre X. Posteriormente usamos el resultado de continuacion unica de [22]
para mostrar la unicidad de la solucién en el resto del dominio.

El resultado de continuacion inica no se sigue facilmente de la formulacion variacional
de las ecuaciones de Maxwell, en su lugar, deberemos usar un resultado de desigualdades
diferenciales de |22].

Lema 3.15. Sea Q; un dominio conexo de R® y suponga que w € H'(Qy) donde
v = (v1,v2,v3)" es una funcion real que satisface

3
|Av| < CZ(!vq\ +|Vu,|) a.e. en O,

q=1
donde C' es una constante real positiva. St v se anula en toda una vecindad de un punto

xo € )y, entonces v es idénticamente cero en ;.

La prueba de este lema puede consultarse en el Lema 8.5 de [22]. Con este resultado,

enunciamos el siguiente teorema cuya prueba sigue de cerca la demostracion del Teorema
9.3 de [22].

Teorema 3.16. (Continuacion unica). Suponga que o es un subdominio abierto y
conezxo de ). Suponga que las funciones u,v € H(curl; ) satisfacen en €

ke, u + VXv =0,

kv — VXu =0,

y ademds, w es nula en una bola de radio estrictamente positivo contenida en €. Su-
ponga también que €, es una funcion real y continuamente diferenciable en €y, mientras
que (i, es real y constante en el mismo dominio. Entonces u,v =0 en §1q.

Prueba.
Usando el hecho de que V xv = —ike, u, tenemos

V x(e,'Vxv) — k%0 = 0 en €.

Dado que u, es constante en )y, tomando divergencia en la ecuaciéon anterior nos lleva
aque V-v =0 en ). Sin embargo como

Vx (e 'Vxwv) =e Y (VxVxv)+ (Ve, ) x (Vx v),

y ademas

VxVxv=—-Av+V(V-v),
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tenemos
Av = £.(Ve, ) x (V x v) — K*p,.

Luego Av € L*(€)). Ahora, por los resultados de regularidad eliptica interior enun-
ciados en el Teorema 2.7 de Leis 23], tenemos que para cualquier ; compactamente
contenido €y, v € H?(€2;). Con esto, podemos aplicar el Lema 3.15 a las partes real e
imaginaria de v y concluir que v = 0 en . [

Prueba del Teorema 3.14. Considere la solucion Z € X de (3.24). Tomemos ahora
¢ = Z y tomemos la parte imaginaria de la ecuacién resultante para mostrar que

K (S(e,)Z,Z) + k(\Zp, Z7) = 0. (3.25)

Ya que A es real y positiva, esto implica que Zr = 0 sobre X y Z = 0 en algtin
subdominio de €2 donde (e, es estrictamente positiva.

Supongamos primero que (e,) > 0 en algin subdominio €2, C Q. Si 2, = Q la prueba
esta lista. Si no, entonces solo podemos concluir que Z = 0 en todos los subdominios
tales que (e, # 0). Sea 2, un subdominio en el que hemos probado que Z =0y €,
el subdominio en que J(e,) = 0, que ademas comparte una frontera con €2, tal que
puede construirse un conjunto abierto compuesto por partes de los dos dominios, como
se muestra.

Figura 3.1: Geometria de los dominios €2, y €.
La bola B, (xo) esta centrada en x, en la frontera comun entre Q, y €,. La soluciéon
Z es cero en €, y por tanto, dentro de una bola mas pequena contenida en B, (o).

Este par de dominios tiene las siguientes propiedades:



70 CAPITULO 3. FORMULACION VARIACIONAL Y DISCRETA

» 2, N Q, es una superficie Lipschitz con interior no vacio.

= ¢, es real en (), y continuamente diferenciable en este.

Ahora, extendemos ¢, en ), a través de la frontera Q, N Q, hacia ©, de tal forma que
la funcion extendida &, es continuamente diferenciable (lo cual es posible por el Teo-
rema de extension de Célderon 1.18 ya que suponemos que &, € H*(Q,)). También p,
restringida a €2, es trivialmente extendida como una constante para obtener fi, definida
en {2, U (.

Sea B, (o) una bola de radio suficientemente pequefio 7, centrada en el punto @, en
Q, N Q, tal que B,,(xg) C Q,NQ, v & >0en Q,U B, (x) (ver la figura 3.1).

Ya que Z se anula en B, (xo) N2, en particular es nula dentro de una bola contenida
en este conjunto. Por lo tanto, ya que &, y [, son reales, concluimos por el resultado
de continuacion inica en el Teorema 3.16 que Z = 0 en Q, U B, (xo) y por tanto en
2,U€),. Podemos continuar de esta forma saltando de subdominio en subdominio hasta
que todos los subdominios en los que ¢, es real hayan sido cubiertos y asi concluimos
que Z =0 en Q.

Si e, es real en todo €2, debemos invocar la suposiciéon de que ¥ es no vacia. Usando
(3.25), sabemos que Zz = 0 sobre 3. Sea , el subdominio tal que Q, N ¥ contiene
un subdominio no trivial de ¥ tal que €, es continuamente diferenciable en €2,. Como
hicimos antes, podemos extender a ¢, en , a una funcion £, definida en R* tal que
g, es continuamente diferenciable. Ya que ¢, es positiva en ),, podemos escoger una
bola B,,(xy) centrada en el punto z, en Q, N Y tal que &, es positiva en Q, U B, (x)
y By, (20) NQ C Q. Ahora, si extendemos a Z por cero de Q, a B, (x)) \ Q,, tenemos
que

T
Qq UBrl (:170)

/ﬁ_l(VX Z) (Vx @) —KE(Z - @) =0, Vo € Hy(curl; 2, U B, (x0)),

de forma que Z es la solucién débil de la ecuacion de Maxwell y ademés, B, (xg) \ Q.
Por tanto, de nuevo por el resultado de continuacion inica del Teorema 3.16, Z se
anula en Q, U B,, (x() y por ende, en €, U (2,. Ahora podemos proceder como antes y
mostrar que Z = 0 en () saltando a través de las fronteras entre los subdominios en los
que &, es diferenciable. 1.

Ahora, podemos resumir los resultados de existencia y unicidad de la soluciéon a (3.8)
en el siguiente teorema.

Teorema 3.17. Bajo las condiciones impuestas sobre los parametros pu,, ., A, el domi-
nio Q2 y la frontera 3, el problema (3.8) posee una solucion E € X y esta es unica para
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cada valor de k > 0. Ademds, existe una constante C > 0 independiente de E, F vy g,
pero dependiente de k tal que

1E|x <C (I1F|lp2) + lgllz2s)) -

Prueba.

De acuerdo al Lema 3.4, podemos escribir E = Eq + Vp para algin Ey € Xgy p € S.
Ademaés, como p esta determinada de forma tnica y el estimado (3.15) se cumple. Por
el Teorema 3.14, una hipotética solucion de (3.8) es unica, la alternativa de Fredholm
garantiza la existencia de esta y se satisface (3.23). Ya que ¥ € Xoy (I + K)E, € X,
se sigue que Ey = —KEj + 1 € Xy, usando (3.23) se tiene

1Eo|lx < IKEo|x + [¥]lx <C (1 Eollr20 + 19]x) < Cllpllx,

y usando (3.21)
1E|x < C(|F|lg2) + llgllz2sy) . O

2. Formulaciéon discreta

Ahora discutiremos el método de elementos finitos para discretizar la formulacion de
(3.8). Suponemos que el problema, bajo las suposiciones hechas sobre ¢, i, A de la
seccion anterior, tiene solucion tnica ya sea por que

= X # () y A es estrictamente positiva, o
= (e,) es estrictamente positiva definida en una bola contenida en 2, o

» §(g,) =0y A =0 pero £ no es un moédulo de resonancia en 2.

En cualquiera de los casos, sabemos que (3.8) tiene solucion unica dependiendo con-
tinuamente de los pardmetros €., i, A y por tanto, es apropiado para ser discretizado
por FE.

En esta seccidon usaremos los elementos finitos conformes definidos en las Secciones 2.4 y
2.5 del capitulo anterior para discretizar los espacios X y .Sy producir una aproximacion
de las ecuaciones de Maxwell puestas en un dominio acotado.

Empezamos suponiendo que 2 esta cubierto por una malla regular de tetraedros T,
cuasi-uniforme sobre X, en la que usaremos los elementos de borde curl conformes
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definidos en la Seccién 2.4 y el subespacio finito-dimensional de X definido en la Nota
3.9 nuevamente, dado por

X =A{un € H(curl; Q) | up|x € Re VK € 7, y up xv = 0 sobre I'}.

Asumimos que la malla es consistente con los coeficientes p, y €, en el sentido que
las discontinuidades de éstos coinciden con uniones de caras entre elementos y que
satisfacen todas las condiciones impuestas en la seccion anterior. Con esto introducimos
la formulacion discreta:

Dados F € L*(Q) y g € L*(X), buscamos aprozimar la solucion E € X de (3.8)
encontrando E) € X}, tal que

(HJT_l X B,V x¢,) — “2(5rEha ¢,) — ik(AEn T, ¢h,T> =
(Fa ¢h) + <ga ¢h,T>> V¢h S Xh- (326)

Como en el caso continuo, debemos construir una versiéon discreta de la descomposicion
de Helmholtz para Xj,, aplicarla en (3.26) y llevar la expresion resultante a una ecua-
cion de operadores. Posteriormente, usaremos la teoria de operadores colectivamente
compactos para probar convergencia.

2.1. Analisis de error via compacidad colectiva

Empezamos por desarrollar una version discreta de la descomposicion de Helmholtz
para X},. De las propiedades escalares de los elementos finitos H' conformes expuestos
en la Seccion 2.5 y el Teorema 2.29 sabemos que si

Sp:={p €U, |p=0enT,pes constante sobre X}, (3.27)

entonces S;, C Sy V.S, C V. De hecho VS, C X}, pues cualquier p,, € S}, es constante
sobre 92 = T'U X y por ende su gradiente superficial es nulo, luego Vpy|r xv = 0. Con
esto construimos la descomposicion discreta de Helmholtz como

Xy = Xon ® VS,

donde
XO,h = {uh c Xh ’ (&“r’u,h, th) = O, th € Sh}

Observe que aqui si u;, € Xgp, no se da necesariamente que V - (¢,u;) = 0, de modo
que Xy, ¢ Xp. Sin embargo, se sigue conservando la ortogonalidad entre los elementos
de Xy, y el gradiente de aquellos en 5.

Cualquier elemento E;, € X puede expresarse de forma tnica como

E; = Ey;,+ Vp, paraalgin Ey, € Xon v pr € Sh.
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Haciendo los reemplazos pertinentes en (3.26) con ¢, = V¢, para algin &, € Sp, v
usando la definicion de X4, se deriva el analogo discreto de (3.14):

— nQ(erph, th) = (F, th), th € Sh. (3.28)

Dado que ¢, tiene parte real positiva, el Lema de Lax-Milgram es aplicable y por tanto
(3.28) tiene solucion tnica. Luego el Lema de Cea provee una estimacion de error cuasi-
6ptimo y con esto queda probado el siguiente lema.

Lema 3.18. Suponga que p € S satisface (3.14). Entonces existe una unica solucion
pn € Sy de (328) Y
lp — thHl(Q) < C inf [p— ﬁhHHl(Q)-
§nESh

De hecho, si p € S es solucion de (3.13) tal que p € H*(Q), % +0 < s <k+1, tenemos
por el Teorema 2.28 que

lp = palli) < Ch*Hpllaso)-
Con el resultado anterior, nuestro problema se reduce a encontrar Eyj € Xy tal que

(u, 'V X Eon, Vx¢p,) — ’f2(5rE0,h, &p) — ik(AEonT, O 1) =
(F, é) + (g, dnr) + K (e Vo, @), (3.29)

para toda ¢ € Xo . Siguiendo la cadena de ideas del problema continuo en (3.16),
retomamos la forma sesquilineal a, definida en (3.17) y definimos el operador Kj, :
L*(Q) — L*() de tal forma que para cualquier f € L*(Q), K,f € Xo5 C L*(Q)
satisfaga

ar(Knf,on) = —26(e . F, dp), Yo € Xop. (3.30)

Por otro lado definimos la funcién 1, € X, C L*(Q2) de modo que

ay (¥, @) = (F, ¢,) + (g, ¢h,T> + “2(5rVPh7 ) Vo, € Xop. (3.31)

Dado que la forma sesquilineal a, es acotada y coerciva, por el Lema de Lax-Milgram
se sigue que K}, y v, estan bien definidas. Dado esto, el problema discreto (3.29) ahora
consiste en encontrar Eqj;, € L*(1) tal que

(I + Kin)Eon = 9. (3.32)

con esto, es posible aplicar la teoria de operadores colectivamente compactos y probar
que | Ey — E07hHL2(Q) — 0 cuando h — 0. Empezamos por verificar que Kj f converge
a Kf en Lz(Q), para este fin es necesario ver primero que los espacios de elementos
finitos son densos en la forma apropiada.
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Lema 3.19. FEl espacio X}, es denso en X, en el sentido que para cualquier uw € X

lim inf ||lu—wv|x =0.
h—0 vpeXy

Similarmente Sy, es denso en S.

Prueba.

Ya que el espacio X definido en el Teorema 3.1 es denso en X, podemos aproximar
cualquier w € X con precisién arbitraria a una funcion suave v € X. Esta a su vez
puede ser aproximada con cualquier grado de precision por su interpolante en X, si h
es tomada suficientemente suave (véase el Lema 3.10).

Similarmente, escribiendo p € S como p = py + p;1, donde py € H}(Q) y p; es una
funcién suave, tomando el valor constante de p sobre ¥ y que se anule sobre I' y enton-
ces, usando la densidad de Cg° en H}(£2), podemos verificar la densidad de S N C>=(€Q)
en S. Entonces la estimacion de error en el Teorema 2.28 provee el resultado deseado. [

Teorema 3.20. Dada una funcion f € L*(Q), tenemos ||(K — Kp,)f|lx — 0 cuando
h — 0. Ademds si f € Xy,

(K — Ky)fllx <C if [[Kf—vpllx.
vrREX)

Prueba.
Dado una funcién f € L*(2), buscamos K f € X y ¢ € S tales que

a(Kf, @)+ (e,6. V) = —(v* + 1), f, &) Ve € X, (3.33)
(e, K f,VE) =0 VE € S. (3.34)

Para ver que este problema estid bien puesto, deberemos usar la teoria de Babuska-
Brezzi estudiada en el Capitulo 1. En el Lema 3.12 se prob6 la coercividad de a, en X.
Ademas, VS C X, por tanto es facil verificar la condiciéon inf — sup tomando ¢ = Vg,
esto es

(er¢- Va)| = (= V9) - Vo)l = ClIValZeey = Cllallz o,

donde hemos usado la desigualdad de Poincaré (Lema 1.19) para acotar la norma de ¢
en H'(Q) en términos de la seminorma. Por tanto (3.33) tiene solucién tnica, la cual
concuerda con la definicién previa de K f en (3.18), como podemos ver si seleccionamos

¢ € Xp en (3.33).

Similarmente, el operador K} puede ser definido como la soluciéon del problema discreto
mixto de encontrar K, f € X5, y qn € Sy, tales que

ay(Knf, &) + (00, Var) = — (k> + 1) (e f, ) Vo € X,
(erKnf, V&) =0 VE € Sy,
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Usando de nuevo la coercividad de ay y VS, C X, el argumento expuesto anteriormen-
te verifica las condiciones de Babuska-Brezzi para este problema. Eligiendo ¢, € Xy},
mostramos que el problema se reduce a la definicion previa de K dada en (3.30).

Luego, usando el Teorema 2.6, debemos estimar

(K = Kn)fllx + V(g = an)llp2) <

of it 17—l + ot 1900 - @)l - (339)

Pero, por el Lema 3.19, S;, es denso en S'y X}, es denso en X cuando h — 0. Por tanto,
la parte derecha de la ecuacién converge a cero cuando h decrece, con lo cual queda
probada la convergencia puntual.

Ahora, si f € Xy, eligiendo ¢ = Vq en (3.33) y usando K f € X, obtenemos que
(,Vq,Vq) = 0y en consecuencia ¢ = 0. La estimacion se sigue entonces de (3.35). [J.
El siguiente lema provee una estimacion para ||¢ — v, || x.

Lema 3.21. Sean v y 1, respectivamente las funciones definidas para (3.20) y (3.31).
Entonces

_ < 1 _ 1 _
= allx <€ (i, 16— wull + o 190~ )12 )
donde p € S satisface (3.14).

Prueba.
Escribimos la definiciéon de @ como el problema mixto de encontrar ¥» € X y v € S tal
que

CL+(¢, ¢h) + (€T¢h7 VW) = (F7 ¢) + <gv ¢T> + K2<5TVP7 d)) V(ﬁ € X,
(e,9, VE) = 0 VE € S.

Seleccionando ¢ = V~ y usando la definicién de p, vemos que el lado derecho se anula,
de modo que (,Vv,V7v) =0y asi r = 0.

Ahora, definimos una nueva funciéon {ph € Xy v v, € S, que satisface

as (P, dp) + (6:B4, Vi) = (F. b)) + (g, 1)+ 5 (e VD, @) Vo, € Xy,
<€T1~bh> th) =0 V¢, € Sh.
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Exactamente el mismo argumento, eligiendo ¢, = V+y;,, mostramos que 7, = 0. Llevan-
do a cabo el analisis del problema mixto justo como en la prueba del teorema anterior,
se muestra que

||¢ - 12’h||X < C inf ||'¢ - Xh“X'
XnE€Xn

Pero 1, € X, satisface

a+(‘2’a i) = (Y, dy,) + (g, ¢h,T> + “2(5rv]97 ®y) Vo € Xop,

aqui, restando (3.31) a esta ecuaciéon proporciona
aJr(’(:bh - ¢h7 ¢h) = ’%Q(g?"v(p - ph>7 ¢h>7
seleccionando ¢, = {ph — 1);, mostramos que

CH{bh, ":bhH.%{ < ‘a+({bh - lbha{Ph — )| = \Hz(er(p — Dn), {bh — )] )
< CIIV(p = pu)llez@llvn — ¥ullx-

Entonces la desigualdad triangular implica que ||tp — 1), ||x < ||¥—,||x + |9, — |l x,
y el estimado se sigue del de ||V (p — pp)||z2(q) en el Lema 3.18. O

Sea A un conjunto contable de mallas cuyo tnico punto de acumulacion es cero, de
modo que A = {h,}>°, y h, — 0 cuando n — 0. Esta es una sucesién decreciente
de mallas, sobre la cual debemos probar que el conjunto de operadores {Kj}pen es
colectivamente compacto. Esto se sigue de forma inmediata si probamos que el espacio
de elementos finitos tiene la asi denominada propiedad de compacidad discreta.

Definicién 3.22. Decimos que Xop, h € A, tiene propiedad de compacidad discreta si
para cada sucesion {up}pen tal que

» uy, € Xoyp, para cada h € A;

» existe una constante C independiente de wy, y h € A tal que |Jupl|x < C,

entonces existe una subsucesion, aun denotada {un}>, y una funcion w € X, tal que

uy, — u fuertemente en L*(Q) cuando h — 0 en A.
Suponiendo de momento que Xy, tiene la propiedad de compacidad discreta, se puede
probar la compacidad colectiva de los operadores { K} }ren-

Teorema 3.23. 5@ Xy, h € A tiene la propiedad de compacidad discreta entonces
{K}}nen es colectivamente compacto como conjunto de mapeos de L*(2) en L*(€2).
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Prueba.

Sea U un dominio acotado en L*(§2). Necesitamos mostrar que C(U) es relativamen-
te compacto en L*(Q). Sea {w,}>>, C K(U) una sucesién. Entonces para cada n
existe un h, € Ay u, € U es tal que w,, = K}, (u,). Por tanto w,, € Xy, y
|wallx < Cllunl[g2) < Ci. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que A, — 0
cuando n — oo (de otra forma, estariamos en un espacio finito-dimensional y la con-
vergencia de {w, }°°, estaria garantizada). Pero {w, }5°, esta exactamente como en
la definicion de compacidad discreta y por lo tanto, la existencia de una sub-sucesion
convergente esta garantizada. [

Ahora debemos probar que en efecto, Xy posee la propiedad de compacidad discreta.
La prueba de este hecho consta de dos partes, el primer paso es probar tal propiedad
para €, = p, = 1. Posteriormente usamos este resultado con un argumento adicional
para extender la prueba a pardmetros generales.

Para la prueba anterior, necesitamos un resultado adicional sobre la regularidad de las
funciones en X y Xj,. Este resultado establece que si los «curls» de las funciones u € X
y up, € Xp concuerdan en €) y sus componentes tangenciales coinciden sobre la frontera,
entonces u posee regularidad extra.

Lema 3.24. Suponga que Q) es un poliedro Lipschitz acotado y simplemente conexo con
frontera 0X), que consiste en dos secciones conexas disjuntas ¥ y I'. Sea 1, una malla
reqular que es cuasi-uniforme sobre X. Sea wy, € Xy, y suponga que w € X, satisface

Vxu=Vxu, enf,

vxu=vxu, en 0.
Entonces existe § >0 con 6 < 1/2 tal que u € H, para 0 < s <4 y

[l grrzes () < CUIV Xl g2 ) + IV xwl|ms(s)-

La prueba de este lema trae a colaciéon varios conceptos y resultados que no hemos
mencionado en este trabajo, sin embargo ésta puede consultarse en la demostracion del
Lema 3.3 en el articulo de Hsiao, Monk y Nigam [24]. Con este resultado procedemos
con la primera fase de la prueba de compacidad discreta de X ,.

Teorema 3.25. Suponga ¢, = p, = 1 y {Th}nea es reqular y satisface sobre ¥ la
«desigualdad inversa» mencionada en la Seccion 2.6. Entonces Xop posee la propiedad
de compacidad discreta.

Prueba.
Sea w, € Xop,,n = 1,2,... y suponga que h, — 0y |w,|x < C < oo, para
todo n. Sea p® € S tal que (Vp",V§) = (w,, V) para todo & € S. Entonces, sea
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w" = w, — Vp". Claramente, w" satisface

Vxw"yV-w"=0 en{

vxw" =vxw, sobre df).

Ya que w" € Xj y ||w"||x < C. Entonces, por el resultado de compacidad continua
del Teorema 3.6, existe una subsucesion, aun denotada por {w">2;}, y una funcion
w € X, tal que w" — w fuertemente en L*(Q2) cuando n — oco. Por el lema anterior,
w" € H1/2+S(Q),s >0,y Vxw" = Vxw, € Wy, sabemos por el Teorema 2.25
que el interpolante r;, w" esta bien definido. Usando el hecho de que r,, w" = w,, el
interpolante de Vp™ esta bien definido y asi, usando el diagrama de conmutacion de la
Gréfica 2.3, tenemos que r,, w" = w, — Vm,, p". Por tanto, usando el hecho de que
w € Xy y w, € Xop,, tenemos

n?

Jrw=w) - @=w,

Q

~ Jtw - w) - @ =@ + fww,) @)

0 Q
:/Q(w_wn)-(W)Jr/éw—wn)-(W)

< lw = wn| g2 llw — v, w" || 2()-

Por tanto ||lw — w2 < |lw — 74, w"|| 12(q)- Pero

lw — 7h,w" || g2y < lw — W || 2oy + [w" = 7y, W™ | 20

Ahora expandimos el segundo término y usamos la estimacion de error (2.31) para
obtener

Jw"™ — rhnwn”2L2(Q) = Z Jw" — ""hnwnH2L2(K)
Ker,

1/2+s n n
<7 O w0 | gaese ey + hiclIV < w" || g20))2.
Kery,

Usando la desigualdad triangular, tenemos

™ = 7, w0y < OO 0" | 2s(gy + ]V X0 |20

Pero, por el lema anterior

[ | gravzs () < CUIVxwal[g29) + [V X wa |l me(s))-
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Usando la suposicion de frontera cuasi-uniforme, la estimacion inversa para espacios de
orden fraccionario del Lema 2.32 y la nota asociada 2.33, tenemos

||1/><wn||HS(g) S Ch,;

S||u><wn||L2(2).

Por tanto
lw — w| 20y < lw — w"|| g2y + ChY?|lw, | x.

El primer término de la derecha converge a cero por construcciéon y el segundo porque
by, — 0y ||w,|x < C cuando n — oo. Por tanto w,, — w en L*() cuando n — oco. [J

Finalizamos la prueba mostrando la propiedad de compacidad discreta de X para un
€, general.

Teorema 3.26. Sea 2 un dominio Lipschitz acotado, simplemente conexo con frontera
0f) consistente de dos componentes X2 y I'. Bajo las suposiciones sobre el pardmetro €, y
que la malla es reqular y cuasi-uniforme sobre 3. Entonces {Xothen tiene la propiedad
de compacidad discreta.

Prueba.
Usamos de nuevo la notacién del Teorema 3.6, donde la dependencia de €, queda de-
notada en el super-indice. Sea

X = fun € X | (eun, V&) = 0 V&, € Sp)

para € =1 0 ¢ = ¢,. La descomposicion de Helmholtz con respecto al producto interno
usual de L?(€2) esta dada por

Xy, = X{}) & VS (3.36)

Usando la forma bilineal (u,v)p: (2) = (¢,u,v), tenemos la descomposicién de Helm-
holtz

X = X5 ® VS,
donde u;, € Xg:h si y solo si up, € Xp, y (g,up, VE,) = 0 para todo &, € Sj. Ahora

suponga que tenemos una sucesion {w,, }2° ; tal que w,, € XO(E;;) para cada n, ||w,||x <
C ¥ny h, — 0 cuando n — oo. Usando la descomposicion (3.36) tenemos

w, = ’LU%LO) + Vpgll)a

donde wi” € Xé};zn, P € Shy ng,o)HX < Cllw,||x, de modo que existe una

subsucesion convergente (usando el Teorema 3.25) tal que {w'*}°2, converge en la
norma L*(Q) a w® € XV, Ahora sea

w0 = (0 4 7plEn),
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donde w0 ¢ X5y pl&r) € S.
Ahora mostraremos que w — w®% en la norma L*(Q) cuando n — oco. Usando la

ortogonalidad de w®~% y w, a los gradientes en Sj,, tenemos

=0 wn))

= (e (w0 — w,). () — wl — Tp))

= (e = wy), () — w4+ V)

(6T(w(5“0) —w,), (w(

para todo &, € S,,. Por tanto

[ — Wall L2

< C||w(57»70) _ wg,o) + vgnHLQ(Q)
< C([w' D — w4+ VpE || o) + V(& — ) | 220
= C(H'w(l’o) - wS’O)HL?(Q) + IV (& — p(sr))“ﬂ(a))-

El primer término en el lado derecho converge a cero por la convergencia de {’wg’o)}j’f:l
a w? y el segundo término por densidad de Sj,, en S cuando n — co. [J

Con los resultados de compacidad discreta a la mano, podemos probar el siguiente
teorema, el cual garantiza que las ecuaciones de Maxwell en baja frecuencia estan bien

aproximados por elementos de borde. Este es mejor conocido como la version discreta
de la desigualdad de Friedrichs del Teorema 3.7.

Lema 3.27. Bajo las suposiciones del Teorema 3.26, existe una constante positiva
independiente de h € A tal que si up, € Xop, para h € A suficientemente pequeno
entonces

HuhHL2(Q) < C(HVXUhHL2(Q) + ||V><UhHL2(2))

Prueba.

Ya que Vxu, =0en Qy vxu, =0 en 0 implica que uj, = Vp,, para algun p € Sj,.
Por tanto u;, = 0, sabemos que esta estimacion se da para cualquier A > 0, pero con C
funcion de h.

La prueba de que C' es independiente de h se da por contradiccién. Supongamos que
el resultado no se da. Entonces existe una sucesion de diametros de malla h, € A,n =
1,2,... y funciones wy, € Xop,, tal que |Jup,[lr2q) = 1y |V Xup,|l2q) + [[v %
Up, || 2(sy < 1/n. Pero por la compacidad discreta, una subsucesion, atin denotada por
{uy, 12, converge en lanorma L*(€) a una funciéon u € Xy. Claramente, wllg2@) =1,
pero

IV xul|g20) + lvxul 25 = 0.
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Ya que Vxu = 0en Q, vxu = 0 sobre 002 y u € Xy, sabemos que u = 0, lo cual es
una contradiccion y asi la prueba esta completa. [

Dado que la propiedad de compacidad discreta de X, implica la compacidad colectiva
de {K,}ren, se sigue del Teorema 2.10 que el problema (3.26) tiene solucién tnica y la
convergencia se da en L*(12).

Teorema 3.28. Sea 7, una malla reqular de Q y cuasi-uniforme sobre 3. Entonces
bajo la suposiciones hechas para los parametros €., ., X y para h € A suficientemente
pequena, (I1+K,)™" existe y es uniformemente acotada como mapeo de L*(Q) en L*(2),
por tanto (3.32) tiene solucion unica Eq ) € Xoy. Ademds, se tiene

[ Eon — Eollpz) < C([Y — ¥pllp2@) + (K — Ki) Eoll2(q))-

Ahora, dadas las propiedades especiales del elemento finito, podemos probar nuestro
deseado teorema de convergencia en X.

Teorema 3.29. Bajo las suposiciones del Teorema 3.28, y dado que h € A es suficien-
temente pequeno, la discretizacion en elementos finitos de la ecuacion de Mazwell dada
por (3.26) tiene solucion unica Ej, € Xj. Ademds

E, —FE|x <C/| inf — inf |KE,— inf ||p —
1B~ Bllx < C ( inf [~ uls + ot 1Ko~ vl + inf I~ o).
donde Eq € X y p € S satisfacen respectivamente a (3.16) y (3.14).

Prueba.
Como E; = Ey, + Vpy, sabemos por el teorema anterior que Ey; € Xy existe. En
adicion, el Lema 3.18 muestra que p, converge cuasi-Optimamente. Pero, usando las
ecuaciones para Ejj € X tenemos

|E, — El|x

< [[Eon — Eollx + llp — pallm ()

< [[KnEon — KEollx + [|[¥ — ¥ulx + lp — prllma)

< | En(Eop — Eo)|x + |(Kn — K)Eolx + ¥ — ¥ullx + [P — pull@)-

La continuidad uniforme de K} implica
| Kn(Eon — Eo)llx < CllEon — Eollr2o)

lo cual podemos estimar por el teorema previo. [

El siguiente corolario enuncia de forma mas precisa el orden de convergencia esperado
y se sigue de la combinacién de estimaciones puntuales del Teorema 3.20 y los Lemas
3.18 y 3.21. En [24] puede apreciarse més claramente la cadena de razonamientos que
llevan al mismo resultado.
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Definiciéon 3.30. Para algin s > 0, definimos el espacio

H(curl; Q) :={u € H*(Q) | Vxu € H*(Q), vxu € H*(f) para cada cara f de 3},

con norma

Jul QHS(curl;Q) = HU’H%JS(Q) + HVXU’H%JS(Q) + Z ”VXU’H%JS(f)'

fex

Corolario 3.31. Si ¢, K, E € H*(curl; Q) para algin s > 1/2, entonces

HE . EhHX < Chmin(s’k).



Capitulo

Implementacion numérica

Este capitulo esta dedicado a la implementacién numérica en MATLAB de la formula-
cion discreta (3.26), usando los elementos de borde de Nédélec. Parte del material de
este capitulo esta basado en las notas de clase del seminario de elementos finitos de
Nédélec [25], donde se estudiaron algunos aspectos de la implementacion del problema
variacional: Hallar w € H(curl; Q) tal que

/(qu)-(qu’)) = w2/u-qb, V¢ € H(curl; ),
Q Q
con w € R. La aplicacion de elementos finitos H (curl; Q) conformes a las ecuaciones de
Maxwell esta ampliamente documentada. En [14], Chen expone los aspectos principales
de los elementos de Nédélec, proporcionando ideas sobre la construccién y enumeracion
de los bordes en una malla general. Por otro lado, el grupo de Olm - Badia - Martin

en [5] han recogido los resultados necesarios para implementar los elementos de Nédélec
de orden arbitrario usando FEMPAR.

Sin embargo, a diferencia de la implementacion de los elementos de Raviart-Thomas
para la ecuacion de Laplace [26], la implementacion en MATLAB del problema de radia-
cién en una cavidad no se encuentra suficientemente detallada en la literatura. Por lo
cual es el objetivo del presente trabajo presentar una implementacion detallada de los
elementos de borde de Nédélec para el problema propuesto en el caso que la frontera
I' = 0, lo cual representa una contribucion al campo de la solucién numérica de las
ecuaciones de Maxwell y el uso de las bases de Nédélec.

1. Construccion del sistema matricial

La implementacion numérica esté basada en la resoluciéon de un sistema de ecuaciones,
derivado de la formulaciéon discreta. Esto se logra usando el hecho de que la igualdad

83
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en (3.26) se satisface para toda ¢, € Xj, en particular para aquellas funciones en la
base de X,.

Sea Ej, € X}, solucion de la formulacion discreta (3.26). Tal funciéon puede expresarse
en términos de las funciones bases como

E), = Z iy, (4.1)
i=1

donde n representa la dimension de X, de modo que (4.1) puede expresarse por medio
de un sistema de ecuaciones como

Aa =b. (4.2)

El orden del sistema depende de la dimension de X, la cual a su vez depende de qué
tan fina sea la malla que definamos sobre el espacio X. En teoria, debemos considerar
una sucesion de mallas cada vez més finas para garantizar la convergencia de la solucion
numérica. En la implementacion, solo consideraremos un conjunto finito de mallas que
nos permita apreciar la convergencia de la solucion.

En resumen, nuestra implementacion consiste en resolver de forma ciclica un sistema
matricial cada vez de mayor orden y verificar la tendencia de la soluciéon. Empezamos
por discretizar el dominio acotado Lipschitz 2 con frontera poligonal 02 = T'U X (con
I'NY =) usando la malla regular 75, en  y cuasi-uniforme sobre 3.

Dado que X}, = gen(¢y, @, ..., @,,), usando (3.26) en su forma integral y (4.1), tenemos
lo siguiente para ¢; = ¢, con algtn j entre 1y n:

Z /ufvm (V<) —nz /erqb mZ/ i)

/QF«E + /Eg-@. (4.3)

Repitiendo lo anterior para cada j y reordenando construimos un sistema de ecuaciones
de la forma
(A— KB —irC)a =b+d, (4.4)

donde la entrada (i, j) de cada matriz y vector, viene dada respectivamente por cada una
de las integrales anteriores. La solucion del sistema consiste en hallar o = [ay, ..., o] '

2. Discretizaciéon y descripcion geométrica del domi-
nio

Para particionar el dominio §2 usamos el software gmsh, que permite discretizar areas o
volimenes que puedan expresarse como una uniéon de figuras geométricas simples, las
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cuales pueden ser elaboradas por separado y ensambladas por el usuario en la interfaz
del software. Con gmsh podemos refinar la malla inicial, obtener una grafica de ésta y
exportar sus datos en archivos legibles por otros programas, con informaciéon sobre la
malla. En nuestro caso usamos MATLAB para leer la cantidad de elementos, ntimero de
nodos y tipos de frontera entre otros, en forma de arreglos matriciales.

Estas operaciones vienen pre-programadas en el software, de modo que la cantidad de
elementos en las triangulaciones y refinaciones vienen determinadas por el mismo.

En nuestro caso, la primera triangulacion y las refinaciones realizadas sobre la misma
componen el conjunto de mallas sobre el cual realizaremos el analisis de convergencia.

2.1. Estructura de datos

La malla 75, consta de un conjunto cerrado de tetraedros K = conv{p, ¢, r, s} de volumen
positivo con vértices p,q,r y s (llamados también nodos) diferentes para cada K, de
forma que UK = Q. Cualquier interseccién no vacia de dos tetracdros diferentes de 7,
es igual a un nodo {p}, una arista (6 borde) compuesta por los vértices {p, ¢} o una cara
(triangulo) compuesta por los nodos {p, ¢, 7}, el cual es comin en ambos tetraedros.

A fin de lograr una exposicién organizada, clasificaremos los vértices, aristas, tridngulos
y tetraedros en los conjuntos N, &, F y T, respectivamente. Ahora, como es posible
distinguir los vértices que estéan en el interior de € y los que estédn en OS2, definimos

N = Ng UN@Q, (4.5)

de igual manera con £, F y 7T, asumiendo por convencion que Ty esta compuesto por
los tetraedros que tienen al menos una cara en la frontera.

Después de triangular o refinar con gmsh, exportamos la informacién en un archivo que
nombramos malla, el cual cargamos con MATLAB para obtener los siguientes datos:

malla = load_gmsh(malla);
coord = malla.P0S(:,1:3);
elem = malla.TETS(:,1:4);
elef = malla.TRIANGLES(:,1:3);
nver = malla.nbNod;
nel = malla.nbTets;
nef = size(elef,1);

donde load_gmsh es una rutina previamente disenada cuyo propodsito es cargar los
datos exportados por gmsh. Estos datos estéan estructurados de la siguiente manera.
Los parametros nver, nel y nef son numeros que denotan la cantidad de vértices,
tetraedros y tridngulos en la frontera respectivamente, es decir

nver = card(N'), nel = card(7), nef = card(Fasq). (4.6)
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Los parametros coord, elem y elef son matrices, cuya descripciéon requiere un breve
analisis sobre los conjuntos definidos anteriormente.

El conjunto de nodos N puede ser descrito por extension como {vy,...,v,}, donde
n = nver y cada v; tiene coordenadas rectangulares (x;, y;, 2;).

La matriz coord es un arreglo de orden nver x 3 en cuyas filas se almacenan las coor-
denadas de los elementos de N, es decir, su i-ésima fila contiene las coordenadas del
nodo v;.

El conjunto de tetraedros 7 puede ser descrito por extension como { K7, ..., K, }, donde
m = nel y cada K; es el casco convexo compuesto por los vértices vy, Vg, vy ¥ Vs.

La matriz elem es un arreglo de orden nel x4 en cuyas filas se almacenan los ntimeros
de los nodos cuyo casco convexo componen a los elementos de 7. En otras palabras,
acorde a la explicacion anterior, la fila i-ésima de la matriz elem contiene los sub-indices
p,q,7y s, asociados a los nodos vy, vy, v, ¥ vs que componen al tetraedro K;.

Aqui debe anotarse que los sub-indices p, ¢, y s son numeros diferentes entre si, que
toman valores enteros en el rango [1,nel] y no siguen un orden especifico.

De forma andloga, la matriz elef es un arreglo de orden nef x3 en cuyas filas se
almacenan los niimeros de los nodos cuyo casco convexo componen a los elementos de

Los datos proporcionados por gmsh no constituyen por si solos los conjuntos N, &, F
o T, pero proveen suficiente informacién para construirlos. En nuestro analisis, es im-
portante identificar a los elementos entre si, para lo cual debemos establecer una enu-
meracion global de los mismos.

Observe que la enumeraciéon de nodos o tetraedros se da de forma natural con las
matrices coord y elem, lo cual caracteriza a los conjuntos Ny 7 en el sentido que,
podemos listar sus elementos. Sin embargo un analisis mas complejo debera llevarse a
cabo para enumerar de alguna forma a los elementos de £ y F.

2.1.1. Construccion del conjunto £ y descripcion alternativa de T

La construcciéon del conjunto £ es de vital importancia, ya que los elementos de Né-
délec estan definidos sobre los bordes de la triangulacion. Empezamos por notar que
la matriz elem, de alguna forma, provee una descripcion del conjunto 7 en términos
de los vértices. Otra alternativa serfa describir tal conjunto en términos de las aris-
tas que componen a cada tetraedro, pero no disponemos del conjunto de aristas de la
triangulacion.

Sea 1 < i < nel. Supongamos entonces que el elemento K; estd compuesto por los
vértices v, vy, U, y Us. Las aristas que componen a K; son el casco convexo compuesto
por todos los posibles pares de vértices, donde consideramos que el par {v,,v,} es
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equivalente a {v,,v,} v asi sucesivamente. La Tabla 4.1 ilustra la definicion de las
aristas en términos de los vértices que las comprenden.

€a € €c €4 €. €f

Up Vp Up Vg Vg Uy

Vg Up Vs Up Vs Vg

Tabla 4.1: Construccion de las aristas.
Los términos e,, ..., €5 representan las aristas y los sub-indices a, ..., f, alguna
enumeracion para estas.

Aqui debemos hacer una anotacion importante. Partiendo de que elem(i,:) =p qr s,
la arista e,, que es la primera en la lista de aristas que componen a K;, esta comprendida
entre los elementos de la primera y segunda columna de elem(i,:) exactamente en este
mismo orden. Observe que aqui hemos definido de forma arbitraria qué par de vértices
componen a e, y también el orden del mismo (i.e, elegimos {v,, v,} en vez de {v,, v,}).
Asumiremos esta forma de componer las aristas como una convencién de aqui en maés,
ya que resulta facil de implementar. Més adelante veremos que esta convencién de orden
puede causarnos problemas y estudiaremos la forma de resolverlos.

La Tabla 4.1 puede implementarse en un arreglo transpuesto asf

[elem(i, [1 2]); elem(i,[1 3]); elem(i,[1 4]1);...
elem(i,[2 3]); elem(i,[2 4]); elem(i,[3 4]1)];

Si por cada fila de elem construimos un arreglo como el anterior y los concatenamos
todos, formaremos un arreglo de orden 6+nel x2 dénde quedarédn almacenados todos
los bordes de la triangulacion, incluyendo repeticiones ya que, algunos tetraedros de la
triangulacion pueden compartir entre si incluso todos sus bordes.

La forma en que llevamos a cabo la concatenacién nos puede servir posteriormente para
la descripcion de 7 en términos de sus bordes. Una forma de hacerlo es concatenar pri-
mero las aristas comprendidas entre la primera y segunda columna de elem, bajo estas
podemos agregar las aristas comprendidas entre las columnas 1 y 3 y asi sucesivamente,
es decir:

[elem(:,[1 2]1); elem(:,[1 3]1); elem(:,[1 4]);...
elem(:,[2 3]); elem(:,[2 4]); elem(:,[3 4]1)];

Suprimir las repeticiones en este arreglo constituye una descripcion del conjunto &,
cuyos elementos vienen enumerados de forma natural por las filas del arreglo, esto es
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aristas = [elem(:,[1 2]); elem(:,[1 3]); elem(:,[1 4]);...
elem(:,[2 3]); elem(:,[2 4]); elem(:,[3 41)];
Aristas = unique(sort(aristas,2),’rows’);
nlad = size(Aristas,1);
donde

nlad = card(&).

De lo anterior, tenemos
E=Aey,...,en}

donde n = nlad y e; se define a partir de los vértices en la i-ésima fila de la matriz
Aristas, cuyo orden resulta ser nlad x 2.

Hasta ahora sabemos cuales nodos componen la arista e;, pero atin no sabemos qué aris-
tas componen al tetraedro K;. Para lograr la descripcion alternativa de T reescribimos
la rutina anterior asi:

1. aristas = [elem(:,[1 2]); elem(:,[1 3]); elem(:,[1 4]1);...
elem(:,[2 3]); elem(:,[2 4]); elem(:,[3 4]1)];

2. [Aristas,”,lados] = unique(sort(aristas,2),’rows’);

3. Lados = reshape(lados,nel,6);

4, nlad = size(Aristas,1);

En la linea 2. de la rutina se realizan dos operaciones. La primera consiste en tomar la
matriz aristas, eliminar las filas repetidas y llamar al arreglo resultante Aristas. En
la segunda definimos el vector indexante lados de longitud 6*nel, el cual aprovecha la
estructura del comando unique de MATLAB para enumerar la matriz aristas, teniendo
en cuenta de las repeticiones, i.e, le asigna a las filas repetidas un mismo nimero.

En la linea 3. aprovechamos la enumeraciéon de aristas para construir un arreglo
analogo a elem, que nos permita describir a 7 en términos de sus bordes. Aqui entra
en juego la forma en que concatenamos la primera matriz.

Como 1 < i < nel, entonces las filas {i,nel +i,2*nel +i,...,5xnel + i} de aristas,
contienen respectivamente los bordes comprendidos por los pares de nodos elem (i, : [1,2]),
elem(i,:[1,3]), elem(i,:[1,4]),....elem(d,:[3,4]), las cuales conforman el tetrae-
dro K;. De la misma manera, las entradas {i,nel + i,...,5%nel + i} del vector lados
contienen el nimero de cada uno de estos bordes. En otras palabras, podemos formar

un vector con dichas entradas para describir a K; en términos de sus bordes.

Esto lo extendemos al resto de tetraedros subdividiendo el vector lados en 6 sub-
vectores de longitud nel, formando un nuevo arreglo de orden nel x6, al cual deno-
minamos Lados, que como la matriz elem, describe al conjunto 7 en términos de sus

bordes.
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2.1.2. Orientacién local y global de bordes

En esta seccion, retomamos al elemento K; compuesto por los vértices {v,, vy, vy, Us} y
por las aristas {e,, €, ..., €f}, definidas segtn la convencion ilustrada en la Tabla 4.1.

Bajo esta convencion, podemos asociar a cada borde de K; un vector tangente unitario.
En el caso de e,, podriamos definir a £, como el vector que va del nodo v, hacia el nodo
vy, y asi sucesivamente segin la convenciéon de orden.

Figura 4.1: Aristas y vectores en el tetraedro.
En esta figura se ilustra la convenciéon de orden en la orientacion de las aristas, dada
por los vectores t.

Aqui, la orientacion de los vectores viene derivada de nuestra convencion de orden y a
tal orientacion la denominamos como local, ya que se construye elemento a elemento.

Basados en la orientacion local, podemos definir el conjunto de funciones ¢ € R; y su
curl, en términos de las funciones de coordenadas baricéntricas A asociadas a los vértices
{vp, vg, Uy, Us }, esto es:

By =MV — AV, Vxé, =2VA,x VA,

y=MVA —AVA,  Vxg, =2VA,xVA,
B. = A\VA — AV, Vxe, =2VA,x VA,
by =NV — AV,  Vxg¢,=2VAxVA,
B, = A\VA — AV, Vxé, =2VA xVA,,
b; = AMVA —AVA,  Vxe;=2VAXVA,
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Naturalmente la orientacion local se puede extender a todos los bordes de la triangula-
cion y asi, definir sobre cada uno una funciéon de forma. Es importante tener en cuenta
el orden establecido para los vértices, pues de haber definido a e, como la arista com-
prendida entre {v,, v, }, tendriamos que ¢, seria de signo contrario. Esto representa un
problema ya que las funciones de borde deben estar definidas de forma tinica a lo largo
de toda la triangulacion. Por ejemplo, dado elem(i,:) =p q r s, es posible que algin
elemento adyacente K esté dado por elem(j,:) =q p r t, con ¢ el sub-indice de algin
vértice vy. En este escenario, nuestra convenciéon no nos permite definir de forma tnica
a las funciones de forma ¢, como puede verse en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Problema de la convenciéon de orden.
En esta figura se aprecia la ambigiiedad asociada a nuestra convencién de orden a la
hora de orientar las aristas del tetraedro.

En este caso, la funciéon ¢, asociado al borde e, que esta comprendido entre los vértices
v, ¥ vy (6 viceversa), queda definida de una u otra forma dependiendo del elemento
desde que se le defina, es decir:

¢a,- =M VA — AV, = _¢aja

Ahora, dado que el problema solo es cuestion de signos, este puede ser resuelto fa-
cilmente adoptando otra convenciéon que denominaremos como orientacién global de

bordes.

Como gmsh provee una enumeracion global de los vértices en la triangulacion, diremos
que los vectores tangenciales a cada arista parten del menor al mayor vértice en enume-
racion, asi que si suponemos para nuestros elementos K; y K; que p < ¢ <r < s < t,
obtendremos la orientacion que puede verse en la Figura 4.3
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Uy

-
Up,
‘/r /
v\

Y,

Figura 4.3: Orientaciéon global.

Adaptamos esta convencion a la implementacion de la siguiente forma, si ¢ < p, entonces
multiplicaremos por —1 a las funciones ¢, y Vx¢,, en caso contrario, por uno. De modo
que, la correccién consiste en construir por cada elemento un vector de seis entradas
con 1 y —1 segtn corresponda. Esto lo implementamos como

signos = sign(elem(i,[2 3 4 3 4 4]) - elem(i,[1 112 2 3]));
Ahora, si definimos las matrices

T :=[ty, tp -, ts], ©:=[,, ¢y, - - qbf], Vx® := [Vxop,, VX, -, Vx¢f], (4.7)

con t,¢ v V x ¢ vectores columna. Podemos corregir la orientaciéon de las funciones y
los vectores usando signos para construir la matriz diagonal Ms, implementada como

Ms = diag(signos);
a la cual en lo sucesivo denotaremos como Y. Luego, las matrices

T=TY, =0T, Vxd=[Vx3PT,

definen de forma tnica la orientacion, las funciones de forma y el curl, para cualquier
elemento K; independientemente desde el elemento que se les estudie.

2.1.3. Elementos en la frontera

En la seccion anterior, a pesar de haber construido los arreglos necesarios para estudiar
cualquier elemento de la triangulacion, las expresiones

[0bn) G v [adr

by
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hacen que sea necesario encontrar una forma de identificar las funciones de forma ¢ que
estan en la frontera. Esto, como en el caso anterior requiere un analisis sobre todos los
elementos de F, en el cual es necesario determinar el vector normal exterior a cada uno
de los elementos e identificar a qué tetraedro pertenecen segtin la enumeracion dada
por K.

Procederemos entonces como en el caso anterior, donde la matriz elef hara las veces
de elem y definiremos a ladof como una matriz analoga a lados.

Recordemos que la matriz elef contiene en cada fila los vértices que componen las
caras de los tetraedros en la frontera. Supongamos que para algin 1 < ¢ < nef, tene-
mos elef(i,:) =x y z, con z,y, z los sub-indices de los vértices vy, v,, v,. Bajo nuestra
convencion de orden, definimos las aristas e,, eg y e, como

€a €3 €y
Up Vg Uy

vy Uy U

Tabla 4.2: Construccion de las aristas en la frontera.

Ahora, como en principio el conjunto & esté construido, nuestro propoésito es identificar
a &y, de la siguiente manera

1. aristaf [elef(:,[1 2]); elef(:,[1 3]); elef(:,[2 31)];
2. [Aristaf,”,ial = unique(sort(aristaf,2),’rows’);

3. [7,7,ib] = intersect(Aristaf,Aristas,’rows’);
4. ladof = ib(ia);

5. Ladof = reshape(ladof,nef,3);

6. nlaf = size(Aristaf,1);

donde bésicamente, hemos realizado un proceso similar al de la secciéon anterior, solo
que en este caso la matriz de aristas en la frontera, que denominamos Aristaf, debe ser
comparada con la matriz Aristas, la cual induce una enumeracion de todos los bordes.
La operacion en la fila 4. es la que enumera las aristas en la frontera segtun el arreglo
Aristas y finalmente Ladof es una representacion alternativa de los triangulos en la
frontera en términos de sus aristas.

Hasta el momento, podemos describir los tridngulos en la frontera en términos de sus
vértices y bordes, sin embargo, desconocemos a qué tetraedro pertenece cada cara. La
importancia de saber esto serd evidente cuando nos ocupemos del analisis algebraico
del problema.
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Con el fin de identificar a qué elemento pertenece cada cara en la frontera, construimos
todas las caras posibles partiendo de la matriz elem y comparamos, usando el comando
intersect como lo describimos a continuacion

1. indexr = zeros(nef,1);
2. Caras = [elem(:,[1 2 3]); elem(:,[1 2 4]);...
elem(:,[1 3 4]); elem(:,[2 3 4])];
3. ind = repmat(1l:nel,1,4)’;
4., [7,ia,ib] = intersect(sort(elef,2),sort(Caras,2),’rows’,’stable’);
5. indexr(ia) = ind(ib);

donde indexr (index-row) es un vector indicador de orden nef x1, cuya i-ésima entrada
contiene el nimero del tetraedro segin /C, al que pertenece el triangulo formado por los
vértices en la i-ésima fila de elef. En otras palabras, elem(indexr,:) es una submatriz
de elem, en la cual se listan los vértices que componen a los tetraedros que tienen al
menos una cara en la frontera.

Como en el caso anterior, definimos los vectores tangenciales a eq,es y e, segun la
convencion de orden y corregimos el problema de ambigiiedad creando esta vez un
vector de 1 y —1 de tres entradas que denominamos signof

signof = sign(elef(:,[2 3 3]) - elef(:,[1 1 2]));
Mf = diag(signof)

donde nos seguiremos refiriendo a Mf por Ty..

vy

Figura 4.4: Orientacion local vs Orientacion global (con z > y > z).

El primer elemento ilustra las aristas comprendidas entre los vértices v, v, y v,. El
segundo ilustra la definicion de los vectores tangenciales £,,%3 y t, segtn la
convenciéon de orden y el dltimo elemento, ilustra la correcciéon de orientacion bajo la
suposicion de que z >y > z.

Ahora nos ocuparemos del vector normal a los elementos de la frontera. Para este fin
necesitaremos el cuarto vértice que, en conjunto con los tres vértices provistos por



94 CAPITULO 4. IMPLEMENTACION NUMERICA

elef(i,:) conforman el tetraedro asociado a esta cara en la frontera, en otras palabras,
necesitamos los vértices provistos por elem(indexr(i),:).

Supongamos entonces que elem(indexr(i),:) = w x y z, donde w corresponde al sub-
indice de nuestro cuarto vértice, como se ilustra en la Figura 4.5.

Figura 4.5: Céalculo del vector normal exterior v usando el vértice interior v,,.

Como en principio no sabemos si los vectores ¢, y tg estan dispuestos en un orden
dextrogiro o levogiro, desconocemos si su producto vectorial da como resultado un
vector normal exterior o interior a la frontera. Este problema se resuelve facilmente
verificando que el resultado de ¢, x t3 siempre forme un dngulo superior a 90° con el
vector t5 o simplemente (¢, xt3) - ts < 0. Si este no es el caso, basta multiplicar por —1
el resultado. Esto lo implementamos de la siguiente manera

1. s = setdiff( elem(indexr(i),:),elef(i,:) );
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2. Z = coord(elef(i,[2 3 3]),:) - coord(elef(i,[1 1 2]),:);
3. x = coord(s,:) - coord(elef(i,1),:);
4., n = cross(Z(1,:),Z2(2,:));
5. if sign(dot(n,x)) == -
n = n/norm(n);
else
n = -n/norm(n);
6. end

Para futura referencia, definiremos las siguientes matrices
Os = [p, ¢ &), n:=[v vy

donde ¢, es la funcion de forma asociada a la arista e, y asi sucesivamente, respetan-
do nuestra convencién de orden. Con esto podemos definir la matriz de componentes
tangenciales ®y, v como

Ppr = (nxPx)x1n,

donde la operacion x debe entenderse como el producto vectorial entre cada columna
de las matrices. Ahora, corrigiendo el problema asociado a la convencion de orden, se
sigue que Py = OPxTy;, luego

&)E,T = (nx PxTy) x7.

2.1.4. Funciones de coordenadas baricéntricas )\

Como las funciones de forma ¢ estan definidas en términos de las funciones A, para
implementar éstas ultimas debemos retomar al elemento K; compuesto por los vértices
{vp, vg, vy, s}, donde el vértice v, tiene coordenadas (z,,¥,, 2,), almacenadas en la p-
ésima fila de la matriz coord. Sobre tal vértice podemos definir la funcion A\, (z,y, 2) =
a,x+byy+c,z+d,, donde {a,, b,, c,, d,} son constantes por determinar, las cuales deben
satisfacer A\, (xp, yp, 2p) = 1y A, = 0 cuando se evalia en las coordenadas de cualquier
otro vértice. Extendiendo esta condicion a los demas vértices de K;, establecemos el
siguiente sistema de ecuaciones

[ Tp Yp Zp 1 11 ap, g ap g | | 1000 ]
Ty Yg Zg 1 b, by b, b B 01 00
Tr Yr 2 1 Cp Cq Cp Cg B 0 010 ’
| T Ys Zs 1 11 d, d; d, ds | I 0 0 01 |

donde la primera matriz al lado izquierdo de la expresion se denomina matriz de coor-
denadas aumentada, la cual es invertible ya que la triangulacion estd compuesta por
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elementos no degenerados; lo que implica que el sistema siempre tiene soluciéon, es decir,
- - - ~-1

ap, g ap g Ty Yp Zp 1
b, by b, b Tq Yqg Zq 1
Cp Cq Cp Cs B Ty Yr 2 1
d, dy d, ds Ts Ys 2 1

Cada elemento de T tiene asociada una matriz de constantes como la anterior. En la
implementacion, a dicha matriz la llamamos matriz de coeficientes, coef. Su subma-
triz coef(1: 3,:) representa los gradientes de las funciones \,, A, Ar ¥ A, asociadas
a los vértices con el mismo sub-indice. Con esto tenemos elementos suficientes para
implementar las funciones ¢ y V x ¢.

Una ventaja implicita en la construccion anterior es que la matriz de coordenadas
aumentada también nos permite hallar el volumen del tetraedro pre-multiplicando por
1/6 el determinante en valor absoluto de tal matriz. Lo anterior queda implementado
asi

inv([coord(elem(i,:),:) ones(4,1)]);
(1/6)*abs(det ([coord(elem(i,:),:) ones(4,1)]1));

1. coef
vol

3. Analisis algebraico

En esta seccién retomamos nuestro problema, cuya forma matricial es

(A—K*B —irC)a =b+d,

doénde las matrices A, B y el vector b involucran integrales de volumen, mientras que C'
y d estan definidas en términos de integrales de superficie. Empecemos por considerar
la entrada (,j) de la matriz A, la cual denotaremos como A;; e i,j son enteros en
el conjunto {1,...,nlad}, los cuales representan el sub-indice de alguna arista en la
triangulacion, esto es:

Ay = [(119%9)-(V <)) (45)

Q

Recordemos que

luego (4.8) es equivalente a
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En resumen, cada entrada de A estd compuesta por una sumatoria sobre todos los
elemento de 73, implicando que la matriz misma puede expresarse a su vez como una
suma de otras nel matrices diferentes. Diremos entonces que

A=A, (4.9)
k=1
donde
' /Kw;lvmo«vmﬁ) /Km;lvm»«vmﬁ) /Km;lvmn»(vmﬁ)
Ay — /Kw;lwl)«w@ /}((u;le@)«VxE) /Kw;wczsn)-(w@

/ (' V x ) (VX )

Ky

/(u;lvwl)-(w@ /(u;lvwz)-(vw_n)

Ky Ky

y n = nlad. Ahora, como el volumen de integracion esté restringido al elemento Kj,
muchas de las entradas en la matriz anterior seran nulas de acuerdo a la definicién
de las funciones ¢. Si suponemos que las aristas que componen a Kj, son eg, €y, ..., €y,
con funciones asociadas ¢, @, ..., @, entonces la sub-matriz Ax([a, b, ..., f]x[a,b, ..., f])
dada por

' / (W'Y % ,)- (V% By)

Ky

/ (1Y x ) (V% B)

Ky,

/}{(u;lvw»«w@

[V x@)-(x8) [(019x0)- (V%)

Ky, Ky

[ Vx5 |

Ky,

[V xe0-(7x3,)

Ky _

[V x@)-(9x8)) [0 x6,)- (%))
L J K Ky,
contendra las unicas entradas no nulas de Aj.

En resumen, A; es una matriz no densa de orden nlad X nlad, cuyo tamano puede
incrementarse drésticamente con las refinaciones de la malla, manteniendo tinicamente
36 entradas no nulas. Dicho esto, resulta mas facil construir la matriz Ak operando
solo sobre las entradas dadas por lados(k,:) x lados(k,:), que operar sobre todas sus
entradas. Asi que por simplicidad, re-asignaremos el nombre de Ay a la sub-matriz de
entradas no nulas de si misma y ensamblamos la matriz A como se sigue
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1. A = sparse(nlad,nlad);

2. for k = 1:nel

3. row = repmat(lados(k,:)’,6,1);

4, col = reshape( repmat(lados(k,:),6,1) ,36,1);
5. val = reshape(Ak,36,1);

6. A = A + sparse(row,col,val,nlad,nlad);

7. end

Observe que las entradas de la matriz A se van llenando maximo de a 36 por ciclo, lo
cual logramos sumando matrices de orden nladxnlad, asi que a fin de optimizar el uso
de memoria debemos usar el comando sparse. Los vectores definidos en las lineas 3.,
4. y 5. constituyen el argumento necesario para construir una matriz sparse en cada
ciclo con las entradas de A;. Basicamente los vectores row y col indican las coordenadas
en que deben re-ubicarse las entradas de la matriz Ay, las cuales estdn almacenadas en
una sola columna en el vector val.

Ahora, haciendo uso de la notacion introducida en (4.7), la matriz Ay queda determi-
nada por

Ay = /(M;WX&)T(VXE).

Ky

De la misma forma procedemos con el resto de matrices y vectores. Los arreglos Ay, By
y C}% son conocidos como matrices de rigidez, mientras que by y di como vectores de
carga. Para su implementacion usaremos las herramientas desarrolladas en el analisis
geométrico del problema.

3.1. Matriz de rigidez A;

Para implementar la matriz de rigidez A, debemos caracterizar la expresion:
[V %6)-(7x8).
Ky

Como las funciones ¢ estdn compuestas por polinomios reales de grado 1, su curl es
constante y en consecuencia

[V x6)-(Vx)) = (Tx0)-(Vx,) [ 4"

Ky

La integral en la expresion anterior puede estimarse con una cuadratura Gaussiana de
cuatro puntos (o cuadratica) [27], para obtener

4
-1 ’Kk| -1
/ur ~ mZ:lur (Pm),

Ky,
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donde |Kj| representa el volumen del elemento K}, y los puntos py, ..., ps se obtienen
por medio de

P1 a B B B Ty Yp Zp
D2 _ g a B B Tqg Yq Zq
ps B8 aB||la v |
| | BB B ]| m ou oa

donde « y [ son constantes fijas y la matriz compuesta por estas entradas la denomi-
namos Bcuad. Ademés, recordemos que el elemento K, esta compuesto por los vértices
Up, Vg, Ur ¥ Vs, cuyas coordenadas son (x,,y,, 2,) ¥ algo similar se tiene para cada ele-
mento. Luego, Ay puede expresarse como

Ay~ {@;uf@m] (Vx$)T(Vx ).

o en su forma expandida,
e [BE S | @ xaT oo,

Las lineas necesarias para implementar la submatriz Ay y posteriormente ensamblar la
matriz A son:

1. A = sparse(nlad,nlad);

2. for k = 1:nel

3. Ms = diag(signos(k,:));

4, vol = (1/6)*abs(det([coord(elem(k,:),:) ones(4,1)]1));

5. coef = inv([coord(elem(k,:),:) ones(4,1)]);

6. P = Bcuad*coord(elem(k,:),:);

7. curl = 2xcross(coef(1:3,[1 11 2 2 3]),coef(1:3,[2 3 4 3 4 4]));
8. Ak = (vol(k)/4)*Ms’*(curl’*curl) *Ms*sum(mur (P) .~ (-1),1);
9. row = repmat(lados(k,:)’,6,1);

10. col = reshape( repmat(lados(k,:),6,1) ,36,1);

11. wval = reshape(Ak,36,1);

12. A = A + sparse(row,col,val,nlad,nlad);

13. end

donde P representa la matriz con los puntos de la cuadratura, mur la permitividad
relativa p, y curl la matriz V x ®.
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3.2. Matriz de rigidez By

Como en el caso anterior, tenemos que

By = /grciﬂcﬁ, (4.10)

Ky

donde nuevamente, hemos usado el hecho de que las funciones ¢ estan compuestas por
polinomios reales y por tanto su complejo conjugado devuelve exactamente las mismas
funciones.

Usando de nuevo la cuadratura para aproximar las integrales de la matriz, tenemos que
la entrada (i, j) es de la forma

K| 4
/Kk(Er(ﬁ NTWZ: Er;)-

Entonces, como cada término de Bj puede expresarse como una suma de cuatro térmi-
nos, se sigue que By, puede expresarse como la suma de cuatro matrices, es decir:

| K| -
kl AT T
By~ =T (Z&@ CI)(pm)) T,

=1

donde ®(p,,) significa que los elementos de la matriz deben evaluarse en el punto p,,.
Ahora nos proponemos estudiar la forma de las cuatro matrices mencionadas. Partiendo
de la definicion de ¢,(p1) tenemos que

®Da(P1) = Ap(P1) VA — N (p1) VA,
= )\p(cwl + 6(’02 + v3 + U4))V)\q — )\q(Oﬂ)l + B(Ug + v3 + ’U4))V)\p
= aV\, — BV,

Agrupando los resultados para todas las funciones concluimos lo siguiente

(8 6 -8 0 0 0
0 0 -8 -8 0
o) = | VA, VA, VA V| z . g ﬁ it
N _
0 0 a 0 8 3

donde la matriz de constantes o y 8 la denominamos B,, en el mismo orden de ideas,
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para ®(py), ®(p3) v P(p4) se definen las matrices

—a =8 =8 0 0 0 B —a =8 0 0 0
B B 0 0 -8 =8 0 B 8 0 —a =8 0 |
0 8 0 o 0 -8 0o B8 0 B 0 -8
0 0 8 0 a §] 0 0 B 0 B a
[ 3 -8 —a 0 0 0]
B B0 0 -8 —a 0
0 A4 0 B 0 —«
0 0 g 0 B B

En la implementacion, denotamos a ®(p;1), ®(p2), P(ps) y ®(ps) por Bka, Bkb, Bkc y Bkd,
respectivamente. Partiendo de que el volumen de K, las matrices y vectores coef, Vs,
P, row y col ya han sido implementados, la construcciéon de By, y el ensamble de B se
implementan como

1. B = sparse(nlad,nlad);

2. for k = 1:nel

3. Bka = coef(1:3,:)%*Ba; Bkb = coef(1:3,:)%*Bb;

4. Bkc = coef(1:3,:)*Bc; Bkd = coef(1:3,:)*Bd;

5. Bk = vol/4#Ms’*( epr(P(1,:),K)*(Bka’*Bka) + ...
epr(P(2,:),K)*x(Bkb’*Bkb) + ...
epr(P(3,:),K)*x(Bkc’*Bkc) + ...
epr(P(4,:),K)*(Bkd’*Bkd) )*Ms;

6. val = reshape(Bk,36,1);

7. B = B + sparse(row,col,val,nlad,nlad);

8. end

Nota 4.1. Hemos usado en este caso una cuadratura cuadrdtica ya que las funciones
de forma ¢ son polinomios lineales y aunque no lo hemos mencionado, esta implemen-
tacion estd orientada al caso en el que la permitividad es constante. En otro caso, una
cuadratura de mayor orden deberd utilizarse y deberdn re-definirse las matrices que de-
nominamos Bcuad, Ba, Bb,Bc y Bd. En [27] se listan cuadraturas de orden superior con
orden de convergencia hasta de O(h?).
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3.3. Vector de carga b;
En este caso, by es un vector de seis entradas tal que

b = | Fo.
Ky

Usando la cuadratura usual para aproximar la expresion anterior tenemos

sz@

Fd(p,,
4 (p )7

]~

1

3
[

o bien, podemos re-escribir como

Kl ot (& !
b, ~ T § Fo .
k 4 (ml (pm)>

Partiendo de que el volumen de K, las matrices y vectores Bka, Bkb, Bkc, Bkd, Ms y P se
encuentran implementados, la construccion de by y el ensamble b se implementan como

1. b = sparse(nlad,1);

2. for k = 1:nel

3. bk = vol/4*Ms’*(F(P(1,:))*Bka + ...
F(P(2,:))*Bkb + ...
F(P(3,:))*Bkc + ...
F(P(4,:))*Bkd)’;

4. b = b + sparse(lados(k,:),ones(6,1),bk,nlad,1);

5. end

donde F representa a la funcion F'.

3.4. Matriz de rigidez Cj

Para la implementacion de esta matriz vamos a usar las rutinas construidas en la Sec-
cion 2.1.3. Supondremos que el k-ésimo elemento (con 1 < k < nef) en la frontera esta
denotado por Ay, compuesto por los vértices v,, vy, v, y las aristas ey, eg y e,. Supon-
dremos ademas que las funciones de forma asociadas a tales aristas son respectivamente
Do Ps Y @, las cuales estdn definidas respetando nuestra convencion de orden.

Ahora nos proponemos implementar la matriz Cj, dada por

o — / MDY b .
A

k
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Dado que esta es una integral de superficie y no de volumen, la cuadratura Gaussiana
de cuatro puntos deja de ser aplicable y debemos hallar otra forma de aproximar la
expresion anterior. En su libro de elementos finitos, Zienkiewicz [27] expone varias
técnicas de integracion numérica en superficies triangulares, de las cuales usaremos la
aproximacion de tres puntos (ver Secciéon 9.10 de [27])

A
‘ k| Z)@ (DET pn)

donde |Ay| representa el area del tridngulo y en este caso, p1, pe y ps son los puntos de
cuadratura, los cuales se calculan asi

P1 1 1 O Lo Ya Ra
1

py | = 5 011 T3 Yg 28

D3 101 Ty Yy 2y

Aqui, las filas de la segunda matriz en la expresion anterior corresponden a las coordena-
das de los vértices (vq, v3, 2y). La matriz con 0 y 1 la denominamos en la implementacion
como Ccuad. De lo anterior se sigue que

10 0
[V VA VA 100
01 1

N | —

Px(p1) =

donde la matriz con 0, 1 y —1 en sus entradas la denominamos C,;, en el mismo orden
de ideas, para ®x(py) y Px(ps) se definen las matrices

-1 =1 0 0 -1 0
Cy= = 0 0 —-1|,C==-1 0 -1
0o 0 1 0 1 0

Asi pues, C}, puede expresarse de forma extendida como

G 1S N @) o) ] T % @) B )

Al igual que hicimos con By, denotamos a ®x(p;), Px(p2) y Px(ps) como Cka,Ckb y
Ckc respectivamente. Suponiendo que los vectores n, indexr y la matriz Mf ya fueron
implementadas, la construccion de Cy y el ensamble de C' se implementan asi
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1. C = sparse(nlad,nlad);

2. for k = 1:nef

3. area = norm(n)/2;

4. [7,7,ib] = intersect(elef(k,:),elem(indexr(k),:),’stable’);

5. coef = inv([coord(elem(indexr(k),:),:) ones(4,1)]1);

6. p = Ccuad*coord(elef(k,:),:);

7. nu = repmat(n,3,1);

8. Cka = cross(cross(nu’,coef(1:3,ib)*Ca*Mf) ,nu’);

9. Ckb = cross(cross(nu’,coef(1:3,1ib)*Cb*Mf) ,nu’);

10. Ckc = cross(cross(nu’,coef(1:3,1ib)*Cc*Mf) ,nu’);

11. Ck = area/3*( lambda(p(1,:))*(Cka’*Cka) + ...
lambda(p(2,:))*(Ckb’*Ckb) + ...
lambda(p(3,:))*(Ckc’*Ckc) );

12. row = repmat(ladof(k,:)’,3,1);

13. col = reshape( repmat(ladof(k,:),3,1) ,9,1);

14, val = reshape(Ck,9,1);

15. C = C + sparse(row,col,val,nlad,nlad);

end

A continuacién hacemos algunas aclaraciones sobre la rutina anterior. En la linea 6.
hemos denominado a p como la matriz que contiene los puntos de cuadratura, mientras
que en la 3. hemos calculado el area de A, como un medio de la norma del vector
normal, o mas precisamente, un medio del producto vectorial de dos de los vectores que
componen a Ay.

La linea 4. requiere una explicaciéon mas detallada. Por suposicién, tenemos que
elef(k,:) =a f v,

por otro lado, indexr nos indica a qué elemento pertenece la cara Ay, luego elem(indexr(k),:)
contiene en sus cuatro vértices, los tres que componen a Ay, pero no necesariamente los
lista en el mismo orden, en otras palabras, es posible que elem(indexr(k),:) = v 5 a.

Ahora, dado que la matriz coef esta construida con base en elem(indexr(k),:), es ne-
cesario extraer una sub-matriz de coef y permutarla para que el orden de sus elementos
coincida con los de elef(k,:) y pueda construirse la matriz C.

Para este fin construimos el vector i¢b en la linea 4., que basicamente compara las
columnas de elem(indexr(k),:) y elef(k,:). Este vector es tal que

elem(indexr(k),ib) = elef(k,:),

de modo que coef(:, ib) es la sub-matriz que buscdbamos. Por ultimo, nu representa
la matriz 7, que contiene en cada columna las componentes del vector normal exterior
unitario a Ay.
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La Nota 4.1 aplica en este caso con la funcién . En [27] se listan cuadraturas de
superficie de orden superior.

3.5. Vector de carga d;

Para la implementacion de dj, usaremos parte de lo implementado en C}. Se tiene

entonces que
dT = /qu)E,Ta
Ag

expresion que podemos aproximar usando la cuadratura de tres puntos usada en la
implementacion de CY, esto es

i 55D (glpx @s(p) Ta)xn)

n=1

Partiendo de que las matrices Cka, Ckb, Ckc y p estdn implementadas, la construcciéon
de dj y el ensamble de d quedan implementadas asi

1. d = sparse(nlad,1);

2. for k = 1:nef

3 dk = area/3*( g(p(1,:),K,n)*Cka + ...
g(p(2,:),K,n)*Ckb + ...
g(p(3,:),K,n)*Ckc ).’;

4. d = d + sparse(ladof(k,:),ones(3,1),dk,nlad,1);

5. end

donde g representa la funcion g.

4. Solucién del problema

La solucion del problema consiste en resolver el sistema de ecuaciones dado por

(A—K*B —ikC)a = b+d. (4.11)
La implementaciéon completa de la solucién es:

%% Analisis CGeométrico

1. K=1;
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malla = load_gmsh(malla);
coord = malla.P0S(:,1:3);
elem = malla.TETS(:,1:4);
elef = malla.TRIANGLES(:,1:3);
nver = malla.nbNod;
nel = malla.nbTets;
nef = size(elef,1);

0 N O Ol W N

9. Aristas = [elem(:,[1 2]); elem(:,[1 3]1); elem(:,[1 41);...
elem(:,[2 3]); elem(:,[2 4]); elem(:,[3 4]1)];

10. [Aristas,”,lados] = unique(sort(Aristas,2),’rows’);

11. lados = reshape(lados,nel,6);

12. nlad = size(Aristas,1);

13. Aristaf = [elef(:,[1 2]); elef(:,[1 3]1); elef(:,[2 3])];
14. [Aristaf,”,ia] = unique(sort(Aristaf,2),’rows’);

15. [7,7,ib] = intersect(Aristaf,Aristas,’rows’);
16. ladof = ib(ia);
17. ladof = reshape(ladof,nef,3);
18. nlaf = size(Aristaf,1);
19. indexr = zeros(nef,1);
20. Caras = [elem(:,[1 2 3]); elem(:,[1 2 4]);...
elem(:,[1 3 4]); elem(:,[2 3 4]1)];
21. ind = repmat(l:nel,1,4)’;
22. [7,ia,ib] = intersect(sort(elef,2),sort(Caras,2),’rows’,’stable’);
23. indexr(ia) = ind(ib);

sign(elem(:,[2 3 4 3 4 4]) - elem(:,[1 112 2 3]));
sign(elef(:,[2 3 3]) - elef(:,[1 1 2]));

24. signos
25. signof

%% Analisis Algebraico

26. Ccuad

1/2«[ 1 1 O
0 1 1 ;
1 0 1

27. Ca = 1/2x[ -1

S =

28. Cb = 1/2x[ -1 -1 0 ;



4. SOLUCION DEL PROBLEMA

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.
39.
40.
41.

42,

Cc

aa
bb

Bcuad

Ba

Bb

Bc

Bd

Qo QW=
I

for k

= 1/2%[

o O

0 -

O =

o O

= O

= 0.58541020;
= 0.13819660;

bb
bb
bb

aa

bb

bb

bb

bb
aa
bb
bb

-bb
0
aa
0
-bb
0

bb
0

-aa

bb

-bb

bb

-1
11;

bb
bb
aa
bb

sparse(nlad,nlad);
sparse(nlad,nlad);
sparse(nlad,nlad);
sparse(nlad,1);
sparse(nlad,1);

= 1:nel

bb ;
bb ;
bb ;
aa ];

-bb
bb

-bb
aa

-aa
bb

-bb
bb

-bb

bb

-bb

aa

-bb

bb

-aa

bb

-bb
bb

-bb
bb

-bb
aa

-aa
bb
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43. if k <= nef

44 . s = setdiff( elem(indexr(k),:),elef(k,:) );

45. Z = coord(elef(k,[2 3 3]),:) - coord(elef(k,[1 1 21),:);
46. x = coord(s,:) - coord(elef(k,1),:);

47. Mf = diag(signof(k,:));

48. p = Ccuad*coord(elef(k,:),:);

49. n = cross(Z(1,:),Z2(2,:));

50. area = norm(n)/2;

51. [7,7,ib] = intersect(elef(k,:),elem(indexr(k),:),’stable’);
52 coef = inv([coord(elem(indexr(k),:),:) ones(4,1)]);

53. if sign(dot(n,x)) == -
n = n/norm(n);
else
n = -n/norm(n);
54. end

55. nu = repmat(n,3,1);

56. Cka = cross(cross(nu’,coef(1:3,ib)*CaxMf) ,nu’);
57. Ckb = cross(cross(nu’,coef(1:3,1ib)*Cb*Mf) ,nu’);
58. Ckc = cross(cross(nu’,coef(1:3,ib)*Cc*Mf) ,nu’);

59. Ck = (area/3)*( lambda(p(1,:))*(Cka’*Cka) + ...
lambda(p(2,:))*(Ckb’*Ckb) + ...
lambda(p(3,:))*(Ckc’*Ckc) );

60. dk = (area/3)*( g(p(1,:),K,n)*Cka + ...
g(p(2,:),K,n)*Ckb + ...
g(p(3,:),K,n)*Ckc ).’;

61. row = repmat(ladof(k,:)’,3,1);
62. col = reshape( repmat(ladof(k,:),3,1) ,9,1);
63. val = reshape(Ck,9,1);

64. C = C + sparse(row,col,val,nlad,nlad);
65. d = d + sparse(ladof(k,:),ones(3,1),dk,nlad,1);
66. end

67. Ms = diag(signos(k,:));

68. vol = (1/6)*abs(det([coord(elem(k,:),:) ones(4,1)]));
69. coef = inv([coord(elem(k,:),:) ones(4,1)]);

70. P = Bcuad*coord(elem(k,:),:);



5. ANALISIS DE ERROR Y ORDEN DE CONVERGENCIA

1.

72.

73.
74.

75.

76.

7.
78.
79.

80.

81.
82.

83.
84.

curl

Ak

Bka
Bkc

Bk

bk

row
col
val

val

end

2xcross(coef(1:3,[1 1 1 2 2 3]),coef(1:3,[2 3 4 3 4 4]));
vol/4*Ms’*(curl’*curl)*Ms*sum(mur(P) .~ (-1),1);

coef(1:3,:)*Ba; Bkb
coef(1:3,:)%*Bc; Bkd

coef(1:3,:)*Bb;
coef(1:3,:)%*Bd;

vol/4xMs’*( epr(P(1,:),K)*(Bka’*Bka) + ...
epr(P(2,:),K)*x(Bkb’*Bkb) + ...
epr(P(3,:),K)*x(Bkc’*Bkc) + ...
epr(P(4,:),K)*(Bkd’*Bkd) )*Ms;

vol/4*Ms’*(F(P(1,:))*Bka + ...
F(P(2,:))*Bkb + ...
F(P(3,:))*Bkc + ...
F(P(4,:))*Bkd)’;

repmat (lados(k,:)’,6,1);
reshape( repmat(lados(k,:),6,1) ,36,1);
reshape (Ak,36,1);

A + sparse(row,col,val,nlad,nlad);

reshape (Bk,36,1);
B + sparse(row,col,val,nlad,nlad);

b + sparse(lados(k,:),ones(6,1),bk,nlad,1);

%% Solucidén del problema

85.
86.

D
Alpha

A - K~2%B - 1i*K*C;
D\(b + d);

donde Alpha representa el vector a.

9.

Analisis de error y orden de convergencia

109

En esta seccion llevamos a cabo un anélisis de error a priori, donde suponemos que la
soluciéon exacta del problema es conocida. El analisis consiste en estimar la diferencia
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entre las soluciones exacta F y aproximada F) asociada a una malla 7, en las normas
L*(Q) y H(curl; Q).

Por convencion, denotaremos el error en la norma LQ(Q) por ¢, , el cual viene dado por

€L=HE—EhHL2<Q)=\//QHE—EhHQ:\/Z/HE B,
Kery,

La integral dentro de la raiz puede ser aproximada usando la cuadratura Gaussiana de
cuatro puntos, esto es

K 4
AR LA AR

la cual es una expresion que hemos implementado anteriormente. Consideremos de nue-
vo el k-ésimo elemento de la triangulacion con 1 < k < nel, cuyas aristas vienen
dadas por lados(k, ), las cuales suponemos son e, €y, ..., e¢. Naturalmente a estas aris-
tas vienen asociadas las funciones de forma @, ¢, ..., ¢, y a su vez, los coeficientes
Qg, Qp, ..., af, los cuales vienen dados por Alpha(lados(k,:)) y son tales que:

f
= Z ai¢i7
i=a

matricialmente, lo anterior es equivalente a

ddiag([o, ..., o).

Partiendo de que el volumen de K y las matrices, coef,Ms, P, Bka, Bkb, Bkc y Bkd estéan
implementadas, el error en norma L*(£2) lo implementamos como

1. Error_L = 0;

2. for k = 1:nel

3. Ea = sum(Bka*Ms*diag(Alpha(lados(k,:))),2);

4. Eb = sum(Bkb*Ms*diag(Alpha(lados(k,:))),2);

5. Ec = sum(Bkc*Ms*diag(Alpha(lados(k,:))),2);

6. Ed = sum(Bkd*Ms*diag(Alpha(lados(k,:))),2);

7. Error_L = Error_L + vol/4*x( norm(Ea - U(P(1,:),K).’)"2 +
norm(Eb - U(P(2,:),K).?)"2 +
norm(Ec - U(P(3,:),K).?)"2 +
norm(Ed - U(P(4,:),K).’)"2 );

8. end

9. Error_L = sqrt(Error_L);
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donde U representa la solucién exacta E y Error_L a ¢, . De forma anéloga, definimos
a €, como el error en la norma H (curl; ), el cual viene dado por:

0 = IE = Bullanses = /I = Eallfa) + IVXE — VX Bl g

o equivalentemente,

g, = 5L2+Z/K||V><E—V><Eh||2.

Kery,

Bajo las mismas suposiciones del caso anterior, el error en norma H (curl;2) lo imple-
mentamos asi

1. Error_H = 0;

2 for k = 1:nel

3. Curl = sum(curl{k}*diag(Alpha(lados(k,:))),2);

4. Error_H = Error_H + vol/4*x( norm(Curl - curlU(P{k}(1,:)).°)"2 +
norm(Curl - curlU(P{k}(2,:)).’)"2 +
norm(Curl - curlU(P{k}(3,:)).’)"2 +
norm(Curl - curlU(P{k}(4,:)).’)"2 );

5. end

6. Error_H = sqrt(Error_L"2 + Error_H);

donde curlU representa a VX E y Error_H a ¢, .

El analisis de orden de convergencia es un indicador de que las soluciones aproximadas
se acercan cada vez mas a la solucion exacta cuando usamos triangulaciones cada vez
més finas. Este analisis requiere que la implementacion previa, tanto del problema como
del analisis de error, se lleve a cabo sobre un conjunto finito de mallas, las cuales son
més finas a medida que aumenta la cantidad de elementos.

El error en la norma L*(f2) est4 acotado por una constante C' > 0, es decir:
| — upllp2(q) = ChY,

donde h es el maximo de los didmetros de los elementos de la triangulaciéon y «, en este
caso es una constante que indica el orden de convergencia del método. De modo que
para dos radios h; y hy con hy > hy tenemos que

|E — En,lr2) (@)ﬂ
HE - EthLQ(Q) hy

Denotando a ||E — Ep| 2 como g, ,, concluimos que

L,h?
In | Ll
€L,hy
o ——
ha
In <h1>
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Anélogamente, concluimos para ¢, ,

In | ke
ﬁ €H,hq
~ )

ha

In ( h1>
donde f es el orden de convergencia asociado a la norma H (curl;2). Para implemen-
tar el anélisis de orden de convergencia asumiremos que disponemos de un conjunto
de mallas creadas en gmsh, las cuales se cargan de forma automatica en MATLAB y

cuya cantidad denominaremos como #mallas. En las siguiente lineas implementamos
el anélisis de de orden de convergencia

1 mallas = #mallas;

2 Error_L = zeros(mallas,1);
3. Error_H = zeros(mallas,1);
4, hh = zeros(mallas,1);
5. for kk = 1: #mallas}
6

7

8

9

aux = coord(aristas(:,1),:) - coord(aristas(:,2),:);
hh (kk) max (sqrt( sum(aux.*aux,2) ));
Orden_L = log(Error_L(2:end)./Error_L(1:end-1))./log(hh(2:end)./hh(1
. Orden_H = log(Error_H(2:end)./Error_H(l:end-1))./log(hh(2:end)./hh(1
10. end

donde los parametros Error_L y Error_H, calculados en la implementacion del analisis
de error deben almacenarse ahora en vectores.

Nota 4.2. Sobre la implementacion se pueden hacer las siguientes observaciones.

= Como se puede ver, el codigo no contempla la existencia de la frontera I'. En el
caso que I' # (), los elementos de la matriz elef deben ser discriminados. Sobre
los elementos con condicion de impedancia, se construyen la matriz de rigidez Cy,
y el vector dy.. Sobre aquellos con condicion de conductor perfecto, debe verificarse
que la solucion del problema satisfaga v X w, = 0, donde v es el vector normal
unitario exterior a I' y se implementa tdénticamente al vector asociado a X.

s La implementacion de las integrales es arbitraria. De ser necesario, cuadratu-
ras de orden supertor pueden ser utilizadas, sin embargo matrices andlogas a
Ba,Bb,Bc,Bd, Ca,Cb y Cc deberdn ser calculadas e implementadas.

:end-1));
:end-1));



Capitulo

Fjemplos numéricos

Este capitulo esta dedicado a exponer algunos resultados numéricos de la implementa-
cion realizada en el Capitulo 4 para el problema de radiaciéon descrito por

(/“Lr_l X Eh7 \% Xd)h) - ’i2(€TEh7 ¢h) - Z."i<>‘Eh,T7 ¢h,T> -
(F,¢,) +(9,Pnr) Y, € X,

en una cavidad unitaria dada por  := [0, 1], en ausencia de agentes dispersores (I' =
(). Estudiaremos el caso en que el campo incidente es una onda plana (funcion regular)
y uno en el que dicho campo esta representado por una funcién paramétrica de baja
regularidad. En ambos casos, la solucion exacta coincide con el campo incidente ya que
no existe campo dispersado, por lo que llevamos a cabo un anélisis de error a prior:
con su respectivo orden de convergencia.

En todos los casos supondremos que los pardmetros €, i, y A son constantes unitarias
(funciones continuas), esto implica naturalmente que la conductividad del medio es nula
y supondremos que la frecuencia del campo w es fija y tal que k = 1.

1. Solucién regular

En este caso, suponemos que el campo incidente viene dado por una onda plana, es

decir
ike-d

E' =pe ,

donde p-d = 0, con p = (1/10)[0,—5,1]T, d = d/||d|| y d = [11,1,5]T. Partiendo de
que la solucién coincide con el campo incidente, la funcién g asociada a la condicién de
impedancia sobre ¥ viene dada por

g =E'xv —ikE},

113
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donde v es el vector normal exterior a la frontera X, que resulta ser la superficie del
cubo. La forma del campo incidente permite hacer varias simplificaciones que resultan
especialmente ttiles en la implementacion de éstas. Por ejemplo, tomando el curl del
campo se tiene

VXE =i(dxp)e®?,
VXVXE = —dx(dxp)e™®?,

de (3.1) se sigue que
F = —[dx(dxp) + ple™<.

Usando la identidad vectorial a x (bx¢) = b(a - ¢) — ¢(a - b), de la expresion anterior
se tiene que

dx(dxp) = —pl|d|* = —p,

con lo cual se constata que F' = 0, como se habia mencionado en el Capitulo 1. Por
otro lado, un analisis similar nos lleva a que

g = [(d — v) xp] xve™9,

Ahora, dado que E € C°({2), se espera que el orden de convergencia en la norma de X
sea aproximadamente de O(h). Para ilustrar este hecho, retomamos el Corolario 3.31 y
la definiciéon de las normas en X, H(curl; Q) y L*(2), de modo que para algin s > 1/2
se tiene

|E — Enllz2) < |E — Enlla(uio) < ||1E — Enllx < Ch™™H),

luego, basta analizar el orden de convergencia en la norma L?(Q) en vez de la norma en
X. Estudiamos también el orden de convergencia en la norma H (curl,2) para mostrar
que en efecto, deben esperarse los mismos resultados en X a parte de mostrar que
los elementos de primer orden no solo aproximan bien la soluciéon exacta sino su curl
también.

En la siguiente tabla se consignan los resultados, donde 7, denota la malla analizada,
card(KC) como la cantidad de ésta, h el radio de la misma, ¢, , como el error en la norma
L?*(Q) y a como el orden de convergencia en dicha norma. De la misma forma, Exn Y B
representan respectivamente el error en la norma H (curl;2) y el orden de convergencia
asociado.
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7, | card(K) h 5

L,h

H,h «Q 6

E

1 24 1.0000 | 0.0590 | 0.0901 - -
219 0.6850 | 0.0465 | 0.0620 | 0.6257 | 0.9901
793 0.4134 | 0.0289 | 0.0379 | 0.9446 | 0.9711
1559 | 0.3429 | 0.0232 | 0.0315 | 1.1627 | 1.0011

33004 | 0.1183 | 0.0077 | 0.0105 | 1.0358 | 1.0323

146854 | 0.0745 | 0.0046 | 0.0063 | 1.1166 | 1.1063

511583 | 0.0475 | 0.0030 | 0.0041 | 0.9459 | 0.9419

| O | T | = W N

Tabla 5.1: Resultados numéricos para la soluciéon regular.

L == e <
———Ref O(h) "

Errar relativo

2 | | | |

1 D-I:I.? 1 D-EI A 1 D-EI.3 1 D-EI.1

Radio de la malla

Figura 5.1: Analisis de convergencia para la solucién regular.
Comparacion en escala logaritmica del orden de convergencia en norma L?({)
obtenido contra el esperado.
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2. Soluciéon de baja regularidad

En este caso, suponemos que el campo incidente viene dado por una funciéon paramétrica
u dada por

05 05 |
ax7ay7 Y

donde S(r,0,z) == r5 sin(%0) es una funcion escalar en coordenadas cilindricas con
n € N. Para n = 1, la funcién w claramente tiene un comportamiento singular a lo
largo del eje z por lo que w ¢ H'(Q), sin embargo es facil ver u € L*(Q) y ademés
Vxu =0, luego u € H(curl;Q). En [5], [28] y [29] este tipo de problema esta bien
estudiado.

Este caso es particularmente especial no solo por la baja regularidad de la solucién sino
porque la estructura de la funcién pone a prueba en varios sentidos la implementacion
de la formulacion discreta del problema. En primera instancia, u es enteramente real,
mientras que la implementacion esta basada en una funcién compleja donde no se tomd
en consideracion que alguna de sus componentes fuera nula. En segundo lugar y quizas
el hecho mas relevante, es que V xu = 0, sin embargo, la matriz de rigidez asociada A
es no nula y sigue estando presente en el sistema matricial.

De éste ultimo hecho, algunas simplificaciones pueden hacerse, por ejemplo de (3.1) y
(3.3) se sigue que las funciones F' y g vienen dadas por

F=—wuen

g = —iur en X,

sin embargo, otras complicaciones surgen de la estructura de w. En coordenadas rec-
tangulares, la funcién w queda descrita por

(o) = 5T fan [ (31t (4] s | (3 1) eant (4)] ]

T

Aunque resulta favorable implementar la funcion w de ésta forma (ya que gmsh provee
las coordenadas de los nodos en el sistema rectangular), esta expresion nos permite ver
que incluso para n > 1, especial cuidado debe tenerse con los vértices sobre el eje z, ya
que el argumento de la tangente inversa no esté definido para ninguno de éstos.

En [28] esta bien estudiada la regularidad de w. De esta se espera que el orden de
convergencia sea ml’n{%”, k}, en nuestro caso k = 1 por lo que se espera que paran = 1,
el orden de convergencia sea del orden de O(h%57). En la siguiente tabla se consignan
los resultados siguiendo el estilo del ejemplo anterior.
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E

7, | card(K) h £ _ o 5}

L,h

1 24 1.0000 | 0.1523 | 0.1569 - -
219 0.6850 | 0.1110 | 0.1123 | 0.8354 | 0.8850
793 0.4134 | 0.0821 | 0.0828 | 0.5983 | 0.6035
1559 | 0.3429 | 0.0706 | 0.0709 | 0.8044 | 0.8264

33004 | 0.1183 | 0.0373 | 0.0375 | 0.5991 | 0.5992

146854 | 0.0745 | 0.0272 | 0.0273 | 0.6510 | 0.6525

511583 | 0.0475 | 0.0161 | 0.0162 | 0.6549 | 0.6544

| O | T | = W N

Tabla 5.2: Resultados numéricos para la solucion de baja regularidad.

10

H —E— k=1, k=1
i ———Ref Orh? 5y it h

Errar relativo

: 1 1 1 1
o 0.7 -0.5 0.3 -0.1

10 10 10 10
Fadio de la malla

Figura 5.2: Anélisis de convergencia para la solucion de baja regularidad.
Comparacion en escala logaritmica del orden de convergencia en norma L? obtenido
contra el esperado



Conclusiones

» El analisis de existencia y unicidad de la solucién al problema de radiacién pro-
puesto requiere tanto de la definicion de multiples espacios de Sobolev, como
también diversas teorias de problemas variacionales. Sin embargo se destacan co-
mo conceptos fundamentales del anélisis la descomposicion de Helmholtz y la
alternativa de Fredholm.

= Analogamente, para el analisis de convergencia del problema discreto es indis-
pensable la combinacién de la teoria de operadores colectivamente compactos con
el concepto de propiedad de compacidad discreta, sin trivializar el uso de otras
herramientas como el Lema de Cea o la teoria de problemas mixtos.

= El método de elementos finitos de Nédélec es apropiado para abordar numéri-
camente el problema de radiaciéon en cavidades por su curl conformidad y la
continuidad de las componentes tangenciales entre elementos, que no solo permi-
te resolver problemas en medios no homogéneos, sino que evita el surgimiento de
soluciones indeseadas (spurious solutions) asociadas a los elementos nodales.

= El analisis de existencia y unicidad de la solucién del problema propuesto puede
ser abordado haciendo uso de formulaciones mixtas. Boffi, Brezzi y Gastaldi han
abordado esta alternativa en [30], [31] y [32].

= La implementacion de la formulacion discreta puede aproximar bien la solucién
exacta incluso ante soluciones que no son enteramente complejas, irrotacionales y
de baja regularidad, naturalmente, a costa de velocidad en la convergencia.
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Trabajo futuro

= El algoritmo de implementacion requiere un uso considerable de memoria, lo cual
se debe en mayormente a que el problema esta planteado en tres dimensiones. Usar
métodos de relajacion como el esquema del gradiente biconjugado permitiria al
algoritmo hacer un uso de memoria més razonable.

= El hecho de que las matrices de rigidez sean no densas puede hacer que el problema
no esté bien condicionado. Usar el método ILU para pre-condicionar las matrices
de rigidez puede mejorar la calidad de los resultados.

= La velocidad de convergencia del método desde el punto de vista tedrico puede
ser mejorada haciendo uso de otra familia de elementos de borde propuesta por
Nédélec en [4]. Monk expone con detalle ciertos aspectos de ésta clase de elementos
en el Capitulo 8 de [6].

= El algoritmo es susceptible de ser modificado para que haga mayor uso de memoria
y disminuya considerablemente la cantidad de operaciones y por ende, el tiempo
de simulacion o viceversa. Un estudio detallado de cantidad de operaciones versus
memoria utilizada puede llevar la implementacion del problema a un punto entre
ambos extremos, donde la implementacion sea 6ptima en cuanto al uso de recursos.
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