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Resumen

Algunas Relaciones entre Algebras de Caminos y Variedades Algebraicas
Afines

El objetivo principal de este trabajo es estudiar algunas relaciones entre los cocientes del
algebra de caminos de un carcaj y ciertas variedades algebraicas afines por medio de bases
de Grobner no conmutativas, asi como también las propiedades que comparten las algebras
asociadas a una variedad. Con este fin, iniciamos con una exposicion de los temas bésicos
de la teoria de representacién de algebras asociativas, incluyendo una introduccién a la
geometria de representacion de algebras y su desarrollo con teoria de invariantes geométri-
ca (GIT). Con estos fundamentos, procedemos a revisar la teorfa de bases de Grobner
no conmutativas, donde estudiamos los ordenamientos monomiales aplicables a algebras
de caminos y los algoritmos existentes para la obtencion de estas bases. Revisamos tam-
bién los sistemas de software disponibles que automatizan estos calculos. Posteriormente
abordamos conceptos bésicos e introductorios de la geometria algebraica. Definimos la to-
pologia de Zariski y el célebre teorema de los ceros de Hilbert, temas fundamentales para
una comprension del ultimo capitulo, donde finalmente estudiamos las relaciones entre
algebras de caminos y sus variedades algebraicas asociadas. Alli estudiamos el teorema de
correspondencia y cémo las algebras graduadas se pueden ver como una clase especial de
subvariedades. Terminamos esta exposicion considerando los ideales admisibles en la cons-
truccién de variedades algebraicas afines. Por 1ltimo, tenemos un capitulo de conclusiones
y trabajos futuros, donde revisamos las posibles direcciones de pueden tomar las investi-
gaciones en estas areas.

Palabras clave: Teoria de representacion de anillos y algebras asociativas, Bases de
Grobner no conmutativas, Variedades algebraicas, Algebras de Caminos, Represen-

taciones de carcajes, Anillos y algebras asociativas.
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Abstract

Some Relationships between Path Algebras and Affine Algebraic Varieties

The main objective of this work is to study some relationships between the quotients of
the path algebra of a quiver and certain affine algebraic varieties using non-commutative
Grobner bases, as well as properties shared by algebras associated with a variety. To this
end, we begin with an exposition of the basic themes of the representation theory of asso-
ciative algebras, including an introduction to the geometry of the representation of algebras
and its development with geometric invariant theory (GIT). With these foundations, we
review the theory of non-commutative Grobner bases, where we study the monomial orde-
rings applicable to path algebras and existing algorithms for obtaining these bases. We also
review the available software systems that automate these calculations. Later we approach
basic and introductory concepts of algebraic geometry. We define the topology of Zariski
and Hilbert’s famous theorem of zeros, fundamental themes for an understanding of the
last chapter, where we finally studied the relationships between path algebras and related
algebraic varieties. Over there we study the correspondence theorem and how graded alge-
bras can be seen as a particular class of subvarieties. We end up considering the admissible
ideals in constructing related algebraic varieties. Finally, we have a chapter on conclusions
and future work, reviewing the possible directions research in these areas can take.

Keywords: Representation theory of associative rings and algebras, non-commutative
Grobner basis, Algebraic varieties, Path algebras, Quiver representations, Associa-

tive rings and algebras.
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1 Introduccion

A través de los anos se ha visto la importancia de conectar diferentes areas de la ma-
tematica. Por ejemplo: se puede solucionar un problema en otra area y por medio de una
correspondencia obtener la solucién devuelta al drea original. En [11] E.L. Green et al.
definen una nueva correspondencia entre los cocientes del algebra de caminos de un carcaj
y variedades algebraicas afines. El estudio de esta correspondencia es principal objetivo de
este trabajo.

La teoria de representacion se origina en un problema planteado por R. Dedekind y re-
suelto por F.G. Frobenius en 1896. Fué un problema relacionado con la factorizacion del
determinante de un grupo finito en el caso no abeliano. Frobenius logré resolverlo y hoy
en dia, a esta solucién, se le conoce como el teorema del determinante de Frobenius. Las
técnicas y conceptos creados para tal fin dieron lugar a la teoria de resepresentacion de
grupos.

En los anos 70’s P. Gabriel en [10, 11] define de forma explicita una visualizacién grafica
de las representaciones de algebras utilizando el concepto de carcaj (multi grafo dirigido).
Estos desarrollos marcan el inicio de la teoria de representacion de algebras asociativas
[2, p. 41]. Esta teoria permite tener una perspectiva general de las teorias de representa-
cién de grupos, de dlgebras de Lie, y de carcajes como casos particulares [2, p. 1].

La teoria de representacion ha tenido aplicaciones notables en otras areas de la matematica
como por ejemplo en teoria de nimeros, combinatoria, geometria, probabilidad, y mecanica
cuantica. También en areas aplicadas como las exploradas en el seminario de investigacién
TERENUFTIA: criptografia, flujos de transporte, epidemias, y procesamiento de imagenes.

Se podria decir, en un sentido amplio, que la teoria de representacion estudia la simetria
en los espacios lineales [3, p. 1]. En el caso de la representacién de carcajes, asignamos a
cada un vértice un espacio vectorial y a cada flecha una transformacién lineal entre los



espacios vectoriales de los vértices que conecta.

Las édlgebras de caminos se enmarcan dentro de la teoria de representacién de algebras,
donde un carcaj es basicamente un multi grafo dirigido y las dlgebras de caminos son ge-
neradas por trayectorias en el carcaj.

Comunmente los métodos geométricos de teoria de representacion de algebras asociativas
utilizan técnicas de teoria de invariantes geométrica y grupos de transformacion algebrai-
cos. Sin embargo, recientemente ha surgido un nuevo enfoque basado en bases de Grobner
no conmutativas propuesto E.L. Green et al. en [11]. En este enfoque se pretente construir
variedades cuyos puntos estan en correspondencia con algebras de caminos convenientes,
las cuales comparten la misma algebra monomial asociada y esta determina algunas propie-
dades que satisfecen estas dlgebras (teorema 5.1.7). Esta teoria la abordamos en el capitulo
cinco.

Previamente, en el 2000, en [13] Green establecié las condiciones que deben satisfacer
las algebras con base multiplicativa, de tal forma que sea posible una teoria de bases de
Grobner. Este tema lo estudiamos en el capitulo tres.

Iniciaremos entonces con las técnicas y conceptos bésicos de la teoria de representacion de
algebras asociativas en el siguiente capitulo.



2 Teoria de Representacién de Algebras
Asociativas

En este capitulo estudiamos algunos temas fundamentales de la teoria de representacion de
algebras asociativas. Iniciamos con las definiciones bésicas de dlgebras y médulos. Conti-
nuamos en la siguiente secciéon con el concepto de carcaj y posteriormente con las algebras
de caminos. Después abordamos las representaciones de carcajes y terminamos el capitulo
con la teoria de Auslander-Reiten.

2.1. Algebras y Médulos

En esta seccién, siguiendo a [2], introducimos las nociones bésicas de dlgebras y médulos.
Entre estas la nocién del radical de Jacobson de un dlgebra y de un moédulo, moédulos
semisimples, descomposiciones en sumas directas, médulos proyectivos e inyectivos.

En lo que sigue suponemos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado y que algebra
significa una k-algebra de dimension finita.

2.1.1. Algebras

Un anillo es una tripla (A, +,-) consistente de un conjunto A, dos operaciones binarias:
adiciéon + : A x A — A, (a,b) — a + b, multiplicacién - : A x A — A, (a,b) — ab, tal que
(A, +) es un grupo abeliano y que satisface las siguientes condiciones:

1. (ab)e = a(be)
2. a(b+c)=ab+acy (b+c)a=ba+ ca

para todo a,b,c € A. Un anillo A es conmutativo si ab = ba para todo a,b € A. Los
anillos considerados en este trabajo son tales que contienen un elemento 1 € A tal que
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1# 0y al = la = a para todo a € A. Este elemento se llamara identidad.

Si A, B son anillos, una aplicacién f : A — B es llamada un homomorfismo de anillos
si fla+b) = f(a)+ f(b) y f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € A. Asumimos igualmente que
un homomorfismo de anillos preserva la identidad, esto es f(1) = 1.

Sea k un cuerpo. Una k-algebra es un anillo A con identidad 1 tal que A tiene estructura
de k-espacio vectorial compatible con la multiplicacién del anillo. Esto es

Alab) = (aX)b = a(Ab) = (ab)A

para todo X € k y todo a,b € A. Una k-algebra se dice que es de dimension finita si la
dimensién dimy, A del k-espacio vectorial A es finita [2].

Un k-subespacio vectorial B de una k-algebra A es una k-subalgebra de A si la identidad
de A pertenece a By bb' € B para todo b,b’ € B. Un k-subespacio vectorial I de una
k-algebra A es un ideal derecho de A (o ideal izquierdo de A) si xa € I (0 ax € I res-
pectivamente) para todo = € I y todo a € A. Un ideal de A es un k-subespacio vectorial
I de A que es al mismo tiempo ideal derecho e ideal izquierdo de A.

Si I es un ideal de una k-dlgebra A entonces el k-espacio vectorial cociente A/I tiene una
estructura de k-dlgebra y ademds la aplicaciéon canénica w : A — A/I,a — a+ I es un
homomorfismo de dlgebras.

Si I es un ideal de A y m > 1 es un entero, entonces denotamos por I el ideal de A
generado por todos los elementos x5 . .. x,, donde x1,xs, ..., 2, € I , estoes, [" consiste
de todas las sumas finitas de elementos de la forma zi25...x,, donde xq,2o,...,2,, € I.
Definimos I° = A. El ideal I se dice nilpotente si ™ = 0 para algtin m > 1 [2].

Si Ay B son k-algebras, entonces un hormomorfismo de anillos f : A — B es llamado un
homomorfismo de k-algebras si f es una aplicacién k-lineal.

Algunos ejemplos clasicos de anillos y algebras son:

1. El anillo de polinomios k[xy, za, ..., z,] en n indeterminadas conmutativas con coefi-
cientes de k es una k-algebra de dimension infinita. Sobre este anillo se desarrolla la
teorfa clasica de bases de Grobner.
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2. El anillo asociativo k (z1,xs,...,x,) de todos los polinomios en n indeterminadas
no conmutativas con coeficientes de k es una k-dlgebra de dimension infinita. Esta
algebra también se conoce como el algebra libre en n indeterminadas.

3. Si A es una k-dlgebra y n € N, entonces el conjunto M, (A) de todas las matrices
cuadradas n x n con entradas en A con las operaciones usuales de adicién y mul-
tiplicaciéon de matrices es una k-dlgebra de dimensién n? con identidad (la matriz

identidad).

El radical de Jacobson juega un papel importante en el algebra conmutativa y debe su
nombre a Nathan Jacobson quien fué el primero en estudiarlo en 1945.

Definicién 2.1.1 ([2], 1.1.2). El radical de Jacobson rad A de una k-algebra A es la
interseccion de todos los ideales maximales derechos (equivalentemente ideales maximales
izquierdos) de A.

Lema 2.1.2 ([2], 1.1.3). Sea A una k-dlgebra y sea a € A. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) a € rad A.

(b) a pertenece a la interseccion de todos los ideales mazximales izquierdos de A.
(¢) Para cualquier b € A, el elemento 1 — ab tiene un inverso bildtero.

(d) para cualquier b € A, el elemento 1 — ab tiene un inverso a derecha.

(e) para cualquier b € A, el elemento 1 — ba tiene un inverso bildtero.

(f) para cualquier b € A, el elemento 1 — ba tiene un inverso a izquierda.

Proposicién 2.1.3 ([2], I.1.4). Sea rad(A) el radical de un dlgebra A. Si I es un ideal
nilpotente de A, entonces I C rad A.

Demostraciéon. Asumamos que I™ = 0 para algin m > 0. Sea x € [ arbitrario y sea
a € A. Entonces ax € [ y por lo tanto (ax)” = 0 para algin r > 0 (dado que los
elementos de un ideal nilpotente son nilpotentes). Entonces la igualdad 1 = 1 — (az)" =
(1 —az)(1 +ax + (ax)* + ... + (ax)""!) se cumple para cualquier a € A y por lo tanto el
elemento x pertenece a rad A (Lema 2.1.2) y en consecuencia I C rad A. O
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2.1.2. Maédulos Sobre Algebras

A continuacién definimos los médulos sobre dlgebras. Mas adelante, en la seccién de repre-
sentaciones y médulos, se estudiara la relacion que existe entre los modulos sobre algebras
y las representaciones de carcajes.

Definicién 2.1.4 ([2], [.2.1). Sea A una k-algebra. Un A-médulo derecho es una pareja
(M, -), donde M es un k-espacio vectorial y - : M x A — M, (m,a) — ma, es una operacién
binaria que satisface las siguientes condiciones:

L. (z+y)a=2za+ya
2. z(a+b) =xa+ xb
3. z(ab) = (za)b
4. 21 ==
5. (zA)a = z(aX) = (xa)A
para todo x,y € M, a,b € A, \ € k.

Un A-moédulo izquierdo se define andlogamente. Un médulo M se dice de dimension finita
si el k-espacio vectorial subyacente es de dimension finita. En este caso notamos la dimen-
sion de M como dimy M.

Un k-subespacio vectorial M’ del A-mdédulo derecho M es llamado un A-submdédulo de M
si ma € M’ para todo m € M’y todo a € A. En este caso M /M’ es un A-médulo igual-
mente. Asi mismo la proyeccién canénica 7 : M — M /M’ es homomorfismo de A-médulos.

Sea M un A-moédulo derecho y I un ideal derecho de A. El conjunto de todas las sumas
finitas de la forma mya, + - - - + mgas, donde mq,...,ms € M, ay,...,as € I,y s > 1 es
un submoédulo de M y serd notado M.

Un A-médulo derecho M se dice generado por los elementos mq,...,m, de M si para
cualquier elemento de m € M este tiene la forma m = mya; + --- + mgas para algunos
ai,...,as € A. Un médulo M se dice finitamente generado si este es generado por un
subconjunto finito de elementos de M.
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También tenemos el concepto de submodulo generado por un ntimero finito de submdédulos.
Si My, ..., M, son submédulos de un A-mddulo derecho M entonces definimos M7 +- - -+ M,
como el submddulo de M consistente de todas las sumas de la forma my + - - - + m, donde
my € My,...,ms € M, y lo llamaremos el submoédulo generado por Mi,..., M, o la
suma de My,..., M.

Se puede verificar que un modulo derecho M sobre una k-algebra A de dimensién finita,
es finitamente generado si y solamente si M es de dimension finita. En efecto, si M es de
dimension finita, cualquier base servira de conjunto finito generador. Reciprocamente, si
el médulo M es generado por los elementos mq,...,m, y ai,...,a, es una k-base de A
entonces el conjunto {m;a; |t =1,...,n, j =1,...,s} es un conjunto generador para el
k-espacio vectorial M.

A continuacién revisamos el lema de Nakayama el cual nos permitira analizar el radical de
Jacobson de un algebra de dimension finita.

Lema 2.1.5 ([2], 1.2.2). Sea A una k-dlgebra, M un A-mddulo derecho generado finita-
mente e I C rad A un ideal bildtero de A. Si M1 = M, entonces M = 0.

Demostracién. Sean my, ..., m, los elementos generadores de M. Inductivamente sobre
s;sis =1,y M = MI tenemos la igualdad miA = my1, lo cual implica que m; = myx;
para algin z; € I. Por lo tanto m;(1 —z1) = 0 y en consecuencia m; = 0 (dado que 1 —x
es invertible por el lema 2.1.2) y entonces M = 0.

Para s > 1 la igualdad M = M1 implica que existen elementos z1, - , s, 511 € I tal que
my = myxi+- - +msTs+mgi1xs11. Por lo tanto my(1—x1) = mozo+- - - +msls+Mgi 12511,
y dado que 1 — z; es invertible (lema 2.1.2) tenemos que m; € maA+ - +msA+ mg1 A,
es decir M es generado por s elementos de M. Finalmente, usando la hipdtesis inductiva,
concluimos que M = 0. O

Gracias al teorema anterior, tenemos una deseable propiedad para el radical de un algebra
de dimensién finita.

Corolario 2.1.6 ([2], 1.2.3). Si A es una k-dlgebra de dimensidn finita, entonces rad A es
nilpotente.

Demostracién. Puesto que A es un algebra de dimension finita, la cadena

ADradAD (radA)?*D--- D (rad A)™ D (rad A)™™ D ...
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se estabiliza. De aqui sigue que (rad A)™ = (rad A)™ rad A para algin m, y por el lema de
Nakayama obtenemos (rad A)™ = 0. O

Un A-médulo derecho S se dice simple si S es distinto de cero y todo submoédulo de S
es o cero 0 S. Un médulo M se dice semisimple si M es una suma directa de médulos
simples. Definimos ahora el radical de un médulo andlogamente al radical de un dlgebra.

Definicién 2.1.7. Sea M un A-mdédulo derecho. El radical de Jacobson rad M de M es
la interseccién de todos los submoédulos maximales de M.

Definimos a continuacién el tope y el zécalo de un A-médulo.

Definicién 2.1.8. Sea M un A-mddulo derecho. El (A/rad A)-médulo derecho
topM = M/rad M
es llamado el tope de M cuya accion es (m +rad M) - (a + rad A) = ma + rad M.

Definiciéon 2.1.9. Sea M un A-mdédulo derecho. El submédulo
soc M

generado por todos los submédulos simples de M es llamado el zécalo de M.

Recordemos que el submoédulo generado por los submédulos My, Ms, ..., M, consiste de
todos los elementos de la forma mq + mo + ... + m, con m; € M;. Adicionalmente, resal-
tamos que el tope y el zécalo de un A-moédulo resultan ser médulos semisimples.

Una k-dlgebra serd llamada local si posee un tnico ideal maximal derecho (o equivalente-
mente un unico ideal maximal izquierdo). En el caso de que A sea de dimensién finita esta
condicién implica ser conexa (unicos idempotentes son 0 y 1). Existe una relacién entre
la condicion de que un A-mdédulo sea indescomponible y que su algebra de endomorfismos
sea local como vemos a continuacion.

Proposicién 2.1.10. Sea A una k-dlgebra arbitraria y M un A-mddulo derecho de dimen-
sion finita. El dlgebra End M es local si y solo si M es indescomponible.

Definimos a continuacién los moédulos proyectivos e inyectivos. Conceptos fundamentales
para el desarrollo de las secciones siguientes.
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Definicién 2.1.11. Un A-moédulo derecho P se dice proyectivo si, para cualquier epi-
morfismo h : M — N y cualquier f € Homa(P, N) existe un f' € Hom(P, M) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo.

e

M —" s N

~
e}

¥

Definicién 2.1.12. Un A-médulo derecho E se dice inyectivo si, para cualquier mono-
morfismo u : L — M y cualquier ¢ € Homy (L, E) existe un ¢’ € Hom(M, E) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo.

0 s [ —2 s M
g
FE

Si una k-édlgebra se puede descomponer en submédulos indescomponibles Ay = ey A®-- - B
enA, donde {ey, ..., e,} es un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales,
entonces todo A-médulo proyectivo indescomponible P(i) = e;A.

Ejemplo 2.1.13. Sea A el algebra de matrices 2 x 2 con entradas en k. Entonces e; =
(§9) vy ea = (39) es un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales.
Adicional note que 14 = e; + e,. Entonces tenemos la descomposicién en submoédulos
indescomponibles A4 = e; A @ es A. Donde

k k
6114 = y €2A =
0 0 k

Por lo tanto P(1) = e; A, P(2) = e;A y dim P(1) = dim P(2) = 2.

2.2. Carcajes y Algebras de Caminos

En esta seccién, primero definimos una estructura gréafica que llamaremos carcaj y la forma
en que podemos asociarle un algebra. Posteriormente se expondran algunas propiedades
de estas algebras.
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Definicién 2.2.1 (2], I1.1.1). Un carcaj (en inglés: quiver) Q = (Qo, @1, s,t) es una
4-upla que consiste de dos conjuntos Qg y )1 cuyos elementos son respectivamente vértices
y flechas y dos aplicaciones s,t : @)1 — )y que asocian a una flecha o € @) su origen
s(a) € Qo y su destino t(a) € Q.

Definicién 2.2.2 ([2], I1.1.1). Sea @ = (Qo, @1, $,t) un carcaj. Un camino de longitud
¢ > 1 del vértice a al vértice b es una sucesion de flechas ap € ()1 que inician en a y
terminan en b notada (a|ajag - - ay | b) tal que s(ay) = a, t(ay) = by t(ay) = s(agy1) con
1 <k </{ Enelcaso £ = 0 tenemos el camino estacionario €, = (a||a) para un vértice
a. Un camino de longitud ¢ > 1 es llamado un ciclo si su origen y destino es el mismo
vértice. Un ciclo de longitud 1 es un lazo. Un carcaj sin ciclos se llama aciclico.

En consecuencia, un carcaj es un grafo dirigido que admite lazos y multiples flechas entre
dos vértices. Un carcaj se dice finito si )y y (01 son conjuntos finitos. El grafo subyacente
@ de un carcaj Q se obtiene de Q) removiendo la orientacién de las flechas. Un carcaj @ se
dice conexo si Q) es conexo. Recordemos que un grafo es conexo cuando existe un camino
entre todo par de vértices.

Ejemplo 2.2.3. Sea @ el carcaj
Q@
lo ﬁ? o2

Este carcaj es conocido como el carcaj 2-Kronecker.

Ahora definimos el algebra asociada a un carcaj. Dependiendo de algunas caracteristicas
del carcaj, enunciadas mas adelante, el dlgebra tendrd identidad y/o dimensién finita.

Definicién 2.2.4 ([2], I1.1.2). Sea @ un carcaj. El dlgebra de caminos k(@) de @ es
la k-algebra cuyo k-espacio vectorial tiene como base B el conjunto de todos los caminos
(a|oyag---ay|b) de longitud ¢ > 1 en @, junto con los caminos estacionarios, y tal que el
producto de dos vectores bésicos (a|ajag---ap|b) y (c|B1fa--- Br|d) de kQ es definido
por

(alarag---ap|b)(c|BiBa--- Br|d) = dpcla]ar---apBr--- Br|d),

donde &y, denota el delta de Kronecker. Es decir el producto de dos caminos es su conca-
tenacion siempre y cuando b = ¢, en caso contrario es igual a cero.

Como consecuencia de esta definicion tenemos una descomposiciéon del dlgebra k@) en sumas
directas

kQ=kQo®kQ1® - ®kQ,& -~
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donde para cada ¢ > 0, k@), es el subespacio de k(@) generado por el conjunto (), de todos
los caminos de longitud /.
Observe que (kQ,) - (kQ.,) C kQpnim para todo n,m > 0, dado que el producto en kQ

(concatenacién de caminos) de un camino de longitud n por un camino de longitud m es
un camino de longitud n + m. Por lo tanto k(@) es una k-algebra graduada.

Nota 2.2.5. Note que B es un semigrupo con 0. Esto es, si a,b € B entonces ab € B 6
ab = 0. Llamaremos a este tipo de base k-base multiplicativa de la k-algebra.

Ejemplo 2.2.6. Sea () el carcaj de la figura 2-1.
o3
Q@

loé——02

Figura 2-1: Carcaj del ejemplo 2.2.6

En este caso la base del k-espacio vectorial k(Q) es
{517 €2,8&3, 0, 6}
y cuya tabla de multiplicacion se muestra en la figura 2-2.

* €1 | €2 | €3

o
€1 ] €1 0 0 0
0

9 0 9 0

€3 0 0 €3 | (v
ala | 0]00
BlBlololo

p
0
p
0
0
0

Figura 2-2: Tabla de multiplicaciéon del ejemplo 2.2.6

Ciertas caracteristicas del carcaj determinan algunas propiedades algebraicas del algebra
de caminos como vemos en el siguiente lema.
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Lema 2.2.7 ([2], I.1.4). Sea Q un carcaj y kQ su dlgebra de caminos. Entonces
(a) kQ es un dlgebra asociativa,
(b) kQ tiene un elemento identidad si y solamente si Qy es un conjunto finito, y
(c) kQ es de dimensidn finita si y solamente si Q) es finito y aciclico.

Demostracién. (a) Directo, dado que la concatenacién de caminos es asociativa.

(b) Si Qo es finito, afirmamos que 1 = 37, &; es la identidad para kQ. En efecto, si
a =), Ajw; es un elemento de k@, entonces a-1= 3, o > 7" \jw;e; y \jw;e; es cero
si el camino w; no termina en 7; en caso contrario \;w;e; = A\jw;. De aqui se sigue que
1 es identidad en kQ). Reciprocamente, si )y es infinito, suponga que 1 = Zier £; es un
elemento identidad en kQ. El conjunto de todas las fuentes @) de los w; es en particular
finito. Sea a € Q \ @}, entonces ¢, - 1 = 0 lo cual es contradictorio.

(c) Si @ es infinito, entonces la base de k@ también lo es, y por lo tanto tiene dimensién
infinita. Si w = ajag...q, es un ciclo en () entonces, para cada ¢ > 0, tenemos un
vector basico w' = (ajas...q,)" y por lo tanto kQ es de nuevo de dimensién infinita.
Reciprocamente, si ) es finito y aciclico, este contiene solamente un ntmero finito de
caminos y por lo tanto k@) es de dimensién finita. n

Recordemos que si e, e5 son elementos idempotentes de un algebra A, tales que ejey =
ese; = 0 entonces estos elementos son llamados ortogonales. Un idempotente e es llamado
primitivo si e no puede ser escrito como la suma e = e;+e5, donde e y €3 son idempotentes
ortogonales distintos de cero de A. Un idempotente e es llamado central si ae = ea para
todo a € A.

Corolario 2.2.8. El conjunto {e,|a € Qo} de todos los caminos estacionarios es un
conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales para k().

Este conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales induce una descomposicion
de Ay asi Ay = Pi®- - -®P, con ideales a derecha indescomponibles P, = e A, ... P, = e, A.
Un algebra A se dice conexa (o indescomponible) si A no es el producto directo de dos
algebras, o equivalentemente, si 0 y 1 son los tinicos idempotentes centrales de A.

Lema 2.2.9. Sea () un carcaj finito. El dlgebra de caminos kQ es conexa si y solamente
si Q) es un carcaj conexo.
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Para resumir, si () es un carcaj finito y conexo, entonces el algebra de caminos k() es una
k-algebra asociativa con identidad la cual admite {e,|a € Qo} como conjunto completo de
idempotentes primitivos ortogonales.

Definicién 2.2.10 ([2], 1.9). Sea @ un carcaj finito y conexo. El ideal bildtero del dlgebra
de caminos k@ generado (como un ideal) por las flechas de @ es llamado el ideal de
flechas de k() y es denotado por Ry.

Note que existe una descomposiciéon en sumas directas
RQ:le@kQQ@"'®sz®"'

del k-espacio vectorial Rg, donde kQ)y es el subespacio de k() generado por el conjunto )y
de todos los caminos de longitud ¢. En particular, el k-espacio vectorial de R es generado
por todos los caminos en () de longitud ¢ > 1. Esto implica que, para cada ¢ > 1,

RGy = P kQn

m>/{

teniendo como base todos los caminos de longitud mayor o igual a £.

Recordemos que si A es una k-algebra con un conjunto completo {ey, ..., e,} de idempoten-
tes primitivos ortogonales, el dlgebra A es llamada béasica si e;A 2 ¢;A |, para todo ¢ # j.
Podemos resumir las propiedades del algebra de caminos de un carcaj ) en la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.2.11 (2], II.1.11). Sea @ un carcaj finito, conezxo y aciclico. El dlgebra
de caminos kQ) es un dlgebra asociativa bdsica, conexa, y de dimension finita con identi-
dad, teniendo como radical al ideal de flechas y como conjunto completo de idempotentes
primitivos ortogonales al conjunto de todos los caminos estacionarios.

2.2.1. Ideales Admisibles

En esta seccion estudiamos las caracteristicas que deben cumplir los ideales de un algebra
de caminos para que el cociente por este ideal sea de dimensién finita, aun cuando el algebra
no sea de dimensién finita. Estos ideales se llaman admisibles.

Definicién 2.2.12. Sea () un carcaj finito y R el ideal de flechas del dlgebra de caminos
kQ@. Un ideal bilatero I de k@) es llamado admisible si existe un m > 2 tal que

m 2
R CICRY
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Si I es un ideal admisible de k@, la pareja (Q,I) es llamada un carcaj acotado. El
algebra cociente kQ/I es llamada dlgebra del carcaj acotado. Este cociente debido a
las condiciones de admisibilidad resulta ser de dimensién finita (ain cuando el dlgebra de
caminos no lo sea) e indescomponible.

Ejemplo 2.2.13. Sea () el carcaj
lo —% 302 Db .

El ideal I = (ab? b*) es admisible. En efecto, con m = 3 este ideal contiene todos los
caminos de longitud tres o mayor. En cambio el ideal J = (a, b) no es admisible dado que

J ¢ R,
Ejemplo 2.2.14. Sea () el carcaj

o2
B
(0%
1o ¢ A o4
Y
o3

El ideal I = (a8 — 76) de la k—algebra kQ es admisible. En efecto, dado que @ es aciclico
e I esta contenido en RzQ tenemos que I es admisible.

Con el fin de definir ideales admisibles en base a sus elementos generadores tenemos la
siguiente definicion.

Definicién 2.2.15. Sea () un carcaj. Una relacién en () con coeficientes en k es una
combinacion k-lineal de caminos de longitud minimo dos que tienen el mismo vértice origen
y el mismo vértice final.

Si la combinacion k-lineal consta de un término, esta se llamara relaciéon cero o relacién
monomial. Si es de la forma w; — ws (donde wy, wy son caminos de longitud minimo dos)
se llamara relacion conmutativa.

Si un conjunto S de relaciones de un carcaj () generan un ideal admisible, entonces diremos
que el carcaj () estd acotado por las relaciones en S.
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Proposicién 2.2.16 ([2], 11.2.6). Sea Q) un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. El
dlgebra del carcaj acotado kQ/I es de dimension finita.

Demostracion. Dado que I es admisible, existe un m > 2 tal que RZ} C I. Por lo
tanto existe un homomorfismo de algebras sobreyectivo kQ/Rgy — kQ/I. Asi entonces es
suficiente con probar que kQ/ R es de dimension finita. Y en efecto, dado que las clases
de equivalencia de los caminos de longitud menor a m forman una base para kQ/ Ry como
un k-espacio vectorial el resultado sigue. O

El siguiente lema permitirda demostrar, mas adelante, que todo ideal admisible se puede
generar por un conjunto finito de relaciones.

Lema 2.2.17 (2], I1.2.8). Sea Q un carcaj finito. Todo ideal admisible I de kQ es finita-
mente generado.

Demostracion. Sea m > 2 un entero tal que RS C ]. Entonces existe la sucesiéon exacta
corta 0 = RE — I — I/Ry — 0 de kQ-mddulos.

Asi, es suficiente con probar que Rfy y [ / Rg) son finitamente generados como kQ-modulos.
Es claro que Rf) es finitamente generado, dado que es generado por los caminos de longitud
m y solo existe un nimero finito de estos dado que @ es finito. Por otro lado, I/ R es
un ideal del dlgebra de dimensién finita kQ /R (dado que R es admisible). Por lo tanto
I/ R es un k-espacio vectorial de dimension finita y de aqui sigue que es un kQ-modulo
finitamente generado. O]

Corolario 2.2.18 ([2], 11.2.9). Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. En-
tonces existe un conjunto finito de relaciones {p1,...,pm} tal que I = {p1,..., pm)-

Demostracion. Dado que I es admisible, por el anterior lema sabemos que este es gene-
rado por un nimero finito de generadores {7y, ...,0,} (no necesariamente relaciones dado
que en general los generadores no tienen los mismo origenes y destinos). Por otro lado, para
cualquier 7 tal que 1 <1 <tya,be Q, el término £,0;6, s 0 cero o una relacion. Dado
que g; = Za,ber £40:€p, para 1 <7 < t, entonces los elementos distintos de cero del conjun-
to {eqoiep |1 < i < t;a,b € Qp} forman un conjunto finito de relaciones que generan I. [

El siguiente corolario resume algunos de los resultados estudiados sobre el algebra del carcaj
acotado.

Corolario 2.2.19 ([2], I1.2.12). Sea @ un carcaj finito y conexo, I un ideal admisible
de kQ y Rq el ideal de flechas de kQ. El dlgebra del carcaj acotado kQ/I es un dlgebra
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basica y conexa de dimension finita con identidad, que tiene a Rg/I como radical y {e, =
eat+1]a € Qo} como conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales.

Ejemplo 2.2.20. Sea () el carcaj

o1

El dlgebra kQ es de dimensién infinita y de hecho isomorfa a k (t;,¢2). Afirmamos que
I = (a8 — Ba,a?, B?) es un ideal admisible. En efecto, dado que todos los caminos de
los generadores son de longitud dos, tenemos que I C R2Q. Por otro lado R% C [ dado
que todo camino de longitud tres pertenece a [; esto debido a que un camino de longitud
tres contiene caminos de la forma a2, 32, aBa, fa3. Los dos tltimos elementos pueden ser
generados asf: aBa = (af — Ba)a + Ba? € Ty Baf = (Ba — aB)B + af? € I. Por lo
tanto kQ/I es de dimension finita con la base {&1, @, 5,3} (caminos de longitud menor
que tres).

2.2.2. El Carcaj de un Algebra de Dimensi6n Finita

A continuacién definimos el carcaj asociado a un algebra bésica y conexa de dimensién
finita.

Definicién 2.2.21. Sea A una k-dlgebra bésica y conexa de dimension finita y {eq,...,e,}
un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales de A. El carcaj (ordinario)
de A, denotado )4, se define como sigue:

(a) Los vértices de (4 son los nimeros 1,2,...,n los cuales estdn en biyeccién con los
idempotentes {ey,...,e,}.

(b) Dados dos vértices a,b € (Qa)o, las flechas o : @ — b estdn en biyeccién con los
vectores de la base del k-espacio vectorial e,(rad A/ rad® A)e,.

Dado que A es de dimensién finita, e,(rad A/rad® A)e, también lo es y por lo tanto el
carcaj (4 es un carcaj finito. También se puede demostrar que la conexidad de A implica
que )4 es conexo.

Ejemplo 2.2.22. Si A = k[t]/ (t"), donde m > 1, entonces Q4 tiene un solo vértice, dado
que el inico idempotente de A distinto de cero es su identidad. Por otro lado tenemos que
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rad A = (), donde = t4 (t™); de hecho, ({)™ = 0y A/ (t) = k. Por lo tanto, rad®> A = (£?)
y dim(rad A/rad® A) = 1. Una base para rad A/ rad* A esta dada por la clase de £ en el
cociente (t) / (t*). Por lo tanto Q4 es el carcaj

1oja .

Se puede demostrar, en el caso de un carcaj finito y conexo @, que el algebra kQ/I de un
carcaj acotado tiene un carcaj asociado Qrg/r igual a @). Igualmente se puede demostrar,
que dada un algebra basica y conexa de dimensién finita A, esta es isomorfa a un algebra
de caminos de un carcaj acotado @ 4/I. Este resultado lo enunciamos a continuacion.

Teorema 2.2.23 ([2], 11.3.7). Sea A una k-dlgebra bdsica y conexa de dimension finita.
Entonces eziste un ideal admisible I de kQ 4 tal que A = kQ4/I.

Demostracién. Iniciamos con la construccion de un homomorfismo de dlgebras ¢ : kQ4 —
A, y luego se muestra que ¢ es sobreyectivo y que su kernel I = ker ¢ es un ideal admisible
de kQ 4.

Para cada flecha o : i — j del carcaj Q4, sea =, € rad A seleccionado de tal forma que
{zo+rad® Ao : i — j} forma una base de e;(rad A/ rad® A)e;. Sea g : (Q4)o — A la apli-
cacién definida por pg(a) = €4, y @1 : (Qa)1 — A definida por ¢1(a) = x,. Asi, los elemen-
tos @o(a) forman un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales
en A,y si a:a— bes una flecha, tenemos que po(a)pi(a)po(b) = earaer = T4 = p1(a).
Por la propiedad universal de las algebras de caminos, existe un tinico homomorfismo de
algebras ¢ : kQ 4 — A que extiende ¢ y ©1.

Afirmamos que ¢ es sobreyectivo. En efecto, dado que su imagen es generada por los ele-
mentos €., a € (Qa)o y Ta, para a € (Q4)1, basta con mostrar que estos mismos elementos
generan A. Dado que k es algebraicamente cerrado se sigue del teorema de Wedderburn-
Malcev que el homomorfismo canénico A — A/ rad A se escinde, esto es, A es una extensién
escindible del &dlgebra semisimple A/rad A por rad A. Dado que aquel es generado por e,
es suficiente con mostrar que cada elemento de rad A puede ser escrito como un polinomio
en x, y esto se sigue del lema I11.3.3 en [[2], p.61].

Queda por mostrar que I = ker ¢ es admisible. Sea R el ideal de flechas del algebra kQ 4.
Por definicién de ¢, tenemos que ¢(R) C rad A y entonces p(R‘) C rad’ A para cada
¢ > 1. Puesto que rad A es nilpotente, existe m > 1 tal que rad™ A = 0 y en consecuencia
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R™ C ker ¢ = I. Ahora probamos que I C R?. Si z € I, entonces

T = Z €uAg + Z QLo + Y,

ac(Qa)o ac(Qa)1

donde Ay, 1o € k' y y € R?. Por
p(r) =0
tenemos que
0= Z €ala + Z Talla + p(y).
a€(Qa)o a€(Qa)

AST Y c@a)o Cata = — Dne(@u): Taka — p(y) € rad A. Dado que rad A es nilpotente,
y que los e, son idempotentes ortogonales, deducimos que A\, = 0, para cualquier a €
(Qa)o. Similarmente 3° ¢ ), Taka = —¢(y) € rad® A. Asf la igualdad > ac(@a) (Ta +
rad? A)p, = 0 se satisface en rad A/ rad® A. Pero el conjunto {z, +rad* A|a € (Q4)1} es,
por construccién, una base de rad A/ rad? A. Por lo tanto fo = 0 para cada o € (Qa)1 y
asf v =y € R% O

Ejemplo 2.2.24. Sea A = k[t]/ (t™), donde m > 2, el élgebra de polinomios en una inde-
terminada t de grado menor a m. Por lo tanto ()4 es el carcaj

1036% .

Sea ¢ : kQ4 — A un k-homomorfismo definido por ¢(g;) = 1 y e(a) = t. Asi, ¢ es
sobreyectiva y ker ¢ = (a™). Por lo tanto, por el teorema de isomorfismo, tenemos que
A= EQa/ (™) donde m > 2.

2.3. Representaciones y Maédulos

En esta seccion se explora la forma en que los carcajes pueden ser utilizados para visuali-
zar médulos. Especificamente, usando un carcaj acotado (@, ) asociado a un algebra A,
visualizamos cualquier A-mdédulo de dimensién finita como una representacién k-lineal de
(@, I). Siguendo a [21] iniciamos con la definicién de representacién k-lineal.

Definicién 2.3.1. Una representacién k-lineal, o simplemente una representaciéon V' de
un carcaj @ es una pareja (Vi, p,) donde (V;);cq, es una familia de k-espacios vectoriales
¥ (¢a)acq, es una familia de aplicaciones k-lineales ¢, : Vi) = Vi(a)-
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Una representacion de un carcaj es llamada de dimensién finita si cada uno de los espacios
vectoriales V; es de dimension finita. Las representaciones de dimension finita de un carcaj
() forman una categoria que notaremos rep (). Los objetos de esta categoria son las
representaciones de dimensién finita de () y cuyos morfismos son definidos a continuacién.

Definicién 2.3.2. Sea @) un carcaj y sean V = (V;, p,) v V' = (V. ¢,) dos representacio-

nes de dimension finita de ). Un morfismo V' LV e rep () es una familia (f;)ieq,

de aplicaciones k-lineales

fi: ViV
tal que para cualquier flecha a —*— b del carcaj Q) se tiene que el siguiente diagrama
conmuta
Va fll "/a{
wal l@i)
‘/E) fb ‘/b/

Un morfismo f = (f;) en rep @ es un isomorfismo si cada f; es un isomorfismo.

Ejemplo 2.3.3. Sea @ el carcaj
Q@
lo é? o2

conocido como el carcaj 2-Kronecker. Una representacién de () de dimension finita es

S
k———kFk

2

donde fi(z) =z y fol(z) = —x.

A continuacién definimos la nocién de representacién de un carcaj acotado. Primero ini-
ciamos con el concepto de evaluacién de una representacién sobre un camino.

Definicién 2.3.4. Sea () un carcaj finito y M = (M,, p,) una representacién de ). Para
cualquier camino no trivial w = ajas...ap de a hasta b en (), definimos la evaluacion
de M sobre el camino w como la aplicacion k-lineal ¢,, : M, — M, definida por ¢, =

Pag - - - PasPa; -
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En el caso de una combinacién lineal de caminos con el mismo origen y destino, p =
m m
Zi:l Aiw;, entonces ¢, = Zi:l A, -

Definicién 2.3.5. Sea ) un carcaj finito e I un ideal admisible de k(). Una representacion
M = (M,, p,) de Q es llamada acotada por I, o que satisface las relaciones en I, si ¢, = 0,
para todas las relaciones p € I.

Notaremos por rep(Q, I) la subcategoria plena de rep () consistente de las representaciones
de () acotadas por I.

Ejemplo 2.3.6. Sea @ el carcaj

00#10 o4

oJ3

Acotado por la relacion conmutativa a8 = 9. Sea M la representacién de ) dada por

K
[L0],

[11]
K +— K? 0

01]"
K

Afirmamos que M es una representaciéon acotada por aff = vd. En efecto, ¢g, = 0y
Psy = 0.

En la secciéon anterior vimos como, dada un algebra de dimension finita, bésica y conexa
A, existe un carcaj finito y conexo Q4 y un ideal admisible I de kQ 4 tal que A = kQ,/I.
Adicionalmente, se puede demostrar que la categoria mod A de A-moddulos derechos fini-
tamente generados es equivalente a la categoria rep(Qa, I) de representaciones k-lineales
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de dimensién finita de )4 acotadas por un ideal admisible /. El siguiente funtor permite
establecer esta equivalencia categorica.

Definicién 2.3.7. Sea A = kQ/I, donde () es un carcaj finito y conexo, e I un ideal ad-
misible de kQ. Sea F' : mod A — rep(Q, I) el funtor definido como sigue. La representacién
k-lineal F(M) = (Mg, ¥a)acqo.acq, de (Q, I) se define asi: sea e, = €, + I el correspondien-
te idempotente primitivo de A = kQ/I con a € @, entonces sea M, = Me,. Sia:a — b
es una flecha de Q y @ = a + I, definimos ¢, : M, — M, por x& = ze,ae, para x € M,.
Ahora, para los morfismos, sea f : M — M’ un homomorfismo de A-mdédulos. Definimos
el morfismo F'(f): F(M) — F(M') de rep(Q, I) asi: paraa € Qp y © = xe, € Me, = M,,
tenemos f(ze,) = f(xe?) = f(wey)eq € M'e, = M. Asi, la restriccién f, de f a M, es una
aplicacién k-lineal f, : M, — M. Entonces, sea F'(f) = (fa)acq,-

Definimos a continuacién la suma directa de representaciones de un carcaj () para después
llegar a la nocién de representaciones indescomponibles.

Definicién 2.3.8 ([21], 1.4). Sea @ un carcaj y sean V = (V;,¢,) v V' = (V/,¢) dos
representaciones de dimension finita de (). Entonces

1 / (pOé

vev = [viev,

/

Po i€Qo,a€Q1

es una representacién de @) llamada la suma directa de V' y V",

Definicién 2.3.9. Una representaciéon V' € ob(rep @) es llamada indescomponible si
V £ 0y V no es isomorfa a una suma directa de dos representaciones distintas de cero.

Ejemplo 2.3.10. Sea (@) el carcaj

1o 20 o 3.

Entonces la representacion

k k 0

del carcaj @) es indescomponible. Sin embargo la representacién
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del mismo carcaj () es descomponible de la siguiente forma

1 1

k k k
1

k k U 0

Uno de los principales problemas que aborda la teoria de representacion es clasificar, salvo
isomorfismo, todas las representaciones de un carcaj (). El siguiente teorema es importante
para ese proposito.

Teorema 2.3.11 (Krull-Schmidt. [21], 1.2). Sea @ un carcaj y sea V € ob(repQ). En-
tonces
VevieVed---aV

donde los V; € ob(rep Q) son indescomponibles y unicos salvo el orden.

Por lo tanto es importante estudiar las representaciones indescomponibles de un carcaj
dado.

En las siguientes proposiciones, identificamos k@) /I-médulos con representaciones k-lineales
de (@, 1) por medio del funtor definido en 2.3.7, donde @) es un carcaj finito y conexo,
acotado por un ideal admisible 1.

Definicién 2.3.12. Sea a € ()y. Denotamos por S(a) la representacion (S(a)s, Pa)beo,ac0
de () definida como sigue

0 sib#a
S(a)y =
(@) {k sib=a,
vo = 0 para todo a € Q1.

Podemos determinar los A-mddulos simples, donde A = kQ/I es el dlgebra de caminos de
un carcaj finito, conexo y acotado, como representaciones de (Q, I) gracias a la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.3.13 (2], 111.2.1). Sea A = kQ/I un dlgebra del carcaj acotado (Q,1).
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(a) Para cualquier a € @Qo, S(a) visto como un A-mddulo es isomorfo al tope de los
A-mddulos proyectivos indescomponibles e, A, e, A es unico.

(b) El conjunto {S(a)|a € Qo} es un conjunto completo de representantes de las clases
de isomorfismo de los A-mddulos simples.

Diremos en lo sucesivo que S(a) es el A-médulo simple correspondiente al punto a € Qo.

Demostracién. Dado que S(a), con a € @y, es un k-espacio vectorial de dimensién uno,
tenemos que S(a) define un A-mdédulo simple. Ahora, puesto que el tope de e, A es simple
([2], 1.4.5) y todo homomorfismo de A-mdédulos, cuyo dominio y codominio sean simples
es un isomorfismo obtenemos (a). Por otro lado, para a # b con a,b € @)y tenemos que
S(a) 2 S(b) dado que Hom(S(a), S(b)) = 0. Asi los A-médulos simples S(a), a € Qy, no
son isomorfos por pares. Por lo tanto dado que todo A-mddulo simple S(a) es isomorfo al
tope de e, A y que tenemos un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales
ei, i € Qo, obtenemos (b). ]

Proposicién 2.3.14 ([2], [11.2.2). Sea (M,, ) con a € Qo,a € Q1 una representacion
acotada de (Q,I).

(a) M es semisimple si y solo si v, =0 para cada o € Q.

(b) socM = N, donde N = (N,,1y) con N, = M, si a es un sumidero, y N, =
Uaasb ker(pq - M, — My) si a no es un sumidero. Igualmente definimos 1, =
Ya |y, =0 para cada flecha a con fuente a.

(c) rad M = J donde J = (Ja,Va) con Jo = D pqi(@a : My = Ma) Y Yo = ¢al;,
para toda flecha o con fuente a.

(d) top M = L, donde L = (Lq, %) con L, = M, sia es una fuente, y Lo =, ., coker(¢y
M, — M,) si a no es una fuente. Igualmente definimos ¥, = 0 para cada flecha o
de fuente a.

(e) Para el proyectivo indescomponible P(a) = e, A con a € Qg tenemos la representacion
P(a) = (P(a)y, pp) donde P(a), es el k-espacio vectorial cuya base es el conjunto de
todos los w = w+ I, y w es un camino de a a b. Para una flecha f : b — ¢, la
aplicacion k-lineal pg : P(a), — P(a). esta dada por la multiplicacion derecha por

B=p+1.
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(f) Para el inyectivo indescomponible I(a) = D(Ae,) con a € Qg tenemos la represen-
tacion 1(a) = (I(a), vs) donde I(a), es el dual del k-espacio vectorial con base el
congunto de todos los w = w—+1, yw es un camino de b a a. Para una flecha 8 : b — ¢,
la aplicacion k-lineal pg : I(a), — I(a). esta dada por el dual de la multiplicacion
izquierda por 3 = B+ 1.

A continuacién algunos ejemplos de estos resultados.

FEjemplo 2.3.15. Sea A el algebra de caminos del siguiente carcaj

30 P 02 @ ol

Entonces podemos determinar las dimensiones de los A-mddulos proyectivos indescompo-
nibles:

dimP(1) =[oo1] | dim P(2) =[o11] | dim P(3) =[111]

y las dimensiones de los A-mddulos inyectivos indescomponibles:

dim/(1)=[111]=P(3) |[dimI(2) =[110] |dimI(3) =[100]

A continuacion las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dimrad P(1) = [o00] | dimrad P(2) =[o01] = P(1) | dimrad P(3) = [o11] = P(2)

Y las dimensiones de los zdcalos de los inyectivos:

dimsocI(1) =[oo1] | dimsocI(2) =[o10] |dimsocI(3)=[100]=1I(3)

Ejemplo 2.3.16. Sea A el dlgebra de caminos del siguiente carcaj

30 P ol @ 02

Entonces podemos determinar las dimensiones de los A-mddulos proyectivos indescompo-
nibles:

dimP(1) =[o10] | dim P(2) =[o11] |dim P(3) =[110]

y las dimensiones de los A-mddulos inyectivos indescomponibles:

dim/(1)=[111]=P(3) |[dimI(2) =[oo1] |dimI(3) =[100]
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A continuacién las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dimrad P(1) = [o00] | dimrad P(2) =[o10] = P(1) | dimrad P(3) =[o10] = P(1)

Y las dimensiones de los zécalos de los inyectivos:

dimsocI(1) =[o10] | dimsocI(2) =[o01] |dimsocI(3)=[100]=1I(3)

2.3.1. La Matriz de Cartan

En esta seccion asociamos a cada A-mdédulo un vector de enteros, llamado su vector dimen-
sién. A partir de los vectores dimension de los A-médulos proyectivos indescomponibles
generamos la llamada matriz de Cartan. Recordemos que denotamos por P(j) = e;A,
I(j) = D(Aej) y S(j) = top(e;A) los correspondientes A-médulos proyectivos indescom-
ponibles, inyectivos indescomponibles y A-mddulos simples. En lo que sigue sea A una
k-algebra de dimensién finita bésica y conexa y A = k@ /I un presentaciéon de carcaj
acotado de A, donde ( es un carcaj finito y conexo y I un ideal admisible de kQ).

Definicién 2.3.17. Sea A = k@ /I una k-élgebra y sea M un médulo en mod A. El vector
dimensién de M es definido como el vector

dimy, Me; dimy hom 4 (P(1), M) dimy homy4 (M, I(1))
dim M = : = : = :
dimy Me, dimy, homy (P (n), M) dimy homy (M, I(n))
en 7", donde eq,...,e, son idempotentes primitivos ortogonales de A correspondientes a
los vértices 1,...,n de Q.

Definicién 2.3.18. Sea A una k-algebra basica de dimensién finita con un conjunto com-
pleto {ey,...,e,} de idempotentes primitivos ortogonales. La matriz de Cartan de A es
la matriz n x n

Ci1 T Cin
C,y= e € Mn(Z)
Cn1 Tt Cnn

donde c¢j; = dimy e;Ae;, parai,7 =1,...,n.
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Gracias a la proposicién (I11.2.10) y al lema (II1.2.11) de [2] tenemos los siguientes isomor-
fismos de k-espacios vectoriales e, Ae, = Homa(P(a), P(b)) = Homu(I(a), (b)), y por lo
tanto la matriz de Cartan de A recopila el nimero de homomorfismos linealmente indepen-
dientes entre los A-moédulos proyectivos indescomponibles y el nimero de homomorfismos
linealmente independientes entre los A-moddulos inyectivos indescomponibles. Adicional-
mente tenemos los siguientes hechos elementales sobre la matriz de Cartan.

Proposicién 2.3.19. Sea C'4 la matriz de Cartan de una k-dlgebra bdsica y conera A =
kQ/I. Entonces

(a) La i-ésima columna de C 4 es dim P(i).
(b) La i-ésima fila de C 4 es [dim I(3)]T.
(c) dim P(i) = C 4 - dim S(7).

(d) dim (i) = C% - dim S(i).

Demostracién. (a) sigue de la igualdad e;Ae; = P(i)e; para todo i,j. (b) sigue de la
igualdad dimy, I(i)e; = dimy ejAe; = ¢;; para todo 7, 7. (¢) y (d) siguen de (a) y (b). O
Ejemplo 2.3.20. Sea () el carcaj

8]
1o 02% o3
) Y

acotado por aff = 0,70 = 0. Los A-mddulos proyectivos indescomponibles estan dados por

P(1)=5(1)

[o]
P(2) = k2 k 0

[9]

[80] (6]
P(3) = k2 s 00 k.? < 0 k

(23] (9]

Entonces la matriz de Cartan es
1 2 2
01 2
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Proposicién 2.3.21. Sea A = kQ/I un dlgebra de dimensién global finita. Entonces
det C4 € {—1,1}. En particular la matriz de Cartan C4 de A es invertible en el anillo de
matrices M, (Z).

Otra matriz importante para la teoria es la matriz de Coxeter definida en base a la matriz
de Cartan.

Definicién 2.3.22. Sea A una k-dlgebra bésica de dimension global finita, y sea C4
la matriz de Cartan de A con respecto a un conjunto completo de idempotentes pri-
mitivos y ortogonales {ej,...,e,} de A. La matriz de Coxeter de A es la matriz
b, = —CQC;I. También definimos la multiplicacién izquierda de un vector por esta
matriz como la transformacién de Coxeter.

2.4. Teoria de Auslander-Reiten

Con el objetivo de estudiar los objetos y morfismos de la categoria de A-mddulos finita-
mente generados (mod A), en esta seccién introducimos el carcaj de Auslander-Reiten. En el
caso de algebras de tipo representacion finita este carcaj nos provee completa informacién
acerca de mod A.

También se introduciran las nociones de morfismos irreducibles y sucesiones casi escindi-
bles. Estas herramientas permitieron a Auslander y Reiten elaborar la prueba categdrica
de la primera conjetura de Brauer-Thrall.

En lo que sigue, A denota una k-dlgebra de dimensién finita, £ un cuerpo algebraicamente
cerrado y todos los A-mdédulos son médulos derechos de dimension finita.

2.4.1. Morfismos irreducibles y sucesiones casi escindibles

Dado que todo mdédulo en mod A es una suma directa de mdédulos indescomponibles, salvo
isomorfismos y el orden de los sumandos, el interés recae en estudiar este tipo de médulos
y sus morfismos.

Iniciamos con algunas definiciones de ciertos homomorfismos de A-moédulos que seran in-
dispensables en el desarrollo de la teoria.

Definicién 2.4.1. Sean L, M, N mddulos en mod A.

= Un homomorfismo de A-médulos f : L — M es llamado minimal izquierdo si todo
h € End M tal que hf = f es un automorfismo.
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= Un homomorfismo de A-médulos g : M — N es llamado minimal derecho si todo
k € End M tal que gk = g es un automorfismo.

= Un homomorfismo de A-médulos f : L — M es llamado casi escindible a izquierda
o sumidero si

1. f no es una seccién, y

2. para todo homomorfismo de A-médulos u : L — U que no es una seccion existe
u' : M — U tal que v/ f = u, esto es, existe u’ que hace que el siguiente diagrama
conmute

L— M

= Un homomorfismo de A-médulos g : M — N es llamado casi escindible a derecha
o fuente si

1. g no es una retraccién, y

2. para todo homomorfismo de A-médulos v : V' — N que no es una retraccion
existe v/ : V' — M tal que gv' = v, esto es, existe v' que hace que el siguiente
diagrama conmute

Nt l
// v
K’ g
M —— N
Los morfismos minimales casi escindibles determinan de manera tnica sus destinos o fuentes
como vemos en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.2 ([2], IV.1.2). (a) Si los homomorfismos de A-mddulos f : L — M y
f' i L — M’ son minimales izquierdos casi escindibles, entonces existe un isomorfis-
mo h: M — M’ tal que f" = hf.

(b) Si los homomorfismos de A-médulos g : M — N y ¢ : M' — N son minimales
derechos casi escindibles, entonces existe un isomorfismo k : M — M’ tal que ¢ =

Jk.

Demostracién. (a) Dado que f y f’ son casi escindibles, existe un b’ : M — M’y
WM — Mtal que f"=hfy f=hf. Entonces f = hhfy f' = hh'f. Puesto que f
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y f’ son minimales, hh' y h'h son automorfismos. En consecuencia, h es un isomorfismo. [
Los morfismos casi escindibles estan relacionados con los moédulos indescomponibles co-
mo se observa en el siguiente lema.

Lema 2.4.3 ([2], IV.1.3). (a) Si f:L — M es un morfismo izquierdo casi escindible en
mod A, entonces el modulo L es indescomponible.

(b) Sig: M — N es un morfismo derecho casi escindible en mod A, entonces el mddulo
N es indescomponible.

Demostracién. (a) Asuma que L = L@ Lo, con Ly, Ly distintos de cero y sea p; : L — L;
(con i = 1,2) las respectivas proyecciones. Para cualquier i el homomorfismo p; no es una
seccién. Por lo tanto existe un homomorfismo w; : M — L; tal que u; f = p;. Pero entonces
u=[ut] : M — L satisface uf = 1y, y esto contradice el hecho de que f no es una seccion.
(b) se prueba de forma similar. O

Definicién 2.4.4. Un homomorfismo f: X — Y en mod A es llamado irreducible si:
= f no es una seccién ni tampoco una retraccion y

» si f = fifs, 0 fi es una retraccion o fo es una seccion

Los morfismos irreducibles son precisamente aquellos que no admiten una factorizaciéon no
trivial.

Ejemplo 2.4.5. Sea e € A un idempotente primitivo. Entonces el A-mdédulo derecho eA es
indescomponible y la inclusién rad eA < eA es casi escindible a derecha y es un morfismo
irreducible. De hecho, si v € homy(V,eA) y v no es una retraccién, entonces imv es un
submédulo propio de eA. De [2] 1.4.5.c se sigue que imv C radeA, ie. v : V — eA se
factoriza a traves de rad eA, y en consecuencia, rad eA — eA es casi escindible a derecha.
Por lo tanto de la maximalidad de rad eA en eA tenemos que rad eA < eA es un morfismo
irreducible.

Ahora definimos un tipo de sucesién exacta corta introducida por Auslander y Reiten.
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Definiciéon 2.4.6. Una sucesién exacta corta en mod A

0 v L s M N s 0

es llamada sucesion casi escindible si se cumple:
(a) f es casi escindible minimal a izquierda y
(b) g es casi escindible minimal a derecha.

Dada una sucesion casi escindible, se sigue de 2.4.3 que L y N son moédulos indescompo-
nibles. También, una sucesién casi escindible nunca se escinde (puesto que f no es una
seccién y g no es una retracciéon) por lo tanto L no es inyectivo y, N no es proyectivo.

Adicionalmente, una sucesién casi escindible es determinada tinicamente (salvo isomorfis-
mo) por cada uno de sus médulos finales como se enuncia en el siguiente lema.

Lema 2.4.7. Sean

0 > L > M > N >0 y 0 > L/ > M’ > N’ > 0

dos sucesiones casi escindibles en mod A. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) Los dos sucesiones son isomorfas.
(b) Eziste un isomorfismo L = L' de A-mddulos.
(¢) Eziste un isomorfismo N = N’ de A-mddulos.

Demostracién. Se sigue de 2.4.2. [J

2.4.2. El carcaj de Auslander-Reiten de un algebra

Sea A un algebra de dimensién finita. El objetivo de esta sub-seccién es introduccir el carcaj
de Auslander-Reiten de A. Este tiene por vértices las clases de isomorfismo de A-mddulos
indescomponibles y por flechas los morfismos irreducibles (homomorfismos que no admiten
factorizaciones no triviales) entre estas.

Los morfismos irreducibles se pueden reformular en términos del radical de la categoria
mod A.
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Definicién 2.4.8. (a) El radical (de Jacobson) de una k-categoria aditiva C es el ideal
bilatero rade en C definido por la férmula

rade(X,Y) ={h € C(X,Y)|1x — g o h es invertible para cualquier g € C(Y, X)}
para todos los objetos X y Y de C.

(b) Dado m > 1, definimos la potencia m-ésima rad;'(X,Y) como el subespacio de
rade(X,Y) consistente de todas las sumas finitas de morfismos de la forma

h2 hm

X=X, M X . X, s Xy s X, =Y,

donde h; € rade(X;_1, X;). En el caso de C =mod A, escribimos rads = radpeq 4-

La siguiente proposicién es ttil para la descripcion del radical de espacios de morfismos
en C = mod A dado que los médulos indescomponibles de dimensién finita satisfacen las
hipdtesis de la proposicién.

Proposicién 2.4.9 ([2], A.3.5). Sea C una k-categoria aditiva.

1. Para cualquier objeto Z en C, rade(Z,Z) es el radical de Jacobson del dlgebra de
endomorfismos home(Z, 7).

2. Asuma que X yY son objetos de C tal que las k-dlgebras home (X, X) y home(Y,Y)
son locales; esto es, cada una de ellas tiene un unico ideal maximal. Entoncesrade(X,Y)

es el espacio vectorial de todos los no isomorfismos de X a'Y en C. En particular, si
X 2Y entonces rade(X,Y) = home(X,Y).

El siguiente lema muestra que el espacio cociente rad 4(X,Y)/rad?(X,Y") mide el nimero
de morfismos irreducibles entre los médulos indescomponibles X y Y. Este cociente de

k-espacios vectoriales es llamado el espacio de morfismos irreducibles y lo notamos
como Irr(X,Y).

Lema 2.4.10. Sea X,Y mddulos indescomponibles en mod A. Un morfismo X Ty

es irreducible si y solo si f € rada(X,Y) \ rad’(X,Y).

Si X y Y son médulos indescomponibles en mod A, entonces rad 4(X,Y") es el k-espacio vec-
torial de todos los homomorfismos no invertibles de X a Y. Similarmente, rad? (X, Y) con-
siste de todos los homomorfismos de la forma gf, donde f € rada(X,Z) y g € rada(Z,Y)
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para algin A-médulo Z no necesariamente indescomponible de mod A.

La siguiente proposicién es ttil en la construcciéon del carcaj de Auslander-Reiten. Los
A-médulo proyectivos simples inician el carcaj y los inyectivos simples lo finalizan.

Proposicién 2.4.11 ([2], IV.3.9). (a) Sea S € ob(mod A) un A-mddulo simple proyecti-
vo no inyectivo. St f : S — M es un morfismo irreducible, entonces M es proyectivo.

(b) Sea S € ob(mod A) un A-mddulo simple inyectivo no proyectivo. Si g : M — S es un
morfismo irreducible, entonces M es inyectivo.

Cuando un A-mdédulo no simple es proyectivo e inyectivo tenemos la siguiente sucesién casi
escindible.

Proposicién 2.4.12 ([2], IV.3.11). Sea P un A-mddulo no simple proyectivo e inyectivo.
Entonces la sucesion

q iy
0 —— rad P A (rad P/soc P) & P ck\ P/socP —— 0

es cast escindible, donde i,j son las inclusiones y p,q las proyecciones.
Definimos ahora el carcaj de Auslander-Reiten de una k-algebra A.

Definicién 2.4.13. Sea A una k-algebra de dimension finita béasica y conexa. El carcaj
de Auslander-Reiten I'(mod A) es definido como sigue:

» Los puntos de I'(mod A) son las clases de isomorfismo [X] de los mdédulos indescom-
ponibles X de mod A.

» Sean [M], [N] los puntos en I'(mod A) correspondientes a los médulos indescomponi-
bles M, N en mod A. Las flechas de [M] a [N] estdn biyeccién con los vectores de la
base del k-espacio vectorial Irr(M, N).

Denotamos al conjunto de clases de isomorfismo de A-moédulos predecesores inmediatos de
[M] como [M]~ y similarmente al conjunto de sucesores inmediatos de [M] como [M]T.
Se puede demostrar que para cada M, los conjuntos [M]|~ y [M]~ son finitos. Por lo tanto
cada vértice de I'(mod A) tiene solamente un nimero finito de vecinos. Este tipo de carcajes
es llamado localmente finito.
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Otra consecuencia de la definicion del carcaj de Auslander-Reiten y de morfismo irre-
ducible, es que en este no existen lazos; dado que no pueden existir morfismos irreducibles
entre un mismo vértice.

El tipo de representacion de un algebra nos permite tener criterios de clasificaciéon y sera
un concepto importante en el desarrollo de la teoria.

Definicién 2.4.14. Una k-algebra A de dimension finita se define como un élgebra de
tipo de represencién finita si el nimero de clases de isomorfismo de A-moédulos dere-
chos indecomponibles de dimensién finita es finito. Una k-algebra A se dice de tipo de
representacién infinita si no es de tipo representacion finita.

El teorema de dicotomia manso-salvaje de Drozd nos dice que toda algebra de dimension
finita es de uno de dos tipos de representacién infinita: algebras mansas o algebras sal-
vajes. En ambos casos sus representaciones indescomponibles se presentan como familias
parametrizadas. En el caso de las dlgebras mansas, por varios parametros discretos y uno
continuo. En el caso de las algebras salvajes, parametrizadas por al menos dos parametros
continuos.

Para las dlgebras de tipo representacion finita el carcaj de Auslander-Reiten no tiene multi-
ples flechas entre vértices, como lo enuncia la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.15 ([2], IV.4.9). Sea A un dlgebra de tipo representacion finita. Entonces
['(mod A) no tiene maltiples flechas.

Demostracién. Se mostrara que para cada par M, N de A-médulos indescomponibles
se tiene que dimy Irr(M, N) < 1. Por contradiccién asumamos que existen M, N tales
que dimy Irr(M,N) > 2 y que Irr(M,N) # {0}. Dado que todo morfismo irreducible
es 0 un epimorfismo o un monomorfismo, tenemos que dimy M # dim; N. Supongamos
que dimg M > dimg N. Entonces N no puede ser proyectivo, y existe una sucesion casi
escindible de la forma 0 >y TN s M>2 o F > N » 0 . De aqui obtenemos

dimy 7N =2dimy M + dim; £ — dimy N
Adicionalmente, dimy, Irr(7 N, M) > 2. En consecuencia tenemos que para ¢ > j nimeros

naturales
dimg 7'M > dimg 7'N > dimg 77 M > dimy 77 N.
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Esto implica que la aplicacién N — T'(mod A)y dada por i — 7![N] es inyectiva, y el com-
ponente conexo de I'(mod A) que contiene [N] es infinito. Lo cual es contradictorio dado
que por hipétesis A es de tipo representacion finita. [

A continuacion algunos ejemplos de la construccion del carcaj de Auslander-Reiten.

Ejemplo 2.4.16. Sea A el algebra de caminos del siguiente carcaj

30 P o2 @ ol

En el ejemplo 2.3.15 habiamos calculado los A-mdédulos indescomponibles proyectivos e
inyectivos para este carcaj. Esta informacion es necesaria para construir el carcaj de
Auslander-Reiten.

dimP(1) =[o01] | dimP(2) =[o11] [dim P(3) =[111]

Las dimensiones de los A-mdédulos inyectivos indescomponibles son:

dimI(1)=[111]=P(3) |dimI(2) =[110] [dim[(3) =[100]

A continuacién las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dimrad P(1) = [oo00] | dimrad P(2) =[o01] = P(1) | dimrad P(3) = [o11] = P(2)

Y las dimensiones de los zdcalos de los inyectivos:

dimsocI(1) =[oo1] | dimsocI(2) =[o10] |dimsocI(3)=[100]=1I(3)

Iniciamos el carcaj de Auslander-Reiten con los A-mdédulos proyectivos indescomponibles
simples. En este caso P(1).

También tenemos en cuenta las inclusiones de los radicales de los proyectivos en su respec-
tivo A-médulo proyectivo indescomponible. Tenemos dos inclusiones con esta condicién

rad P(2) — P(2)
=P(1) — P(2)

rad P(3) — P(3)
—P(2) — P(3)
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Como se observa existe un A-modulo proyectivo inyectivo indescomponible no simple
P(3) = I(1) por lo tanto usando la proposicién 2.4.12 tenemos la sucesién casi escindible

/\
\/

rad P(3)/soc P(3)

0 —— rad P(3 (3)/soc P(3) —— 0

la cual reemplazando y simplificando nos queda

P(3)
/ \
P(2)
\ /
S(2)

Analizando las proyecciones I(a) — I(a)/socI(a) encontramos [(2) — 1(2)/socl(2) =

0 —— I(2) —— 0

I(3). Es decir, un inyectivo simple lo cual nos indica que esté serd un vértice terminal del
carcaj de Auslander-Reiten.

Finalmente, compilamos todos estos resultados en el carcaj de Auslander-Reiten. Es de
resaltar que obtuvimos representantes de todas las clases de isomorfismo de los A-médulos
indescomponibles, dado que, como veremos en la seccién siguiente (corolario 2.5.21), el
grafo subyacente @ es Dynkin tipo As y por lo tanto el total de clases de isomorfismo es
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(3-4)/2 =6.
P(3)
[11 1]
/ \
P(2) 1(2)
[0 1 1] [11 0]
P(1) S(2) 1(3)
[0 0 1] [0 1 0] [1 0 0]

En el ejemplo anterior se puede observar que cuando se tiene un subgrafo en el carcaj de
Auslander-Reiten de la forma

tenemos que dim N = dim }"'_, M; — dim 7N. Esta férmula facilita la construccién del
carcaj de Auslander-Reiten, como vemos en el siguiente ejemplo. Esta técnica se conoce
como ‘tejimiento’.

Ejemplo 2.4.17. Sea A el dlgebra de caminos del siguiente carcaj

30 P ol @ o2

En el ejemplo 2.3.16 habiamos calculado los A-mdédulos indescomponibles proyectivos e
inyectivos para este carcaj. Esta informacion es necesaria para construir el carcaj de
Auslander-Reiten.

dimP(1) =[o10] | dimP(2) =[o11] | dim P(3) =[110]
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Las dimensiones de los A-mddulos inyectivos indescomponibles:

dimI(1)=[111]=P(3) |dimI(2) =[oo01] [dimI(3) =[100]

A continuacién las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dimrad P(1) = [o00] | dimrad P(2) =[o10] = P(1) | dimrad P(3) = [o10] = P(1)

Y las dimensiones de los zdcalos de los inyectivos:

dimsocI(1) =[o10] | dimsocI(2) =[oo01] |dimsocI(3)=[100]=I(3)

Iniciamos el carcaj de Auslander-Reiten con los A-mddulos proyectivos indescomponibles
simples. En este caso P(1).
Observemos que rad P(2) = P(1) y rad P(3) = P(1). Por lo tanto el carcaj de Auslander-

Reiten hasta el momento seria

P(2)
[0 1 1]
P(1)
[0 1 0]
P(3)
[11 0]

Podemos en este punto hacer tejimiento, y teniendo en consideracién que este termina
con los inyectivos simples, obtenemos el carcaj de Auslander-Reiten en su totalidad. Es de
resaltar que obtuvimos representantes de todas las clases de isomorfismo de los A-médulos
indescomponibles, dado que, como veremos en la seccién siguiente (corolario 2.5.21), el
grafo subyacente @ es Dynkin tipo As y por lo tanto el total de clases de isomorfismo es
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(3-4)/2 =6.
P(2) 1(3)
[0 1 1] [1 0 0]
P(1) 1(1)
[0 1 0] [11 1]
P(3) 1(2)
[11 0] [0 0 1]

2.4.3. Las Conjeturas de Brauer—Thrall

En los anos 1940’s R. Brauer y R. Thrall investigaron el problema de determinar &lgebras
de tipo representacién finita e infinita. Aunque no publicaron los resultados completos de
sus investigaciones estas darfan lugar a las conjeturas de Brauer—Thrall que serian anun-
ciadas de forma impresa por primera vez por J. Jans en 1957 [15].

Estas conjeturas fueron originalmente propuestas como problemas para estudiantes de pos-
grado por Brauer y resultaron muy fértiles en el desarrollo de la teoria de representacién

[19].

Definicién 2.4.18. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Denotamos por k(m) €
NU{oc} el niimero de clases de isomorfismo de A-médulos indescomponibles con dimensién
m.

El algebra A es llamada de tipo representacién acotada si existe un entero positivo M
tal que k(m) = 0 para todo m > M. En el caso de que A no sea de tipo representacién
acotada y exista una sucesién infinita de dimensiones mo < m; < ... tal que xK(m;) = oo
entonces diremos que el dlgebra A es de tipo representacién fuertemente no acotada.

El siguiente lema se utilizard en la demostracién de la primera conjetura de Brauer—Thrall.
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Lema 2.4.19 ([!], 9.1). (Harada-Sai) Sea A una k-dlgebra de dimension finita y sean
My, ..., M; A-mddulos indescomponibles y sean

f1 ft

s M, —5 M, s M,y —— M,

Mo

homomorfismos radicales. Sit > 2¢ —1 y dim M; < d para todo 0 < i < t, entonces la
composicion f;--- f1 es cero.

Teorema 2.4.20 ([1], 9.2). (Primera Conjetura de Brauer—Thrall) Un dlgebra de tipo
representacion acotada es de tipo representacion finita.

Demostracién. Sea A una k-algebra de tipo representacién acotada. Entonces existe
un entero positivo d tal que xk(m) = 0 para todo m > d. Es decir dimy M < d para
cada A-mdédulo indescomponible M. Definiremos a continuacién una serie de subconjuntos
finitos de I'(mod A). El primer subconjunto consiste de todos los A-médulos proyectivos
indescomponibles Sy = {Py,..., Py} C I'(mod A) y para i > 0 sea

Sit1 ={Y € I'(mod A) | existe una flecha X — Y in I'(mod A) con X € S;}

note que cada S; es finito por las propiedades del carcaj de Auslander-Reiten y que cada
homomorfismo radical X — Y con X € S; se factoriza sobre una suma directa de A-
moédulos en Siyq.

Entonces, si M es un A-mdédulo indescomponible existe un morfismo distinto de cero f :
P — M para algin A-moédulo proyectivo indescomponible P € Sy, y entonces o f es un
isomorfismo y M pertenece a Sy o la factorizacién sobre S; genera dos homomorfismos
fi:P—> M yg : My — M con g1 f; # 0 con f; radical y M; € S;. En el siguiente paso
vemos que si g; no es un isomorfismo, la factorizacion sobre Sy genera un homomorfismo
radical fo : My — My € Sy y go : My — M con gy fs f1 # 0. Inductivamente obtenemos que
o M pertenece a U%;&Sm o existen homomorfismos

f2 faa_y 92d_1
> M2 > ... > MQd_Q —_— MQd_l _— M

Py,

con goa_q faa_q -+ fofi # 0. Dado que esto ultimo no es posible por el lema 2.4.19, tenemos
que cada A-moédulo indescomponible pertenece al conjunto finito Uf:;ol Sm. O

En otras palabras, Una k-dlgebra de dimensién finita o es de tipo representacion finita
o existen modulos indescomponibles de dimension arbitariamente grande. Esta primera
conjetura fué probada inicialmente por A. Roiter en 1968 para cuerpos algebraicamente
cerrados y posteriormente generalizada por M. Auslander en 1974.
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Teorema 2.4.21 ([1], 9.3). (Segqunda Conjetura de Brauer—Thrall) Un dlgebra de tipo
representacion no acotada es de tipo representacion fuertemente no acotada.

En otras palabras, si un dlgebra de dimension finita es de tipo representacién infinita, en-
tonces existe un numero infinito de dimensiones, tal que para cada una existe un nimero
infinito de clases de isomorfismo de moédulos indescomponibles. Para cuerpos algebraica-
mente cerrados con caracteristica distinta de dos, R. Bautista public6 una demostracién
en 1985 de esta segunda conjetura.

2.5. Teorema de Gabriel

En 1972 P. Gabriel clasifico los carcajes de tipo representacién finita en términos de cinco
grafos no orientados llamados diagramas de Dynkin. Este resultado lo enunciamos en el
teorema 2.5.20.

Los carcajes que estudiamos en esta seccién son finitos, conexos, y aciclicos; y cuyas algebras
de caminos son de la forma A = k(Q). Estas algebras resultan ser hereditarias, es decir,
algebras tales que todo submédulo de un A-mdédulo proyectivo es proyectivo.

2.56.1. Diagramas de Dynkin

En esta seccién se hard referencia a ciertos grafos no orientados llamados diagramas de
Dynkin. Estos grafos fueron llamados asi en honor al mateméatico soviético Eugene Dynkin
quien en 1946 los utilizé para simplificar la clasificacion de las algebras de Lie semisimples.
A continuacién listamos los diagramas de Dynkin: A, para n > 1, D,, paran > 4, Es, E;
y Fs, v a los cuales, en lo sucesivo, nos referiremos como los diagramas de Dynkin tipo
ADE.

o
A, o—o—---—o0o—o0 Fj ) o o o o
o
o FEr o o <|3 o o o
AN
D, oO—-+—0 o o
/
) Eg o o o o o ) o

También son importantes, en la clasificacion de los carcajes, los llamados diagramas
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Euclidianos. Estos resultan de agregar un vértice a los anteriores grafos y como vemos
abajo constan de m + 1 vértices.

1
i1 5
A, 1/ \1 Fs 1 2 :ls 2 1
\1—---—1/ 2
1 1 B, 1 2—3 éll 3—2 1
D, \2—---—2/ 3
1/ \1 Es 2—14 (la 5—4—3—2—1

Los vértices de estos grafos corresponden al vector hg de Z™*! el cual es generador del
subgrupo Zhg del grupo libre abeliano Z™**.

En lo sucesivo, notaremos @ al grafo subyacente de un carcaj Q. Es decir, el grafo que
resulta al eliminar las orientaciones de la flechas del carcaj.

A continuaciéon enunciamos algunos lemas en relaciéon a los diagramas Euclideanos que
permiten demostrar que si un carcaj contiene un subgrafo euclidiano, su algebra de caminos
resultard de tipo representacion infinita. El primer lema establece que cuando el grafo
subyacente de un carcaj aciclico no sea Dynkin de tipo ADE, este contendra un subgrafo
Euclidiano.

Lema 2.5.1 ([2], VII.2.1). Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico. Si el grafo subyacente
Q no es un diagrama de Dynkin ADE, entonces Q contiene un diagrama euclidiano ADE
como subgrafo.

Si un subcarcaj " de un carcaj @ es tal que su algebra de caminos kQ' es de tipo repre-
sentacion infinita, entonces k(@) también es de tipo representacion infinita.

Lema 2.5.2 ([2], VIL.2.2). Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico. Si Q' es un subcarcag
de Q tal que el algebra de caminos kQ' es de tipo representacion infinita, entonces el dlgebra
de caminos k(@) es de tipo representacion infinita.



2.5 Teorema de Gabriel 42

2.5.2. Formas Cuadraticas

En la demostracién del teorema de Gabriel la forma cuadratica de un carcaj toma un rol
prominente. En esta seccién estudiamos esta herramienta y compilamos algunos resultados
relevantes.

Iniciamos con la definicién general de forma cuadratica entera.

Definicién 2.5.3. Una forma cuadrética ¢ = ¢(x1,...,x,) sobre Z" en n indeterminadas
x1,%a,...,T, es llamada forma cuadratica entera si es de la forma
n
Z 2 Z
q(-Tla s 7xn) = Z; + A TiXj
i=1 i<j

donde a;; € Z para todo 1, j.

Un vector © = [x1,...,2,]" € Z" es llamado positivo (notado & > 0) si « # 0 y todos los
x; > 0. Adicionalmente una forma cuadratica entera ¢ es llamada:

definida positiva si ¢(x) > 0 para todo x # 0,

semidefinida positiva si g(x) > 0 para todo x € Z",

debilmente definida positiva si ¢(x) > 0 para todo = > 0,

indefinida si g(x) < 0 para algin x # 0.

Un vector & € Z" tal que g(x) = 1 es llamado una raiz de g.

Definimos ahora la forma cuadratica asociada a un carcaj Q).

Definicién 2.5.4. Sea () un carcaj finito, conexo y aciclico. La forma cuadratica de un
carcaj Q se define como

QQ(ZL') = Z CUZQ - Z Ts(a)Tt(a)s

i€Qo ac@1
donde ® =[xy ...2,]' € Z".

Otra forma cuadratica importante para el desarrollo de la teoria es la forma cuadratica de
Euler que definimos a continuacién.
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Definicién 2.5.5. Sea A una k-algebra bésica de dimension global finita y sea C'4 la
matriz de Cartan de A con respecto a un conjunto completo de idempotentes primitivos y
ortogonales {eq,...,e,} de A.

La caracteristica de Euler de A es la Z-forma bilineal no simétrica (—, —) , : Z"xXZ" — Z
definida por (z,y) , = z(C ")y, para x,y € Z".

La forma cuadratica de Euler de un algebra A es la forma cuadrética q4 : Z" — Z
definida por ga(x) = (x,x) , para € Z".

Ejemplo 2.5.6. Sea @) el carcaj
«
lo é? o2

conocido como el carcaj 2-Kronecker. Entonces,

E 0
A=kQ =
kK k
y sus A-moédulos proyectivos son
dim P(1) = [10]
dim P(2) = [21]
y por lo tanto su matriz de Cartan es
1 2
Cy=
0 1
y
10
(CA) =
-2 1
Entonces

(T, y) 4 = T191 — 27201 + Ty
y su matriz de Coxeter es
-1 2
-2 3

P, =
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Dado que los vectores dimension son positivos y que sus componentes son elementos de Z
tenemos que la forma cuadratica de un carcaj finito, conexo y aciclico gg no depende de la
orientacién de las flechas. Adicionalmente en este caso, esta forma coincide con la forma
cuadratica de Euler.

Lema 2.5.7 ([2], VIL4.1). Sea Q un carcaj finito, conezxo y aciclico. Entonces la forma
cuadrdtica de Euler Q4 del dlgebra de caminos A = kQ y la forma cuadrdtica qq del carcaj
Q coinciden. Adicionalmente,

qa(x) = ) 2} — aywix;,
1€Qo
donde a;; = dimy, Ext!, (S(), S(5)).

El siguiente lema relaciona la positividad de la forma cuadratica de un carcaj con la
condicién de que su grafo subyacente sea Dynkin de tipo ADE.

Lema 2.5.8 ([!], 8.17). La forma cuadrdtica qq de un carcaj Q@ cuyo grafo subyacente Q
es un diagrama de Dynkin tipo ADE es definida positiva.

Demostracion. Para () = D,, la estrategia es completar cuadrados para obtener una
expesion de la forma

qo(z) =(71 — 1/223)* + (w2 — 1/223)* + 1/2(z3 — 24)* + . ..
+1/2(x; — 1) + oo+ 1/2(T0y — 2,)* +1/222
de lo cual es claro que ga(x) > 0 siempre que x # 0. Para el caso de QQ = A, note que este
se puede obtener de restringir D,, 1 y por lo tanto al ajustar la forma g4 esta sigue siendo
definida positivamente. Para el caso @ = Ejs tenemos
qo =(x1 — 1/219)* + 3/4(zs — 2/324)* + (x5 — 1/224)* + 5/12(24 — 6/525)°
+2/5(w5 — 5/416) + 3/8(z6 — 4/3x7)* + 1/3(x7 — 3/228)* + 1 /423

la cual es definida positivamente. Los casos Fg, 7 son restricciones de Fg y por lo tanto
son formas definidas positivamente también. O

La siguiente proposicion caracteriza los diagramas de Dynkin tipo ADE y los diagramas
euclideanos en términos de sus formas cuadraticas.
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Proposicién 2.5.9 ([2], VIL.4.5). Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico, y sea Q el
grafo subyacente de Q).

(a) Q es un diagrama Dynkin tipo ADE si y solamente si qq es definida positiva.

(b) Q es un diagrama Euclideano si y solamente si qq es semidefinida positiva pero no
positiva definida.

(c¢) Q no es un diagrama Dynkin de tipo ADE ni un diagrama Euclideano si y solamente
st qg es indefinida.

Demostracién. (a) (=) Lema anterior. (a,b) (<) (Esquema) Asumamos que gg es semi-
definida positiva. Entonces si Q no es Dynkin tipo ADE, Q contiene un subgrafo Euclidiano
que no puede ser propio y por lo tanto @ es en si mismo un diagrama Euclideano. (c) (=)
Sea @ un grafo que no es ni Dynkin tipo ADE ni Euclideano. Entonces por (b) ¢g no
es semidefinida positiva y por lo tanto indefinida. (c¢) (<=) Si ¢g no es definida positiva ni
semidefinida positiva entonces por (a) y (b) @ no es ni Dynkin tipo ADE ni Euclideano. [J

A partir del resultado anterior se puede establecer una equivalencia, en el caso de que Q
sea Dynkin de tipo ADE, entre la condicién de que g¢ sea débilmente definida positiva y
sea definida positiva.

Proposicién 2.5.10 ([2], VIL.4.6). Sea Q un carcaj finito, conezxo y aciclico. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. qq es debilmente definida positiva.
2. qq es definida positiva.

3. El grafo subyacente Q de Q es un diagrama de Dynkin tipo ADE.

2.5.3. Teorema de Gabriel

En la literatura existen diferentes enfoques a la demostracion del teorema de Gabriel, en
este apartado seguimos principalmente la demostracién de Barot en [1], la cual a su vez
esta basada en la demostraciéon de Ringel en [20].

Iniciamos con los siguientes lemas, los cuales establecen algunas relaciones entre los com-
ponentes preproyectivos y preinyectivos del carcaj de Auslander-Reiten de un algebra A y
su tipo de representacion.
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Lema 2.5.11 ([1], 7.7). Si A es una k-dlgebra de dimensidn finita y coneza, tal que su carcaj
de Auslander-Reiten I'(mod A) contiene un componente finito C, entonces C' = I'(mod A).

Lema 2.5.12 ([1], 7.10). Si A es una k-dlgebra hereditaria de dimensidon finita, entonces
en I'(mod A) cada A-mddulo proyectivo esta contenido en un componente preproyectivo
y dualmente cada A-mddulo inyectivo en un componente preinyectivo. Si A es conexa,
entonces existe un unico componente preproyectivo y un unico componente preinyectivo.
Adicionalmente en este caso, el componente preproyectivo es preinyectivo si y solo si A es
de tipo representacion finita.

A continuacién definimos lo que significa que un A-médulo sea un “ladrillo”.

Definicién 2.5.13. Sea A una k-algebra de dimensién finita. Un A-médulo M tal que
End M = k es llamado un ladrillo.

Un ladrillo es un A-moédulo indescomponible. Sin embargo existen A-médulos indescom-
ponibles que no son ladrillos. En la proposicion siguiente tenemos condiciones suficientes
para que un A-médulo indescomponible lo sea.

Proposicién 2.5.14 ([1], 7.11). Si A es una k-dlgebra hereditaria de dimension finita y
coneza, y C' es un componente preproyectivo o preinyectivo de I'(mod A), entonces para
cada A-mddulo indescomponible M € C tenemos End M = k y Ext!, (M, M) = 0.

El siguiente lema establece una desigualdad necesaria en la demostracién del teorema de
Gabriel.

Lema 2.5.15 ([!], 9.4). Sea A una k-dlgebra de dimension finita y sea €

0 v M —2 s B by N y 0

una sucesion exacta corta de A-modulos. Si la sucesion € no es escindible, entonces se
cumple la siguiente desigualdad

dimy, End4(F) < dimy Ends(M @ N).

Demostracién. Aplicamos el funtor Hom 4 (—, E) a la sucesién exacta corta e para obtener

0 —— Hom(N, B)"™ ™Y gnq g™ P yomv, B) —— 0
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y por lo tanto

dimy End4(F) =dimg Homu (N, E) + dimg(im Hom 4 (a, E))

' _ (2.5.16)
<dimy Homy4 (N, E) + dimy Hom4 (M, E).
Similarmente, aplicando el funtor Hom4 (M, —) a € obtenemos
dimy, Homy (M, E) <dimy Hom 4 (M, M) + dimy Hom 4 (M, N) (2.5.17)

=dimy, Homy (M, M & N).
Finalmente, aplicando Hom,(F, —) a € obtenemos la sucesién exacta

0 —— Hom(N, M) —— Hom(N, E) —— Hom(N, N) —2% Ext},(N, M) ,

donde § es el homomorfismo de conexién, el cual es distinto de cero dado que §(idy) = € # 0.
Por lo tanto obtenemos la desigualdad

dimy Homy (N, F) < dim; Homy (N, M) 4+ dimg Homa (N, N)

: (2.5.18)
=dimy Hom4 (N, M @& N).
Substituyendo 2.5.17 y 2.5.18 en 2.5.16 obtenemos
dimg End4(F) < dimg Homy (M, M & N) + dimy Homa (N, M @ N)
=dimy Ends(M & N)
que es lo que queriamos probar. O

La siguiente proposicion es importante porque como corolario a ella, tenemos que la forma
cuadratica qg de un carcaj () cuyo grafo subyacente es un diagrama de Dynkin tiene un
nimero finito de raices.

Proposicién 2.5.19 ([!], 8.19). Sea q : Z"" — 7Z una forma cuadrdtica definida positiva-
mente. Entonces para cualquier r € N la imagen inversa q~*(r) es un conjunto finito.

Procedemos a enunciar el teorema de Gabriel, el cual establece que un algebra de caminos es

de tipo representacion finita si y solamente si el grafo subyacente del carcaj es un diagrama
Dynkin de tipo ADE.

Teorema 2.5.20 ([1], 9.5). (Teorema de Gabriel) Sea Q) un carcaj finito, conexo, y aciclico.
k un cuerpo algebraicamente cerrado y A = kQ el dlgebra de caminos de Q).
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(a) Entonces el dlgebra A es de tipo representacion finita si y solamente si el grafo sub-
yacente Q de Q es uno de los diagramas de Dynkin tipo ADE.

(b) Si Q es un diagrama de Dynkin ADE, entonces existe una biyeccion entre el con-
Junto de clases de isomorfismo de A-mddulos indescomponibles y el conjunto {x €
N"|go(x) = 1} de raices positivas de la forma cuadrdtica qq de Q.

Demostraciéon. Dado que A es una k-algebra conexa y hereditaria, observe que por el
lema 2.5.12 existe un tnico componente preproyectivo C' en I'(mod A). Inicialmente note
que las siguientes tres condiciones son equivalentes

(a) A es de tipo representacién finita.

(b) C es una componente finita.
(c) C' =T (mod A).

En efecto, (a) implica (b) necesariamente. (b) implica (c) por el lema 2.5.11 y (c) implica
(a) por el lema 2.5.12, dado que el componente C' es preinyectivo también. Adicionalmente,
por el lema 2.5.14, para todo A-médulo indescomponible M € C', tenemos que que dim M
es una raiz de qg.

Dado que el grafo subyacente Q de Q es uno de los diagramas de Dynkin tipo ADE si y solo
si qg es definida positivamente, supongamos inicialmente que g es definida positivamente.
De la proposicién 2.5.19 se sigue que existe un ntimero finito de raices de gg. Afirmamos
que C es una componente finita. En efecto, basta con mostrar que existe a lo sumo un
A-médulo indescomponible M con dim M = d para toda raiz d. Asuma que M, N € C son
dos A-mddulos indescomponibles con vector dimension d. Entonces

1 = qo(d) = (dim M, dim N) = dim;, Hom(M, N) — dim Ext}, (M, N)

muestra que Hom(M, N) # 0. Similarmente, Hom(N, M) # 0 por lo tanto M = N dado
que en C no existen ciclos. Es decir, hemos demostrado que si el grafo subyacente @ de
@ es uno de los diagramas de Dynkin tipo ADE entonces A es de tipo representacién finita.

Reciprocamente, suponga ahora que C' es una componente finita. Entonces A es de tipo
representacion finita y por lo tanto gg es debilmente definida positiva y puesto que A es
un algebra hereditaria la condicién de gg de ser debilmente definida positiva es equivalen-
te a ser definida positiva. Finalmente por el corolario 2.5.10 esto equivale a que @ es un
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diagrama de Dynkin.

Adicionalmente, si es posible mostrar que para cada raiz positiva d de gq existe al menos
un A-moédulo indescomponible M con dim M = d, entonces existe solamente un numero
finito de raices dado que I'(mod A) = C'. Asi, asuma que d es una raiz positiva de ¢g. Dado
que d es positivo podemos construir un A-médulo M = @,¢q, Sg(w)(x) donde d(z) es la
componente del vértice x del vector dimensién d. Escoja M de tal forma que dimy End M
sea minima. Descomponga M en indescomponibles M = @!_; M;. Por el lema 2.5.14 te-
nemos Ext'(M;, M;) = 0 y de 2.5.15 se sigue que Ext'(M;, M]) = 0 donde M = &;.;M;,
porque en caso contrario existiria alguna sucesion exacta corta no escindible

0 > M/ > B > M, > 0
y en consecuencia

lo cual es contradictorio con la minimalidad de End4(M) dado que dim E = dim M; +
dim M/ = dim M. Esto muestra que Ext} (M, M) = 0. Entonces de

t
1 = go(dim M) = dimy Ends(M) > Zdimk Ends(M;) =t
i=1
se sigue que t = 1, es decir, que M es indescomponible. Entonces se ha demostrado la

biyeccién entre el conjunto de A-mdédulos indescomponibles y el conjunto de raices positivas
de qq. O

Corolario 2.5.21. El numero de clases de isomorfismo de A-mddulos indescomponibles
es

» n(n+1)/2 si Q es un diagrama Dynkin A, n > 4.
» 0% —n siQ es un diagrama Dynkin D, n > 4.

» 36 si Q es un diagrama Dynkin Ej.

» 63 si Q es un diagrama Dynkin F;.

» 120 si Q es un diagrama Dynkin Fy.

Una observacion directa de estos resultados es que la finitud del tipo de representacién de
un algebra de caminos no depende de la orientacién del carcaj asociado.
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2.6. Variedades de Representaciones

En esta seccion abordaremos conceptos bésicos de la teoria clasica de variedades de re-
presentaciones. Posteriormente, en el capitulo 5, estudiamos un nuevo enfoque basado en
bases de Grobner no conmutativas como propone Green et al. en [11].

A menos que se indique lo contrario, los carcajes se asumen finitos y conexos en esta seccién.

Inicialmente definimos el concepto de variedad de representaciones y algunas propiedades
que permiten explorar ciertos tipos de representaciones mas alla del tipo de representaciéon
finita. Después abordaremos conceptos introductorios de la teoria de invariantes geométrica
aplicada a estas variedades. Nos basamos principalmente en las notas de R. Kinser [10] y
en el texto de Derksen [0].

Definicién 2.6.1. Fije un carcaj ) y un vector dimensién d. El espacio de represen-
taciones enmarcadas de () con vector dimension d es

rep(Q, d) = @ Ma(a) s (k)

ac@Qq

donde M, (k) es el dlgebra de matrices de tamano n X m con entradas en k.

Un elemento de rep(Q,d) serd notado como V = (V,).eq,. Note que cada punto de
rep(Q, d) determina una representacién de ) dado que tomando las dimensiones de cada
matriz se pueden establecer las dimensiones de los k-espacios vectoriales origen y destino
para cada flecha.

Ejemplo 2.6.2. Sea () el siguiente carcaj

30 @ ol P 02

y d = [223]. Entonces cada elemento V' = (V,,, V3) del k-espacio vectorial rep(Q, d) es de
la forma

Eokl |k kK
okl koK

y rep(Q,d) = k',
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Definicién 2.6.3. Fije un carcaj () y un vector dimensién d. El grupo de cambio de
base para rep(Q, d) es

GL(d) = ] GL(d())

1€Qo
donde GL(n) denota el grupo lineal general de las matrices invertibles n x n con entradas
de k.

Notaremos un elemento de GL(d) como g = (¢;)ieq,. Existe una accién natural izquierda
de GL(d) que actia sobre rep(Q, d) dada por

9V =(9:)icqo - (Va)acar = (9(a)VaGuia))aca:

Existe una relacién entre las GL(d)-6rbitas y la condicién de que dos representaciones de
() sean isomorfas.

Proposicién 2.6.4 ([10], 2.8). Dos puntos V,V' € rep(Q,d) pertenecen a la misma
GL(d)-drbita si y solo si V=V’ como representaciones de Q.

Demostracién. Para cualquier g = (¢g;)icq, € GL(d) se tiene
gt(a)vags_((ll) = ‘/; < gt(a)Va = Va/gs(a)

para todo a € Q1 y donde V.V’ son las representaciones de () inducidas por los puntos
V,V'. La existencia de g que satisface la ecuacién de la derecha nos provee del isomorfismo
requerido. O

Definimos ahora que se entiende por variedad de representaciones.

Definicién 2.6.5. Sea (@), R) un carcaj con relaciones y d un vector dimension de ). La
variedad de representaciones rep(Q, R, d) se define como el conjunto

rep(Q, R,d) = {M € rep(Q, d) | M satisface todas las relaciones en R}.
Ejemplo 2.6.6. Sea () el siguiente carcaj

30 @ o2 P ol
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y d = [223]. Entonces cada elemento V = (V,,, Vj3) del k-espacio vectorial rep(Q, d) es de
la forma

a b /

|9
c d

i
y rep(Q,d) = k'°. Definimos una tnica relacion R = {af3}. Entonces rep(Q, R,d) =

V., Vi) € rep(Q,d) | V3V, = 0}. Por lo tanto rep(Q, R, d) = k'° y basta con efectuar la
{(Va, Vs p 5 P
multiplicacion de matrices

e f , ea+ fc eb+ fb
a

VsVa=|g h|- A ga+he gb+ hd
c

77 ta+ jc b+ jd

e igualar a ceros los polinomios resultantes para obtener todos los puntos que yacen en
esta variedad. Es decir, todos los puntos = (a,b,c,d, e, f,g,h,i,j) € k' que satisfacen
el siguiente sistema de polinomios en k[a,b,c,d, e, f, g, h, 1, j]

(ea+ fc=0
eb+ fb=20
ga+hc=0
gb+hd=0
1a+jc=10
b+ jd =0

definen esta variedad afin en el espacio afin k'°.

Teniendo en consideracién los carcajes con relaciones tenemos un refinamiento de la anterior
proposicion.

Proposicién 2.6.7 ([10], 2.19). Para cualquier (Q, R,d), el conjunto rep(Q, R,d) es una
subvariedad de rep(Q,d) el cual es enviado a si mismo por la accion de GL(d). Adi-
cionamente, sus GL(d)-drbitas estan en biyeccion con las clases de isomorfismo de las
representaciones de (Q, R) con vector dimension d.

Note que si ) es un carcaj de tipo representacion finita, entonces rep(Q), d) tiene un nime-
ro finito de orbitas para cualquier vector dimension d. Asi, uno de los objetivos de la teoria
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es encontrar subconjuntos apropiados U € rep(Q, R, d) que sean GL-estables en los cuales
las orbitas puedan ser parametrizadas por datos continuos.

Puesto que clasificar todas las representaciones de un carcaj con relaciones se considera
fuera del alcance de las teorias actuales, una alternativa es restringirnos a estudiar ciertas
clases de representaciones. Uno de estos enfoques se concentra en las representaciones que
yacen en subconjuntos densos de cada rep(Q, R, d). Como es habitual en Geometria Alge-
braica, el espacio afin se considera dotado de la topologia de Zariski; la cual definimos en
4.1. Estas representaciones son llamadas generales. Con esta idea se definen a continua-
cion ciertas propiedades finitistas para carcajes con relaciones.

Definicién 2.6.8. Un carcaj con relaciones (@, R) tiene la propiedad de 6rbita densa
si, para todo d, la variedad rep(Q, R, d) tiene un subconjunto Zariski denso con un niimero
finito de drbitas.

Un A-médulo ladrillo, como se definié en 2.5.13, también se conoce como representacion
Schur.

Definicién 2.6.9. Diremos que (@, R) es de tipo representacién Schur finita si para todo
d, existe un numero finito de representaciones Schur para el vector dimensién d.

De manera andloga a la teoria cldsica, se desea saber si en general (@, R) es de tipo repre-
sentacion Schur finita, o no, es decir si presenta un nimero arbitrario de representaciones

Schur.
Se tiene la siguiente proposicion que relaciona las anteriores definiciones.

Proposicién 2.6.10 ([16], 4.5). Para cualquier carcaj con relaciones (Q, R) se tiene
Tipo representacion finita = Propiedad de orbita densa = Tipo representacion Schur finita

El interés recae entonces en estudiar las érbitas de la accién de un grupo G L(d) sobre una
variedad rep(Q, R, d). Sin embargo el espacio topoldgico cociente rep(Q, R, d)/ GL(d) no
tiene una estructura de variedad. Asi, una estrategia es utilizar técnicas de la Teoria de
Invariantes Geométrica (GIT), la cual provee una aproximacion a este cociente.

Enunciamos, en lo que queda de esta seccién, algunos conceptos introductorios a esta teoria,
sin pretender ser exhaustivos. El proposito es lograr una idea general de conceptos, que
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permita contrastarlos con conceptos del nuevo enfoque de variedades de algebras de cami-
nos usando bases de Grobner, los cuales se estudiaran en el proximo capitulo. Iniciamos
con unas definiciones.

Un grupo algebraico afin (también conocido como grupo lineal algebraico) es una varie-
dad afin con estructura de grupo. Todo grupo algebraico afin es isomorfo a un subconjunto
de GL(V) donde V' es un espacio vectorial de dimensién finita.

Definicién 2.6.11. Suponga que G es un grupo algebraico afin. Una representaciéon
racional de G es un homomorfismo p : G — GL(V') de grupos algebraicos afines, donde
V' es un C-espacio vectorial de dimension finita.

Si el grupo algebraico afin G actia regularmente (i.e. es un morfismo de variedades) sobre
la variedad X, entonces G' también actia sobre el anillo de coordenadas afines C[X]| =
klxy,...,2,]/I(X) de la siguiente forma. Si f € C[X]y g € G, entonces

g-f=(9-x)=flg"")
para todo x € X.

Adicionalmente, si un grupo G actia sobre un conjunto V, entonces V¥ = {v € V| g-v =
v para todo g € G} denota el subconjunto de V' de elementos G-invariantes.

El anillo de invariantes de una G-accién sobre C[X] se notard C[X]“. Este anillo resulta
ser una C-algebra.

Ejemplo 2.6.12. Supongamos que V = C" y que el grupo simétrico S™ actiia sobre V
permutando las coordenadas. Entonces el anillo de invariantes es

s
Clx, ..., z,)"" = Cley, ..., €]
donde Cley, . .., e,] denota el conjunto de polinomios elementales simétricos en C, con
€ — E Ly Lijg * v " Ly
1 <ig<-<ip

Para definir grupo linealmente reductivo necesitamos el concepto de operador de Reynolds
el cual se puede ver como un promedio sobre todo el grupo.

Suponga que G es un grupo algebraico afin. Considere la accion de GG sobre si mismo por
la izquierda. Entonces G actia sobre C[G] como sigue. Si h € Gy f € C[X], entonces

(h % f)(g) = f(h™"g)
para todo g € G.
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Definicién 2.6.13. Suponga que G es un grupo algebraico afin. Una aplicacién lineal
R:C[G] = C
es llamado un operador de Reynolds si este satisface las siguientes dos condiciones:
(a) R(1) =1,
(b) R(h x f)=TR(f) paratodo h € Gy f € C[G].

Un grupo lineal algebraico es llamado linealmente reductivo si existe un operador de
Reynolds R : C[G] — C. En el caso de espacios sobre C un grupo lineal reductivo es
equivalente al concepto de grupo reductivo.

2.6.1. EIl Anillo de Semi-invariantes

Un caracter multiplicativo de G es un homomorfismo de grupos algebraicos y : G —
G,, donde G,, es el grupo multiplicativo (C*,). Para el caso de G = GL, tenemos que
X : GL, — G,, es de la forma y(A) = det(A)* para algtin k¥ € Z. Si @ es un carcaj, una
funcion o : Qy — Z es llamada funcién peso para el carcaj ). Un caracter multiplicativo
del grupo de cambio de base GL(d) se nota x, y se define como

Xo(A(z)) = ] det(B(y))"™
YyEQo
para un z € )y y alguna funcién de peso o de Q). La matriz B(y) corresponde a la matriz

del vértice y € @y de GL(d).

Para un vector dimension d de un carcaj () evaluamos la funcién peso o asi

z€Qo

Supongamos que V es una representacion de un grupo lineal algebraico. Diremos que
f € C[V] es un semi-invariante de peso x si g - f = x(g)f para todo g € G. El conjunto
de semi-invariantes de peso x es un subespacio de C[V] y sera denotado C[V],. El anillo
de semi-invariantes es SI(G, V) := @, C[V],.
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Lema 2.6.14 ([0], 9.4.1). Suponga que G es un grupo algebraico. Sea [G,G] el subgrupo
algebraico mds pequerio de G que contiene todos los conmutadores ghg=*h™! con g,h € G.
Entonces el anillo de semi-invariantes es igual al anillo de invariantes del subgrupo |G, G]
actuando sobre C[V], es decir

SI(G, V) = C[V]lee,

Bajo ciertas condiciones el anillo de semi-invariantes es un anillo de polinomios como vemos
en el siguiente lema.

Lema 2.6.15. (Sato-Kimura) Sea V' una representacion de un grupo algebraico lineal G y
tal que la accion tiene una orbita abierta densa. Entonces el anillo de semi-invariantes es
un anillo de polinomios.

En el caso de carcajes de tipo representacién finita, las hipotesis del anterior lema se
satisfacen.

Ejemplo 2.6.16. Sea () un carcaj de tipo representacién finita y d un vector dimension.
Entonces el grupo algebraico lineal GL(d) actia sobre rep(Q,d). Dado que @ es de tipo
representacion finita, existe un nimero finito de 6rbitas, una de las cuales tiene que ser
densa. Por lo tanto por el lema de Sato-Kimura, el anillo de semi-invariantes es un anillo
de polinomios y serd notado SI(Q, d). Adicionalmente, dado que [GL(d), GL(d)] = SLgq =
erQo SLg4(z) tenemos que

SI(Q,d) = Clrep(Q, d))*"

por el lema 2.6.14.

El espacio de semi-invariantes de peso ¢ de un carcaj () se define como

SI(Q7 d)o = {f € C[rep(Q, d)] |para todo A € GL(d)u A- f= XU(A)f}

Note que SI(Q,d), € SI(Q, d).

2.6.2. Semi-invariantes de Schofield

Revisamos en esta seccién el método de Schofield para construir semi-invariantes de re-
presentaciones. Sea ) un carcaj aciclico, d, e vectores dimensién y V' € rep(Q,d), W €
rep(@, e). Entonces definimos la siguiente transformacién lineal

dyy - €D Home(V,, W,) = @ Home (Vi(ay, Wia)

€Qo a€Q
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definida por
dK/(qﬁ) - (¢t(a)va - Wa¢s(a))a€Q1

donde ¢ = (¢, )zeq,- Entonces tenemos que

ker dyy, = Homg(V, W)

coker dy, = Extg(V, W).

La forma caracteristica de Euler (ver 2.5.5) de un carcaj aciclico () se puede expresar en
términos de las dimensiones de sus vértices como vemos a continuacién.

(d,e) =dim Homg(V, W) — dim Exto(V, W)
=Y d@e(r) = Y d(s(a)e(t(a)).

z€Qo a€Qn

Por lo tanto la matriz djj, es cuadrada si y solo si (d, e) = 0.

Definimos a continuacion los invariantes de Schofield.

Definicién 2.6.17. Sean d y e vectores dimensién fijos de un carcaj aciclico (). Ademas
suponga que (d,e) = 0. Sea ¢ : rep(Q,d) x rep(Q,e) — k un polinomio definido por
c(V,W) = det(d};;). Las funciones polinomiales

» ¢V = ¢(V,—) definida sobre rep(Q, e) para un V € rep(Q, d) fijo,

» oy = ¢(—, W) definida sobre rep(Q, d) para un W € rep(Q, e) fijo,
se conocen como semi-invariantes de Schofield.

Estas funciones son semi-invariantes dado que ¢" v ¢ son SL-invariantes, y teniendo en
consideracién el ejemplo 2.6.16, tenemos que ¢¥ € SI(Q,d) y cw € SI(Q, e).

A partir de la forma caracteristica de Euler podemos definir las siguientes funciones de
peso para vectores dimension d y e

o(x) =(d,—) =d(x) - > d(s(a)) (2.6.18)
a€Q1
t(a)=z

() =(—e) =e(x)— > e(t(a)) (2.6.19)

aeQ
s(a)=z
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para un r € @o.
Cuando se cumple (d,e) = 0 con d y e vectores dimensién fijos de un carcaj aciclico @
tenemos que ¢¥ € SI(Q, €)(o,—y y similarmente ¢y € SI(Q, d)_(_ ¢).

Finalmente llegamos al siguiente teorema, donde se establecen las condiciones suficientes
para que el anillo de semi-invariantes sea generado por los semi-invariantes de Schofield.

Teorema 2.6.20 ([0], 10.7.1). Sea g un vector dimension de un carcaj aciclico Q.
(a) SI(Q, g), es distinto de cero para algin peso o, entonces o(g) = 0.

(b) SI(Q,g), es distinto de cero, entonces o = (d, —) para algin vector dimension d de
Q v SI(Q,g), es generado por semi-invariantes de tipo ¢, con V € rep(Q, d).

(c) SI(Q,g), es distinto de cero, entonces 0 = — (—, e) para algin vector dimension e
de Q y SI(Q,g), es generado por semi-invariantes de tipo cyy, con W € rep(Q,e).

(d) {d,g) = (g,e) =0

El siguiente importante corolario relaciona el anillo de semi-invariantes de () con las repre-
sentaciones indescomponibles de Q).

Corolario 2.6.21. El anillo de semi-invariantes SI(Q), €) es generado por semi-invariantes
de la forma ¢V donde V es una representacion indescomponible de Q.

Recapitulando. Sea () un carcaj de tipo representacion finita y W € rep(Q, e) una repre-
sentacion tal que su orbita sea densa. Recordemos que para todo vector dimension e el
anillo SI(Q, e) es generado, como C-élgebra, por los semi-invariantes de tipo ¢" donde V' es
una representacién indescomponible de @ con vector dimensién d que satisface (d, e) = 0.
Solo es necesario considerar representaciones V para las cuales ¢V es distinto de cero lo que
es equivalente a Homg(V, W) = 0.

Sean Vi, ..., V, representaciones indescomponibles de () y sean dy, ..., d, sus respectivos
vectores dimensién. Los generadores polinomiales de SI(Q, €) son lo polinomios irreducibles
1, c% tal que i £ 0 coni € {1,...,r}. Estos son los semi-invariantes ¢' para los
cuales su respectivo vector dimension d; es irreducible en el monoide C' = Nd; + - - - + Nd,.,
i.e., d; no es la suma de dos vectores dimensién en C'.
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Ejemplo 2.6.22. Sea () el carcaj

lo —2— 02 g o3 ] o4
Seleccionamos un vector dimensién e = [1 2 1 2] y procedemos a calcular el peso por defecto
7 usando 2.6.19
7(l)=1-2=-1
T(2)=2-0=2
7(3) =1-2=-1
T(4)=2-1=

por lo tanto 7 = [-12 -11].

Necesitamos determinar los vectores dimensién d; correspondientes a representaciones in-
descomponibles de @ tal que (d;,e) = 0. Los vectores dimensién de todas las representa-
ciones indescomponibles de () son:

[o100],[1100],[0110],[1110],[0111]

Y

[oo10],[1111],[o011],[1000],[0001]

Los tnicos vectores dimension d; que satisfacen (d;,e) =0sond; = [1110]ydy =[0011]
y cuyas correspondientes representaciones indescomponibles notaremos Vi, V5.

([1t110],[1212]) =0
([oo11],[1212 0

Estos dos vectores dimensién son irreducibles en el monomio C' = Nd; + Nd,. Entonces los

Vi

semi-invariantes ¢" serian

"t =det(V, V)
c"? =det(V,)
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ahora determinamos cuales de los polinomios semi-invariantes ¢"*, ¢"2 son distintos de cero.
SiY =[o001], vemos que c*? es cero, dado que d}‘f" =0

Vv 0 > (0 < 1« 1
L I (I
Y 0 > 0 < 0 < 1

El semi-invariante ¢"! es distinto de cero y por lo tanto ¢** es el tinico generador de SI(Q, e).

Ejemplo 2.6.23. Sea () el carcaj

0H

lc
b by

a a
o4 Ly 02 2 5 01 « 03« X§)

~

Seleccionamos un vector dimensién e = | , 3 5 ; y procedemos a calcular el peso por defecto
7 usando 2.6.19

r4)=1-2=-1
7(2) =2-3=-1
(1) =3—0=

7(3) =2-3=-1
7(6) =1—-2=—1
7(5) =1—-3=-2

_ -2
porlo tanto 7= _; ;5 4 _;.

Necesitamos determinar los vectores dimensién d; correspondientes a representaciones in-
descomponibles de @ tal que (d;,e) = 0. Este carcaj es de tipo Eg por lo tanto tiene
36 representaciones indescomponibles. Los tinicos vectores dimension d; que satisfacen
(d;,e) =0 son

— 0 — 0 — 1 — 1
d1_11110d2_01111d3_01100d4_00110

— 1 — 1 — 1
d5_11211d6_12210d7_01221

y cuyas correspondientes representaciones indescomponibles notaremos Vi, Vs, ..., V7. De
entre estos vectores dimension, dg = d;+ds3 y d7 = ds+d4 no son irreducibles, por lo tanto
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son excluidos. Entonces los generadores, distintos de cero, del anillo de semi-invariantes son

"t =det(Vga, Vi, )

"2 =det(V,, Vi, )

¢ =det(V,,V,)

¥t =det(Vy, V)
(

5 =det



3 Bases de Grobner y Algebras de
Caminos

En este capitulo, se hace una descripcién de los trabajos de Green y Green et al. [12, 14]
en los que se presenta una versién no conmutativa del algoritmo de Buchberger [5] para
construir bases de Grobner. Tales bases son usadas en [12] para determinar que dlgebras
de caminos acotadas son algebras de Koszul.

Uno de los objetivos fundamentales de la teoria de bases de Grobner consiste en la cons-
truccién sistematica de un conjunto de generadores para un ideal en un anillo. La teoria
comienza con el trabajo de Buchberger quien introdujo un algoritmo para producir bases
de Grébner para ideales en el anillo de polinomios [5]. Para lo cual Mora [18] senalé que
dicho algoritmo podria ser adaptado a ideales en algebras libres asociativas. De hecho,
Mora mismo introdujo un algoritmo para construir una base de Grobner para este tipo
de dlgebras. Cabe anotar, que tiempo después Farkas et al. [9] introdujeron una teoria
de bases de Grobner para algebras de caminos, motivados sobre sus trabajos basados en
la busqueda de programas computacionales que permitieran el desarrollo del célculo de
invariantes para dlgebras de dimension finita.

3.1. Bases de Grobner

En esta seccién k es un campo y B = {b; };c; es una base de un k-espacio vectorial V', cuyos
elementos estan indizados por un conjunto I [12].

Una de las caracteristicas esenciales de la teoria de bases de Grobner consiste en la seleccién
de una base bien ordenada. Anotamos que todos los subconjuntos de un conjunto dotado
de un buen orden > tienen minimo. Por lo que > es un orden total.

El siguiente resultado ofrece una caracterizacion para los buenos ordenamientos.
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Proposicién 3.1.1. Si B es un conjunto entonces > es un buen orden para B si y solo
st para cada cadena descendente by > by > bs > ... existe un entero positivo N tal que
bN - bN+1 = ...

Nota 3.1.2. Si I es un conjunto de indices, V' es un k-espacio vectorial y v; € V' entonces
asumiremos que en una suma de la forma > v; todos salvo un ntimero finito de los v; son 0.

el
Ademaés la expresién ) | a;b;, denota una combinacién lineal de elementos b; € V en la que
j€J
todos salvo un numero finito de los a; € k son cero y si denotamos v = ) «;b;, entonces

jel
diremos que el vector b; ocurre en v siempre que a; # 0.
La Nota 3.1.2 nos permite dar la siguiente definicién fundamental en la construcciéon de

bases de Grobner.

Definicién 3.1.3. Si B = {b;},c; es una base de un espacio vectorial V' y > es un buen
orden para B entonces si v = Z%’bi # 0 diremos que b; € B es el tip de v (denotado
Tip(v) = b;) si b; ocurre en v y ;)Eilz b; para todo b; que ocurra en v.
Si X es un subconjunto de V' entonces:

Tip(X)={be B|b=Tip(z), para algin 0 # = € X }. (3.1.4)

Denotamos NoTip(X) = N (X) = B\Tip(X). Por consiguiente, Tip(X) y NonTip(X) son
subconjuntos de la base fijada B. Ambos subconjuntos dependen del orden > que se le ha
dotado a la base B.

Es de anotar que en la teoria clasica de bases de Grobner sobre polinomios en varias va-
riables, el concepto de tip de un vector equivaldria al concepto de monomio principal de
un polinomio.

En general no es facil determinar cudl es el conjunto Tip de un subespacio vectorial. Con-
sidere por ejemplo el Q-espacio vectorial V = Q7 en donde Q es el campo de los ntimeros
racionales y B = {¢; | 1 <1i < 7} la base estdndar con

€1 > €3 > €3> €4 > €5 2> €6 > €7

S] W — gen{vl — (1’ 27 _17 07 27 1’ 5)7 Vo = (—1’ —2’ 07 O, 1, _1, _3)7U3 - (17 27 _17 07 57 17 6)}7
entonces
Tip(W) = {e1, e3, €5},
NoTip(W) = {eq, €4, €6, €7},
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note que
Tip((1,2,-1,0,2,1,5)) = ey,
Tip((—1,-2,0,0,1,—1,—-3)) = ey,
Tip((1,2,—-1,0,5,1,6)) = ey,
p((1,2,- )=c 515
Tip((v; + v9)) = Tip((0,0,—1,0,6,0,3)) = e,
Tip((v2 + v3)) = Tip((0,0,—1,0,6,0,3)) = e,
Tlp((vl - 'U3)) = Tlp((07 07 Ov Oa _3a 07 _1)) = Cs.
Teorema 3.1.6 ([12], 2.1, Lema fundamental). Sea V' un k-espacio vectorial, W un subes-
pacio de V' y B una base para V dotada de un buen orden >. Entonces
V =W @ gen(NoTip(W))) = W @ gen(N (W)). (3.1.7)

Demostracién. Probemos primero que W N gen(N(W)) = 0, para ello supondremos que
existe € gen(N (W)), luego si & € W entonces Tip(x) € Tip(W), lo cual es contradictorio
va que Tip(x) € N(W).

Probemos ahora que W + gen(N (W)) = V. Sea entonces v € V tal que Tip(v) es minimal
con respecto a la propiedad v ¢ W + gen(N(W)), sea Tip(v) = by « el coeficiente de b
en v, luego Tip(v — ab) < Tip(v). Si b € N (W) entonces v —ab =w+ z con w € W'y
z € gen(N(W)), como b € N (W) entonces v = w + (z + ab) € W + gen(N(W)), lo cual
es contradictorio.

Por otro lado, si b € Tip(W) y w € W es tal que Tip(w) = b con 8 € k siendo el coeficiente

e

de b en W entonces v — AL tienen Tip < v. Luego

v — (%)w =w' +z,w' €W, z € gen(N(W)),

lo que también es contradictorio puesto que v = (v’ + (§)w) +2z € (W + gen(N(W))).
]

Los resultados anteriores nos permiten dar una definicion de base de Grébner.

Definicién 3.1.8. Sea W un subespacio de un k-espacio vectorial V. Diremos que un
conjunto de vectores G C W es una base de Grobner lineal de W si:

gen(Tip(G)) = gen(Tip(W)). (3.1.9)
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Proposicién 3.1.10. Si G es una base de Gréobner lineal de un subespacio W de un espacio
vectorial V' entonces gen(G) = W.

Demostracién. Supongamos que G = {g1, 92,93, ..., g} es una base de Grébner lineal
para W con

g1 =92 > 0932 " 2> Gt

y que existe wy € W tal que wy ¢ gen(G). Por lo que Tip(wg) ¢ Tip(G), lo cual es
contradictorio ya que Tip(gen(G)) = Tip(W).

Si
Wy 2 Wy > W3 2 -+ 2 Wy

es una base para V con W = gen{wy, ws, ..., w,}, para algin s < t.

g1 = Za(l,i)wi>
i=1

92 = Za(z,i)wm
i=1

gt = Za(t,i)wiy
i=1

Tip(g1) = wy,
Tlp(g?) = Way,

Tip(g;) = wy, 1<t <s.

S
w; es un elemento basico de W, si wg ¢ gen(G) y wy € W entonces wy = > cw;, Tip(wp) =
i=1

Wein, h > 1, pero Tip(wy) € gen(Tip(W)) = gen(Tip(G)), lo que es contradictorio. [

Corolario 3.1.11. V/W = gen(N(W)).
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Demostracién. V = Wagen(N (W), por lo que como k-espacios vectoriales dimy V/W =
dimy, gen(N(W)). =

Definicién 3.1.12. Si W es un subespacio de un espacio vectorial V' entonces un conjunto
de vectores G C W es una base de Grobner lineal reducida para W (con respecto a >) si
se satisfacen las siguientes condiciones:

1. G es una base de Grobner lineal para W,
2. Si g € G entonces CTip(g) = 1,
3. Si gy ¢ son elementos distintos de G entonces Tip(G) # Tip(¢'),

4. Si g € G entonces g — Tip(g) € gen(N(W)).

En donde CTip(g) es el correspondiente coeficiente de Tip(g) al expresar g como una
combinacion lineal de los elementos de la base bien ordenada.

El siguiente resultado da las condiciones que debe cumplir un espacio vectorial para poseer
una unica base de Grobner lineal reducida.

Proposicién 3.1.13. Sea V' un espacio vectorial y B una base para V- dotada de un buen
ordenamiento >. Luego si W es un subespacio de V' entonces existe una unica base de
Grébner lineal reducida de W.

Demostracidn.

1. SeaT =Tip(W)y G ={t—N(t) |t € 7}, porloquet—N(t) € Wy Tip(t—N(t)) = t,
ya que ningun elemento de la base B que ocurra en N (t) puede ser tip de un elemento
de W, por lo tanto, G es una base de Grobner lineal de W.

2. Como G es una base de Grobner lineal para W se cumple que gen(Tip(W)) =
gen(Tip(W)), luego si g € G existe ¢t € 7 tal que g =t — N (¢) de donde Tip(g) =ty
CTip(g) = 1.

3. Sig,q € G con Tip(g) = Tip(¢') entonces g =t — N (t), ¢ =t = N(t') y t =t por
lo que g =¢'.

4. Si g € G entonces Tip(g) € gen(Tip(W)), luego g — Tip(g) € gen(N(W)). O
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La proposicion 3.1.14, a continuacion, provee un algoritmo cuyo proposito es el de encon-
trar la base de Grobner lineal reducida de espacios vectoriales de dimension finita. Cabe
anotar que este algoritmo junto con la proposicion 3.1.13 prueban la unicidad de las matri-
ces escalonadas reducidas, las cuales se obtienen mediante las siguientes transformaciones
admitidas entre las filas de una matriz dada.

1. Multiplicacién de una fila por un escalar o # 0,
2. Intercambio de filas,
3. Cambio de una fila por la adiciéon de ella misma con el multiplo escalar de otra.

Si M € M,,xn(k) es una matriz con m filas, n columnas y entradas en un campo k
entonces denotamos como F}; al espacio generado por las filas de M, el cual es invariante
por transformaciones admitidas.

Si{eq, e, ..., e,} esla base estandar o candnica de un espacio vectorial V' = k™ dotada de
un buen orden > tal que
€1 2622 Zen—l Zen-

Si W es un subespacio de V' generado por unos vectores wy, ws, . . ., w, vistos como filas de
una matriz M € M, (k) entonces M es escalonada reducida si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Para 1 <r < m, las primeras filas son diferentes de 0 y las restantes m — r filas son
0,

2. Existe una sucesiéon creciente 1 < ¢; < ¢p--- < ¢, < n tal que la primera columna
distinta de 0 en la i-ésima fila es ¢; con entrada 1,

3. Si i # 7 entonces la entrada en la j-ésima columna de la i-ésima fila es 0.

Proposiciéon 3.1.14. Sea {ey, e, ..., e,} la base estandar de un espacio vectorial k™ dotada
de un buen ordenamiento > con ey > e > +-- > e,. Entonces si M € M,xn(k) es una
matriz escalonada reducida con r filas distintas de 0, entonces la base de Grobner lineal
reducida del espacio de filas de M estd dado por las primeras r filas de M.

Definicién 3.1.15. Sea R una k-algebra entonces una k-base B se dice multiplicativa si
para todo par de elementos b, b’ € B se cumple bb' € B o bb' = 0. Bajo estas circunstancias
B es un semigrupo con 0.



3.1 Bases de Grobner 68

Por ejemplo los monomios constituyen una base conmutativa para R = k[zr1,za, ..., 2]
(S = k(z1,29,...,2,)) en donde R (S) es el anillo de polinomios (es un algebra libre
asociativa) en n variables.

La siguiente definiciéon describe buenos ordenamientos admisibles:

Definicién 3.1.16. Si R es una k-algebra con una base multiplicativa B dotada de un
buen ordenamiento > entonces B es admisible si satisface las siguientes condiciones:

1. Si p < q entonces pr < qr siempre que pr # 0y qr # 0,
2. Si p < q entonces sp < sq si tanto sp como sq son diferentes de 0,
3. Sip=gqrentoncesp>qyp>r.

En la teoria conmutativa de bases de Grobmer, los érdenes admisibles se llaman mono-
miales. A continuacién describimos algunos 6rdenes definidos para algebras de caminos
fundamentales para el desarrollo del presente trabajo [12, 14]:

1. Sea Q = (Qo, Q1) un carcaj, El orden lexicogrifico-longitud-izquierdo denotado xl, es
un orden ordinal del tipo Qg < @1, el cual se construye definiendo buenos 6rdenes

tanto para ¢y como para @)y, por ejemplo si Qo = {v1,v2,...,Vp_1,0n} y Q1 =
{ai,as,...,a,_1,a,} entonces
v << <vp <v,<ap <ag <o < apg < ap. (3.1.17)

Si p y ¢ son trayectorias de longitud > 1 entonces p < g, si |I(p)| < |I(g)| o en el caso
que p = biby...b, y q = bybh... b, con b;,b; € B entonces para algiin 1 < i <7y

2. El orden lexicogrdfico-peso-izquierdo, denotado xlw se construye de la siguiente ma-
nera:

Considere la aplicacién entre conjuntos W : @1 — {1,2,3, ...} definida de forma na-
tural sobre la base B de kQ. Esto es, W (v) = 0 si v es un vértice, W(ay, as, ..., a,) =
> Wi(a;) con a; € Q1. Ahora defina buenos 6rdenes <g y <; sobre Qg y @1 respec-

i=1
tivamente, con un orden ordinal )y < () definidos sobre el conjunto de vértices y

flechas. < definido de forma tal que si a,b € @; con W(a) < W (b) entonces a <; b.
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Si para cada a € @ se tiene W(a) = 1 entonces el orden se denomina orden lexi-
cogrdfico-grado, notado xdg, el cual en general no es admisible. Por ejemplo si @) es
un carcaj con un unico vértice vy y dos bucles a,b : v; — vy con b > a entonces
b > ab > aab > aaab > ... es una sucesion que no se establiza por lo que > no es
un buen orden.

3. El orden lexicogrdfico-revertido-peso se construye de la siguiente forma:

Sea W : Q1 — {1,2,3,...} una funcién entre conjuntos y > un orden definido como
para zlw, en este caso las flechas y trayectorias de longitud positiva tienen pesos
positivos. Defina p < gen @ si W(p) < W(q) o si W(p) = W(q) entonces p > g en el
orden zr (lexicogréfico derecho). Este orden es un buen orden, puesto que solo hay
un numero finito de trayectorias de un peso dado.

4. El orden lexicografico total, se construye de forma tal que las flechas ay,as,...,a,
son etiquetadas convenientemente, ordene los vértices de formas arbitraria de forma
tal que cualquier vértice es menor que cualquier trayectoria de longitud positiva, si p
y q son trayectorias entonces p < ¢ si existe ¢, 1 < i < m, de forma tal que el niimero
de a;'s ocurriendo en p y ¢ es el mismo si j > ¢ y el nimero de a;'s ocurriendo en p
es menor que el nimero de a;'s ocurriendo en ¢. Si p y ¢ tienen el mismo niimero de
flechas entonces p < g en orden lexicografico.

3.2. Algoritmos

En esta seccién se describen algoritmos que producen bases de Grobner para algebras con
una base dotada de un buen ordenamiento conveniente [12].

El siguiente resultado prueba que no todos los anillos con una base multiplicativa permiten
definir un ordenamiento para ellas.

Definicién 3.2.1. Si B C Ry R es una k-algebra entonces se dice que by divide by en B
(notado by | by) si tanto by como by son elementos de B y existen elementos ¢, d € B tales
que:

b2 = Cbld. (322)
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Proposicién 3.2.3. Si kQ es un dlgebra de caminos con una base B dotada de un orden
< del tipo xl entonces | es una relacion de orden.

Demostracién. En primer lugar, notamos que si b € B con = y y sus vértices inicial y
final respectivamente, entonces b = e,be,, como los correspondientes idempotentes e, y e,
son elementos de la base B concluimos que b |z by |5 es reflexiva.

Para probar que |g es antisimétrica primero observamos que si b; |g by entonces by < by
por definicién, luego si by |p by v be |5 by entonces by = bs.

Por 1ltimo si by |g by y by | b3 entonces existen elementos uy,ug, vy, vy € B tales que
by = uibiug y by = v1bavy como la multiplicacién es cerrada en BU {0} y b3 = vyu1biugvy
concluimos que by |p b3 v |5 es transitiva. O

Proposicién 3.2.4. Si una base multiplicativa B de un anillo R admite un orden admisible
> entonces toda sucesion infinita de elementos de B, {by, by, b3, ...} tal que b; divide b;_;
para © > 1 se estabiliza.

Demostracion. Como para cada ¢ > 1, b; divide a b;_; entonces b;_1 > b; y como > es un
buen orden entonces existe un entero positivo N tal que by = by =.... U

Si R es un anillo con una base multiplicativa B entonces los elementos de B se llaman
monomios. Un ideal I en R es un tdeal monomial si puede ser generado por elementos de

B.

La siguiente proposicion es importante para la definiciéon de bases de Grobner reducidas.

Proposiciéon 3.2.5. Sea R una k-dlgebra con una base multiplicativa B dotada de un
orden admisible. Si I es un ideal monomial entonces existe un conjunto minimal unico de
monomios generador de I. Esto es, existe un conjunto unico de generadores de I, ninguno
de los cuales puede ser omitido, que genera a 1.

Demostracién. Sea A el conjunto de monomios de I y el conjunto M = {p € A|siq €
A divide a p entonces p = ¢} # @. Afirmamos que M es el conjunto minimal tnico
que genera I. Note que si b € B entonces para algin m € M, m divide a b por lo que
B C gen(M). De donde I C gen(M).

Si M’ es otro conjunto de generadores monomiales entonces todo m € M es divisible por
algin m’ € M’ de donde por definiciéon de M se concluye que m =m’y M C M'. [
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Si I es un ideal en R y > es un orden admisible para una base B, entonces si G es una base
de Grobner de I, Tip(G) debe contener el conjunto monomial generador de gen(Tip([)).

Si I es un ideal en R entonces Iy, denota el ideal generado por Tip(!) (dado algin orden
admisible). Entonces existe un conjunto minimal tinico de monomios 7 generador de Iyion-

[gualmente definimos el algebra monomial asociada a un algebra.
Definicién 3.2.6. El dlgebra monomial asociada a A = kQ/I serd Ayjon = kQ/Inson.
De forma similar al caso conmutativo definimos una base de Grobner para un ideal.

Definicién 3.2.7. Sea R una k-élgebra con base multiplicativa B y orden admisible >.
Sea I un ideal en R. Diremos que un conjunto G C I es una base de Grobner para I con
respecto al orden > si

(TipG) = (Tip 1)

Un ideal puede tener varias bases de Grobner, sin embargo la base de Grobner reducida es
Unica.

Definicién 3.2.8. La base de Grobner reducida para I con respecto a un orden > es

(t—Ni(t) [ te T}

Donde N;(t) denota la forma normal de ¢ médulo I. Cuando el ideal I sea claro segin
el contexto, omitiremos el subindice I y simplemente notaremos la forma normal de un
elemento ¢ como N (t). El siguiente resultado describe algunas propiedades de los elementos
de una base de Grébner reducida para un ideal 1.

Proposicién 3.2.9. Sea R una k-dlgebra y B una base multiplicativa dotada de un orden
admisible >. Si I es un ideal en R y G es la base de Grébner reducida para I, entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1. G es una base de Gréobner para I,

2. Si g € G entonces CTip(g) =1,

3. Si g € G entonces g — Tip(g) € gen(N (1)),

4. Tip(G) es el conjunto generador monomial minimal para Iyiox-

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de las definiciones 3.1.12 y 3.2.8. [
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3.2.1. Algoritmo de la Divisiéon

En esta seccion se presenta un algoritmo de division para los anillos que estamos estudiando
[12]. Dado un conjunto ordenado X = {xi,2s,...,2,} de R y otro elemento y € R,
queremos definir un método para dividir y por el conjunto X. Cabe anotar que el orden
de los elementos afecta la salida del algoritmo de la divisiéon. En este caso se pretende
encontrar enteros no-negativos mq, ma, ..., m, y elementos u; j, v;; yr € R,con1 <¢ <n,
1 <5 <my, tales que:

L.y= Z;(Zlu”m”) +r,
i=1 j=

2. Tip(y) > Tip(u; jz;v;;), para todo i, 7,

3. Para b € B ocurriendo en r, Tip(z;) no divide a b con 1 < i < n. De donde se concluye
que Tip(r) < Tip(y).

r se llama el residuo de la divisién por X.

Ahora se procede a describir los pasos para obtener las salidas del algoritmo de acuerdo a
las premisas descritas:
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Algoritmo 1: Algoritmo de la division para k-algebras con bases multiplicativas
bien ordenadas.

Entrada: xq,zs, ..., z, (ordenado), y
Salida: my, ma, ..., My, U j, Vij, T
Inicializacién: m; := 0, ms :=0,..., m, :==0,r:=0, 2z 1=y,

DIVOCCUR:=Falso
mientras z # 0 y DIVOCCUR = Falso hacer
para ¢ =1 a n hacer
si Tip z = u Tip(z;)v parau,v € B entonces
m; =m; + 1
Uim, = [CTip(2)/CTip(x;)]u
Vim; "=V
z:=z — [CTip(z)/CTip(x;)|uz;v
DIVOCCUR := Verdadero
en otro caso

L i:=1+1

si DIVOCCUR = Falso entonces
r:=r+ CTip(z)Tip(2)

L z =z — CTip(2)Tip(2)

Ahora ilustraremos con un ejemplo la aplicacién del algoritmo de la division.

Sea R un anillo polinomial no conmutativo en tres variables no conmutativas x, y y z sobre
un campo k.

Sea B el conjunto de monomios y > un orden del tipo z! (lexicogréfico longitud izquierdo)
conx >y > z.

Dividiremos zxzyz entre xy —x = f1 y xx — xz = fo.
Note que Tip(f1) = zy y Tip(f2) = zx.

Al empezar el algoritmo, notamos que

zeaxyr = (zx)Tip(fi)z.
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Luego

U1 = 22, V11 = 2.

Ahora reemplazamos zzzyzr por la expresion:
zxxyxr — zx(f1)r = zxryr — zrryr + ZrTT = ZTIT.
Notamos que Tip(f1) no divide a zzxzx mientras que Tip(fs) si lo divide.

Hay dos formas de dividir zxxz por zz y por la precisién del algoritmo se debe elegir solo
una de ellas, por ejemplo si se elige la division a izquierda, entonces se tiene la siguiente

identidad:

zrxr = 2(Tip(f2))x, usq =2, wvg1 = .

Reeemplazamos zzxxx por zzzz el cual no es divisible por Tip(fi) ni por Tip(f2). De donde,
r = zxzx 'y zrzr es reemplazado por 0 con lo que finaliza el algoritmo. Luego

zrryr = zxfir + 2 for + zxze.

Definicién 3.2.10. Si X = {z1,x2,...,2,} es un conjunto ordenado y y es dividido por
X entonces el residuo r se nota con el simbolo y =y 7.

El siguiente resultado nos permite establecer que cuando se tenga una base de Grobner, el
orden de los z;'s no afecta el residuo [12].

Proposicién 3.2.11. Sea G una base de Gréobner para un ideal I en R yy € R. Asuma
X =A{91,92,---,9.} = {9 € G| Tip(g) < Tip(y)}, si y =x rentonces r es independiente
del orden de X, de hecho r = Ni(y) (denominada la forma normal de y).

Demostracién. Sea y = x r entonces Tip(r) < Tip(y), notamos que para cada g € G

entonces Tip(g) no divide los elementos de la base que ocurren en r. Por lo tanto r €

gen(N(I)). Como y = Y > u; jgivij + r, el Teorema 3.1.6 implica que y = i, + N (y) con
(2

iy € I'y N(y) € gen(N(I)) tnicos. Ahora como Y > u; jgivi; v r € gen(N(I)) concluimos
i
que r =N(y). O

Corolario 3.2.12. 57 G es una base de Gréibner de un ideal I de R tal que para todo
b € B hay solo un nimero finito de elementos g € G con Tip(g) < b. Entonces eziste un
algoritmo para encontrar la forma normal de los elementos de R.
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Ahora tenemos un método para encontrar la base de Grobner reducida de una base de
Grobner encontrada con solo un numero finito de elementos con un Tip dado. De hecho,
el proceso es un algoritmo (ver algoritmo (2)) si Iyjon consta de un ndmero finito de
generadores monomiales.

Algoritmo 2: Construccién de la base de Grobner reducida dada una base de
Grobner con un nimero finito de elementos con un Tip dado.
Entrada: Una base de Grobner G tal que solo un ntimero finito de sus elementos

tiene un Tip dado.
Salida: La base de Grobner reducida.
1. Encontrar el conjunto minimal generador monomial 7 de Iyion.
2. Para cada t € T use el algoritmo de la divisién para calcular ¢t =g N ().
3. La base de Grobner reducida es {t — N (t) | t € T}.

3.2.2. Relaciones Superpuestas

En esta seccién, se describe la version no conmutativa del S-polinomio definido en teoria
conmutativa. El término S denota una diferencia de polinomios. Cabe anotar que el uso de
estos polinomios para eliminar los términos de mayor grado en polinomios multivariados
generaliza el método de reduccién por filas para sistemas de ecuaciones lineales [12, 11].

En esta seccion, R es una k-algebra con una base multiplicativa B dotada de un orden
admisible.

Definicién 3.2.13. Sean f,g € R y supongamos que existen elementos b, ¢ € B tales que:

1. Tip(f)e = bTip(g),

2. Tip(f) no divide a by Tip(g) no divide a c¢. Entonces la relacién de superposicién de
fygporbyces:

o(f,9,b,¢) = (C%p(f)) fe— (C%p(g)) bg. (3.2.14)

Note que Tip(o(f, g,b,¢)) < Tip(f)c = bTip(g). Por ejemplo, sea R = kQ en donde @ es
el siguiente carcaj [12]:
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Q= 06—2 73 (3.2.15)

O =<=—0
Vg ! V5

Usamos un orden del tipo zl (lexicogréfico longitud izquierdo) para ordenar la base B. Esto
es,

v <<yl <vs<yy<a<b<c<d<e<f<y.

En este caso hay un gran nimero de relaciones de superposicion entre elementos p,q € R,
en donde

p = abcdabed — abefgd, Tip(p) = abefgd 1 ab,
q = cdabeda — efgda, Tip(q) = efgdaf a,
Tip(p)a = abTip(q),
CTip(p) = -1,
CTip(q) = —1.

A continuacion describimos algunas de ellas:

1. o(p,q,a,ab) = —pa + abq = —abcdabeda + abe f gdea + abedabeda — abe f gda = 0.

2. o(p, q, abeda, abcdab) = —pabeda + abedabg = —abedabedabeda + abe f gdabeda +
abcdabedabeda — abedabe f gda = abe f gdabeda — abedabe f gda # 0.

3. o(q,p,bed, cd), en este caso

(cd)Tip(p) = Tip(q)(bed).
o(q,p, bed, ed) = q(bed) — (ed)p,
) =

) =

o(q, p, bed, cd) = cdabedabed — e f gdabed — edabedabed + cdabe f gd,
o(q,p, bed, ed) = cdabe fgd — e f gdabed.



3.2 Algoritmos 7

4. Auto-superposiciones tienen la forma (p, p, abed, abed) o (g, q, cdab, bead).

Definicién 3.2.16. Un conjunto X se dice tip-reducido si para z,y € X, x # y se tiene
Tip(z) 1 Tip(y).

Definicién 3.2.17. Decimos que un elemento Z?:l a;b;, con o € k* y b; € B, es uniforme
si para cada ¢ € B tenemos que cb; = 0 para todo i, 1 < i < n o ¢b; # 0 para todo 4,
1< <n.

El siguiente teorema nos provee de condiciones suficientes para determinar si un subcon-
junto de elementos de una algebra con base multiplicativa es una base de Grobner.

Teorema 3.2.18. Sea R una k-dlgebra con una base multiplicativa dotada de un orden
admisible <. Suponga que G es un conjunto de elementos uniformes tip-reducidos de R.
Suponga ademds que para toda relacion de superposicion se cumple que o(g1,92,p,q) =¢ 0
con g1,92 € G. Entonces G es una base de Gréobner para gen(G).

Por ejemplo si R = k(@) en donde @ es el siguiente carcaj:

0= o a o b o (3.2.19)
v1 \_/7}2 \_/U?)
d C

Sea > un orden del tipo zl (lexicogréfico longitud izquierdo) con

a>b>c>d>v3 >0y >0 (3.2.20)

G = {cdab — ¢b,bc — da}.

G consta de dos elementos uniformes tip-reducidos, por lo que

o(bc — da, cdab — cb, dab,b) = —dadab + bcb =g —dadab + dab # 0.
Por lo que G no es una base de Grobner con respecto a >.
Si cambiamos el anterior orden (3.2.20) por uno del tipo

v <vy<v3<a<b<c<d. (3.2.21)

Entonces Tip(bc—da) = da, por lo que G no es un conjunto tip-reducido. Pero si realizamos
un proceso tip-reductivo obtenemos:
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G' = {cbcb — cb, —da + bc}

Luego

Tip(cbcb — ¢b) = cbeb,
Tip(—da + bc) = da.

La tnica relacion de superposicién en esta caso, estd dada por la siguiente igualdad:

o(cbcb — ¢b, cbeb — ¢b, cb, cb) = 0. (3.2.22)

Por lo tanto todas las relaciones de superposicién tienen residuo 0 con lo que G’ es una
base de Grobner para el orden (3.2.21).

3.2.3. Un Algoritmo que Construye Bases de Grobner

En esta seccion se describe un analogo no conmutativo del algoritmo de Buchberger para
construir bases de Grébner [0, 12].

Sean fi, fa,..., fn elementos uniformes en R e I = gen(f1, f2,..., fn). Luego por cons-
truccién I es generado por un conjunto de elementos uniformes. El algoritmo produce
una sucesion (eventualmente infinita) de elementos uniformes gq, go,... con g; = f; para
1 <i<n.Ademss, g; € [ sii>n.

Tip(g;) ¢ gen(Tip(g1), Tip(g2), ..., Tip(gi-1)) y puede probarse que de hecho {g1, g2, . . ., g, Gn-r1, - - - }
es una base de Grobner para I.

El siguiente es el algoritmo que construye la base Grébner.
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Algoritmo 3: Construccion de una base de Grobner
Entrada: fi,..., f,.
Salida: g1, 92, 93, - - -
para ¢ =1 a n hacer
gi = [i
G:={91,92 - 9n}
Count :=n
repetir
H:=4G
para cada par de elementos h,k € H y cada relacion de superposicion

hacer
si o(h,k,p,q) =1 yr#0 entonces
Count := Count + 1
Jcount =T
G = G U goount

| hasta que H # G

Proposicion 3.2.23. Si Iyion tiene un conjunto finito de generadores monomiales enton-
ces el algoritmo (3) produce una base de Grébner en un nimero finito de pasos.

Demostracion. Si Iyjony tiene un numero finito de generadores monomiales entonces el
conjunto minimal de monomios tiene un nimero finito de elementos. Sea T = {t1,...,ts}
tal conjunto por lo que para un N suficientemente grande 7 C {Tip(g,..., Tip(gn))},
pero Tip({g1,...,gn}) genera Iyon v por lo tanto es una base de Grébner para I. Por
el algoritmo (1) aplicado a {g,...,gn} produce un 0 como unico residuo y dado que las
relaciones de superposicion estan todas contenidas en I, se obtiene el resultado deseado.
Esto es, el algoritmo (3) finaliza en un nimero finito de pasos. O

3.2.4. Bases de Grobner, Algebras de Caminos y Algebras de Koszul

En esta seccién se enuncian resultados basados en bases de Grobner que permiten dar
criterios para determinar si una algebra de caminos acotada es del tipo Koszul [12].

Sea R = k(@ un algebra de caminos e I un ideal en R entonces I es un ideal cuadratico si
existe un conjunto de generadores { f1, fa, ..., fu} de I cuyos elementos son combinaciones
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k-lineales de trayectorias de longitud exactamente 2. Si este es el caso se dice que el con-
junto {f1, fa,..., fn} es un conjunto de generadores cuadraticos y que R/I es una &lgebra
cuadratica.

m
Definicién 3.2.24. Un elemento = = > ayp; € R, o € k'y p; € B es homogéneo si todos
i=1
los p; tienen la misma longitud.
El dlgebra de caminos R tiene una Z-graduacién positiva natural (una graduacién por lon-
gitud), asumiendo que los vértices son elementos homogéneos de grado 0 y las trayectorias
son elementos homogéneos cuyo grado es dado por su longitud. Si I es un ideal graduado de
R (esto es, generado por elementos homogéneos) entonces R/I es una algebra Z-graduada
por la graduacion inducida.

En adelante se asumira que I es un ideal graduado en Ry que R/I = Sy @& S; & ... como
anillo graduado.

Denotamos Gr(S) la categoria de S-moédulos Z-graduados y funciones de grado 0 entre
S-modulos. En este caso los objetos se descomponen en la forma:

M= &M &M 1 dMySM &M S ... (3.2.25)

donde para cada i, j, M; es un Sp-médulo y si s; € S; y m; € M; entonces m;s; € M, ;.
Note que, M tiene estructura de S-médulo (olvidando la estructura de médulo graduado).

Definicién 3.2.26. Una funcion de grado 0, f : M — N entre dos S-mddulos graduados
es un homomorfismo de S-médulos tal que si m; € M; entonces f(M;) = N;.

Definicién 3.2.27. Un S-mdédulo graduado es generado en grado n si M; = 0 para j <n
y para todo ¢ > 0, las funciones M,, ®g, S; — M, son sobreyectivas.

Un S-moédulo X se dice graduable si existe un S-moédulo graduado M isomorfo a M en
donde la graduacion definida sobre M es olvidada.

El siguiente teorema resume algunos de los resultados clasicos que conciernen algebras de
caminos con ideales graduados.

Teorema 3.2.28. Sea I un ideal graduado en un dlgebra de caminos k() en donde k()
tiene graduacion por longitud. Asuma que I C gen(Q1) y kQ/I = So @ S1 @ ... el anillo
cociente graduado. Entonces
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1. Sy es isomorfo a k@Q/gen(I) y por lo tanto semisimple.

2. Cada S; es de dimension finita sobre el campo k.

3. Los modulos simples son graduables.

4. 810 Sy... es el radical de Jacobson graduado de S.
La siguiente es la definicién de algebras de Koszul.

Definicién 3.2.29. R/I es una élgebra de Koszul si Sy visto como S-mdédulo graduado
generado en grado 0 tiene una resolucién proyectiva

..Po—>P, 1> P> FP—>M-—=0 (3.2.30)

tal que para todo n, P, es generado en grado n.

En particular, si R/I es un algebra de Koszul entonces I es un médulo cuadrético. A la fecha
no hay una clasificacién conocida de ideales cuadraticos para los cuales la correspondiente
algebra acotada k@ /I sea de Koszul.

Green presenta en [12] el siguiente resultado:

Teorema 3.2.31. Sea I un ideal cuadrdtico en un dlgebra de caminos kQ) y > un orden

admisible > sobre las trayectorias de Q) tal que I tiene una base de Grobner. Entonces
kQ/I es un dlgebra de Koszul.

Corolario 3.2.32. Sea I un ideal monomial generado por unas trayectorias de longitud 2.
Entonces kQ/I es un dlgebra de Koszul.

Finalizamos esta seccién describiendo brevemente una relacion entre algebras de caminos,
bases de Grobner y dlgebras de Koszul dada por Green en [12].

Sea R = k(x1,...,x,) una algebra libre asociativa en n variables no conmutativas y > un
orden del tipo xdg (lexicografico grado) con 7 < z5--- <z, en donde para 1 <i < j<n
se tiene:

Qij = TjTi — CijTiTj + Ty (3.2.33)

donde 7; ; es un polinomio cuadratico cuyos términos son menores que z;x;. Por lo tanto,
Tip(¢;;) = xjx; y Tip(q;; — Tip(¢i;)) = zix;. I denota el ideal generado por los {g¢; ;}.
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Note que si I es un ideal cuadréticoy h : R — R/I es el homomorfismo natural con h(x;) =
7;. Entonces R/ tiene una base Poincaré-Birkhoff-Witt o base PBW si {(Z1)* (Z2)* ... (T,,)™ |
a; > 0} es una k-base para R/I.

El conjunto {g;;}i<ij<n puede ser visto como una forma de regla de reescritura en el
sentido que si un monomial m = T;,@;, . . . T;, tiene la propiedad que para algin j,%; > ;41
entonces en R/I, Eijfij+1 = Cij,ij«#ljijJrlfij — FirH?

m = Ehfiz e Eijflzij+1fijfij+2 e Eis - f’ilflé e fij*lfijfijJrQ .. fls (3234)
Por lo tanto, si se reemplaza Z;T; como en (3.2.34) si j > ¢ y como > es un buen orden
entonces Dy, = {(71)“(Z2)* ... (T,)* } genera R/I como k-espacio vectorial.

El siguiente resultado prueba que R/I tiene una base PBW [12].

Proposicién 3.2.35. Con la notacion ya definida, R/I tiene una base PBW si y solo si
{@;,} es una base de Grébner de I. Por lo tanto, si R/I tiene una base PBW entonces es
una dalgebra de Koszul.

Demostracién. Suponga que R/I tiene una base PBW. Entonces D), es una k-base para
R/I. Para demostrar que {g¢; ;} es una base de Grébner para [ es suficiente observar que
las relaciones de superposicién tienen residuo 0 cuando se dividen por {g; ;}.

Si consideramos la divisién por {¢; ;} entonces cualquier monomio m que ocurra en un resi-
duo no contiene x;z; con j > i, por lo que en este caso Tip(g; ;) divide m. Por consiguiente,
el residuo que resulta de dividir cualquier relacién de superposicién por {g; ;} pertenece al
G = gen(Dy,). Por las hipdtesis asociadas a las bases PBW se tiene que ningin elemento
0 # b € G es un elemento de 1.

Si {g; ;} es una base de Grébner para I entonces

N({q;}) ={m € B| Tip(g; ;) no divide B}. (3.2.36)

De donde N (Tip(g;;)}) = {(@1)"(T2)** ... (Tn)™ | a > 0}, pero N(I) es una k-base de
R/I, luego R/I tiene una base PBW. O
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3.2.5. Implementaciones

En esta seccién revisamos las implementaciones en software de los algoritmos que calculan
bases de Grobner para algebras de caminos y algebras libres asociativas.

Existen varios sistemas de software que implementan bases de Grobner no conmutativas,
entre los que podemos citar Felix de 1998 por Apel y Klaus [1], Bergman de 2006 por Bac-
kelin et al. especializado en algebras graduadas [3], Singular y Plural de 2006 por Greuel
et al. para algebras con bases tipo PBW [17], v el paquete QPA de 2011 por Green et al.
[22]. Este tltimo paquete es el que estudiaremos en esta seccién.

El paquete QPA (Quivers and Path Algebras) es una libreria desarrollada para ejecutarse
sobre el sistema GAP (Groups, Algorithms, Programming) el cual a su vez es un softwa-
re desarrollado para la computacién algebraica discreta, con énfasis en teoria de grupos
computacional. GAP provee un lenguage de programacién propietario junto con una li-
breria de objetos algebraicos y es de libre distribucion.

QPA

El paquete QPA se ejecuta sobre una sesién de GAP, la cual se puede iniciar localmente
si previamente se ha instalado el software GAP o a través de Internet en un servicio como
cocalc.com. En cualquier caso el software se inicia con el comando gap y se ingresa a una
sesion interactiva donde se pueden ejecutar comandos de GAP.

$
$ gap

GAP 4.12.1 of 2822-10-20

GAP https://www.gap-system.org

Architecture: x86 64-pc-linux-gnu-default64-kvs

Configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline

Loading the library and packages ...

Packages: AClib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2
curlInterface 2.3.1, FactInt 1.6.3, FGA 1.4.8, Forms
PrimGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses

Try '?7help' for help. See also '?copyright', '?cite' and '?auth

3+4
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Un aspecto interesante de resaltar es que GAP no soporta niimeros reales o complejos. Esto
porque GAP realiza cémputos exactos, algo dificil de garantizar si se involucran nimeros
irracionales en los cémputos. Por tal motivo los ejemplos realizados se trabajan sobre el
cuerpo de los racionales.

Una vez se tiene una sesion de GAP, el paso siguiente es cargar el paquete QPA, esto se
realiza con el comando

LoadPackage ("gpa");

Sea () el carcaj
a b

1o o2 03
d &

Queremos calcular la base de Grébner del ideal generado por {cdab — cd, bc — da} de kQ,
donde k£ = Q. Lo primero es definir el carcaj @) en base al nimero de vértices (notados
automaticamente, 1,...,n) y sus flechas.

Q:= Quiver(3, [[1,2, "a"]l, [2,3, "p"], [3,2, "c"], [2,1, "d"]1]);
generamos al dlgebra de caminos de () sobre Q

kQ := PathAlgebra(Rationals,Q);

definimos el ideal generado por relaciones

AssignGeneratorVariables (kQ) ;
relations:=[c*d*a*b-c*b, b*xc-d*a];

invocamos el comando para calcular la base de Grobner del ideal, para esto el paquete QPA
invoca otro paquete llamado GBNP (Grobner Bases for Non-commutative Polynomials)

gb := GBNPGroebnerBasis(relations,kQ);
Display (gb);

y obtenemos la base de Grobner

[ (-1)*b*c+(1)*d*xa, (-1)*cxb+(1)*c*b*xcxb ].
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Es de resaltar que el paquete QPA solo soporta el ordenamiento lexicografico peso izquier-
do, por defecto en este ejemplo con a > b > c>d >3 > 2 > 1. La posibilidad de soportar
mas ordenamientos pareceria factible, dado que el paquete GBNP si tiene diferentes orde-
namientos.

En el siguiente fragmento de cédigo, tomado de QPA, podemos observar como se va iterando
en la lista de generadores del ideal, verificando si las relaciones superpuestas se reducen a
cero y depurando la lista hasta obtener una base de Grobner.

while ind <> [ ] do

i := ind[1];
RemoveSet( ind, i );
jo:=1+1;

while j <= lans do
if GBNP.Occur( G[i][1][1], G[jI1[1]1[1] ) <> O then
new := GBNP.StrongNormalForm2TS( G, j, GLOT );
ifnew=[[ 1, [ ] 1] then
GBNP.RemoveMonFromTreePTSLR( G[j][1][1], j, GLOT, true );
RemoveElmList( G, j );
RemoveSet( ind, lans );

lans := lans - 1;
else
newind := PositionSorted( G, new, function ( x, y )
return LtNP( x[1][1], y[11[1] );
end );

GBNP.RemoveMonFromTreePTSLR( G[j][1][1], j, GLOT, true );
RemoveElmList( G, j );
GBNP.AddMonToTreePTSLR( new[1] [1], newind, GLOT, true );
InsertElmList( G, newind, MkMonicNP( new ) );
RemoveSet( ind, j );
for h in [ 1 .. Length( ind ) ] do

if ind[h] in [ newind .. j - 1 ] then

ind[h] := ind[h] + 1;

fi;
od;
if i in [ newind .. j - 1 ] then



3.2 Algoritmos

86

od;

i:=1+ 1;
fi;
AddSet( ind, newind );
joi= g+



4 Geometria y Algebra

Antes de abordar la correspondencia entre algebras de camino convenientes y cierta va-
riedad algebraica afin, presentamos en este capitulo la definicion de variedad algebraica
afin, morfismos entre estas variedades y sus propiedades, asi como la estrecha relacion que
existe entre dlgebra y geometria, esto se hace siguiendo las notas de Drozd [7].

4.1. Variedades afines

En el presente apartado se presenta la definicion de variedad algebraica afin, hipersuperficie,
curva plana, etc, asi como se recuerda la definicion de anillo Noetheriano y el Teorema de
la base de Hilbert, este teorema nos permite para cada ideal I del anillo de polinomios
k[x1,x2, ..., x,]| definir una variedad afin asociada V'(I).

Definicién 4.1.1. Sea k un campo algebraicamente cerrado. Denotamos por A} (o por
A™ si k es fijo) el espacio afin n-dimensional sobre k, es decir, el conjunto de todas las
n-tuplas @ = (ay, as, ..., a,) con entradas en k. Un subconjunto X C A} se denomina una
variedad algebraica afin si X coincide con el conjunto de ceros comunes de un conjunto de
polinomios S = {Fy, Fy, ..., F,} C klxy,29,...,x,]. Denotamos este conjunto por V(S) o
V(F, Fy, ..., F,).

A menudo omitimos la palabra“algebraica”y simplemente decimos “variedad afin ”, espe-
cialmente porque casi nunca tratamos con otro tipo de variedades. Si F' es un subcampo de
k, denotamos por X (F) al conjunto de todos los puntos de la variedad X cuyas coordenadas
pertenecen a F.

Si S consiste de un unico polinomio F; # 0, la variedad V(S) = V(F}) se denomina
hipersuperficie en A™, en este caso, si n = 2, V(5) se denomina una curva plana y se
denomina una superficie si n = 3.

Por ejemplo, note que trivialmente () y A" son variedades algebraicas afines en A™. Otro
ejemplo de variedad afin puede ser cada conjunto {a} donde a es un elemento arbitrario
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3.

en A". Ahora, considere el polinomio F, como alguno de los polinomios 22 — y?; y? — 23;

y? — a3 — 22 y? — 23 — x5 si k = C, entonces X = V(F) serfan ejemplos de curvas planas.

Six = (x1,29,...,2,) y m = (my,ma,...,my) a menudo escribimos ™ para designar el
producto z{"'z5? - -z, En particular un polinomio de k [x] es escrito como una suma

finita de la forma:
Zammm, donde m € N, a,, € k.

Recordemos que un conjunto de polinomios S define un ideal
<S> = <F1,F2,...,E> Q k’[[lfl,l’g,...,xn],

consistiendo de todas las “sucesiones formales”de estos polinomios, es decir, de todas las

l
> HiF,
=1

donde los H; son algunos polinomios. Claramente, si G € (S) y a € V/(5), entonces se tiene

combinaciones lineales de la forma

que G(a) = 0. Por eso, si S” es otro conjunto de polinomios tal que (S’) = (S) entonces
V(S) = V(5. Por este hecho es que una variedad afin se define més por un ideal del anillo
de polinomios.

En principio surge la pregunta si cada ideal de este tipo define una variedad afin. Equiva-
lentemente, la pregunta es si cada ideal en el anillo de polinomios posee un conjunto finito
de generadores. La respuesta es afirmativa y con la ayuda de la Definicién 4.1.2 se muestra
este hecho en el Teorema 4.1.3.

Definicién 4.1.2. Sea A un anillo, si cada ideal en A tiene un conjunto finito de genera-
dores, entones A se denomina anillo Noetheriano.

Note que el teorema de la base de Hilbert lo que muestra es que un anillo de polinomios
sobre un anillo Noetheriano es de nuevo Noetheriano. Ahora, ya que cada ideal de un
campo k es o bien 0 o coincide con el campo k, entonces el campo es finitamente generado
(por el conjunto vacio en el primer caso y por 1; en el segundo caso). De esta forma todos
los anillos de polinomios con coeficientes en un campo son Noetherianos.

Teorema 4.1.3 (Teorema de la base de Hilbert). Suponga que cada ideal de un anillo
A posee un conjunto finito de generadores. Entonces lo mismo es cierto para el anillo de
polinomios A[xq,xs, ..., 2z, para cada n.
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Demostracién. Es claro que solo tenemos que probar el teorema para n = 1 (entonces
un simple argumento inductivo permite terminar la prueba). Sean B = A [z]| e [ un ideal
de B, donde A es un anillo Noetheriano. Denote por I; al conjunto de los coeficientes
principales de todos los polinomios de grado d pertenecientes a I y el elemento cero de A.
Obviamente, I; es un ideal en A. Mas atun, I; C I;,1: si a es el coeficiente principal de
un polinomio F', entonces éste también es el coeficiente principal de xF'. Luego, la unién
I, = Ugly es de nuevo un ideal en A. Como A es Noetheriano, [, posee un conjunto
finito de generadores T' = {ay, as, ..., a;}. Denote por F,. un polinomio de I con coeficiente
principal a,, de grado gr F, = d,, v sea D el maximo de todos los d,. Cada ideal I,
para d < D también es finitamente generado. Considere ahora Ty = {b;4} un conjunto
de generadores para I; y sea G un polinomio de grado d con coeficiente principal b;,.
Afirmamos que el conjunto (finito) S = {Fy, Fy, ..., F;} U{Gis | d < D} es un conjunto de
generadores para I. En efecto, se puede probar que cada polinomio F' € I pertenece a (S)
usando induccién sobre d = gr F. Si d = 0 entonces F' € I (ya que éste coincide con su
propio coeficiente principal). Entonces F' € (Tp), asi F' € (S). Supéngase que la afirmacién
es valida para todos los polinomios de grado menores a d y sea F' € I un polinomio de grado
d. Consideremos a como su coeficiente principal. Sid < D, a € I, se tiene que a = ), ¢;biq
para algunos ¢; € A. Entonces el polinomio F' = ). ¢;G;q pertenece a (S), con gr F' =d
y a también es el coeficiente principal de F”. Asi gr (F'— F') < d. Por lo tanto F'— F' € I,
luego F'— F' € (S) y F = F' + (F — F') también estd en (S). Suponga ahora que d > D.
Como a € I, tenemos que a = Y. c,a, para algunos c,. Tome I’ = > c,a?"%F,. De
nuevo F’ € (S) y tiene el mismo grado y el mismo término principal que F'. De esta forma,
al igual que se mostr6 arriba para F' — F’ y por lo tanto también para F', F' pertenece a
(S). O

Este resultado nos permite definir la variedad algebraica afin V(I) para cada ideal I C
k[xq,x9,...,x,] como V(S) para algin conjunto (finito) de generadores de I.

Note que si X; C A™ (i € S) son variedades afines, entonces de forma natural se tiene
que N;esX; también es una variedad afin. Al igual que si S es finito, entonces U;csX;
también es una variedad afin. De esta manera, el conjunto de variedades afines puede
ser considerado como aquel de subconjuntos cerrados de alguna topologia sobre A™. Esta
topologia se denomina la topologia de Zariski . Esta topologia resulta no ser Hausdorff si
X es infinito. Sin embargo, es ttil para los propdsitos de la geometria algebraica, y en lo
que sigue, siempre consideramos una variedad afin X C A" como un espacio topolégico
con su topologia de Zariski, es decir, la topologia en X inducida por la topologia de Zariski
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de A™.

Tenga en cuenta que si & = C, entonces el espacio afin y por lo tanto cada variedad

afin también pueden ser consideradas como un espacio topolégico con la topologia usual
(Euclidiana).

4.2. Funciones y aplicaciones regulares

En esta seccién se recuerda el concepto de funcién y aplicaciéon regular, asi como el ideal
de definicién de una variedad, conceptos estos que permiten definir variedades algebraicas
isomorfas.

Definicién 4.2.1. Sea X = V/(5) una variedad afin. Una funcién f : X — k se denomina
reqular si ésta coincide con la restriccion sobre X de alguna funciéon polinémica, es decir,
una funcién A" — k asignando F'(a) a un punto a, donde F' € k [x1,xa, ..., T,

Obviamente, si f y g son dos funciones polinémicas sobre X, su suma (puntual) y su pro-
ducto también son funciones polindémicas. Asi, todas las funciones regulares forman una
k-algebra k [X| denominada el dlgebra de las funciones regulares o el dlgebra de coordena-
das de la variedad afin X. Dado que el campo k es infinito, entonces un polinomio F' esta
completamente definido por la correspondiente funcién polinémica. Por eso no los distin-
guimos y solemos hablar de “la restriccion de un polinomio”, “el valor de un polinomio”,
ete.

Ciertamente, la aplicacién k [y, zo, ..., x,] = k [X] que asigna un polinomio F a la funcién
a — F(a), es un homomorfismo de algebras e incluso un epimorfismo. Por lo tanto, k [X] ~
kx1,x9,...,2,] /I(X), donde I(X) es el ideal que consiste de todos los polinomios F' tal
que F(a) = 0 para cada punto a € X. Este ideal se denomina el ideal de definicion de la
variedad afin X.

Proposicién 4.2.2. 1. Para cada punto a € X, la “aplicacion evaluacion” v, : k[X] —
k, definida por f w— f(a) es un homomorfismo de k-dlgebras.

2. Reciprocamente, dado cualquier homomorfismo de k-dlgebras o : k[ X] — k, entones
existe un unico punto a € X tal que af) = f(a) para cada f € k[X].

Demostraciéon. La primera afirmacién es obvia. Para el segundo item, considere cualquier
homomorfismo « : k[X]| — k. Denote por & la restricciéon sobre X del polinomio x; (la
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i-ésima funcién coordenada). Naturalmente, las funciones &; (i = 1,2,...,n) generan k [X]|
como k-algebra. Tome a; = «(§;) y a = (ay,a9,...,a,). Si F es cualquier polinomio de
I(X), entonces F(a) = a(F (&1, s, - -+, &) va que a es un homomorfismo de dlgebras. Pero
bajo la identificacion de k [X] con k [z, 2o, ..., x,] /I(X), los valores restantes coinciden
con la clase de F(xy,xs,...,x,), es decir, iguales a 0. De esta forma a € X. Mdas ain, por
definicion se tiene que &;(a) = «(§;), de donde o f) = f(a) ya que los &; generan el dlgebra
k[X]. Si b es otro punto tal que o f) = f(b) para todas las funciones regulares f, entonces
en particular se tiene que &;(b) = a(&;) = a;, es decir, todas las coordenadas de b coinciden
con aquellas correspondientes de a, luego a =b. [

Definicién 4.2.3. Sean X, Y dos variedades afines y f : Y — X una apicaciéon. Sia € Y,
entonces f(a) es un punto de A" por lo tanto, sus coordenadas fi(a), fo(a),..., fu(a)
estan definidas. En otras palabras, f define n “aplicaciones de coordenadas” f; : Y — k. La
aplicacion f se dice reqular o un morfismo de variedades afines si todas estas aplicaciones
de coordenadas son funciones regulares.

Es obvio quesi f: Y — X y g: Z — Y son aplicaciones regulares de variedades afines, su
composicion fog: Z — X también es una aplicacién regular.

Definicién 4.2.4. Una aplicacién regular f teniendo un inverso regular f~! se denomina
un isomorfismo de variedades afines. Si un isomorfismo f : X = Y existe, las variedades
X y Y son llamadas isomorfas, en este caso escribimos X ~ Y.

El siguiente teorema proporciona una caracterizacién de las aplicaciones regulares por
medio de las funciones regulares, es mas, éste presenta la construccion de homomorfismos
de k-algebras por medio de la composicion entre aplicaciones y funciones regulares.

Proposicién 4.2.5. 1. Una aplicacion f 'Y — X es reqular si y solo si la funcion
po f:Y — k es reqular para cada funcion reqular ¢ : X — k. Mds aun, la aplicacion
f* i k[X] — kY] definida por f*(p) = po f es un homomorfismo de k-dlgebras.

2. Recicprocamente, cada homomorfismo de k-dlgebras k [X]| — kY] es de la forma f*
para una unica aplicacion reqular f:Y — X.

Demostracion.

1. Si f(a) = (f(a1), f(az),..., f(a,)), donde f; es la restriccién sobre Y de algin po-
linomio F; y si ¢ es la restriccion sobre X de un polinomio G, entonces ¢ o f es
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la restriccién sobre Y del polinomio G(Fi(a), Fy(a),. .., F,(a)), es decir, es una fun-
cién regular. Reciprocamente, supdéngase que ¢ o f es una funcién regular para cada
¢ € k[X]. Tome ¢ = x; la i-ésima funcién coordenada sobre A™. Entonces po f(a) es
la i-ésima coordenada del punto f(a). Luego, todas estas coordenadas son funciones
regulares y la aplicacién f es regular. Es bastante obvio que (p+1)o f = o f+1of
v () o f=(pof)(vof),asi f*es de hecho un homomorfismo de k-algebras.

2. Sea ahora v : k[X] — k[Y] un homomorfismo arbitrario de k-dlgebras y sea a € Y.
Si v, la apliciacién evaluacién, entonces la composicién v, o v : k[X]| — k es un
homomorfismo, por lo tanto, defina un tinico punto b € X tal que v, oy = v;,. Luego,
hay una tnica aplicacion f : Y — X tal que v, 0y = vy, para cada a € Y. En
particular, si f(a) = (f(a1), f(az2),..., f(a,)) entonces

fila) = Uf(a)(fi) = va(7(&)) = 7v(&)(a),

donde las &; son las funciones de coordenadas sobre X. Como esto es verdad para
cada punto a € Y, por tanto, tenemos que f; = v(;) son funciones regulares sobre
Y, asi f es una aplicacién regular y y(&;) = f*(&). Como los ; generan a k [X], luego
~v = f*. La unicidad de f es evidente. [J

Como una consecuencia de este teorema el préximo resultado muestra una caracterizacion
de las variedades algebraicas isomorfas.

Corolario 4.2.6. Las variedades algebraicas afines X y 'Y son isomorfas si y solo si las
dlgebras k [ X| y k[Y] son isomorfas. Mas ain, un morfismo f : X — Y es un isomorfismo
sty solo si lo es el homomorfismo f*.

Para cada funcion regular f sobre una variedad afin X, se define el conjunto abierto
principal de la variedad X como el conjunto D(f) = {x € X | f(z) # 0}. Note que
los conjuntos abiertos principales forman una base para la topologia de Zariski. También
tenemos que cada aplicacién regular es continua sobre esta topologia.

Definicién 4.2.7. Una transformacion afin de A™ es una aplicacion A" — A", definida
de la forma a — Aa + b, donde A es una matriz invertible de orden n y b es un vector fijo.

Note que esta transformacion afin, es un automorfismo de A™. Por ejemplo, si consideramos
la linea afin A!, entonces sus transformaciones afines son los tinicos automorfismos.
Considere ahora que char k = p, con p un nimero primo positivo, luego la aplicacion de
Frobenius es la aplicaciéon @ : A" — A" definida por @(ay,aq,...,a,) = (a},db, ..., ab).
Note que esta es una aplicacién regular y biyectiva, pero su inversa no es regular.
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4.3. Nulistellensatz de Hilbert

En esta seccion se presenta como principal resultado el “Nullstellensatz de Hilbert”, que
en aleman significa “teorema de ceros”, éste es un teorema que establece la relacion base
de la geometria algebraica, la cual es una relaciéon fundamental entre geometria y algebra.
Asi como se presenta y demuestra el Lema de Rabinovich.

En la Seccién 4.2 se definié la correspondencia entre los ideales del anillo de polinomios
klz1,xa,...,2,] v las variedades afines X C A7, es decir, a cada ideal I le corresponde la
variedad V(1) de sus ceros y a cada variedad X le corresponde el ideal I(X) de polinomios
que se desvanecen (anulan) sobre X (por lo tanto que se encuentran en I(X)), pero que
no se anulan en a, por lo tanto a ¢ V(I(X)). Por otro lado, ejemplos simples muestran
que I(V(I)) # I puede pasar. Por ejemplo, si I = (F?) para algin polinomio F, entonces
FeI(V(I)) pero F ¢ I.

Definicién 4.3.1. Sea I un ideal en el anillo de polinomios k [z1,xa, ..., ,], la raiz del
ideal I se le denota por v/I y es el conjunto de todos los polinomios F € k (1, X9, ..., Tp)
tal que F' € I, para algiin entero positivo .

Note que por definicién I C v/I, ademds se verifica que v/I es de nuevo un ideal y ob-
viamente, v/I C I(V(I)). El siguiente notable teorema, debido a Hilbert, muestra que de
hecho estos dos tltimos ideales coinciden.

Teorema 4.3.2 (Nullstellensatz de Hilbert). Si el campo k es algebraicamente cerrado,
entonces I(V (1)) = /1 para cada ideal I C k [z, 2, ..., 2,].

Recordemos que un ideal I de un anillo A se llama un ideal radical si I = +/1. En particular,
el Teorema 4.3.2 afirma que un ideal I C k[xy,2s,...,z,]| es el ideal definido de una
variedad afin si y sélo si éste es un ideal radical. El proximo resultado muestra un caso
especial de este teorema.

Corolario 4.3.3. V(I) =0 si y sélo si [ =k [z, 29, ..., 2,].

Demostracién. Note que V(I) = () significa que todos los polinomios se anulan sobre
V(I). En particular 1 € I(V(I)). Pero esto significa que 1 € I ya que 1! = 1. Entonces
ciertamente I contiene todos los polinomios. El reciproco es evidente. O

La siguiente proposicién muestra que Nullstellensatz de Hilbert es de hecho una consecuen-
cia de este caso especial.
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Proposicién 4.3.4 (Lema de Rabinovich). Si el Corolario 4.3.3 es wvdlido entonces el
Teorema 4.53.2 es vadlido también.

Demostracién. Sea F' € I(V(I)). Considere ahora el ideal J C k [z1, o, . . ., 2] generado
por todos los polinomios de I y por z,1F — 1. Obviamente, V(J) = ). Por esto, 1 € J, es
decir .

1= HiFi+ Hypa(wnn F = 1), (4.3.5)

i=1

para algunos polinomios H; € k [r1, T, ..., %, Tyi1] v algin polinomio F; € I. La igualdad
4.3.5 es una igualdad formal de polinomios, asi, podemos reemplazar en ésta las variables x;
por cualquier valor tomado de cualquier k-algebra. Reemplazando x,, 1 por 1/F', obtenemos

F!' = Z G,F, e 1,
=1

donde G; representa F"H;(x1,xo,. .., 2y, 1/F). ]

Proposicién 4.3.6. Sea Iy C I, C I3 C --- una cadena creciente de ideales de un anillo
Noetheriano (por ejemplo, de k [x1,xa, . .., x,]|). Entonces esta cadena se estabiliza, es decir,
hay un numero r tal que I, = I, para todo s > r.

Demostracion. Como hemos comentado antes, la union I = U, I; de nuevo es un ideal. Ya
que el anillo es Noetheriano, entonces I = (ay,as, ..., a;) para algin conjunto finito. Cada
uno de los a; pertenece a algin ideal /;;. Entonces podemos tomar 7 = max;i;: Obviamente,
I, =1 =1, para todo s > r. O

4.4. Relacién entre Geometria y Algebra

En este ultimo apartado de esta seccion, se asociara a cada variedad algebraica afin su
algebra de coordenadas, ademaés se muestra como esta ultima dgebra permite definir la
variedad y la topologia de Zariski asociada a la variedad. Es mas, se presenta una corres-
pondencia entre los puntos de la topologia de Zariski asociada a la variedad afin y los
ideales maximales del algebra de coordenadas asociada a la variedad afin.

De nuevo, para la actual seccion, suponga que k£ es un campo algebraicamente cerrado.
En lo que sigue k-algebras reducidas y finitamente generadas son llamadas dlgebras afines
(sobre k). Primero establezcamos algunas consecuencias de Nullstellensatz de Hilbert.
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Proposicién 4.4.1. Una k-dlgebra A es isomorfa a un dlgebra coordenada de una variedad
algebraica afin si y solo si ésta es finitamente generada y reducida, es decir, no tiene
elementos nilpotentes distintos de cero.

Demostracion. La afimacion de “sélo si ”es obvia a partir de la definicién. Suponga ahora
que A = klay,as,...,a,] es un algebra afin. Considere el homomorfismo ¢ : k[x] — A
enviando F' a F(ay,as,...,a,). Este es un epimorfismo, por lo tanto, A ~ k[x] /I, donde
I = ker . Mas atn, v/I = I. En efecto, si F' € v/I entonces o(F') = (p(F))! = 0, para
algin [, de donde ¢(F) = 0, como A es reducida, luego F' € I. Por Nullstellensatz de
Hilbert se tiene que [ = I(X) donde X =V ([) y A~k[X]. O

Sea X C A" una variedad afin, luego A = k[x]/I(X) es su dlgebra coordenada. Con
la siguiente asignacién se muestra que ambas, la variedad X y su topologia de Zariski
estan completamente definidas por el algebra A. Para cada subconjunto Y C X, tome
I(Y)={a € A|a(y) =0 para todo y € Y}. Obviamente, I(Y") es un ideal radical en A.
SiY = {z} consistiendo de un solo punto, escribimos m, en vez de I({z}). Reciprocamente,
para cada subconjunto S C A, tomamos V(S) = {z € X | a(z) = 0 para todo a € S}.
Este es un conjunto cerrado en la topologia de Zariski, es decir, también es una variedad
afin, a saber, ésta es V(S) =V (I U 5 ), donde S consiste de (algunas) preimégenes en k [z]
de las funciones a € S. Definitivamente, si X = A" obtenemos la definicién “vieja’de la
Seccién 4.1. Es mas, podemos generalizar el Nullstellensatz de Hilbert para esta situacion
como sigue.

Corolario 4.4.2. 1. Sea Z C X un subconjunto cerrado de Zariski arbitrario, entonces
V(I(Z))=Z.

2. Para cada ideal I C A se tiene que 1(V(I)) = V1. Ademds, si I es un ideal radical
entonces I(V (1)) = I.
En particular, V(I) =0 si y sdlo si I = A.

Asi obtenemos una correspondencia 1-1 entre los subconjuntos cerrados de Zariski de X e
ideales radicales en A. Es més, esto se sigue inmediatamente de la definicion que k [Z] =
k[X]/I(Z) para cada cerrado Z C X.

El préximo resultado nos permite mostrar un correspondencia biunivoca entre los puntos
de X y los ideales maximales de A.

Proposicién 4.4.3. 1. Para cada punto x € X, el ideal m, es maximal.
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2. Reciprocamente, para cada ideal mazimal m C A hay un unico punto x € X tal que

m=m,.
Demostracién.

1. Considere el homomorfismo evaluacion v, : A — k tal que v, (a) = a(z). Obviamente,
este es un epimorfismo y m, = ker v,. Por lo tanto, A/mx ~ k es un campo y asi m,
es un ideal maximal.

2. Como m es maximal en A, entonces m # A, luego hay un punto z € X tal que
a(x) = 0, para todo a € m. Por eso m C m, y asi m = m, ya que m es un ideal
maximal. La unicidad de z es evidente. [

Asi, podemos (y a menudo se hard) identificar una variedad afin X con el conjunto Max A.
Mas atn, la topologia de Zariski sobre X puede obtenerse en una forma “puramente alge-
braica” como sigue.

Proposicién 4.4.4. Sea Z C X un subconjunto cerrado de Zariski, e I = I(Z). Entonces
x € Z siy solo simg 2O 1.

En otras palabras, los subconjuntos cerrados de Zariski de X corresponden a los subcon-

juntos de Max A de la forma {m | m 2 I}, donde I corre a través de los ideales radicales
de A.

Definicién 4.4.5. Sea X un espacio topoldgico.

1. X se denomina Noetheriano si cada cadena decreciente de sus subconjuntos cerrados
Zy D Zy DO Z3 D --- se estabiliza, es decir, hay un entero r tal que Z;, = Z, para
todo s > r.

2. X se denomina irreducible si no es vacio y Y U Z # X para cualesquier par de
subconjuntos cerrados propios Y, Z C X.
Equivalentemente, X es irreducible si y sélo si cualquier subconjunto abierto no vacio
U C X es denso, es decir, U N U’ = () para cualquier otro abierto no vacio U’ C X.

Proposicién 4.4.6. 1. Cualquier variedad algebraica afin es un espacio topolégico Noethe-
riano.

2. Una variedad algebraica afin es irreducible si y solo si su dlgebra de coordenadas es
integral, es decir, no es cero y no contiene divisores de cero distintos de cero.
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Demostracién.

1. Se sigue de la Proposicion 4.3.6, ya que cualquier cadena decreciente de subconjuntos
cerrados Z7 2 Zy O Z3 O --- define la cadena creciente de ideales en el anillo de
coordenadas: I} C I, C I3 C --- donde I; = I(Z;). Esta ultima cadena se estabiliza,
luego hay algin r tal que I; = I, para s > r. Entonces Z, = V(I;) = V(1) = Z,.

2. Sea X una variedad afin no vacia, A su algebra de coordenas. Suponga que A es
integral y Y, Z C X son subconjuntos cerrados propios. Tome [ = I(Y), J = I(Z).
Entonces I #0y J # 0. Sean a € I y b € J elementos no nulos. Entonces ab # 0 y
ab e I[(Y UZ). Porlo tanto, (Y UZ) #0y Y UZ # X, es decir, X es irreducible.
Suponga ahora que X es irreducible, y sean a,b € A elementos no nulos. Entonces
Y =V(a) y Z =V(b) son subconjuntos cerrados propios, asi, V(ab) =Y U Z # X.
Con lo que ab # 0 y A es integral. [J

Para terminar esta seccion de propiedades, definiciones y relaciones entre geometria y
algebra presentamos el siguiente resultado que relaciona irreducibles e ideales primos.

Corolario 4.4.7. Un subconjunto cerrado Z C X es irreducible si y solo si el correspon-
diente ideal 1(Z) C k [X] es primo, es decir, es un ideal propio de modo que si a y b no le
pertenecen, su producto tampoco le pertenece.



5 Algebras de Caminos y Variedades
Afines

En este capitulo abordamos un nuevo enfoque a la teoria cldsica de variedades de repre-
sentaciones basado en bases de Grobner no conmutativas, como propone Green et al. en
[14]. Allf se establece una correspondencia uno a uno entre un conjunto de algebras de ca-
minos de un carcaj y cierta variedad algebraica afin. En este enfoque se pretente construir
variedades cuyos puntos estan en correspondencia con algebras de caminos convenientes,
las cuales comparten la misma algebra monomial asociada y esta determina algunas pro-
piedades que satisfecen estas dlgebras (teorema 5.1.7).

Iniciamos con el teorema de correspondencia, después con el teorema que establece las
propiedades que comparten las dlgebras de caminos de una variedad, después con la apli-
cacion de este teorema a algebras graduadas y terminamos el capitulo con la adaptacién
del teorema de correspondencia a dlgebras de caminos k@) /I donde I es un ideal admisible.

5.1. Teorema de Correspondencia

Esta seccién inicia con las condiciones que deben satisfacer las algebras de caminos en el
teorema de correspondencia.

En lo que sigue denotamos como L = k(xy,...,x,) el cuerpo de fracciones del anillo de
polinomios conmutativos R = k[z1,...,x,] en n indeterminadas sobre k, y consideramos
el algebra de caminos L) de un carcaj ). Si un elemento de L@ tiene solo coeficientes de
R diremos que este se encuentra en RQ).

Sea k() un algebra de caminos de un carcaj () y B su respectiva base.
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Definicién 5.1.1. Sea 7 C B un conjunto de caminos tip-reducidos de longitud al menos
dos y sea > un orden admisible sobre B. Sea

Algr = {kQ/I|I esideal de kQ y Ipnjon, = (T)}.

Es decir Alg; es el conjunto de las algebras acotadas del carcaj ) cuyo ideal monomial
Iyon sea generado por el conjunto minimal tinico 7.

Si z y y son dos elementos uniformes de un algebra de caminos k(@), entonces diremos que
x es paralelo a y (notado z || y) si o(z) = o(y) y t(z) = t(y). Sea N = B\ T, entonces para
cada t € T sea

Ny={neN|n|tn<t}

Es decir N; contiene los potenciales monomios de N7(t) para cualquier I C kQ tal que
Inion = (T). Donde N;(t) denota la forma normal de ¢t médulo I.

Sea D = >, +|N;|. Note que |[N;| es independiente del ideal I en consideracién, siempre

ue Iyon = . Con base en esto mds adelante definimos la varieda cuyos puntos
que I T). Con b to més adelante definimos la variedad Vy cuyos punt
yacen en k.

Para cada t € T sea

g =1— Z CtnM

nGNt
donde ¢;,, € k. Observe que g; es uniforme puesto que cada elemento de la combinacién
lineal es paralelo a t y que Tip g; = t puesto que n < t para todo n € N.

Sea
Ge={q|teT}.

Note que G, no necesariamente es una base de Grobner dado que podemos tener relaciones
superpuestas que no se reducen a cero.

A continuacién definimos el conjunto V7, que mas abajo se mostrara es una variedad afin.

Definicién 5.1.2. Con la notacion de arriba, sea
Vr = {c = (ci,) € kP | G es la base de Grobner reducida de (G,)}.

El siguiente teorema establece la correspondencia uno a uno entre Alg+ y Vr.
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Teorema 5.1.3 ([11], 4.3, Teorema de Correspondencia). Sea T C B un conjunto de ca-
minos tip-reducidos de longitud al menos dos y sea > un orden admisible sobre B. Entonces
existe una biyeccion entre los conjuntos Alg+ y Vr.

Demostracién. Sea ¢ : Alg;: — Vr, ¢(kQ/I) — c. Donde c es asignado de la siguiente
forma: Sea G la base de Grobner reducida de I, es decir

G={t—N;(t)|teT}

y sea ¢ = (c;,) la D—upla de kP conformada por los coeficientes de los términos de
la forma normal de cada polinomio de G. Dado que la base de Grobner reducida es 1ni-
ca, y que ¢ € Vr (puesto que (G) = I y haciendo G. = G) esta aplicacién esta bien definida.

Para la aplicacién inversa, si ¢ € V7, donde G, es la base de Grobner reducida de H = (G,),
entonces kQ)/H € Alg; puesto que TipG. =T y (Tip H) = (TipG.) = (T). O

El siguiente lema se utilizara para probar que V7 es una variedad algebraica afin. Establece
que las reducciones totales y las relaciones superpuestas son cerradas en R(Q).

Lema 5.1.4 ([11], 3.4). Sea H un conjunto de caminos uniformes tip-reducidos en RQ) C
LQ). Entonces

1. St Re€ RQ y R=4 S entonces S € RQ).

2. Si f,f € H con (Tip f)p = q(Tip f') con 1 < €(p) < (Tip f") entonces la relacion
superpuesta o(f, f', p,q) esta en RQ.

Demostracion. La parte 1 se deduce de la definicién de reduccion simple y completa,
dado que en la férmula del reemplazo todos los términos no son fracciones. La parte 2
se obtiene de igual forma de la definicién de relaciones superpuestas considerando que los
términos no son fracciones. O

A continuacién demostramos que V5 es una variedad algebraica afin. Antes enunciamos
un refinamiento del teorema 3.2.18 utilizado en la demostracion.

Teorema 5.1.5 ([11], 2.13). Sea k un cuerpo, Q un carcaj finito, y < un orden admisible
sobre el conjunto B de caminos dirigidos finitos en Q. Supongamos que G (no necesariamen-
te finito) es un conjunto de generadores uniformes tip-reducidos de un ideal I. Entonces
G es una base de Grobner para I con respecto a < si y solamente si toda relacion de
superposicion de cualquiera dos elementos de G se reduce completamente a 0 maodulo G.
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Teorema 5.1.6 ([11], 4.4). Sea k un cuerpo, Q un carcaj, y > un orden admisible sobre B.
Suponga que T es un conjunto finito de caminos de Q) e igualmente que Ny es un conjunto
finito, para todo t € T. Entonces V1 es una variedad algebraica afin.

Demostracién. Sean z;, indeterminadas, una para cada escogencia de t € T y n € M,.
Se desea encontrar polinomios en el anillo R = k[z;,, |t € T,n € N, tal que V7 es el
conjunto de ceros de aquellos. Sea

neN

Note que H C RQ y que para cualquier I C RQ tal que Iy, = (T) los elementos de la
base de Grobner reducida de I tienen la misma forma que los elementos de H.

Para cada relacion de superposicion o(hy, by, p, q) con hy, hy € H'y p,q € B consideramos
su reduccién completa médulo H. Por el lema 5.1.4 tenemos que estas reducciones son
elementos de R(), por lo tanto tienen la forma

: : fo(htaht’ )p1Q)7nn

neN

donde los fo,,n » son polinomios de R. Afirmamos que V7 es el conjunto cero de todos

X))

los polinomios fo(x,,n obtenidos de las reducciones completas médulo H de las posibles

t/ 7p7q)7n
relaciones de superposiciéon. En efecto, como consecuencia del teorema 5.1.5 tenemos que

Z fo(ht,ht/,p,q),nn =0

neN

lo que implica que fo(n,n, pq)m = 0 para todo n € N cuando tomamos los puntos de Vr,
dado que obtenemos exactamente los puntos (c;,) tal que ¢t — Zne N; CtnTl €8 la base de

Grobner reducida del ideal que ella genera. O

Note que las reducciones totales médulo H pueden dar lugar a diferentes conjuntos de po-
linomios segun el orden en que se realicen las reducciones simples. Sin embargo el conjunto
cero es el mismo, dado que corresponde a los coeficientes en la base de Grobner de I para
cada [I.

También observe que puesto que la base de Grobner reducida tiene la misma forma para
todos los ideales tal que Iy, = (T) entonces todas las relaciones de superposicién son las
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mismas independiente del ideal, dado que estas se calculan usando las indeterminadas x ,,.

A continuacién listamos algunas propiedades de las dlgebras asociadas a una variedad
V. Teniendo en cuenta la correspondencia establecida en el teorema 5.1.3 hablaremos de
algebras como elementos en V.

Teorema 5.1.7 ([11], 4.6). Sea Q un carcaj y B el conjunto de caminos finitos orientados
en Q. Sea < un orden admisible sobre B y sea T un conjunto de caminos de minimo longitud

dos y tip-reducidos. Sea N =B\ T, A =kQ/I € Vr y Ayon = kQ/ (T ). Entonces
1. AMon = AMon
2. Toda dlgebra A tiene como k-base a N'. En particular dim Ay, = dim A = |N].

3. Cp = Ca,,,, st1 es admisible. Es decir las dlgebras de dimension finita en Vr tienen
la misma matriz de Cartan.

4. Asuma que A es graduada por longitud y suponga que < respeta la longitud. Para
N > 2, si Apron es N-Koszul entonces A es N-Koszul si I es generado en grado N.

Demostracién. 1. En efecto, Apon, = kQ/ (Tip 1) = kQ/ (T) = Anton- 2. Del lema funda-
mental (Teorema 3.1.6) tenemos que como k-espacios vectoriales gen N es isomorfo a kQ/1
y por lo tanto N puede ser identificado con una k-base de kQ/I. 3. Se obtiene considerando
que todas las 4lgebras tienen la misma k-base .

4. Suponga que I es generado en grado N y que Az, es N-Koszul. Entonces como resolu-
ciones graduadas, la resolucion ordenada de A y Ajy,, tienen médulos proyectivos generados
en los mismos grados. Esto es, en ambos casos, el n-ésimo proyectivo es generado en grado
(n/2)N sin es par y en grado [(n — 1)/2]N + 1 si n es impar. Pero dado que la resolucién
proyectiva minimal de A es un sumando de la resolucién ordenada para A, el resultado
sigue. O

A continuacién tenemos algunos ejemplos de la correspondencia entre Alg: y Vr.

Ejemplo 5.1.8. Si ninguno de los elementos en T se superponen, entonces no existen rela-
ciones de superposicién. Es decir todos puntos de K satisfacen vacuamente las ecuaciones
resultantes de reducir estas relaciones y por lo tanto Vy = k. Adicionalmente, kQ/ (T)
tiene dimension global 2.
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Ejemplo 5.1.9. Sea k{x1,...,x,} el dlgebra libre asociativa en n variables. Entonces k{x1,...,z,} =
k@ donde @ es el carcaj con un vértice y n lazos. Sea > el orden de longitud lexicografico iz-
quierdo con x,, > x,_1 > --- > x1. El anillo de polinomios conmutativos en n variables esta

dado por R,, = k{z1,...,2,}/ (x;x; — x;x;, para i > j). En este caso {x;x; — z;x; |1 > j}

es la base de Grobner reducida para R,. Por lo tanto R,, € V7 donde T = {z;x;|i > j}.

Note que B = {z{*x5* - - -z | ay,...,a, € Z>o}. Para el caso particular de n = 2 tenemos

que T = {x9x1} v dado que no existen relaciones de superposicién para reducir, entonces

Vr = K° (D = |Nays,|, donde N,,., = {x172, 2}, 71, 22,61 = 1}). Por lo tanto

AlgT = {k{xth}/ <1‘2$1 — C1T1T — 0295% — (371 — C4T3 — 05> |(01, cee 705) S kS}'

Note que Ry corresponde al punto (1,0,0,0,0) € V7 y que todas las dlgebras de dimensién
finita en Alg; tienen dimensién global dos.

Ejemplo 5.1.10. Sea () el siguiente carcaj
06

g
a b
lo—C o s 0y
RNy
J

o4 —o7

Entonces tenemos la siguiente base multiplicativa
B = {aa ba ¢, d> €, fa g, ia ja ka gh7 ab? bZa abi: Cda Cdi: ef7 efia ej7 €jk, €1,€2,E3,E4,E5,E6,E7, 68}

el orden a utilizar es el de longitud lexicografico izquierdo < cona > b >c > ... > k. Sea
T ={ab,bi,cdi} y N =B\ T. Recordemos que N; = {n e N'|n || t,n <t} paraunt €T
y por lo tanto

Nap ={cd, ef}

Noi =0

Neai ={efi, ejk, gh}
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Sean
g1 =ab — x1(cd) — xo(ef)
g2 =bi
g3 =cdi — x3(efi) — x4(ejk) — x5(gh)
elementos del algebra de caminos RQ. Sea ¢; = (1, %2, 73,74, 75) un punto de k°. Y

sea Gey = {91,02,93}. Si G, es la base de Grobner reducida de (G.,) = I entonces
kQ/I € Alg.

Calculamos ahora todas las posibles relaciones superpuestas en G, .

1. o(g1, g2,1,a). Verificamos que efectivamente satisface las condiciones para ser relacién
superpuesta.

a) ab(i) = (a)bi
b) ab no divide a a
¢) bi no divide a i
por lo tanto
o(g1, 92,4, a) =g1(i) — algz)

=abi — x1cdi — xoefi — abi

= — x1cdi — xoefi.

Se puede observar que no existen mas relaciones superpuestas. Ahora reducimos totalmente
modulo G, esta relacion superpuesta.

—z1cdi — z9efi =q,, — vicdi — x9€ fi — (—x1(cdi — z3efi — x4ejk — x5gh))
= — xyedi — xaefi — (—xiedi + vix3efi + vix4ejk + x1259h)
= — xicdi — x0efi + x1cdi — xix3efi — vix4ejk — 212590

= — xeefi — xix3efi — x10865K — X259
Ahora segtn el teorema 5.1.5 esta reduccion es cero, entonces

(—x9 — z123)efi — xyw4ejk — x125gh = 0
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es decir
Tro + 13 =0
T1T4 =0
T1Ts =0

Resumiendo, todos los ¢ = (xy, 19, 13, 74, T5) € k° tal que G, es una base de Grobner redu-
cida de (G) (i.e. ¢ € Vr) son elementos del conjunto cero del ideal (xo + x1x3, x124, T125)
del anillo R. Y viceversa, con los ceros de este ideal tenemos que G es una base de Grobner
reducida.

La siguiente proposicion enuncia las condiciones suficientes para que una variedad contenga
un producto de variedades de élgebras.

Proposicién 5.1.11. Sea T un subconjunto de caminos tip-reducidos de un carcaj Q.
Suponga que T es la union disjunta de dos conjuntos Ty y To sin superposiciones entre los
elementos de T y Ta. Entonces la variedad Vr contiene la variedad Vo, X V7.

Demostracién. Note que si ¢t € T entonces t € T; o t € T3. Por lo tanto n € N(t) es
paralelo a un camino t; € 7; y menor que t; o es paralelo a un camino t, € 75 y menor
que t, pero no ambos. Ahora suponga que tenemos un punto ¢; € Vy; y ¢2 € Vo, y sea ¢
el punto definido por

CiopSit=t1
(¢) = (¢t,n) donde ¢, = - ‘ !

Cton S1T = 1.
De esto sigue que ¢ yace en V3 dado que el conjunto {ti — Zn”ti,n«/i can |t € 7}} es una
base de Grobner del algebra asociada al punto ¢;, parai=1,2. [

5.2. Variedades de Algebras Graduadas

En esta seccién, siguiendo a [I14], mostramos que las variedades de dlgebras graduadas
pueden ser vistas como una clase especial de subvariedades. Iniciamos con la definicién de
estas subvariedades.

Para cada t € T, sea S(t) un subconjunto de N;, donde S(t) puede ser vacio. Se asignan
valores a los elementos de S(t) via la aplicacién ¢ : S(t) — k y sea ¢ = {¢¢|t € T}.
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Definicién 5.2.1. Con la notacién anterior, sea
Vr(p) ={(e) = (ctn) € V7| paratodot € T, sin € S(t) entonces ¢, = ¢r(n)}.

Asi, V7 (¢) son los puntos en Vr donde, para cada t € T y n € S(t), ¢, esta restringido
al valor ¢ (n).

La siguiente proposicion establece la subvariedad especial.

Proposicién 5.2.2 ([11], 6.2). Para ¢ = {¢¢|t € T}, el conjunto Vr(p) es una subvarie-
dad de Vr.

Demostracién. Sea (fi,..., fn) el ideal en k[z;, |t € T,n € Ny de la variedad V7.

Entonces V7 (¢) es el conjunto cero de los polinomios { fi, ..., fim }U(Uter{Zns—pi(n) | n €
S(t)}). O

Llamaremos a V() la subvariedad especial de V7 asociada a .

Corolario 5.2.3. Vr(p) contiene el dlgebra monomial kQ/ (T) si y solamente si o, = 0
0 S(t) es vacio, para cada t € T.

Ahora consideramos algebras graduadas por funciones peso. Recordemos que una funcién
peso sobre una algebra de caminos k() es una funcién W : ;1 — G donde G es un grupo.
Extendemos W de flechas a B asi: sip = ay ... a, entonces W(p) = W(ay) ... W(a,) donde
W(v) = 1g para v € Qy. Entonces W induce una G-graduacién sobre k@) donde

kQ, = gen, b € B|W () = g).

Existe una G-graduacién inducida sobre A = kQ/I si I puede ser generado por elementos
homogéneos por peso. Llamaremos a esta graduacion la graduacion inducida sobre A. Si I
es generado por elementos W-homogéneos entonces la base de Grobner reducida consiste
de elementos W-homogéneos.

Nota 5.2.4. Note que, para cualquier funcién peso, las algebras monomiales siempre tienen
una graduacién inducida. Adicional, se tienen en cuenta algebras Z-graduadas donde la
graduacion es inducida por una Z-graduacion sobre las flechas.

Ahora definimos algunos términos con el objetivo de llegar a una version del teorema de
correspondencia para las dlgebras graduadas por funciones peso.
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Definicién 5.2.5. Sea 7 C B un conjunto tip-reducido de elementos de longitud al menos
dos y sea > un orden sobre B. Sea W : (); — G una funcién peso. Definimos

Algl = {kQ/I|I es ideal homogéneo por peso de kQ y Inson = (T)}

Definimos
NV ={neN|n|tln)>1n<t,Wn)=W(@t)}

donde £(n) es la longitud del camino n.

Anélogamente al caso no graduado, sea D" = 3", |[N|. Para cada t € T sea
g =1— Z CtnM
neNWw
donde ¢;,, € k. Observe que g; es uniforme puesto que cada elemento de la combinacion li-

neal es paralelo a ¢, homogéneo por peso y que Tip g, = t puesto que n < t paratodon € N.

Sea

gc:{gt|t€T}'

Note que G, no necesariamente es una base de Grobner dado que podemos tener relaciones
superpuestas que no se reducen a cero.

Definicion 5.2.6. Con la notacion de arriba, sea
ViV ={c=(cn) € kP™ | G, es la base de Grobner reducida de (Ge) }-

El siguiente teorema es la versién graduada de 5.1.3.

Teorema 5.2.7 ([11], 6.6, Teorema de Correspondencia Graduada). Sea T C B un con-
jJunto de caminos tip-reducidos de longitud al menos dos y sea > un orden admisible sobre
B. Entonces existe una biyeccion entre los conjuntos AngrV y V.

La demostracién es anédloga al teorema de correspondencia no graduado 5.1.3. El siguiente
resultado muestra que V7" es una variedad algebraica afin, en particular una subvariedad
especial de V7.
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Teorema 5.2.8. Sea k un cuerpo, Q) un carcaj, y > un orden admisible sobre B. Sea
W : Q1 — G una funcion de peso. Suponga que T es un conjunto finito de caminos de )
de longitud minimo dos. Para cada t € T, sea S(t) = N; \ NV y ¢ : S(t) — k tal que
wr = 0. Entonces para ¢ = {¢¢|t € T},

V' = Vr(p)

y asi V7" es una subvariedad especial de V1 y por lo tanto V1"V es una variedad algebraica
afin.

Demostracién. Para cada t € T, sea S(t) = N, \N}Y = {n € N;|W(n) £ W(t)} y sea
¢ : S(t) = k dado por ¢y = 0. Defina ¢ : V7" — Vr(p) tal que ¢(c" = (¢')) = " =
(c¢},) donde ¢, = ¢}, paran € N} y 0 en caso contrario. Note que ¢ es inyectiva. Para ver
que es sobreyectiva, sea ¢ = (¢;n) € Vr(p). Parat € T y n ¢ S(t) sea ¢}, = ¢, notando
que por construccién, W (t) = W(n). Por lo tanto "' = (¢;,,)" € V7'V v ¢((ein)) = ¢,
probando que v es sobreyectiva y por lo tanto una biyeccion. [

Note que dado que en el anterior teorema, ¢; = 0 para todo ¢; € ¢, el dlgebra monomial
kQ/ (T) esta contenida en VsV,

Corolario 5.2.9. Sea A = kQ/I € AngrV, esto es, en particular, I es un ideal homogéneo
por peso. Entonces

kEQ/(T) = Apron como dlgebras G-graduadas.

En particular, (kQ/(T))s = Ay como k-espacios vectoriales, para todo g € G y dimy A, =
{n € N[W(n) = g}|

5.3. Ildeales Admisibles

En esta seccién consideramos el caso del algebra de caminos kQ/I donde I es un ideal
admisible. Se define una subvariedad V7*4(m) que contiene algebras definidas con ideales
admisibles.

Sea T un conjunto de caminos tip-reducidos en J2. Donde J es el ideal generado por las
flechas de un carcaj . Sea N' = B\ Tip((T)) y asuma que N C B<,,_1, donde B<,,—1
denota el conjunto de caminos de longitud menor o igual a m — 1. En particular, N es
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finito. Esta premisa es necesaria dado que si N'  B<,,_1 para todo m, entonces para todo
m, J™ ¢ (T). Parat € T,sea S(t) = {n € Ni|€(n) <1}, vy ¢ : S(t) = k con ¢, = 0. Sea
@ ={¢:|t € T}. Entonces Vr(p) es la variedad cuyos puntos corresponden a las dlgebras
kQ/I, I C J? con base de Grobner reducida G cuyo Tip(G) = T. Sea kQ/I € Vr(p) con
base de Grobner reducida G. Entonces J™ C [ si y solo si cada camino de longitud m esta

en . Esto es, J™ C I siy solo si cada camino de longitud m se reduce completamente a 0
modulo G.

Definicién 5.3.1. Con la notacién de arriba, sea m > 2. Entonces V;’—d(m) es una subva-
riedad de la subvariedad especial V() de V5 tal que los puntos de V%—d(m) corresponden
a las algebras de la forma kQ/I tal que J™ C I C J2.

Dado que estamos considerando ideales admisibles, podemos asumir que A es finito y que
m es tal que N' C Be,,_, para algin entero positivo a.

Siguiendo una construccion andloga a la seccién 5.2, consideramos el conjunto

H=<L1t— Z Tean|t €T

neN,l(n)>2

Note que dado que estamos en V- (), el coeficiente de un n € N; con longitud menor que
dos es cero. Como antes, reducimos completamente cada relaciéon de superposicién moédulo
H vy sean fi,..., f. los coeficientes polinomiales de los caminos en A. El conjunto cero
del ideal generado por estos f; es Vr(p). Luego, reducimos completamente cada camino
de longitud m médulo H. Sean ff, ..., f* los coeficientes polinomiales de caminos en A/
resultado de estas reducciones. El conjunto cero del ideal generado por los f; y [} es la va-
riedad V44 (m). Asi entonces si A = kQ/I con I admisible, y con base de Grébner reducida
G y Tip(G) = T, entonces A corresponde a un punto en V% (m)

Podemos resumir estos resultados en la siguiente proposicion

Proposicién 5.3.2. Sea m > 2 y T un conjunto de caminos tip-reducidos de un carcaj Q)
de longitud minimo dos y J™ C (T). Entonces V2(m) es una subvariedad de V1 y por lo
tanto una variedad algebraica afin. Los puntos de V3(m) estdn en correspondencia uno a
uno con el conjunto de las dlgebras de dimension finita de la forma kQ/I donde

1. I es un ideal admisible con J™ C I C J2.
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2. La base de Grobner reducida tiene un conjunto de tip’s igual a T .

A continuacion tenemos un ejemplo de esta correspondencia.

Ejemplo 5.3.3. Sea @ el siguiente carcaj y sea T = {a®, a®b}. Entonces para B<s tenemos

N = {vy,v9,a,b,c,d,a*, ab, ac, ad, a’*c, a*d}. Sea > el orden por longitud lexicogréfico iz-
quierdo con a > b > ¢ > d. Entonces V7 consiste de las dlgebras con dim; = |N| = 12.
Ahora para considerar ideales admisibles, necesitamos I C J2. Con este fin los coeficientes
de las flechas y vértices son fijados en cero en los elementos de la base de Grobner reducida.
Asi de hecho estamos considerando la subvariedad especial V() con ¢ = {p; |t € T}
donde ¢; : S(t) — k tal que o, =0y S(t) = {n € N;|n| t,l(n) < 1}. Sea g1 = a® — Sa?
v g2 = a’b—Ta’c—Ua*d —Vab—Wac— Xad, donde S, T,U,V, W, X son indeterminadas.
Entonces V7 () es una variedad en k°.

Existen 4 relaciones de superposicion, a saber

1. @, a
2. a°,a
3. a®, a%b

4. a®,a (de la anterior relacién.)

Reduciendo completamente estas relaciones de superposicion, obtenemos los siguientes co-
eficientes polinomiales
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;

\

Ast, V() es el conjunto cero de estos

VT +W
VU + X
—SV 4 V?
—SW + WV
~SX + XV
SWT+W)
( SV)
W(V —5)
SXW S)

polinomios.

Ahora encontramos Vﬁ}d(m) para m = 4. Existen 4 caminos de longitud 4: a*, a®b, a3c, a®d.

Dado que queremos J* C I, cada uno de estos 4 caminos debe reducirse a cero médulo

{91,92} v por lo tanto obtenemos coeficientes polinomiales adicionales. Por ejemplo a* se

reduce completamente a S%a? por lo tanto S = 0 y de esto sigue que todos los caminos de

longitud 4 se reducen a cero dado que

g1 = a*. Asi finalmente si S = 0 entonces V = 0

de la ecuaciéon —SV + V? = 0. Similarmente encontramos W = X = 0 y que V4%(4) es un

2-espacio afin con T, U libres.



6 Conclusiones y Trabajos Futuros

Como resultado del trabajo hacemos una sintesis de las conclusiones obtenidas y en la
segunda seccion describimos nuestras recomendaciones y sugerencias de trabajos a futuros.

6.1. Conclusiones

La correspondencia establecida entre el conjunto de cocientes del algebra de caminos de
un carcaj () partidos por un ideal I, tal que el ideal monomial asociado sea generado por
un conjunto comun de monomios y una cierta variedad algebraica afin V resulta fructifera
para estudiar este tipo de algebras. Entre los resultados estudiados tenemos que en )V se
cumple:

1. Todo punto en V corresponde a un algebra.

2. Existe un punto distinguido Ay, en la variedad V, correspondiente a un algebra
monomial.

3. Las caracteristicas de Ay, determinan algunas caracteristicas de las algebras aso-
ciadas a los puntos en V.

Adicionalmente, todo cociente de algebras de caminos partido por un ideal finitamente
generado se encuentra en al menos una de estas variedades.

Para establecer estos resultados fué fundamental el desarrollo de una teoria de bases de
Grobner no conmutativas. Gracias a esta teoria se puede determinar la variedad corres-
pondiente y demostrar que efectivamente es una variedad afin.

La utilizacién de métodos geométricos en la teoria de representacion de algebras ha sido
fructifera. Como ejemplo podemos nombrar la generalizacion del teorema de Gabriel por V.
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Kac. También es notable la utilizacion de la teoria de invariantes geométrica en el estudio
de la finitud de los tipos de representacion de algebras.

6.2. Trabajos Futuros

Existen problemas abiertos en el contexto de las algebras monomiales, que serian buenos
candidatos a trabajos futuros en la direccion tomada en este trabajo. Por ejemplo, dada
un algebra k(Q)/I determinar si es isomorfa a un algebra monomial. En caso afirmativo
sabriamos que esta comparte ciertas propiedades homolégicas con las algebras asociadas a
una variedad.

Otro posible trabajo futuro es en relacion a la conjetura del determinante de Cartan. Esta
declara que el determinante de una matriz de Cartan de un algebra de dimensién finita de
dimension global finita es 1. Se ha demostrado que esta conjetura se cumple para las alge-
bras monomiales [23]. Por lo tanto serfa fructifero explorar las propiedades que comparten
las algebras de una variedad segun su algebra monomial asociada en relacion a la matrix
de Cartan.

Existen programas de investigacion, como el liderado por el profesor Eduardo Marcos del
Instituto de Matematicas y Estadistica de la Universidad de Sao Paulo, donde se trata
de unificar el enfoque tradicional de variedades de representaciones con el tratamiento
propuesto por E.L. Green de variedades a partir de bases de Grobner no conmutativas.
Esta direccién plantea retos técnicos que ameritan varios trabajos futuros.
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