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Álgebra

Grupo de Investigación:

TERENUFIA

Universidad Nacional de Colombia

Facultad de Ciencias, Departamento de Matemáticas
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Resumen

Algunas Relaciones entre Álgebras de Caminos y Variedades Algebraicas

Afines

El objetivo principal de este trabajo es estudiar algunas relaciones entre los cocientes del

álgebra de caminos de un carcaj y ciertas variedades algebraicas afines por medio de bases

de Gröbner no conmutativas, aśı como también las propiedades que comparten las álgebras

asociadas a una variedad. Con este fin, iniciamos con una exposición de los temas básicos

de la teoŕıa de representación de álgebras asociativas, incluyendo una introducción a la

geometŕıa de representación de álgebras y su desarrollo con teoŕıa de invariantes geométri-

ca (GIT). Con estos fundamentos, procedemos a revisar la teoŕıa de bases de Gröbner

no conmutativas, donde estudiamos los ordenamientos monomiales aplicables a álgebras

de caminos y los algoritmos existentes para la obtención de estas bases. Revisamos tam-

bién los sistemas de software disponibles que automatizan estos cálculos. Posteriormente

abordamos conceptos básicos e introductorios de la geometŕıa algebraica. Definimos la to-

poloǵıa de Zariski y el célebre teorema de los ceros de Hilbert, temas fundamentales para

una comprensión del último caṕıtulo, donde finalmente estudiamos las relaciones entre

álgebras de caminos y sus variedades algebraicas asociadas. Alĺı estudiamos el teorema de

correspondencia y cómo las álgebras graduadas se pueden ver como una clase especial de

subvariedades. Terminamos esta exposición considerando los ideales admisibles en la cons-

trucción de variedades algebraicas afines. Por último, tenemos un caṕıtulo de conclusiones

y trabajos futuros, donde revisamos las posibles direcciones de pueden tomar las investi-

gaciones en estas áreas.

Palabras clave: Teoŕıa de representación de anillos y álgebras asociativas, Bases de

Gröbner no conmutativas, Variedades algebraicas, Álgebras de Caminos, Represen-

taciones de carcajes, Anillos y álgebras asociativas.
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Abstract

Some Relationships between Path Algebras and Affine Algebraic Varieties

The main objective of this work is to study some relationships between the quotients of

the path algebra of a quiver and certain affine algebraic varieties using non-commutative

Gröbner bases, as well as properties shared by algebras associated with a variety. To this

end, we begin with an exposition of the basic themes of the representation theory of asso-

ciative algebras, including an introduction to the geometry of the representation of algebras

and its development with geometric invariant theory (GIT). With these foundations, we

review the theory of non-commutative Gröbner bases, where we study the monomial orde-

rings applicable to path algebras and existing algorithms for obtaining these bases. We also

review the available software systems that automate these calculations. Later we approach

basic and introductory concepts of algebraic geometry. We define the topology of Zariski

and Hilbert’s famous theorem of zeros, fundamental themes for an understanding of the

last chapter, where we finally studied the relationships between path algebras and related

algebraic varieties. Over there we study the correspondence theorem and how graded alge-

bras can be seen as a particular class of subvarieties. We end up considering the admissible

ideals in constructing related algebraic varieties. Finally, we have a chapter on conclusions

and future work, reviewing the possible directions research in these areas can take.

Keywords: Representation theory of associative rings and algebras, non-commutative

Gröbner basis, Algebraic varieties, Path algebras, Quiver representations, Associa-

tive rings and algebras.
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1 Introducción

A través de los años se ha visto la importancia de conectar diferentes áreas de la ma-

temática. Por ejemplo: se puede solucionar un problema en otra área y por medio de una

correspondencia obtener la solución devuelta al área original. En [14] E.L. Green et al.

definen una nueva correspondencia entre los cocientes del álgebra de caminos de un carcaj

y variedades algebraicas afines. El estudio de esta correspondencia es principal objetivo de

este trabajo.

La teoŕıa de representación se origina en un problema planteado por R. Dedekind y re-

suelto por F.G. Frobenius en 1896. Fué un problema relacionado con la factorización del

determinante de un grupo finito en el caso no abeliano. Frobenius logró resolverlo y hoy

en d́ıa, a esta solución, se le conoce como el teorema del determinante de Frobenius. Las

técnicas y conceptos creados para tal fin dieron lugar a la teoŕıa de resepresentación de

grupos.

En los años 70’s P. Gabriel en [10, 11] define de forma expĺıcita una visualización gráfica

de las representaciones de álgebras utilizando el concepto de carcaj (multi grafo dirigido).

Estos desarrollos marcan el inicio de la teoŕıa de representación de álgebras asociativas

[2, p. 41]. Esta teoŕıa permite tener una perspectiva general de las teoŕıas de representa-

ción de grupos, de álgebras de Lie, y de carcajes como casos particulares [8, p. 1].

La teoŕıa de representación ha tenido aplicaciones notables en otras áreas de la matemática

como por ejemplo en teoŕıa de números, combinatoria, geometŕıa, probabilidad, y mecánica

cuántica. También en áreas aplicadas como las exploradas en el seminario de investigación

TERENUFIA: criptograf́ıa, flujos de transporte, epidemias, y procesamiento de imágenes.

Se podŕıa decir, en un sentido amplio, que la teoŕıa de representación estudia la simetŕıa

en los espacios lineales [8, p. 1]. En el caso de la representación de carcajes, asignamos a

cada un vértice un espacio vectorial y a cada flecha una transformación lineal entre los
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espacios vectoriales de los vértices que conecta.

Las álgebras de caminos se enmarcan dentro de la teoŕıa de representación de álgebras,

donde un carcaj es básicamente un multi grafo dirigido y las álgebras de caminos son ge-

neradas por trayectorias en el carcaj.

Comunmente los métodos geométricos de teoŕıa de representación de álgebras asociativas

utilizan técnicas de teoŕıa de invariantes geométrica y grupos de transformación algebrai-

cos. Sin embargo, recientemente ha surgido un nuevo enfoque basado en bases de Gröbner

no conmutativas propuesto E.L. Green et al. en [14]. En este enfoque se pretente construir

variedades cuyos puntos están en correspondencia con álgebras de caminos convenientes,

las cuales comparten la misma álgebra monomial asociada y esta determina algunas propie-

dades que satisfecen estas álgebras (teorema 5.1.7). Esta teoŕıa la abordamos en el caṕıtulo

cinco.

Previamente, en el 2000, en [13] Green estableció las condiciones que deben satisfacer

las álgebras con base multiplicativa, de tal forma que sea posible una teoŕıa de bases de

Gröbner. Este tema lo estudiamos en el caṕıtulo tres.

Iniciaremos entonces con las técnicas y conceptos básicos de la teoŕıa de representación de

álgebras asociativas en el siguiente caṕıtulo.



2 Teoŕıa de Representación de Álgebras

Asociativas

En este caṕıtulo estudiamos algunos temas fundamentales de la teoŕıa de representación de

álgebras asociativas. Iniciamos con las definiciones básicas de álgebras y módulos. Conti-

nuamos en la siguiente sección con el concepto de carcaj y posteriormente con las álgebras

de caminos. Después abordamos las representaciones de carcajes y terminamos el caṕıtulo

con la teoŕıa de Auslander-Reiten.

2.1. Álgebras y Módulos

En esta sección, siguiendo a [2], introducimos las nociones básicas de álgebras y módulos.

Entre estas la noción del radical de Jacobson de un álgebra y de un módulo, módulos

semisimples, descomposiciones en sumas directas, módulos proyectivos e inyectivos.

En lo que sigue suponemos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado y que álgebra

significa una k-álgebra de dimensión finita.

2.1.1. Álgebras

Un anillo es una tripla (A,+, ·) consistente de un conjunto A, dos operaciones binarias:

adición + : A × A → A, (a, b) 7→ a + b, multiplicación · : A × A → A, (a, b) 7→ ab, tal que

(A,+) es un grupo abeliano y que satisface las siguientes condiciones:

1. (ab)c = a(bc)

2. a(b+ c) = ab+ ac y (b+ c)a = ba+ ca

para todo a, b, c ∈ A. Un anillo A es conmutativo si ab = ba para todo a, b ∈ A. Los

anillos considerados en este trabajo son tales que contienen un elemento 1 ∈ A tal que
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1 ̸= 0 y a1 = 1a = a para todo a ∈ A. Este elemento se llamará identidad.

Si A,B son anillos, una aplicación f : A → B es llamada un homomorfismo de anillos

si f(a+ b) = f(a)+ f(b) y f(ab) = f(a)f(b) para todo a, b ∈ A. Asumimos igualmente que

un homomorfismo de anillos preserva la identidad, esto es f(1) = 1.

Sea k un cuerpo. Una k-álgebra es un anillo A con identidad 1 tal que A tiene estructura

de k-espacio vectorial compatible con la multiplicación del anillo. Esto es

λ(ab) = (aλ)b = a(λb) = (ab)λ

para todo λ ∈ k y todo a, b ∈ A. Una k-álgebra se dice que es de dimensión finita si la

dimensión dimk A del k-espacio vectorial A es finita [2].

Un k-subespacio vectorial B de una k-álgebra A es una k-subálgebra de A si la identidad

de A pertenece a B y bb′ ∈ B para todo b, b′ ∈ B. Un k-subespacio vectorial I de una

k-álgebra A es un ideal derecho de A (o ideal izquierdo de A) si xa ∈ I (o ax ∈ I res-

pectivamente) para todo x ∈ I y todo a ∈ A. Un ideal de A es un k-subespacio vectorial

I de A que es al mismo tiempo ideal derecho e ideal izquierdo de A.

Si I es un ideal de una k-álgebra A entonces el k-espacio vectorial cociente A/I tiene una

estructura de k-álgebra y además la aplicación canónica π : A → A/I, a 7→ a + I es un

homomorfismo de álgebras.

Si I es un ideal de A y m ≥ 1 es un entero, entonces denotamos por Im el ideal de A

generado por todos los elementos x1x2 . . . xm donde x1, x2, . . . , xm ∈ I , esto es, Im consiste

de todas las sumas finitas de elementos de la forma x1x2 . . . xm donde x1, x2, . . . , xm ∈ I.

Definimos I0 = A. El ideal I se dice nilpotente si Im = 0 para algún m ≥ 1 [2].

Si A y B son k-álgebras, entonces un hormomorfismo de anillos f : A→ B es llamado un

homomorfismo de k-álgebras si f es una aplicación k-lineal.

Algunos ejemplos clásicos de anillos y álgebras son:

1. El anillo de polinomios k[x1, x2, . . . , xn] en n indeterminadas conmutativas con coefi-

cientes de k es una k-álgebra de dimensión infinita. Sobre este anillo se desarrolla la

teoŕıa clásica de bases de Gröbner.
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2. El anillo asociativo k ⟨x1, x2, . . . , xn⟩ de todos los polinomios en n indeterminadas

no conmutativas con coeficientes de k es una k-álgebra de dimensión infinita. Esta

álgebra también se conoce como el álgebra libre en n indeterminadas.

3. Si A es una k-álgebra y n ∈ N, entonces el conjunto Mn(A) de todas las matrices

cuadradas n × n con entradas en A con las operaciones usuales de adición y mul-

tiplicación de matrices es una k-álgebra de dimensión n2 con identidad (la matriz

identidad).

El radical de Jacobson juega un papel importante en el álgebra conmutativa y debe su

nombre a Nathan Jacobson quien fué el primero en estudiarlo en 1945.

Definición 2.1.1 ([2], I.1.2). El radical de Jacobson radA de una k-álgebra A es la

intersección de todos los ideales maximales derechos (equivalentemente ideales maximales

izquierdos) de A.

Lema 2.1.2 ([2], I.1.3). Sea A una k-álgebra y sea a ∈ A. Las siguientes condiciones son

equivalentes.

(a) a ∈ radA.

(b) a pertenece a la intersección de todos los ideales maximales izquierdos de A.

(c) Para cualquier b ∈ A, el elemento 1− ab tiene un inverso bilátero.

(d) para cualquier b ∈ A, el elemento 1− ab tiene un inverso a derecha.

(e) para cualquier b ∈ A, el elemento 1− ba tiene un inverso bilátero.

(f) para cualquier b ∈ A, el elemento 1− ba tiene un inverso a izquierda.

Proposición 2.1.3 ([2], I.1.4). Sea rad(A) el radical de un álgebra A. Si I es un ideal

nilpotente de A, entonces I ⊆ radA.

Demostración. Asumamos que Im = 0 para algún m > 0. Sea x ∈ I arbitrario y sea

a ∈ A. Entonces ax ∈ I y por lo tanto (ax)r = 0 para algún r > 0 (dado que los

elementos de un ideal nilpotente son nilpotentes). Entonces la igualdad 1 = 1 − (ax)r =

(1 − ax)(1 + ax + (ax)2 + ... + (ax)r−1) se cumple para cualquier a ∈ A y por lo tanto el

elemento x pertenece a radA (Lema 2.1.2) y en consecuencia I ⊆ radA.
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2.1.2. Módulos Sobre Álgebras

A continuación definimos los módulos sobre álgebras. Más adelante, en la sección de repre-

sentaciones y módulos, se estudiará la relación que existe entre los módulos sobre álgebras

y las representaciones de carcajes.

Definición 2.1.4 ([2], I.2.1). Sea A una k-álgebra. Un A-módulo derecho es una pareja

(M, ·), dondeM es un k-espacio vectorial y · :M×A→M, (m, a) 7→ ma, es una operación

binaria que satisface las siguientes condiciones:

1. (x+ y)a = xa+ ya

2. x(a+ b) = xa+ xb

3. x(ab) = (xa)b

4. x1 = x

5. (xλ)a = x(aλ) = (xa)λ

para todo x, y ∈M, a, b ∈ A, λ ∈ k.

Un A-módulo izquierdo se define análogamente. Un módulo M se dice de dimensión finita

si el k-espacio vectorial subyacente es de dimensión finita. En este caso notamos la dimen-

sión de M como dimK M .

Un k-subespacio vectorial M ′ del A-módulo derecho M es llamado un A-submódulo de M

si ma ∈ M ′ para todo m ∈ M ′ y todo a ∈ A. En este caso M/M ′ es un A-módulo igual-

mente. Aśı mismo la proyección canónica π :M →M/M ′ es homomorfismo de A-módulos.

Sea M un A-módulo derecho y I un ideal derecho de A. El conjunto de todas las sumas

finitas de la forma m1a1 + · · · +msas, donde m1, . . . ,ms ∈ M , a1, . . . , as ∈ I, y s ≥ 1 es

un submódulo de M y será notado MI.

Un A-módulo derecho M se dice generado por los elementos m1, . . . ,ms de M si para

cualquier elemento de m ∈ M este tiene la forma m = m1a1 + · · · + msas para algunos

a1, . . . , as ∈ A. Un módulo M se dice finitamente generado si este es generado por un

subconjunto finito de elementos de M .
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También tenemos el concepto de submódulo generado por un número finito de submódulos.

SiM1, . . . ,Ms son submódulos de un A-módulo derechoM entonces definimosM1+· · ·+Ms

como el submódulo de M consistente de todas las sumas de la forma m1 + · · ·+ms donde

m1 ∈ M1, . . . ,ms ∈ Ms y lo llamaremos el submódulo generado por M1, . . . ,Ms o la

suma de M1, . . . ,Ms.

Se puede verificar que un módulo derecho M sobre una k-álgebra A de dimensión finita,

es finitamente generado si y solamente si M es de dimensión finita. En efecto, si M es de

dimensión finita, cualquier base servirá de conjunto finito generador. Rećıprocamente, si

el módulo M es generado por los elementos m1, . . . ,mn y α1, . . . , αs es una k-base de A

entonces el conjunto {miαj | i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , s} es un conjunto generador para el

k-espacio vectorial M .

A continuación revisamos el lema de Nakayama el cual nos permitirá analizar el radical de

Jacobson de un álgebra de dimensión finita.

Lema 2.1.5 ([2], I.2.2). Sea A una k-álgebra, M un A-módulo derecho generado finita-

mente e I ⊆ radA un ideal bilátero de A. Si MI =M , entonces M = 0.

Demostración. Sean m1, . . . ,ms los elementos generadores de M . Inductivamente sobre

s; si s = 1, y M = MI tenemos la igualdad m1A = m1I, lo cual implica que m1 = m1x1
para algún x1 ∈ I. Por lo tanto m1(1−x1) = 0 y en consecuencia m1 = 0 (dado que 1−x1
es invertible por el lema 2.1.2) y entonces M = 0.

Para s > 1 la igualdad M =MI implica que existen elementos x1, · · · , xs, xs+1 ∈ I tal que

m1 = m1x1+· · ·+msxs+ms+1xs+1. Por lo tantom1(1−x1) = m2x2+· · ·+msxs+ms+1xs+1,

y dado que 1− x1 es invertible (lema 2.1.2) tenemos que m1 ∈ m2A+ · · ·+msA+ms+1A,

es decir M es generado por s elementos de M . Finalmente, usando la hipótesis inductiva,

concluimos que M = 0.

Gracias al teorema anterior, tenemos una deseable propiedad para el radical de un álgebra

de dimensión finita.

Corolario 2.1.6 ([2], I.2.3). Si A es una k-álgebra de dimensión finita, entonces radA es

nilpotente.

Demostración. Puesto que A es un álgebra de dimensión finita, la cadena

A ⊇ radA ⊇ (radA)2 ⊇ · · · ⊇ (radA)m ⊇ (radA)m+1 ⊇ · · ·
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se estabiliza. De aqúı sigue que (radA)m = (radA)m radA para algún m, y por el lema de

Nakayama obtenemos (radA)m = 0.

Un A-módulo derecho S se dice simple si S es distinto de cero y todo submódulo de S

es o cero o S. Un módulo M se dice semisimple si M es una suma directa de módulos

simples. Definimos ahora el radical de un módulo análogamente al radical de un álgebra.

Definición 2.1.7. Sea M un A-módulo derecho. El radical de Jacobson radM de M es

la intersección de todos los submódulos maximales de M .

Definimos a continuación el tope y el zócalo de un A-módulo.

Definición 2.1.8. Sea M un A-módulo derecho. El (A/ radA)-módulo derecho

topM =M/ radM

es llamado el tope de M cuya acción es (m+ radM) · (a+ radA) = ma+ radM .

Definición 2.1.9. Sea M un A-módulo derecho. El submódulo

socM

generado por todos los submódulos simples de M es llamado el zócalo de M .

Recordemos que el submódulo generado por los submódulos M1,M2, . . . ,Mr consiste de

todos los elementos de la forma m1 +m2 + . . . +mr con mi ∈ Mi. Adicionalmente, resal-

tamos que el tope y el zócalo de un A-módulo resultan ser módulos semisimples.

Una k-álgebra será llamada local si posee un único ideal maximal derecho (o equivalente-

mente un único ideal maximal izquierdo). En el caso de que A sea de dimensión finita esta

condición implica ser conexa (únicos idempotentes son 0 y 1). Existe una relación entre

la condición de que un A-módulo sea indescomponible y que su álgebra de endomorfismos

sea local como vemos a continuación.

Proposición 2.1.10. Sea A una k-álgebra arbitraria y M un A-módulo derecho de dimen-

sión finita. El álgebra EndM es local si y solo si M es indescomponible.

Definimos a continuación los módulos proyectivos e inyectivos. Conceptos fundamentales

para el desarrollo de las secciones siguientes.
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Definición 2.1.11. Un A-módulo derecho P se dice proyectivo si, para cualquier epi-

morfismo h : M → N y cualquier f ∈ HomA(P,N) existe un f ′ ∈ Hom(P,M) tal que el

siguiente diagrama es conmutativo.

P

M N 0

f
f ′

h

Definición 2.1.12. Un A-módulo derecho E se dice inyectivo si, para cualquier mono-

morfismo u : L → M y cualquier g ∈ HomA(L,E) existe un g′ ∈ Hom(M,E) tal que el

siguiente diagrama es conmutativo.

0 L M

E

u

g
g′

Si una k-álgebra se puede descomponer en submódulos indescomponibles AA = e1A⊕· · ·⊕
enA, donde {e1, . . . , en} es un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales,

entonces todo A-módulo proyectivo indescomponible P (i) = eiA.

Ejemplo 2.1.13. Sea A el álgebra de matrices 2 × 2 con entradas en k. Entonces e1 =

( 1 0
0 0 ) y e2 = ( 0 0

0 1 ) es un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales.

Adicional note que 1A = e1 + e2. Entonces tenemos la descomposición en submódulos

indescomponibles AA = e1A⊕ e2A. Donde

e1A =

k k

0 0

 y e2A =

0 0

k k

 .
Por lo tanto P (1) = e1A,P (2) = e2A y dimP (1) = dimP (2) = 2.

2.2. Carcajes y Álgebras de Caminos

En esta sección, primero definimos una estructura gráfica que llamaremos carcaj y la forma

en que podemos asociarle un álgebra. Posteriormente se expondrán algunas propiedades

de estas álgebras.
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Definición 2.2.1 ([2], II.1.1). Un carcaj (en inglés: quiver) Q = (Q0, Q1, s, t) es una

4-upla que consiste de dos conjuntos Q0 y Q1 cuyos elementos son respectivamente vértices

y flechas y dos aplicaciones s, t : Q1 7→ Q0 que asocian a una flecha α ∈ Q1 su origen

s(α) ∈ Q0 y su destino t(α) ∈ Q1.

Definición 2.2.2 ([2], II.1.1). Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj. Un camino de longitud

ℓ ≥ 1 del vértice a al vértice b es una sucesión de flechas αk ∈ Q1 que inician en a y

terminan en b notada (a |α1α2 · · ·αℓ | b) tal que s(α1) = a, t(αℓ) = b y t(αk) = s(αk+1) con

1 ≤ k ≤ ℓ. En el caso ℓ = 0 tenemos el camino estacionario εa = (a | | a) para un vértice

a. Un camino de longitud ℓ ≥ 1 es llamado un ciclo si su origen y destino es el mismo

vértice. Un ciclo de longitud 1 es un lazo. Un carcaj sin ciclos se llama aćıclico.

En consecuencia, un carcaj es un grafo dirigido que admite lazos y múltiples flechas entre

dos vértices. Un carcaj se dice finito si Q0 y Q1 son conjuntos finitos. El grafo subyacente

Q̄ de un carcaj Q se obtiene de Q removiendo la orientación de las flechas. Un carcaj Q se

dice conexo si Q̄ es conexo. Recordemos que un grafo es conexo cuando existe un camino

entre todo par de vértices.

Ejemplo 2.2.3. Sea Q el carcaj

1 ◦ ◦ 2
α

β

Este carcaj es conocido como el carcaj 2-Kronecker.

Ahora definimos el álgebra asociada a un carcaj. Dependiendo de algunas caracteŕısticas

del carcaj, enunciadas más adelante, el álgebra tendrá identidad y/o dimensión finita.

Definición 2.2.4 ([2], II.1.2). Sea Q un carcaj. El álgebra de caminos kQ de Q es

la k-álgebra cuyo k-espacio vectorial tiene como base B el conjunto de todos los caminos

(a |α1α2 · · ·αℓ | b) de longitud ℓ ≥ 1 en Q, junto con los caminos estacionarios, y tal que el

producto de dos vectores básicos (a |α1α2 · · ·αℓ | b) y (c | β1β2 · · · βk | d) de kQ es definido

por

(a |α1α2 · · ·αℓ | b)(c | β1β2 · · · βk | d) = δbc(a |α1 · · ·αℓβ1 · · · βk | d),

donde δbc denota el delta de Kronecker. Es decir el producto de dos caminos es su conca-

tenación siempre y cuando b = c, en caso contrario es igual a cero.

Como consecuencia de esta definición tenemos una descomposición del álgebra kQ en sumas

directas

kQ = kQ0 ⊕ kQ1 ⊕ · · · ⊕ kQℓ ⊕ · · ·
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donde para cada ℓ ≥ 0, kQℓ es el subespacio de kQ generado por el conjunto Qℓ de todos

los caminos de longitud ℓ.

Observe que (kQn) · (kQm) ⊆ kQn+m para todo n,m ≥ 0, dado que el producto en kQ

(concatenación de caminos) de un camino de longitud n por un camino de longitud m es

un camino de longitud n+m. Por lo tanto kQ es una k-álgebra graduada.

Nota 2.2.5. Note que B es un semigrupo con 0. Esto es, si a, b ∈ B entonces ab ∈ B ó

ab = 0. Llamaremos a este tipo de base k-base multiplicativa de la k-álgebra.

Ejemplo 2.2.6. Sea Q el carcaj de la figura 2-1.

1 ◦ ◦ 2

◦ 3

β

α

Figura 2-1: Carcaj del ejemplo 2.2.6

En este caso la base del k-espacio vectorial kQ es

{ε1, ε2, ε3, α, β}

y cuya tabla de multiplicación se muestra en la figura 2-2.

* ε1 ε2 ε3 α β

ε1 ε1 0 0 0 0

ε2 0 ε2 0 0 β

ε3 0 0 ε3 α 0

α α 0 0 0 0

β β 0 0 0 0

Figura 2-2: Tabla de multiplicación del ejemplo 2.2.6

Ciertas caracteŕısticas del carcaj determinan algunas propiedades algebraicas del álgebra

de caminos como vemos en el siguiente lema.
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Lema 2.2.7 ([2], II.1.4). Sea Q un carcaj y kQ su álgebra de caminos. Entonces

(a) kQ es un álgebra asociativa,

(b) kQ tiene un elemento identidad si y solamente si Q0 es un conjunto finito, y

(c) kQ es de dimensión finita si y solamente si Q es finito y aćıclico.

Demostración. (a) Directo, dado que la concatenación de caminos es asociativa.

(b) Si Q0 es finito, afirmamos que 1 =
∑

i∈Q0
εi es la identidad para kQ. En efecto, si

a =
∑m

j=1 λjwj es un elemento de kQ, entonces a · 1 =
∑

i∈Q0

∑m
j=1 λjwjεi y λjwjεi es cero

si el camino wj no termina en i; en caso contrario λjwjεi = λjwj. De aqúı se sigue que

1 es identidad en kQ. Reciprocamente, si Q0 es infinito, suponga que 1 =
∑

i∈Q0
εi es un

elemento identidad en kQ. El conjunto de todas las fuentes Q′
0 de los wi es en particular

finito. Sea a ∈ Q0 \Q′
0, entonces εa · 1 = 0 lo cual es contradictorio.

(c) Si Q es infinito, entonces la base de kQ también lo es, y por lo tanto tiene dimensión

infinita. Si w = α1α2 . . . αq es un ciclo en Q entonces, para cada t ≥ 0, tenemos un

vector básico wt = (α1α2 . . . αq)
t y por lo tanto kQ es de nuevo de dimensión infinita.

Reciprocamente, si Q es finito y aćıclico, este contiene solamente un número finito de

caminos y por lo tanto kQ es de dimensión finita.

Recordemos que si e1, e2 son elementos idempotentes de un álgebra A, tales que e1e2 =

e2e1 = 0 entonces estos elementos son llamados ortogonales. Un idempotente e es llamado

primitivo si e no puede ser escrito como la suma e = e1+e2, donde e1 y e2 son idempotentes

ortogonales distintos de cero de A. Un idempotente e es llamado central si ae = ea para

todo a ∈ A.

Corolario 2.2.8. El conjunto {εa | a ∈ Q0} de todos los caminos estacionarios es un

conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales para kQ.

Este conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales induce una descomposición

deAA aśıAA = P1⊕· · ·⊕Pn con ideales a derecha indescomponibles P1 = e1A, . . . Pn = enA.

Un álgebra A se dice conexa (o indescomponible) si A no es el producto directo de dos

álgebras, o equivalentemente, si 0 y 1 son los únicos idempotentes centrales de A.

Lema 2.2.9. Sea Q un carcaj finito. El álgebra de caminos kQ es conexa si y solamente

si Q es un carcaj conexo.
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Para resumir, si Q es un carcaj finito y conexo, entonces el álgebra de caminos kQ es una

k-álgebra asociativa con identidad la cual admite {εa | a ∈ Q0} como conjunto completo de

idempotentes primitivos ortogonales.

Definición 2.2.10 ([2], 1.9). Sea Q un carcaj finito y conexo. El ideal bilátero del álgebra

de caminos kQ generado (como un ideal) por las flechas de Q es llamado el ideal de

flechas de kQ y es denotado por RQ.

Note que existe una descomposición en sumas directas

RQ = kQ1 ⊕ kQ2 ⊕ · · · ⊕ kQℓ ⊕ · · ·

del k-espacio vectorial RQ, donde kQℓ es el subespacio de kQ generado por el conjunto Qℓ

de todos los caminos de longitud ℓ. En particular, el k-espacio vectorial de RQ es generado

por todos los caminos en Q de longitud ℓ ≥ 1. Esto implica que, para cada ℓ ≥ 1,

Rℓ
Q =

⊕
m≥ℓ

kQm

teniendo como base todos los caminos de longitud mayor o igual a ℓ.

Recordemos que si A es una k-álgebra con un conjunto completo {e1, . . . , en} de idempoten-

tes primitivos ortogonales, el álgebra A es llamada básica si eiA ≇ ejA , para todo i ̸= j.

Podemos resumir las propiedades del álgebra de caminos de un carcaj Q en la siguiente

proposición.

Proposición 2.2.11 ([2], II.1.11). Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. El álgebra

de caminos kQ es un álgebra asociativa básica, conexa, y de dimensión finita con identi-

dad, teniendo como radical al ideal de flechas y como conjunto completo de idempotentes

primitivos ortogonales al conjunto de todos los caminos estacionarios.

2.2.1. Ideales Admisibles

En esta sección estudiamos las caracteŕısticas que deben cumplir los ideales de un álgebra

de caminos para que el cociente por este ideal sea de dimensión finita, aun cuando el álgebra

no sea de dimensión finita. Estos ideales se llaman admisibles.

Definición 2.2.12. Sea Q un carcaj finito y RQ el ideal de flechas del álgebra de caminos

kQ. Un ideal bilátero I de kQ es llamado admisible si existe un m ≥ 2 tal que

Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q.
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Si I es un ideal admisible de kQ, la pareja (Q, I) es llamada un carcaj acotado. El

álgebra cociente kQ/I es llamada álgebra del carcaj acotado. Este cociente debido a

las condiciones de admisibilidad resulta ser de dimensión finita (aún cuando el álgebra de

caminos no lo sea) e indescomponible.

Ejemplo 2.2.13. Sea Q el carcaj

1 ◦ ◦ 2a
b .

El ideal I = ⟨ab2, b2⟩ es admisible. En efecto, con m = 3 este ideal contiene todos los

caminos de longitud tres o mayor. En cambio el ideal J = ⟨a, b⟩ no es admisible dado que

J /∈ R2
Q.

Ejemplo 2.2.14. Sea Q el carcaj

1 ◦

◦ 2

◦ 3

◦ 4

β

δ

λ

α

γ

El ideal I = ⟨αβ − γδ⟩ de la k−álgebra kQ es admisible. En efecto, dado que Q es aćıclico

e I está contenido en R2
Q tenemos que I es admisible.

Con el fin de definir ideales admisibles en base a sus elementos generadores tenemos la

siguiente definición.

Definición 2.2.15. Sea Q un carcaj. Una relación en Q con coeficientes en k es una

combinación k-lineal de caminos de longitud mı́nimo dos que tienen el mismo vértice origen

y el mismo vértice final.

Si la combinación k-lineal consta de un término, esta se llamará relación cero o relación

monomial. Si es de la forma w1 −w2 (donde w1, w2 son caminos de longitud mı́nimo dos)

se llamará relación conmutativa.

Si un conjunto S de relaciones de un carcaj Q generan un ideal admisible, entonces diremos

que el carcaj Q está acotado por las relaciones en S.



2.2 Carcajes y Álgebras de Caminos 15

Proposición 2.2.16 ([2], II.2.6). Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. El

álgebra del carcaj acotado kQ/I es de dimensión finita.

Demostración. Dado que I es admisible, existe un m ≥ 2 tal que Rm
Q ⊆ I. Por lo

tanto existe un homomorfismo de álgebras sobreyectivo kQ/Rm
Q → kQ/I. Aśı entonces es

suficiente con probar que kQ/Rm
Q es de dimensión finita. Y en efecto, dado que las clases

de equivalencia de los caminos de longitud menor a m forman una base para kQ/Rm
Q como

un k-espacio vectorial el resultado sigue.

El siguiente lema permitirá demostrar, mas adelante, que todo ideal admisible se puede

generar por un conjunto finito de relaciones.

Lema 2.2.17 ([2], II.2.8). Sea Q un carcaj finito. Todo ideal admisible I de kQ es finita-

mente generado.

Demostración. Sea m ≥ 2 un entero tal que Rm
Q ⊆ I. Entonces existe la sucesión exacta

corta 0 → Rm
Q → I → I/Rm

Q → 0 de kQ-módulos.

Aśı, es suficiente con probar que Rm
Q y I/Rm

Q son finitamente generados como kQ-módulos.

Es claro que Rm
Q es finitamente generado, dado que es generado por los caminos de longitud

m y solo existe un número finito de estos dado que Q es finito. Por otro lado, I/Rm
Q es

un ideal del álgebra de dimensión finita kQ/Rm
Q (dado que Rm

Q es admisible). Por lo tanto

I/Rm
Q es un k-espacio vectorial de dimensión finita y de aqúı sigue que es un kQ-módulo

finitamente generado.

Corolario 2.2.18 ([2], II.2.9). Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. En-

tonces existe un conjunto finito de relaciones {ρ1, . . . , ρm} tal que I = ⟨ρ1, . . . , ρm⟩.

Demostración. Dado que I es admisible, por el anterior lema sabemos que este es gene-

rado por un número finito de generadores {σ1, . . . , σt} (no necesariamente relaciones dado

que en general los generadores no tienen los mismo oŕıgenes y destinos). Por otro lado, para

cualquier i tal que 1 ≤ i ≤ t y a, b ∈ Q0, el término εaσiεb es o cero o una relación. Dado

que σi =
∑

a,b∈Q0
εaσiεb, para 1 ≤ i ≤ t, entonces los elementos distintos de cero del conjun-

to {εaσiεb | 1 ≤ i ≤ t; a, b ∈ Q0} forman un conjunto finito de relaciones que generan I. □

El siguiente corolario resume algunos de los resultados estudiados sobre el álgebra del carcaj

acotado.

Corolario 2.2.19 ([2], II.2.12). Sea Q un carcaj finito y conexo, I un ideal admisible

de kQ y RQ el ideal de flechas de kQ. El álgebra del carcaj acotado kQ/I es un álgebra



2.2 Carcajes y Álgebras de Caminos 16

básica y conexa de dimensión finita con identidad, que tiene a RQ/I como radical y {ea =
εa + I | a ∈ Q0} como conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales.

Ejemplo 2.2.20. Sea Q el carcaj

◦ 1α β .

El álgebra kQ es de dimensión infinita y de hecho isomorfa a k ⟨t1, t2⟩. Afirmamos que

I = ⟨αβ − βα, α2, β2⟩ es un ideal admisible. En efecto, dado que todos los caminos de

los generadores son de longitud dos, tenemos que I ⊆ R2
Q. Por otro lado R3

Q ⊆ I dado

que todo camino de longitud tres pertenece a I; esto debido a que un camino de longitud

tres contiene caminos de la forma α2, β2, αβα, βαβ. Los dos últimos elementos pueden ser

generados aśı: αβα = (αβ − βα)α + βα2 ∈ I y βαβ = (βα − αβ)β + αβ2 ∈ I. Por lo

tanto kQ/I es de dimensión finita con la base {ε̄1, ᾱ, β̄, αβ} (caminos de longitud menor

que tres).

2.2.2. El Carcaj de un Álgebra de Dimensión Finita

A continuación definimos el carcaj asociado a un álgebra básica y conexa de dimensión

finita.

Definición 2.2.21. Sea A una k-álgebra básica y conexa de dimensión finita y {e1, . . . , en}
un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales de A. El carcaj (ordinario)

de A, denotado QA, se define como sigue:

(a) Los vértices de QA son los números 1, 2, . . . , n los cuales están en biyección con los

idempotentes {e1, . . . , en}.

(b) Dados dos vértices a, b ∈ (QA)0, las flechas α : a → b están en biyección con los

vectores de la base del k-espacio vectorial ea(radA/ rad
2A)eb.

Dado que A es de dimensión finita, ea(radA/ rad
2A)eb también lo es y por lo tanto el

carcaj QA es un carcaj finito. También se puede demostrar que la conexidad de A implica

que QA es conexo.

Ejemplo 2.2.22. Si A = k[t]/ ⟨tm⟩, donde m ≥ 1, entonces QA tiene un solo vértice, dado

que el único idempotente de A distinto de cero es su identidad. Por otro lado tenemos que
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radA = ⟨t̄⟩, donde t̄ = t+⟨tm⟩; de hecho, ⟨t̄⟩m = 0 y A/ ⟨t̄⟩ ∼= k. Por lo tanto, rad2A = ⟨t̄2⟩
y dim(radA/ rad2A) = 1. Una base para radA/ rad2A esta dada por la clase de t̄ en el

cociente ⟨t̄⟩ / ⟨t̄2⟩. Por lo tanto QA es el carcaj

1 ◦ α .

Se puede demostrar, en el caso de un carcaj finito y conexo Q, que el álgebra kQ/I de un

carcaj acotado tiene un carcaj asociado QkQ/I igual a Q. Igualmente se puede demostrar,

que dada un álgebra básica y conexa de dimensión finita A, esta es isomorfa a un álgebra

de caminos de un carcaj acotado QA/I. Este resultado lo enunciamos a continuación.

Teorema 2.2.23 ([2], II.3.7). Sea A una k-álgebra básica y conexa de dimensión finita.

Entonces existe un ideal admisible I de kQA tal que A ∼= kQA/I.

Demostración. Iniciamos con la construcción de un homomorfismo de álgebras φ : kQA →
A, y luego se muestra que φ es sobreyectivo y que su kernel I = kerφ es un ideal admisible

de kQA.

Para cada flecha α : i → j del carcaj QA, sea xα ∈ radA seleccionado de tal forma que

{xα+rad2A |α : i→ j} forma una base de ei(radA/ rad
2A)ej. Sea φ0 : (QA)0 → A la apli-

cación definida por φ0(a) = ea, y φ1 : (QA)1 → A definida por φ1(a) = xa. Aśı, los elemen-

tos φ0(a) forman un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales

en A, y si α : a → b es una flecha, tenemos que φ0(a)φ1(α)φ0(b) = eaxαeb = xα = φ1(α).

Por la propiedad universal de las álgebras de caminos, existe un único homomorfismo de

álgebras φ : kQA → A que extiende φ0 y φ1.

Afirmamos que φ es sobreyectivo. En efecto, dado que su imagen es generada por los ele-

mentos ea, a ∈ (QA)0 y xα, para α ∈ (QA)1, basta con mostrar que estos mismos elementos

generan A. Dado que k es algebraicamente cerrado se sigue del teorema de Wedderburn-

Malcev que el homomorfismo canónico A→ A/ radA se escinde, esto es, A es una extensión

escindible del álgebra semisimple A/ radA por radA. Dado que aquel es generado por ea,

es suficiente con mostrar que cada elemento de radA puede ser escrito como un polinomio

en xα y esto se sigue del lema II.3.3 en [[2], p.61].

Queda por mostrar que I = kerφ es admisible. Sea R el ideal de flechas del álgebra kQA.

Por definición de φ, tenemos que φ(R) ⊆ radA y entonces φ(Rℓ) ⊆ radℓA para cada

ℓ ≥ 1. Puesto que radA es nilpotente, existe m ≥ 1 tal que radmA = 0 y en consecuencia
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Rm ⊆ kerφ = I. Ahora probamos que I ⊆ R2. Si x ∈ I, entonces

x =
∑

a∈(QA)0

eaλa +
∑

α∈(QA)1

αµα + y,

donde λa, µα ∈ k y y ∈ R2. Por

φ(x) = 0

tenemos que

0 =
∑

a∈(QA)0

eaλa +
∑

α∈(QA)1

xαµα + φ(y).

Aśı
∑

a∈(QA)0
eaλa = −

∑
α∈(QA)1

xαµα − φ(y) ∈ radA. Dado que radA es nilpotente,

y que los ea son idempotentes ortogonales, deducimos que λa = 0, para cualquier a ∈
(QA)0. Similarmente

∑
α∈(QA)1

xαµα = −φ(y) ∈ rad2A. Aśı la igualdad
∑

α∈(QA)1
(xα +

rad2A)µα = 0 se satisface en radA/ rad2A. Pero el conjunto {xα + rad2A |α ∈ (QA)1} es,

por construcción, una base de radA/ rad2A. Por lo tanto µα = 0 para cada α ∈ (QA)1 y

aśı x = y ∈ R2.

Ejemplo 2.2.24. Sea A = k[t]/ ⟨tm⟩, donde m ≥ 2, el álgebra de polinomios en una inde-

terminada t de grado menor a m. Por lo tanto QA es el carcaj

1 ◦ α .

Sea φ : kQA → A un k-homomorfismo definido por φ(ε1) = 1 y ε(α) = t̄. Aśı, φ es

sobreyectiva y kerφ = ⟨αm⟩. Por lo tanto, por el teorema de isomorfismo, tenemos que

A ∼= kQA/ ⟨αm⟩ donde m ≥ 2.

2.3. Representaciones y Módulos

En esta sección se explora la forma en que los carcajes pueden ser utilizados para visuali-

zar módulos. Espećıficamente, usando un carcaj acotado (Q, I) asociado a un álgebra A,

visualizamos cualquier A-módulo de dimensión finita como una representación k-lineal de

(Q, I). Siguendo a [21] iniciamos con la definición de representación k-lineal.

Definición 2.3.1. Una representación k-lineal, o simplemente una representación V de

un carcaj Q es una pareja (Vi, φα) donde (Vi)i∈Q0 es una familia de k-espacios vectoriales

y (φα)α∈Q1 es una familia de aplicaciones k-lineales φα : Vs(α) → Vt(α).
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Una representación de un carcaj es llamada de dimensión finita si cada uno de los espacios

vectoriales Vi es de dimensión finita. Las representaciones de dimensión finita de un carcaj

Q forman una categoŕıa que notaremos rep Q. Los objetos de esta categoŕıa son las

representaciones de dimensión finita de Q y cuyos morfismos son definidos a continuación.

Definición 2.3.2. Sea Q un carcaj y sean V = (Vi, φα) y V
′ = (V ′

i , φ
′
α) dos representacio-

nes de dimensión finita de Q. Un morfismo V V ′f
en rep Q es una familia (fi)i∈Q0

de aplicaciones k-lineales

fi : Vi → V ′
i

tal que para cualquier flecha a bα del carcaj Q se tiene que el siguiente diagrama

conmuta

Va V ′
a

Vb V ′
b

φα

fa

φ′
α

fb

Un morfismo f = (fi) en rep Q es un isomorfismo si cada fi es un isomorfismo.

Ejemplo 2.3.3. Sea Q el carcaj

1 ◦ ◦ 2
α

β

conocido como el carcaj 2-Kronecker. Una representación de Q de dimensión finita es

k k
f1

f2

donde f1(x) = x y f2(x) = −x.

A continuación definimos la noción de representación de un carcaj acotado. Primero ini-

ciamos con el concepto de evaluación de una representación sobre un camino.

Definición 2.3.4. Sea Q un carcaj finito y M = (Ma, φα) una representación de Q. Para

cualquier camino no trivial w = α1α2 . . . αℓ de a hasta b en Q, definimos la evaluación

de M sobre el camino w como la aplicación k-lineal φw : Ma → Mb definida por φw =

φαℓ
. . . φα2φα1 .
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En el caso de una combinación lineal de caminos con el mismo origen y destino, ρ =∑m
i=1 λiwi, entonces φρ =

∑m
i=1 λiφwi

.

Definición 2.3.5. Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. Una representación

M = (Ma, φα) de Q es llamada acotada por I, o que satisface las relaciones en I, si φρ = 0,

para todas las relaciones ρ ∈ I.

Notaremos por rep(Q, I) la subcategoŕıa plena de repQ consistente de las representaciones

de Q acotadas por I.

Ejemplo 2.3.6. Sea Q el carcaj

0 ◦ 1 ◦

◦ 2

◦ 3

◦ 4
λ

β

δ

α

γ

Acotado por la relación conmutativa αβ = γδ. Sea M la representación de Q dada por

K K2

K

K

0
[1 1]

[1 0]T

[0 1]T

Afirmamos que M es una representación acotada por αβ = γδ. En efecto, φβα = 0 y

φδγ = 0.

En la sección anterior vimos como, dada un álgebra de dimensión finita, básica y conexa

A, existe un carcaj finito y conexo QA y un ideal admisible I de kQA tal que A ∼= kQA/I.

Adicionalmente, se puede demostrar que la categoŕıa modA de A-módulos derechos fini-

tamente generados es equivalente a la categoŕıa rep(QA, I) de representaciones k-lineales
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de dimensión finita de QA acotadas por un ideal admisible I. El siguiente funtor permite

establecer esta equivalencia categórica.

Definición 2.3.7. Sea A = kQ/I, donde Q es un carcaj finito y conexo, e I un ideal ad-

misible de kQ. Sea F : modA→ rep(Q, I) el funtor definido como sigue. La representación

k-lineal F (M) = (Ma, φα)a∈Q0,α∈Q1 de (Q, I) se define aśı: sea ea = εa+I el correspondien-

te idempotente primitivo de A = kQ/I con a ∈ Q0, entonces sea Ma = Mea. Si α : a → b

es una flecha de Q y ᾱ = α + I, definimos φα : Ma → Mb por xᾱ = xeaᾱeb para x ∈ Ma.

Ahora, para los morfismos, sea f : M → M ′ un homomorfismo de A-módulos. Definimos

el morfismo F (f) : F (M) → F (M ′) de rep(Q, I) aśı: para a ∈ Q0 y x = xea ∈Mea =Ma,

tenemos f(xea) = f(xe2a) = f(xea)ea ∈M ′ea =M ′
a. Aśı, la restricción fa de f a Ma es una

aplicación k-lineal fa :Ma →M ′
a. Entonces, sea F (f) = (fa)a∈Q0 .

Definimos a continuación la suma directa de representaciones de un carcaj Q para después

llegar a la noción de representaciones indescomponibles.

Definición 2.3.8 ([21], 1.4). Sea Q un carcaj y sean V = (Vi, φα) y V ′ = (V ′
i , φ

′
α) dos

representaciones de dimensión finita de Q. Entonces

V ⊕ V ′ =

Vi ⊕ V ′
i ,

φα 0

0 φ′
α


i∈Q0,α∈Q1

es una representación de Q llamada la suma directa de V y V ′.

Definición 2.3.9. Una representación V ∈ ob(repQ) es llamada indescomponible si

V ̸= 0 y V no es isomorfa a una suma directa de dos representaciones distintas de cero.

Ejemplo 2.3.10. Sea Q el carcaj

1 ◦ 2 ◦ ◦ 3.

Entonces la representación

k k 0
1 0

del carcaj Q es indescomponible. Sin embargo la representación

k2 k2 k

1 0

0 1

 1
0


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del mismo carcaj Q es descomponible de la siguiente forma

k k k
1 1

⊕
k k 0.

1 0

Uno de los principales problemas que aborda la teoŕıa de representación es clasificar, salvo

isomorfismo, todas las representaciones de un carcaj Q. El siguiente teorema es importante

para ese propósito.

Teorema 2.3.11 (Krull-Schmidt. [21], 1.2). Sea Q un carcaj y sea V ∈ ob(repQ). En-

tonces

V ∼= V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vt

donde los Vi ∈ ob(repQ) son indescomponibles y únicos salvo el orden.

Por lo tanto es importante estudiar las representaciones indescomponibles de un carcaj

dado.

En las siguientes proposiciones, identificamos kQ/I-módulos con representaciones k-lineales

de (Q, I) por medio del funtor definido en 2.3.7, donde Q es un carcaj finito y conexo,

acotado por un ideal admisible I.

Definición 2.3.12. Sea a ∈ Q0. Denotamos por S(a) la representación (S(a)b, φα)b∈Q0,α∈Q1

de Q definida como sigue

S(a)b =

{
0 si b ̸= a

k si b = a,

φα = 0 para todo α ∈ Q1.

Podemos determinar los A-módulos simples, donde A = kQ/I es el álgebra de caminos de

un carcaj finito, conexo y acotado, como representaciones de (Q, I) gracias a la siguiente

proposición.

Proposición 2.3.13 ([2], III.2.1). Sea A = kQ/I un álgebra del carcaj acotado (Q, I).
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(a) Para cualquier a ∈ Q0, S(a) visto como un A-módulo es isomorfo al tope de los

A-módulos proyectivos indescomponibles eaA, eaA es único.

(b) El conjunto {S(a) | a ∈ Q0} es un conjunto completo de representantes de las clases

de isomorfismo de los A-módulos simples.

Diremos en lo sucesivo que S(a) es el A-módulo simple correspondiente al punto a ∈ Q0.

Demostración. Dado que S(a), con a ∈ Q0, es un k-espacio vectorial de dimensión uno,

tenemos que S(a) define un A-módulo simple. Ahora, puesto que el tope de eaA es simple

([2], I.4.5) y todo homomorfismo de A-módulos, cuyo dominio y codominio sean simples

es un isomorfismo obtenemos (a). Por otro lado, para a ̸= b con a, b ∈ Q0 tenemos que

S(a) ̸∼= S(b) dado que HomA(S(a), S(b)) = 0. Aśı los A-módulos simples S(a), a ∈ Q0, no

son isomorfos por pares. Por lo tanto dado que todo A-módulo simple S(a) es isomorfo al

tope de eaA y que tenemos un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales

ei, i ∈ Q0, obtenemos (b).

Proposición 2.3.14 ([2], III.2.2). Sea (Ma, φα) con a ∈ Q0, α ∈ Q1 una representación

acotada de (Q, I).

(a) M es semisimple si y solo si φα = 0 para cada α ∈ Q1.

(b) socM = N , donde N = (Na, ψα) con Na = Ma si a es un sumidero, y Na =

∪α:a→b ker(φα : Ma → Mb) si a no es un sumidero. Igualmente definimos ψα =

φα |Na
= 0 para cada flecha α con fuente a.

(c) radM = J donde J = (Ja, γα) con Ja =
∑

α:b→a im(φα : Mb → Ma) y γα = φα |Ja
para toda flecha α con fuente a.

(d) topM = L, donde L = (La, ψα) con La =Ma si a es una fuente, y La =
∑

α:b→a coker(ψα :

Mb → Ma) si a no es una fuente. Igualmente definimos ψα = 0 para cada flecha α

de fuente a.

(e) Para el proyectivo indescomponible P (a) = eaA con a ∈ Q0 tenemos la representación

P (a) = (P (a)b, φβ) donde P (a)b es el k-espacio vectorial cuya base es el conjunto de

todos los w̄ = w + I, y w es un camino de a a b. Para una flecha β : b → c, la

aplicación k-lineal φβ : P (a)b → P (a)c esta dada por la multiplicación derecha por

β̄ = β + I.
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(f) Para el inyectivo indescomponible I(a) = D(Aea) con a ∈ Q0 tenemos la represen-

tación I(a) = (I(a)b, φβ) donde I(a)b es el dual del k-espacio vectorial con base el

conjunto de todos los w̄ = w+I, y w es un camino de b a a. Para una flecha β : b→ c,

la aplicación k-lineal φβ : I(a)b → I(a)c esta dada por el dual de la multiplicación

izquierda por β̄ = β + I.

A continuación algunos ejemplos de estos resultados.

Ejemplo 2.3.15. Sea A el álgebra de caminos del siguiente carcaj

3◦ ◦2 ◦1
β α

Entonces podemos determinar las dimensiones de los A-módulos proyectivos indescompo-

nibles:

dimP (1) = [ 0 0 1 ] dimP (2) = [ 0 1 1 ] dimP (3) = [ 1 1 1 ]

y las dimensiones de los A-módulos inyectivos indescomponibles:

dim I(1) = [ 1 1 1 ] = P (3) dim I(2) = [ 1 1 0 ] dim I(3) = [ 1 0 0 ]

A continuación las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dim radP (1) = [ 0 0 0 ] dim radP (2) = [ 0 0 1 ] = P (1) dim radP (3) = [ 0 1 1 ] = P (2)

Y las dimensiones de los zócalos de los inyectivos:

dim soc I(1) = [ 0 0 1 ] dim soc I(2) = [ 0 1 0 ] dim soc I(3) = [ 1 0 0 ] = I(3)

Ejemplo 2.3.16. Sea A el álgebra de caminos del siguiente carcaj

3◦ ◦1 ◦2
β α

Entonces podemos determinar las dimensiones de los A-módulos proyectivos indescompo-

nibles:

dimP (1) = [ 0 1 0 ] dimP (2) = [ 0 1 1 ] dimP (3) = [ 1 1 0 ]

y las dimensiones de los A-módulos inyectivos indescomponibles:

dim I(1) = [ 1 1 1 ] = P (3) dim I(2) = [ 0 0 1 ] dim I(3) = [ 1 0 0 ]



2.3 Representaciones y Módulos 25

A continuación las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dim radP (1) = [ 0 0 0 ] dim radP (2) = [ 0 1 0 ] = P (1) dim radP (3) = [ 0 1 0 ] = P (1)

Y las dimensiones de los zócalos de los inyectivos:

dim soc I(1) = [ 0 1 0 ] dim soc I(2) = [ 0 0 1 ] dim soc I(3) = [ 1 0 0 ] = I(3)

2.3.1. La Matriz de Cartan

En esta seccion asociamos a cada A-módulo un vector de enteros, llamado su vector dimen-

sión. A partir de los vectores dimensión de los A-módulos proyectivos indescomponibles

generamos la llamada matriz de Cartan. Recordemos que denotamos por P (j) = ejA,

I(j) = D(Aej) y S(j) = top(ejA) los correspondientes A-módulos proyectivos indescom-

ponibles, inyectivos indescomponibles y A-módulos simples. En lo que sigue sea A una

k-álgebra de dimensión finita básica y conexa y A ∼= kQ/I un presentación de carcaj

acotado de A, donde Q es un carcaj finito y conexo y I un ideal admisible de kQ.

Definición 2.3.17. Sea A ∼= kQ/I una k-álgebra y seaM un módulo en modA. El vector

dimensión de M es definido como el vector

dimM =


dimkMej

...

dimkMen

 =


dimk homA(P (1),M)

...

dimk homA(P (n),M)

 =


dimk homA(M, I(1))

...

dimk homA(M, I(n))


en Zn, donde e1, . . . , en son idempotentes primitivos ortogonales de A correspondientes a

los vértices 1, . . . , n de Q.

Definición 2.3.18. Sea A una k-álgebra básica de dimensión finita con un conjunto com-

pleto {e1, . . . , en} de idempotentes primitivos ortogonales. La matriz de Cartan de A es

la matriz n× n

CA =


c11 · · · c1n

. . .

cn1 · · · cnn

 ∈ Mn(Z)

donde cji = dimk eiAej, para i, j = 1, . . . , n.
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Gracias a la proposición (III.2.10) y al lema (III.2.11) de [2] tenemos los siguientes isomor-

fismos de k-espacios vectoriales ebAea ∼= HomA(P (a), P (b)) ∼= HomA(I(a), I(b)), y por lo

tanto la matriz de Cartan de A recopila el número de homomorfismos linealmente indepen-

dientes entre los A-módulos proyectivos indescomponibles y el número de homomorfismos

linealmente independientes entre los A-módulos inyectivos indescomponibles. Adicional-

mente tenemos los siguientes hechos elementales sobre la matriz de Cartan.

Proposición 2.3.19. Sea CA la matriz de Cartan de una k-álgebra básica y conexa A ∼=
kQ/I. Entonces

(a) La i-ésima columna de CA es dimP (i).

(b) La i-ésima fila de CA es [dim I(i)]T .

(c) dimP (i) = CA · dimS(i).

(d) dim I(i) = CT
A · dimS(i).

Demostración. (a) sigue de la igualdad eiAej = P (i)ej para todo i, j. (b) sigue de la

igualdad dimk I(i)ej = dimk ejAei = cij para todo i, j. (c) y (d) siguen de (a) y (b). □

Ejemplo 2.3.20. Sea Q el carcaj

1 ◦ ◦ 2 ◦ 3
β

δ

α

γ

acotado por αβ = 0, γδ = 0. Los A-módulos proyectivos indescomponibles están dados por

P (1) = S(1)

P(2) = k2 k 0
[ 10 ]

[ 01 ]

P(3) = k2 k2 k
[ 0 1
0 0 ]

[ 0 0
1 0 ]

[ 10 ]

[ 01 ]

Entonces la matriz de Cartan es 
1 2 2

0 1 2

0 0 1


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Proposición 2.3.21. Sea A ∼= kQ/I un álgebra de dimensión global finita. Entonces

detCA ∈ {−1, 1}. En particular la matriz de Cartan CA de A es invertible en el anillo de

matrices Mn(Z).

Otra matriz importante para la teoŕıa es la matriz de Coxeter definida en base a la matriz

de Cartan.

Definición 2.3.22. Sea A una k-álgebra básica de dimensión global finita, y sea CA

la matriz de Cartan de A con respecto a un conjunto completo de idempotentes pri-

mitivos y ortogonales {e1, . . . , en} de A. La matriz de Coxeter de A es la matriz

ΦA = −Ct
AC

−1
A . También definimos la multiplicación izquierda de un vector por esta

matriz como la transformación de Coxeter.

2.4. Teoŕıa de Auslander-Reiten

Con el objetivo de estudiar los objetos y morfismos de la categoŕıa de A-módulos finita-

mente generados (modA), en esta sección introducimos el carcaj de Auslander-Reiten. En el

caso de álgebras de tipo representación finita este carcaj nos provee completa información

acerca de modA.

También se introducirán las nociones de morfismos irreducibles y sucesiones casi escindi-

bles. Estas herramientas permitieron a Auslander y Reiten elaborar la prueba categórica

de la primera conjetura de Brauer-Thrall.

En lo que sigue, A denota una k-álgebra de dimensión finita, k un cuerpo algebraicamente

cerrado y todos los A-módulos son módulos derechos de dimensión finita.

2.4.1. Morfismos irreducibles y sucesiones casi escindibles

Dado que todo módulo en modA es una suma directa de módulos indescomponibles, salvo

isomorfismos y el orden de los sumandos, el interés recae en estudiar este tipo de módulos

y sus morfismos.

Iniciamos con algunas definiciones de ciertos homomorfismos de A-módulos que serán in-

dispensables en el desarrollo de la teoŕıa.

Definición 2.4.1. Sean L,M,N módulos en modA.

Un homomorfismo de A-módulos f : L→M es llamado minimal izquierdo si todo

h ∈ EndM tal que hf = f es un automorfismo.
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Un homomorfismo de A-módulos g : M → N es llamado minimal derecho si todo

k ∈ EndM tal que gk = g es un automorfismo.

Un homomorfismo de A-módulos f : L→M es llamado casi escindible a izquierda

o sumidero si

1. f no es una sección, y

2. para todo homomorfismo de A-módulos u : L→ U que no es una sección existe

u′ :M → U tal que u′f = u, esto es, existe u′ que hace que el siguiente diagrama

conmute

L M

U

f

u
u′

Un homomorfismo de A-módulos g :M → N es llamado casi escindible a derecha

o fuente si

1. g no es una retracción, y

2. para todo homomorfismo de A-módulos v : V → N que no es una retracción

existe v′ : V → M tal que gv′ = v, esto es, existe v′ que hace que el siguiente

diagrama conmute

V

M N

v
v′

g

Los morfismos minimales casi escindibles determinan de manera única sus destinos o fuentes

como vemos en la siguiente proposición.

Proposición 2.4.2 ([2], IV.1.2). (a) Si los homomorfismos de A-módulos f : L→M y

f ′ : L→M ′ son minimales izquierdos casi escindibles, entonces existe un isomorfis-

mo h :M →M ′ tal que f ′ = hf .

(b) Si los homomorfismos de A-módulos g : M → N y g′ : M ′ → N son minimales

derechos casi escindibles, entonces existe un isomorfismo k : M → M ′ tal que g′ =

g′k.

Demostración. (a) Dado que f y f ′ son casi escindibles, existe un h′ : M → M ′ y

h′ : M ′ → M tal que f ′ = hf y f = h′f ′. Entonces f = h′hf y f ′ = hh′f ′. Puesto que f
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y f ′ son minimales, hh′ y h′h son automorfismos. En consecuencia, h es un isomorfismo. □

Los morfismos casi escindibles estan relacionados con los módulos indescomponibles co-

mo se observa en el siguiente lema.

Lema 2.4.3 ([2], IV.1.3). (a) Si f : L→M es un morfismo izquierdo casi escindible en

modA, entonces el módulo L es indescomponible.

(b) Si g : M → N es un morfismo derecho casi escindible en modA, entonces el módulo

N es indescomponible.

Demostración. (a) Asuma que L = L1⊕L2, con L1, L2 distintos de cero y sea pi : L→ Li

(con i = 1, 2) las respectivas proyecciones. Para cualquier i el homomorfismo pi no es una

sección. Por lo tanto existe un homomorfismo ui :M → Li tal que uif = pi. Pero entonces

u = [ u1
u2 ] :M → L satisface uf = 1L, y esto contradice el hecho de que f no es una sección.

(b) se prueba de forma similar.

Definición 2.4.4. Un homomorfismo f : X → Y en modA es llamado irreducible si:

f no es una sección ni tampoco una retracción y

si f = f1f2, o f1 es una retracción o f2 es una sección

X Y

Z

f

f2 f1

Los morfismos irreducibles son precisamente aquellos que no admiten una factorización no

trivial.

Ejemplo 2.4.5. Sea e ∈ A un idempotente primitivo. Entonces el A-módulo derecho eA es

indescomponible y la inclusión rad eA ↪→ eA es casi escindible a derecha y es un morfismo

irreducible. De hecho, si v ∈ homA(V, eA) y v no es una retracción, entonces im v es un

submódulo propio de eA. De [2] I.4.5.c se sigue que im v ⊆ rad eA, i.e. v : V → eA se

factoriza a traves de rad eA, y en consecuencia, rad eA ↪→ eA es casi escindible a derecha.

Por lo tanto de la maximalidad de rad eA en eA tenemos que rad eA ↪→ eA es un morfismo

irreducible.

Ahora definimos un tipo de sucesión exacta corta introducida por Auslander y Reiten.
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Definición 2.4.6. Una sucesión exacta corta en modA

0 L M N 0
f g

es llamada sucesión casi escindible si se cumple:

(a) f es casi escindible minimal a izquierda y

(b) g es casi escindible minimal a derecha.

Dada una sucesión casi escindible, se sigue de 2.4.3 que L y N son módulos indescompo-

nibles. También, una sucesión casi escindible nunca se escinde (puesto que f no es una

sección y g no es una retracción) por lo tanto L no es inyectivo y, N no es proyectivo.

Adicionalmente, una sucesión casi escindible es determinada únicamente (salvo isomorfis-

mo) por cada uno de sus módulos finales como se enuncia en el siguiente lema.

Lema 2.4.7. Sean

0 L M N 0 y 0 L′ M ′ N ′ 0

dos sucesiones casi escindibles en modA. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

(a) Los dos sucesiones son isomorfas.

(b) Existe un isomorfismo L ∼= L′ de A-módulos.

(c) Existe un isomorfismo N ∼= N ′ de A-módulos.

Demostración. Se sigue de 2.4.2. □

2.4.2. El carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra

Sea A un álgebra de dimensión finita. El objetivo de esta sub-sección es introduccir el carcaj

de Auslander-Reiten de A. Este tiene por vértices las clases de isomorfismo de A-módulos

indescomponibles y por flechas los morfismos irreducibles (homomorfismos que no admiten

factorizaciones no triviales) entre estas.

Los morfismos irreducibles se pueden reformular en términos del radical de la categoŕıa

modA.
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Definición 2.4.8. (a) El radical (de Jacobson) de una k-categoŕıa aditiva C es el ideal

bilátero radC en C definido por la fórmula

radC(X, Y ) = {h ∈ C(X, Y ) | 1X − g ◦ h es invertible para cualquier g ∈ C(Y,X)}

para todos los objetos X y Y de C.

(b) Dado m ≥ 1, definimos la potencia m-ésima radm
C (X, Y ) como el subespacio de

radC(X, Y ) consistente de todas las sumas finitas de morfismos de la forma

X = X0 X1 X2 · · · Xm−1 Xm = Y,
h1 h2 hm

donde hj ∈ radC(Xj−1, Xj). En el caso de C = modA, escribimos radA = radmodA.

La siguiente proposición es útil para la descripción del radical de espacios de morfismos

en C = modA dado que los módulos indescomponibles de dimensión finita satisfacen las

hipótesis de la proposición.

Proposición 2.4.9 ([2], A.3.5). Sea C una k-categoŕıa aditiva.

1. Para cualquier objeto Z en C, radC(Z,Z) es el radical de Jacobson del álgebra de

endomorfismos homC(Z,Z).

2. Asuma que X y Y son objetos de C tal que las k-álgebras homC(X,X) y homC(Y, Y )

son locales; esto es, cada una de ellas tiene un único ideal maximal. Entonces radC(X, Y )

es el espacio vectorial de todos los no isomorfismos de X a Y en C. En particular, si

X ̸∼= Y entonces radC(X, Y ) = homC(X, Y ).

El siguiente lema muestra que el espacio cociente radA(X, Y )/ rad2
A(X, Y ) mide el número

de morfismos irreducibles entre los módulos indescomponibles X y Y . Este cociente de

k-espacios vectoriales es llamado el espacio de morfismos irreducibles y lo notamos

como Irr(X, Y ).

Lema 2.4.10. Sea X, Y módulos indescomponibles en modA. Un morfismo X Y
f

es irreducible si y solo si f ∈ radA(X, Y ) \ rad2
A(X, Y ).

Si X y Y son módulos indescomponibles en modA, entonces radA(X, Y ) es el k-espacio vec-

torial de todos los homomorfismos no invertibles de X a Y . Similarmente, rad2
A(X, Y ) con-

siste de todos los homomorfismos de la forma gf , donde f ∈ radA(X,Z) y g ∈ radA(Z, Y )
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para algún A-módulo Z no necesariamente indescomponible de modA.

La siguiente proposición es útil en la construcción del carcaj de Auslander-Reiten. Los

A-módulo proyectivos simples inician el carcaj y los inyectivos simples lo finalizan.

Proposición 2.4.11 ([2], IV.3.9). (a) Sea S ∈ ob(modA) un A-módulo simple proyecti-

vo no inyectivo. Si f : S →M es un morfismo irreducible, entonces M es proyectivo.

(b) Sea S ∈ ob(modA) un A-módulo simple inyectivo no proyectivo. Si g :M → S es un

morfismo irreducible, entonces M es inyectivo.

Cuando un A-módulo no simple es proyectivo e inyectivo tenemos la siguiente sucesión casi

escindible.

Proposición 2.4.12 ([2], IV.3.11). Sea P un A-módulo no simple proyectivo e inyectivo.

Entonces la sucesión

0 radP (radP/ socP )⊕ P P/ socP 0
[ qi ] [−j p ]

es casi escindible, donde i, j son las inclusiones y p, q las proyecciones.

Definimos ahora el carcaj de Auslander-Reiten de una k-álgebra A.

Definición 2.4.13. Sea A una k-álgebra de dimensión finita básica y conexa. El carcaj

de Auslander-Reiten Γ(modA) es definido como sigue:

Los puntos de Γ(modA) son las clases de isomorfismo [X] de los módulos indescom-

ponibles X de modA.

Sean [M ], [N ] los puntos en Γ(modA) correspondientes a los módulos indescomponi-

bles M,N en modA. Las flechas de [M ] a [N ] están biyección con los vectores de la

base del k-espacio vectorial Irr(M,N).

Denotamos al conjunto de clases de isomorfismo de A-módulos predecesores inmediatos de

[M ] como [M ]− y similarmente al conjunto de sucesores inmediatos de [M ] como [M ]+.

Se puede demostrar que para cada M , los conjuntos [M ]− y [M ]− son finitos. Por lo tanto

cada vértice de Γ(modA) tiene solamente un número finito de vecinos. Este tipo de carcajes

es llamado localmente finito.



2.4 Teoŕıa de Auslander-Reiten 33

Otra consecuencia de la definición del carcaj de Auslander-Reiten y de morfismo irre-

ducible, es que en este no existen lazos; dado que no pueden existir morfismos irreducibles

entre un mismo vértice.

El tipo de representación de un álgebra nos permite tener criterios de clasificación y será

un concepto importante en el desarrollo de la teoŕıa.

Definición 2.4.14. Una k-álgebra A de dimensión finita se define como un álgebra de

tipo de represención finita si el número de clases de isomorfismo de A-módulos dere-

chos indecomponibles de dimensión finita es finito. Una k-álgebra A se dice de tipo de

representación infinita si no es de tipo representación finita.

El teorema de dicotomı́a manso-salvaje de Drozd nos dice que toda álgebra de dimensión

finita es de uno de dos tipos de representación infinita: álgebras mansas o álgebras sal-

vajes. En ambos casos sus representaciones indescomponibles se presentan como familias

parametrizadas. En el caso de las álgebras mansas, por varios parámetros discretos y uno

continuo. En el caso de las álgebras salvajes, parametrizadas por al menos dos parámetros

continuos.

Para las álgebras de tipo representación finita el carcaj de Auslander-Reiten no tiene múlti-

ples flechas entre vértices, como lo enuncia la siguiente proposición.

Proposición 2.4.15 ([2], IV.4.9). Sea A un álgebra de tipo representación finita. Entonces

Γ(modA) no tiene múltiples flechas.

Demostración. Se mostrará que para cada par M,N de A-módulos indescomponibles

se tiene que dimk Irr(M,N) ≤ 1. Por contradicción asumamos que existen M,N tales

que dimk Irr(M,N) ≥ 2 y que Irr(M,N) ̸= {0}. Dado que todo morfismo irreducible

es o un epimorfismo o un monomorfismo, tenemos que dimkM ̸= dimkN . Supongamos

que dimkM > dimkN . Entonces N no puede ser proyectivo, y existe una sucesión casi

escindible de la forma 0 τN M2 ⊕ E N 0 . De aqúı obtenemos

dimk τN =2dimkM + dimk E − dimkN

> dimkM > dimkN.

Adicionalmente, dimk Irr(τN,M) ≥ 2. En consecuencia tenemos que para i > j números

naturales

dimk τ
iM > dimk τ

iN > dimk τ
jM > dimk τ

jN.
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Esto implica que la aplicación N → Γ(modA)0 dada por i 7→ τ i[N ] es inyectiva, y el com-

ponente conexo de Γ(modA) que contiene [N ] es infinito. Lo cual es contradictorio dado

que por hipótesis A es de tipo representación finita. □

A continuación algunos ejemplos de la construcción del carcaj de Auslander-Reiten.

Ejemplo 2.4.16. Sea A el álgebra de caminos del siguiente carcaj

3◦ ◦2 ◦1
β α

En el ejemplo 2.3.15 hab́ıamos calculado los A-módulos indescomponibles proyectivos e

inyectivos para este carcaj. Esta información es necesaria para construir el carcaj de

Auslander-Reiten.

dimP (1) = [ 0 0 1 ] dimP (2) = [ 0 1 1 ] dimP (3) = [ 1 1 1 ]

Las dimensiones de los A-módulos inyectivos indescomponibles son:

dim I(1) = [ 1 1 1 ] = P (3) dim I(2) = [ 1 1 0 ] dim I(3) = [ 1 0 0 ]

A continuación las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dim radP (1) = [ 0 0 0 ] dim radP (2) = [ 0 0 1 ] = P (1) dim radP (3) = [ 0 1 1 ] = P (2)

Y las dimensiones de los zócalos de los inyectivos:

dim soc I(1) = [ 0 0 1 ] dim soc I(2) = [ 0 1 0 ] dim soc I(3) = [ 1 0 0 ] = I(3)

Iniciamos el carcaj de Auslander-Reiten con los A-módulos proyectivos indescomponibles

simples. En este caso P (1).

También tenemos en cuenta las inclusiones de los radicales de los proyectivos en su respec-

tivo A-módulo proyectivo indescomponible. Tenemos dos inclusiones con esta condición

radP (2) ↪→ P (2)

=P (1) ↪→ P (2)

radP (3) ↪→ P (3)

=P (2) ↪→ P (3)
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Como se observa existe un A-módulo proyectivo inyectivo indescomponible no simple

P (3) = I(1) por lo tanto usando la proposición 2.4.12 tenemos la sucesión casi escindible

P (3)

0 radP (3) P (3)/ socP (3) 0

radP (3)/ socP (3)

la cual reemplazando y simplificando nos queda

P (3)

0 P (2) I(2) 0

S(2)

Analizando las proyecciones I(a) ↠ I(a)/ soc I(a) encontramos I(2) → I(2)/ soc I(2) =

I(3). Es decir, un inyectivo simple lo cual nos indica que esté será un vértice terminal del

carcaj de Auslander-Reiten.

Finalmente, compilamos todos estos resultados en el carcaj de Auslander-Reiten. Es de

resaltar que obtuvimos representantes de todas las clases de isomorfismo de los A-módulos

indescomponibles, dado que, como veremos en la sección siguiente (corolario 2.5.21), el

grafo subyacente Q̄ es Dynkin tipo A3 y por lo tanto el total de clases de isomorfismo es
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(3 · 4)/2 = 6.

P (3)

[ 1 1 1 ]

P (2)

[ 0 1 1 ]

I(2)

[ 1 1 0 ]

P (1)

[ 0 0 1 ]

S(2)

[ 0 1 0 ]

I(3)

[ 1 0 0 ]

En el ejemplo anterior se puede observar que cuando se tiene un subgrafo en el carcaj de

Auslander-Reiten de la forma

M1

τN N

Mt

tenemos que dimN = dim
∑t

i=1Mi − dim τN . Esta fórmula facilita la construcción del

carcaj de Auslander-Reiten, como vemos en el siguiente ejemplo. Esta técnica se conoce

como ‘tejimiento’.

Ejemplo 2.4.17. Sea A el álgebra de caminos del siguiente carcaj

3◦ ◦1 ◦2
β α

En el ejemplo 2.3.16 hab́ıamos calculado los A-módulos indescomponibles proyectivos e

inyectivos para este carcaj. Esta información es necesaria para construir el carcaj de

Auslander-Reiten.

dimP (1) = [ 0 1 0 ] dimP (2) = [ 0 1 1 ] dimP (3) = [ 1 1 0 ]
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Las dimensiones de los A-módulos inyectivos indescomponibles:

dim I(1) = [ 1 1 1 ] = P (3) dim I(2) = [ 0 0 1 ] dim I(3) = [ 1 0 0 ]

A continuación las dimensiones de los radicales de los proyectivos:

dim radP (1) = [ 0 0 0 ] dim radP (2) = [ 0 1 0 ] = P (1) dim radP (3) = [ 0 1 0 ] = P (1)

Y las dimensiones de los zócalos de los inyectivos:

dim soc I(1) = [ 0 1 0 ] dim soc I(2) = [ 0 0 1 ] dim soc I(3) = [ 1 0 0 ] = I(3)

Iniciamos el carcaj de Auslander-Reiten con los A-módulos proyectivos indescomponibles

simples. En este caso P (1).

Observemos que radP (2) = P (1) y radP (3) = P (1). Por lo tanto el carcaj de Auslander-

Reiten hasta el momento seŕıa

P (2)

[ 0 1 1 ]

P (1)

[ 0 1 0 ]

P (3)

[ 1 1 0 ]

Podemos en este punto hacer tejimiento, y teniendo en consideración que este termina

con los inyectivos simples, obtenemos el carcaj de Auslander-Reiten en su totalidad. Es de

resaltar que obtuvimos representantes de todas las clases de isomorfismo de los A-módulos

indescomponibles, dado que, como veremos en la sección siguiente (corolario 2.5.21), el

grafo subyacente Q̄ es Dynkin tipo A3 y por lo tanto el total de clases de isomorfismo es
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(3 · 4)/2 = 6.

P (2)

[ 0 1 1 ]

I(3)

[ 1 0 0 ]

P (1)

[ 0 1 0 ]

I(1)

[ 1 1 1 ]

P (3)

[ 1 1 0 ]

I(2)

[ 0 0 1 ]

2.4.3. Las Conjeturas de Brauer–Thrall

En los años 1940’s R. Brauer y R. Thrall investigaron el problema de determinar álgebras

de tipo representación finita e infinita. Aunque no publicaron los resultados completos de

sus investigaciones estas daŕıan lugar a las conjeturas de Brauer–Thrall que seŕıan anun-

ciadas de forma impresa por primera vez por J. Jans en 1957 [15].

Estas conjeturas fueron originalmente propuestas como problemas para estudiantes de pos-

grado por Brauer y resultaron muy fértiles en el desarrollo de la teoŕıa de representación

[19].

Definición 2.4.18. Sea A una k-álgebra de dimensión finita. Denotamos por κ(m) ∈
N∪{∞} el número de clases de isomorfismo de A-módulos indescomponibles con dimensión

m.

El álgebra A es llamada de tipo representación acotada si existe un entero positivo M

tal que κ(m) = 0 para todo m ≥ M . En el caso de que A no sea de tipo representación

acotada y exista una sucesión infinita de dimensiones m0 < m1 < . . . tal que κ(mi) = ∞
entonces diremos que el álgebra A es de tipo representación fuertemente no acotada.

El siguiente lema se utilizará en la demostración de la primera conjetura de Brauer–Thrall.
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Lema 2.4.19 ([4], 9.1). (Harada-Sai) Sea A una k-álgebra de dimensión finita y sean

M0, . . . ,Mt A-módulos indescomponibles y sean

M0 M1 M2 . . . Mt−1 Mt
f1 f2 ft

homomorfismos radicales. Si t ≥ 2d − 1 y dimMi ≤ d para todo 0 ≤ i ≤ t, entonces la

composición ft · · · f1 es cero.

Teorema 2.4.20 ([4], 9.2). (Primera Conjetura de Brauer–Thrall) Un álgebra de tipo

representación acotada es de tipo representación finita.

Demostración. Sea A una k-álgebra de tipo representación acotada. Entonces existe

un entero positivo d tal que κ(m) = 0 para todo m > d. Es decir dimkM ≤ d para

cada A-módulo indescomponible M . Definiremos a continuación una serie de subconjuntos

finitos de Γ(modA). El primer subconjunto consiste de todos los A-módulos proyectivos

indescomponibles S0 = {P1, . . . , PN} ⊆ Γ(modA) y para i ≥ 0 sea

Si+1 = {Y ∈ Γ(modA) | existe una flecha X → Y in Γ(modA) con X ∈ Si}

note que cada Si es finito por las propiedades del carcaj de Auslander-Reiten y que cada

homomorfismo radical X → Y con X ∈ Si se factoriza sobre una suma directa de A-

módulos en Si+1.

Entonces, si M es un A-módulo indescomponible existe un morfismo distinto de cero f :

P → M para algún A-módulo proyectivo indescomponible P ∈ S0, y entonces o f es un

isomorfismo y M pertenece a S0 o la factorización sobre S1 genera dos homomorfismos

f1 : P → M1 y g1 : M1 → M con g1f1 ̸= 0 con f1 radical y M1 ∈ S1. En el siguiente paso

vemos que si g1 no es un isomorfismo, la factorización sobre S2 genera un homomorfismo

radical f2 :M1 →M2 ∈ S2 y g2 :M2 →M con g2f2f1 ̸= 0. Inductivamente obtenemos que

o M pertenece a ∪2d−1
m=0Sm o existen homomorfismos

P M1 M2 . . . M2d−2 M2d−1 M
f1 f2 f

2d−1
g
2d−1

con g2d−1f2d−1 · · · f2f1 ̸= 0. Dado que esto último no es posible por el lema 2.4.19, tenemos

que cada A-módulo indescomponible pertenece al conjunto finito ∪2d−1
m=0Sm. □

En otras palabras, Una k-álgebra de dimensión finita o es de tipo representación finita

o existen módulos indescomponibles de dimensión arbitariamente grande. Esta primera

conjetura fué probada inicialmente por A. Roiter en 1968 para cuerpos algebraicamente

cerrados y posteriormente generalizada por M. Auslander en 1974.
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Teorema 2.4.21 ([4], 9.3). (Segunda Conjetura de Brauer–Thrall) Un álgebra de tipo

representación no acotada es de tipo representación fuertemente no acotada.

En otras palabras, si un álgebra de dimensión finita es de tipo representación infinita, en-

tonces existe un número infinito de dimensiones, tal que para cada una existe un número

infinito de clases de isomorfismo de módulos indescomponibles. Para cuerpos algebraica-

mente cerrados con caracteŕıstica distinta de dos, R. Bautista publicó una demostración

en 1985 de esta segunda conjetura.

2.5. Teorema de Gabriel

En 1972 P. Gabriel clasificó los carcajes de tipo representación finita en términos de cinco

grafos no orientados llamados diagramas de Dynkin. Este resultado lo enunciamos en el

teorema 2.5.20.

Los carcajes que estudiamos en esta sección son finitos, conexos, y aćıclicos; y cuyas álgebras

de caminos son de la forma A = kQ. Estas álgebras resultan ser hereditarias, es decir,

álgebras tales que todo submódulo de un A-módulo proyectivo es proyectivo.

2.5.1. Diagramas de Dynkin

En esta sección se hará referencia a ciertos grafos no orientados llamados diagramas de

Dynkin. Estos grafos fueron llamados aśı en honor al matemático soviético Eugene Dynkin

quien en 1946 los utilizó para simplificar la clasificación de las álgebras de Lie semisimples.

A continuación listamos los diagramas de Dynkin: An para n ≥ 1, Dn para n ≥ 4, E6, E7

y E8, y a los cuales, en lo sucesivo, nos referiremos como los diagramas de Dynkin tipo

ADE.

◦

An ◦ ◦ · · · ◦ ◦ E6 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

◦ E7 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

Dn ◦ · · · ◦ ◦ ◦

◦ E8 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

También son importantes, en la clasificación de los carcajes, los llamados diagramas
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Euclidianos. Estos resultan de agregar un vértice a los anteriores grafos y como vemos

abajo constan de m+ 1 vértices.

1

1 · · · 1 2

Ãm 1 1 Ẽ6 1 2 3 2 1

1 · · · 1 2

1 1 Ẽ7 1 2 3 4 3 2 1

D̃m 2 · · · 2 3

1 1 Ẽ8 2 4 6 5 4 3 2 1

Los vértices de estos grafos corresponden al vector hQ de Zm+1 el cual es generador del

subgrupo ZhQ del grupo libre abeliano Zm+1.

En lo sucesivo, notaremos Q al grafo subyacente de un carcaj Q. Es decir, el grafo que

resulta al eliminar las orientaciones de la flechas del carcaj.

A continuación enunciamos algunos lemas en relación a los diagramas Euclideanos que

permiten demostrar que si un carcaj contiene un subgrafo euclidiano, su álgebra de caminos

resultará de tipo representación infinita. El primer lema establece que cuando el grafo

subyacente de un carcaj aćıclico no sea Dynkin de tipo ADE, este contendrá un subgrafo

Euclidiano.

Lema 2.5.1 ([2], VII.2.1). Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. Si el grafo subyacente

Q no es un diagrama de Dynkin ADE, entonces Q contiene un diagrama euclidiano ADE

como subgrafo.

Si un subcarcaj Q′ de un carcaj Q es tal que su álgebra de caminos kQ′ es de tipo repre-

sentación infinita, entonces kQ también es de tipo representación infinita.

Lema 2.5.2 ([2], VII.2.2). Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. Si Q′ es un subcarcaj

de Q tal que el álgebra de caminos kQ′ es de tipo representación infinita, entonces el álgebra

de caminos kQ es de tipo representación infinita.
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2.5.2. Formas Cuadráticas

En la demostración del teorema de Gabriel la forma cuadrática de un carcaj toma un rol

prominente. En esta sección estudiamos esta herramienta y compilamos algunos resultados

relevantes.

Iniciamos con la definición general de forma cuadrática entera.

Definición 2.5.3. Una forma cuadrática q = q(x1, . . . , xn) sobre Zn en n indeterminadas

x1, x2, . . . , xn es llamada forma cuadrática entera si es de la forma

q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

x2i +
∑
i<j

aijxixj

donde aij ∈ Z para todo i, j.

Un vector x = [x1, . . . , xn]
t ∈ Zn es llamado positivo (notado x > 0) si x ̸= 0 y todos los

xi ≥ 0. Adicionalmente una forma cuadrática entera q es llamada:

definida positiva si q(x) > 0 para todo x ̸= 0,

semidefinida positiva si q(x) ≥ 0 para todo x ∈ Zn,

debilmente definida positiva si q(x) > 0 para todo x > 0,

indefinida si q(x) < 0 para algún x ̸= 0.

Un vector x ∈ Zn tal que q(x) = 1 es llamado una ráız de q.

Definimos ahora la forma cuadrática asociada a un carcaj Q.

Definición 2.5.4. Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. La forma cuadrática de un

carcaj Q se define como

qQ(x) =
∑
i∈Q0

x2i −
∑
α∈Q1

xs(α)xt(α),

donde x = [x1 . . . xn]
t ∈ Zn.

Otra forma cuadrática importante para el desarrollo de la teoŕıa es la forma cuadrática de

Euler que definimos a continuación.
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Definición 2.5.5. Sea A una k-álgebra básica de dimensión global finita y sea CA la

matriz de Cartan de A con respecto a un conjunto completo de idempotentes primitivos y

ortogonales {e1, . . . , en} de A.

La caracteŕıstica de Euler de A es la Z-forma bilineal no simétrica ⟨−,−⟩A : Zn×Zn → Z
definida por ⟨x,y⟩A = x(C−1

A )ty, para x,y ∈ Zn.

La forma cuadrática de Euler de un álgebra A es la forma cuadrática qA : Zn → Z
definida por qA(x) = ⟨x,x⟩A para x ∈ Zn.

Ejemplo 2.5.6. Sea Q el carcaj

1 ◦ ◦ 2
α

β

conocido como el carcaj 2-Kronecker. Entonces,

A = kQ ∼=

 k 0

k2 k


y sus A-módulos proyectivos son

dimP (1) = [ 1 0 ]

dimP (2) = [ 2 1 ]

y por lo tanto su matriz de Cartan es

CA =

1 2

0 1


y

(C−1
A )t =

 1 0

−2 1

 .
Entonces

⟨x,y⟩A = x1y1 − 2x2y1 + x2y2

y su matriz de Coxeter es

ΦA =

−1 2

−2 3

 .
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Dado que los vectores dimensión son positivos y que sus componentes son elementos de Z
tenemos que la forma cuadrática de un carcaj finito, conexo y aćıclico qQ no depende de la

orientación de las flechas. Adicionalmente en este caso, esta forma coincide con la forma

cuadrática de Euler.

Lema 2.5.7 ([2], VII.4.1). Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. Entonces la forma

cuadrática de Euler QA del álgebra de caminos A = kQ y la forma cuadrática qQ del carcaj

Q coinciden. Adicionalmente,

qA(x) =
∑
i∈Q0

x2i − aijxixj,

donde aij = dimk Ext
1
A(S(i), S(j)).

El siguiente lema relaciona la positividad de la forma cuadrática de un carcaj con la

condición de que su grafo subyacente sea Dynkin de tipo ADE.

Lema 2.5.8 ([4], 8.17). La forma cuadrática qQ de un carcaj Q cuyo grafo subyacente Q

es un diagrama de Dynkin tipo ADE es definida positiva.

Demostración. Para Q = Dn la estrategia es completar cuadrados para obtener una

expesión de la forma

qQ(x) =(x1 − 1/2x3)
2 + (x2 − 1/2x3)

2 + 1/2(x3 − x4)
2 + . . .

+1/2(xi − xi+1) + . . .+ 1/2(xn−1 − xn)
2 + 1/2x2n

de lo cual es claro que qA(x) > 0 siempre que x ̸= 0. Para el caso de Q = An note que este

se puede obtener de restringir Dn+1 y por lo tanto al ajustar la forma qA esta sigue siendo

definida positivamente. Para el caso Q = E8 tenemos

qQ =(x1 − 1/2x2)
2 + 3/4(x2 − 2/3x4)

2 + (x3 − 1/2x4)
2 + 5/12(x4 − 6/5x5)

2

+2/5(x5 − 5/4x6)
2 + 3/8(x6 − 4/3x7)

2 + 1/3(x7 − 3/2x8)
2 + 1/4x28

la cual es definida positivamente. Los casos E6, E7 son restricciones de E8 y por lo tanto

son formas definidas positivamente también.

La siguiente proposición caracteriza los diagramas de Dynkin tipo ADE y los diagramas

euclideanos en términos de sus formas cuadráticas.
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Proposición 2.5.9 ([2], VII.4.5). Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico, y sea Q el

grafo subyacente de Q.

(a) Q es un diagrama Dynkin tipo ADE si y solamente si qQ es definida positiva.

(b) Q es un diagrama Euclideano si y solamente si qQ es semidefinida positiva pero no

positiva definida.

(c) Q no es un diagrama Dynkin de tipo ADE ni un diagrama Euclideano si y solamente

si qQ es indefinida.

Demostración. (a) (⇒) Lema anterior. (a,b) (⇐) (Esquema) Asumamos que qQ es semi-

definida positiva. Entonces si Q no es Dynkin tipo ADE, Q contiene un subgrafo Euclidiano

que no puede ser propio y por lo tanto Q es en si mismo un diagrama Euclideano. (c) (⇒)

Sea Q un grafo que no es ni Dynkin tipo ADE ni Euclideano. Entonces por (b) qQ no

es semidefinida positiva y por lo tanto indefinida. (c) (⇐) Si qQ no es definida positiva ni

semidefinida positiva entonces por (a) y (b) Q no es ni Dynkin tipo ADE ni Euclideano.

A partir del resultado anterior se puede establecer una equivalencia, en el caso de que Q

sea Dynkin de tipo ADE, entre la condición de que qQ sea débilmente definida positiva y

sea definida positiva.

Proposición 2.5.10 ([2], VII.4.6). Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. qQ es debilmente definida positiva.

2. qQ es definida positiva.

3. El grafo subyacente Q de Q es un diagrama de Dynkin tipo ADE.

2.5.3. Teorema de Gabriel

En la literatura existen diferentes enfoques a la demostración del teorema de Gabriel, en

este apartado seguimos principalmente la demostración de Barot en [4], la cual a su vez

esta basada en la demostración de Ringel en [20].

Iniciamos con los siguientes lemas, los cuales establecen algunas relaciones entre los com-

ponentes preproyectivos y preinyectivos del carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra A y

su tipo de representación.
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Lema 2.5.11 ([4], 7.7). Si A es una k-álgebra de dimensión finita y conexa, tal que su carcaj

de Auslander-Reiten Γ(modA) contiene un componente finito C, entonces C = Γ(modA).

Lema 2.5.12 ([4], 7.10). Si A es una k-álgebra hereditaria de dimensión finita, entonces

en Γ(modA) cada A-módulo proyectivo esta contenido en un componente preproyectivo

y dualmente cada A-módulo inyectivo en un componente preinyectivo. Si A es conexa,

entonces existe un único componente preproyectivo y un único componente preinyectivo.

Adicionalmente en este caso, el componente preproyectivo es preinyectivo si y solo si A es

de tipo representación finita.

A continuación definimos lo que significa que un A-módulo sea un “ladrillo”.

Definición 2.5.13. Sea A una k-álgebra de dimensión finita. Un A-módulo M tal que

EndM ∼= k es llamado un ladrillo.

Un ladrillo es un A-módulo indescomponible. Sin embargo existen A-módulos indescom-

ponibles que no son ladrillos. En la proposición siguiente tenemos condiciones suficientes

para que un A-módulo indescomponible lo sea.

Proposición 2.5.14 ([4], 7.11). Si A es una k-álgebra hereditaria de dimensión finita y

conexa, y C es un componente preproyectivo o preinyectivo de Γ(modA), entonces para

cada A-módulo indescomponible M ∈ C tenemos EndM ∼= k y Ext1A(M,M) = 0.

El siguiente lema establece una desigualdad necesaria en la demostración del teorema de

Gabriel.

Lema 2.5.15 ([4], 9.4). Sea A una k-álgebra de dimensión finita y sea ϵ

0 M E N 0a b

una sucesión exacta corta de A-módulos. Si la sucesión ϵ no es escindible, entonces se

cumple la siguiente desigualdad

dimk EndA(E) < dimk EndA(M ⊕N).

Demostración. Aplicamos el funtor HomA(−, E) a la sucesión exacta corta ϵ para obtener

0 Hom(N,E) EndE Hom(M,E) 0
Hom(b,E) Hom(a,E)
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y por lo tanto

dimk EndA(E) =dimk HomA(N,E) + dimk(imHomA(a,E))

≤ dimk HomA(N,E) + dimk HomA(M,E).
(2.5.16)

Similarmente, aplicando el funtor HomA(M,−) a ϵ obtenemos

dimk HomA(M,E) ≤ dimk HomA(M,M) + dimk HomA(M,N)

=dimk HomA(M,M ⊕N).
(2.5.17)

Finalmente, aplicando HomA(E,−) a ϵ obtenemos la sucesión exacta

0 Hom(N,M) Hom(N,E) Hom(N,N) Ext1A(N,M)
δ ̸=0

,

donde δ es el homomorfismo de conexión, el cual es distinto de cero dado que δ(idN) = ϵ ̸= 0.

Por lo tanto obtenemos la desigualdad

dimk HomA(N,E) < dimk HomA(N,M) + dimk HomA(N,N)

=dimk HomA(N,M ⊕N).
(2.5.18)

Substituyendo 2.5.17 y 2.5.18 en 2.5.16 obtenemos

dimk EndA(E) < dimk HomA(M,M ⊕N) + dimk HomA(N,M ⊕N)

=dimk EndA(M ⊕N)

que es lo que queŕıamos probar.

La siguiente proposición es importante porque como corolario a ella, tenemos que la forma

cuadrática qQ de un carcaj Q cuyo grafo subyacente es un diagrama de Dynkin tiene un

número finito de ráıces.

Proposición 2.5.19 ([4], 8.19). Sea q : Zn → Z una forma cuadrática definida positiva-

mente. Entonces para cualquier r ∈ N la imagen inversa q−1(r) es un conjunto finito.

Procedemos a enunciar el teorema de Gabriel, el cual establece que un álgebra de caminos es

de tipo representación finita si y solamente si el grafo subyacente del carcaj es un diagrama

Dynkin de tipo ADE.

Teorema 2.5.20 ([4], 9.5). (Teorema de Gabriel) Sea Q un carcaj finito, conexo, y aćıclico.

k un cuerpo algebraicamente cerrado y A = kQ el álgebra de caminos de Q.
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(a) Entonces el álgebra A es de tipo representación finita si y solamente si el grafo sub-

yacente Q de Q es uno de los diagramas de Dynkin tipo ADE.

(b) Si Q es un diagrama de Dynkin ADE, entonces existe una biyección entre el con-

junto de clases de isomorfismo de A-módulos indescomponibles y el conjunto {x ∈
Nn | qQ(x) = 1} de ráıces positivas de la forma cuadrática qQ de Q.

Demostración. Dado que A es una k-álgebra conexa y hereditaria, observe que por el

lema 2.5.12 existe un único componente preproyectivo C en Γ(modA). Inicialmente note

que las siguientes tres condiciones son equivalentes

(a) A es de tipo representación finita.

(b) C es una componente finita.

(c) C = Γ(modA).

En efecto, (a) implica (b) necesariamente. (b) implica (c) por el lema 2.5.11 y (c) implica

(a) por el lema 2.5.12, dado que el componente C es preinyectivo también. Adicionalmente,

por el lema 2.5.14, para todo A-módulo indescomponible M ∈ C, tenemos que que dimM

es una ráız de qQ.

Dado que el grafo subyacente Q de Q es uno de los diagramas de Dynkin tipo ADE si y solo

si qQ es definida positivamente, supongamos inicialmente que qQ es definida positivamente.

De la proposición 2.5.19 se sigue que existe un número finito de ráıces de qQ. Afirmamos

que C es una componente finita. En efecto, basta con mostrar que existe a lo sumo un

A-módulo indescomponible M con dimM = d para toda ráız d. Asuma que M,N ∈ C son

dos A-módulos indescomponibles con vector dimensión d. Entonces

1 = qQ(d) = ⟨dimM, dimN⟩ = dimk Hom(M,N)− dimExt1A(M,N)

muestra que Hom(M,N) ̸= 0. Similarmente, Hom(N,M) ̸= 0 por lo tanto M = N dado

que en C no existen ciclos. Es decir, hemos demostrado que si el grafo subyacente Q de

Q es uno de los diagramas de Dynkin tipo ADE entonces A es de tipo representación finita.

Rećıprocamente, suponga ahora que C es una componente finita. Entonces A es de tipo

representación finita y por lo tanto qQ es debilmente definida positiva y puesto que A es

un álgebra hereditaria la condición de qQ de ser debilmente definida positiva es equivalen-

te a ser definida positiva. Finalmente por el corolario 2.5.10 esto equivale a que Q es un
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diagrama de Dynkin.

Adicionalmente, si es posible mostrar que para cada ráız positiva d de qQ existe al menos

un A-módulo indescomponible M con dimM = d, entonces existe solamente un número

finito de ráıces dado que Γ(modA) = C. Aśı, asuma que d es una ráız positiva de qQ. Dado

que d es positivo podemos construir un A-módulo M = ⊕x∈Q0S
d(x)
x (x) donde d(x) es la

componente del vértice x del vector dimensión d. Escoja M de tal forma que dimk EndM

sea mı́nima. Descomponga M en indescomponibles M = ⊕t
i=1Mi. Por el lema 2.5.14 te-

nemos Ext1(Mi,Mi) = 0 y de 2.5.15 se sigue que Ext1(Mi,M
′
i) = 0 donde M ′

i = ⊕j ̸=iMj,

porque en caso contrario existiŕıa alguna sucesión exacta corta no escindible

0 M ′
i E Mi 0

y en consecuencia

dimk EndA(E) < dimk EndA(Mi ⊕M ′
i) = dimk EndA(M),

lo cual es contradictorio con la minimalidad de EndA(M) dado que dimE = dimMi +

dimM ′
i = dimM . Esto muestra que Ext1A(M,M) = 0. Entonces de

1 = qQ(dimM) = dimk EndA(M) ≥
t∑

i=1

dimk EndA(Mi) = t

se sigue que t = 1, es decir, que M es indescomponible. Entonces se ha demostrado la

biyección entre el conjunto de A-módulos indescomponibles y el conjunto de ráıces positivas

de qQ.

Corolario 2.5.21. El número de clases de isomorfismo de A-módulos indescomponibles

es

n(n+ 1)/2 si Q̄ es un diagrama Dynkin An, n ≥ 4.

n2 − n si Q̄ es un diagrama Dynkin Dn, n ≥ 4.

36 si Q̄ es un diagrama Dynkin E6.

63 si Q̄ es un diagrama Dynkin E7.

120 si Q̄ es un diagrama Dynkin E8.

Una observación directa de estos resultados es que la finitud del tipo de representación de

un álgebra de caminos no depende de la orientación del carcaj asociado.
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2.6. Variedades de Representaciones

En esta sección abordaremos conceptos básicos de la teoŕıa clásica de variedades de re-

presentaciones. Posteriormente, en el caṕıtulo 5, estudiamos un nuevo enfoque basado en

bases de Gröbner no conmutativas como propone Green et al. en [14].

A menos que se indique lo contrario, los carcajes se asumen finitos y conexos en esta sección.

Inicialmente definimos el concepto de variedad de representaciones y algunas propiedades

que permiten explorar ciertos tipos de representaciones mas allá del tipo de representación

finita. Después abordaremos conceptos introductorios de la teoŕıa de invariantes geométrica

aplicada a estas variedades. Nos basamos principalmente en las notas de R. Kinser [16] y

en el texto de Derksen [6].

Definición 2.6.1. Fije un carcaj Q y un vector dimensión d. El espacio de represen-

taciones enmarcadas de Q con vector dimensión d es

rep(Q,d) =
⊕
a∈Q1

Md(t(a))×d(s(a))(k),

donde Mn×m(k) es el álgebra de matrices de tamaño n×m con entradas en k.

Un elemento de rep(Q,d) será notado como V = (Va)a∈Q1 . Note que cada punto de

rep(Q,d) determina una representación de Q dado que tomando las dimensiones de cada

matriz se pueden establecer las dimensiones de los k-espacios vectoriales origen y destino

para cada flecha.

Ejemplo 2.6.2. Sea Q el siguiente carcaj

3◦ ◦1 ◦2α β

y d = [ 2 2 3 ]. Entonces cada elemento V = (Vα, Vβ) del k-espacio vectorial rep(Q,d) es de

la forma k k

k k

 ,
k k k

k k k


y rep(Q,d) ∼= k10.
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Definición 2.6.3. Fije un carcaj Q y un vector dimensión d. El grupo de cambio de

base para rep(Q,d) es

GL(d) =
∏
i∈Q0

GL(d(i))

donde GL(n) denota el grupo lineal general de las matrices invertibles n× n con entradas

de k.

Notaremos un elemento de GL(d) como g = (gi)i∈Q0 . Existe una acción natural izquierda

de GL(d) que actúa sobre rep(Q,d) dada por

g · V = (gi)i∈Q0 · (Va)a∈Q1 = (gt(a)Vag
−1
s(a))a∈Q1 .

Existe una relación entre las GL(d)-órbitas y la condición de que dos representaciones de

Q sean isomorfas.

Proposición 2.6.4 ([16], 2.8). Dos puntos V, V ′ ∈ rep(Q,d) pertenecen a la misma

GL(d)-órbita si y solo si V ∼= V ′ como representaciones de Q.

Demostración. Para cualquier g = (gi)i∈Q0 ∈ GL(d) se tiene

gt(a)Vag
−1
s(a) = V ′

a ⇐⇒ gt(a)Va = V ′
ags(a)

para todo a ∈ Q1 y donde V, V ′ son las representaciones de Q inducidas por los puntos

V, V ′. La existencia de g que satisface la ecuación de la derecha nos provee del isomorfismo

requerido.

Definimos ahora que se entiende por variedad de representaciones.

Definición 2.6.5. Sea (Q,R) un carcaj con relaciones y d un vector dimensión de Q. La

variedad de representaciones rep(Q,R,d) se define como el conjunto

rep(Q,R,d) = {M ∈ rep(Q,d) |M satisface todas las relaciones en R}.

Ejemplo 2.6.6. Sea Q el siguiente carcaj

3◦ ◦2 ◦1α β
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y d = [ 2 2 3 ]. Entonces cada elemento V = (Vα, Vβ) del k-espacio vectorial rep(Q,d) es de

la forma 
a b

c d

 ,

e f

g h

i j




y rep(Q,d) ∼= k10. Definimos una única relación R = {αβ}. Entonces rep(Q,R,d) =

{(Vα, Vβ) ∈ rep(Q,d) |VβVα = 0}. Por lo tanto rep(Q,R,d) ∼= k10 y basta con efectuar la

multiplicación de matrices

VβVα =


e f

g h

i j

 ·

a b

c d

 =


ea+ fc eb+ fb

ga+ hc gb+ hd

ia+ jc ib+ jd


e igualar a ceros los polinomios resultantes para obtener todos los puntos que yacen en

esta variedad. Es decir, todos los puntos x = (a, b, c, d, e, f, g, h, i, j) ∈ k10 que satisfacen

el siguiente sistema de polinomios en k[a, b, c, d, e, f, g, h, i, j]

ea+ fc = 0

eb+ fb = 0

ga+ hc = 0

gb+ hd = 0

ia+ jc = 0

ib+ jd = 0

definen esta variedad af́ın en el espacio af́ın k10.

Teniendo en consideración los carcajes con relaciones tenemos un refinamiento de la anterior

proposición.

Proposición 2.6.7 ([16], 2.19). Para cualquier (Q,R,d), el conjunto rep(Q,R,d) es una

subvariedad de rep(Q,d) el cual es enviado a śı mismo por la acción de GL(d). Adi-

cionamente, sus GL(d)-órbitas están en biyección con las clases de isomorfismo de las

representaciones de (Q,R) con vector dimensión d.

Note que si Q es un carcaj de tipo representación finita, entonces rep(Q,d) tiene un núme-

ro finito de órbitas para cualquier vector dimensión d. Aśı, uno de los objetivos de la teoŕıa
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es encontrar subconjuntos apropiados U ∈ rep(Q,R,d) que sean GL-estables en los cuales

las órbitas puedan ser parametrizadas por datos continuos.

Puesto que clasificar todas las representaciones de un carcaj con relaciones se considera

fuera del alcance de las teoŕıas actuales, una alternativa es restringirnos a estudiar ciertas

clases de representaciones. Uno de estos enfoques se concentra en las representaciones que

yacen en subconjuntos densos de cada rep(Q,R,d). Como es habitual en Geometŕıa Alge-

braica, el espacio af́ın se considera dotado de la topoloǵıa de Zariski; la cual definimos en

4.1. Estas representaciones son llamadas generales. Con esta idea se definen a continua-

ción ciertas propiedades finitistas para carcajes con relaciones.

Definición 2.6.8. Un carcaj con relaciones (Q,R) tiene la propiedad de órbita densa

si, para todo d, la variedad rep(Q,R,d) tiene un subconjunto Zariski denso con un número

finito de órbitas.

Un A-módulo ladrillo, como se definió en 2.5.13, también se conoce como representación

Schur.

Definición 2.6.9. Diremos que (Q,R) es de tipo representación Schur finita si para todo

d, existe un número finito de representaciones Schur para el vector dimensión d.

De manera análoga a la teoŕıa clásica, se desea saber si en general (Q,R) es de tipo repre-

sentación Schur finita, o no, es decir si presenta un número arbitrario de representaciones

Schur.

Se tiene la siguiente proposición que relaciona las anteriores definiciones.

Proposición 2.6.10 ([16], 4.5). Para cualquier carcaj con relaciones (Q,R) se tiene

Tipo representación finita ⇒ Propiedad de órbita densa ⇒ Tipo representación Schur finita

El interés recae entonces en estudiar las órbitas de la acción de un grupo GL(d) sobre una

variedad rep(Q,R,d). Sin embargo el espacio topológico cociente rep(Q,R,d)/GL(d) no

tiene una estructura de variedad. Aśı, una estrategia es utilizar técnicas de la Teoŕıa de

Invariantes Geométrica (GIT), la cual provee una aproximación a este cociente.

Enunciamos, en lo que queda de esta sección, algunos conceptos introductorios a esta teoŕıa,

sin pretender ser exhaustivos. El propósito es lograr una idea general de conceptos, que
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permita contrastarlos con conceptos del nuevo enfoque de variedades de álgebras de cami-

nos usando bases de Gröbner, los cuales se estudiarán en el próximo caṕıtulo. Iniciamos

con unas definiciones.

Un grupo algebraico af́ın (también conocido como grupo lineal algebraico) es una varie-

dad af́ın con estructura de grupo. Todo grupo algebraico af́ın es isomorfo a un subconjunto

de GL(V ) donde V es un espacio vectorial de dimensión finita.

Definición 2.6.11. Suponga que G es un grupo algebraico af́ın. Una representación

racional de G es un homomorfismo ρ : G → GL(V ) de grupos algebraicos afines, donde

V es un C-espacio vectorial de dimensión finita.

Si el grupo algebraico af́ın G actúa regularmente (i.e. es un morfismo de variedades) sobre

la variedad X, entonces G también actúa sobre el anillo de coordenadas afines C[X] =

k[x1, . . . , xn]/I(X) de la siguiente forma. Si f ∈ C[X] y g ∈ G, entonces

g · f := (g · f)(x) = f(g−1x)

para todo x ∈ X.

Adicionalmente, si un grupo G actúa sobre un conjunto V , entonces V G = {v ∈ V | g · v =

v para todo g ∈ G} denota el subconjunto de V de elementos G-invariantes.

El anillo de invariantes de una G-acción sobre C[X] se notará C[X]G. Este anillo resulta

ser una C-álgebra.
Ejemplo 2.6.12. Supongamos que V = Cn y que el grupo simétrico Sn actúa sobre V

permutando las coordenadas. Entonces el anillo de invariantes es

C[x1, . . . , xn]Sn = C[e1, . . . , en]

donde C[e1, . . . , en] denota el conjunto de polinomios elementales simétricos en C, con

ek =
∑

i1<i2<···<ik

xi1xi2 · · ·xik .

Para definir grupo linealmente reductivo necesitamos el concepto de operador de Reynolds

el cual se puede ver como un promedio sobre todo el grupo.

Suponga que G es un grupo algebraico af́ın. Considere la acción de G sobre si mismo por

la izquierda. Entonces G actúa sobre C[G] como sigue. Si h ∈ G y f ∈ C[X], entonces

(h× f)(g) = f(h−1g)

para todo g ∈ G.
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Definición 2.6.13. Suponga que G es un grupo algebraico af́ın. Una aplicación lineal

R : C[G] → C

es llamado un operador de Reynolds si este satisface las siguientes dos condiciones:

(a) R(1) = 1,

(b) R(h× f) = R(f) para todo h ∈ G y f ∈ C[G].

Un grupo lineal algebraico es llamado linealmente reductivo si existe un operador de

Reynolds R : C[G] → C. En el caso de espacios sobre C un grupo lineal reductivo es

equivalente al concepto de grupo reductivo.

2.6.1. El Anillo de Semi-invariantes

Un carácter multiplicativo de G es un homomorfismo de grupos algebraicos χ : G →
Gm donde Gm es el grupo multiplicativo (C∗, ·). Para el caso de G = GLn tenemos que

χ : GLn → Gm es de la forma χ(A) = det(A)k para algún k ∈ Z. Si Q es un carcaj, una

función σ : Q0 → Z es llamada función peso para el carcaj Q. Un carácter multiplicativo

del grupo de cambio de base GL(d) se nota χσ y se define como

χσ(A(x)) =
∏
y∈Q0

det(B(y))σ(y)

para un x ∈ Q0 y alguna función de peso σ de Q. La matriz B(y) corresponde a la matriz

del vértice y ∈ Q0 de GL(d).

Para un vector dimensión d de un carcaj Q evaluamos la función peso σ aśı

σ(d) =
∑
x∈Q0

σ(x)d(x).

Supongamos que V es una representación de un grupo lineal algebraico. Diremos que

f ∈ C[V ] es un semi-invariante de peso χ si g · f = χ(g)f para todo g ∈ G. El conjunto

de semi-invariantes de peso χ es un subespacio de C[V ] y será denotado C[V ]χ. El anillo

de semi-invariantes es SI(G, V ) := ⊕χC[V ]χ.
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Lema 2.6.14 ([6], 9.4.1). Suponga que G es un grupo algebraico. Sea [G,G] el subgrupo

algebraico más pequeño de G que contiene todos los conmutadores ghg−1h−1 con g, h ∈ G.

Entonces el anillo de semi-invariantes es igual al anillo de invariantes del subgrupo [G,G]

actuando sobre C[V ], es decir

SI(G, V ) = C[V ][G,G].

Bajo ciertas condiciones el anillo de semi-invariantes es un anillo de polinomios como vemos

en el siguiente lema.

Lema 2.6.15. (Sato-Kimura) Sea V una representación de un grupo algebraico lineal G y

tal que la acción tiene una órbita abierta densa. Entonces el anillo de semi-invariantes es

un anillo de polinomios.

En el caso de carcajes de tipo representación finita, las hipótesis del anterior lema se

satisfacen.

Ejemplo 2.6.16. Sea Q un carcaj de tipo representación finita y d un vector dimensión.

Entonces el grupo algebraico lineal GL(d) actúa sobre rep(Q,d). Dado que Q es de tipo

representación finita, existe un número finito de órbitas, una de las cuales tiene que ser

densa. Por lo tanto por el lema de Sato-Kimura, el anillo de semi-invariantes es un anillo

de polinomios y será notado SI(Q,d). Adicionalmente, dado que [GL(d),GL(d)] = SLd =∏
x∈Q0

SLd(x) tenemos que

SI(Q,d) = C[rep(Q,d)]SLd

por el lema 2.6.14.

El espacio de semi-invariantes de peso σ de un carcaj Q se define como

SI(Q,d)σ = {f ∈ C[rep(Q,d)] | para todo A ∈ GL(d), A · f = χσ(A)f}.

Note que SI(Q,d)σ ⊆ SI(Q,d).

2.6.2. Semi-invariantes de Schofield

Revisamos en esta sección el método de Schofield para construir semi-invariantes de re-

presentaciones. Sea Q un carcaj aćıclico, d, e vectores dimensión y V ∈ rep(Q,d),W ∈
rep(Q, e). Entonces definimos la siguiente transformación lineal

dVW :
⊕
x∈Q0

HomC(Vx,Wx) →
⊕
α∈Q1

HomC(Vs(α),Wt(α))
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definida por

dVW (ϕ) = (ϕt(α)Vα −Wαϕs(α))α∈Q1

donde ϕ = (ϕx)x∈Q0 . Entonces tenemos que

ker dVW = HomQ(V,W )

y

coker dVW = ExtQ(V,W ).

La forma caracteŕıstica de Euler (ver 2.5.5) de un carcaj aćıclico Q se puede expresar en

términos de las dimensiones de sus vértices como vemos a continuación.

⟨d, e⟩ =dimHomQ(V,W )− dimExtQ(V,W )

=
∑
x∈Q0

d(x)e(x)−
∑
α∈Q1

d(s(α))e(t(α)).

Por lo tanto la matriz dVW es cuadrada si y solo si ⟨d, e⟩ = 0.

Definimos a continuación los invariantes de Schofield.

Definición 2.6.17. Sean d y e vectores dimensión fijos de un carcaj aćıclico Q. Además

suponga que ⟨d, e⟩ = 0. Sea c : rep(Q,d) × rep(Q, e) → k un polinomio definido por

c(V,W ) = det(dVW ). Las funciones polinomiales

cV = c(V,−) definida sobre rep(Q, e) para un V ∈ rep(Q,d) fijo,

cW = c(−,W ) definida sobre rep(Q,d) para un W ∈ rep(Q, e) fijo,

se conocen como semi-invariantes de Schofield.

Estas funciones son semi-invariantes dado que cV y cW son SL-invariantes, y teniendo en

consideración el ejemplo 2.6.16, tenemos que cV ∈ SI(Q,d) y cW ∈ SI(Q, e).

A partir de la forma caracteŕıstica de Euler podemos definir las siguientes funciones de

peso para vectores dimensión d y e

σ(x) = ⟨d,−⟩ = d(x)−
∑
α∈Q1

t(α)=x

d(s(α)) (2.6.18)

τ(x) = ⟨−, e⟩ = e(x)−
∑
α∈Q1

s(α)=x

e(t(α)) (2.6.19)
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para un x ∈ Q0.

Cuando se cumple ⟨d, e⟩ = 0 con d y e vectores dimensión fijos de un carcaj aćıclico Q

tenemos que cV ∈ SI(Q, e)⟨α,−⟩ y similarmente cW ∈ SI(Q,d)−⟨−,e⟩.

Finalmente llegamos al siguiente teorema, donde se establecen las condiciones suficientes

para que el anillo de semi-invariantes sea generado por los semi-invariantes de Schofield.

Teorema 2.6.20 ([6], 10.7.1). Sea g un vector dimensión de un carcaj aćıclico Q.

(a) SI(Q, g)σ es distinto de cero para algún peso σ, entonces σ(g) = 0.

(b) SI(Q, g)σ es distinto de cero, entonces σ = ⟨d,−⟩ para algún vector dimensión d de

Q y SI(Q, g)σ es generado por semi-invariantes de tipo cV , con V ∈ rep(Q,d).

(c) SI(Q, g)σ es distinto de cero, entonces σ = −⟨−, e⟩ para algún vector dimensión e

de Q y SI(Q, g)σ es generado por semi-invariantes de tipo cW , con W ∈ rep(Q, e).

(d) ⟨d, g⟩ = ⟨g, e⟩ = 0

El siguiente importante corolario relaciona el anillo de semi-invariantes de Q con las repre-

sentaciones indescomponibles de Q.

Corolario 2.6.21. El anillo de semi-invariantes SI(Q, e) es generado por semi-invariantes

de la forma cV donde V es una representación indescomponible de Q.

Recapitulando. Sea Q un carcaj de tipo representación finita y W ∈ rep(Q, e) una repre-

sentación tal que su órbita sea densa. Recordemos que para todo vector dimensión e el

anillo SI(Q, e) es generado, como C-álgebra, por los semi-invariantes de tipo cV donde V es

una representación indescomponible de Q con vector dimensión d que satisface ⟨d, e⟩ = 0.

Solo es necesario considerar representaciones V para las cuales cV es distinto de cero lo que

es equivalente a HomQ(V,W ) = 0.

Sean V1, . . . , Vr representaciones indescomponibles de Q y sean d1, . . . ,dr sus respectivos

vectores dimensión. Los generadores polinomiales de SI(Q, e) son lo polinomios irreducibles

cV1 , . . . , cVs tal que cVi ̸= 0 con i ∈ {1, . . . , r}. Estos son los semi-invariantes cVi para los

cuales su respectivo vector dimensión di es irreducible en el monoide C = Nd1+ · · ·+Ndr,

i.e., di no es la suma de dos vectores dimensión en C.
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Ejemplo 2.6.22. Sea Q el carcaj

1◦ ◦2 ◦3 ◦4α β γ

Seleccionamos un vector dimensión e = [ 1 2 1 2 ] y procedemos a calcular el peso por defecto

τ usando 2.6.19

τ(1) =1− 2 = −1

τ(2) =2− 0 = 2

τ(3) =1− 2 = −1

τ(4) =2− 1 = 1

por lo tanto τ = [ −1 2 −1 1 ].

Necesitamos determinar los vectores dimensión di correspondientes a representaciones in-

descomponibles de Q tal que ⟨di, e⟩ = 0. Los vectores dimensión de todas las representa-

ciones indescomponibles de Q son:

[ 0 1 0 0 ], [ 1 1 0 0 ], [ 0 1 1 0 ], [ 1 1 1 0 ], [ 0 1 1 1 ]

[ 0 0 1 0 ], [ 1 1 1 1 ], [ 0 0 1 1 ], [ 1 0 0 0 ], [ 0 0 0 1 ]

Los únicos vectores dimensión di que satisfacen ⟨di, e⟩ = 0 son d1 = [ 1 1 1 0 ] y d2 = [ 0 0 1 1 ]

y cuyas correspondientes representaciones indescomponibles notaremos V1, V2.

⟨[ 1 1 1 0 ], [ 1 2 1 2 ]⟩ = 0

⟨[ 0 0 1 1 ], [ 1 2 1 2 ]⟩ = 0

Estos dos vectores dimensión son irreducibles en el monomio C = Nd1+Nd2. Entonces los

semi-invariantes cVi seŕıan

cV1 =det(VαVβ)

cV2 =det(Vγ)
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ahora determinamos cuales de los polinomios semi-invariantes cV1 , cV2 son distintos de cero.

Si Y = [ 0 0 0 1 ], vemos que cV2 es cero, dado que dV2
Y = 0

V 0 0 1 1

Y 0 0 0 1

0 0 0 0

El semi-invariante cv1 es distinto de cero y por lo tanto cv1 es el único generador de SI(Q, e).

Ejemplo 2.6.23. Sea Q el carcaj

◦ 5

◦ 4 ◦ 2 ◦ 1 ◦ 3 ◦ 6

c

a1 a2 b2 b1

Seleccionamos un vector dimensión e = 1
1 2 3 2 1 y procedemos a calcular el peso por defecto

τ usando 2.6.19

τ(4) =1− 2 = −1

τ(2) =2− 3 = −1

τ(1) =3− 0 = 3

τ(3) =2− 3 = −1

τ(6) =1− 2 = −1

τ(5) =1− 3 = −2

por lo tanto τ = −2
−1 −1 3 −1 −1 .

Necesitamos determinar los vectores dimensión di correspondientes a representaciones in-

descomponibles de Q tal que ⟨di, e⟩ = 0. Este carcaj es de tipo E6 por lo tanto tiene

36 representaciones indescomponibles. Los únicos vectores dimensión di que satisfacen

⟨di, e⟩ = 0 son

d1 = 0
1 1 1 1 0 d2 = 0

0 1 1 1 1 d3 = 1
0 1 1 0 0 d4 = 1

0 0 1 1 0

d5 = 1
1 1 2 1 1 d6 = 1

1 2 2 1 0 d7 = 1
0 1 2 2 1

y cuyas correspondientes representaciones indescomponibles notaremos V1, V2, . . . , V7. De

entre estos vectores dimensión, d6 = d1+d3 y d7 = d2+d4 no son irreducibles, por lo tanto
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son exclúıdos. Entonces los generadores, distintos de cero, del anillo de semi-invariantes son

cV1 =det(Va2a1Vb2)

cV2 =det(Va2Vb2b1)

cV3 =det(Va2Vc)

cV4 =det(Vb2Vc)

cV5 =det(Va2a1Vb2b1Vc)



3 Bases de Gröbner y Álgebras de

Caminos

En este caṕıtulo, se hace una descripción de los trabajos de Green y Green et al. [12, 14]

en los que se presenta una versión no conmutativa del algoritmo de Buchberger [5] para

construir bases de Gröbner. Tales bases son usadas en [12] para determinar que álgebras

de caminos acotadas son álgebras de Koszul.

Uno de los objetivos fundamentales de la teoŕıa de bases de Gröbner consiste en la cons-

trucción sistemática de un conjunto de generadores para un ideal en un anillo. La teoŕıa

comienza con el trabajo de Buchberger quien introdujo un algoritmo para producir bases

de Gröbner para ideales en el anillo de polinomios [5]. Para lo cual Mora [18] señaló que

dicho algoritmo podŕıa ser adaptado a ideales en álgebras libres asociativas. De hecho,

Mora mismo introdujo un algoritmo para construir una base de Gröbner para este tipo

de álgebras. Cabe anotar, que tiempo después Farkas et al. [9] introdujeron una teoŕıa

de bases de Gröbner para álgebras de caminos, motivados sobre sus trabajos basados en

la busqueda de programas computacionales que permitieran el desarrollo del cálculo de

invariantes para álgebras de dimensión finita.

3.1. Bases de Gröbner

En esta sección k es un campo y B = {bi}i∈I es una base de un k-espacio vectorial V , cuyos

elementos están indizados por un conjunto I [12].

Una de las caracteŕısticas esenciales de la teoŕıa de bases de Gröbner consiste en la selección

de una base bien ordenada. Anotamos que todos los subconjuntos de un conjunto dotado

de un buen orden ≥ tienen mı́nimo. Por lo que ≥ es un orden total.

El siguiente resultado ofrece una caracterización para los buenos ordenamientos.
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Proposición 3.1.1. Si B es un conjunto entonces ≥ es un buen orden para B si y solo

si para cada cadena descendente b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ . . . existe un entero positivo N tal que

bN = bN+1 = . . .

Nota 3.1.2. Si I es un conjunto de indices, V es un k-espacio vectorial y vi ∈ V entonces

asumiremos que en una suma de la forma
∑
i∈I
vi todos salvo un número finito de los vi son 0.

Además la expresión
∑
j∈J
αjbj, denota una combinación lineal de elementos bj ∈ V en la que

todos salvo un número finito de los αj ∈ k son cero y si denotamos v =
∑
j∈I
αjbj, entonces

diremos que el vector bj ocurre en v siempre que αj ̸= 0.

La Nota 3.1.2 nos permite dar la siguiente definición fundamental en la construcción de

bases de Gröbner.

Definición 3.1.3. Si B = {bi}i∈I es una base de un espacio vectorial V y ≥ es un buen

orden para B entonces si v =
∑
i∈I
αibi ̸= 0 diremos que bi ∈ B es el tip de v (denotado

Tip(v) = bi) si bi ocurre en v y bi ≥ bj para todo bj que ocurra en v.

Si X es un subconjunto de V entonces:

Tip(X) = {b ∈ B | b = Tip(x), para algún 0 ̸= x ∈ X}. (3.1.4)

Denotamos NoTip(X) = N (X) = B\Tip(X). Por consiguiente, Tip(X) y NonTip(X) son

subconjuntos de la base fijada B. Ambos subconjuntos dependen del orden ≥ que se le ha

dotado a la base B.

Es de anotar que en la teoŕıa clásica de bases de Gröbner sobre polinomios en varias va-

riables, el concepto de tip de un vector equivaldŕıa al concepto de monomio principal de

un polinomio.

En general no es fácil determinar cuál es el conjunto Tip de un subespacio vectorial. Con-

sidere por ejemplo el Q-espacio vectorial V = Q7 en donde Q es el campo de los números

racionales y B = {ei | 1 ≤ i ≤ 7} la base estándar con

e1 ≥ e2 ≥ e3 ≥ e4 ≥ e5 ≥ e6 ≥ e7

siW = gen{v1 = (1, 2,−1, 0, 2, 1, 5), v2 = (−1,−2, 0, 0, 1,−1,−3), v3 = (1, 2,−1, 0, 5, 1, 6)},
entonces

Tip(W ) = {e1, e3, e5},
NoTip(W ) = {e2, e4, e6, e7},
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note que

Tip((1, 2,−1, 0, 2, 1, 5)) = e1,

Tip((−1,−2, 0, 0, 1,−1,−3)) = e1,

Tip((1, 2,−1, 0, 5, 1, 6)) = e1,

Tip((v1 + v2)) = Tip((0, 0,−1, 0, 6, 0, 3)) = e3,

Tip((v2 + v3)) = Tip((0, 0,−1, 0, 6, 0, 3)) = e3,

Tip((v1 − v3)) = Tip((0, 0, 0, 0,−3, 0,−1)) = e5.

(3.1.5)

Teorema 3.1.6 ([12], 2.1, Lema fundamental). Sea V un k-espacio vectorial, W un subes-

pacio de V y B una base para V dotada de un buen orden ≥. Entonces

V = W ⊕ gen(NoTip(W ))) = W ⊕ gen(N (W)). (3.1.7)

Demostración. Probemos primero que W ∩ gen(N (W)) = 0, para ello supondremos que

existe x ∈ gen(N (W )), luego si x ∈ W entonces Tip(x) ∈ Tip(W ), lo cual es contradictorio

ya que Tip(x) ∈ N (W ).

Probemos ahora que W +gen(N (W )) = V . Sea entonces v ∈ V tal que Tip(v) es minimal

con respecto a la propiedad v /∈ W + gen(N (W )), sea Tip(v) = b y α el coeficiente de b

en v, luego Tip(v − αb) < Tip(v). Si b ∈ N (W ) entonces v − αb = w + z con w ∈ W y

z ∈ gen(N (W )), como b ∈ N (W ) entonces v = w + (z + αb) ∈ W + gen(N (W)), lo cual

es contradictorio.

Por otro lado, si b ∈ Tip(W ) y w ∈ W es tal que Tip(w) = b con β ∈ k siendo el coeficiente

de b en W entonces v − α
β
w tienen Tip < v. Luego

v − (α
β
)w = w′ + z, w′ ∈ W , z ∈ gen(N (W )),

lo que también es contradictorio puesto que v = (w′ + (α
β
)w) + z ∈ (W + gen(N (W ))).

□

Los resultados anteriores nos permiten dar una definición de base de Gröbner.

Definición 3.1.8. Sea W un subespacio de un k-espacio vectorial V . Diremos que un

conjunto de vectores G ⊂ W es una base de Gröbner lineal de W si:

gen(Tip(G)) = gen(Tip(W )). (3.1.9)
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Proposición 3.1.10. Si G es una base de Gröbner lineal de un subespacioW de un espacio

vectorial V entonces gen(G) = W .

Demostración. Supongamos que G = {g1, g2, g3, . . . , gt} es una base de Gröbner lineal

para W con

g1 ≥ g2 ≥ g3 ≥ · · · ≥ gt

y que existe w0 ∈ W tal que w0 /∈ gen(G). Por lo que Tip(w0) /∈ Tip(G), lo cual es

contradictorio ya que Tip(gen(G)) = Tip(W ).

Si

w1 ≥ w2 ≥ w3 ≥ · · · ≥ wn

es una base para V con W = gen{w1, w2, . . . , ws}, para algún s ≤ t.

g1 =
s∑

i=1

α(1,i)wi,

g2 =
s∑

i=1

α(2,i)wi,

... =
...

gt =
s∑

i=1

α(t,i)wi,

Tip(g1) = w1,

Tip(g2) = w2,

... =
...

Tip(gt) = wt, 1 ≤ t ≤ s.

wi es un elemento básico deW , si w0 /∈ gen(G) y w0 ∈ W entonces w0 =
s∑

i=1

αiwi, Tip(w0) =

wt+h, h ≥ 1, pero Tip(w0) ∈ gen(Tip(W )) = gen(Tip(G)), lo que es contradictorio. □

Corolario 3.1.11. V/W ∼= gen(N (W )).
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Demostración. V = W⊕gen(N (W )), por lo que como k-espacios vectoriales dimk V/W =

dimk gen(N (W )).

Definición 3.1.12. SiW es un subespacio de un espacio vectorial V entonces un conjunto

de vectores G ⊂ W es una base de Gröbner lineal reducida para W (con respecto a ≥) si

se satisfacen las siguientes condiciones:

1. G es una base de Gröbner lineal para W,

2. Si g ∈ G entonces CTip(g) = 1,

3. Si g y g′ son elementos distintos de G entonces Tip(G) ̸= Tip(g′),

4. Si g ∈ G entonces g − Tip(g) ∈ gen(N (W )).

En donde CTip(g) es el correspondiente coeficiente de Tip(g) al expresar g como una

combinación lineal de los elementos de la base bien ordenada.

El siguiente resultado da las condiciones que debe cumplir un espacio vectorial para poseer

una única base de Gröbner lineal reducida.

Proposición 3.1.13. Sea V un espacio vectorial y B una base para V dotada de un buen

ordenamiento ≥. Luego si W es un subespacio de V entonces existe una única base de

Gröbner lineal reducida de W.

Demostración.

1. Sea τ = Tip(W ) y G = {t−N (t) | t ∈ τ}, por lo que t−N (t) ∈ W y Tip(t−N (t)) = t,

ya que ningún elemento de la base B que ocurra en N (t) puede ser tip de un elemento

de W, por lo tanto, G es una base de Gröbner lineal de W .

2. Como G es una base de Gröbner lineal para W se cumple que gen(Tip(W )) =

gen(Tip(W )), luego si g ∈ G existe t ∈ τ tal que g = t−N (t) de donde Tip(g) = t y

CTip(g) = 1.

3. Si g, g′ ∈ G con Tip(g) = Tip(g′) entonces g = t−N (t), g′ = t′ −N (t′) y t = t′ por

lo que g = g′.

4. Si g ∈ G entonces Tip(g) ∈ gen(Tip(W )), luego g − Tip(g) ∈ gen(N (W )). □
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La proposición 3.1.14, a continuación, provee un algoritmo cuyo propósito es el de encon-

trar la base de Gröbner lineal reducida de espacios vectoriales de dimensión finita. Cabe

anotar que este algoritmo junto con la proposición 3.1.13 prueban la unicidad de las matri-

ces escalonadas reducidas, las cuales se obtienen mediante las siguientes transformaciones

admitidas entre las filas de una matriz dada.

1. Multiplicación de una fila por un escalar α ̸= 0,

2. Intercambio de filas,

3. Cambio de una fila por la adición de ella misma con el múltiplo escalar de otra.

Si M ∈ Mm×n(k) es una matriz con m filas, n columnas y entradas en un campo k

entonces denotamos como FM al espacio generado por las filas de M , el cual es invariante

por transformaciones admitidas.

Si {e1, e2, . . . , en} es la base estándar o canónica de un espacio vectorial V = kn dotada de

un buen orden ≥ tal que

e1 ≥ e2 ≥ · · · ≥ en−1 ≥ en.

Si W es un subespacio de V generado por unos vectores w1, w2, . . . , wn vistos como filas de

una matriz M ∈ Mm×n(k) entonces M es escalonada reducida si se cumplen las siguientes

condiciones:

1. Para 1 ≤ r ≤ m, las primeras filas son diferentes de 0 y las restantes m− r filas son

0,

2. Existe una sucesión creciente 1 ≤ c1 ≤ c2 · · · ≤ cr ≤ n tal que la primera columna

distinta de 0 en la i-ésima fila es ci con entrada 1,

3. Si i ̸= j entonces la entrada en la j-ésima columna de la i-ésima fila es 0.

Proposición 3.1.14. Sea {e1, e2, . . . , en} la base estándar de un espacio vectorial kn dotada

de un buen ordenamiento ≥ con e1 ≥ e2 ≥ · · · ≥ en. Entonces si M ∈ Mm×n(k) es una

matriz escalonada reducida con r filas distintas de 0, entonces la base de Gröbner lineal

reducida del espacio de filas de M está dado por las primeras r filas de M .

Definición 3.1.15. Sea R una k-álgebra entonces una k-base B se dice multiplicativa si

para todo par de elementos b, b′ ∈ B se cumple bb′ ∈ B o bb′ = 0. Bajo estas circunstancias

B es un semigrupo con 0.
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Por ejemplo los monomios constituyen una base conmutativa para R = k[x1, x2, . . . , xn]

(S = k⟨x1, x2, . . . , xn⟩) en donde R (S) es el anillo de polinomios (es un álgebra libre

asociativa) en n variables.

La siguiente definición describe buenos ordenamientos admisibles:

Definición 3.1.16. Si R es una k-álgebra con una base multiplicativa B dotada de un

buen ordenamiento ≥ entonces B es admisible si satisface las siguientes condiciones:

1. Si p < q entonces pr < qr siempre que pr ̸= 0 y qr ̸= 0,

2. Si p < q entonces sp < sq si tanto sp como sq son diferentes de 0,

3. Si p = qr entonces p > q y p > r.

En la teoŕıa conmutativa de bases de Gröbner, los órdenes admisibles se llaman mono-

miales. A continuación describimos algunos órdenes definidos para álgebras de caminos

fundamentales para el desarrollo del presente trabajo [12,14]:

1. Sea Q = (Q0, Q1) un carcaj, El orden lexicográfico-longitud-izquierdo denotado xl, es

un orden ordinal del tipo Q0 < Q1, el cual se construye definiendo buenos órdenes

tanto para Q0 como para Q1, por ejemplo si Q0 = {v1, v2, . . . , vn−1, vn} y Q1 =

{a1, a2, . . . , an−1, an} entonces

v1 ≤ v2 ≤ · · · ≤ vn−1 ≤ vn ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ an. (3.1.17)

Si p y q son trayectorias de longitud ≥ 1 entonces p ≤ q, si |l(p)| ≤ |l(q)| o en el caso

que p = b1b2 . . . br y q = b′1b
′
2 . . . b

′
r con bi, b

′
j ∈ B entonces para algún 1 ≤ i ≤ r y

j < i, bj = b′j y bi ≤ b′i.

2. El orden lexicográfico-peso-izquierdo, denotado xlw se construye de la siguiente ma-

nera:

Considere la aplicación entre conjuntos W : Q1 → {1, 2, 3, . . . } definida de forma na-

tural sobre la base B de kQ. Esto es, W (v) = 0 si v es un vértice, W (a1, a2, . . . , ar) =
r∑

i=1

W (ai) con ai ∈ Q1. Ahora defina buenos órdenes ≤0 y ≤1 sobre Q0 y Q1 respec-

tivamente, con un orden ordinal Q0 < Q1 definidos sobre el conjunto de vértices y

flechas. ≤1 definido de forma tal que si a, b ∈ Q1 con W (a) ≤ W (b) entonces a ≤1 b.
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Si para cada a ∈ Q1 se tiene W (a) = 1 entonces el orden se denomina orden lexi-

cográfico-grado, notado xdg, el cual en general no es admisible. Por ejemplo si Q es

un carcaj con un único vértice v2 y dos bucles a, b : v1 → v1 con b ≥ a entonces

b ≥ ab ≥ aab ≥ aaab ≥ . . . es una sucesión que no se establiza por lo que ≥ no es

un buen orden.

3. El orden lexicográfico-revertido-peso se construye de la siguiente forma:

Sea W : Q1 → {1, 2, 3, . . . } una función entre conjuntos y ≥ un orden definido como

para xlw, en este caso las flechas y trayectorias de longitud positiva tienen pesos

positivos. Defina p ≤ q en Q si W (p) ≤ W (q) o si W (p) = W (q) entonces p ≥ q en el

orden xr (lexicográfico derecho). Este orden es un buen orden, puesto que solo hay

un número finito de trayectorias de un peso dado.

4. El orden lexicográfico total, se construye de forma tal que las flechas a1, a2, . . . , am
son etiquetadas convenientemente, ordene los vértices de formas arbitraria de forma

tal que cualquier vértice es menor que cualquier trayectoria de longitud positiva, si p

y q son trayectorias entonces p ≤ q si existe i, 1 ≤ i ≤ m, de forma tal que el número

de aj's ocurriendo en p y q es el mismo si j > i y el número de ai's ocurriendo en p

es menor que el número de ai's ocurriendo en q. Si p y q tienen el mismo número de

flechas entonces p ≤ q en orden lexicográfico.

3.2. Algoritmos

En esta sección se describen algoritmos que producen bases de Gröbner para álgebras con

una base dotada de un buen ordenamiento conveniente [12].

El siguiente resultado prueba que no todos los anillos con una base multiplicativa permiten

definir un ordenamiento para ellas.

Definición 3.2.1. Si B ⊂ R y R es una k-álgebra entonces se dice que b1 divide b2 en B
(notado b1 |B b2) si tanto b1 como b2 son elementos de B y existen elementos c, d ∈ B tales

que:

b2 = cb1d. (3.2.2)
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Proposición 3.2.3. Si kQ es un álgebra de caminos con una base B dotada de un orden

≤ del tipo xl entonces |B es una relación de orden.

Demostración. En primer lugar, notamos que si b ∈ B con x y y sus vértices inicial y

final respectivamente, entonces b = exbey, como los correspondientes idempotentes ex y ey
son elementos de la base B concluimos que b |B b y |B es reflexiva.

Para probar que |B es antisimétrica primero observamos que si b1 |B b2 entonces b1 ≤ b2
por definición, luego si b1 |B b2 y b2 |B b1 entonces b1 = b2.

Por último si b1 |B b2 y b2 |B b3 entonces existen elementos u1, u2, v1, v2 ∈ B tales que

b2 = u1b1u2 y b3 = v1b2v2 como la multiplicación es cerrada en B ∪ {0} y b3 = v1u1b1u2v2
concluimos que b1 |B b3 y |B es transitiva. □

Proposición 3.2.4. Si una base multiplicativa B de un anillo R admite un orden admisible

≥ entonces toda sucesión infinita de elementos de B, {b1, b2, b3, . . . } tal que bi divide bi−1

para i > 1 se estabiliza.

Demostración. Como para cada i > 1, bi divide a bi−1 entonces bi−1 ≥ bi y como ≥ es un

buen orden entonces existe un entero positivo N tal que bN = bN+1 = . . . . □

Si R es un anillo con una base multiplicativa B entonces los elementos de B se llaman

monomios. Un ideal I en R es un ideal monomial si puede ser generado por elementos de

B.

La siguiente proposición es importante para la definición de bases de Gröbner reducidas.

Proposición 3.2.5. Sea R una k-álgebra con una base multiplicativa B dotada de un

orden admisible. Si I es un ideal monomial entonces existe un conjunto minimal único de

monomios generador de I. Esto es, existe un conjunto único de generadores de I, ninguno

de los cuales puede ser omitido, que genera a I.

Demostración. Sea A el conjunto de monomios de I y el conjunto M = {p ∈ A | si q ∈
A divide a p entonces p = q} ≠ ∅. Afirmamos que M es el conjunto minimal único

que genera I. Note que si b ∈ B entonces para algún m ∈ M , m divide a b por lo que

B ⊂ gen(M). De donde I ⊆ gen(M).

Si M ′ es otro conjunto de generadores monomiales entonces todo m ∈ M es divisible por

algún m′ ∈M ′, de donde por definición de M se concluye que m = m′ y M ⊆M ′. □
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Si I es un ideal en R y ≥ es un orden admisible para una base B, entonces si G es una base

de Gröbner de I, Tip(G) debe contener el conjunto monomial generador de gen(Tip(I)).

Si I es un ideal en R entonces IMon denota el ideal generado por Tip(I) (dado algún orden

admisible). Entonces existe un conjunto minimal único de monomios T generador de IMON.

Igualmente definimos el álgebra monomial asociada a un álgebra.

Definición 3.2.6. El álgebra monomial asociada a Λ = kQ/I será ΛMon = kQ/IMon.

De forma similar al caso conmutativo definimos una base de Gröbner para un ideal.

Definición 3.2.7. Sea R una k-álgebra con base multiplicativa B y orden admisible ≥.

Sea I un ideal en R. Diremos que un conjunto G ⊆ I es una base de Gröbner para I con

respecto al orden ≥ si

⟨TipG⟩ = ⟨Tip I⟩ .

Un ideal puede tener varias bases de Gröbner, sin embargo la base de Gröbner reducida es

única.

Definición 3.2.8. La base de Gröbner reducida para I con respecto a un orden ≥ es

{t−NI(t) | t ∈ T }.

Donde NI(t) denota la forma normal de t módulo I. Cuando el ideal I sea claro según

el contexto, omitiremos el sub́ındice I y simplemente notaremos la forma normal de un

elemento t como N (t). El siguiente resultado describe algunas propiedades de los elementos

de una base de Gröbner reducida para un ideal I.

Proposición 3.2.9. Sea R una k-álgebra y B una base multiplicativa dotada de un orden

admisible ≥. Si I es un ideal en R y G es la base de Gröbner reducida para I, entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones:

1. G es una base de Gröbner para I,

2. Si g ∈ G entonces CTip(g) = 1,

3. Si g ∈ G entonces g − Tip(g) ∈ gen(N (I)),

4. Tip(G) es el conjunto generador monomial minimal para IMON.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de las definiciones 3.1.12 y 3.2.8. □
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3.2.1. Algoritmo de la División

En esta sección se presenta un algoritmo de división para los anillos que estamos estudiando

[12]. Dado un conjunto ordenado X = {x1, x2, . . . , xn} de R y otro elemento y ∈ R,

queremos definir un método para dividir y por el conjunto X. Cabe anotar que el orden

de los elementos afecta la salida del algoritmo de la división. En este caso se pretende

encontrar enteros no-negativos m1,m2, . . . ,mn y elementos ui,j, vi,j y r ∈ R, con 1 ≤ i ≤ n,

1 ≤ j ≤ mi, tales que:

1. y =
n∑

i=1

(
mi∑
j=1

ui,jxivi,j) + r,

2. Tip(y) ≥ Tip(ui,jxivi,j), para todo i, j,

3. Para b ∈ B ocurriendo en r, Tip(xi) no divide a b con 1 ≤ i ≤ n. De donde se concluye

que Tip(r) ≤ Tip(y).

r se llama el residuo de la división por X.

Ahora se procede a describir los pasos para obtener las salidas del algoritmo de acuerdo a

las premisas descritas:
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Algoritmo 1: Algoritmo de la división para k-álgebras con bases multiplicativas

bien ordenadas.
Entrada: x1, x2, . . . , xn (ordenado), y

Salida: m1,m2, . . . ,mn, ui,j, vi,j, r

Inicialización: m1 := 0, m2 := 0, . . . , mn := 0, r := 0, z := y,

DIVOCCUR:=Falso

mientras z ̸= 0 y DIVOCCUR = Falso hacer

para i = 1 a n hacer

si Tip z = uTip(xi)v parau, v ∈ B entonces

mi := mi + 1

ui,mi
:= [CTip(z)/CTip(xi)]u

vi,mi
:= v

z := z − [CTip(z)/CTip(xi)]uxiv

DIVOCCUR := Verdadero

en otro caso
i := i+ 1

si DIVOCCUR = Falso entonces

r := r + CTip(z)Tip(z)

z := z − CTip(z)Tip(z)

Ahora ilustraremos con un ejemplo la aplicación del algoritmo de la división.

Sea R un anillo polinomial no conmutativo en tres variables no conmutativas x, y y z sobre

un campo k.

Sea B el conjunto de monomios y ≥ un orden del tipo xl (lexicográfico longitud izquierdo)

con x ≥ y ≥ z.

Dividiremos zxxyx entre xy − x = f1 y xx− xz = f2.

Note que Tip(f1) = xy y Tip(f2) = xx.

Al empezar el algoritmo, notamos que

zxxyx = (zx)Tip(f1)x.
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Luego

u1,1 = zx, v1,1 = x.

Ahora reemplazamos zxxyx por la expresión:

zxxyx− zx(f1)x = zxxyx− zxxyx+ zxxx = zxxx.

Notamos que Tip(f1) no divide a zxxx mientras que Tip(f2) si lo divide.

Hay dos formas de dividir zxxx por xx y por la precisión del algoritmo se debe elegir solo

una de ellas, por ejemplo si se elige la división a izquierda, entonces se tiene la siguiente

identidad:

zxxx = z(Tip(f2))x, u2,1 = z, v2,1 = x.

Reeemplazamos zxxx por zxzx el cual no es divisible por Tip(f1) ni por Tip(f2). De donde,

r = zxzx y zxzx es reemplazado por 0 con lo que finaliza el algoritmo. Luego

zxxyx = zxf1x+ zf2x+ zxzx.

Definición 3.2.10. Si X = {x1, x2, . . . , xn} es un conjunto ordenado y y es dividido por

X entonces el residuo r se nota con el simbolo y ⇒X r.

El siguiente resultado nos permite establecer que cuando se tenga una base de Gröbner, el

orden de los xi's no afecta el residuo [12].

Proposición 3.2.11. Sea G una base de Gröbner para un ideal I en R y y ∈ R. Asuma

X = {g1, g2, . . . , gn} = {g ∈ G | Tip(g) ≤ Tip(y)}, si y ⇒X rentonces r es independiente

del orden de X, de hecho r = NI(y) (denominada la forma normal de y).

Demostración. Sea y ⇒X r entonces Tip(r) ≤ Tip(y), notamos que para cada g ∈ G
entonces Tip(g) no divide los elementos de la base que ocurren en r. Por lo tanto r ∈
gen(N (I)). Como y =

∑
i

∑
j

ui,jgivi,j + r, el Teorema 3.1.6 implica que y = iy +N (y) con

iy ∈ I y N (y) ∈ gen(N (I)) únicos. Ahora como
∑
i

∑
j

ui,jgivi,j y r ∈ gen(N (I)) concluimos

que r = N (y). □

Corolario 3.2.12. Si G es una base de Gröbner de un ideal I de R tal que para todo

b ∈ B hay solo un número finito de elementos g ∈ G con Tip(g) ≤ b. Entonces existe un

algoritmo para encontrar la forma normal de los elementos de R.
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Ahora tenemos un método para encontrar la base de Gröbner reducida de una base de

Gröbner encontrada con solo un número finito de elementos con un Tip dado. De hecho,

el proceso es un algoritmo (ver algoritmo (2)) si IMON consta de un número finito de

generadores monomiales.

Algoritmo 2: Construcción de la base de Gröbner reducida dada una base de

Gröbner con un número finito de elementos con un Tip dado.

Entrada: Una base de Gröbner G tal que solo un número finito de sus elementos

tiene un Tip dado.

Salida: La base de Gröbner reducida.

1. Encontrar el conjunto minimal generador monomial T de IMON.

2. Para cada t ∈ T use el algoritmo de la división para calcular t⇒G N (t).

3. La base de Gröbner reducida es {t−N (t) | t ∈ T }.

3.2.2. Relaciones Superpuestas

En esta sección, se describe la versión no conmutativa del S-polinomio definido en teoŕıa

conmutativa. El término S denota una diferencia de polinomios. Cabe anotar que el uso de

estos polinomios para eliminar los términos de mayor grado en polinomios multivariados

generaliza el método de reducción por filas para sistemas de ecuaciones lineales [12,14].

En esta sección, R es una k-álgebra con una base multiplicativa B dotada de un orden

admisible.

Definición 3.2.13. Sean f, g ∈ R y supongamos que existen elementos b, c ∈ B tales que:

1. Tip(f)c = bTip(g),

2. Tip(f) no divide a b y Tip(g) no divide a c. Entonces la relación de superposición de

f y g por b y c es:

o(f, g, b, c) =

(
1

CTip(f)

)
fc−

(
1

CTip(g)

)
bg. (3.2.14)

Note que Tip(o(f, g, b, c)) < Tip(f)c = bTip(g). Por ejemplo, sea R = kQ en donde Q es

el siguiente carcaj [12]:
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Q =
v1◦ a // v2◦

b

��
◦
v4

d

OO

◦
v3

e

��

c
oo

◦
v6

g

OO

◦
v5f

oo

(3.2.15)

Usamos un orden del tipo xl (lexicográfico longitud izquierdo) para ordenar la base B. Esto
es,

v1 ≤ v2 ≤ v3 ≤ v4 ≤ v5 ≤ v6 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ e ≤ f ≤ g.

En este caso hay un gran número de relaciones de superposición entre elementos p, q ∈ R,

en donde

p = abcdabcd− abefgd, Tip(p) = abefgd ∤ ab,
q = cdabcda− efgda, Tip(q) = efgda ∤ a,

Tip(p)a = abTip(q),

CTip(p) = −1,

CTip(q) = −1.

A continuación describimos algunas de ellas:

1. o(p, q, a, ab) = −pa+ abq = −abcdabcda+ abefgdea+ abcdabcda− abefgda = 0.

2. o(p, q, abcda, abcdab) = −pabcda + abcdabq = −abcdabcdabcda + abefgdabcda +

abcdabcdabcda− abcdabefgda = abefgdabcda− abcdabefgda ̸= 0.

3. o(q, p, bcd, cd), en este caso

(cd)Tip(p) = Tip(q)(bcd).

o(q, p, bcd, cd) = q(bcd)− (cd)p,

o(q, p, bcd, cd) = cdabcdabcd− efgdabcd− cdabcdabcd+ cdabefgd,

o(q, p, bcd, cd) = cdabefgd− efgdabcd.
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4. Auto-superposiciones tienen la forma (p, p, abcd, abcd) o (q, q, cdab, bcad).

Definición 3.2.16. Un conjunto X se dice tip-reducido si para x, y ∈ X, x ̸= y se tiene

Tip(x) ∤ Tip(y).

Definición 3.2.17. Decimos que un elemento
∑n

i=1 αibi, con αi ∈ k∗ y bi ∈ B, es uniforme

si para cada c ∈ B tenemos que cbi = 0 para todo i, 1 ≤ i ≤ n o cbi ̸= 0 para todo i,

1 ≤ i ≤ n.

El siguiente teorema nos provee de condiciones suficientes para determinar si un subcon-

junto de elementos de una álgebra con base multiplicativa es una base de Gröbner.

Teorema 3.2.18. Sea R una k-álgebra con una base multiplicativa dotada de un orden

admisible ≤. Suponga que G es un conjunto de elementos uniformes tip-reducidos de R.

Suponga además que para toda relación de superposición se cumple que o(g1, g2, p, q) ⇒G 0

con g1, g2 ∈ G. Entonces G es una base de Gröbner para gen(G).

Por ejemplo si R = kQ en donde Q es el siguiente carcaj:

Q = ◦
v1

a // ◦
v2

b //

d

gg ◦
v3

c

gg (3.2.19)

Sea ≥ un orden del tipo xl (lexicográfico longitud izquierdo) con

a ≥ b ≥ c ≥ d ≥ v3 ≥ v2 ≥ v1. (3.2.20)

G = {cdab− cb, bc− da}.

G consta de dos elementos uniformes tip-reducidos, por lo que

o(bc− da, cdab− cb, dab, b) = −dadab+ bcb⇒G −dadab+ dab ̸= 0.

Por lo que G no es una base de Gröbner con respecto a ≥.

Si cambiamos el anterior orden (3.2.20) por uno del tipo

v1 ≤ v2 ≤ v3 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d. (3.2.21)

Entonces Tip(bc−da) = da, por lo que G no es un conjunto tip-reducido. Pero si realizamos

un proceso tip-reductivo obtenemos:
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G ′ = {cbcb− cb,−da+ bc}

Luego

Tip(cbcb− cb) = cbcb,

Tip(−da+ bc) = da.

La única relación de superposición en esta caso, está dada por la siguiente igualdad:

o(cbcb− cb, cbcb− cb, cb, cb) = 0. (3.2.22)

Por lo tanto todas las relaciones de superposición tienen residuo 0 con lo que G ′ es una

base de Gröbner para el orden (3.2.21).

3.2.3. Un Algoritmo que Construye Bases de Gröbner

En esta sección se describe un análogo no conmutativo del algoritmo de Buchberger para

construir bases de Gröbner [5, 12].

Sean f1, f2, . . . , fn elementos uniformes en R e I = gen(f1, f2, . . . , fn). Luego por cons-

trucción I es generado por un conjunto de elementos uniformes. El algoritmo produce

una sucesión (eventualmente infinita) de elementos uniformes g1, g2, . . . con gi = fi para

1 ≤ i ≤ n. Además, gi ∈ I si i > n.

Tip(gi) /∈ gen(Tip(g1),Tip(g2), . . . ,Tip(gi−1)) y puede probarse que de hecho {g1, g2, . . . , gm, gm+1, . . . }
es una base de Gröbner para I.

El siguiente es el algoritmo que construye la base Gröbner.
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Algoritmo 3: Construcción de una base de Gröbner

Entrada: f1, . . . , fn.

Salida: g1, g2, g3, . . .

para i = 1 a n hacer

gi := fi
G := {g1, g2, . . . , gn}
Count := n

repetir

H := G
para cada par de elementos h, k ∈ H y cada relación de superposición

hacer

si o(h, k, p, q) ⇒H r y r ̸= 0 entonces

Count := Count+ 1

gCount := r

G := G ∪ gCount

hasta que H ̸= G

Proposición 3.2.23. Si IMON tiene un conjunto finito de generadores monomiales enton-

ces el algoritmo (3) produce una base de Gröbner en un número finito de pasos.

Demostración. Si IMON tiene un número finito de generadores monomiales entonces el

conjunto minimal de monomios tiene un número finito de elementos. Sea T = {t1, . . . , ts}
tal conjunto por lo que para un N suficientemente grande T ⊂ {Tip(g1, . . . ,Tip(gN))},
pero Tip({g1, . . . , gN}) genera IMON y por lo tanto es una base de Gröbner para I. Por

el algoritmo (1) aplicado a {g1, . . . , gN} produce un 0 como único residuo y dado que las

relaciones de superposición están todas contenidas en I, se obtiene el resultado deseado.

Esto es, el algoritmo (3) finaliza en un número finito de pasos. □

3.2.4. Bases de Gröbner, Álgebras de Caminos y Álgebras de Koszul

En esta sección se enuncian resultados basados en bases de Gröbner que permiten dar

criterios para determinar si una álgebra de caminos acotada es del tipo Koszul [12].

Sea R = kQ un álgebra de caminos e I un ideal en R entonces I es un ideal cuadrático si

existe un conjunto de generadores {f1, f2, . . . , fn} de I cuyos elementos son combinaciones
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k-lineales de trayectorias de longitud exactamente 2. Si este es el caso se dice que el con-

junto {f1, f2, . . . , fn} es un conjunto de generadores cuadráticos y que R/I es una álgebra

cuadrática.

Definición 3.2.24. Un elemento x =
m∑
i=1

αipi ∈ R, αi ∈ k y pi ∈ B es homogéneo si todos

los pi tienen la misma longitud.

El álgebra de caminos R tiene una Z-graduación positiva natural (una graduación por lon-

gitud), asumiendo que los vértices son elementos homogéneos de grado 0 y las trayectorias

son elementos homogéneos cuyo grado es dado por su longitud. Si I es un ideal graduado de

R (esto es, generado por elementos homogéneos) entonces R/I es una álgebra Z-graduada
por la graduación inducida.

En adelante se asumirá que I es un ideal graduado en R y que R/I = S0 ⊕ S1 ⊕ . . . como

anillo graduado.

Denotamos Gr(S) la categoŕıa de S-módulos Z-graduados y funciones de grado 0 entre

S-módulos. En este caso los objetos se descomponen en la forma:

M = · · · ⊕M−2 ⊕M−1 ⊕M0 ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . . (3.2.25)

donde para cada i, j, Mi es un S0-módulo y si sj ∈ Sj y mi ∈ Mi entonces misj ∈ Mi+j.

Note que, M tiene estructura de S-módulo (olvidando la estructura de módulo graduado).

Definición 3.2.26. Una función de grado 0, f : M → N entre dos S-módulos graduados

es un homomorfismo de S-módulos tal que si mi ∈Mi entonces f(Mi) = Ni.

Definición 3.2.27. Un S-módulo graduado es generado en grado n si Mj = 0 para j < n

y para todo i ≥ 0, las funciones Mn ⊗S0 Si →Mni
son sobreyectivas.

Un S-módulo X se dice graduable si existe un S-módulo graduado M isomorfo a M en

donde la graduación definida sobre M es olvidada.

El siguiente teorema resume algunos de los resultados clásicos que conciernen álgebras de

caminos con ideales graduados.

Teorema 3.2.28. Sea I un ideal graduado en un álgebra de caminos kQ en donde kQ

tiene graduación por longitud. Asuma que I ⊂ gen(Q1) y kQ/I = S0 ⊕ S1 ⊕ . . . el anillo

cociente graduado. Entonces
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1. S0 es isomorfo a kQ/gen(I) y por lo tanto semisimple.

2. Cada Si es de dimensión finita sobre el campo k.

3. Los módulos simples son graduables.

4. S1 ⊕ S2 . . . es el radical de Jacobson graduado de S.

La siguiente es la definición de álgebras de Koszul.

Definición 3.2.29. R/I es una álgebra de Koszul si S0 visto como S-módulo graduado

generado en grado 0 tiene una resolución proyectiva

. . . Pn → Pn−1 · · · → P1 → P0 →M → 0 (3.2.30)

tal que para todo n, Pn es generado en grado n.

En particular, si R/I es un álgebra de Koszul entonces I es un módulo cuadrático. A la fecha

no hay una clasificación conocida de ideales cuadráticos para los cuales la correspondiente

álgebra acotada kQ/I sea de Koszul.

Green presenta en [12] el siguiente resultado:

Teorema 3.2.31. Sea I un ideal cuadrático en un álgebra de caminos kQ y ≥ un orden

admisible ≥ sobre las trayectorias de Q tal que I tiene una base de Gröbner. Entonces

kQ/I es un álgebra de Koszul.

Corolario 3.2.32. Sea I un ideal monomial generado por unas trayectorias de longitud 2.

Entonces kQ/I es un álgebra de Koszul.

Finalizamos esta sección describiendo brevemente una relación entre álgebras de caminos,

bases de Gröbner y álgebras de Koszul dada por Green en [12].

Sea R = k⟨x1, . . . , xn⟩ una álgebra libre asociativa en n variables no conmutativas y ≥ un

orden del tipo xdg (lexicográfico grado) con x1 ≤ x2 · · · ≤ xn en donde para 1 ≤ i < j ≤ n

se tiene:

qi,j = xjxi − ci,jxixj + ri,j (3.2.33)

donde ri,j es un polinomio cuadrático cuyos términos son menores que xixj. Por lo tanto,

Tip(qi,j) = xjxi y Tip(qi,j − Tip(qi,j)) = xixi. I denota el ideal generado por los {qi,j}.



3.2 Algoritmos 82

Note que si I es un ideal cuadrático y h : R → R/I es el homomorfismo natural con h(xi) =

xi. EntoncesR/I tiene una base Poincaré-Birkhoff-Witt o base PBW si {(x1)a1(x2)a2 . . . (xn)an |
ai ≥ 0} es una k-base para R/I.

El conjunto {qi,j}1≤i,j≤n puede ser visto como una forma de regla de reescritura en el

sentido que si un monomial m = xi1xi2 . . . xis tiene la propiedad que para algún j, ij > ij+1

entonces en R/I, xijxij+1 = cij ,ij+1xij+1xij − rij+1,

m = xi1xi2 . . . xij−1xij+1xijxij+2 . . . xis − xi1xi2 . . . xij−1rijxij+2 . . . xis . (3.2.34)

Por lo tanto, si se reemplaza xjxi como en (3.2.34) si j > i y como ≥ es un buen orden

entonces Dh = {(x1)a1(x2)a2 . . . (xn)an} genera R/I como k-espacio vectorial.

El siguiente resultado prueba que R/I tiene una base PBW [12].

Proposición 3.2.35. Con la notación ya definida, R/I tiene una base PBW si y solo si

{qij} es una base de Gröbner de I. Por lo tanto, si R/I tiene una base PBW entonces es

una álgebra de Koszul.

Demostración. Suponga que R/I tiene una base PBW. Entonces Dh es una k-base para

R/I. Para demostrar que {qi,j} es una base de Gröbner para I es suficiente observar que

las relaciones de superposición tienen residuo 0 cuando se dividen por {qi,j}.

Si consideramos la división por {qi,j} entonces cualquier monomio m que ocurra en un resi-

duo no contiene xjxi con j > i, por lo que en este caso Tip(qi,j) divide m. Por consiguiente,

el residuo que resulta de dividir cualquier relación de superposición por {qi,j} pertenece al

G = gen(Dh). Por las hipótesis asociadas a las bases PBW se tiene que ningún elemento

0 ̸= b ∈ G es un elemento de I.

Si {qi,j} es una base de Gröbner para I entonces

N ({qi,j}) = {m ∈ B | Tip(qi,j) no divide B}. (3.2.36)

De donde N (Tip(qi,j)}) = {(x1)a1(x2)a2 . . . (xn)an | a ≥ 0}, pero N (I) es una k-base de

R/I, luego R/I tiene una base PBW.
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3.2.5. Implementaciones

En esta sección revisamos las implementaciones en software de los algoritmos que calculan

bases de Gröbner para álgebras de caminos y álgebras libres asociativas.

Existen varios sistemas de software que implementan bases de Gröbner no conmutativas,

entre los que podemos citar Felix de 1998 por Apel y Klaus [1], Bergman de 2006 por Bac-

kelin et al. especializado en álgebras graduadas [3], Singular y Plural de 2006 por Greuel

et al. para álgebras con bases tipo PBW [17], y el paquete QPA de 2011 por Green et al.

[22]. Este último paquete es el que estudiaremos en esta sección.

El paquete QPA (Quivers and Path Algebras) es una libreŕıa desarrollada para ejecutarse

sobre el sistema GAP (Groups, Algorithms, Programming) el cual a su vez es un softwa-

re desarrollado para la computación algebraica discreta, con énfasis en teoŕıa de grupos

computacional. GAP provee un lenguage de programación propietario junto con una li-

breŕıa de objetos algebraicos y es de libre distribución.

QPA

El paquete QPA se ejecuta sobre una sesión de GAP, la cual se puede iniciar localmente

si previamente se ha instalado el software GAP o a través de Internet en un servicio como

cocalc.com. En cualquier caso el software se inicia con el comando gap y se ingresa a una

sesión interactiva donde se pueden ejecutar comandos de GAP.
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Un aspecto interesante de resaltar es que GAP no soporta números reales o complejos. Esto

porque GAP realiza cómputos exactos, algo dificil de garantizar si se involucran números

irracionales en los cómputos. Por tal motivo los ejemplos realizados se trabajan sobre el

cuerpo de los racionales.

Una vez se tiene una sesión de GAP, el paso siguiente es cargar el paquete QPA, esto se

realiza con el comando

LoadPackage("qpa");

Sea Q el carcaj

1 ◦ ◦ 2 ◦ 3
a

d

b

c

Queremos calcular la base de Gröbner del ideal generado por {cdab− cd, bc− da} de kQ,

donde k = Q. Lo primero es definir el carcaj Q en base al número de vértices (notados

automáticamente, 1, . . . , n) y sus flechas.

Q:= Quiver(3, [[1,2, "a"], [2,3, "b"], [3,2, "c"], [2,1, "d"]]);

generamos al álgebra de caminos de Q sobre Q

kQ := PathAlgebra(Rationals,Q);

definimos el ideal generado por relaciones

AssignGeneratorVariables(kQ);

relations:=[c*d*a*b-c*b, b*c-d*a];

invocamos el comando para calcular la base de Gröbner del ideal, para esto el paquete QPA

invoca otro paquete llamado GBNP (Gröbner Bases for Non-commutative Polynomials)

gb := GBNPGroebnerBasis(relations,kQ);

Display(gb);

y obtenemos la base de Gröbner

[ (-1)*b*c+(1)*d*a, (-1)*c*b+(1)*c*b*c*b ].
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Es de resaltar que el paquete QPA solo soporta el ordenamiento lexicográfico peso izquier-

do, por defecto en este ejemplo con a > b > c > d > 3 > 2 > 1. La posibilidad de soportar

mas ordenamientos pareceŕıa factible, dado que el paquete GBNP si tiene diferentes orde-

namientos.

En el siguiente fragmento de código, tomado de QPA, podemos observar como se va iterando

en la lista de generadores del ideal, verificando si las relaciones superpuestas se reducen a

cero y depurando la lista hasta obtener una base de Gröbner.

while ind <> [ ] do

i := ind[1];

RemoveSet( ind, i );

j := i + 1;

while j <= lans do

if GBNP.Occur( G[i][1][1], G[j][1][1] ) <> 0 then

new := GBNP.StrongNormalForm2TS( G, j, GLOT );

if new = [ [ ], [ ] ] then

GBNP.RemoveMonFromTreePTSLR( G[j][1][1], j, GLOT, true );

RemoveElmList( G, j );

RemoveSet( ind, lans );

lans := lans - 1;

else

newind := PositionSorted( G, new, function ( x, y )

return LtNP( x[1][1], y[1][1] );

end );

GBNP.RemoveMonFromTreePTSLR( G[j][1][1], j, GLOT, true );

RemoveElmList( G, j );

GBNP.AddMonToTreePTSLR( new[1][1], newind, GLOT, true );

InsertElmList( G, newind, MkMonicNP( new ) );

RemoveSet( ind, j );

for h in [ 1 .. Length( ind ) ] do

if ind[h] in [ newind .. j - 1 ] then

ind[h] := ind[h] + 1;

fi;

od;

if i in [ newind .. j - 1 ] then
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i := i + 1;

fi;

AddSet( ind, newind );

j := j + 1;

fi;

else

j := j + 1;

fi;

od;

od;



4 Geometŕıa y Álgebra

Antes de abordar la correspondencia entre algebras de camino convenientes y cierta va-

riedad algebraica af́ın, presentamos en este caṕıtulo la definición de variedad algebraica

af́ın, morfismos entre estas variedades y sus propiedades, aśı como la estrecha relación que

existe entre álgebra y geometŕıa, esto se hace siguiendo las notas de Drozd [7].

4.1. Variedades afines

En el presente apartado se presenta la definición de variedad algebraica af́ın, hipersuperficie,

curva plana, etc, aśı como se recuerda la definición de anillo Noetheriano y el Teorema de

la base de Hilbert, este teorema nos permite para cada ideal I del anillo de polinomios

k [x1, x2, . . . , xn] definir una variedad af́ın asociada V (I).

Definición 4.1.1. Sea k un campo algebraicamente cerrado. Denotamos por An
k (o por

An si k es fijo) el espacio af́ın n-dimensional sobre k, es decir, el conjunto de todas las

n-tuplas a = (a1, a2, . . . , an) con entradas en k. Un subconjunto X ⊆ An
k se denomina una

variedad algebraica af́ın si X coincide con el conjunto de ceros comunes de un conjunto de

polinomios S = {F1, F2, . . . , Fn} ⊆ k [x1, x2, . . . , xn]. Denotamos este conjunto por V (S) o

V (F1, F2, . . . , Fn).

A menudo omitimos la palabra“algebraica”y simplemente decimos “variedad af́ın ”, espe-

cialmente porque casi nunca tratamos con otro tipo de variedades. Si F es un subcampo de

k, denotamos porX(F ) al conjunto de todos los puntos de la variedadX cuyas coordenadas

pertenecen a F .

Si S consiste de un único polinomio F1 ̸= 0, la variedad V (S) = V (F1) se denomina

hipersuperficie en An, en este caso, si n = 2, V (S) se denomina una curva plana y se

denomina una superficie si n = 3.

Por ejemplo, note que trivialmente ∅ y An son variedades algebraicas afines en An. Otro

ejemplo de variedad af́ın puede ser cada conjunto {a} donde a es un elemento arbitrario
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en An. Ahora, considere el polinomio F , como alguno de los polinomios x2 − y2; y2 − x3;

y2 − x3 − x2; y2 − x3 − x; si k = C, entonces X = V (F ) seŕıan ejemplos de curvas planas.

Si x = (x1, x2, . . . , xn) y m = (m1,m2, . . . ,mn) a menudo escribimos xm para designar el

producto xm1
1 xm2

2 · · ·xmn
n . En particular un polinomio de k [x] es escrito como una suma

finita de la forma: ∑
m

αmxm, donde m ∈ N, αm ∈ k.

Recordemos que un conjunto de polinomios S define un ideal

⟨S⟩ = ⟨F1, F2, . . . , Fl⟩ ⊆ k [x1, x2, . . . , xn] ,

consistiendo de todas las “sucesiones formales”de estos polinomios, es decir, de todas las

combinaciones lineales de la forma
l∑

i=1

HiFi,

donde los Hi son algunos polinomios. Claramente, si G ∈ ⟨S⟩ y a ∈ V (S), entonces se tiene

que G(a) = 0. Por eso, si S ′ es otro conjunto de polinomios tal que ⟨S ′⟩ = ⟨S⟩ entonces

V (S) = V (S ′). Por este hecho es que una variedad af́ın se define más por un ideal del anillo

de polinomios.

En principio surge la pregunta si cada ideal de este tipo define una variedad af́ın. Equiva-

lentemente, la pregunta es si cada ideal en el anillo de polinomios posee un conjunto finito

de generadores. La respuesta es afirmativa y con la ayuda de la Definición 4.1.2 se muestra

este hecho en el Teorema 4.1.3.

Definición 4.1.2. Sea A un anillo, si cada ideal en A tiene un conjunto finito de genera-

dores, entones A se denomina anillo Noetheriano.

Note que el teorema de la base de Hilbert lo que muestra es que un anillo de polinomios

sobre un anillo Noetheriano es de nuevo Noetheriano. Ahora, ya que cada ideal de un

campo k es o bien 0 o coincide con el campo k, entonces el campo es finitamente generado

(por el conjunto vaćıo en el primer caso y por 1k en el segundo caso). De esta forma todos

los anillos de polinomios con coeficientes en un campo son Noetherianos.

Teorema 4.1.3 (Teorema de la base de Hilbert). Suponga que cada ideal de un anillo

A posee un conjunto finito de generadores. Entonces lo mismo es cierto para el anillo de

polinomios A [x1, x2, . . . , xn] para cada n.
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Demostración. Es claro que solo tenemos que probar el teorema para n = 1 (entonces

un simple argumento inductivo permite terminar la prueba). Sean B = A [x] e I un ideal

de B, donde A es un anillo Noetheriano. Denote por Id al conjunto de los coeficientes

principales de todos los polinomios de grado d pertenecientes a I y el elemento cero de A.

Obviamente, Id es un ideal en A. Más aún, Id ⊆ Id+1: si a es el coeficiente principal de

un polinomio F , entonces éste también es el coeficiente principal de xF . Luego, la unión

I∞ = ∪dId es de nuevo un ideal en A. Como A es Noetheriano, I∞ posee un conjunto

finito de generadores T = {a1, a2, . . . , al}. Denote por Fr un polinomio de I con coeficiente

principal ar, de grado gr Fr = dr, y sea D el máximo de todos los dr. Cada ideal Id
para d < D también es finitamente generado. Considere ahora Td = {bid} un conjunto

de generadores para Id y sea Gid un polinomio de grado d con coeficiente principal bid.

Afirmamos que el conjunto (finito) S = {F1, F2, . . . , Fl} ∪ {Gid | d < D} es un conjunto de

generadores para I. En efecto, se puede probar que cada polinomio F ∈ I pertenece a ⟨S⟩
usando inducción sobre d = gr F . Si d = 0 entonces F ∈ I0 (ya que éste coincide con su

propio coeficiente principal). Entonces F ∈ ⟨T0⟩, aśı F ∈ ⟨S⟩. Supóngase que la afirmación

es válida para todos los polinomios de grado menores a d y sea F ∈ I un polinomio de grado

d. Consideremos a como su coeficiente principal. Si d < D, a ∈ Id se tiene que a =
∑

i cibid
para algunos ci ∈ A. Entonces el polinomio F ′ =

∑
i ciGid pertenece a ⟨S⟩, con gr F ′ = d

y a también es el coeficiente principal de F ′. Aśı gr (F −F ′) < d. Por lo tanto F −F ′ ∈ I,

luego F − F ′ ∈ ⟨S⟩ y F = F ′ + (F − F ′) también está en ⟨S⟩. Suponga ahora que d ≥ D.

Como a ∈ I∞, tenemos que a =
∑

r crar para algunos cr. Tome F ′ =
∑

r crx
d−drFr. De

nuevo F ′ ∈ ⟨S⟩ y tiene el mismo grado y el mismo término principal que F . De esta forma,

al igual que se mostró arriba para F − F ′ y por lo tanto también para F , F pertenece a

⟨S⟩. □

Este resultado nos permite definir la variedad algebraica af́ın V (I) para cada ideal I ⊆
k [x1, x2, . . . , xn] como V (S) para algún conjunto (finito) de generadores de I.

Note que si Xi ⊆ An (i ∈ S) son variedades afines, entonces de forma natural se tiene

que ∩i∈SXi también es una variedad af́ın. Al igual que si S es finito, entonces ∪i∈SXi

también es una variedad af́ın. De esta manera, el conjunto de variedades afines puede

ser considerado como aquel de subconjuntos cerrados de alguna topoloǵıa sobre An. Esta

topoloǵıa se denomina la topoloǵıa de Zariski . Esta topoloǵıa resulta no ser Hausdorff si

X es infinito. Sin embargo, es útil para los propósitos de la geometŕıa algebraica, y en lo

que sigue, siempre consideramos una variedad af́ın X ⊆ An como un espacio topológico

con su topoloǵıa de Zariski, es decir, la topoloǵıa en X inducida por la topoloǵıa de Zariski
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de An.

Tenga en cuenta que si k = C, entonces el espacio af́ın y por lo tanto cada variedad

af́ın también pueden ser consideradas como un espacio topológico con la topoloǵıa usual

(Euclidiana).

4.2. Funciones y aplicaciones regulares

En esta sección se recuerda el concepto de función y aplicación regular, aśı como el ideal

de definición de una variedad, conceptos estos que permiten definir variedades algebraicas

isomorfas.

Definición 4.2.1. Sea X = V (S) una variedad af́ın. Una función f : X → k se denomina

regular si ésta coincide con la restricción sobre X de alguna función polinómica, es decir,

una función An → k asignando F (a) a un punto a, donde F ∈ k [x1, x2, . . . , xn].

Obviamente, si f y g son dos funciones polinómicas sobre X, su suma (puntual) y su pro-

ducto también son funciones polinómicas. Aśı, todas las funciones regulares forman una

k-álgebra k [X] denominada el álgebra de las funciones regulares o el álgebra de coordena-

das de la variedad af́ın X. Dado que el campo k es infinito, entonces un polinomio F está

completamente definido por la correspondiente función polinómica. Por eso no los distin-

guimos y solemos hablar de “la restricción de un polinomio”, “el valor de un polinomio”,

etc.

Ciertamente, la aplicación k [x1, x2, . . . , xn] → k [X] que asigna un polinomio F a la función

a 7→ F (a), es un homomorfismo de álgebras e incluso un epimorfismo. Por lo tanto, k [X] ≃
k [x1, x2, . . . , xn] /I(X), donde I(X) es el ideal que consiste de todos los polinomios F tal

que F (a) = 0 para cada punto a ∈ X. Este ideal se denomina el ideal de definición de la

variedad af́ın X.

Proposición 4.2.2. 1. Para cada punto a ∈ X, la “aplicación evaluación” va : k [X] →
k, definida por f 7→ f(a) es un homomorfismo de k-álgebras.

2. Rećıprocamente, dado cualquier homomorfismo de k-álgebras α : k [X] → k, entones

existe un único punto a ∈ X tal que α(f) = f(a) para cada f ∈ k [X].

Demostración. La primera afirmación es obvia. Para el segundo ı́tem, considere cualquier

homomorfismo α : k [X] → k. Denote por ξi la restricción sobre X del polinomio xi (la
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i-ésima función coordenada). Naturalmente, las funciones ξi (i = 1, 2, . . . , n) generan k [X]

como k-álgebra. Tome ai = α(ξi) y a = (a1, a2, . . . , an). Si F es cualquier polinomio de

I(X), entonces F (a) = α(F (ξ1, ξ2, . . . , ξn)) ya que α es un homomorfismo de álgebras. Pero

bajo la identificación de k [X] con k [x1, x2, . . . , xn] /I(X), los valores restantes coinciden

con la clase de F (x1, x2, . . . , xn), es decir, iguales a 0. De esta forma a ∈ X. Más aún, por

definición se tiene que ξi(a) = α(ξi), de donde α(f) = f(a) ya que los ξi generan el álgebra

k [X]. Si b es otro punto tal que α(f) = f(b) para todas las funciones regulares f , entonces

en particular se tiene que ξi(b) = α(ξi) = ai, es decir, todas las coordenadas de b coinciden

con aquellas correspondientes de a, luego a = b. □

Definición 4.2.3. Sean X, Y dos variedades afines y f : Y → X una apicación. Si a ∈ Y ,

entonces f(a) es un punto de An, por lo tanto, sus coordenadas f1(a), f2(a), . . . , fn(a)

están definidas. En otras palabras, f define n “aplicaciones de coordenadas” fi : Y → k. La

aplicación f se dice regular o un morfismo de variedades afines si todas estas aplicaciones

de coordenadas son funciones regulares.

Es obvio que si f : Y → X y g : Z → Y son aplicaciones regulares de variedades afines, su

composición f ◦ g : Z → X también es una aplicación regular.

Definición 4.2.4. Una aplicación regular f teniendo un inverso regular f−1 se denomina

un isomorfismo de variedades afines. Si un isomorfismo f : X
∼−→ Y existe, las variedades

X y Y son llamadas isomorfas, en este caso escribimos X ≃ Y .

El siguiente teorema proporciona una caracterización de las aplicaciones regulares por

medio de las funciones regulares, es más, éste presenta la construcción de homomorfismos

de k-álgebras por medio de la composición entre aplicaciones y funciones regulares.

Proposición 4.2.5. 1. Una aplicación f : Y → X es regular si y sólo si la función

φ◦f : Y → k es regular para cada función regular φ : X → k. Más aún, la aplicación

f ∗ : k [X] → k [Y ] definida por f ∗(φ) = φ ◦ f es un homomorfismo de k-álgebras.

2. Rećıcprocamente, cada homomorfismo de k-álgebras k [X] → k [Y ] es de la forma f ∗

para una única aplicación regular f : Y → X.

Demostración.

1. Si f(a) = (f(a1), f(a2), . . . , f(an)), donde fi es la restricción sobre Y de algún po-

linomio Fi y si φ es la restricción sobre X de un polinomio G, entonces φ ◦ f es
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la restricción sobre Y del polinomio G(F1(a), F2(a), . . . , Fn(a)), es decir, es una fun-

ción regular. Rećıprocamente, supóngase que φ ◦ f es una función regular para cada

φ ∈ k [X]. Tome φ = xi la i-ésima función coordenada sobre An. Entonces φ◦f(a) es
la i-ésima coordenada del punto f(a). Luego, todas estas coordenadas son funciones

regulares y la aplicación f es regular. Es bastante obvio que (φ+ψ)◦f = φ◦f+ψ◦f
y (φψ) ◦ f = (φ ◦ f)(ψ ◦ f), aśı f ∗ es de hecho un homomorfismo de k-álgebras.

2. Sea ahora γ : k [X] → k [Y ] un homomorfismo arbitrario de k-álgebras y sea a ∈ Y .

Si va la apliciación evaluación, entonces la composición va ◦ γ : k [X] → k es un

homomorfismo, por lo tanto, defina un único punto b ∈ X tal que va ◦ γ = vb. Luego,

hay una única aplicación f : Y → X tal que va ◦ γ = vf(a) para cada a ∈ Y . En

particular, si f(a) = (f(a1), f(a2), . . . , f(an)) entonces

fi(a) = vf(a)(ξi) = va(γ(ξi)) = γ(ξi)(a),

donde las ξi son las funciones de coordenadas sobre X. Como esto es verdad para

cada punto a ∈ Y , por tanto, tenemos que fi = γ(ξi) son funciones regulares sobre

Y , aśı f es una aplicación regular y γ(ξi) = f ∗(ξi). Como los ξi generan a k [X], luego

γ = f ∗. La unicidad de f es evidente. □

Como una consecuencia de este teorema el próximo resultado muestra una caracterización

de las variedades algebraicas isomorfas.

Corolario 4.2.6. Las variedades algebraicas afines X y Y son isomorfas si y sólo si las

álgebras k [X] y k [Y ] son isomorfas. Más aún, un morfismo f : X → Y es un isomorfismo

si y sólo si lo es el homomorfismo f ∗.

Para cada función regular f sobre una variedad af́ın X, se define el conjunto abierto

principal de la variedad X como el conjunto D(f) = {x ∈ X | f(x) ̸= 0}. Note que

los conjuntos abiertos principales forman una base para la topoloǵıa de Zariski. También

tenemos que cada aplicación regular es continua sobre esta topoloǵıa.

Definición 4.2.7. Una transformación af́ın de An es una aplicación An → An, definida

de la forma a 7→ Aa+ b, donde A es una matriz invertible de orden n y b es un vector fijo.

Note que esta transformación af́ın, es un automorfismo de An. Por ejemplo, si consideramos

la ĺınea af́ın A1, entonces sus transformaciones afines son los únicos automorfismos.

Considere ahora que char k = p, con p un número primo positivo, luego la aplicación de

Frobenius es la aplicación Φ : An → An, definida por Φ(a1, a2, . . . , an) = (ap1, a
p
2, . . . , a

p
n).

Note que esta es una aplicación regular y biyectiva, pero su inversa no es regular.
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4.3. Nullstellensatz de Hilbert

En esta sección se presenta como principal resultado el “Nullstellensatz de Hilbert”, que

en alemán significa “teorema de ceros”, éste es un teorema que establece la relación base

de la geometŕıa algebraica, la cual es una relación fundamental entre geometŕıa y álgebra.

Aśı como se presenta y demuestra el Lema de Rabinovich.

En la Sección 4.2 se definió la correspondencia entre los ideales del anillo de polinomios

k [x1, x2, . . . , xn] y las variedades afines X ⊆ An
k , es decir, a cada ideal I le corresponde la

variedad V (I) de sus ceros y a cada variedad X le corresponde el ideal I(X) de polinomios

que se desvanecen (anulan) sobre X (por lo tanto que se encuentran en I(X)), pero que

no se anulan en a, por lo tanto a /∈ V (I(X)). Por otro lado, ejemplos simples muestran

que I(V (I)) ̸= I puede pasar. Por ejemplo, si I = ⟨F 2⟩ para algún polinomio F , entonces

F ∈ I(V (I)) pero F /∈ I.

Definición 4.3.1. Sea I un ideal en el anillo de polinomios k [x1, x2, . . . , xn], la ráız del

ideal I se le denota por
√
I y es el conjunto de todos los polinomios F ∈ k [x1, x2, . . . , xn]

tal que F l ∈ I, para algún entero positivo l.

Note que por definición I ⊆
√
I, además se verifica que

√
I es de nuevo un ideal y ob-

viamente,
√
I ⊆ I(V (I)). El siguiente notable teorema, debido a Hilbert, muestra que de

hecho estos dos últimos ideales coinciden.

Teorema 4.3.2 (Nullstellensatz de Hilbert). Si el campo k es algebraicamente cerrado,

entonces I(V (I)) =
√
I para cada ideal I ⊆ k [x1, x2, . . . , xn].

Recordemos que un ideal I de un anillo A se llama un ideal radical si I =
√
I. En particular,

el Teorema 4.3.2 afirma que un ideal I ⊆ k [x1, x2, . . . , xn] es el ideal definido de una

variedad af́ın si y sólo si éste es un ideal radical. El próximo resultado muestra un caso

especial de este teorema.

Corolario 4.3.3. V (I) = ∅ si y sólo si I = k [x1, x2, . . . , xn].

Demostración. Note que V (I) = ∅ significa que todos los polinomios se anulan sobre

V (I). En particular 1 ∈ I(V (I)). Pero esto significa que 1 ∈ I ya que 1l = 1. Entonces

ciertamente I contiene todos los polinomios. El rećıproco es evidente.

La siguiente proposición muestra que Nullstellensatz de Hilbert es de hecho una consecuen-

cia de este caso especial.
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Proposición 4.3.4 (Lema de Rabinovich). Si el Corolario 4.3.3 es válido entonces el

Teorema 4.3.2 es válido también.

Demostración. Sea F ∈ I(V (I)). Considere ahora el ideal J ⊆ k [x1, x2, . . . , xn] generado

por todos los polinomios de I y por xn+1F − 1. Obviamente, V (J) = ∅. Por esto, 1 ∈ J , es

decir

1 =
r∑

i=1

HiFi +Hr+1(xn+1F − 1), (4.3.5)

para algunos polinomios Hi ∈ k [x1, x2, . . . , xn, xn+1] y algún polinomio Fi ∈ I. La igualdad

4.3.5 es una igualdad formal de polinomios, aśı, podemos reemplazar en ésta las variables xi
por cualquier valor tomado de cualquier k-álgebra. Reemplazando xn+1 por 1/F , obtenemos

F l =
r∑

i=1

GiFi ∈ I,

donde Gi representa F
rHi(x1, x2, . . . , xn, 1/F ).

Proposición 4.3.6. Sea I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · una cadena creciente de ideales de un anillo

Noetheriano (por ejemplo, de k [x1, x2, . . . , xn]). Entonces esta cadena se estabiliza, es decir,

hay un numero r tal que Ir = Is para todo s > r.

Demostración. Como hemos comentado antes, la unión I = ∪iIi de nuevo es un ideal. Ya

que el anillo es Noetheriano, entonces I = ⟨a1, a2, . . . , al⟩ para algún conjunto finito. Cada

uno de los aj pertenece a algún ideal Iij . Entonces podemos tomar r = maxlil: Obviamente,

Ir = I = Is para todo s > r.

4.4. Relación entre Geometŕıa y Álgebra

En este último apartado de esta sección, se asociará a cada variedad algebraica af́ın su

álgebra de coordenadas, además se muestra como esta última ágebra permite definir la

variedad y la topoloǵıa de Zariski asociada a la variedad. Es más, se presenta una corres-

pondencia entre los puntos de la topoloǵıa de Zariski asociada a la variedad af́ın y los

ideales maximales del álgebra de coordenadas asociada a la variedad af́ın.

De nuevo, para la actual sección, suponga que k es un campo algebraicamente cerrado.

En lo que sigue k-álgebras reducidas y finitamente generadas son llamadas álgebras afines

(sobre k). Primero establezcamos algunas consecuencias de Nullstellensatz de Hilbert.
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Proposición 4.4.1. Una k-álgebra A es isomorfa a un álgebra coordenada de una variedad

algebraica af́ın si y sólo si ésta es finitamente generada y reducida, es decir, no tiene

elementos nilpotentes distintos de cero.

Demostración. La afimación de “sólo si ”es obvia a partir de la definición. Suponga ahora

que A = k [a1, a2, . . . , an] es un álgebra af́ın. Considere el homomorfismo φ : k [x] → A

enviando F a F (a1, a2, . . . , an). Este es un epimorfismo, por lo tanto, A ≃ k [x] /I, donde

I = ker φ. Más aún,
√
I = I. En efecto, si F ∈

√
I entonces φ(F l) = (φ(F ))l = 0, para

algún l, de donde φ(F ) = 0, como A es reducida, luego F ∈ I. Por Nullstellensatz de

Hilbert se tiene que I = I(X) donde X = V (I) y A ≃ k [X]. □

Sea X ⊂ An una variedad af́ın, luego A = k [x] /I(X) es su álgebra coordenada. Con

la siguiente asignación se muestra que ambas, la variedad X y su topoloǵıa de Zariski

están completamente definidas por el álgebra A. Para cada subconjunto Y ⊆ X, tome

I(Y ) = {a ∈ A | a(y) = 0 para todo y ∈ Y }. Obviamente, I(Y ) es un ideal radical en A.

Si Y = {x} consistiendo de un solo punto, escribimosmx en vez de I({x}). Rećıprocamente,

para cada subconjunto S ⊆ A, tomamos V (S) = {x ∈ X | a(x) = 0 para todo a ∈ S}.
Este es un conjunto cerrado en la topoloǵıa de Zariski, es decir, también es una variedad

af́ın, a saber, ésta es V (S) = V (I ∪
∼
S), donde

∼
S consiste de (algunas) preimágenes en k [x]

de las funciones a ∈ S. Definitivamente, si X = An obtenemos la definición “vieja”de la

Sección 4.1. Es más, podemos generalizar el Nullstellensatz de Hilbert para esta situación

como sigue.

Corolario 4.4.2. 1. Sea Z ⊆ X un subconjunto cerrado de Zariski arbitrario, entonces

V (I(Z)) = Z.

2. Para cada ideal I ⊆ A se tiene que I(V (I)) =
√
I. Además, si I es un ideal radical

entonces I(V (I)) = I.

En particular, V (I) = ∅ si y sólo si I = A.

Aśı obtenemos una correspondencia 1-1 entre los subconjuntos cerrados de Zariski de X e

ideales radicales en A. Es más, esto se sigue inmediatamente de la definición que k [Z] =

k [X] /I(Z) para cada cerrado Z ⊆ X.

El próximo resultado nos permite mostrar un correspondencia biuńıvoca entre los puntos

de X y los ideales maximales de A.

Proposición 4.4.3. 1. Para cada punto x ∈ X, el ideal mx es maximal.
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2. Rećıprocamente, para cada ideal maximal m ⊂ A hay un único punto x ∈ X tal que

m = mx.

Demostración.

1. Considere el homomorfismo evaluación vx : A→ k tal que vx(a) = a(x). Obviamente,

este es un epimorfismo y mx = ker vx. Por lo tanto, A/mx ≃ k es un campo y aśı mx

es un ideal maximal.

2. Como m es maximal en A, entonces m ̸= A, luego hay un punto x ∈ X tal que

a(x) = 0, para todo a ∈ m. Por eso m ⊆ mx y aśı m = mx ya que m es un ideal

maximal. La unicidad de x es evidente. □

Aśı, podemos (y a menudo se hará) identificar una variedad af́ın X con el conjunto Max A.

Más aún, la topoloǵıa de Zariski sobre X puede obtenerse en una forma “puramente alge-

braica”como sigue.

Proposición 4.4.4. Sea Z ⊆ X un subconjunto cerrado de Zariski, e I = I(Z). Entonces

x ∈ Z si y sólo si mx ⊇ I.

En otras palabras, los subconjuntos cerrados de Zariski de X corresponden a los subcon-

juntos de Max A de la forma {m | m ⊇ I}, donde I corre a través de los ideales radicales

de A.

Definición 4.4.5. Sea X un espacio topológico.

1. X se denomina Noetheriano si cada cadena decreciente de sus subconjuntos cerrados

Z1 ⊇ Z2 ⊇ Z3 ⊇ · · · se estabiliza, es decir, hay un entero r tal que Zs = Zr para

todo s > r.

2. X se denomina irreducible si no es vaćıo y Y ∪ Z ̸= X para cualesquier par de

subconjuntos cerrados propios Y, Z ⊂ X.

Equivalentemente, X es irreducible si y sólo si cualquier subconjunto abierto no vaćıo

U ⊆ X es denso, es decir, U ∩ U ′ = ∅ para cualquier otro abierto no vaćıo U ′ ⊆ X.

Proposición 4.4.6. 1. Cualquier variedad algebraica af́ın es un espacio topológico Noethe-

riano.

2. Una variedad algebraica af́ın es irreducible si y sólo si su álgebra de coordenadas es

integral, es decir, no es cero y no contiene divisores de cero distintos de cero.
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Demostración.

1. Se sigue de la Proposición 4.3.6, ya que cualquier cadena decreciente de subconjuntos

cerrados Z1 ⊇ Z2 ⊇ Z3 ⊇ · · · define la cadena creciente de ideales en el anillo de

coordenadas: I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · donde Ii = I(Zi). Esta última cadena se estabiliza,

luego hay algún r tal que Is = Ir para s > r. Entonces Zs = V (Is) = V (Ir) = Zr.

2. Sea X una variedad af́ın no vaćıa, A su álgebra de coordenas. Suponga que A es

integral y Y, Z ⊂ X son subconjuntos cerrados propios. Tome I = I(Y ), J = I(Z).

Entonces I ̸= 0 y J ̸= 0. Sean a ∈ I y b ∈ J elementos no nulos. Entonces ab ̸= 0 y

ab ∈ I(Y ∪ Z). Por lo tanto, I(Y ∪ Z) ̸= 0 y Y ∪ Z ̸= X, es decir, X es irreducible.

Suponga ahora que X es irreducible, y sean a, b ∈ A elementos no nulos. Entonces

Y = V (a) y Z = V (b) son subconjuntos cerrados propios, aśı, V (ab) = Y ∪ Z ̸= X.

Con lo que ab ̸= 0 y A es integral. □

Para terminar esta sección de propiedades, definiciones y relaciones entre geometŕıa y

álgebra presentamos el siguiente resultado que relaciona irreducibles e ideales primos.

Corolario 4.4.7. Un subconjunto cerrado Z ⊆ X es irreducible si y sólo si el correspon-

diente ideal I(Z) ⊆ k [X] es primo, es decir, es un ideal propio de modo que si a y b no le

pertenecen, su producto tampoco le pertenece.



5 Álgebras de Caminos y Variedades

Afines

En este caṕıtulo abordamos un nuevo enfoque a la teoŕıa clásica de variedades de repre-

sentaciones basado en bases de Gröbner no conmutativas, como propone Green et al. en

[14]. Alĺı se establece una correspondencia uno a uno entre un conjunto de álgebras de ca-

minos de un carcaj y cierta variedad algebraica af́ın. En este enfoque se pretente construir

variedades cuyos puntos están en correspondencia con álgebras de caminos convenientes,

las cuales comparten la misma álgebra monomial asociada y esta determina algunas pro-

piedades que satisfecen estas álgebras (teorema 5.1.7).

Iniciamos con el teorema de correspondencia, después con el teorema que establece las

propiedades que comparten las álgebras de caminos de una variedad, después con la apli-

cación de este teorema a álgebras graduadas y terminamos el caṕıtulo con la adaptación

del teorema de correspondencia a álgebras de caminos kQ/I donde I es un ideal admisible.

5.1. Teorema de Correspondencia

Esta sección inicia con las condiciones que deben satisfacer las álgebras de caminos en el

teorema de correspondencia.

En lo que sigue denotamos como L = k(x1, . . . , xn) el cuerpo de fracciones del anillo de

polinomios conmutativos R = k[x1, . . . , xn] en n indeterminadas sobre k, y consideramos

el álgebra de caminos LQ de un carcaj Q. Si un elemento de LQ tiene solo coeficientes de

R diremos que este se encuentra en RQ.

Sea kQ un álgebra de caminos de un carcaj Q y B su respectiva base.
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Definición 5.1.1. Sea T ⊆ B un conjunto de caminos tip-reducidos de longitud al menos

dos y sea > un orden admisible sobre B. Sea

AlgT = {kQ/I | I es ideal de kQ y IMon = ⟨T ⟩}.

Es decir AlgT es el conjunto de las álgebras acotadas del carcaj Q cuyo ideal monomial

IMon sea generado por el conjunto minimal único T .

Si x y y son dos elementos uniformes de un álgebra de caminos kQ, entonces diremos que

x es paralelo a y (notado x ∥ y) si o(x) = o(y) y t(x) = t(y). Sea N = B \T , entonces para

cada t ∈ T sea

Nt = {n ∈ N |n ∥ t, n < t}.

Es decir Nt contiene los potenciales monomios de NI(t) para cualquier I ⊆ kQ tal que

IMon = ⟨T ⟩. Donde NI(t) denota la forma normal de t módulo I.

Sea D =
∑

t∈T |Nt|. Note que |Nt| es independiente del ideal I en consideración, siempre

que IMon = ⟨T ⟩. Con base en esto más adelante definimos la variedad VT cuyos puntos

yacen en kD.

Para cada t ∈ T sea

gt = t−
∑
n∈Nt

ct,nn

donde ct,n ∈ k. Observe que gt es uniforme puesto que cada elemento de la combinación

lineal es paralelo a t y que Tip gt = t puesto que n < t para todo n ∈ N .

Sea

Gc = {gt | t ∈ T }.

Note que Gc no necesariamente es una base de Gröbner dado que podemos tener relaciones

superpuestas que no se reducen a cero.

A continuación definimos el conjunto VT , que más abajo se mostrará es una variedad af́ın.

Definición 5.1.2. Con la notación de arriba, sea

VT = {c = (ct,n) ∈ kD | Gc es la base de Gröbner reducida de ⟨Gc⟩}.

El siguiente teorema establece la correspondencia uno a uno entre AlgT y VT .
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Teorema 5.1.3 ([14], 4.3, Teorema de Correspondencia). Sea T ⊆ B un conjunto de ca-

minos tip-reducidos de longitud al menos dos y sea > un orden admisible sobre B. Entonces
existe una biyección entre los conjuntos AlgT y VT .

Demostración. Sea ϕ : AlgT → VT , ϕ(kQ/I) 7→ c. Donde c es asignado de la siguiente

forma: Sea G la base de Gröbner reducida de I, es decir

G = {t−NI(t) | t ∈ T }

y sea c = (ct,n) la D−upla de kD conformada por los coeficientes de los términos de

la forma normal de cada polinomio de G. Dado que la base de Gröbner reducida es úni-

ca, y que c ∈ VT (puesto que ⟨G⟩ = I y haciendo Gc = G) esta aplicación esta bien definida.

Para la aplicación inversa, si c ∈ VT , donde Gc es la base de Gröbner reducida de H = ⟨Gc⟩,
entonces kQ/H ∈ AlgT puesto que TipGc = T y ⟨TipH⟩ = ⟨TipGc⟩ = ⟨T ⟩.

El siguiente lema se utilizará para probar que VT es una variedad algebraica af́ın. Establece

que las reducciones totales y las relaciones superpuestas son cerradas en RQ.

Lema 5.1.4 ([14], 3.4). Sea H un conjunto de caminos uniformes tip-reducidos en RQ ⊆
LQ. Entonces

1. Si R ∈ RQ y R ⇒H S entonces S ∈ RQ.

2. Si f, f ′ ∈ H con (Tip f)p = q(Tip f ′) con 1 ≤ ℓ(p) < ℓ(Tip f ′) entonces la relación

superpuesta o(f, f ′, p, q) esta en RQ.

Demostración. La parte 1 se deduce de la definición de reducción simple y completa,

dado que en la fórmula del reemplazo todos los términos no son fracciones. La parte 2

se obtiene de igual forma de la definición de relaciones superpuestas considerando que los

términos no son fracciones.

A continuación demostramos que VT es una variedad algebraica af́ın. Antes enunciamos

un refinamiento del teorema 3.2.18 utilizado en la demostración.

Teorema 5.1.5 ([14], 2.13). Sea k un cuerpo, Q un carcaj finito, y < un orden admisible

sobre el conjunto B de caminos dirigidos finitos en Q. Supongamos que G (no necesariamen-

te finito) es un conjunto de generadores uniformes tip-reducidos de un ideal I. Entonces

G es una base de Gröbner para I con respecto a < si y solamente si toda relación de

superposición de cualquiera dos elementos de G se reduce completamente a 0 módulo G.
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Teorema 5.1.6 ([14], 4.4). Sea k un cuerpo, Q un carcaj, y > un orden admisible sobre B.
Suponga que T es un conjunto finito de caminos de Q e igualmente que Nt es un conjunto

finito, para todo t ∈ T . Entonces VT es una variedad algebraica af́ın.

Demostración. Sean xt,n indeterminadas, una para cada escogencia de t ∈ T y n ∈ Nt.

Se desea encontrar polinomios en el anillo R = k[xt,n | t ∈ T , n ∈ Nt] tal que VT es el

conjunto de ceros de aquellos. Sea

H =

{
ht = t−

∑
n∈Nt

xt,nn | t ∈ T

}
.

Note que H ⊆ RQ y que para cualquier I ⊆ RQ tal que IMon = ⟨T ⟩ los elementos de la

base de Gröbner reducida de I tienen la misma forma que los elementos de H.

Para cada relación de superposición o(ht, ht′ , p, q) con ht, ht′ ∈ H y p, q ∈ B consideramos

su reducción completa módulo H. Por el lema 5.1.4 tenemos que estas reducciones son

elementos de RQ, por lo tanto tienen la forma∑
n∈N

fo(ht,ht′ ,p,q),n
n

donde los fo(ht,ht′ ,p,q),n
son polinomios de R. Afirmamos que VT es el conjunto cero de todos

los polinomios fo(ht,ht′ ,p,q),n
obtenidos de las reducciones completas móduloH de las posibles

relaciones de superposición. En efecto, como consecuencia del teorema 5.1.5 tenemos que∑
n∈N

fo(ht,ht′ ,p,q),n
n = 0

lo que implica que fo(ht,ht′ ,p,q),n
= 0 para todo n ∈ N cuando tomamos los puntos de VT ,

dado que obtenemos exactamente los puntos (ct,n) tal que t −
∑

n∈Nt
ct,nn es la base de

Gröbner reducida del ideal que ella genera.

Note que las reducciones totales módulo H pueden dar lugar a diferentes conjuntos de po-

linomios según el orden en que se realicen las reducciones simples. Sin embargo el conjunto

cero es el mismo, dado que corresponde a los coeficientes en la base de Gröbner de I para

cada I.

También observe que puesto que la base de Gröbner reducida tiene la misma forma para

todos los ideales tal que IMon = ⟨T ⟩ entonces todas las relaciones de superposición son las
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mismas independiente del ideal, dado que estas se calculan usando las indeterminadas xt,n.

A continuación listamos algunas propiedades de las álgebras asociadas a una variedad

VT . Teniendo en cuenta la correspondencia establecida en el teorema 5.1.3 hablaremos de

álgebras como elementos en VT .

Teorema 5.1.7 ([14], 4.6). Sea Q un carcaj y B el conjunto de caminos finitos orientados

en Q. Sea < un orden admisible sobre B y sea T un conjunto de caminos de mı́nimo longitud

dos y tip-reducidos. Sea N = B \ T , Λ = kQ/I ∈ VT y AMon = kQ/ ⟨T ⟩. Entonces

1. AMon = ΛMon

2. Toda álgebra Λ tiene como k-base a N . En particular dimAMon = dimΛ = |N |.

3. CΛ = CAMon
si I es admisible. Es decir las álgebras de dimensión finita en VT tienen

la misma matrix de Cartan.

4. Asuma que Λ es graduada por longitud y suponga que < respeta la longitud. Para

N ≥ 2, si AMon es N-Koszul entonces Λ es N-Koszul si I es generado en grado N .

Demostración. 1. En efecto, ΛMon = kQ/ ⟨Tip I⟩ = kQ/ ⟨T ⟩ = AMon. 2. Del lema funda-

mental (Teorema 3.1.6) tenemos que como k-espacios vectoriales genN es isomorfo a kQ/I

y por lo tanto N puede ser identificado con una k-base de kQ/I. 3. Se obtiene considerando

que todas las álgebras tienen la misma k-base N .

4. Suponga que I es generado en grado N y que ΛMon es N -Koszul. Entonces como resolu-

ciones graduadas, la resolución ordenada de Λ y ΛMon tienen módulos proyectivos generados

en los mismos grados. Esto es, en ambos casos, el n-ésimo proyectivo es generado en grado

(n/2)N si n es par y en grado [(n− 1)/2]N + 1 si n es impar. Pero dado que la resolución

proyectiva minimal de Λ es un sumando de la resolución ordenada para Λ, el resultado

sigue.

A continuación tenemos algunos ejemplos de la correspondencia entre AlgT y VT .

Ejemplo 5.1.8. Si ninguno de los elementos en T se superponen, entonces no existen rela-

ciones de superposición. Es decir todos puntos de KD satisfacen vacuamente las ecuaciones

resultantes de reducir estas relaciones y por lo tanto VT = kD. Adicionalmente, kQ/ ⟨T ⟩
tiene dimensión global 2.
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Ejemplo 5.1.9. Sea k{x1, . . . , xn} el álgebra libre asociativa en n variables. Entonces k{x1, . . . , xn} =

kQ donde Q es el carcaj con un vértice y n lazos. Sea > el orden de longitud lexicográfico iz-

quierdo con xn > xn−1 > · · · > x1. El anillo de polinomios conmutativos en n variables esta

dado por Rn = k{x1, . . . , xn}/ ⟨xixj − xjxi, para i > j⟩. En este caso {xixj − xjxi | i > j}
es la base de Gröbner reducida para Rn. Por lo tanto Rn ∈ VT donde T = {xixj | i > j}.
Note que B = {xa11 xa22 · · ·xann | a1, . . . , an ∈ Z≥0}. Para el caso particular de n = 2 tenemos

que T = {x2x1} y dado que no existen relaciones de superposición para reducir, entonces

VT = K5. (D = |Nx2x1|, donde Nx2x1 = {x1x2, x21, x1, x2, ε1 = 1}). Por lo tanto

AlgT = {k{x1, x2}/
〈
x2x1 − c1x1x2 − c2x

2
1 − c3x1 − c4x2 − c5

〉
|(c1, . . . , c5) ∈ k5}.

Note que R2 corresponde al punto (1, 0, 0, 0, 0) ∈ VT y que todas las álgebras de dimensión

finita en AlgT tienen dimensión global dos.

Ejemplo 5.1.10. Sea Q el siguiente carcaj

1 ◦

◦ 2

◦ 3

◦ 4

◦ 5

◦ 6

◦ 7

◦ 8
c

a

g

e

b

d

f

j

i

h

k

Entonces tenemos la siguiente base multiplicativa

B = {a, b, c, d, e, f, g, i, j, k, gh, ab, bi, abi, cd, cdi, ef, efi, ej, ejk, ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6, ε7, ε8}

el orden a utilizar es el de longitud lexicográfico izquierdo < con a > b > c > . . . > k. Sea

T = {ab, bi, cdi} y N = B \ T . Recordemos que Nt = {n ∈ N |n ∥ t, n < t} para un t ∈ T
y por lo tanto

Nab ={cd, ef}
Nbi =∅
Ncdi ={efi, ejk, gh}
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Sean

g1 =ab− x1(cd)− x2(ef)

g2 =bi

g3 =cdi− x3(efi)− x4(ejk)− x5(gh)

elementos del álgebra de caminos RQ. Sea c1 = (x1, x2, x3, x4, x5) un punto de k5. Y

sea Gc1 = {g1, g2, g3}. Si Gc1 es la base de Gröbner reducida de ⟨Gc1⟩ = I entonces

kQ/I ∈ AlgT .

Calculamos ahora todas las posibles relaciones superpuestas en Gc1 .

1. o(g1, g2, i, a). Verificamos que efectivamente satisface las condiciones para ser relación

superpuesta.

a) ab(i) = (a)bi

b) ab no divide a a

c) bi no divide a i

por lo tanto

o(g1, g2, i, a) =g1(i)− a(g2)

=abi− x1cdi− x2efi− abi

=− x1cdi− x2efi.

Se puede observar que no existen mas relaciones superpuestas. Ahora reducimos totalmente

módulo Gc1 esta relación superpuesta.

−x1cdi− x2efi⇒Gc1
− x1cdi− x2efi− (−x1(cdi− x3efi− x4ejk − x5gh))

=− x1cdi− x2efi− (−x1cdi+ x1x3efi+ x1x4ejk + x1x5gh)

=− x1cdi− x2efi+ x1cdi− x1x3efi− x1x4ejk − x1x5gh

=− x2efi− x1x3efi− x1x4ejk − x1x5gh

Ahora según el teorema 5.1.5 esta reducción es cero, entonces

(−x2 − x1x3)efi− x1x4ejk − x1x5gh = 0
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es decir 
x2 + x1x3 =0

x1x4 =0

x1x5 =0

Resumiendo, todos los c = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ k5 tal que Gc es una base de Gröbner redu-

cida de ⟨Gc⟩ (i.e. c ∈ VT ) son elementos del conjunto cero del ideal ⟨x2 + x1x3, x1x4, x1x5⟩
del anillo R. Y viceversa, con los ceros de este ideal tenemos que Gc es una base de Gröbner

reducida.

La siguiente proposición enuncia las condiciones suficientes para que una variedad contenga

un producto de variedades de álgebras.

Proposición 5.1.11. Sea T un subconjunto de caminos tip-reducidos de un carcaj Q.

Suponga que T es la unión disjunta de dos conjuntos T1 y T2 sin superposiciones entre los

elementos de T1 y T2. Entonces la variedad VT contiene la variedad VT1 × VT2.

Demostración. Note que si t ∈ T entonces t ∈ T1 o t ∈ T2. Por lo tanto n ∈ N (t) es

paralelo a un camino t1 ∈ T1 y menor que t1 o es paralelo a un camino t2 ∈ T2 y menor

que t2 pero no ambos. Ahora suponga que tenemos un punto c1 ∈ VT1 y c2 ∈ VT2 y sea c

el punto definido por

(c) = (ct,n) donde ct,n =

{
ct1,n si t = t1

ct2,n si t = t2.

De esto sigue que c yace en VT dado que el conjunto
{
ti −

∑
n∥ti,n<ti

cti,nn | ti ∈ Ti

}
es una

base de Gröbner del álgebra asociada al punto ci, para i = 1, 2. □

5.2. Variedades de Álgebras Graduadas

En esta sección, siguiendo a [14], mostramos que las variedades de álgebras graduadas

pueden ser vistas como una clase especial de subvariedades. Iniciamos con la definición de

estas subvariedades.

Para cada t ∈ T , sea S(t) un subconjunto de Nt, donde S(t) puede ser vacio. Se asignan

valores a los elementos de S(t) via la aplicación φt : S(t) → k y sea φ = {φt | t ∈ T }.
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Definición 5.2.1. Con la notación anterior, sea

VT (φ) = {(c) = (ct,n) ∈ VT | para todo t ∈ T , si n ∈ S(t) entonces ct,n = φt(n)}.

Aśı, VT (φ) son los puntos en VT donde, para cada t ∈ T y n ∈ S(t), ct,n está restringido

al valor φt(n).

La siguiente proposición establece la subvariedad especial.

Proposición 5.2.2 ([14], 6.2). Para φ = {φt | t ∈ T }, el conjunto VT (φ) es una subvarie-

dad de VT .

Demostración. Sea (f1, . . . , fm) el ideal en k[xt,n | t ∈ T , n ∈ Nt] de la variedad VT .

Entonces VT (φ) es el conjunto cero de los polinomios {f1, . . . , fm}∪(∪t∈T {xn,s−φt(n) |n ∈
S(t)}).

Llamaremos a VT (φ) la subvariedad especial de VT asociada a φ.

Corolario 5.2.3. VT (φ) contiene el álgebra monomial kQ/ ⟨T ⟩ si y solamente si φt ≡ 0

o S(t) es vacio, para cada t ∈ T .

Ahora consideramos álgebras graduadas por funciones peso. Recordemos que una función

peso sobre una álgebra de caminos kQ es una función W : Q1 → G donde G es un grupo.

Extendemos W de flechas a B aśı: si p = a1 . . . an entonces W (p) = W (a1) . . .W (an) donde

W (v) = 1G para v ∈ Q0. Entonces W induce una G-graduación sobre kQ donde

kQg = genk{b ∈ B |W (b) = g}.

Existe una G-graduación inducida sobre Λ = kQ/I si I puede ser generado por elementos

homogéneos por peso. Llamaremos a esta graduación la graduación inducida sobre Λ. Si I

es generado por elementos W -homogéneos entonces la base de Gröbner reducida consiste

de elementos W -homogéneos.

Nota 5.2.4. Note que, para cualquier función peso, las álgebras monomiales siempre tienen

una graduación inducida. Adicional, se tienen en cuenta álgebras Z-graduadas donde la

graduación es inducida por una Z-graduación sobre las flechas.

Ahora definimos algunos términos con el objetivo de llegar a una versión del teorema de

correspondencia para las álgebras graduadas por funciones peso.
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Definición 5.2.5. Sea T ⊂ B un conjunto tip-reducido de elementos de longitud al menos

dos y sea > un orden sobre B. Sea W : Q1 → G una función peso. Definimos

AlgWT = {kQ/I | I es ideal homogéneo por peso de kQ y IMon = ⟨T ⟩}

Definimos

NW
t = {n ∈ N |n ∥ t, ℓ(n) ≥ 1, n < t,W (n) = W (t)}

donde ℓ(n) es la longitud del camino n.

Análogamente al caso no graduado, sea DW =
∑

t∈T |NW
t |. Para cada t ∈ T sea

gt = t−
∑

n∈NW
t

ct,nn

donde ct,n ∈ k. Observe que gt es uniforme puesto que cada elemento de la combinación li-

neal es paralelo a t, homogéneo por peso y que Tip gt = t puesto que n < t para todo n ∈ N .

Sea

Gc = {gt | t ∈ T }.

Note que Gc no necesariamente es una base de Gröbner dado que podemos tener relaciones

superpuestas que no se reducen a cero.

Definición 5.2.6. Con la notación de arriba, sea

VT
W = {c = (ct,n) ∈ kD

W | Gc es la base de Gröbner reducida de ⟨Gc⟩}.

El siguiente teorema es la versión graduada de 5.1.3.

Teorema 5.2.7 ([14], 6.6, Teorema de Correspondencia Graduada). Sea T ⊆ B un con-

junto de caminos tip-reducidos de longitud al menos dos y sea > un orden admisible sobre

B. Entonces existe una biyección entre los conjuntos AlgWT y VT
W .

La demostración es análoga al teorema de correspondencia no graduado 5.1.3. El siguiente

resultado muestra que VT
W es una variedad algebraica af́ın, en particular una subvariedad

especial de VT .
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Teorema 5.2.8. Sea k un cuerpo, Q un carcaj, y > un orden admisible sobre B. Sea

W : Q1 → G una función de peso. Suponga que T es un conjunto finito de caminos de Q

de longitud mı́nimo dos. Para cada t ∈ T , sea S(t) = Nt \ NW
t y φt : S(t) → k tal que

φt ≡ 0. Entonces para φ = {φt | t ∈ T },

VT
W ∼= VT (φ)

y aśı VT
W es una subvariedad especial de VT y por lo tanto VT

W es una variedad algebraica

af́ın.

Demostración. Para cada t ∈ T , sea S(t) = Nt \ NW
t = {n ∈ Nt |W (n) ̸= W (t)} y sea

φt : S(t) → k dado por φt ≡ 0. Defina ψ : VT
W → VT (φ) tal que ψ(c

W = (cWt,n)) = cW =

(cWt,n) donde ct,n = cWt,n para n ∈ NW
t y 0 en caso contrario. Note que ψ es inyectiva. Para ver

que es sobreyectiva, sea c = (ct,n) ∈ VT (φ). Para t ∈ T y n /∈ S(t) sea cWt,n = ct,n, notando

que por construcción, W (t) = W (n). Por lo tanto cW = (ct,n)
W ∈ VT

W y ψ((ct,n)) = c,

probando que ψ es sobreyectiva y por lo tanto una biyección. □

Note que dado que en el anterior teorema, φt ≡ 0 para todo φt ∈ φ, el álgebra monomial

kQ/ ⟨T ⟩ está contenida en VT
W .

Corolario 5.2.9. Sea Λ = kQ/I ∈ AlgWT , esto es, en particular, I es un ideal homogéneo

por peso. Entonces

kQ/ ⟨T ⟩ ∼= ΛMon como álgebras G-graduadas.

En particular, (kQ/ ⟨T ⟩)g ∼= Λg como k-espacios vectoriales, para todo g ∈ G y dimk Λg =

|{n ∈ N |W (n) = g}|

5.3. Ideales Admisibles

En esta sección consideramos el caso del álgebra de caminos kQ/I donde I es un ideal

admisible. Se define una subvariedad VT
ad(m) que contiene álgebras definidas con ideales

admisibles.

Sea T un conjunto de caminos tip-reducidos en J2. Donde J es el ideal generado por las

flechas de un carcaj Q. Sea N = B \ Tip(⟨T ⟩) y asuma que N ⊆ B≤m−1, donde B≤m−1

denota el conjunto de caminos de longitud menor o igual a m − 1. En particular, N es
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finito. Esta premisa es necesaria dado que si N ̸⊆ B≤m−1 para todo m, entonces para todo

m, Jm ̸⊂ ⟨T ⟩. Para t ∈ T , sea S(t) = {n ∈ Nt | ℓ(n) ≤ 1}, y φt : S(t) → k con φt ≡ 0. Sea

φ = {φt | t ∈ T }. Entonces VT (φ) es la variedad cuyos puntos corresponden a las álgebras

kQ/I, I ⊆ J2 con base de Gröbner reducida G cuyo Tip(G) = T . Sea kQ/I ∈ VT (φ) con

base de Gröbner reducida G. Entonces Jm ⊆ I si y solo si cada camino de longitud m está

en I. Esto es, Jm ⊆ I si y solo si cada camino de longitud m se reduce completamente a 0

módulo G.

Definición 5.3.1. Con la notación de arriba, sea m ≥ 2. Entonces Vad
T (m) es una subva-

riedad de la subvariedad especial VT (φ) de VT tal que los puntos de Vad
T (m) corresponden

a las álgebras de la forma kQ/I tal que Jm ⊆ I ⊆ J2.

Dado que estamos considerando ideales admisibles, podemos asumir que N es finito y que

m es tal que N ⊆ B≤m−a para algún entero positivo a.

Siguiendo una construcción análoga a la sección 5.2, consideramos el conjunto

H =

t− ∑
n∈Nt,ℓ(n)≥2

xt,nn | t ∈ T

 .

Note que dado que estamos en VT (φ), el coeficiente de un n ∈ Nt con longitud menor que

dos es cero. Como antes, reducimos completamente cada relación de superposición módulo

H y sean f1, . . . , fr los coeficientes polinomiales de los caminos en N . El conjunto cero

del ideal generado por estos fi es VT (φ). Luego, reducimos completamente cada camino

de longitud m módulo H. Sean f ∗
1 , . . . , f

∗
s los coeficientes polinomiales de caminos en N

resultado de estas reducciones. El conjunto cero del ideal generado por los fi y f
∗
j es la va-

riedad Vad
T (m). Aśı entonces si Λ = kQ/I con I admisible, y con base de Gröbner reducida

G y Tip(G) = T , entonces Λ corresponde a un punto en Vad
T (m)

Podemos resumir estos resultados en la siguiente proposición

Proposición 5.3.2. Sea m ≥ 2 y T un conjunto de caminos tip-reducidos de un carcaj Q

de longitud mı́nimo dos y Jm ⊆ ⟨T ⟩. Entonces Vad
T (m) es una subvariedad de VT y por lo

tanto una variedad algebraica af́ın. Los puntos de Vad
T (m) están en correspondencia uno a

uno con el conjunto de las álgebras de dimensión finita de la forma kQ/I donde

1. I es un ideal admisible con Jm ⊆ I ⊆ J2.
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2. La base de Gröbner reducida tiene un conjunto de tip’s igual a T .

A continuación tenemos un ejemplo de esta correspondencia.

Ejemplo 5.3.3. Sea Q el siguiente carcaj y sea T = {a3, a2b}. Entonces para B≤3 tenemos

v1◦ ◦ v2a

b

d

c

N = {v1, v2, a, b, c, d, a2, ab, ac, ad, a2c, a2d}. Sea > el orden por longitud lexicográfico iz-

quierdo con a > b > c > d. Entonces VT consiste de las álgebras con dimk = |N | = 12.

Ahora para considerar ideales admisibles, necesitamos I ⊆ J2. Con este fin los coeficientes

de las flechas y vértices son fijados en cero en los elementos de la base de Gröbner reducida.

Aśı de hecho estamos considerando la subvariedad especial VT (φ) con φ = {φt | t ∈ T }
donde φt : S(t) → k tal que φt ≡ 0 y S(t) = {n ∈ Nt |n ∥ t, ℓ(n) ≤ 1}. Sea g1 = a3 − Sa2

y g2 = a2b−Ta2c−Ua2d−V ab−Wac−Xad, donde S, T, U, V,W,X son indeterminadas.

Entonces VT (φ) es una variedad en k6.

Existen 4 relaciones de superposición, a saber

1. a3, a2

2. a3, a

3. a3, a2b

4. a3, a (de la anterior relación.)

Reduciendo completamente estas relaciones de superposición, obtenemos los siguientes co-

eficientes polinomiales
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

V T +W

V U +X

−SV + V 2

−SW +WV

−SX +XV

S(V T +W )

S(V 2 − SV )

SW (V − S)

SX(V − S)

Aśı, VT (φ) es el conjunto cero de estos polinomios.

Ahora encontramos Vad
T (m) para m = 4. Existen 4 caminos de longitud 4: a4, a3b, a3c, a3d.

Dado que queremos J4 ⊆ I, cada uno de estos 4 caminos debe reducirse a cero módulo

{g1, g2} y por lo tanto obtenemos coeficientes polinomiales adicionales. Por ejemplo a4 se

reduce completamente a S2a2 por lo tanto S = 0 y de esto sigue que todos los caminos de

longitud 4 se reducen a cero dado que g1 = a3. Aśı finalmente si S = 0 entonces V = 0

de la ecuación −SV + V 2 = 0. Similarmente encontramos W = X = 0 y que Vad
T (4) es un

2-espacio af́ın con T, U libres.



6 Conclusiones y Trabajos Futuros

Como resultado del trabajo hacemos una śıntesis de las conclusiones obtenidas y en la

segunda sección describimos nuestras recomendaciones y sugerencias de trabajos a futuros.

6.1. Conclusiones

La correspondencia establecida entre el conjunto de cocientes del álgebra de caminos de

un carcaj Q partidos por un ideal I, tal que el ideal monomial asociado sea generado por

un conjunto común de monomios y una cierta variedad algebraica af́ın V resulta fruct́ıfera

para estudiar este tipo de álgebras. Entre los resultados estudiados tenemos que en V se

cumple:

1. Todo punto en V corresponde a un álgebra.

2. Existe un punto distinguido AMon en la variedad V , correspondiente a un álgebra

monomial.

3. Las caracteŕısticas de AMon determinan algunas caracteŕısticas de las algebras aso-

ciadas a los puntos en V .

Adicionalmente, todo cociente de álgebras de caminos partido por un ideal finitamente

generado se encuentra en al menos una de estas variedades.

Para establecer estos resultados fué fundamental el desarrollo de una teoŕıa de bases de

Gröbner no conmutativas. Gracias a esta teoŕıa se puede determinar la variedad corres-

pondiente y demostrar que efectivamente es una variedad af́ın.

La utilización de métodos geométricos en la teoŕıa de representación de álgebras ha sido

fruct́ıfera. Como ejemplo podemos nombrar la generalización del teorema de Gabriel por V.
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Kac. También es notable la utilización de la teoŕıa de invariantes geométrica en el estudio

de la finitud de los tipos de representación de álgebras.

6.2. Trabajos Futuros

Existen problemas abiertos en el contexto de las álgebras monomiales, que seŕıan buenos

candidatos a trabajos futuros en la dirección tomada en este trabajo. Por ejemplo, dada

un álgebra kQ/I determinar si es isomorfa a un álgebra monomial. En caso afirmativo

sabŕıamos que esta comparte ciertas propiedades homológicas con las álgebras asociadas a

una variedad.

Otro posible trabajo futuro es en relación a la conjetura del determinante de Cartan. Esta

declara que el determinante de una matriz de Cartan de un álgebra de dimensión finita de

dimensión global finita es 1. Se ha demostrado que esta conjetura se cumple para las álge-

bras monomiales [23]. Por lo tanto seŕıa fruct́ıfero explorar las propiedades que comparten

las álgebras de una variedad según su álgebra monomial asociada en relación a la matrix

de Cartan.

Existen programas de investigación, como el liderado por el profesor Eduardo Marcos del

Instituto de Matemáticas y Estad́ıstica de la Universidad de São Paulo, donde se trata

de unificar el enfoque tradicional de variedades de representaciones con el tratamiento

propuesto por E.L. Green de variedades a partir de bases de Gröbner no conmutativas.

Esta dirección plantea retos técnicos que ameritan varios trabajos futuros.
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