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Resumen

En este trabajo de maestria se estudia la dindmica de la aplicacion de Hénon
propuesta en (Hénon, 1976) asi como su generalizacién a funciones sobre C?
planteada en (Hubbard, 1986),(Oberste-Vorth, 2000) y (Oberste-Vorth, 1997). Se
introducen conceptos tales como limites inversos, herraduras complejas, etc. que
estan involucrados en la relacion de estas aplicaciones con la dindmica polinomial
estudiada por el autor en (Parra, 2019). Por Ultimo, se interpreta la definicion y
caracterizacion de Conjuntos de Julia en la dindmica de Hénon dada en (Hubbard,
1994a) y (Hubbard, 1994b).

Palabras clave: Limite inverso, Aplicacion de Hénon, Conjuntos de Julia, Polinomios
cuadréticos.

Abstract

In this thesis the dynamics of the Hénon mapping, proposed in (Hénon, 1976) is
studied as well as its generalization over C? raised in (Hubbard, 1986), (Oberste-
Vorth, 2000) and (Oberste-Vorth, 1997). Concepts as inverse limits, complex hor-
seshoes, etc. are introduced which are involved in the relation between these
mappings and the polynomial dynamics studied by the author in (Parra, 2019).
Finally, the definition and characterization of the Julia sets in the Hénon dynamic,
given in (Hubbard, 1994a) and (Hubbard, 1994b), is interpreted.

Keywords: Inverse limit, Hénon mapping, Julia sets, Quadratic polynomyals.



Introduccion

La teor{a de sistemas dindmicos ha sido de gran importancia en los Ultimos afos
gracias a su inherente relacién con las matemadticas aplicadas en otros campos
como la fisica, la quimica y la economia. La investigacidn en ésta area se ha de-
sarrollado en gran medida a través del uso de técnicas del andlisis, la geometria
diferencial y métodos numéricos. Sin embargo, algunas herramientas topolégicas
surgen como alternativa a varios problemas acerca de la relacidn entre sistemas
cuya dindmica es aparentemente equivalente.

Una de éstas herramientas es la relacidn topoldgicamente conjugados, la cual es
una relacidn entre pares de sistemas dindmicos que permite analizar y estudiar
el comportamiento de uno en el otro. Esta relacién es un concepto fuerte en el
sentido de que determina completamente la dindmica de un sistema respecto a
otro cuando ellos son topolégicamente conjugados.

Un ejemplo de esto se ve en la dindmica polinomial cuadratica, donde la familia de
polinomios P.(z) = z*+c¢, con z, ¢ € C es topoldgicamente conjugada a cualquier
polinomio cuadrético de la forma az?+ Bz+y sobre C, el cual se presentard en el
Capitulo 1. Este resultado es una extension para el caso de polinomios cuadréticos
sobre R, y un sistema dindmico discreto estudiado por Benoit Mandelbrot cuyo
conjunto de pardmetros representativo lleva su nombre.

En (Milnor, 1990), Milnor presentod su estudio sobre este sistema polinomial cua-
drédtico complejo mostrando las propiedades importantes de esta dindmica. Otros
trabajos sobre polinomios cuadraticos han surgido, sin embargo el foco de nuestra
atencidn estd en la conjugacion de la dindmica de polinomios cuadraticos de varia-
ble compleja con funciones definidas en C?, y las caracteristicas que se mantienen.

Por otro lado, la Aplicacion de Hénon fue introducida por M. Hénon en (Hénon,
1976), motivado por brindar un ejemplo alterno y mas sencillo que el dado por
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Lorenz en (Lorenz, 1963) de un sistema dindmico que tiene un atractor extrafo.
Esta aplicacion en el plano viene dada por H, (X, y) = (y + 1 — ax?, bx), donde
a, b son pardmetros reales, y genera el sistema dindmico discreto

Xt = Y+ 1—ax}
Yiy1 = bx;

que exhibe aproximadamente el mismo comportamiento como en una seccién de
Poincaré de la ecuacidn diferencial de Lorenz.

En (Hubbard, 1986), Hubbard se interesé en la extensidn de este sistema a C?
problema que estudié y para el cual logré definir ciertas propiedades similares a
las que presenta el sistema sobre R?. Ademds, encontré una relacién natural de
su definicion de aplicaciones de Hénon complejas y los polinomios cuadraticos.

Esto resultd interesante, ya que como fue mencionado antes, en sistemas dindmi-
cos discretos la relacidn topoldgicamente conjugados permite una caracterizacidn
de los sistemas en cuestion, y el sistema polinomial habta sido estudiado en mayor
medida que el de Hénon.

Esta relacion no evidente fue estudiada por R. Oberste-Vorth y J. Hubbard en
(Oberste-Vorth, 2002), (Hubbard, 1994a) y (Hubbard, 1994b) utilizando la defini-
cion categorica de limite proyectivo sobre espacios topoldgicos y homeomorfismos
(limites inversos), y en donde se ven implicados objetos representantes de la teoria
de sistemas dindmicos discretos (Herraduras, dindmica simbélica, etc..) y los con-
juntos de Mandelbrot y Julia, estos ultimos son ejemplos cldsicos de la geometria
fractal.

Ademas, la mayoria del trabajo en aplicaciones de Hénon reales se centrd en el
estudio de atractores, sin embargo, en el caso complejo los atractores no poseen
gran interés ya que los Unicos atractores son puntos. De modo que, se abord¢ la
dindmica de estas aplicaciones a través de sus conjuntos invariantes como en el
caso polinomial. Por esto nacen las generalizaciones de Conjuntos de Julia poli-
nomiales para aplicaciones en la familia de Hénon.

Asi, en los Capitulos 1 y 2 se presentaran los elementos necesarios de teoria de
sistemas dindmicos y polinomios cuadrdticos complejos que juegan el papel de
preliminares dentro del trabajo y que han sido estudiados en (Parra, 2019). En el
Capitulo 3, se revisaran algunas propiedades dindmicas de la aplicacion de Hénon
real y su relacion con la dindmica polinomial via limites inversos. En el Capitulo 4,
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se generaliza la aplicacidon de Hénon para poder definir las herraduras complejas,
las cuales generalizan la herradura de Smale y son necesarias en la extensién de

la relacion por limites inversos entre los polinomios cuadraticos y la aplicacién de
Hénon en variable compleja.



Capltulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos basicos de la teora de sistemas dind-
micos, ast como los tdpicos necesarios de otras dreas para la comprension de
los elementos que se usan en el estudio de las aplicaciones de Hénon. Como
referencias de estos se puede ver (Robinson, 1998), (Devaney, 2008), (Mora, 1994)
y (Munkres, 2014), también otras referencias que se mencionaran a lo largo del
capitulo.

Ademds, se describe la dindmica polinomial cuadratica ya estudiada en (Parra,
2019) y que es el inicio tedrico de este trabajo.

1.1. Dinamica discreta

Definicion (Sistema dindmico (Mora, 1994)). Sean X un espacio topoldgico o va-
riedad diferenciable y h : X — X una aplicacién. La tripla (X,7Z, h) es a lo que
[lamaremos un sistema dindmico discreto.

El estudio de la evolucién del sistema se hace mediante la iteracién de la aplica-
cién h sobre puntos x € X, estas iteraciones conforman las érbitas, que dan una
vision global del comportamiento del sistema sobre cada punto x € X.

Definicion (Orbita (Devaney, 2018) ). La drbita a futuro de x € X bajo la aplicacion
h es la sucesién O*(x) definida por

O™ (x) = {x, h(x), h*(x), ...}

La érbita al pasado de x € X bajo la aplicacion invertible h es la sucesion O~ (x)

definida por
O~ (x)={....h?(x), h"'(x), x}
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La érbita de x € X bajo la aplicacién invertible h es la sucesién O(x) definida
por
O(x) = {..., h2(x), "' (x), x, h(x), h*(x), ...}

El caso polinomial cuadrédtico no permite inversa en su aplicacion, por lo que lla-
maremos simplemente érbita a O (x).

Definicion (Relacién de conjugacién (Devaney, 1994)). Dos sistemas asociados a
las aplicaciones h - X — X y f : Y — Y son topolégicamente conjugados si
existe un homeomorfismo g : X — Y tal que go h = f o g. Esto es, el siguiente
diagrama conmuta,

XX

gJ g
Y

— Y

Definicion (Conjunto invariante). Un subconjunto S C X se dice que es positiva-
mente invariante siempre que h(x) € S para todo x € S, es decir, h(S) C S.
Un subconjunto S C X se dice que es negativamente invariante siempre que
h=Y(S) c S. Finalmente, un subconjunto S C X es invariante siempre que

h(S) = S.

De igual forma que con la defincidn de drbita, st no se trabaja sobre sistemas
invertibles, llamaremos simplemente conjunto invariante a un subconjunto S C X
que cumple h(S) C S.

Definicion. Un conjunto invariante N\ por h : X +— X es un Atractor si existe un
abierto U que contiene a A tal que h(U) C U y

AN=(")h"(U).
>0
Definicion. Sean A un conjunto invariante y x € A, entonces el conjunto
Wo(x) == {y € X < [[1"(x) — I"(y)]| = 0,n — oo}
es llamado el conjunto estable de x. Dado € > 0, entonces el conjunto
W2(x) = {y € X ||h"(x) — h"(y)|| < e, ¥n > 0}

es llamado el conjunto estable local de x. De manera andloga se definen los
conjuntos inestable (W"(x)) e intestable local (W' (x)) intercambiando h por h™"
cuando h sea invertible.
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Definicion (Clasificacion de puntos y orbitas para P.). Ciertas érbitas son impor-
tantes en la dindmica de P. = z* + ¢ con z, ¢ € C, estas son:

1. Orbitas fijas que son conjuntos unitarios, en cada caso el punto que cons-
tituye la orbita recibe el nombre de punto fijo (P.(zy) = zp).

2. Orbitas periédicas que son las drbitas de puntos periddicos (P (zy) = z).
El entero positivo n mds pequerio para el que P!(z)) = zy se llama el
periodo de la érbita.

3. Orbitas preperiddicas o eventualmente periddicas que no son periddicas
pero PL(z0) = Pl(z) para algin j > 0.

4. Nétese que el tnico punto critico de P, en C es 0 ya que P.(0) = 0, as( la
orbita critica es la drbita de 0 bajo P,.

Definicion (Tipos de Puntos Fijos). Supdngase que zy es un punto fijo de P..
Entonces zy es:

1. Atractor si 0 < |P(z)| < 1.
2. Superatractor si P.(zy) = 0.
3 Repelente si |P.(z)| > 1.

4. Neutral si |P.(z)| = 1.

El conjunto de todos los puntos cuyas drbitas convergen a zy se llama la cuenca
de atraccion de z,.

Teorema 1.1.1. Si p es un punto fijo del sistema definido por la aplicacién
h: X — X con X variedad diferenciable y Dh(p) existe con autovalores A
tales que |A;| < 1 para todo i, entonces p es atractor.

Para la demostracion véase (Kuznetsov, 2013).
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1.1.1.  Hiperbolicidad

Para una transformacién lineal L : R? — R? el 0 siempre es un punto fijo y
luego de algun cambio de coordenadas su matriz tiene alguna de las siguientes

formas
A0 p 1 a B
bo (6o (%)

donde A y o son los autovalores de la primera matriz, p es el autovalor de
multiplicidad algebraica dos de la sequnda matriz y a =+ Bi los autovalores de la
tercera matriz.

Definicién (Transformacion lineal hiperbélica). L : R? — R? es Hiperbdlica si sus
autovalores tienen mddulo distinto de 1.

Clasificacion de puntos hiperboélicos
Sea [ : R? — R? una transformacién lineal hiperbélica.

= Si los dos autovalores tienen médulo menor que 1, entonces 0 es un punto
atractor.

= Si los dos autovalores tienen mddulo mayor que 1, entonces 0 es un punto
repulsor.

= Sialguno de los dos autovalores tiene médulo menor que 1 y el otro mayor
que 1, entonces 0 es un punto silla. En este caso existen dos autoespacios
asociados a los autovalores que notados por E" y E° para los cuales

e Si x € E°, entonces ["(x) — 0 cuando n — oo

e Si x € EY, entonces L"(x) — 0 cuando n — —o0

Teoria no lineal de hiperbolicidad

Sea U C R? abierto no vacio y h: U — U una funcién de clase C", r > 0.

Definicion. Si x € U es punto fijo de h, x se llama hiperbélico si Dh(x) es
hiperbélica. Andlogamente, si x es un punto periddico de periodo n, entonces x es
hiperbélico si es un punto fijo hiperbdlico de h".

Clasificacion de puntos hiperbdlicos

En este caso, un punto periodico hiperbélico de h de periodo n es atractor, repulsor
o silla si 0 es respectivamente un punto atractor, repulsor o silla de Dh"(x).
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1.1.2. Caos

Definicion. Sea X un espacio métrico y h : X — X continua. Se dice que h posee
dependencia sensitiva bajo condiciones iniciales si existe una constante > 0
tal que para cualquier p € X y cualquier vecindad U de p, existe n >0y y € U
tal que

d(h™(p). h'(y)) > B

La motivacion de esta definicion, es que no importa que tan pequefa sea una
vecindad que se elija de un punto p en el espacio, se puede encontrar un punto en
ella cuyo n-ésimo iterado por h se aleja del de p por al menos B unidades. Como
consecuencia, st un sistema dindmico exhibe dependencia sensitiva, los computos
numéricos de drbitas con errores en la ubicacién del punto inicial zy o en el mismo
calculo de la drbita pueden ser desbordados bajo su iteracidn.

Definicion (Transitividad). Sea X un espacio métrico. Una funcion continua h :
X — X es transitiva si, para cualquier U y V' abiertos en X existe n > 0 tal que

WUy NV 8.

Definicion (Transitividad 2). Sea X un espacio métrico. Una funcion continua h :
X — X es transitiva si existe xp € X tal que O(xy) es densa en X.

Las dos condiciones anteriores son utilizadas por distintos autores para definir la
transitividad topdlogica de un sistema, en caso de tener un espacio X sin puntos
aislados entonces la sequnda definicion implica la primera. Para la demostracién
véase (Silverman, 1992).

Definicion (Caos 1). Sea h : X — X una funcién continua. Se dice que h es
cadtica en X si satisface:

1. Los puntos periddicos para h son densos en X,
2. h es transitiva en X,

3. h exhibe dependencia sensitiva bajo condiciones iniciales,

Teorema 1.1.2. Sea X un espacio métrico. Si h : X — X es transitiva y
el conjunto de puntos periédicos es denso, entonces h tiene dependencia
sensitiva bajo las condiciones iniciales.
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Para la demostracidn véase (Banks et al., 1992).

Este resultado brinda la siguiente definicidn alternativa para el caos segiin Robert
Devaney.

Definicion (Caos 2). Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que F : X — X es
cadtica si satisface las siguientes condiciones:

1. El conjunto puntos periddicos de h son densos en X.
2. h es transitiva en X.

El hecho que los puntos periddicos para h sean densos en X, no implica la tran-
sitividad de la funcion; en efecto:

Sea T la aplicacién identidad, 7 : X — X donde T(x) = x. Claramente todos los
puntos son periddicos de periodo 1, es decir, todos los puntos son fijos, luego T
tiene un conjunto de puntos periddicos denso en X. Sin embargo, no hay ningtn
punto que tenga orbita densa (lo cual también caracteriza la transitividad de 7).
En efecto, dado x € X, la drbita de x bajo T es {x} y existe U abierto de X tal
que {x}NU = 0. Luego la érbita de x no es densa en X, es decir, T no es transitiva.

Observacion: El reciproco tampoco es cierto, para este se muestra un contraejemplo
en (Abelldn Zapata, 2015)

1.2.  Otros

Esta seccion serd una compilacion de conceptos y resultados de distintas dreas
de las matemadticas que intervendran en el desarrollo del trabajo.

Definicion. Sean X y Y espacios topolégicos, la topologia producto sobre X x Y
es la topologia cuya base es la coleccion B de todos los conjuntos U x V, donde
UcC X yV CY son abiertos.

Definicion. Sean X un espacio topoldgico con topologia t y Y C X, la coleccion

nw={YnuU | Uer}
es una topologia sobre Y, llamada la topologia de subespacio.
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Teorema 1.2.1 (Tychonoff). Un producto arbitrario de espacios compactos es
compacto en la topologia producto.

Definicion. Sean X y Y espacios topoldgicos, una funcion f : X — Y es propia si
las imagenes inversas de subconjuntos compactos son compactas.

El grado de una funcion propia es
deg = Z sgn,f
pef~(q)

donde q € Y es reqular y, sgn,f =1 si f preserva orientacién en una vecindad
de p o sgn,f = —1 si  reversa orientacion en una vecindad de p.

Definicion. Sea E un espacio vectorial, un cono convexo es un subconjunto convexo
de C C E tal que tx € C para todo t >0 y x € C.

Definicion. Un campo de conos &€ sobre una variedad diferenciable M es un
subconjunto del fibrado tangente TM tal que

Cx)=TMNE
es un cono convexo en el espacio tangente a M en x, T,M para cada x.

Todas las aplicaciones mencionadas en la siguiente definicién son funciones con-
tinuas entre espacios topoldgicos.

Definicion. Dados 7 : E — B, un espacio X, | =[0,1] y i : X — X x | definida
por i(x) = (x,0), se dice que  tiene la propiedad de elevacion de homotopia
respecto a X, si:

= Para cualquier homotopia f : X x | — B, y
» Para cualquier aplicacion fy : X — E tal que fy = f o i cumple fy = 7o f,
existe una homotopia f: X x | — E tal que f = mof yfy="Foi

La definicion anterior se describe en el siguiente diagrama, las hipotesis hacen
que el cuadrado sea conmutativo, la homotopta f completa la conmutatividad del

diagrama.
I T
X

_—

fo
.

X
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Definicion. Una fibracion es una funcion continua m : E — B que satisface la
propiedad de elevacion de homotopla respecto a cualquier espacio X.

Las fibras son los subespacios de E que son imdgenes inversas de puntos b € B.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Uniformizacion). Sea U un subconjunto abierto
y simplemente conexo de C donde U # C, entonces U es analiticamente
isomorfo a . Mds precisamente, dado zy € U, existe una funcién analitica
¢ U — D inyectiva con ¢(z) = 0, tal que ¢ es tnico si ¢'(z) = 0.

La funcidn ¢ se llama funcion uniformizante y se dice que ¢ brinda una uniformi-
zacion de U. Mas adelante se vera que también se pueden definir uniformizaciones
sobre el complemente de U bajo ciertas condiciones.

Este ultimo teorema no es un resultado sencillo, para la demostracién véase (Poin-
caré, 1907).



Capltulo 2
Polinomios cuadraticos complejos

Como referencias en este caplitulo se tendran (Keen, 1994), (Devaney, 1994), (De-
vaney et al, 2010), (Parra, 2019) y (Geyer, 2016), que se mencionaran a lo largo
del capttulo.

En este caso, el espacio de estados es C y la aplicacion de tiempo 1 estd dada por

P.z) = 7+,

donde ¢ € C es fijo. La razdn de restringir el estudio a polinomios de esta forma
se fundamenta en el siguiente teorema.

Teorema 2.0.1. Sea F(z) = az*+Bz+y cona, B,y € C y a + 0. Entonces
F es topolégicamente conjugada a P. para algin ¢ € C.

Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

c—t-cC

=>
>

C——C

Demostracion. Sea h(z) = az + > Vemos que h es continua, biyectiva y su
inversa

z P y . . .
/7*1(2) = — — o también es continua, es decir, h es un homeomorfismo. Ahora,
a a

™

(hoF)(z) = 0{(0{22 +Bz+y)+

o

=’ +aBfz+ay +
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2 2
zazzz—kaﬁz—l—ay—l—g—i—%—%
2 2
= azzz+aﬁz+?+(ay+§—%)
Tomando ¢ = ay + g — ’%Z obtenemos:
BZ
(hoF)z) = ’Z* + aBz + Tt
= (az + g)z +c

— P.(az + §> — P.(h(2))

2.1. Conjunto de Julia

Definicion (Conjunto de Julia de P.). Se denota por J(P.) o J., y es la clausura
del conjunto de puntos periddicos repelentes de P..

Definicion (Conjunto de Fatou de P.). Se denota por F(P.) o F., y es el comple-
mento sobre el espacio de estados de J..

Una caracterizacién de los puntos en el conjunto de Fatou puede verse en (Keen,
1994), en el caso polinomial cuadrdtico podemos considerar que en . estan los
puntos periddicos atractores juntos a su cuenca de atraccidn, claramente no estdn
Orbitas que escapan ni puntos periodicos repelentes.

2.2.  Conjunto de Julia lleno

Definicion (Conjunto de Julia lleno). El conjunto de Julia lleno de P., denotado
por K, es el conjunto de puntos cuyas drbitas son acotadas bajo iteracién de P..

El conjunto de Julia y el conjunto de Julia lleno estan contenidos en el espacio de
estados C.
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En (Parra, 2019) se ve que al extender P, sobre la esfera de Riemann (CU {co}),
oo siempre es “un punto fijo atractor para P.’, por lo tanto existe R > 0 tal que,
st |z] > R, entonces |(P")(z)] — oo st n — oo. Asi, como z & J(P,), J. es acotado,
ademas, la drbita de cualquier punto en /. también es acotada. Entonces /. C K.

Sin embargo, hay arbitrarios puntos cercanos a cualquier punto de J. cuyas drbitas
escapan a oo. Asi, si tenemos un punto cuya orbita es acotada, pero arbitraria-
mente cercana, se tendran drbitas de escape, entonces este punto debe estar en
Jc. Luego, para polinomios cuadréticos dK. = J, es decir, J. es la frontera entre
drbitas acotadas y orbitas que escapan. Para la demostracién véase (Devaney,
1994), usando el concepto de familias normales de funciones.

La conclusion dK. = J. es usada entonces por algunos autores como definicién
del Conjunto de Julia.

2.3. Ejemplos

231, Py(z) = 2

Este polinomio es el mas simple de las funciones cuadraticas. Nétese que 0 y oo
son puntos fijos superatractores para esta funcién. Y también

a. |P{(z0)| — 0 st |z] < 1.
b. |P§(z0)] — oo st |z] > 1.
C. ‘P(S](Zo)‘ =1 si ‘Z()’ =1.

Asi, la circunferencia unitaria {z : |z| = 1} es la frontera entre drbitas acotadas
y orbitas que escapan. Por lo tanto, este es J(Fp).

Las dindmicas en J(Py) son cadticas pero faciles de ver. Si se considera la cir-
cunferencia unitaria como R/Z, de modo que los puntos en la circunferencia son
definidos mod 1, entonces la dérbita de cualquier punto en J(P) se obtiene ite-
rando la funcién D(6) = 260 mod 1 que se expone en el Apéndice A.
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232. Py(z)=27—2
Para este polinomio la érbita de 0 es eventualmente fija,
{P_5(0), P%,(0), P*,(0), P*,(0), ..} = {—2,2,2,2,..}

Y a pesar de que este polinomio sea aparentemente diferente de P, hay una
relacion llamativa.

, T
Considere H(z) = z + — definida sobre D = {z : |z| > 1}, se puede comprobar

facilmente que H envia Zel exterior del disco abierto unitario en todo el plano, con
la circunferencia unitaria evaluada de forma 2 a 1 (excepto +1) en el intervalo
[—2,2]. En efecto, H envia rayos rectos desde S' en trozos de hipérbolas, como
se muestra con la siguiente figura.

H
"

N7
RS

Figura 2.1: Mapeo de la funcién H.

Ademas, P_; |c\-221 Yy Po son topoldgicamente conjugados en D={z:|z| >1}.

En efecto, st z € D, se ve que H(z?) = 22 + — = (H(2))’ — 2 con lo que
Ho Py = P,oH Asi si zp & [—2,2] entonces P",(z) — oo. Por otro
lado, cualquier punto en [—2,2] tiene drbita acotada bajo P_, por lo tanto
K(P_)) =[~2.2]= J(P_,)

Aunque la funcién H no es inyectiva en la circunferencia unitaria, despliega la di-
ndmica de Py sobre la circunferencia unitaria en la dindmica de P_, sobre [—2, 2].
Y debido a la conjugacién H, la dindmica de P_, en las hipérbolas en el exterior
de [—2, 2] es precisamente la misma que la dindmica de P, en los rayos rectos en
el exterior de la circunferencia unitaria.

En los dos ejemplos anteriores, se encontrd /(P.) de forma explicita, siendo estos
los Uinicos polinomios z> + ¢ para los cuales esto es posible. Para otros valores
de ¢, se debe recurrir a técnicas numéricas para generar la imdgen del conjunto
de Julia o del conjunto de Julia lleno.
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233. Ps(2)=72+5

Considere primero la regién Ry = {z : |z| < 5}. El valor critico P5(0) =5 estd en
la frontera de Ry. La imagen de Ry es un disco de radio 25 centrado en 5. Por lo
tanto Ry estd contenido en el interior de P5(Ry). Ademds, la érbita de cada punto
en P5(Ry) — Ry tiende a oo y cualquier drbita que tiende a oo intersecta este con-
junto una vez. As{, para encontrar K(Ps), se buscan aquellos puntos cuyas orbitas
tienen valores en Ps(Ry)— Ry. EL complemento de este conjunto de escape es K(FPs).

Sea Ry = {z: Ps(2) € Ry}, luego 0 € Ry y 0 es la tnica preimagen de 5 contenida
en Ry. Todos los otros puntos en Ry tienen exactamente dos preimdgenes en R;.
Como consecuencia, la regién Ry es una figura en forma de 8 con su interior, como
se muestra en la Figura 2.2, los l6bulos del 8 se llaman /y e /.

C
a c

(a) R (b) R

Figura 2.2: Regiones Ry y R, en forma de 8 para P5(2).

Cada lébulo es evaluado de forma inyectiva en Ry y la regién complementaria
Ry — Ry es evaluada en Ps(Ry) — Ry, entonces cada punto fuera de R, tiene una
drbita que diverge.

Ahora, como cada lébulo de Ry es enviado inyectivamente en Ry, hay dos subcon-
juntos de Ry (uno en cada ldbulo) que son homeomorfos a Ry. Sea R, la unién de
esos conjuntos, luego R, consiste de un par de ochos, lp € Iy en lo; ho e hy en .
Entonces R, estd en el interior de Ry y P2 : Ry — Ry.

Continuando inductivamente, R, = P§1(R,7), donde R,,q estd en el interior de
R, y R,+1 consta exactamente de 2" componentes, cada una homeomorfa a un
ocho con su interior.

Por lo tanto, K(Ps) es la interseccidn de los R, y ast K(Ps) consta de infinitas
componentes.
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Teorema 2.3.1. Toda sucesién de lébulos de R, se anidan en un solo punto a
medida que n — oo.

Demostracion. Tomemos la sucesién de lébulos de R, determinada por fy, o, /oo, -,
las otras sucesiones tienen el mismo andlisis. Denotemos a /y como /1, a lyy como
I3, a looo como I3, entonces se tiene que /) C int (I;'"") para todo niimero natural
N. Pero ademés, intA C A para todo conjunto, luego

e

Por lo tanto, la sucesidn tiende a ION la cual llega a ser un solo punto si N — oo.
O

2.4.  Orbita critica

La drbita de un punto critico es fundamental en el estudio de dindmicas complejas,
y se tienen varios ejemplos de ello. Mds adelante se demostrara que el conjunto
de Julia de P5(z) es un conjunto de Cantor (Teorema 2.4.1), pero en el enunciado
del teorema no hay nada especial acerca del valor ¢ =5 en el argumento, lo es-
pecial de este polinomio es que la drbita de O diverge. Con lo que para cualquier
polinomio cuadratico se dan hechos similares.

Ademas, la convergencia de la drbita critica caracteriza en un sentido topoldgico
la estructura del conjunto de érbitas acotadas, que es como se definié a K(P,).

Definicion (Conjunto de Cantor). Un conjunto € se dice que es de Cantor si es
cerrado, totalmente disconexo y perfecto.

Teorema 2.4.1 (La dicotomia fundamental). Si la érbita de cero no escapa bajo
iteracion de P,, es decir 0 € K., entonces K. es conexo. Si 0 & K., entonces
K. es un conjunto de Cantor.

La demostracién del teorema se presenta en la siguiente seccion.
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La importancia de este, es que nos da una caracterizacién del conjunto de Julia
lleno, que puede ser o conexo o totalmente disconexo dependiendo de la conver-
gencia de la drbita critica.

Con el fin de ver el rol de la drbita critica, se considera una orbita critica even-
tualmente periddica, es decir, la érbita de 0 estda en un ciclo después de algtin
nimero de iteraciones, pero 0 no es periddico. En este caso, no pueden existir
ciclos de atraccién o neutrales para P, ast el conjunto de Fatou F. es vacio y se
tiene que K(P.) = J(P.). Recuerde que este fue el caso en el ejemplo de P_,, la
orbita de 0 es eventualmente fija y K(P.) = J(P.) =[—2,2] en el eje real.

2.5. Dicotomia fundamental

Una herramienta Uutil en el estudio de los polinomios cuadrdticos complejos es la
visualizacion de la dindmica sobre la esfera de Riemann,

C = CU {00},

esto ya fue estudiado por el autor en (Parra, 2019), donde también se muestra
que oo es un punto fijo superatractor bajo P..

Teorema 2.5.1. Sean f una funcién analitica compleja y zy € C un punto fijo
super-atractor, entonces f es localmente conjugada en una vecindad U de z,
azw— Z" para algin n > 2.

Para la demostracién véase (Geyer, 2010). En este caso, el punto fijo superatractor
es oo Uy f = P, tiene grado 2, luego la funcién es conjugada a Py(z) = z* cerca

a oo, especificamente

Vi={zeC:|z| > r}

para r > 1. Y se tiene:

Teorema 2.5.2. (Teorema de Béttcher) Sea ¢ & C, entonces existe una ve-
cindad U, de oo en C, r > 1, y un isomorfismo lineal ¢. : U. — V, tal
que

Oc(Pe(2)) = (¢c(2)); Yz € U
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Para la demostracién véase (Devaney, 1994) y el isomorfismo existente es la
Coordenada de Bottcher definida por

$(2) = lim (P2(2)"

n—o0

C——U.cC

C
Jo ]
V,

V,

|

Po

Ademas, se puede extender ¢, a todo el exterior de K, y de esta forma:

Teorema 2.5.3. Si la érbita de 0 es acotada bajo P, (c € K.), entonces

¢. . C—K(P)—C—{z:|z| <1}

es una uniformizacion.

Para la demostracion véase el procedimiento para extender ¢, en (Devaney, 1994).
Todo esto permite demostrar el Teorema2.4.1:

Demostracion. Si 0 € K, se tiene que para cada n, P."(U) es un disco cerrado
en la esfera de Riemann. Por lo tanto, su complemento es un subconjunto abierto,
simplemente conexo de C. La clausura de estos subconjuntos se anidan cuando n
aumenta y por eso su interseccion es un conjunto cerrado y conexo. Claramente,
esta interseccion es K..

La demostracion de que K. es totalmente disconexo si 0 & K(P.) se puede ver en
(Devaney et al,, 2010). [

La dicotomia fundamental es un resultado maravilloso, nos dice que para polino-
mios cuadraticos existen solo dos tipos de conjuntos de Julia lleno: los que son
conexos Y los que son totalmente disconexos. Por lo que no hay conjuntos de
Julia de 2,10 o 120 partes disjuntas. Es mds, todo esto caracterizado por la 6rbita
critica.
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100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000

Figura 2.3: Conjunto K. parac =1y c=—0,8+0,2i

2.6.  Conjunto de Mandelbrot

Definicién (Conjunto de Mandelbrot M). Dado un natural d > 2 y P.(z) = 2% + ¢,
el Conjunto de Mandelbrot generalizado estd definido como

Mg = {c € C: {P.(0)}°2, estd acotada}
en el espacio de pardmetros C.

Se tiene cuenta que el trabajo estd centrado sobre d = 2, es decir, M, = M. Pero
las definiciones siguientes pueden extenderse.

St P. tiene una orbita periddica atractora de periodo n, entonces existe una
vecindad U de ¢ en C para la cual, si ¢ € U, entonces P. también tiene una
orbita periddica atractora de periodo n que es cercana a la de P.. Asi los puntos
¢ de este tipo estan en /nt(M)

Definicion (Componentes hiperbélicas). Algunas componentes de int(M) consisten
de los valores de c para los que P, tiene una érbita periddica atractora de algiin
periodo. Estas se llaman Componentes hiperbélicas.

Se nota por C, a la componente hiperbdlica donde P, tiene una érbita periddica
atractora de pertodo n.

2.6.1.  Componente hiperbolica (;

La componente hiperbélica ¢; donde P, tiene un punto fijo atractor es la gran
region en forma de cardioide en M. Esta regidn estd determinada por la solucién
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simultdnea de las ecuaciones

[P = [22] <1

_ ol Q20
Si [2z] =1, se tiene que z = €2 yc=2z—7* = > = g por lo tanto la
region esta acotada por la curva
plf  Q2i0
c=(0)=————

donde 0 < 8 < 2. Con lo que, para valores de ¢ en esta curva, P, tiene un punto
fijo neutral z, y si ¢ = {(0), la derivada de P. en el punto fijo es e’.

Por lo tanto, la derivada gira alrededor de la circunferencia unitaria mientras c
atraviesa la frontera del cardioide.

Figura 2.4: Componente hiperbélica (;

2.6.2.  Componente hiperbolica C;

La componente hiperbdlica ¢, donde P, tiene una ¢rbita periddica atractora de
periodo 2 es la regidn determinada por la solucion simultdnea de las ecuaciones

P(z) = z

(PY)2)] <1

Solucion:

P(z) = P(P(2)) = Pz’ + o) = (22 + ) +c=Z' + 2Z°c+ * + ¢
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Si P?(z) = z entonces

A4227c++c—272=0,
que se puede ver como un polinomio cuadrdtico con variable ¢, asi:
QR+ N+ —z=0
Se hallan las raices de este polinomio, obteniendo
2 2

a=z—2 o=—2z"—z—1

La primer solucidn son los valores de ¢ en la regién C; (las drbitas de periodo
uno, también son de perfodo 2) acotada por un cardioide, como ya se demostrd
anteriormente. Por esto se toma en cuenta la sequnda solucion.

Ahora, si |(P?).(z)] = 1 entonces:

(P?)iz) = 477 + 4zc = e

4—2" —z) =€
dc+1) = e
i

1=

c+ 3

7 . . /I
Entonces G, esta acotada por la circunferencia [c + 1| = T las fronteras de C; y

. , 3 .
(, se intersectan en un unico punto, c = ——. Como ¢ pasa de (; a (, a través

de este punto, se dice que la familia de funciones P, presenta una bifurcacién que
duplica el pertodo.
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08

Figura 2.5: Componente hiperbdlica ;.

En general, la familia experimenta una bifurcacidn de periodo g cuando el parame-
tro ¢ atraviesa la frontera de (4, en un punto donde la derivada de P, en el punto
fijo neutral es de la forma exp(Zm’%). Y para este punto, existe una componente
hiperbélica unida a (; la cual tiene una érbita periddica atractora de periodo g.
El punto de unién de dos componentes hiperbdlicas contiguas se llama un punto
raiz. El perlodo de cada componente es multiplo del periodo de la componente a
la que estd unida.

La construccidn analitica del conjunto de Mandelbrot se realiza a partir de solu-
cionar sistemas de ecuaciones como los anteriores.

Figura 2.6: Conjunto de Mandelbrot para P (z) = z° + c.



Capltulo 3
Aplicacion de Hénon

Como referencias en este capitulo se tendran (Devaney, 2008), (Oberste-Vorth,
2002), (Benedicks, 1991) y (Mora, 1994), que se mencionarén a lo largo del capitulo.
De igual forma que con la dindmica polinomial compleja, en este capitulo se pre-
sentard este sistema dindmico discreto real con el fin de estudiar sus propiedades
dindmicas.

Definicion. Sea H, , : R? — R? definidas por

X 1—ax’ + ¢

y hx
donde a, b € R son pardmetros. Entonces la familia de todas aplicaciones H,
para pardmetros a, b € R es se llama Aplicacion de Hénon.

Siguiendo la definicién de sistema discreto dada en el Capitulo 1, donde se plantea
la estructura (X, T, h), en el caso de la aplicaciéon de Hénon esta estructura se
compone de

X =R’ T=R"  h=Hg
Los parametros a, b de las funciones H,, generalmente se consideran distintos

de cero, esto debido a que

1. St a = 0, tenemos una dinamica lineal poco interesante. Repelente en el
eje x y atractora o expansiva en el eje y dependiendo de |b|.

2. St b =0, la dindmica colapsa todo el plano en el eje x por lo cual no es
invertible y en el eje x esa dindmica es conjugada al sistema definido por

fo(x) =1 — ax?,

luego de aqui en adelante, a, b # 0 a menos que se indique para realizar alguna
observacion.
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La definicién de H,; es la composicidon de 3 transformaciones actuando sobre el

plano
X X
" (U) - (1—0X2+U)

()= ()

AS(, Ha,b = H3 O Hz @) H1.

Aprecion visual de H,
Considere la elipse I'(t) = (acos(t), Bsin(t)) centrada en (0, 0).

1. Hy(T'(t)) = (acos(t), 1 — aa’cos’(t) + Bsin(t))
2. Hy(Hi(T(t))) = (bacos(t), 1 — aa’cos’(t) + Bsin(t))
3. Hs(Ho(Hi (T (1)) = (1 — aa’cos?(t) + Bsin(t), bacos(t))

Resulta transformada en pardbolas con vértice sobre el eje x en una vecindad de
(1,0) abriendo a la izquierda (si a > 1).

Ny | | | L ' | | %
5
.

=

Figura 3.1: Mapeo de la aplicacién de Hénon H, .

3.1.  Conjugacion topologica

Como se aprecié en el caso de polinomios cuadraticos, en algunas situaciones
resulta Util asociar el sistema con otro via la relacidn topologicamente conjugados.

Note que las funciones
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b(x, y) = (ax, 5y) y Px, y) = (=by, —bx)

son homeomorfismos para a, b € R no nulos.

2
Teorema 3.1.1. Sean h, (2) = (a X +bg) y P (2) = ((cle), en-

X EU

tonces el siguiente diagrama conmuta

RZ Hﬂ,b RZ

]

Demostracion.

_[a— a’x? + ay
N ax

2
_ (1—0)( —i—g)
bx

= (l)OHU,/J (2)

Teorema 3.1.2. Sean f,(x) = 1 — ax’ y M(x, y) = x, entonces el siguiente
diagrama conmuta

R x {0} 2“5 R x {0}

le M
fa
R

—_

Demostracion.
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1— 2
(1

— o Hy, (g)

Teorema 3.1.3. Si |b| > 1, entonces h;}] es topologicamente conjugado a

ha
2!

o=

Demostracion. Observe que

luego

O

Como consecuencia de los teoremas anteriores, H, ; es conjugada de h,, y ade-
mds es posible restringir los parametros al conjunto {(a, b) : |b| < 1}. Ademds,
adelante se usara h, ) para localizar los conjuntos no errantes de la dindmica de
la aplicacidon de Hénon.
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3.2.  Puntos fijos de H,

La matriz jacobiana de H,j viene dada por:

d d
o () a(g +1—ax?) @(y +1—ax?) =
a,b y - a a - b 0
—(bx) —(bx)
dx ay

luego, det(DH, ) = —b y tr(det(DH,p)) = —2ax para todo a,b € R. Por lo
tanto, los autovalores de DH, , son las soluciones del polinomio

N+ 2axA—b=0

es decir,

A= —ax+Va’x?+b

De manera que,

s Sia2x2+b>0 = )esreal

» Sia’x’+b<0 = Xes complejo.

Ahora, los puntos fijos de la aplicacién de Hénon son los puntos (x, y) € R? tales

que
X\ [1—ax*+y\  [x
wfy)= (75 =)

Solucionando el sistema
y+1—ax’=x
bx =y

se tiene que
_b—=1++/(1 =D +4a

X= 2a
L_bb—1i (1—b)? + 4a
9= 2a

y como x € R, entonces el sistema tiene puntos fijos si (1 — b)> +4a >0, y en
ese €aso son:

b—1+~/(1—b)7+4a

_ 2a _ P
P b—1+~/(1T— b7+ d4a 02
b
2a




32. PUNTOS FIJOS DE Ha g 26

b—1—~/(1—b?+ 4a

_ 2a _ |
7 b—1—/(T=b)7 +4a "
b
2a
Observacion: Como det(DH, ) determina si la aplicacién de Hénon contrae o

expande dreas, o ninguna, interesa el caso de la contraccién (de lo contrario la
dindmica tiende a infinito), por lo cual se considera 0 < b < 1.

3.2.1. Clasificacion de puntos fijos

Ya se vio que si (1 — b)? +4a < 0 el sistema no tiene puntos fijos, ast que para
(1 — b)> + 4a > 0 nos interesa conocer qué tipo de puntos fijos tiene el sistema.

Caso (1 — b)* + 4a = 0.

En este caso el sistema solo tiene el punto fijo

b—1

_ 2d
P=1 b=+

para el cual

- ——+ ] + b
1—b _VM—2b+1 4h

— _l’_ JR—
2 4 4

1—b b’ +2b+1

) 4

1-b (b + 1)

2 4

_1—b+b+1

2 2
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h—1 h—1\"*
- Al A2
A a(zawc,(m)m

:1—b_ (b — 1)

b
2 i
1—b _VH—Qb+1 4b
— _ + J—
2 4 4
1=b /b +2b+1
-2 4
S 1=b (b1
-2 4
1—b b1
-2 2
— b
Luego [A] = 1y |A| = |b] < 1, entonces p es punto silla-nodo. (b = 1 genera

que a = 0 que es un valor de pardmetro no considerado).

(1—b)> 31— bY?

Ce —
aso a € . n

En este caso, se mostrard que p es punto atractor y g es punto de silla.

Recuerde que

b—1+~/(1—b)+4a
2a

b—1—~/(1—b)+4a
2a

g1 =

donde 0 < b < 1 entonces

—apy 4/ + b > —apy +/ o

= —apy + |api]
>0

por otro lado,

2apy =b—14+~/(1 = Db)* +4a

26‘/[)1 >b—1
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14+ 2ap; > b

Luego
(apy +1)* = a’p; +2ap1 +1> a’pi +b >0

ast que apy +1>+/a?p? + b y de este modo 1 > —apy ++/a?p? + b, es decir,
0< —apy+/a?pi +b<1= N4 <1

—apy —\/a’pt + b < —apy —\/ a’p?

= —ap, — |api]
<0

Analogamente,

por otro lado,

2apy =b—14+~/(1 =D +4a

Y.
<b—1+\/(1—b)2+4.w
=b—1+2(1-D)
=1-—b

b <1 —2ap;

Lueqpo,
(1 —api)* =1 —2ap; + a’pj > a’p; +b >0

ast que 1 — apy > +/a?p? + b y de este modo 1 > apy +~/a?p? + b, es decir,
—1 < —ap1 —+/a’pi+ b < 0= |A] < 1.

Con esto queda demostrado que p es atractor.

Ahora,
20y = b —1—~/(1—Db)? + 4a

<b—-1
14 2aqg, < b
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Luego
(ag) +1)* = a°qf + 2aq: + 1 < a’q; + b

ast que agqy +1 < ~/a’qi + b y de este modo 1 < —aqy ++/a%q} + b, es decir,
A > 1.
Por otro lado,

0<2(1 —b) +~/(1 — b+ 4a
0<2—=2b+~/(1—b)?+4a
b<1—b+14+~/(1—b+4a
b<1—(b—1—~/(1—Db)?+4aq)
b<1—2ag,

Luego
(1—aq)’ = a’q? —2aq, + 1> a’q} + b > 0

ast que 1 —aqy > /a’g} + b y de este modo aq; ++/a?q? + b < 1, es decir,
—1 < —aq; —/a*q; + b.

Ademas
—aqy —\/a’qi + b < —aqy +/d’q;
= —aqi — |agi]
<0
Por lo tanto —1 < —aqy —+/a%q? + b < 0, es decir
o] <1

. .y 3(1 = b)’
De modo que g es un punto de silla. De hecho, note que la condicién ¢ < ———

no es necesaria para la caracterizacién de g, esto es porque g es punto de silla
1 —b)?
(1—b)

R

para todo a > —

3(1 — b)?

Ce =
aso a Z
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En este caso, el andlisis sigue sobre p debido a la observacién anterior.

b—14+-~/(1—b)+4a
2a

b—1+¢ﬂ—bﬁ+4f“1mj

P =

3(1 — b)?
()
_Zb—1+x/4(1—b)2
B 3(1 — b)?
_,b=1+2(1-b)
B 3(1 — b)?
1—b
:23(1—/3)2
2
~ 3(1—=h)

Asl,

M = —ap +\/a’pi+ b
3(1 — bY? 31— b7 \°
S (= e

31 —bP 2 3M—b2\ [ 2 \? /
I R T ( 7 )(3(1—b))+3

1 1
= —5(1 = b) + 5(1+b)

=b

Luego |Ai] < 1.Y por otro lado,

A = —apy —\/a’pi + b

—_ p)2 2 2
:_3(14/9)/31_\/(3(1417))/9“[7
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:‘3(1Zb)z3mz—b)_\/(3“1b)z)z (3(12—/3))2”

1 1
= —5(1=b) = 5(1+b)
— 1

Es decir, p no es hiperbdlico y los valores de A; y A, lo caracterizan como un

punto de bifurcacion flip (el punto fijo atractor se convierte en un punto periodico

3(1—b)?

atractor de periodo 2). Luego si < a, el sistema tiene dos puntos

periddicos atractores de periodo 2.

3.3. Conjuntos no-errantes para H, j

En esta seccidn se trabajard con la aplicacion h,, para la cual ya se demostré
que su dindmica es equivalente a H, .

Definicién. Un punto p € R? es no-errante si para cualquier vecindad U, de
p existe n > 0 tal que h)) ,(U,) N U, # 0. Se denota el conjunto de puntos
no-errantes de h,, como Q(h, p).

Sobre Q(h, ) se puede decir que es cerrado, invariante y contiene el conjunto de
puntos periodicos del sistema.

3.3.1. Localizacion

La no existencia de puntos fijos para una aplicacion f, no implica que Q(f) = @,
sin embargo en el caso de la aplicacidn de Hénon se tiene:

Caso (1 — h)> +4a <0, =1 < b <.
Considere la siguiente particién de R?:
My ={{x. y): x < —|y[}

My ={(x,y):x > —|yl.y <0}
Ms = {(x.y):x = —|y|l.y >0}
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Ms

M,

Figura 3.2: Particién de R’

= La frontera de M, y su imagen bajo h,, son
oMy = {(x,x) : x <0} U {(x,—x) : x <0}
hap (OMy) = {(a — x> + bx,x) : x < 0} U {(a — x> — bx, x) : x < 0}
ademas,

x < —x
bx > —bx

a— x>+ bx>a—x’— bx

donde a—x?+ bx es un polinomio sin raices reales, luego {(a—x*+ bx, x) :
x < 0} asemeja una seccion de parabola que abre hacia la izquierda, luego

a—x"—bx<a—x"4+bx<0

2
Ahora, como g < —(1 b) entonces
71— .
O<( 23+x)
1 — b)?
0<( J)+%+m—mx
Y
0<x+¥+xz—bx
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(1— by

7 — X’ 4+ bx < x

a— x>+ bx < x

Por lo tanto,
a—x>—bx<a—x’+bx<x

Y, como x < 0, se tiene entonces que
ha,b(M1) C /\/’1

tal que, si x; = [y 0 h, (X, y) entonces x; < x.

AN

M

¥

a— x? — bx

/7(,'/,(/\//1)

a—x’+b

Figura 3.3: Representacion de hy ,(Mh).

= La frontera de M, y su imagen bajo h,; son
oM, = {(x,0): x >0} U{(x,x):x <0}

hop (OM:) = {(a — x*,x) - x > 0} U {(a — x> + bx, x) : x < 0}

Del {tem anterior se sabe que a — x*+ bx < x y ademds, si x > 0 entonces
bx <0y se tiene

i)
bx < X—I—T

E1Y:
bx<x2—|—(b—1)x—|—u
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b —1)?
bx<x2—|—bx—x—|—( 4)
12
—1)?

a—x2<—x

Entonces,
hg s(M) C int(My).

¥

a— x? + bx

Figura 3.4: Representacién de h, ,(Mh).

Anter : ol
= La frontera de M3 y su imagen bajo h,, son

oM = {(x,0): x >0} U {(x, —x) : x <0}

h;},(a/wg):{(o,%) :xzo}u{(—x,mTX_”) :xgo}

En el sequndo conjunto, como x < 0 entonces h; (OM) estd contenido en
el semiplano x > 0.

— da . . — 7
> 0 luego el primer conjunto que compone h} (IMs) estd

X
Ademas,

contenido en int(M;).
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Por otro lado,
1—b 2
0 < (T + X)

2
) STRRPA
4
(1= b)*
4
(1= by
4

0< x’+

0< 4+x>+ + x — bx

bx < x* 4+ x +

bx < X’ +x—a
4+ x—a
b

x <
Luego,
h, b (OMB) C int(Ms)

Andlogamente
h,, (OMs) C int(M)

Es decir,
ho, (M U Ms) C int(Ms)

N

Figura 3.5: Diagrama de la dindmica de hg p.
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Caso (1 —h)> +4a <0,0< b < 1.
Véase (Mora, 1994).
Caso (1 — b)> + 4a > 0.

En este caso Q(h,p) # @ por la existencia de puntos fijos.

Teorema 3.3.1. Caracterizacion del conjunto no-errante:
a. Si (1 —b)> +4a < 0, entonces ‘/—/L’]’b(x, g)‘ — 00 cuando n — .

b. Si(1—b)*+4a > 0, entonces 6 d(H ,(x, y), A(Hap)) — 06 |H ,(x, y)| —
oo cuando n — oo.

Para la demostracién y descripcién del conjunto Q(H, ) en el caso (1—b)*+4a > 0
veéase (Mora, 1994).

3.4. Dinamica de herradura

El objetivo ahora es estudiar la dindmica en conjuntos no-errantes, el concepto
de conjunto invariante tipo herradura serd la herramienta para este estudio.
3.41. Herradura de Smale

Sean M C R? regién abierta y h : M +— M un homeomorfismo. Suponga que
S={xy): X Jyl <R} M

donde R € R*. Considere que h|s se comporta como

h(V')

Figura 3.6: Funcién h.
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Geométricamente, h comprime verticalmente el cuadrado, lo expande horizontal-

mente y lo dobla por la mitad. ;Cémo es topolégicamente el conjunto {x € S :
O(x) C S}?

Definicion. Sea y = u(x) una funcién mondtona para —R < x < R, el conjunto
ulx) ={(x, ux)): =R < x < R}
se llama curva horizontal.

Definicion. Sean uq(x) y ua(x) dos curvas horizontales. Si —R < uy(x) < ua(x) <
R entonces el conjunto

U={xy): —R<x <R, ux) <y < ux)}
se llama banda horizontal y

d(U) = 7B1Sa'x>;R(uz(x) — uy(x))

es el diametro de U.

Andlogamente se tienen curvas verticales y bandas verticales.

El comportamiento de h sobre S queda formalizado con las siguientes propiedades:

1. Sean Hy, H; las bandas horizontales disjuntas en S tales que Hy U H,
h(S)N'Sy W, Vi las bandas verticales disjuntas en S tales que Vo U V4 =
h=Y(S)N S, entonces V; y H; son homeomorfas via h y ademés h(V;) = H,
para i =0,1.

2. St H es banda horizontal en Hy U H; entonces h(H) N H; = ﬁ,- es banda

~

horizontal y d(H;) < b-d(H;) con0< b <Tei=0,1.

Si V es banda vertical en V5 U V4 entonces h='(V) NV, = \A/l es banda

~

vertical y d(V)) < b-d(V;)) con0< b <1ei=0,1.

La geometria de las bandas resultantes no interfiere en la dindmica de h, por esto
se pueden suponer bandas rectas.
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Hy = h(V1)

H() = h(VZ))

WU H) =W

Figura 3.7: Bandas verticales y horizontales para h

Ademds, para la siguiente iteracidn h’ se tiene

W Vi
Hl 1
H
Hy !
Hy
H
Hyo 0

Voo Vin Vio Viu

Figura 3.8: Bandas verticales y horizontales para h’

h*(S)N h(S)N'S = Hyg U Ho U Hig U Hyy
/772(5) N h71(5) N S = Voo U \/01 U \/10 U \/11
Asl,
1
WSy Nh(s)nS = H;
i,j=0
1
Sy nh(s)ns=1J v
i,j=0

e inductivamente

SN nhSNnS= | Hp,

(1,0, in=0
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1
FS)n.nhSns= ) Vi,
i1,i7,...,i,=0
De este modo, el conjunto {x € S: O(x) C S} que esta compuesto por los puntos
que permanecen en S bajo iteraciones de h puede verse como

1

1
N={xes:oxcSt=rS)=| U Hewu| | U Vi

kEZ i1,02,..., i,=0 i1,0,..., in=0

donde h® = id. Este conjunto es invariante por su definicién y su localizacién
estd dada por la topologia de las bandas pues A € h='(S) N S N h(S) formado
por cuatro cuadrados en S, mds ain A C h=2(S) N h~'(S) N S N h(S) N h?(S)
formado por 16 cuadrados mas pequenos encajados en los anteriores. Por lo tanto,
A resulta ser un conjunto de Cantor.

h2(S)N k™' (S)n SN Rh(S)N K%(S)

Figura 3.9: Localizacién de A para la herradura de Smale

3.4.2. Dinamica simbolica

Considere el espacio de bi-sucesiones con entradas 0 y 1
L={w=( wow mwuw- ) w € {0,1}}

y la métrica definida sobre ¥,

o

wy — 06
d(w,0)= ) %

k=—00

entonces (X,, dy) es un espacio métrico. Ademas, sea

02222|—>Zz
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W (- Ww Wy Wy )

llamada funcion shift, entonces 0, es un homeomorfismo y el sistema (L,, Z, 0,) se
denomina dinamica simbélica.

Por otro lado, definase la funcién f de A de la herradura en ¥, como sigue

fAN—L

X W

si hf(x) € Vp,

0
donde wy, = { 1 si hx) € V)

Propiedades

1. |Per(ay)| = 2"

St 0)(w) = w para algiin n > 0 entonces 0" (w;) = Wi, = w;, es decir,
un punto periddico estd determinado por sus n primeras entradas para las
cuales hay 2" posibilidades.

2. PE’I‘(Uz) = Zz

Sean € >0, w € L, y N > 0 tal que 2¥~" < €. Definase 0 € L, tal que

w si il <N,
6=1 w_, si (>N,
Cl){'+,7 5[ [< _N:

donde n = 2N + 1. Entonces 8 es un punto periddico de periodo N y

W — 9,‘
dyw, 6) = |ZT|

[i]>0

w; — 6]
- Z Ol

i >N

1
<Zﬂ

[i|>N

1
:225

i>N
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1
< 2/\/71
< €
3. Jw € ¥, tal que O(w) = L,
Sea
1 elemento 2 elementos 3 elementos 4 elementos

=
wt = 01 00011011 000001---111 0000 0001 ---1111---

la sucesién construida concatenando 01 y todas las combinaciones de dos,
tres, cuatro, etc. elementos de {0, 1}. Ahora definase w € ¥, tal que

+
Wi = Wy

para todo i.

SifeL,ye>0sea N tal que 2V~! < ¢, entonces la cadena
{0_n-- 01600, - On}

estd en alguna posicion de la sucesidon w, de modo que, si se itera w bajo o,
suficientemente para que o7 (w;) = 6; para |i| < N, entonces d(6, 07 (w)) <
€.

Observacion: Las propiedades anteriores demuestran que la dinamica de o, es
cadtica y dado el siguiente teorema, la dindmica de la herradura de Smale también
es caotica en su conjunto invariante.

Teorema 3.4.1. La funcion f es una conjugacion topoldgica entre la dindmica
h sobre el conjunto invariante tipo herradura N\ y la dindmica simbdlica, es
decir, el siguiente diagrama conmuta.

A—" A

-

ZZL)ZZ
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3.4.3. Herradura en hg
Considere el cuadrado
S={ly): x|yl <R}CM

(14 b) +~/(1+ b)> + 4a
2

donde R = . Su frontera es la unidn de los siguientes

conjuntos
Si={xR:—R<x<R},  S={(x,—R):—R<x<R}
S={Ry:=R<y<RE Sy ={-Ry —R<y<R}

y bajo la aplicacion de h, ,(S;) = d; se obtiene
01 = {(a—x’+bR, x) : =R < x < R}, 0, = {(a—x’—bR, x): =R < x < R},
03 = {(a—R*+by,R): —R < y < R}, dy = {(a—R*+by, —R): —R <y < R}

Note que a — x> — bR < a — x* + bR y son pardbolas simétricas respecto al eje
x, luego el vértice estd dado para x = 0y hgp|s tendra dindmica de herradura si
a— bR > R, asl

a

R
<73

+b
(1+b)+ m+bv+4a< a

2 1+ b
(14 b)+~/(1 + b) + 4a < —==

1+b

2
‘MU+bV+4a<T£%—%1+M

2
m+bf+4a<(r+m2“1izy—1)

2 2
4a<(1+b)zl(ﬁ—1) —1]

4a < (1 + by [ d 1]

(1+b2 | (1+b)?

a
4G<4C7|:m—1:|

a
1o @ 4
S0F0Dy
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a
2 -
NNTSE

204+ b)* < a
Es decir, lo anterior muestra que h, j, es topoldgicamente conjugada a la dindmica

de & sobre un conjunto de Cantor cuando a > 2(1 + b)%. De hecho, esta cota
puede mejorarse.

Teorema 3.4.2. Si

5+¢_§ (1 + b).

R

entonces h,, es topologicamente conjugada a o,. Esto es, existe un homeo-
morfismo y : N\ — L, tal que

conmuta.

Para la demostracion véase (Devaney and Nitecki, 1979).

3.5. Caos

Definicion. Sea x € X y O(x) su érbita bajo la aplicacion h, se define el omega-
limite o w-limite de x como

o

w(x) = ﬂ {hk(x) : k > n}

n=0

La dindmica definida por una aplicacién h : X — X estd concentrada en su con-
junto no-errante en el sentido que para todo x € X su conjunto omega-limite es
tal que w(x) C Q(h). Ast que para entender la dindmica global se debe estudiar
el conjunto Q(h) y la dindmica local h|gp). EL concepto de dependencia sensitiva
a las condiciones iniciales permite identificar las oérbitas a mas de un error de
medida.
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Por otro lado, st Q(h) # X la geometria del conjunto no-errante puede ser muy
complicada en algunas regiones (C. de Cantor) o muy simple en otras (O. periodi-
ca). En las regiones donde es simple la dindmica no debe llamarse cadtica, pero
resulta Util detectar las regiones donde si puede describirse como cadtica, para
esto se tiene justamente el concepto de dindmica cadtica.

Sin embargo, el caos puede no ser percibido, luego h es visiblemente cadtico en
un subconjunto invariante compacto de Q(h) si es cadtico y el conjunto de drbitas
caoticas en W*(x) tiene medida de Lebesque positiva.

Definicion. Un conjunto Atractor \ por h : X — X es un atractor extraiio si h|,
es visiblemente cadtica.

3.5.1. Atractor de Hénon

Hasta este punto ya se tiene que h, p|o, ,) €s cadtica para a > 2(1+ b)? debido a
su relacidn con la dindmica simbdlica. El siguiente teorema asequra la existencia
de atractores extrafnos para ciertos pardmetros de a y b.

Teorema 3.5.1. A = W¥(p) es un atractor extrario para a = 2 y b = 0.

Para la demostracion véase Benedicks (1991).

Caso a=1.4 b=0.3

Estos son los valores de pardmetros que escogié Hénon en su articulo para descri-
bir el comportamiento cadtico de la aplicaciéon y hallar su atractor extrafno. Definid
una region de atraccidn acotada por el cuadrilatero con vértices

A=(—1852,196) B =(1848,0621)

C=(1743,-0,653) D= (—1,484,—2,333)

y numéricamente encontré bajo iteracion el siguiente atractor
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Figura 3.10: Atractor de Hénon

3.6. Limites Inversos

En este capitulo se presentardn los limites inversos o proyectivos los cuales son la
herramienta principal en la relacidn entre polinomios cuadraticos y la aplicacidn de
Hénon. Este es un concepto categodrico el cual puede ser revisado en la categoria
Top a partir de espacios topoldgicos y funciones continuas, especificamente en
este trabajo usaremos espacios métricos debido a las dindmicas estudiadas.

Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. El
limite inverso de (X, f) es el espacio

X =100, .)€ |_|X’f(x[) —x1.i€N
n=0

con la topologia subespacio.

Asi, los puntos en el limite inverso de (X, f) son puntos xy € X ligados a su his-
toria, es decir, su evolucion via la iteracion de f. De este modo, X es un espacio
de sucesiones de imdgenes inversas bajo f.

Ademads, la funcion

a3, o1, = sup {%}

es una métrica sobre X.
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Ejemplo 1:

Considere (R, d) para d(x,y) = |x — y| y la funcién continua f(x) = x sobre R.
Entonces:

X = {(x(m, e |_|X‘f(xl) X iE N}

n=0

= {(XO,)q, .)€ |_|R

n=0

X[:X[1,[€N:|’

— {(XO,XO.XOV ...))Xo e R}

d((x0, X1, --2), (Yo, Y1, ) = sup { dix. %()}

>0

= sup |Xl — yl|
i>0 l+1

— sup | =00l
i>0 l+1

= |x0 — Yol

Ejemplo 2:

Considere (C, d) para d(z, w) = |z — w] y la funcién continua Py(z) = 7> sobre
C. Entonces:

X = {(xm, e |_|X‘f(x[) = N}
n=0

@ = {(20,21,...) - |—|

n=0

_ {(Zo,iﬁ—o, /7, ) € |ﬁ|<c‘z S N}

z[2 zzm,[EN}

n=0
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Una forma de visualizar los puntos en C dado P, se presenta en el siguiente

diagrama:

Teorema 3.6.1. Si (X, d) es un espacio métrico entonces, (X, d) es un espacio

métrico.

Demostracion. Ya que (X, d) es un espacio métrico, X es no vacio y por definicién

X es no vaclo. Sean x = (xo, x1, ...), Yy = (Yo, Y1, ...), Z = (20, z1, ...) € X entonces
Xi, i, z € X para todo i € N, ast que como d es una métrica sobre X:

u VX,', Yi e X
dixi, i)

I(xi,4:) >0 . >0
dx, y;) >0= i >

L] VX,‘, Yi e X
Xi =Y = C/(X,‘, Ul) =0
c/(x,-,g,—) _0
i(+1

& sup { d(X“ y[)} =0
i>0 l+1

@B(X,g)zo

L] VX[,g[ e X

- c/(x[,g[)}
d l = .
ol =] TS
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d ir A
:am{ﬁLﬁ}
i>0 l+1

-~

=d(y.x)

= VX, y,z€X

C/(X[', Z,') S C/(Xl', y,) + d(gi, Z[)
d(x;, z;) d(x;, yi) N d(y;, z;)

<
i+1 = i+ i+ 1
/ i Zi d i Yi d ir£i
SUD—C.(X ) <'sup (X il + w d
>0 (+1 >0 [+ i+1
~ d(x:, y:) d(yi, z)

d(x,z) <su ~+ sup
x.2) ,-zopl 1 (2!) i+ 1

d(x,2)<d(x,y)+d(y, 2)

3.6.1. Propiedades
Las siguientes propiedades se recopilan de (Oberste-Vorth, 2002):
= Si X es compacto, entonces |_|2°=0X es compacto.
= Si X es Haudorff compacto, entonces X es Haudorff compacto.

= Si X es Haudorff compacto no vacio, entonces X es Haudorff compacto no
vacio.

= Si f no es sobreyectiva, X puede ser vacio.

= Sif es biyectiva, para cada xp € X existe un tnico punto en X tal que xp
sea su primer coordenada.

= Si f es sobreyectiva pero no inyectiva, pueden haber varios puntos en X
con la primer coordenada igual.

Una de las propiedades de los limites inversos que fundamenta su uso en sistemas
dindmicos es:
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Sean X un espacio topolégico, f : X — X una funcién continua y X el limite
inverso definido por (X, f), definase

FiX—X
tal que /f\(Xo,X1, ) =(f(x0), f(xa), ...) = (F(x0), x0, %1, ).

Teorema 3.6.2. La funaon 1 es ing yectiva y, si f es inyectiva entonces existe

un homeomorfismo entre X y X,y 1 es topolégicamente conjugada a f via
este homeomorfismo.

Demostracion. Sean x = (xo, X1, ...), Yy = (Yo, Y1, ...) € X tal que
f(x) = 1(y),

entonces
(f(x0), X0, X1, -..) = (F(yo). Yo, Y1, )

esto es, f(xo) = f(yo) y x; = y; para todo i > 0. Por lo tanto, x = y y la funcion
f es inyectiva.

Por otro lado,
a: X —=X
(Xo, X1, ) — X0

es una funcidon continua por definicidn de la topologia producto y ademads,

(fom)(xo, X1, ...) = f(m(x0, x4, ...))
=1

]

Asi, X y 7 resulta ser una forma de relacionar aplicaciones no inyectivas e inyec-
tivas, de hecho, una forma de relacionar las dindmicas definidas por estas. Como
es el caso de los polinomios cuadrdticos y la aplicacion de Hénon para ciertos
valores de parametros.
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3.6.2. Ejemplo

Un ejemplo de la relacion que existe entre un sistema dinamico y el limite inverso
se ve en la dindmica simbélica. Considere (X, o) del Capitulo anterior y

) ={w=(w0w1w2---):wk€ {0,1}}
U1ZZ1I—>Z1
w— (wiwy )

El espacio de sucesiones con entradas 0, 1 y la funcién shift de olvido.

En este caso, 0, es un homeomorfismo pero 0y no es inyectiva luego los sistemas no

pueden ser topoldgicamente conjugados. Sin embargo, defina Iy y @, un elemento
en el limite inverso tiene la forma

wo wW_1 w-_>y
w1 wWo wW_1
w2 W Wo

De este modo, todo punto en L estd determinado por la primer columna y primer
fila. Y la funcién @; actiia como

W W_1 w_) w1 W wW_1
~ W Wo W—1 w2 W1 Wo
G Wy W wo I w3 7)) W

Teorema 3.6.3. 0, y 0, son topoldgicamente conjugadas.

Demostracion. Definase g : L1 — ¥, por

w1 wo wW—_1
w2 W Wo

9 w3 W) w1 ol =0 W, W, Wowiwy )
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Entonces

(goo)(w) = (- w_p, W_1, Wywiw; - - -)
=0 W, W, wowiwy )
= (02 0 g)(w)
ademas, g es biyectiva pues los puntos de L, estan completamente determinados

por su primer columna y su primer fila. Finalmente, la continuidad se tiene dado
que g es una isometria entre los espacios dotando a 14 de la métrica d,. [

Teorema 3.6.4. Sif: X — X yg:Y — Y son topolégicamente conjugadas
via un homeomorfismo h : X — Y, esto es, el siguiente diagrama conmuta.

— X

<<

—Y

Entonces, f y g son topoldgicamente conjugadas.

Demostracién. Sea
H - 5\( — )A/
(X0, x1, ...) = (h(x0), h(x1), ...)

Como h es un homeomorfismo entre X'y Y, H es un homeomorfismo entre X' y Y
dada su definicidon. Ademas,

Hof(xo,x,...) = H

=goHx x,...)

Por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta.

7
—

<) eI )
‘<><I—><>

g
—
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3.6.3. Polinomios reales

En el caso real, los polinomios cuadraticos también estan relacionados a la familia
P.(x) = x> + ¢ vla conjugacién topolégica donde ¢ € R.

Teorema 3.6.5. Si ¢ < —— — — entonces P, es topoldgicamente conjugada

a oy sobre un conjunto de Cantor.

Demostracidn. En (Devaney, 2008) se puede ver que la aplicacién F,(x) = px(1—x)
es conjugada a oy via un homeomorfismo S sobre el conjunto invariante de £, (Un
conjunto de Cantor) si p > 24 V/5:

A—r A

[ ]s
21 LZ]

Ademads, cualquier polinomio de la forma g(x) = ax® + bx + ¢ es conjugado a P,
para ¢ = ad + b — b* via ¢(x) = ax + b.

=]

Fy
—

<

—=

(_
<

=]

P,
—

7~

uoo

Luego F,(x) = px — ux* es conjugada a P, para ¢ = = — —. Teniendo en cuenta

la transitividad de la relaciéon topoldgicamente conjugado, P, es topoldgicamente
conjugada a ¢y sobre A cuando

u>2+\/§
u—1>1—|—\/§
(=17 > (1+ V5
uZ—Z,u—i—’|>(1—|—\/§)2
2 T (1+VhH)
w1 V)

4 2 4 4
wop (0 VE T
4 2 4 4
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1 52 — 1
el
4
14+2v54+5—1
c < — 1

<737

]

Ademas, en el Capitulo anterior se mostré como h, j es conjugada de g, sobre un

V5

5
conjunto de Cantor para a > 7 + > (14 b)%. Por lo tanto es natural prequn-

tarse la relacién que existe entre estas dos dindmicas, ademds de la generalizacion
natural que representa la aplicacion de Hénon de los polinomios cuadraticos.

Note que en el Teorema 3.6.3, se muestra la conjugacién topélogica entre las
dindmicas d; y 0y, donde d; contiene la informacidn de la dindmica ¢y. Es decir,
implicitamente el limite proyectivo relaciona dindmicas inyectivas con no inyecti-
vas, y bajo esta motivacion se procede a definir este espacio para la familia P..
Sean

e.@]
A~

R = (X(),X1,X2,...)€|_|]R

n=0

Xi—1 = PC(Xi)

y P.:R— R tal que

PC(X(), X1, ) = (PC(X()), X0, X1, )

Teorema 3.6.6. P, es topologicamente conjugada a h, , para ciertos pardme-
tros.

5 V5

Demostracion. Como P, es topoldgicamente conjugada a gy para ¢ < 775
(Teorema 3.6.5), entonces P, es topolégicamente conjugada a ¢, (Teorema 3.6.4).
Luego, por el Teorema 3.6.3, 7 es topoldgicamente conjugada de ¢ y dada la
transitividad de la conjugacion topoldgica junto al Teorema 3.4.2, se obtiene que

. 5 V5

P. es topoldgicamente conjugada de h,j para a > r + - (1+ b)~. O
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Con esto, los limites inversos son una herramienta para evidenciar la relacidn di-
namica de la aplicacidn de Hénon y los polinomios cuadraticos en variables real.

El caso de polinomios cuadraticos complejos ha sido estudiado enfocandose en los
conjuntos que caracterizan su dindmica (C. de Julia y Mandelbrot), la dicotomia
fundamental aclara que los conjuntos de Julia son conjuntos de Cantor si los
pardmetros estdn fuera del Conjunto de Mandelbrot. Es decir, el Teorema 3.6.6
sugiere que /36 sea topoldgicamente conjugada de h,, sobre conjuntos de Julia.
Con este fin, se estudia la generalizacién compleja de las aplicaciones de Hénon.



Capltulo 4
Generalizaciones de la Aplicacion de Hénon

Como referencias en este capitulo se tendran (Oberste-Vorth, 2005), (Aybar et al,
2013) y (Geyer, 2016), que se mencionaran a lo largo del capitulo.

El Teorema 3.6.6 evidencia la relacién de la dindmica polinomial y las aplica-
ciones de Hénon en el caso real para ciertos pardmetros utilizando la dindmica
simbdlica como un ‘puente’ entre éstas. En el caso complejo la relacidn no es
tan clara, la dificultad yace en definir los pardmetros en los cuales estan ubica-
das las herraduras (los puentes entre el caso polinomial y la aplicacidon de Hénon).

En el caso complejo, el trabajo se centrard en definir cuando y para qué parame-
tros las aplicaciones de Hénon tienen dindmica del tipo herradura. Por lo tanto, en
este capitulo se llega a una generalizacidon compleja de las aplicaciones de Hénon
que permite evidenciar las condiciones para tener la dindmica tipo herradura en
clertos parametros.

Ademads, esta construccién permitird presentar una caracterizacién andloga a la
dicotomia fundamental.

4.1. Aplicacion de Hénon compleja
Recuerde que la aplicacion de Hénon es una familia de funciones definidas de

R? — R? como
h x\  [a—x*+by
a,b g - X

donde a, b € R son pardmetros. Luego la aplicacién de Hénon compleja es una
familia de funciones F, . : C* — C? definidas por

2 _
F (x) _ (X +c ag)
<y N
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donde a, c € C son parametros.

Esta aplicacion es invertible, y de hecho su inversa esta dada por

y
F! (X) =1,
S\ (y*+c—x)

a
Ademas, tiene jacobiano constante a.

Observacion: En el caso de los polinomios cuadréticos de una variable, la exten-
sién a variable compleja ha sido de mucha utilidad aun cuando el objeto inicial
fueron polinomios reales. La extensién a variable compleja de la aplicacion de
Hénon pretende enriquecer los resultados sobre la dindmica de esta familia de
funciones.

Durante el estudio de polinomios cuadraticos, la herramienta mas importante para
la caracterizacion de sus conjuntos invariantes fue la funcién dada en el Teorema
2.4.1, es por esto que funciones andlogas a esta serdn presentadas en el siguiente
capltulo para la caracterizacién de los conjuntos invariantes de la aplicacion de
Hénon compleja.

Definicion (Aplicacion de Hénon generalizada). Sea p un polinomio de variable
compleja de grado d > 2, entonces la aplicacién H,, : C* — C?* definida por

1) = (20

con a # 0, se llama aplicacion de Hénon generalizada de grado d.

4.2. Aplicaciones polynomial-like

Aunque no son el foco de este trabajo, las aplicaciones polynomial-like definidas
por Douady y Hubbard en (Douady, 1985) son la motivacion de la teoria presen-
tada en este capltulo.

St P : C — C es un polinomio de grado d y U = Dy es el disco de radio R, para
R suficientemente grande el conjunto U’ = P~'(U) es relativamente compacto en
U, homeomorfo al disco y la funciéon P : U — U es analitica y propia de grado
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d. Lueqpo,

Definicion (Aplicacidn polynomial-like). Una aplicacion polynomial-like de grado
d es una tripla (U’, U, f) donde U" y U son subconjuntos abiertos de C isomorfos
a discos, U’ relativamente compacto en U, f : U — U C—analitica y propia de
grado d.

Esta definicidn pretende extender la dindmica polinomial a una familia mas grande,
la cual sea una generalizacidn natural, es decir, todo polinomio sea un polynomial-
like.

Ademas, como en el caso polinomial, se pueden definir los conjuntos invariantes
del sistema: St f : U" — U es una aplicacion polynomial-like de grado d, entonces

se nota como
Ki=()f"(U)

n>0

el conjunto de z € U’ tal que f"(z) estd definido y pertenece a U’ para todo
n € N. Este conjunto es un subconjunto compacto de U’ el cual se llama Conjunto
de Julia completo de f. El conjunto de Julia J; de f es la frontera de K.

La definicidon de K; es natural cuando se ve la construccidon de la coordenada de
Bottcher extendiendola a partir de pre-imagenes sobre el dominio inicial. Se tiene
ademas el andlogo de la dicotomia fundamental sobre aplicaciones polynomial-
like:

Teorema 4.2.1. £l conjunto K; es conexo si y solo si todos los puntos criticos
de f pertenecen a Ky. Si ningun punto critico pertenece a Ky entonces Ky es
un conjunto de Cantor.

Demostracion. Andloga a la demostracidn de la dicotomia fundamental para poli-
nomios cuadrdticos complejos. []

4.3. Aplicaciones Hénon-like

La siguiente figura exhibe la idea de qué es una aplicacién Hénon-like de grado
dos en R?:
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(a) C B B A (byB" A’ C B
K___ __/
D A c D c' D D A

© D ' ) /\
A’ B’ A B

\A

C‘f DF

b= B’ A’
Figura 4.1: Hénon-like de grado 2.

En los cuatro casos la aplicacion mapea Aen A, Ben B/, Cen C' y D en L),
por lo que los comportamientos de (a) y (b) son distintos a los comportamientos
de (c) y (d), esto debe especificarse en la definicién de estas aplicaciones.

De aqui en adelante, d serd un entero arbitrario fijo y mayor que uno. Las funciones
y, 7, - C? — C serdn las proyecciones respecto a cada coordenada.

Definicion. Sean Dy, D, C C discos, entonces al producto Dy x D, lo notamos por
B y se llama bidisco.

Los cortes horizontales y cortes verticales del bidisco B se definen por
Hy=D1><{g} VXZ{X}XDZ

para todo y € D, y todo x € Dy, respectivamente.

La frontera horizontal y frontera vertical del bidisco B son

(9BH = 51 X (352 aB\/ = (:‘)51 X Ez
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Ademds, si F : B — C? se denota por F~': B — C? a su inversa donde esta
tenga sentido y se pueden definir las siguientes funciones

Definicion.

|

Fiy=moFol,:Di—C F{Jz 1oF’1o/y:D1—>(C

4

[

|

I
x
l

moFol":D,—C F{,Q—zzquo/X:Dz—NC

|
N

donde

/y:D1—>§

X = (x,y)

r-D,—B
y— (x.y)
Los siguientes diagramas exhiben la definicién anterior

AN D, ¢

3 1

B2 B2

Definicion (Aplicacion Hénon-like). f : B — C? es una aplicacién Hénon-like de
grado d si existe una funcién G : B — C? tal que

1. F y G son continuas e inyectivas sobre B y analiticas sobre B.

2. FolG=1IdyGoF =Id siendo Id la identidad, donde cada una tenga
sentido.

3. Para todo x € Dy y todo y € D,, o bien se tiene que:

a) Fiyy szj son aplicaciones polynomial-like de grado d, o,

b) Foxy F{J son aplicaciones polynomial-like de grado d.

Dependiendo de el item que cumpla, la aplicacion F serd horizontal o
vertical, respectivamente.
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Note que si F es una aplicacion Hénon-like que cumple 3.a) en la definicion ante-
rior, entonces F~" cumple 3.h). De aqul en adelante, se consideran F horizontales.

La condicion 3. de la definicion es equivalente a que una aplicaciéon F cumpla
que, o bien, B B

FOB)NB=@ A F 'dBy)NB=140
or

F'9B)NB=@ A FOB,)NB=40

Como el concepto de aplicaciones Hénon-like pretende capturar la topologla de las
aplicaciones de Hénon, es natural que las aplicaciones de Hénon sean aplicaciones
Hénon-like en algun dominio. Ast,

Teorema 4.3.1. Para toda aplicacion de Hénon F de grado d existe una
constante R > 0 tal que

F:Eé—ﬂcz

es una aplicacion Hénon-like de grado d. Aqui, 52 es el bidisco generado
por la clausura del disco de radio R.

Demostracion. La demostracidn se basa en el hecho que todos los polinomios son
polynomial-like del mismo grado sobre discos con radio suficientemente grande.

En efecto, si G = F, entonces se tienen la primera y sequnda condicién de

a,c
la definicién, y con estas condiciones Fi, (y F,,) 6 Fox (y F(J) resultan ser
polinomios, cumpliendo la tercera condicion de la definicion. [

4.3.1. Ejemplos

1. Para F, . la aplicacién de Hénon de grado 2, la cota inferior del radio R es

1
R> 501+ al ++/(1+ a]) +4|c])

entonces,
—2
Foc:Dp— C?

es una aplicacion Hénon-like horizontal de grado 2 pues,

FOB)NB=@ A F'0By)NnB=4.
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2. Para aplicaciones de Henon generalizadas de grado d del tipo

Gac(x) _ (Xd—I—C—Cl_L/)
<\y N

con a =+ 0y d > 2 lacota inferior de R resulta de resolver la desigualdad

RY—(1+ |a|)R — 4|c| > 0.

Andlogos a los conjuntos invariantes de aplicacion de Hénon, se tienen para apli-
caciones Hénon-like los siguientes andlogos:

K. :={z¢&B|F"(z) € B;Yn > 0}
K :={zeB|F"(z) € B;¥Vn >0}
Jy=0K, K=K.nK_  J=J.n]

Con todo esto, finalmente, se captura la dindmica de las aplicaciones de Hénon
dentro de la nocién de Hénon-like.

Sobre la dindmica de las aplicaciones Hénon-like se sabe que:

Teorema 4.3.2. Para todo d, todas las aplicaciones Hénon-like de grado d
tienen el mismo numero de ciclos periodicos, contados con multiplicidad, como
un polinomio de grado d.

Demostracién. Sea F - B — C? una aplicacion Hénon-like de grado d, con
funciones coordenadas fy = m o F y f, = m o F. Se puede asumir que F es
horizontal y considerar la familia de aplicaciones F, : B — C?, para 0 < € < 1,
definidas por

Fe(x,y) = (hix, y), efa(x, y)).

Cada una de las aplicaciones F. tiene el mismo numero de ciclos periddicos, lo
anterior gracias a que la clase aplicaciones Hénon-like de grado d es estable bajo
pequenas perturbaciones (Oberste-Vorth, 2005). Como € — 0, los ciclos periodicos
convergen al plano C x {0}.

Asl, podemos considerar la aplicacidon sobre este plano inducida por la aplicacion
limite x — fi(x,0). Por definicién, esta aplicacidn es polynomial-like de grado
d sobre Hy = {x | (x,0) € B} y ademas, equivalente casi-conformemente a un
polinomio de grado d y todos los polinomios de grado d tienen el mismo ndmero
de ciclos periddicos. [



43. APLICACIONES HENON-LIKE 62

De hecho, toda aplicacién Hénon-like de grado d:

= [iene d puntos fijos.

, : o : . d(dP~" —1)
= El nimero de ciclos periodicos de periodo primo p es ———.

= Si el periodo es n > 4 con n no primo, el nimero de ciclos se halla de la
suma, sobre todos los m que dividen a n, del nimero de puntos de periodo
m igual a d"

Con esto, una aplicacion Hénon-like de grado dos:

= tiene dos puntos fijos.

, . - : . 2021 —1)
= El ndmero de ciclos periodicos de periodo primo p es T
Periodo | Ciclos Periodo | Ciclos
1 2 7 18
2 1 8 30
3 2 9 56
4 3 10 99
5 0 1 186
§ 9 12 335

Tabla 4.1: Ciclos periodicos de Hénon-like de grado dos.

La construccidn de la clase de aplicaciones Hénon-like teniendo en su topologta
la dindmica de las aplicaciones de Hénon, sugiere la relacién de conjucién topo-
légica entre estas, algo que es falso:

Sea F es una aplicacion de Hénon con a = 1 y dos puntos periodicos de periodo
k, para los cuales la linealizacién de F* tiene autovalores conjugados complejos
de médulo 1.

Aplicaciones de este tipo existen, puede verse en (Aybar et al,, 2013) que existen
parametros a, b para los cuales la aplicacidn de Hénon real tiene autovalores
complejos conjugados de modulo 1 para k =1y k = 2.
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Luego elija
R>14~/1+]c|

-2 . =2
y sea H : D — C? con valores pequefios en D, y anulandose en los dos puntos
periodicos, luego

F+H:Dp— C?

es un Hénon-like con estos puntos siendo alin periddicos pero uno atractor y el
otro repulsor.

4.4. Herraduras complejas

Como ya se vio, la herradura de Smale juega un papel importante en el estudio
del comportamiento de la aplicacidn de Hénon de variable real, en la extensidn
a variable compleja se pretende también generalizar el concepto de la herradura
para caracterizar la dindmica de las aplicaciones Hénon-like.

Debilitando las condiciones de las definiciones dadas en el capitulo anterior se
obtienen las aplicaciones quasi-Hénon-like, asi: En vez de pedir que B sea un
bidisco, este puede ser un disco encajado, st D C C es el disco unitario asuma

que existe un encaje ¢ : D’ — €2 analitico en D? y tal que B = ¢(D?), B = (p(ﬁz).
Sean o L

By = @(D x aD) dBy = @(dD x D)

Hy = oD >x{y})  Vi=o{y} x D)

y considere F : B — C? inyectiva y continua sobre B y analitica sobre B tal que,
0
F(ByNndBy=@ A BNF(@0B,) =0

F(BINdBy =0 A BNF(0By) =0
asl,
Lema 4.4.1. Para todo y € D, w0 ¢~ : F(H,) N B — D es propia.

Con el anterior lema, todo esta configurado para debilitar la definicién de aplica-
clones Hénon-like como sigue:

Definicién (Aplicacién quasi-Hénon-like). F : B — C? es una aplicacion quasi-
Hénon-like de grado d si existe G : B — C? tal que
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1. F y G son continuas e inyectivas sobre B y analiticas sobre B.

2 FolG =1IdyGoF =ld siendo Id la identidad, donde cada una tenga
sentido. En este cambio se nota a G por F~.

3. O bien se tiene que:
a) FB)NIBy =8 AN BNF@B)=0 o
b) F(B)NdBy =0 A BnF(@By) =0.

Dependiendo de el item que cumpla, la aplicacion F serd horizontal o
vertical, respectivamente.

La debilitacién de la definicién mantiene la reqularidad de las aplicaciones Hénon-
like en el sentido que:

Teorema 4.4.1. Toda aplicacion Hénon-like de grado d es una aplicacion
quasi-Hénon-like de grado d.

Demostracion. Se sigue directamente de la definicion de aplicaciones Hénon-like
y la observacion realizada sobre la condicién 3 en esta.

La importancia de la familia de aplicaciones quasi-Hénon-like es que en esta se
encuentran las herraduras complejas que generalizan la de Smale. [

Definicion (Herraduras complejas). Una herradura compleja de grado d es una
aplicacion quasi-Hénon-like de grado d F : B — C? tal que para todo entero
n > 0, dependiendo de si F es horizontal o vetical, las proyecciones

mog ﬂ F'(B)—-C A mog " : m F"B)—C

0<m<n 0<m<n

712090’1: ﬂ F"(B) - C A ﬂ1o<p’1: m F™B)— C

0<m<n 0<m<n

son fibraciones triviales con fibras uniones disjuntas de discos.

Observacion: La idea de la fibracion se extiende de la Herradura de Smale donde
las proyecciones son paquetes de d” intervalos.
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Definicion (Campo f—trapping). Sea M una variedad diferenciable, U C M un
subconjunto abierto y f : U — M una funcién diferenciable. Un campo de conos

€= (G C IiM)em
sobre U es un campo f—trapping si
1. C, depende continuamente de x.
2. Siempre que x € U y f(x) € U se tiene que d,f(C,) C Gy

El concepto anterior permite brindar facilidad a la hora de verificar si una apli-
cacion quasi-Hénon-like de grado d es una herradura compleja, para esto

M TiyM

Figura 4.2: Diagrama Campo f—trapping.

Teorema 4.4.2. Sea F : B — C? una aplicacién quasi-Hénon-like de grado
d. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F: B — C? es una herradura compleja de grado d.

2. Existen funciones continuas positivas a(z) y B(z) sobre B tal que el
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campo de conos

<, ={(G, Q)G < al2)|G}

es F—trapping, y el campo de conos

¢ = {(G. QG| < B@2)|GI}

es F~'—trapping.

3 F(B)Nn By F~'(B)N B tienen d componentes conexas.

Demostracion. Sin perder generalidad se asume que B = D? y que F satisface
la condicidn 1. de aplicaciones quasi-Hénon-like o de aplicaciones Hénon-like.

(1=13)

(1=2)

(2=3)

Por definicion de herraduras complejas de grado d.

2 )
Sean F : D” — C? una herradura compleja de grado d y z = (x, y) € D%
Considere

<, ={(G OIGl, < |Gl

<]
(1= Ix?)

donde [(|, = de modo que este campo de conos estd definido

por

T—yl’
U

.Y se mostrard que es F — trapping.

Como F~'(D?) N D? tiene d componentes conexas, sean U, Us, .., Uy y
F(D?) N D? tiene d componentes conexas, F(Uy), F(Us), .., F(Uy). F: U —
F(U;) es un isomorfismo para cada i =1, ...,d.

Supéngase que x € D?, F(x) € D’y ( € €, C T,D* Témese una funcién
analltica a : D — D con ( tangente al grdfico de a en x. Supdngase
que x € gr(a) N U; y considere F(gr(a) N U;). Se define B : D — D
tal que gr(B) = F(gr(a) N U;). Ast d,F(() es tangente al grafico de 8, y
como F(gr(a)) tiene d componentes, S no es sobreyectiva. Por el lema de
Schwarz, B es una contraccion en la métrica de Poincaré y d,F({) € €¢(x).

Suponga que €, y €’ son campos de conos F—trapping y F~'—trapping,
respectivamente. Considere mj o F : H, — C para un y € D arbitrario.
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3=1)

Los valores criticos de esta aplicacion estan fuera de D, de lo contrario
los puntos criticos z; € H, y sus imdgenes estartan en D?, y la imagen de
vectores horizontales en z; serlan vectores verticales en F(z;), que contradice
la existencia de la caracteristica trapping del campo. Por lema 4.4.1 y la
definicién de aplicaciones quasi-Hénon-like de grado d, F(B) N B tiene d
componentes.

Asuma que F(B)N B tiene d componentes. Suponga por induccién que, para
todon=1,2,....N—1,

m: () F"(D)—D

0<m<n

es una fibracion trivial con fibras d” discos y para todo y € D y cada
componente U de
—m( N2
Hyn () F(D%)
0<m<n

la aplicacion 1y o £ : U — D es un isomorfismo analitico.

Demostramos para n = N. Elija esa componente U para n = N — 1y
considere FN(U). Como 7y o FN=! es un isomorfismo analitico de U a D y

=2 =2 na 4
F(D)N D" tiene d componentes, FN(U)N D" tiene también d componentes,
cada una homeomorfa al disco y para las cuales la aplicacion w1 : U; — D
es un isomorfismo.

]

Restringiendo a aplicaciones Hénon-like, la caracterizacién se ve como:

Corolario 4.4.2.1. Sea F : D, x D, — C? una aplicacion Hénon-like de grado d.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.
2.

F : Dy x D, — C? es una herradura compleja de grado d.

Para todo (x,y) € Dy x D, los valores criticos de los polynomial-like Fiy
y FZ’; (o Fvy F(J ) estdn fuera de Dy y D,, respectivamente.

Sobre las herraduras complejas se sabe que los diamétros de los discos en las
fibras tienden a 0 cuando n — oo, tal cual como sucede en la herradura de Smale
y los intervalos de las proyecciones. Por Ultimo, el resultado de esta seccién cae

sobre

la aplicacion de Hénon de grado dos:
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Teorema 4.4.3. Para cada a # 0 y cada ¢ tal que

5 5
5.V

2
S+ 2] 1+ 1o

| >

=2
existe una constante R > 0 tal que F,. : Dp — C? es una herradura
compleja.

Demostracion. Sean F = F, .y

R=a (1 +al + /(1 + [a) + 4[|

con a > 1/2. Por el Teorema 4.3.1 y el ejemplo 1 de la Seccion 4.3.1, F : mz — C?
es quasi-Hénon-like. A partir del Teorema 4.4.2, la demostracién se completa
mostrando que para valores apropiados de a, ¢ y a, el campo de conos definido
por

(G Q) 1G] < |G|}

es F — trapping, y similarmente,
(G Q) 1G] <&}
es F~' — trapping.

. . a2 . .
Lo primero se sigue notando que F(x,y) € Dr implica que |x* + ¢ — ay| < R,
lo cual a su vez implica que

x> [dl = R(1 + a).

Como di.yF (&1, &) = (2xG — ay, ¢), mostraremos que |(| < |G| implica (] <
|2x(y — a(y]. Esto se tiene ya que

2/ |c| — R(1 + |a]) — |a| > 1.

Un andlisis similar para F~' y el segundo campo de conos genera la misma
desigualdad. O

Es decir, existe un bidisco en el cual la dindmica de F,. es del tipo herradura
compleja, generalizando el resultado visto para aplicaciones de Hénon reales.
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[Aphca,cién Polynomial-like | de Fy F!

J
L polynomial-like.

fU U

U'. U abiertos Aplicacion
isomorfos al disco 4 Hénon-Like
U’ relativamente compacto
[ analitica y propia

Aplicacién Aplicacién
Hénon Compleja Hénon Compleja
Generalizada
ar 2?2 +ec—ay
i x\ _ (plz) —ay Fac ([) = ( " /)l
Py x ! :

Aplicacion
Quasi-Hénon-Like

B=¢

a#0y || > (% + g(l + |u.\)2) Herraduras
1 Complejas
R>- (1+\a\+ (1+|a|)2+4|v\) .
2 ¢, es F—trapping

—=
. 2 _ =
Foe:Dg—C € es F'~1—trapping.

Figura 4.3: Generalizaciones Complejas

(D?).

El diagrama anterior describe lo realizado durante las secciones anteriores de
este capltulo en busqueda del concepto de Herradura Compleja, aplicaciones en
la cuales se exhiben dindmicas de herraduras analogas al caso real.

4.4.1. Conjuntos invariantes

En la ultima seccion del Capitulo 2, se mostré la relacion entra la dindmica de
las aplicaciones de Hénon y el limite inverso de polinomios cuadraticos sobre los

conjuntos invariantes haciendo uso de la dindmica simbélica.

En el caso complejo, utilizando la dindmica simbédlica se pueden caracterizar es-
tos subconjuntos invariantes de herraduras complejas que fueron generalizados a

partir del caso real, y ast poder entenderlos.
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Definicion. Sea d € Z con d > 2. Entonces
Lyg={w= (. .wow wwuw..): w € {01,..,d}}
es el espacio de bi-sucesiones con entradas {0,1, ..., d}. Ademds,

Ud:Zd|—>Zd

W (- ww Wy wy )

es la funcion shift de orden d.

Por otro lado, sean
Y ={w=(Www..): w {01, .., d}}

L, ={w=(.whw,) we{0,1, .. d}}

los espacios de sucesiones con entradas {0,1, ..., d} no-negativo y negativo res-
pectivamente. Y andlogamente a gy, sean g y g, los shifts unilaterales sobre
estos espacios, respectivamente.

La definicion anterior generaliza la dindmica simbédlica de dos simbolos ya uti-
lizada, y con esta se desarrollan los siguientes resultados sobre los conjuntos
invartantes:

2 )
Teorema 4.4.4. Sea F : D° — C? una herradura compleja de grado d entonces
existe un homeomorfismo ® : K — L, que conjuga F a a,.

El teorema anterior es una generalizacion para el caso complejo del Teorema 3.4.2.
En el caso d = 2, ® es Unica salvo el automorfismo de ¥, que intercambia 0 y 1.
Para lo que sigue puede fijarse d y notar L = L, L, =L}, L. =L, 0 = 0y,
o, =0 yo_ =ay;.

El teorema anterior de hecho es un corolario del siguiente resultado:

Teorema 4.4.5. Existen homeomorfismos
[, K=Yt xD AN T_:K -Dx¥_

que pueden ser escritos como

Ty =velayly) A TGy) =X y-(x ),
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tal que los siguientes diagramas conmutan

K.NFYD)-Lt—or, K_NFD)———1_
F o4 F*W g_
K. i L. K —" 7

Las inclusiones K C Ky y K C K_ inducen las proyecciones candnicas
L—-Yiy—L_.

Para la demostracidn véase (Oberste-Vorth, 2005). A partir de este, se obtiene una
caracterizacion sobre el Conjunto de Julia Completo:

Teorema 4.4.6. Si F es una herradura compleja de grado d entonces K es un
conjunto de Cantor y F es conjugada a la funcion shift de orden d sobre K.

Demostracion. La segunda afirmacidn es resultado del Teorema 4.4.4, mientras que
la primera se obtiene al relacionar la dindmica de la herradura con la dindmica
simbdlica sobre su conjunto invariante que ya se sabe es un conjunto de Cantor.

]

(Y los limites inversos? Pues bien, ast como en el caso real la dindmica polinomial
y las aplicaciones de hénon se relacionan via los limites inversos en los conjuntos
invariantes, en el caso complejo también se llega a la relacién entre las herraduras
complejas y la dindmica polinomial generalizada representada por su limite inverso.

Para ver esto, sea f : U — U un polynomial-like de grado 2 tal que los valores
criticos estan en U\ U’ (por ejemplo, U' = D5(0), U = Dy(4) y f(z) = 2* + 4).
Como el valor critico estd en U\ U, el conjunto f~'(U') consiste de dos conjuntos
abiertos, Uy y U;, homeomorfos a discos y cada f |y: Ui — U’ es un isomorfismo.
Con esto establecido, el siguiente teorema demostrado en (Oberste-Vorth, 2005)
muestra la relacién entre las dindmicas polynomial-like y de herraduras complejas.

Teorema 4.4.7. Existen homeomorfismos

W, D -UxD A VY_:DP—=UxD
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que pueden ser escritos como

Viloy)=(ilay)y) A g y) = g(x ),
tal que los siguientes diagramas conmutan

1/

DPAFYD) L DIAF(DY) U
F f F f
D? o U [

En el caso cuadratico, tenemos:

Corolario 4.4.7.1. Sean P, un polinomio cuadrdtico complejo definido para ¢ & M,
Cp, el limite inverso de (C, P.) y F la aplicacion de Hénon (herradura compleja)
con P, en su definicion. Entonces existen homeomorfismos

LlJi . Ki — (CP(

tal que
PooW, =WY,0oF

PooW_=WY_oF!

Demostracion. Se extiende W, de K en la herradura compleja restringida a K.

por la formula W, (x) = li/nP;n. O

Con esto se concluye el trabajo, en el cual se estudiaron las aplicaciones de Hénon
y los polinomios cuadraticos tanto en variable real como en variable compleja. En
ambos casos, identificando los conjuntos invariantes de la dindmica polinomial,
Conjuntos de Julia para variable compleja y Conjuntos de Cantor homeomorfos al
Cantor 1/3 sobre el intervalo [0, 1] para variable real. Luego de eso, se definieron
las condiciones para que la aplicacion de Hénon exhibiera dindmica de herradu-
ra, Herradura de Smale para variable real y Herraduras complejas para variable
compleja.

Con estos elementos es posible establecer la relacién, mediante la dindmica sim-
bdlica, entre el limite inverso de polinomios cuadraticos y las aplicaciones de
Hénon.



4.4. HERRADURAS COMPLEJAS 73

Dinamica
Herraduras

Dicotomia . .
Simbdlica oq ~ F .
Fundamental ) Complejas
Generalizada
Conjunto de Conjuntos
Mandelbrot de Julia ~
PC ~ E{,C Generalizaciones
C. Invariantes

Limites Aplicaciones

de Hénon

Polinomios
Cuadraticos

Inversos

A _ (148)+v/(1+b)%+4a
P.~h A
c a,b a>(%+§)(1+b)2

Conjuntos e s Dinamica " Herradura de
1K = = . B =y
de Cantor * Simbdlica Smale

Figura 4.4: Resumen del trabajo

“f



Capltulo 5
Conclusiones

1. La dindmica de la Aplicacion de Hénon real que estudié es un excelente
ejemplo como introduccion a la teorla de sistemas dindmicos dadas las
propiedades que exhibe.

2. Se evidencia la relacién que existe entre los polinomios cuadraticos y la
aplicacion de Hénon como una generalizacion natural. EL uso de los limites
inversos resulta Util a la hora de demostrar esta relacidon formalmente sobre
sus conjuntos invartantes.

3. Aligual que en la dindmica polinomial, la generalizacién a variable compleja
brinda herramientas para la obtencién de resultados sobre las Aplicaciones
de Hénon, muchos de ellos analogos a la teor{a polinomial.

4. La definicidn de los conjuntos invariantes de Aplicaciones de Hénon, al ser
‘una copia” de los polinomiales induce a pensar en una posible definicidn
del conjunto de Mandelbrot como:

M= {(a, ¢) - [[Ha(0, 0)]| = oo}

pero esto aun no brinda caracterizaciones importantes principalmente por-
que:

» La drbita de 0 en el caso polinomial jugaba un papel fundamental que
(0,0) no cumple en la aplicacion de Hénon.

» El Teorema 4.4.6 es la caracterizacion del conjunto de Julia completo
para aplicaciones Hénon complejas que no contiene posibilidades para
la topologla del conjunto, como la dicotom{a fundamental en polinomios
cuadrdticos complejos.
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A. Funcion de Angulo Doble

En este apéndice se muestran dos hechos sobre la Funcién "Duplicante”. Definida
en el circulo considerado como los reales mddulo uno y estd dada por

D(6) =26 mod 1
Obs. 1:

El dngulo 6 es periddico bajo D si y sélo si 8 es un racional de la forma p/qg (en
forma irreducible) con g impar.

Una seqgunda observacién acerca de esta funcion es que se puede obtener la
expansion binaria de 8 notando la posicion de 6 en el circulo relativa a D. Para
definir la posicion, se denota el semicirculo superior 0 < 6 < % por Ih y el

semicirculo inferior % < 6 <1 por .

Io

Dado 6, se relaciona una cadena infinita de 0’s y 1’s a 8 como sigue: La po-
sicion de 6 es B(0) = (s, 51, ...) donde s; =0st D/(0) € hos; = 1st D/(O) € .

Obs. 2:

La expansion binaria de 6 es la posicion B(6) respecto a la funcion D.



	Resumen
	Introducción
	Preliminares
	Dinámica discreta
	Hiperbolicidad
	Caos

	Otros

	Polinomios cuadráticos complejos
	Conjunto de Julia
	Conjunto de Julia lleno
	Ejemplos
	P0(z)=z2
	P-2(z)=z2-2
	P5(z)=z2+5

	Órbita crítica
	Dicotomía fundamental
	Conjunto de Mandelbrot
	Componente hiperbólica C1
	Componente hiperbólica C2


	Aplicación de Hénon
	Conjugación topológica
	Puntos fijos de Ha,b
	Clasificación de puntos fijos

	Conjuntos no-errantes para Ha,b
	Localización

	Dinámica de herradura
	Herradura de Smale
	Dinámica simbólica
	Herradura en ha,b

	Caos
	Atractor de Hénon

	Límites Inversos
	Propiedades
	Ejemplo
	Polinomios reales


	Generalizaciones de la Aplicación de Hénon
	Aplicación de Hénon compleja
	Aplicaciones polynomial-like
	Aplicaciones Hénon-like
	Ejemplos

	Herraduras complejas
	Conjuntos invariantes


	Conclusiones
	Bibliografía
	 Función de Ángulo Doble

