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����6 ������� �

P
��� ��6 -"* � ��-.� , ��-.����� ��� ��!�, ����� - ! ��!($)-.��, ������,�*���-.�($ 4

��$/,�6���� ��,
P
7 � ��,���-.��� ��6 ����/�!�����, ��� ������!�6 � $)����7

� ��������&S� "�# M �%
���6�� ��� � � � � * 3�� 
 #����������������� !�"���$#&%('��
n
�(�*)+#,�-��)+./�0�"�

n
%����"��#,�1�32


���,��)� $)-.���1�����
L(P)

��6 ����� �
	����!� &S�������!�(� �
�!O���� /���,�����$)��� �����.��6�������� �
P
� *���,

��������$)*�����,���������,��)� $)�($)� �����
·
0

+

 ��62*�!($)62��!������ ��������, ����,��������+*���-.����62��� � ��*�!�6��"
�!��

*���������������,���� $36 $)�
*�6 $)�����
��� ��
�!�� &)$)6���,�*�� $���� � (���-.��,���� ,���&)$)* ����� " ����-1$)�����
�����
��6�� 4
-.��, ����� ���

P
*���,���6 !���� ��� ��������$)*�����,����

·
0

+
7 � &�������, ����-.��, ���/� *'$)�($���������������, � $)*��'&�,

U = (U0, Ux : x ∈ P)
��,���!�*�� !�,($1��������������, � $)*��'&�,

UL = (U0, Ux : x ∈ L)
����62��� � ��*�!�6��

L
����,����

Ux+y = Ux + Uy

0
Ux.y = Ux ∩ Uy

�($)��$
*'$)�($
x, y ∈ P

7
� 6 )���&'�!����� �
	����!� ) ��=>���7�!���

P̂
���
P
��� ��6 *���, 0�!�, ��� ���#�����($)�+6 $)�+��!�-1$)�+" ����-1$)6����

���.��!�, �����
x1 + . . . + xn

����,����
{x1, . . . , xn}

��� !�,($ $), ����*'$)����,($ ��,
P
� *���, ��6 ��������,

����/�!�����, ��� �

x1 + . . .+ xn ≤ y1 + . . .+ yn ⇔ {x1, . . . , xn} ⊆ {y1, . . . , yn}∆ .


�� -1$),�����$ ��!($)6 ����6 )���&'�!����� �
	����!� �
��QR���7�!���
P̌
���
P
*���,������ ��� ��� ��������� 6���� ��������!�* �����



� ����� ��� � �������
� ��� ��� ��� ��� �
	 3
" ����-1$)6��������
��!�, �����

x1 · . . . · xn
����,����

{x1, . . . , xn}
��� !�,($ $), ����*'$)����,($ ��,

P
� *���,3��6

��������, ����/�!�����, ��� �

x1 · . . . · xn ≥ y1 · . . . · yn ⇔ {x1, . . . , xn} ⊆ {y1, . . . , yn}
∇ .

� 9���&S= �!� "�# � # � ��������, � $)-.��� $)6 6 $)��� �'��
�!���������� !�, ������� � 0 $)6 6 $)��� ��������*%������! ����������* ��� &��
����-.����� � ��*�!�6�� ��!�������������7

1

2

3

4

5

6

a)

1

2

3

4

5

6

b)

1 4

5

6

1 + 4

1 + 5

2 + 5

2 + 6

5

2

3

1 4

5

6

1 + 4

1 + 5

2 + 5

2 + 6

5

2 + 4

3 + 5

3

2

� ��� ����-.����� � ��*�!�6����
P̂
0
P̌
��� � $), *���, ����,�������� ��,

L(P)
03���+*�!�-.��6��"
�!��

P̂ ∩ P̌ = P
7

� ����-"*)������,.��6 *'$)���
w(P) ≤ 2

6���� ��!�, ����� ��,
P̂ \P

����,.��� 6 $�" ����-1$
x+y

����,����
{x, y}���.!�,($3� � $)�($ 7 � ��/�!����($)-.��, ���/� *���, ����6 $)*��'&�, $�6�� $), ������������� ��,�!�,�*�� $)-.���.!�, ������!�6 � $)���

����,�*���6�6�� � ��-.����� � $), ��� � -��87
� ��&S� "�# � #����

w(P) = 2 ��� �1�
	�� ��	��(����#� �"%�� � #&�(�
� #,�"�(��%(� . ��� #���� � �(���"� � �������� P  �� ��#&��#
� ���3��	 ./� K(∅) �K(x)

%(� #
x ∈ P � K(x, y)

�"� #,�"�
x, y

��� #�� #&%(� . � ��	 ��� � �(����# P 2


�� $)*�!��������
*���,
� ��-1$ * 7.3 ��� � ,������ &)$2
�!�� 6 $)� ��������������, � $)*�����,���� ��� ��� ��� ������� ��� ������� ���
����,�,($)� � $), ���
����,�*���6�6 $)��� ��6 $)6�/������ ��-.�1���
��� " ������,�*�� $)*��'&�,#*���,�����������* ��� $+!�,3��!�, ��� -1$ 4
� ��-1$)6 ��� ! ����6��'�'$.��,�������� ��� 
�!��.$)62��-.� ������6�� *������ ���+*���,�� ��, " ��������� ����,�/ $ $),�*%���+-.��,������
��/�!($)6 $
������7 � *���, ����,�!($)*��'&�, � ����/�!�����,����
� /)� * -�� 
 � � ����,���-.��� ��6 $)6�/������ ��-.��7
- ,3��!�, ���

b ∈
-1$ �
P
���
����*�� 	���� . �����!������� �($)��$+��� " ������,�*�� $)*��'&�,#���

w(N ) ≤ 2
����,����

N = P \ b∆
7(
�� .(,���-.��� ��6 =>��)����;�����7� . ����� ���

P
*���, ����������* ���1$)6 ��!�, ���.*���, &���,�����, ���

b
����� 6 $ ��/�!($)6��($)�

P ′ = P ′
b = (P \ {b}) ∪ N̂
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	 1
*���, 6 $)� ����6 $)*�����,���� ��� ��������, ��, �����

P\{b}
0
N̂
��� -1$),�����$ ,($ ��!���$)6)*���-.� ��� ��!�,�*���, 0�!�, �����

����6 ��� � ��*�!�6��
L(P)

7
- ,.� 0���-.��6�� ��� !�,.������� ��� $)6(*�!($)6(,�� ��� �������',�6�� ���'$)6��'�'$)� 6 $ ��� " ������,�*�� $)*��'&�, ����� !�,1��!�, ���
-1$ � ��-1$)6���� ��6 ������� �

G
����������, � $)���1��, 6 $ � *)/���,($ * /�7

� 6 Q �������������'���!QR��������	��!��	��! ��
F b : repP −→ repP ′ *���������������,�������, ���
$)6 ��!�, ��� -1$ 4� ��-1$)6

b
$)����/�,($1$1*'$)�($�� ,�0�� ���

U
��,

repP
!�, ��O59������ �����7� . �����

U ′ � $)6�
�!�� U ′
0 = U00

U ′
z =

{
Uz ∩ Ub

���
z ∈ P \ {b} ,

(Ux + Uy) ∩ Ub

���
z = x+ y.

� ����-"*)��� $1*'$)�($�-.��� .(��-.�
ϕ : U −→ V

� *���,�����������$)���+*���-.�1!�,($+$)��6���*'$)*��'&�,
K
4 6���,��'$)6

ϕ : U0 −→ V0

 ��� 6�� $)����/�,($ ��6 &S����?A) &S�'�����7� . �����

ϕ′ = ϕ
7

� $)-.��� $ ��,�!�,�*�� $)� 6 $ �������������($)��������,�*����($)6(����6 $ ��� " ������,�*�� $)*��'&�,.����� !�,���!�, ��� -1$ � ��-1$)6
��� � $/,�6���*����($ ��,���*�� $)6�-.��, ��� ��,+6���,�/�!($10�� -1$ ������*�� $)6������ ��$/�'$)��� &)$ 0;+ ��� ������� * -�� � ,�� 0���*�*��'&�,
��, ��������,�������*���-.����,��',�6������ $/,($10�� 
 016�!���/�� ��, ����������� � $)�($ ��������� ��6 ��!�, ��� ����&���� � $ *'$ ����/ & 4
����*�����!���$),����.��6 " !�, �����

F b
�(������� $/,�������6�� / � � 6 $ ��
�!�� &)$)6���,�*�� $ ��� *'$ ����/������ $)���($/,($10�� 
 7

� ��������&S� "�# C5#�� � � )+#� ��	��"� ��� �3��	���#&%�� �"%���� # %(� #�	��(� ���(%� � � )+# �,)+#� �/./��� � ./� �
F b : repP −→ repP ′

b

� #,�$)�%(��)+#,� �	�
) ��
 � � ��#&%�� � �"�-%��$ �
�"��	�� �1� %(��%�� ��#� �(�

repP/ 〈IndN〉
∼
→ repP ′

b

� )+#,� � � � �(%(%���� # ��#� �	��
� #,�"�(��%(� . ��� #���� � �(�

IndP \ IndN
−→
← IndP ′

b.

� # � ��	  �� %�) � ��	 � | IndP ′
b| = | IndP| − |N̂ | − 1

2


��+-1$),�����$ ��!($)6 ���+��� .(,�� ��6 $)6�/������ ��-.� ���+��� " ������,�*�� $)*��'&�, *���, ����������* ��� $ !�, ��!�, ���
-.��,���-1$)6 � ��! *���,�� ����!�*�*��'&�, ��� ��!������ &���� ����� � 0���-.��6�� ��, � -JI �87

����� ��� %�� ������� $&%�"�$&%��)���������,��$  /' "�� ���
" � $&')��� ����%(���! /�

- ,��($)� ���#��!�, �����
(a, b)

��������*�� 	���� . �����!������� �($)��$ ��� " ������,�*�� $)*��'&�, ��,
P
� ���
P =

a∇+C+b∆
����,����

C = {c1 < . . . < cn}
��� !�,($ *'$)����,($ � ��!������ ����� &)$)* � $�
 ��,�*���-.�($)��$/,�6��

*���, 6���� ��!�, �����
a
0
b
7�� 6 $)-1$)����-.��� $)6 �($)� *���, &���,�����, ���

(a, b)
��)�=>��	��!��� � ) �
&S= �!� 
 ���

C = ∅ (|C| = 1)
7 � 6�*'$)���

b < a
��� $)��-.� �������3������� ��6�*'$)���

a ≤ b
*���, ����$)����*�� 6 $

��� .(,���*��'&�, 7
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� 6 =>��)����;�����7� . ����� *���, ����������* ���1$)6 �($)�

(a, b)
��� !�, ��!�,�������� ����,

L(P)
��� 6 $ " ����-1$

P ′ = P ′
(a,b) = a∇ + C− + C+ + b∆,

����,����
C− =

{
c−1 = b.c1, . . . , c

−
n = b.cn

} 0
C+ =

{
c+1 = a + c1, . . . , c

+
n = a+ cn

} ����,
��!�,�*���, 0�!�, ����� ����6 ��� � ��*�!�6��

L(P)
01*�!�-.��6���,+6 $)� ����6 $)*�����,���� ������������,+����/ ��,+��6 ����/�!�����, ���

��� $)/���$)-1$ 7

a

b

c−1

c−2

⋰

⋰
c+n

c+2

c+1
a

b

c1

c2

cn

⋰ (a, b)
c−n

� �1*�6 $)��� 
�!�� *'$)�($3,�!�� &�� �($)�
��� ��!�, �����
c−i = cib

0
c+i = a + ci

���������($36 $)�.����6 $ 4
*�����,���� ��� ��������, ����� &�� $)� ����6 ��!�, ��� 	 �($ ������,($)6 �

ci
*���, 6���� ��!�, ����� ����6 ��!�,�������� �

P \ C
7

� ��� ������������-.��, ���/��6���� ��!�, ����� ��� 6���� *���, 0�!�, �����
P \C

0
P ′ \(C−+C+)

����,
������, ��� .(*'$)������7
� 9���&S= �!� "�#�� # � ��������, � $)-.��� $)6�6 $)��� �'��
�!�������� !�,�������� � 0�$)6 6 $)��� ��������*%��� ��!�����������*�� &��
������� � ������� &)$)���
*���, ����������* ����$)6 �($)� *���, &���,�����, ��� ��,�����*'$)��� ��� ,���� 6 $��(��*%�($ 7
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� 6 Q ���������S��� ���!QR��������	��!��	��! ��
F (a,b) : repP −→ repP ′ *���������������,�������, ���+$)6 �($)� �����!�, �����

(a, b)
$)����/�,($ $ *'$)�($ � ,�0�� ���

U = (U0, Ux : x ∈ P)
!�, � ,�0�� ��� ������� &)$)���

U ′ =
(U ′

0, U
′
x : x ∈ P ′)

� $)6 
�!��
U ′
0 = U0

0

U ′
x =





Ux

���
x ∈ a∇ + b∆,

Uci ∩ Ua

���
x = c−i ,

Uci + Ua

���
x = c+i ,� ����-"*)��� $1*'$)�($�-.��� .(��-.�

ϕ : U −→ V
� *���,�����������$)���+*���-.�1!�,($+$)��6���*'$)*��'&�,

K
4 6���,��'$)6

ϕ : U0 −→ V0

 ��� 6�� $)����/�,($ ��6 &S����?A) &S�'�����7� . �����

ϕ′ = ϕ
7

� �'$
Ω = 〈K(a), K(a, c1), · · · , K(a, cn)〉

��6 �����'$)6 ��� 6 $ *'$ ����/������ $
repP

/���,�����$)���
����� 6���� -.��� .(��-.��� 
�!������ "%$)* �������'�'$), ����� ��!�-1$)� ��������* � $)�
.(,�� � $)� ����6���� � ,�0�� �����
K(a), K(a, c1), · · · , K(a, cn)

0 ���'$
Ω′ = 〈K(a)〉

��6 �����'$)6 ���+6 $ *'$ ����/������ $
repP ′ /�� 4,�����$)��� ������6�����-.��� .(��-.����
�!��#���#� � ��������$), *���-.� ��!�-1$ ��������* � $ ���

m ≥ 1
*������ $)�

����6 � ,�0�� ���
K(a)

7+� 6 " !�, �����
F (a,b) ��,���!�*�� !�,($3��
�!�� &)$)6���,�*�� $#��� *'$ ����/������ $)� *���*�����, �����

(repP)/Ω
∼
→ (repP ′)/Ω′ �(-"*)� ������*�����$)-.��, ��� ��� *�!�-.��6�� ��6 ����/�!�����, ��� ������!�6 � $)���
� -JI �87

� ��������&S� "�#��5# � ���
P = a∇+{c1 < . . . < cn}+b∆

)+#��������� %(� # )+#�� ��	 %(� # 
$��#�� ��#� �!�"�
�,)+#� ���

(a, b)
2 � � � )+#� ��	 �"� ��� �3��	���#&%�� �"%���� # F (a,b) � #,�$)�%(� )+#,� �	�
) ��
 � � ��#&%�� ���"� %��$ �
�"��	 � �1�%(��%�� ��#� �(�

(repP)/ 〈K(a), K(a, c1), . . . , K(a, cn)〉
∼
→ (repP ′

(a,b))/ 〈K(a)〉

� )+#,� � � � �(%(%���� # ��#� �	��
� #,�"�(��%(� . ��� #���� � �(�

(IndP) \ {K(a), K(a, c1), . . . , K(a, cn)}
−→
← IndP ′

(a,b) \ {K(a)}

� # � ��	  �� %�) � ��	 �
∣∣∣IndP ′

(a,b)

∣∣∣ = |IndP| − n
2

K ,������ &���-.��� 
�!�� 6 $ ��� " ������,�*�� $)*��'&�, �����2!�, ��!�, ����-1$ � ��-1$)6���� ������!�*�� $ 6 $ ��� " ������,�*�� $)*��'&�,
����� !�, �($)� *���, &���,�����, ��� ����6 -.����� ����/�!�����, ���)7 - , ������� � 	���&S= �!���������

P(a,b)

*���, ����������* ���
$)6 �($)� ��������*�� $)6

(a, b)
���
� , ������,��
���

P
����� $)� 0�!�,�*��'&�,����
!�,($ ����6 $+����6 $)*��'&�,

a < b
7 � �

b < a
��,
P
��, ����,�*�����6���� ��!�, �����

a
0
b
��� ������, ��� .(*'$), 7

� $ ��� " ������,�*�� $)*��'&�,�*���, ����������* ���.$ !�, ��!�, ���
-1$ � ��-1$)6
P 7−→ P ′

b

��� �%* ��� ������-.��,($)�($ �����
!�,($
��!�*������'&�, ��� �($)����� *���, &���,�����, ��������� ��!�, �����

(x1, b), . . . , (xm, b), (∅, b),
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	 2
��� ��������-.��� �($)��$)� ���

P
$)6 ������� �

P ′
b

$ ����$'& (�� ��� 6 $ ��!�*������'&�, ��� ������� ���

P = P0,P1, . . . ,Pm,Pm+1 = P ′
b,

����,����
(xi, b)

��� !�,1�($)� *���, &���,�����, ������,
Pi−1

0
(Pi−1)

′
(xi,b)

= Pi

7)� 6 ������� �
Pm = P ′

b + b0
(Pm)′(∅,b) = P ′

b

7 � , � -JI � ��� ��,�*�!���, ����$.��6 ����/�!�����, ��� ������!�6 � $)���
��-.����� � $), ���)7
� ��������&S� "�#��5# � ���

P
)+# �������� � b ∈ P )+# �,)+#� �/./��� � ./� � %(� # 
$��#�� ��#� �!� ��	 � ��� �3��	���#��%�� �"%���� # � (x1, b), . . . , (xm, b), (∅, b)

)+#,�/��)�%(�(����� # �"� � ��	��(� %(� # 
$��#�� ��#� �(� �
)��-�"�� ��	 . ���
#,�$# � �0��� �3��	���#&%�� �"%���� #-����	 � � �,)+#� � ./��� � ./� � b 2 � #� � #&%(�(� � � � )+#� ��	

F b : repP −→ repP ′

�(� � � %(� . ������� %���� # �"� � )+#� ��	��(�

F b = F (∅,b)F (xm,b) . . . F (x1,b).

��������� ')���� #� *��  /%(�,' ���������������! #"�$&%��)�
	���%  /'

- ,3������� � ��� 6�6 $)-1$)������� ���!=>� ����=�����)���������	��! �� ?A���B��� ��� ������,�� !�,3, ��-.����� .(,�� ��� ���
*�6 $)����� ���1������-.��� .(��-.��� ���.��������������, � $)*�����,���� ��,�������*���-.����,��',�6������ ��, *'$)��� *���, ����$)������� ��6
������� � ��� ��� ���!=>�S����=�����)���������	��! ��T�
��?A���B��� 7

�$)����� ��, ����������������� ��� &����

l1, . . . , lm
����,��)� $)-.��� �����

(l1, . . . , lm)
$
!�, ������� ��������-.��� " �
$

6 $.��!�-1$1*'$)������,($)6 ���
m
*'$)����,($)��" ����-1$)�($)�������

l1, . . . , lm
��6���-.��, ����������������* ��� &)$)-.��, ���)7

�2$)��$#!�, ��, �������3������� ��� &��
m
����,��)� $)-.��� �����

(N, m)
$#!�, ������� �
������-.��� " �#$#6 $#��!�-1$

*'$)������,($)6 ��� !�,($ *'$)����,($
*���,
m
��6���-.��, ����� 0+��6 ������� �

N = {1 < 2 > 3 < 4} .
� ��� ������� ��� 	����B���
	���) ��� ���!���
����� ��� ��� .(,���,�*���-.� 6���� ������� ��� ��� ������� ��,).(,�� ����� $)6�����
�!��
��������� ��!�� ��!�,�������� ���
����, ���1������� .(,�� ����7�� 6�6���� ����, �

K1 = (1, 1, 1, 1)
�
K2 = (2, 2, 2)

�
K3 = (1, 3, 3)

�
K4 = (N, 4)

0
K5 = (1, 2, 5).

� ��������&S� "�#
"�� � � ��� ��������� ��� � 6�����,������ � E � 
 #�
 ��	 ��)+#��������� 
P � � �1� %(� #,��� %�� � #&�(����� �$) � ��#� �(���� # �	�
) ��
 � � ��#� �(���

��� � � �������� P �(� �"�� �� ��� 	�� ��	��(����#� �"%���� #���#��  � 2
���
P
#&� %(� #� �� ��#&� � ���-%(� #�� )+#� ��� %�	��  �� %(�����"��� � ��� #&��	
2

%�� � � ��	���%(����� . � ��#� �/�"����� �3��	���#&%�� �"%���� # 	����$)�%(� P � � �������� �"�*)+#/�,)+#� � 2

� ,��)� $)-.��� 
�!�� 6 $ ��-.��6���*'$)*��'&�,
a)⇒ b)

��� !�,($ *���,�����*�!���,�*�� $
����6 $ ����������������������������, � $ 4
*�����,���� ��,�������*���-.����,��',�6���� ��� *'$)�($ ������� � *���� ����*��
� &�����$)� (�,�����*�� � 
 7
� $ " ����-1$ 	���������� ���
	��S��� � �B��)

fP
��� ��� .(,�� �($)��$
!�, &���* �����

d = (d0, dx : x ∈ P)
*���,

��, ����$)�($)� ��$)*�����,($)6���� ����� 6 $ " &���- !�6 $

fP(d) = d20 +
∑

x≤y

dxdy − d0
∑

x∈P

dx.
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fP
��� ����O �
�
&S������� =>��) �B��� . � ���

fP(d) > 0
�($)��$ *'$)�($ &���* �����

d > 0
0 ���

����O �
�
&S������� ��� ����
�� ��� . � ���
fP(d) ≥ 0

�($)��$.*'$)�($
&���* �����
d ≥ 0
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� ���3��	 ./� %�) ����	��$ �� %�� �"��� �  � fP �(� �	� � � � . ��#� � �������  ���
 ��2

� !���/���� ��� 6���� ����� ����������-1$)��$), ����������������� � , ����,���-.��� 6 $
*'$)��$)* �������'�'$)*��'&�, �($)��$.������� �������
������� ��������������, � $)*��'&�, .(,�� ��� ��, � (���-.��,���� ��� $)/���$)-"* ����*���� 0+��� " ����-1$)� *�!($)��� * ����*'$)��7
� �������!�(�7�!� "�#
"�45# 
 ��	 � %��������������� 

P � � �1����� �$) � ��#� �(� %(� #,��� %�� � #&�(� ��� # �	�
) ��
 � � ��#� �(���

��� � � �������� P �(� �"�� �� ��� 	�� ��	��(����#� �"%���� #���#��  � 2
���
P
#&� %(� #� �� ��#&� � ���-%�	��  �� %(�����"��� � ��� #&��	
2

%���
 ���3��	 ./� %�) ����	��$ �� %��
fP

�(���	� � � � . ��#� �!�������  ���
 ��2

- ,($���������������, � $)*��'&�,
U
����6 ������� �

P
��� 6�6 $)-1$ 	��!������� ��� ��! &���* �����.����-.��,����'&�,

dimU,�� ������,�� *�����������,($)�($)�1,�!�6 $)� � ��� ��� �����
dx > 0

�($)��$3*'$)�($
x
��,
P
7&- , ������� �

P
���

6�6 $)-1$ 	��!������� ��� ������,��
$)6 -.��,���� !�,($+��������������, � $)*��'&�,3*������ � $���,�������*���-.����,��',�6��)7 � ,�6���,�4
/�!($10�� -1$ ������*�� $)6 �

U
��� *������ � $����20 �!&�6��+��� ,���,�/�!�,($." ��$), 0�$

Mx

����&)$)* � $��+,�!�6 $1��,�*'$)�($
��������������, � $)*��'&�, -1$ ������*�� $)6 $)����*�� $)�($

M
7

� $)�($ ��������������, � $)*��'&�,
U

��� !�,($ ��������������, � $)*��'&�, *������ � $ ��� !�, ��!�,�������� �
Q =

{x ∈ P : dx 6= 0}
���
P
�)����,����

Q
��� 6�6 $)-1$ ��6 )���=>������� ���

U
0 ����*����',���-.���

Q = SuppU
7

� O )���� . ��	��! �� "�#
"�M5# � �
*���,���*������ 
�!�� *�6 $)��� .(*'$)� �����($)� 6 $)� ��������������, � $)*�����,����.��� !�,($
*�6 $)��� ��� ������� ��� ��
�!�� &)$)6�� $
*�6 $)��� .(*'$)� ��������� 6���� ������� ��� *������ ����� ��� ����$
*�6 $)��� 0������($)� ��!��
��������������, � $)*�����,���� *������ � $)� ��,�������*���-.����,��',�6�����7

� ����-"*)����!�, ������� �
P
��� ����*�� ��):���7�
	J��� ��� � � ��� ��� !�,($1��������������, � $)*��'&�, ��,�������*���-.����,��',�6��

U
� $)6 
�!��

x ≤ y
��� 0+�!&�6�� ���

Ux ⊆ Uy

7
�2$)��$1��������������, � $)*�����,���� ��� ������� .(,�� ������� 6�����,���� ����-.��� ���!&���, * 2 E -
!�,($1*�6 $)��� .(*'$)*��'&�, ���
������� ��� *������ ����� 0 ��!�� ��������������, � $)*�����,���� ��,�������*���-.����,��',�6���� *������ � $)��7 � 626���� � $)����*���-.��6�� ���
��� ����*%�($)� ��������������, � $)*�����,���� *���,�� � $
��� *�!($)����, � $
��,�������*���-.����,��',�6���� � G �87
� ��������&S� "�#
" � � � 6�����,������ � G � 
 #�� # �������� -#&� 
 �"% � � �"�  �� ��� 	�� ��	��(����#� �"%���� # ��#��  � �(�
%�� ��	  ����� � � � � �������(�0)+#&� �"� � ������������ �	�"� � � ��� �$) � ��#� �0 ��� � ��
 �3� � 
$��� ��� . ��	�� ��. � ��$#� �� � ��� . ��	�� ��. � � 2
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F2 F3 F4 F5 F6

F7 F8 F9 F10 F11 F12

F1

d0 = 1

d0 = 1 d0 = 2 d0 = 3 d0 = 4 d0 = 5 d0 = 6

1 1 1 1 1
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1
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1

1

1

1

2 1 1
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1
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1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

1

1 1

1

1

2

� 6�/�!�,���� ������!�6 � $)����� *���, ����������* ����$ 6 $ � $/,�6 $ $), ����������� ����, 6���� ����/�!�����, �������
$�
 - , ������� � ������� � $ 6���� � $ ��� ��� ������* ��� ��� 0 �!&�6�� ��� *�����,�*������.*���, !�,�� ���16���� ������� ���

F1, . . . , F6
7

, 

P
������,�� !�, ��,���*�� ��,�������*���-.����,��',�6�� *������ ��� ��� 0 �!&�6�� ���

P
���
F1

& ��� !�,�� ���
6����
������� ���

F7, . . . , F12
7 � , 6 $ � $/,�6 $ ��� ��!������ � ,������ &)$)� 6 $ ����������* ��� &)$ ����-.��,����'&�, 7

*�
 � �
P
��� !�,��1��� 6���� ������� ������� 6 $ � $/,�6 $
$), �������������

U
����!�,($
��������������, � $)*��'&�, ��,������ 4

*���-.����,��',�6������
P
��� 0+�!&�6��
��� 6 $ " ����-1$ *�!($)��� * ����*'$ ��� � � ���

fP(dU) = 1
7

����� ��� " ����� *��+�,')���� #��*��  /%(�,' ���������������! #"�$&%��)�
	���%  /'

� �'$), �
P
�
Q

+!�, �($)� ���3������� ����� ��!�����,�/ $)-.���

P = {1, . . . , n}
0
Q = {1, . . . , m}

7
- ,($ ����=�����)���������	��! �� &S� ���7�
	��!��� ��� ,���� ��6 *'$)-.���

K
����6 �($)�!�

P
�
Q

 ���.!�,($�-1$ �����'�

����* � $),�/�!�6 $)� ����� ,�6�� 
�!������(*���, ��, ����$)�($)� ��,
K
����� 6 $ " ����-1$

X =

X1
1 · · · Xj

1 · · · Xm
1

· · · · · · · · · · · · · · ·

X1
i · · · Xj

i · · · Xm
i

· · · · · · · · · · · · · · ·
X1

n · · · Xj
n · · · Xm

n

6 $ *�!($)6 �(��� �%*
�($)� ����*�����,($)�($ ��,
n
" ��$), 0�$)���������'����, � $)6����

Xi

0 ��,
m
" ��$), 0�$)� &���� ����*'$)6����

Xj

�%$)6�/�!�,($)� " ��$), 0�$)� ��������� $), ����� &)$)* � $)��
 7 � $
*�(�6�!�6 $
Xj

i

��� 6 $ ��, ����������*�*��'&�, ��� 6 $ " ��$), 0�$
Xi*���, 6 $ " ��$), 0�$

Xj
7
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i = 1, . . . , n
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Xj
�($)��$
*'$)�($

j = 1, . . . , m
7
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i < j

��,
P
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Xi

- !�6 ������6���*'$)�($)�
����� ��6���-.��, ����� ���

K
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Xj
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s < t
��,
Q
� $)����*��'&�, ��� *���6�!�-.,($)� ��, 6 $ " ��$), 0�$

Xs
- !�6 ������6���*'$)�($)� �����

��6���-.��, ����� ���
K
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���� -1$ ������*����
X,X ′ ����6 ������� $), ����������� ����, ���5��� . ���!��������) � ���1����,��)� $ X ∼ X ′ 
 ��� X��� ������!�*�� $

X ′ -.����� $), ��� 6 $)� ����$),�� " ����-1$)*�����,�����$)��-.�����',�6���� $), ����������������7 - ,($.-1$ �����'� X���.����*�� �
������) 	���&S=>�����!O �!� ��� ,�� ��� ��!�-1$ ��������* � $ ���
����� -1$ ������*���� ,�� ,�!�6 $)��7 � 6 �($)�
(P,Q)

������� ���!=>�'����=�����)���������	��! ��T?A���B��� ��� ��6 ����� ,�6���-1$ -1$ ������*�� $)6 *���������������,�������, ���
6�� ����� ��� ����*���������� ��6 , ��-.�����.��� -1$ ������*���� ��,�������*���-.����,��',�6���� ,��
��
�!�� &)$)6���, ����� ����.(,�� ����7
� 6 . ��	J����� ���
&S����) �! �� ��� !�,($ ��������������, � $)*��'&�, -1$ ������*�� $)6

X
��� ��6 &���* �����

d = dimX = (d1, . . . , dn, d
1, . . . , dm)

����,����
di
�
dj

 ���.��6 ,�!�-.�����3����.(6 $)�
� *���6�!�-.,($)��
 ��� 6 $ " ��$), 0�$

Xi

�
Xj

 7 � ����-"*)��� 6 $

���
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X
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d+(X) =
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i=1

di +

m∑

i=1

di.
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P
��� !�,�������� � ����!�,���6���-.��, ��� ��6������ ,�6���-1$ -1$ ������*�� $)6�����6 �($)���

P
�
Q



��� ��6������ ,�6���-1$ -1$ ������*�� $)6�*���������������,�������, ����$)6�������� �
Q
&���� ��� ��,�6 $ ������-.����$ ����*�*��'&�, 7)� ���

6�� *�!($)6 � ��6 ����� ,�6���-1$ ��� ��������������, � $)*�����,���� ��� !�, �($)� ��� ������� ��� /���,�����$)6��'�'$ ��6 ����� ,�6���-1$
��� ��������������, � $)*�����,���� ��� !�, ������� �'7
� � �
P
�
Q
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n
0
F
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P (Λ) =
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P k
i : 0 ≤ i ≥ n, k ∈ Z

} �"� #,�"�
P k
i ≤ P l

j ⇔ k − l ≥ λij

��# � � %��1���� � �
) � ��	 �"� � P k
i ≤ P l

j ⇔ k − l ≥ λji

��# � � %��1��� �"��	��(%('�� 2

� ��. ���� �	 �"%���� #,2 
��#$)*�!�������� *���, 6 $���������������*��'&�, -�7 03����� &�������, ���#
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Λ
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����� 0���* ��� &����1����, ��� 6 $ " ����-1$
P k
i

0 ,��$�($'0 �)��������7 � ����-"*)��� 6 $�����6 $)*��'&�, ��� ��������, ���
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P k
i ⊆ P l

j
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λii+k ≥

λij + l
� ��� ����*������

k − l ≥ λij

7�+ ��* ��������*'$)-.��, ���/� ���
k − l ≥ λij

� , ����,���-.���
k + λdi ≥

λij +λdi + l
01��,�*���,�����*�!���,�*�� $ �($)��$ *�!($)6'
�!������

d
����*�!�-.��6���
�!��

k+λdi ≥ λdj + di+ l
�

��� ����*������
P k
i ⊆ P l

j
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(O, P (Λ))
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$� �"� � ��� . ��	�� ��. � ��# � � ����#� �� �"� ��� �$) � ��#� ��� ��� Λ⇔ (O, P (Λ)) � Λ′ ⇔ (O′, P (Λ′))

2
� #� � #&%(�(�

Λ ' Λ′ ⇔ O ' O′ � P (Λ) ' P (Λ′)
2
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Λ
6�� *���������������,���� !�, ��,���*��

������� � ��,).(,�� ���
P(Λ)

01$ *'$)�($ ������� � ��,).(,�� ��� � ����6�-.����-.� ������� 
26�� *���������������,�����!�, ��,���*��
��������, ��� 0�$)����7

� ������� ��'�� �(� 
 " 
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� ��6���*'$),����+������!�6 � $)����� ���.6 $1��������� $+���
��������������, � $)*�����,���� ���
������� ����� ������!�*���-.��� ��6 ����� 4
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P(Λ)
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Λ
4 - &���!�6���$)��-.� ������� !�,($

*���6���*�*��'&�,"�%$), *)6���/ $+$ !�,($ ��������������, � $)*��'&�, ���.!�, ������� � 
 ���.*������ �����
O
4 ��� � ��*�!�6���� ��, !�,

T
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� �'$

A
!�,

Λ
4 - &���!�6�� $)��-.� ������� ��������*%����� � �'$

Ã = A ⊗O T
��6
Q
4 - &���!�6�� ��� . ���B�������

����	��!������� ���
A
�(*���-.�

A = A1 = A (e11 + · · ·+ enn) = Ae11 ⊕ Ae22 ⊕ · · · ⊕ Aenn

��� � , ������,�� 
�!��

Ã = Ãe11 ⊕ · · · ⊕ Ãenn

0+6���� ��!�-1$),������
Ãeii

����, �����($)*������ 6���,��'$)6���� ��� ,���� ��6 *'$)-.���
T
7 � ����-"*)���(*���-.�

eijeji =

eii
�($)��$3�������

i, j
� 6 $)�." !�,�*�����,����

Ãeii
eij
−→ Ãeij

eji
−→ Ãeii

����, ��, &�������$)��!�,($ ��� 6 $
�)����$)- 6�!���/���� *'$)�($ !�,($ ��� ��6�6 $)� ��� !�, ������-.��� .(��-.� 0���! *���-.��������*��'&�,1��� ��6 ������-.��� .(��-.�
����(�, ����*���- ����� � $)6 ��$/��&�, � ��������-.���
������, ��� .(*'$)�
6����

T
4 �����($)*������
6���,��'$)6����

Ãe11 = · · · =
Ãenn = V

7 � ��-.�
Aeii ⊆ Ãeii = V

��, ����,�*����+*'$)�($
Aeii

����!�,
O
0 ���7����� ��,

V6�6 $)-1$)���
O
0 ����� �
	����!� � ��� ��� ����� !�,

O
4 ��!�,�- &���!�6�� 6��',���� ���

V
���
��$),�/�� .(,�� ����� ��� -"*)���

!�, ���7����� 	���&S= �!����� � ��� ��� ����� ��!+��$),�/�� ��� ��/�!($)6 $ 6 $
dimT V

7)� � *�6 $)��� 
�!����($)��$ *'$)�($
i, j

��� *�!�-.��6�� 
�!��
Aeiiπ

λijO ⊆ Aejj
7

� , ������!�-.��, �(���
Ai = Aeii ⊆ V

�($)6
Λ
4 - &���!�6�� $)��-.� ������� ��������*%���

A
6�� �($)*���-.��� *���������� 4

����,������ 6 $ *���6���*�*��'&�,
A −→ (V,A1, · · · , An)

� -�7 * 


���,����

A1, · · · , An

����,
O
4 ��� � ��*�!�6���� ��, ��6

T
4 �����($)*����

V
� $)6���� 
�!��

Aiπ
λij ⊆ Aj

� -�7.-�

� $)-.����$������ ,($)� 
�!�� - &���!�6�����$)��-.� ��������� 0 *���6���*�*�����,���������62�������%-�7 * ��� *���������������,�����,
,���!�, � &���*'$)-.��, ��� ��$)6 &��
������-.��� .(��-.� 0+��
�!�� &)$)6���,�*�� $ ����������* ��� &)$)-.��, ���)7
$ ����=>��) �
	��! �� 45#
"���# ���

A,A′ ��� # Λ
� . �3�$) � �������$. �  �� �"�����"��	��(%('���� � (V,A1, · · · , An) �

(V ′, A′
1, · · · , A

′
n)

��� # ��)�� %(� � �(%(%�� � #&�(��%(��	 	��(� ��� #,��� ��#� �(� 	��(� ���(%� ���
 �$. ��#� � � A ' A′ ���
� � � � �	����� � � �� � )+# T �
� ��� . ��	�� ��. � ϕ̃ : V −→ V ′  � � �
)�� ϕ̃ (Ai) = A′

i

� ��	 � %������
i = 1, · · · , n.

� ��. ���� �	 �"%���� #,2 � !�����,�/ $)-.���
ϕ
!�,

Λ
4 ������-.��� .(��-.� ���

A
��,
A′ � *���-.� V = Ãi

0
V ′ = Ã′

i��$)6 &���������-.��� .(��-.��� ����,���-.��� !�,
T
4 ������-.��� .(��-.�

ϕ̃ : V −→ V ′ �($)��������� 6 $ " &���- !�6 $
ϕ̃(aeii ⊗ t) = aϕ(eii) ⊗ t

����,����
t
���1*�!($)6'
�!������
��6���-.��, ��� ,�� ,�!�6�� ��,

T
7���$)*�����,����

t = 1
���1*�!�-.��6�� 
�!��

ϕ̃ (Ai) = A′
i

�($)��$ �������
i
7 + ��* ��������*'$)-.��, ���/� ��� .(,���-.���

ϕ
���

A��,
A′ � $)6 
�!�� $.*'$)�($ n 4 !���6 $ (a1, . . . , an)

��,
A
� ��� ��!������ &�������� ��� � $1-1$),�����$
����,������

$ 6 $ ������*���-.��������*��'&�, ���
A
��,

n
��!�-1$),���������������* ������
1���#6��#$)����/�,($

ϕ(a1, . . . , an) =
(ϕ̃(a1), . . . , ϕ̃(an))

7 � &�������, ����-.��, ��� (�� � $ " !�,�*��'&�, ��� !�,
Λ
4 ������-.��� .(��-.��7
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� � -"*)��� !�,($ *���,�����*��'&�,3,���*�����$)��� $ 0���!).(*�����, �����($)��$ 
�!��1!�, - &���!�6�� $)��-.� �������
A
���'$

������*���-.����,��',�6��.����
�!��+��! *���6���*�*��'&�, *���������������,�������, ���
(V,A1, · · · , An)

���'$ ������*���-.��� 4
,��',�6��/� ��� ����*������ 
�!�� � � ��� � $ !�,($ ������*���-.��������*��'&�, ,�� ����� &�� $)6

V = V ′ ⊕ V ′′ � $)6 
�!��
Ai = (Ai ∩ V ′)⊕ (Ai ∩ V ′′)

�($)��$ *'$)�($
i
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�!������
i
7

� �'$
Mi

!�,($ -1$ �����'� *�! 0 $)� *���6�!�-.,($)� ��� � $),
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7 � ����� $), �����

M
������,�� , ��-.����� ���
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M
����� ����$),�� " ����-1$)*�����,���� $)��-.�����',�6�����7
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Λ1
��� ���1������� ��,).(,�� ����� ������!�������&���� ��, 6 $ /�� * .(*'$ 
�!��

K4 ⊆
P(Λ1)

7
, 
 � 6 ��������, ��� 0�$)���

Λ2
��� � $)6 
�!�� ��! ������� ��$)����*�� $)���

P(Λ2)
,��.*���, ������,�� *���-.�
��!�,�4

������� �1,���,�/�!�,������ 6����
������� ���.*���� ����*����
���!� 6�����,�����7 � ��� � ��������-1$S-�7 *�* ��6 ��������,
��� 0�$)���

Λ2
��� ��� ��������.(,�� ����7



� ����� ��� � ��� � ��� ���
���
	 � ��������� 	 ��� ����� ��� ��� � � � -7/
� ��� ��� ��� � � *��������  /�
	�"�*�')�

- ,3��������,3��� 0�$)���
Λ = [λij]

� $)6 
�!��
λij ∈ {0, 1}

���.6�6 $)-1$ ��" 0 ���7����� ���:9������ 7 � 6 I * 4
��������,+��� 0�$)���

Λ
6�� $)����/�,($)-.��� ��6 *���, 0�!�, ���

Q (Λ) = {1, 2, · · · , n}
0�!�, ��� *���, 6 $ ����6 $)*��'&�,

��� ��������,
i ≤ j ⇔ λij = 0

7/� , � " ��* �����)*���-.�
λii = 0

�($)��$ �������
i
6 $ ����6 $)*��'&�, ��� ��� �(� � � &)$)�

$)����-"*)� 0 $ 
�!��
λij +λji > 0

����,���-.��� 6 $ $), ��������-.� ����� $�0.6 $ ��������/�!($)6��($)�
λij +λjk ≥ λik*���,�*�6�! 0�� 6 $ �������������($)�+����$),���� ��� &)$ 7

� *'$)�($ ������� � .(,�� ���
P = {1, 2, · · · , n}

6���*���������������,���� !�, ��,���*�� I * 4 ��������, ��� 0�$)���
Λ = [λij]

��� .(,������.� $)6 
�!��
λij = 0

���
i ≤ j

0
λij = 1

��, �)�����.*'$)����7 � &�������, ����-.��, ��� 6 $
-1$ �����'�

Λ = [λij]
��� !�,�I * 4 ��������, 7

� 9���&S= �!� 45#
"�M5# � 6�I * 4 ��������,+��� 0�$)���

Λ =




0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0




��� 6�� $)����/�,($ ��6 ������� �
Q (Λ) = {1; 2 < 3; 4 < 5}

��� �������
(1, 2, 2)

7

� ������-.��� *'$)��$)* �������'�'$)� " *)*���6�-.��, ���1!�, I * 4 ��������, ��� 0�$)���#��� $)*�!�������� $ 6 $ " ����-1$ ��� ��!
������� ��$)����*�� $)����7
$ ����=>��) �
	��! �� 45#
" � # 
 ��	 � )+# ��	 �"��#  � �
���"� 	����$)�%�� �"�

Λ � �1� ��� �$) � ��#� �(��� � 	 ./�"%�� � #&�(���� # �	�
) ��
 � � ��#� �(���

���
Λ
�(�*)+#���� � ��	 �"��#,2

��� � � �������� P(Λ)
�(�-��	 ��� #,� � . ��#� �*�"�(��%(� . ��� #���� � �32

%�� � � �������� P(Λ)
�(� � �-��)+./� ��	 ��� #,� � �"� � #���#��  �1� %(�(��� �1���"� � �������� ��#��  � Q(Λ)

2

� ��. ���� �	 �"%���� #,2 � , ������-.��� 6�!�/ $)� ����� ,($)-.��� 6 $ ��-.��6���*'$)*��'&�,�$�

⇒
, 

⇒
*�
 7 � �'$

Λ = [λij]*���,
λij ∈ {0, 1}

�
P 0
i = {λi1, . . . , λin}

7 � , ����,�*����
P 1
i = πP 0

i = {λi1 + 1, . . . , λin + 1}0 ��0 $�
�!��
λik + 1 ≥ 1 ≥ λjk

�($)��$ *'$)�($
k = 1, . . . n

������,���-.��� 
�!��
P 1
i ≤ P 0

j

�($)��$ ���������
6����

i, j
��,

Pr(Λ)
7 � , �)����$)� �($)6 $/,���$)���

Pr(Λ)
������,�� 6 $ " ����-1$

· · · <
{
P k+1
i

}
i=1,...,n

<
{
P k
i

}
i=1,...,n

<
{
P k−1
i

}
i=1,...,n

< · · · ,

����,���� *'$)�($
!�,��
��� 6���� ��!�-1$),������ ��� ��6 ������� �
Q(Λ)

7
�2$)��$.6 $
��-.��6���*'$)*��'&�, � *�


⇒
�%$�
 � ���'$

P(Λ) = {X < Y }
� ��!�-1$
��������,($)6 ���

X
0
Y

 *���,

X, Y
��!�,�������� ��� ,���&)$)* �����20 ���'$

q0i
��6���6���-.��, ��� -.��,���-1$)6 ��� 6 $�*'$)����,($ {

P k
i

}
k=1,...,n

∪Y
7

� , ����,�*����
q0i < q0j

�($)��$ �������
i, j
� ��, �)����$)�
�($)6 $/,���$)���

Λ
���.������-.��� " ��$#!�,TI * 4 ��������,

��� 0�$)����7
2
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���
	 � ��������� 	 ��� ����� ��� ��� � � � -�3
� 6 *���� ��������� ��� ������� ��������������, � $)*��'&�, .(,�� ���!� -1$),�������*�����*���-.����, ����.(,�� ��� 
 �($)��$PI * 4 &�������,����
��� 0�$)����� " !�(������ ,($)��� " *)*���6�-.��, ��� *���-.� !�,($ *���,�����*�!���,�*�� $ ����6 *���� ��������� ��� ������� ��������������,�4
� $)*��'&�,�.(,�� ���!� -1$),�������*�����*���-.����, ���2.(,�� ��� 
 �($)��$ ������� ����.(,�� ������7
� ��������&S� 45#
" � #�� � ��	�� � � ��./�0�"� % � �1��� �!%��"%���� # �"� Λ

� . �3�$) � ��� ���$. �  �� �"������� � 	��*)+# ��� ���	 �"��#  � �
���"� 	����$)�%�� �"�
Λ =

∑n

i,j=1 eijπ
λijO � λij ∈ {0, 1}

�(� �	�
) ��
 � � ��#� � ��	��(%�� �3�$. ��#� �� � ��	�� � � ��./� �"� % � �1��� �!%��"%���� # �"� 	�� ��	��(����#� �"%�� � #&�(� �"� � �������� ��1��� �$#,���"� Q (Λ)
��� � 	�� � �%��$. ��� �"� % � �1���(�
	��(��� �$) � � �(� K = O/πO

2

� ��. ���� �	 �"%���� #,2 � �'$
Λ =

∑n

i,j=1 eijπ
λijO

�(*���,
λij ∈ {0, 1}

$)6 ��������,
Λ
6�� $)����/�,($)-.��� ��6

������� � .(,�� ���
Q(Λ)

*���-.�
$)�����',($)��*���-.�
Aiπ

λij ⊂ Aj

��, ����,�*����
Aiπ ⊂ Aj

�($)��$ �������
i, j
7

� �'$
Ω =

∑n

i=1Ai

0 ���'$
Ω = πΩ

� ��� *�6 $)����
�!��
Ω ⊂ A1, · · · , An ⊂ Ω

7 � ��,�������������-.���
��6 *���*�����, ���

U0 = Ω/Ω = Ω/πΩ
� ����,���-.����
�!��

U0
��� !�,

K
4 �����($)*����
6���,��'$)6 
�!�� *���, ������,��

6���� ��!�,������($)*������
Ui = Ai/Ω

� ��� ����*�������!�,
Λ
4 - &���!�6�� $)��-.� �������

A
������� .(,�����,+��� ��� *'$)���

����� 6 $ *���6���*�*��'&�,
���
K
4 �����($)*������ 6���,��'$)6����

U = (U0, U1, · · · , Un)
� $)6 
�!��

λij = 0
���(0
�!&�6��

���
Ui ⊂ Uj

7 � ,��)����$)���($)6 $/,���$)��6 $1*���6���*�*��'&�,#$), ��������������� !�,($���������������, � $)*��'&�,�����6 ������� �
.(,�� ���

Q (Λ)
7

2


�� -1$),�����$ ��,�-.����� $ � $ � , ����,���-.��� ��6 ����/�!�����, ��� ������!�6 � $)����7
� �������!�(�7�!� 45#
"�C5#�� # ��� � ��	 �"��#  � �
���"�

Λ
�(� �"�� �� ��� 	�� ��	��(����#� �"%���� # ��#��  � 
 ./�$# ��� �%�	��(%�� . � ��#� � ��#��  � � ��� � � � � � ��� � � �������� Q (Λ) � � �(�32

� ,�*���,�*�6�!����'&�, � ��6 ����� ,�6���-1$���� *�6 $)��� .(*'$)*��'&�,#��� ��������������, � $)*�����,���� ��� ������� ��� ��� ,����
!�,
*'$)-.���

T
����!�, *'$)�����($)� ����*�!�6 $)� ����6 ����� ,�6���-1$.��� *�6 $)��� .(*'$)*��'&�, ��� - &���!�6���� $)��-.� ���������

��� ,���� !�,�I * 4 ��������,+��� 0�$)����7

� ��� ��� %�� ������� $&%�"�$&%��)� �
" � "�� � *��������  /�
	�"�*�')�

� �
Λ
��� !�, ��������,3��� 0�$)����� ��6 ������� � $)����*�� $)���

P(Λ)
��� ��,).(,�� ��� �������'&�����*���7 � ��� � 6 $ �����'$

������,�*����($)6 ��� $)/���$)-"* ����*'$ ��� ��� ��� $)6�/������ ��-.� ��� !���$)� 6 $ ��� " ������,�*�� $)*��'&�,+�($)��$ ������� ��.(,�� �����
*���, ����������* ���3$ !�, �($)� *���, &���,�����, ��� ������!�, ����� *���, ������� ����*��'&�, �������'&�����*'$ ����� ,�� &���6����
����6 ������� �

P(Λ)
7 � ������� �($)��$�*���6���*�*�����,���� ���

O
4 ��� � ��*�!�6����

(V,A1, . . . , An)
6 $�$)*�*��'&�,�����6

$)6�/������ ��-.� ,������ ��!������ ������!�*����
$#6 $#*���-.��������*��'&�, ��� ��� " ������,�*�� $)*�����,����
� *���, ����������* ���
$)6 �($)� ���.��!�, ������
 ���1��������������, � $)*�����,���� ��������,($)��� $)� ���.������� ��� ��� ,����1!�, *'$)-.���

K
7 � �

����
�!�������� !�,($
*���,�� ����!�*�*��'&�, ��� $)6�/���,���$ 6���,��'$)6 -"*)� /���,�����$)687
� �'$
P(Λ)

��6 ������� ��$)����*�� $)���1$)6 ��������, ��� 0�$)���1������!�*������
Λ = [λij]i,j=1,...,n

7�� ��*������ � $)-.���
6���� ����/�!�����, ����� ������!�6 � $)�����	� &���� ����-.��� ����$)*�����,���� ��,�� -�-�� 
 �($)��$ ��� .(,���� ��6 $)6�/������ ��-.� ���
��� " ������,�*�� $)*��'&�, 7
� ��&S� 45#
" � #
���

P(Λ)
#&� %(� #� �� ��#&� � ��� ��) � %(� #�� )+#� ��� (1, 1, 1, 1) � (2, 2, 2)

��#� � #&%(�(�
� � � �� ��# � � ��. ��#� ��� a, b ∈ P(Λ)

 � � �
)�� � � ��) � %(� #�� )+#� � a∇ ∪ b∆ %(� #� �� ��#&�� �3�"��� � ���� � ��. ��#� �����"� P(Λ)
� �+%(� �, � � �
) � � � � )+#&� 2
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���
	 � ��������� 	 ��� ����� ��� ��� � � � -J1
� ��&S� 45#
" �5# ���

n ≥ 2 � P(Λ)
#&� %(� #� �� ��#&� � ��� ��) � %(� #�� )+#� ��� (1, 1, 1, 1) � (2, 2, 2)

2
� #� � #&%(�(� � � � �� � )+#�� ��	 �"��� #,��� %(�(� ��� �� �� #� ���

(k, l)
 � � �
)���%�)+. � � � )+#,� �"� � �1�!��� �$) � ��#� �(�%(� #,��� %�� � #&�(���

���
λki + λil = λkl

� ��	 �/ �3�"�
i
2

��� � � � �� �!)+# � #,��� %(�
m
 � � �
)�� λki+λil = λkl

� ��	 �� �3�"�
i 6= m � λkm+λml = λkl+1

2

� �'$
B = [βij]i,j=1,...,n

!�,($ -1$ �����'� *���, ��, ����$)�($)�#��,
Z
��� � $)6 -1$),�����$ 
�!��

βii =
0
�($)��$ �������

i
0

βi1i2 + βi2i3 + . . .+ βini1 ≥ 0
� -�7 0�


�($)��$ *�!($)6����!
�!�������$ &)$)6��������
i1, . . . , in

��,
{1, . . . , n}

7�� ������-.��� $)����*�� $)� $ ��� � $ -1$ �����'��!�,
��������, ��� 0�$)���

Λ = [λij]
��� � $)6 -1$),�����$2
�!��

λij =
-.��,

i2,...,in {βii2 + βi2i3 + . . .+ βinj}


���*���-.��� 
�!�� ��6 $),���6�6��
Λ
��� 
�������������� ����� 6 $ -1$ �����'�

B
7

� 9���&S= �!� 45#
" �5# � $ -1$ �����'�

B =




0 1 3
1 0 1
0 1 0




*�!�-.��6��16 $ *���,�����*��'&�, -�7 0 0 $)����-"*)���
βii = 0

�($)��$ �������
i
7 � 6 $),���6�6�� /���,�����$)��� ����� 6 $

-1$ �����'�
B
��� ��6 ��������, ��� 0�$)���!� ��� .(,������
����� 6 $ -1$ �����'��


Λ =




0 1 2
1 0 1
0 1 0


 .

K ,������ &)$)-.��� 
�!�� ��6�������*���������� �($)��$)� ��� 6 $ -1$ �����'�
B
$ 6 $ -1$ �����'�

Λ
*���,������ ��� ��,���*'$)-.��, ���

��, *���������/���� 6 $)� ��, ����$)�($)�
βik
��� 6 $ -1$ �����'�

B

�!�� ,�� *�!�-.��6���, 6 $ *���,�����*��'&�,

βij+βjk ≥ βik�($)��$
$)6�/ ��,+&)$)6����
j
��*'$)-�,�� $),����

βik
����� !�, &)$)6���� -.��,���� 
�!�� ��� 6 $ *�!�-.��6 $ 7

� �'$
Λ
!�, ��������, ��� 0�$)��� ������!�*������ 03���'$

k 6= l
*���,

(k, l ≥ 1)
72
���,��)� $)-.��� �����

Λ−
(k,l)��6 $),���6�6�� /���,�����$)��� ����� 6 $#-1$ �����'�

B = [βij]
����,����

bkl = λkl − 1
0
βij = λij

�($)��$
(i, j) 6= (k, l)

7 � � � $ -1$ �����'�
B
��� ,��
,���/ $ ��� &)$ 0+����� � $), ���
��$ ����� "%$)*�� 6 $ " &���- !�6 $P-�7 0 7 � ,

� " ��* ����� ��������-.��� $)��!�-.��� 
�!��
λik = 0

�($)��$+�������
i
� 6�!���/��

λij = λij + λjk ≥ λik = 0�($)��$ �������
i, j
7 � , *���,�����*�!���,�*�� $

B
��� ,��.,���/ $ ��� &)$ 7

- ,#�($)� ��� ��!�, ����� ����� ����, �����
(k, l)

��� 6�6 $)-1$ =��(� 	���� . �����!������� �($)��$���� " ������,�*�� $)*��'&�, ���
��$ ����� "%$)*�� !�,($ ��� 6 $)� *���,�����*�����,���� $�
 & , 
 ����6 6���-1$ -�7 *�G 7�
�� .(,���-.��� ��6 �����
�
�!�������7� . �����
Λ′

(k,l)

��� 6 $ ����/�!�����, ��� -1$),�����$ �

$�
 � � ��6 �($)�
(k, l)

��$ ����� "%$)*�� 6 $ *���,�����*��'&�, $�
 ����6 6���-1$P-�7 *�G ��, ����,�*����
Λ′

(k,l) = Λ−
(k,l)

7
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	 � ��������� 	 ��� ����� ��� ��� � � � - E
, 
 � �(��6 �($)�

(k, l)
��$ ����� "%$)*�� 6 $ *���,�����*��'&�, , 
 ����6 6���-1$ -�7 *�G ��, ����,�*����

Λ′
(k,l)

��� ��6�$),���6�6��
/���,�����$)���
����� 6 $ -1$ �����'�

B = [λij]i,j=1,...,n+1
� �%$)*������($)-.���

n + 1 = m′ 
 ����,����





βkl = λkl − 1
-
βml = λml − 1

-
βkm′ = λkm − 1

-
βm′m = 1

-
βm′m′ = 0

-
βm′j = λmj

�($)��$
j 6= m,m′ - βim′ = λim

�($)��$
i 6= k,m′ -

βij = λij,
���
i, j 6= m′ 0 (i, j) 6= (k, l), (m, l).

F ��� ����$)-.��� 
�!������ � $ ��� .(,���*��'&�, ��� *���������* � $)�2��� ��� ������
�!��+��, ��6 *'$)���#, 
 6 $ -1$ �����'�
B��$ ����� "%$)*�� 6 $ *���,�����*��'&�,<-�7 0 7

� ��,�� (��������($ ���./���,�����$)6����($)�#��!�����,���-.��� 
�!��
λik = 0

�($)��$+�������
i
7 � , ����,�*����

λij ≥ 0�($)��$3�������
i, j
�
λkl ≥ 1

�
λkm ≥ 1

� 6�!���/��3����������6����
λij

����, ,�� ,���/ $ ��� &������ � *���� �����

�!��'� *)�

βml

7 � � �������',�6���
�!��
βml = −1

� ��,���� ���
*'$)�����
βi1i2 + . . . + βin+1i1 < 0

� ����,����
i1 = m

0
i2 = l

� 6���� ��!�-1$),������ ��,%-�7 0 ��!�������,1����� ��������/ $),��'�'$)����� * ��*�6���*'$)-.��, ����
 7�� !���/����
βi1i2 + . . .+βisi1 < 0

������,�����6���� ��,�����*����
ii, . . . , is

����,������ ����, ����� 0
2 ≤ s ≤ n

7 � , ����,�*����
βi1i2 + . . .+βisi1 = −1

7 � �
m′ ,�� ��� �%* ��, ������6���� ��,�����*���� i3, . . . , is � ��, ����,�*���� � � ��������$),����

βij
��, � (���-.��,����2���

λij
� , ����,���-.���

λml+. . .+λism = 0
�)����� � $), ���

λml+λlm = 0
6���*�!($)6

*���, ����$)����*�� ��6�����*%��� ��� 
�!��
Λ
��� ������!�*�������7 � ����� ���

βml+ . . .+βxm′ +βm′y + . . .+βism =
−1
�(6�!���/���� � � ��������$),����

βij
��, � (���-.��,���� ���

λij
���($)��$

y 6= m
� , ����,���-.���

(λml + . . .+ λxm) + (λmy + . . .+ λism) ≤ 1,

6�� *�!($)6 &�!���6 &�� $ *���, ����$)����*���� ��6 ����*%��� 
�!��
Λ
��� ������!�*�������7��2$)��$

y = m
����,���-.���

(λml + . . .+ λxm) ≤ 0
��6��
*�!($)6 ��� ,�!�� &)$)-.��, ��� ��-.�������',�6��)7

� ,��)� $)-.��� 
�!�� 6���� $),���6�6����
Λ′

(k,l)

0
Λ−

(k,l)

,��.����, ������!�*�������� ,���*�����$)��� $)-.��, ���)7

� � � ��� �
����� � "�$&%(')����� *�� ��" ��� �����
" *�� � $ ��%  /����%(' � ���

� $)� ��� .(,���*�����,���� 0
$ .(��-1$)*�����,���� �($)�($)� ��,.6 $�����*�*��'&�,�$), ����������� ��� .(,���,1��6(������*�������-.����, ���
������� " ������,�*�� $)*��'&�,�*���-�,���,($ ������� $)6(����6 $)� -1$ ������*���� *���,+��, ����$)�($)� ��,+6���� ��, ���������

[λij]

�!��

��� .(,���, &�������,���� ��� 0�$)�����
Λ
7 � ������$ ���!,�� �'$)-.��� 6 $ ����!���,($ ����6 *���� ��������� ������,�*����($)6 ��� � -�-�� �

� ��������-1$L-�7 *�* ��, ��� ��� *'$)� � ��!�6���7

� �������
	��! �� ����	���)��(�7�!�

� !�����,�/ $)-.��� 
�!���6 $ *���6���*�*��'&�,
A1, . . . , An

���
O
4 ��� � ��*�!�6���� ����6

T
4 �����($)*���� &���* ������� $)6

X*���������������,�����, $)6
Λ
4 - &���!�6�� $)��-.� ������� ��������*%���

A
�
Λ = [λij]

���2!�, ��������, ��� 0�$)��� ������!�*������
0
Aiπ

λij ⊆ Aj

7
� �'$

F =
∑n

i=1Ai

� ��� .(,���-.������6 *���, 0�!�, ���
Ak

i = Aiπ
k ∩ F

� ����,����
k = 0,−1,−2, . . .

7
K , &�� $)-.��, ���/�

A0
i = Ai

0
Ak

i ⊆ Al
j

���
k − l ≥ λij

7 � ����-"*)���
Ak

i = F
���
|k| ≥ c =

maxij {λij}
0 $)��� � ��� $)��!�-.� 
�!�� ��6 ��,�����*��

k
&)$)��� $ ����, �����.��� 6���� 6 ��-.� �����

−c ≤ k ≤ 0
7
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	 � ��������� 	 ��� ����� ��� ��� � � � - G

���,��)� $)-.���������

R
$)6 ������� �

R =
{
pki
}
−c≤k≤0;i=1,...,n

��� .(,������������
pki ≤ plj

��� 0 �!&�6��1���
k−l ≥ λij

7�K , &�� $)-.��, ���/�
R
���2!�, ��!�,�*���, 0�!�, ��� ����6 ������� � $)����*�� $)���

Pl(Λ)
�)$ � $)6���!�,�*���,�4

0�!�, ��� 6�� 6�6 $)-1$)����-.��� )���
�&S������� ���
Pl(Λ)

7 � ��-.� ��6 ������� �
Pl(Λ)

��� !�,1������� � �������'&�����*��
��,).(,�� ��������6 ����/�-.��, ��� -"*)� /���,�����$)6�-.��, ��� *���,������ ���
��� !�,3�������'&�����7 � 
�! � / $)��$), ���'�'$)-.���

�!�� �($)��$
6���� &)$)6��������

−c ≤ k ≤ 0
�($'0+!�, �������'&���� *���-.��6�� ����7

� ������$#��� .(,���-.���
!�,($���������������, � $)*��'&�, ����6 ������� �
R
��� ,���� ��6 $),���6�6�� ��� ��� &������'&�,

K =
O/πO

7
� ��,�����������$)-.��� ��6 �����($)*���� &���* ������� $)6

V = F/Fπ
��� ,����1��6 $),���6�6��+���1��� &������'&�,

K
7 � � � $ 4

,�6���*���-.���
V k
i = (Ak

i + Fπ)/Fπ
0 $)����*�� $)-.��� !�, ��!�, ���

pki ∈ R
*���, ��6

K
4 �����($)*����

V k
i

7
� , ����,�*�����6 $ *���6���*�*��'&�, ��� ��!�,������($)*������

V (A) =
{
V k
i

} ���
V
��� !�,($
��������������, � $)*��'&�, ����6

������� �
R
��� ,���� ��6 $),���6�6��

K
7

� � *�6 $)��� 
�!�� ������6(- &���!�6��
A
��� ������*���-.����,��',�6��/�)��, ����,�*���� ��!
��������������, � $)*��'&�,.*���������������,�4

������, ���
V (A)

��� � $)-�,��'(�,+������*���-.����,��',�6��)7 � ����-"*)�������
A
��� ������-.��� " � $

A′ ��, ����,�*���� ��!������������* ��� &)$)�
��������������, � $)*�����,����.����, ��
�!�� &)$)6���, ������7+� ���
*���,�� ����!�*�*��'&�, �
V (A)

��$ ����� "%$)*��+6 $
*���,�����*��'&�, ∑n

i=1 V
0
i = V

7 
���,��)� $)-.���������
U(A) =

{
Uk
i

} 6 $.��������������, � $)*��'&�,#����!�,�*'$)�($
���
R
*���������������,�������, ��� $

V (A)
7

� ������$)� ��!�����,���-.��� 
�!��
��62*���, 0�!�, ���
P(Λ)

*���, ������,�� !�,��+��� 6�������!�,�*���, 0�!�, ����� *���� ����*����
Kz

*���,
z ∈ {1, . . . , 5}

7 � ������-.��� $)��!�-.����
�!�� ���������+6�������!�, ����� -.��,���-1$)6����
���
Kz��� �%*),#��,�*�6�!�������� ��, ����� 6�������!�, �����

{p0i }i=1,...,n

� ��� ����������,#6�������!�, ������-.��,���-1$)6���� ���
R

 7

� , ����,�*������(��6 *���, 0�!�, ���
R
*���, ������,�����6 ��!�,�*���, 0�!�, ��� *���� ����*��

Kz

� ����,�������������� 6���� ��!�, �����
-.��,���-1$)6���� ���

Kz

��� �%*), ��,�*�6�!�������� ��, ����� 6���� ��!�, �����.-.��,���-1$)6���� ���
R
7 � � ����- !���� ����$

��, ����,�*������ ��,���� ��� *'$)����� 
�!�� �($)��$1*�!($)6'
�!���������������������, � $)*��'&�,#����!�,�*'$)�($
W =

{
W k

i

} ���
R
��� ,����

K
� $)6�
�!�� ∑

iW
0
i

∑
i,kW

k
i

0
Wk = 0

� ���
pki /∈ Kz

� ��������-.��� ��,�*���, ����$)� !�,
Λ
4 - &���!�6��1$)��-.� �������

A
� $)6�
�!��

Uk
i = W k

i

�($)��$.�������
pki ∈ Kz

� ����,���� {
Uk
i

}
= U(A)

7
�2$)��$ ����*%�($
����!���,($
��� *���,�����������$), 6���� *'$)����� ��, 
�!��

z = 4
0
z 6= 4

7
� 6�� , ����,�������6�������!�6 � $)��� $), ������������� ���#*���,�*�6�! 0��/� �($)��$ ��6�*'$)���

z 6= 4
�+
�!��#� � ��� ��� !�,

, ��-.����� ��,).(,�� ������� ��������������, � $)*�����,���� ��,�������*���-.����,��',�6��������
Kz

,�� ��
�!�� &)$)6���, ����� ����� $
������� � $)6���� 
�!��
6 $���!�-1$+���
6�������!�,������($)*������ *���������������,�������, ����� $+6�������!�, ����� -.��,���-1$)6����
���

Kz

���
!�, *�!�,�����-.����, ��� ����6 �����($)*����#���)� $)687 � !���/����
Λ
���
!�, $),���6�6�� �����������#��,).(,�� ���

*�!($),����
Kz 6= (N, 4)

7
�2$)��$+��6 *'$)���

z = 4
� ��� ����*������

Kz = (N, 4) = {a1 < a2 > b1 < b2; c1 < c2 < c3 < c4}
7

� �'$
a1 = p0i

�
b1 = p0j

0
c1 = b0m

� � , &�� $)-.��, ���
i, j,m

����, ��,�����*���� ����� ����, ������7 � �
plt ∈ K40

t 6= i, j,m
� ��������-.��� $)��!�-.��� 
�!��

l = 0
- ������� ��, ��� ����*'$)����� �($)��$ *�!($)6'
�!������ ��!�, ���

p0t
� � ��� ���3!�, , ��-.����� ��,).(,�� ��� ������������������, � $)*�����,���� ����!�,�*'$)�($)� ��,�������*���-.����,��',�6����+,��

��
�!�� &)$)6���, ����� ����� $ ����� {
Uk
s

} ���
K
� $)6 
�!��36 $ ��!�-1$

U0
i + U0

j + U0
m + U0

t

��� !�,
*�!�,�����-.����, ��� ����6 �����($)*����
���)� $)687 � �.$), ����������� ��� ����,�� $ 6 $ 6���� � $ ��� ��,�������*���-.����,��',�6���� ���
K4

����*���� � $+��,3��6 $)� (�,�����*�� � 7 � ������� ��� �($)��$ $)6�/ ��,
pki ∈ K4

��6���,�����*��
t
��� !�,�� ���
6����

��,�����*����
i, j

&
m
�(��� *�6 $)���2
�!��

a2 = pk1i
�
b2 = pk2i

�
c2 = pk3i

�
c3 = pk4i

0
c4 = pk5i

�(����,����
k1 < 0

�
k2 < 0

0
k5 < k4 < k3 < 0

7�� , *���,�����*�!���,�*�� $
λij ≥ 2

�
λji ≥ 1

�
λim ≥ 4

�
λmi ≥ 2

�
λjm ≥ 4

0
λmj ≥ 2

0.�($)��$ ��6 ��,�����-.���)����, ���
e = eii + ejj + emm

��6 $),���6�6��
eΛe
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��� !�, ��!�,($),���6�6�� ����6 $),���6�6��

Γ =




0 2 4
1 0 4
2 2 0




� ��� � ��-1$�0 7 0 ��, � 1�� �
Γ
��� !�, $),���6�6��+���
������� ��,).(,�� ����� ����� 6�� *�!($)6 �

Λ
��� � $)-�,��'(�,3!�,

$),���6�6�� ��� ������� ��,).(,�� ����7 � ��-.��6�� � $),���� ��� ��� � $ -1$),�����$ 6 $ ����-.��� ����$)*��'&�,.��� 6 $ *���,�����*��'&�,
,���*�����$)��� $ 7

� �������
	��! �� ) ��?A	��!�������

� $ �($)� ��� *���, ����$)6 ��� 6 $ ����!���,($.��� 6 $ ��!).(*�����,�*�� $
��� !�,($ *���,�� ����!�*�*��'&�, ��!���$)-.��, ��� $)6�/�� 4
,���$)��*'$)����, 6���,�/�!($10�� -1$ ������*�� $)6 ����6 $)6�/������ ��-.� ��� ��� " ������,�*�� $)*��'&�, ������,�*����($)6 �($)��$ &�������,����
��� 0�$)������������������, � $)������, � -�-��2��, 6 $ ,($)��� ��� � ��-1$1$)! � ��6�� $)� -�7 0
0 � ������������*��'&�, ������,�*����($)6
-�7.3�75K ,������ &���-.��� -"*)����-.��,�����/���,�����$)6�-.��, ���	� � &�� � $),�������� � $)6�6�����,��+������,�*�� $)6�����
 ��� � $)�
����� $ .(��-1$)*��'&�,�����7
� �'$

B
!�,($+-1$ �����'� *���,3*���� .(*�����, ����� ��,

πs−1O
�
s ∈ Z

 7 � ��,�����������$),���� ��!�� ��6���-.��, �����

- &���!�6��
πsO

� � , ����,���-.��� !�,($ -1$ �����'�
B
��� ,�������6 $),���6�6�� ������� &������'&�,

K = O/πO
7 
���*��54

-.��� 
�!�� 6 $)� *���6�!�-.,($)� ���
B
����, �
�
�������
&S�������%�
������=>�������!��������)8&S ������!�

πsO
��� 6 $)�

*���6�!�-.,($)� ���
B
- &���!�6��

πO
����,+6���,��'$)6�-.��, ��� ��,���������,�������, ����� - &���!�6��

K
7�� ,�!�,�*�� $)-.���

��6 6���-1$ $)! � ��6�� $)� $), ����� ��� 6 $ ��������������*��'&�,+������,�*����($)687
� ��&S� 45# 4���#�� ���

B =

[
B1

B2

]

)+#,��./�$ �	 � � ����
 � ��� ���*��# �"��� � � ���
)��(� %(� # %(��� �!%�� ��#� �(� ��# πs−1O (s ∈ Z)
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AlgP(A)= A0
P(AlgP) = P
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Z
4 *���, 0�!�, �����

*���, *���, 0�!�, ���.��� ��,�����*����
I
.(,�� ����7

� 9���&S= �!� M5# 45# � 6 ������� �
P = N = {1 < 3 > 2 < 4}

6���$)����*�� $)-.��� ��6 *)6�/���,���$ ��������$),�� 4
" ����-1$)*��'&�, � -"*)� ������*�����$)-.��, ���/� *)6�/���,���$ ��� ��,�*�������,�*�� $�


� 6�/
P =




T 0 T 0
0 T T T
0 0 T 0
0 0 0 T


 .



� ����� ��� � � � ����� 
����	��� 	 ��� � ������	 � ��� � ��� ����� ��� ����� � � ����� � � ����� � ����� 0 E
� ����-"*)��� ���

P = P(Λ)
��� ��6 ������� ��$)����*�� $)���.$)6 ��������, ��� 0�$)���

Λ = Λ1
����6 � 0���-.��6��;-�7 * -

0
P ′ = (2) = {4 < 5}

��� !�,($+*'$)����,($ ���
����� ��!�, ������� $)6 ������� � ��� .(,������ ����� 6 $���!�-1$
*'$)������,($)6 ���

P
0
P ′ � P t P ′ 
 6�� *���������������,���� ��6 *)6�/���,���$ ��� ����$),�� " ����-1$)*��'&�,

Alg(P t P ′) =




O πO π3O 0 0
π2O O π2O 0 0
π2O π3O O 0 0
0 0 0 T T
0 0 0 0 T



.
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�!�� &)$)6���,�*�� $�0 ��!.����������* ��� &)$ �($)� ����*��'&�, ��,.��6(*���, 0�!�, ���
P(A)
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A =

∑n
i,j=1 eijAij

!�, *)6�/���,���$3��� ����$),�� " ����-1$)*��'&�, � ���'$
P = P(A) =

{
pki
} ��6

Z
4 *���, 0�!�, ���#$)����*�� $)����72
���� ��!�, �����

pki , p
l
j ∈ P

� 0 $)����-"*)� ��!�� ��,�����*����
i, j

 ����6�6 $)-1$),

�
�!
�������) ���
Aij 6= 0

0
Aji 6= 0

����� ���������
λij, λji < ∞

7 � ��*�6 $)���"
�!�� 6 $.����6 $)*��'&�, 	 ��� � $)�
6���/ $)��� �.��� !�,($ ����6 $)*��'&�,+��� ��
�!�� &)$)6���,�*�� $)��,��)� $)-.��� ��� � $
����6 $)*��'&�,+�����

∼
7

� ��� ��� .(,���*��'&�,
���
A
����,���-.����
�!��

pki ∼ plj
���(0 �!&�6�� ���

i = j
& �
i 6= j

0
λij, λji ∈ Z


 7 � ,
��6 ����/�!�,���� *'$)��� ,���*�����$)��� $)-.��, ���
����,���-.��� 
�!��

Aii = Ajj = O
7 � , �($)� ����*�!�6 $)�����������

6���� ��!�, ����� ��, !�,($ &��!,�� � $ ��� �%*), 6���/ $)������7
� �'$
P̃
��6 	�����9 ������� 	���	��!������� .(,�� ���1���

P
*���,������ ������,����1��� 6 $)� *�6 $)��������� ��
�!�� &)$)6���,�*�� $

p̃ki
��� ��!�, �����

pki ∈ P
7�V , ��������!�*���-.��� !�,($ ����6 $)*��'&�,+��� ��������, ��,

P̃
��� .(,����($
�����

p̃ki ≤ p̃lj ⇔ Aij 6= 0.

- , ��!�, ���
p̃ki ∈ P̃

��� 6�6 $)-1$ ) �
&S= �!� � & ���B���!= �!� 
 ���
Aii = T

�
Aii = O
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� $ ����6 $)*��'&�,
p̃ki ≤ p̃lj

��� ����O �
� ��� 03�!&�6�� ���
λij ∈ Z

� ��, ��� ���1*'$)��� 6���� ��!�, �����
p̃ki
0
p̃lj����, ,���*�����$)��� $)-.��, ���+- ��6 ������6�����
 7 � , *'$)���3*���, ����$)�����#6 $ ����6 $)*��'&�, ��� Q ��������� 7��2$)��$#!�,($

����6 $)*��'&�,�" !���� ��� � ��(�,���6 

p̃ki < p̃lj

��,
P̃
&)$)-.��� $ !���$)� 6 $ ,��)� $)*��'&�,

p̃ki / p̃
l
j

�
p̃ki ≺ p̃lj
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pki < plj

��,
P
0 $)����-"*)�

p̃ki / p̃
l
j

�
p̃ki ≺ p̃lj


 ��, ����,�*���� 6 $.����6 $)*��'&�, ������/���,($)6
pki < plj

���
����*���" !���� ��� � ��(�,���6 
 0+��� ����,��)� $.$), *)6���/ $)-.��, ���

pki / p
l
j

�
pki ≺ plj
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X ⊆ P̃
��$)6 *���, 0�!�, ���

[X] = {x ∈ P : x̃ ∈ X}
��� 6�� 6�6 $)-1$ �
&S�(
���� �
� . ���7)�� ���

X��,
P
7AK , &�� $)-.��, ���.*'$)�($ ��-1$)/���,3��, &�������$ ��� !�,

Z
4 ��!�,�*���, 0�!�, ��� ���

P
7 � ��,�����������$)-.���

6 $ ) ��O ���!
���O���� 	���������)�=>�������!������� $
X ⊆ P̃

�
AX =

∑n

i,j=1 eijAij

����,���� 6 $.��!�-1$1���
����-1$)�($ ,($10�� 6�������,�����*����

i, j
� $)6�����
�!��

p̃ki , p̃
l
j ∈ X

7 � ,��($)� ����*�!�6 $)����� , ����,���-.���
AP = A

7
� �
x̃ ∈ P̃

��� !�, ��!�, ��� - ��6 ������6��
� ����-.��6���
�0
X = {x̃}

����,���-.��� 
�!��
Ax̃

��� !�, ��������,
��� 0�$)���!� ��6 *'$)-.���

T

 7

- , . ��	J����� *���������������,�������, ���3$)6�������� �
P
���+*�!($)6'
�!������1" !�,�*��'&�,

d : P ∪ {0} → Z+�
Z+ = N ∪ {0}


 ����-1$),�����.(,�� ������&)$)6�������������� ����, ��������� *�������7 � 6 )���=>������� �
Supp d


 ���
!�, &���* �����

d
������� .(,������ �����16 $�" &���- !�6 $

Supp d = {x ∈ P : d(x) > 0}
0 6 $ QR���7&S�
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fP(d) =
∑

x

d2(x) +
∑

x<y

d(x)d(y)− d(0)
∑

x

d(x)
����,����

x, y ∈ P.

� ��� &���* ���������.� $)6����2
�!��
fP(d) = 1

����, 6 $)� ��� �
	���) ��� 6 $ " ����-1$#��� � � ���.$)����*�� $)�($#$)6
*���, 0�!�, ���

P
7 - ,($ ��$ �'�

d
��� ����*�� ���7� . �!��� ���

d(x) ≤ 1
�($)��$ �������

x ∈ P ∪ {0}
7


���� ��!�,�*���, 0�!�, �����
X, Y ⊆ P

���.6�6 $)-1$), 	�����9 ��������)�	�����9 ��
�������) ��� � � ��� ���
!�, $)! ��� 4
-.��� .(��-.�

ϕ
����6

Z
4 *���, 0�!�, ���

P
� $)6 
�!��

ϕ(X) = Y
7 
�������$ ��*����

d
0
d′
��� ����*���, ��� �
	���)

	�����9 ��
�������) ���
d′(0) = d(0)

0
d′(x) = d(ϕ(x))

�($)��$ �������
x ∈ P

0 $)6�/ ��, $)! ����-.��� .(� 4
-.�

ϕ
����6

Z
4 *���, 0�!�, ���

P
7

� ��� ��� " ����� *������	������� "�� *��  �� "�� � � ' � 
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� , *)6���/ $)-.��, ��� $)6 �($)���+��� ��������������, � $)*�����,���� ��� !�,#������� � $1��������������, � $)*�����,���� ��� �($)�����
��� ������� ������/���,�����$)6��'�'$)-.���2��6

(T,A)
4 ����� ,�6���-1$���, ��������!�*�����,���� ��6

(A,B)
4 ����� ,�6���-1$ ��6 $),��

��� ������� -.� �����
$)����*�� $)���
$)6 �($)�
(A,B)

��� *)6�/���,���$)� ��� ����$),�� " ����-1$)*��'&�, 7

$ ����O �!��&S� &S� ���7�
	��!���

� �'$),
A =

∑n
i,j=1 eijAij

�
B =

∑m
i,j=1 eijBij

*)6�/���,���$)�.��� ����$),�� " ����-1$)*��'&�, 7 � , ����,�*����
Mn×m(T )

����!�,
A
4
B
4 ,���- &���!�6�� ,($ ��!���$)6 
�!�� ��� .(,�� !�, ����� ,�6���-1$
-1$ ������*�� $)6 ��6 $),�� � ��,

��6 ����, �������.��� � 0�� 
 7
� $)� -1$ ������*���� ����6 ����� ,�6���-1$ ������,���, 6 $ " ����-1$

X =

X1
1 · · · Xj

1 · · · Xm
1

· · · · · · · · · · · · · · ·

X1
i · · · Xj

i · · · Xm
i

· · · · · · · · · · · · · · ·
X1

n · · · Xj
n · · · Xm

n

,

��� ���������
X
��� !�,($#-1$ �����'�.����* � $),�/�!�6 $)� �($)� ����*�����,($)�($ ��,

n
" ��$), 0�$)���������'����, � $)6����

Xi

0
m
" ��$), 0�$)� &���� ����*'$)6����

Xj
7 � $ *�(�6�!�6 $

Xj
i

��� 6 $ ��, ����������*�*��'&�, ���+6 $ 6 $ " ��$), 0�$)�
Xi

0
Xj

�%$)6�/�!�,($)�
" ��$), 0�$)�.��������� $), �����.&)$)* � $)��
 7 � ��, ����������* ��� $3��� � $ -1$ �����'� ��� ������-.� ����, 6 $)�
��������)�QR���7&S��	��!������)8����&'�
) �!O �!��) ����/�!�����, �������

� 
�� ��$),�� " ����-1$)*�����,����
O
4 ��6���-.��, � $)6������

T
4 ��6���-.��, � $)6�����
��'��
�!��������($)� ��� .(6 $)� ��, 6 $ " ��$), 0�$

Xi

*�!($),����
Aii = O

�
Aii = T
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O
4 ��6���-.��, � $)6������

T
4 ��6���-.��, � $)6�����
���������*%�($)� ���
*���6�!�-.,($)� ��,36 $

" ��$), 0�$
X i

*�!($),����
Bii = O

�
Bii = T
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Xj
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�!��������($ ����� ��6���-.��, ����� ���
Aij$�.(6 $)� ��� 6 $ " ��$), 0�$

Xi
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����� 
 � ����*��'&�,.��� *���6�!�-.,($)� ��,�6 $�" ��$), 0�$

X i
- !�6 ������6���*'$)�($)� $ ��������*%�($ ����� ��6���-.��, ����� ���

Bij

$ *���6�!�-.,($)� ��� 6 $ " ��$), 0�$
Xj
7

� 62����� ,�6���-1$.-1$ ������*�� $)6 ��� .(,�������������6 $.-1$ �����'�
X
0 6 $)� ����$)� " ����-1$)*�����,�����$), �������������������

6�6 $)-1$)��� ��6
(A,B)

0 =�����O �!��&S� ��6 $ -1$ �����'�
X
6 $ 6�6 $)-1$)����-.���

(A,B)
0 &S� ���7� � 7


����
(A,B)

4 -1$ ������*����
X,X ′ ����, ���5��� . ���!��������) � ���1����,��)� $ X ∼ X ′ 
 ��� X ����������!�*��

$
X ′ -.����� $), ��� 6 $)� ����$),�� " ����-1$)*�����,���� $)��-.�����',�6���� $), ����������������7 - ,($
-1$ �����'� X ��� �
������) 0

	���&S=>�����!O �!� ��� ,��#��� ��!�-1$ ��������* � $ ��������� -1$ ������*���� ,��#,�!�6 $)��7�� 6
(A,B)

4 ����� ,�6���-1$
��� ��� ���!=>� ����=�����)���������	��! �� ?A���B��� ��� ��6 , ��-.����� ���1-1$ ������*���� ��,�������*���-.����,��',�6���� ,��
��
�!�� &)$)6���, ����� ��� .(,�� ����7
� 6 . ��	J����� ���
&S����) �! �� ��� !�,($

(A,B)
4 -1$ �����'�

X
��� ��6 &���* �����

d = dimX = (d1, . . . , dn, d
1, . . . , dm)

����,����
di
�
dj

 ��� ��6 ,�!�-.����� ��� .(6 $)� � *���6�!�-.,($)��
 ����6 $ " ��$), 0�$

Xi

� " ��$), 0�$
Xj

 7 � ����-"*)���

6 $ ���
&S����) �! �� ���
X
��� �%*
��� .(,����($ ����� 6 $ " &���- !�6 $

d+(X) =
n∑

i=1

di +
n∑

i=1

di.

- ,
(A,B)

4 ����� ,�6���-1$ ��� ��� ���!=>� &S ������!� ��	���������� ��� � � ��� ����!�,($ *���,�� � $), ���
C
� $)6 
�!��

d+(X) < C
�($)��$ *'$)�($

(A,B)
4 -1$ �����'����,�������*���-.����,��',�6��

X
7

� 9���&S= �!� M5# M5# � 0���-.��6���� ����,�*���6�6���� ���
(A,B)

4 ����� ,�6���-1$)��7

$�
 � �
A = B = O

*���,
m = n = 1

7 � $)� -1$ ������*���� *�!($)����$)�($)� ������������,
1
����6 $ " ����-1$

(πk)
,�� ����, ��
�!�� &)$)6���, �������($)��$ ����� ����, �����.&)$)6��������1���

k
0 (�� � $)������, 6 $)� ��,���*'$)�

-1$ ������*���� ��,�������*���-.����,��',�6�����7 � !���/��.��6
(O,O)

4 ����� ,�6���-1$ ��� ��� �������
��,).(,�� ��� 0 ���
������� - &���!�6�� $)*��)� $)��� �($)*�����,����

C = 2
7
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 � �'$
P = {1, . . . , n}

0
Q = {1, . . . , m}

�����+������� ����.(,�� ������� ���'$),
A
0
B
6 $)�

*)6�/���,���$)� ���.��,�*�������,�*�� $ ���.6���� ������� ���
P
0
Q
����������* ��� &)$)-.��, ���)7 � , ��� ���1*'$)��� ��6

(A,B)
4 ����� ,�6���-1$#���1��6 ����� ,�6���-1$#��� ��������������, � $)*��'&�, ����6 �($)�.��� ������� ���

(P,Q)��� ,���� ��6 *'$)-.���
T
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(A,B)
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����,���� ��6 ������� �
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��� !�,($
*'$)����,($
0+��6 ������� �
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��� -1$ ������*���� ��,�������*���-.����,��',�6���� � ��� ,����

T
��, ��6 ������-.��� *'$)��������, ����/�!�,����10 ������*�����*'$)���

��� ,����
K = O/πO


 ��� 6 $ " ����-1$
[
In In
In J

]
,

����,����
J
��� !�,($
*�(�6�!�6 $ �����)�����($), ��� � $)-1$/���.$)�!,�� ����$)�����

n
7

2

� � ��, ����������$), ���1���.6 $ ����6�!�*��'&�, $)6 ����� ,�6���-1$ 	 *'$)����,($ 4 /�����,($)��6��($ � � ��� 
�!��1���1*���,���*��.6 $
6���� � $ *���-.��6�� � $ ����� ,�0�� ����� ��,�������*���-.����,��',�6������ 6�� *�!($)6 ��, ��6 *'$)��� /���,�����$)6 ,�� ��� �($
��,�*���, ����$)����- ��� -"*)��� �($)��$���6 *'$)��� �($)� ����*�!�6 $)�����
��������������, � $)*�����,���� ���2&�������,���� ��� 0�$)�����
��� ��������.(,�� ���
,��
��� �($ � , ����,������
��6 6���� � $)����7

� ��� ��� %�� ������� $&%�"�$&%��)� �
" � " ���	������� "��
*��  �� "�� � � ' � 
 "�$&%��)�

� �'$
P = P(A) = P∞+P0 � ����,���� P∞ =

∑
i∈I∞ Pi

*���,
Pi = {pzi }z∈Z

0
P0 = {p0i }i∈I0

7
- , ��!�, ��������-.��6��

a ∈
-1$ �
P
��� ����*�� 	���� . �����!������� �($)��$.��� " ������,�*�� $)*��'&�, ���

w(N ) ≤ 2
�

����,����
N =

��,�*
(a)

��� ��6 *���, 0�!�, ��� ���1��!�, ����� ��,�*���-.�($)��$/,�6���� *���,
a
� ��� *�6 $)��� 
�!��

N��� !�,
Z
4 ��!�,�*���, 0�!�, ���#���

P

 7 � �'$

N̂
��� ��6 ����-.����� � ��*�!�6�� ��!������������ ���

N
� ��� .(,���-.��� ��6

=>��)���� �����7� . ����� ���
P
*���, ����������* ���1$)6 ��!�, ���

a
����� 6 $ ��/�!($)6��($)�

P ′ = (P \ {a}) + N̂ ,
*���, 6 $)� ����6 $)*�����,���� ��� ��������, ��, �����

N̂
0
P \ {a}

���+-1$),�����$#,($ ��!���$)6 �2*���-.�#��� ��!�,�4
*���, 0�!�, ����� ����6 ��� � ��*�!�6��

L(P)
7 � $)��&��!,�� � $)� ��, ��6 *���, 0�!�, ���

P ′ ����, �����($)� 6 $)��&��!,�� � $)� ����6*���, 0�!�, ���
P
-1$)� 6 $)� ,�!�� &)$)��&��!,�� � $)� ��� 6���� ����� ��������� ����/�!�����, �������

$�
 {
pk+z
i + pl+z

j

}
z∈Z

����,����
pki , p

l
j ∈ N

∞;, 
 {
pzi + p0j

}
z∈Z

����,����
pzi ∈ N

∞ � p0j ∈ N 0.

K , &�� $)-.��, ���/�(��������� ��6 ��!�, ���1��� &���� � $
*���-�,���,($ ������� $)6 ����� � $.��������$)*��'&�, ��� 6 $
��� " ������,�*�� $ 4
*��'&�,+*���, ����������* ���.$)6 ��!�, ���
-1$ � ��-1$)6

a
��, ��6 ����, �������
��� ��$/�'$)��� &)$ 0%+ ��� ����� � ������,��������

$)6 *'$)���.��� !�, *���, 0�!�, ���.��,).(,�� ���
N
0 $)*�������� *���, 6 $

Z
4 ��� ����!�* ��!���$
����6 *���, 0�!�, ���

P
7

� � *�6 $)����
�!��
��6 , ��-.����� ���
,�!�� &���� ��!�, ����� ����-.��6�������� ������-.����� .(,�� ����0#��6 , ��-.����� ���
,�!�� &)$)��&��!,�� � $)� ����.(,�� ���.��� 0 �!&�6��1��� ��6 *���, 0�!�, ���1*���*�����, ���

Ñ
,��1*���, ������,�� � � $)�($)� ��� 6 $

" ����-1$
{x̃, ỹ}

&�*'$)����,($)� ��� 6 $ " ����-1$
{x̃ ≺ ỹ}

� ����,����
x̃, ỹ

����, ��!�, ����� - ��6 ������6�����7 � , ��� ���
*'$)����� . 0�$),���� !�,($ ,�!�-.����$)*��'&�, ��� 6����2��!�, ����� ���

P ′ � *���-.�($ ���',�6�� *���,
6 $���� .(,���*��'&�, ��� !�,
Z
4 *���, 0�!�, ��� 
 ��� , ����,���-.��� ��6 ���!
���O����������7� . �����

A′
a =

� 6�/
P ′

a

� 6 $ *�!($)6(��� ��,���������,�������, ���
��� 6 $ ,�!�-.����$)*��'&�, ��6���/����($ ��$)6 &��.������-.��� .(��-.��7

���$)*�!�������� *���, ��6 $)6�/������ ��-.�+���1��� " ������,�*�� $)*��'&�,3����� !�, ��!�, ��� -1$ � ��-1$)6 �($)��$ ������� ���
.(,�� ����� 0 ��6 $)6�/������ ��-.� ������� " ������,�*�� $)*��'&�, �($)��$#&�������,���� ��� 0�$)������- ����,���-.��� ��6 ����/�!�����, ���
������!�6 � $)���
��� *���, &�����/���,�*�� $.����6 $)6�/������ ��-.��7



� ����� ��� � � � ����� 
����	��� 	 ��� � ������	 � ��� � ��� ����� ��� ����� � � ����� � � ����� � ����� /�/
� ��&S� M5#��5#�
 ��	 � %������ � � �"� � 	 � �"�  �	 �$# � �3��	 ./�"%���� #

A � � � %(� #�� )+#� � P = P(A)
#&�

%(� #� �� ��#&� ��) � %(� #�� )+#� ���0%�	��  �� %(��� �"� � � ��� #&��	 K1, . . . , K5
��� � � � � � ��� � � �������� ��"��	 ��
 ���"�

P ′
a

#&� %(� #� �� ��#&�� � � �(�-%(� #�� )+#� ���32

� �'$
IndA

��6�*���, 0�!�, ������� *�6 $)�����2��� ������-.��� .(��-.� ��� ��������������, � $)*�����,���� ��,�������*���-.����,��',�6����
����6 *)6�/���,���$

A
7 
���,��)� $)-.��� 6 $ *�6 $)��� ��� ������-.��� .(��-.� ��� 6 $ ��������������, � $)*��'&�,

U
�����

[U ]
7

- ,�*)6�/���,���$ ��������$),�� " ����-1$)*��'&�,
A
��������*�� ��) 	��
�����
��� ������6 *���, 0�!�, ���

P(A)
��� ��������������,�4

� $/,�6�� ��� 6 $�" ����-1$
P(A) = X+Y +C

������,����
X 6= ∅

�
Y 6= ∅

�
X/Y

0
C
��� !�,($ *'$)����,($

$)�!,�� ����$)��� $2
�!�� � $)-�,��'(�, ��!������ ����� &)$)* � $.����,).(,�� � $ 7 � ,�!�,�*�� $)-.����������6���-1$)��$)! � ��6�� $)�����
��-.����� � $), ����� � &���� � -�3�� 
 7
� ��&S� M5#��5#�� # � � �"� � 	 �0�(��%�� #,��� ���/#&� �(�-%�� ��	  ��2
� ��-.�+*���,�����*�!���,�*�� $ ����� ��-1$%0 7 /�0�� ������������*��'&�,�0 7 1)� ��� ��!������ �($)6�6 $)� 6 $�*�6 $)��� .(*'$)*��'&�,
����-1$ ������*���� ��,�������*���-.����,��',�6���� �($)��$ ��6

(T,A)
4 ����� ,�6���-1$ *�! 0��
������� � $)����*�� $)��� ��� ��!�-1$

��� !�,($
*'$)����,($ 0+!�,($ /�����,($)6��($ 7
� ��&S� M5#
"���#
���

A
�(��)+# � � �"� � 	 � �"�	 �	 �$# � �3��	 ./�"%���� # � P(A) = C + G � �"� #,�"� � �%����"��#,�

C � � � ��� 	 #,� � ��� G ��� #
Z
� ��) � %(� #�� )+#� ��� � ��#� � #&%(�(� � � (T,A)

� ��	�� � � ��./� �(� �"� �� ���-. �3�$) � � �"%(�  ���"� � � � %(� #�� )+#� � �"� (T,A)
� ./�$ �	 � %(�(� #&��
 �"% � �1� � #,�"�(��%(� . ��� #���� � �(� ���� �"�  � � �3� � 
$� �	�
) ��
 � � ��#&%�� � � ����	 � �1��./�$ �	 � %(�(� �"� � � ��� �$) � ��#� � �3��	 ./� �

���
X = [X i] = [1] �

���
X =

[
X i Xj

]
=
[
π−k π−l

]
� �"� #,�"� {pki , plj

} �(�*)+#,� � � ����� �
%��
X =

[
X i Xj Xu

]
=
[
π−k π−l π−r

]
� X =

[
X i Xj Xu

]
=[

π−k 0 π−r

0 π−l π−r

] �"� #,�"� {
pki , p

l
j, p

r
u

} �(�*)+#,�/ �	�� ����� �

���
X =

[
X i Xj Xu Xv

]
=

[
π−k 0 π−r 0

0 π−l π−r π−s

]
� �"� #,�"�

{
pki , p

l
j, p

r
u < psv

} �(� )+# ��) � %(� #�� )+#� � �"�  �� ���
(1, 1, 2)


 ���
u = v � ��#� � #&%(�(�

� �1���"��� � 	 �$#��
�1����� 
�)�� � 
$��# )+#,� ��� � ��� 2

� 6�/�!�,($)� -1$ ������*���� ��� 6 $
6���� � $.$), ����������� ��!�������,#��������
�!�� &)$)6���, ����� � 0 ��� " ������� ������!�, *���� 4
.(*�����, ���

πz

 7

� ,#$)����6 $), ���/� ����,��)� $)-.����6 $)� *�6 $)��������� ������-.��� .(��-.�.��� ��������������, � $)*�����,�������,�������*���-.��� 4
,��',�6����.����6 *)6�/���,���$

A
*���������������,�������, �����+$

(T,A)
4 -1$ ������*����
��� 6 $#" ����-1$ $�
 0 , 

�����

[i] = [pki ]
0

[pki , p
l
j]
����������* ��� &)$)-.��, ���)7

� ������$)��������*����',���-.��� ��6 " !�, ����� ��� ��� " ������,�*�� $)*��'&�,+*���������������,�������, ��� $)6��
T,A

 4 ����� ,�6���-1$ 7

- , � ,�0�� ���
U = (U0, . . . , Un)

��,
repA

��������*����',��
U = (U0, Ux : x ∈ P)

�2*���,
P =

P(A)
0
Ux = πkUi

�($)��$
x = pki

7 � �'$ !�,���!�, ��� ����-.��6��
a ∈

-1$ �
P
*���, &���,�����, ���
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�($)��$ ��� " ������,�*�� $)*��'&�, � ���'$

P ′ = P ′
a

��6 ��6 ������� � ������� &)$)��� 0 $)����*�� $)���
$)6 *)6�/���,���$ ������� &)$)�($
A′ = A′

a

7
� 6 Q ���������;��� ���!QR��������	��!��	��! ��

F a : repA → repA′ *���������������,�������, ��� $)6 ��!�, ���
*���, &�� 4,�����, ���
a
� $)����/�,($�$1*'$)�($1� ,�0�� ���

U = (U0, Ux : x ∈ P)
��,

repA
��6 ��O59������ �����7� . �����

U ′ = (U ′
0, U

′
x : x ∈ P ′)

��,
repA′ ��� $)6 
�!�� U ′

0 = Ua

0

U ′
x = Ux ∩ Ua

�($)��$
x ∈ P \ {a} ,

U ′
x+y = (Ux + Uy) ∩ Ua

�($)��$
x+ y ∈ N̂ .

� ����-"*)��� $ *'$)�($ -.��� .(��-.�
ϕ : U → V

��,
repA

� *���,�����������$)��� *���-.� !�,($ $)��6���*'$)*��'&�,
T
4 6���,��'$)6

ϕ : U0 → V0

 6�� $)����/�,($3��6 &S����?A) &S� �����7� . �����

ϕ′ : U ′
0 → V ′

0

*���-.�36 $
����� ������*�*��'&�, ���

ϕ
$)6 *���, 0�!�, ���

U ′
0 = Ua

7
� ,��)� $)-.����
�!��

U ′
u+v = U ′

x+yπ
z
�($)��$

x = pki
�
y = plj

�
u = pk+z

i

0
v = pl+z

j

7�K ,������ &)$)-.���
$)����-"*)��
�!��
$)!�,�
�!�� 6 $1*���6���*�*��'&�,

U
*���, ������,��

O
4 ��!�,�- &���!�6�������� ��� " ������, ������*�6 $)�������

T
4

�����($)*��������
O
4 ��� � ��*�!�6���� 0 ��!�����!�-1$)����������* � $)��
 6 $
" &���- !�6 $.��� ��� " ������,�*�� $)*��'&�, $), ���������������

��� *)* ����*'$)-.��, ��� 6 $ -.����-1$ �($)��$ ��6�*'$)��� ������� " ������,�*�� $)*��'&�,.��� ��������������, � $)*�����,���� ��� ������� ���
��� ,���� !�, *�!���������7
� ,
������-.���26�!�/ $)� ,��)����-.��� 
�!��

U ′ = 0
����0 �!&�6������

Ua = 0
�)��� ��� ����� ���

U
��� ��,
� " ��* ��� !�,($

��������������, � $)*��'&�, ����6+*)6�/���,���$ � 6�/
N
7 � , ��� ���.*'$)����� ���

U
��� ��,�������*���-.����,��',�6��/� ��, ����,�*����

������� ��-1$ 0 7 * I � , ����,���-.����
�!��
[U ] = [i] = [pki ]

� ����,����
pki ∈ N

� &
[U ] = [pki , p

l
j]
������,����

{
pki , p

l
j

} ����!�,($.� � $)�($ ��,
N
7 
���,��)� $)-.��� 6 $
*���6���*�*��'&�, ��� �����($)� 6 $)� *�6 $)�����

[U ]
��� ��� ���

������� �����
Θ
0+*���,�����/�,($)-.��� ��� ��� ������!�6 � $)���
��� 6 $ ����/�!�����, ��� -1$),�����$ �

� ��&S� M5#
"�"�# ���
U
�(��)+#,� 	�� ��	��(����#� �"%���� # � #,�"�(��%(� . ��� #���� � ����# repA � U ′ = 0

��� � � � � ����
[U ] ∈ Θ

2


�� .(,���-.���16 $3��������$)*��'&�, ��� �
������
�����	��! �� � *���-.� ��6�������*������ ��, &�������� $ 6 $ ��� " ������,�*�� $ 4
*��'&�, � ����,����+$ *'$)�($ ��������������, � $)*��'&�,

W
����6 *)6�/���,���$

A′ ��� � $#��������$)*��'&�, 6���$)����*�� $ !�,($��������������, � $)*��'&�, =��7�
&'�B��� . �
U = W ↑ ����6 *)6�/���,���$ A � $)6 
�!�� (W ↑)′ ∼= W

7)� , � -�3�� ������� 4
-.��� � ,������ &)$)� -1$ ������*�� $)6�-.��, ��� ��6 ������*�������-.����, ��� ����6 $ ��, ����/���$)*��'&�,�������������������, � $)*�����,����
��,�������*���-.����,��',�6������ ��6�*�!($)6����+!�, ������*�������-.����, ���
,($)� � $), ���,� ����6��($)��$ *'$)6�*�!�6 $)�1��������� 4
����, � $)*�����,���� ��,�������*���-.����,��',�6�����7 � ��������, � $)-.��� 6 $ �������������($)� ������,�*����($)6 ����6 $)6�/������ ��-.� ���
��� " ������,�*�� $)*��'&�,+�($)��$ ��6

(T,A)
4 ����� ,�6���-1$ 7

$ ����=>��) �
	��! �� M5#
"�45#�� � � )+#� ��	 F a : repA → repA′ � #,�$)�%(�*)+#,� � � � �(%(%���� #

(IndA) \Θ→ IndA′,

� � � � � � �(%(%���� #�� # 
$��	��3� �(� �"� ��#�� ��������	 � � �(����	 �"%���� # ↑ 2 � # � ��	  �� %�) � ��	 � � � � � �"� � 	 � A �(�
�"�� �� ��� 	�� ��	��(����#� �"%���� #	. �3�$) � �/�"%(�  ���"�*��� � � � � ������� � � � �"� � 	 � �"��	 ��
 ����� A′  �$. � � ��# � ��(�32
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$)*��)� $)���.�($)��$
�($)�����
��� *)6�/���,���$)� ��� ����$)� " ����-1$)*��'&�, 7
� ��������&S� M5#
"�M � � ��� ��������� ���"� $'&)$)���! �� 0 0@+ � &�� ���! $'0 $)� � -�3�� 
 # ���

(A,B)
�(�/)+#�� ��	 �"�

� � �"� � 	 �1���"�� �	 �1� �3��	 ./�"%���� # � � � (A,B)
� ��	�� � � ��./� �(�*�"�� �� ���-. �3�$) � �/�"%(�  ���"����� � � � � �*���� � � ��	 �"� �������� � (P(A),P(B))

#&�0%(� #� �� ��#&� � ��	��(� �"� %(� #�� )+#� ��� %�	��  �� %(���-��# � � ����#� �� �"��"� � � ��� #&��	
2

� ��. ���� �	 �"%���� #,2 � $ �����'$ /���,�����$)6 ��� 6 $ ����!���,($
*���, ������,�� ����� �($)� ����� *���, ����$)6�����7
� $ ������-.����$ �($)� ���/� *���,������ ��� ��, ������!�*���� ��6

(A,B)
4 ����� ,�6���-1$ $)6 *'$)��� ��� !�,

(T,A)
4

����� ,�6���-1$ �%$), *)6���/ $)-.��, ����$)6 ����� ,�6���-1$ �����($)����� ����������� ��� ����������� .(,�� ��� 
 7 � ��,�������� 4
��$),�����!�,

(A,B)
4 ����� ,�6���-1$.$)��!�-.��-.����
�!�� !�,��+��� 6�����*���, 0�!�, �����

P(A)
0
P(B)

,������
!�,($
/�����,($)6��($)����� 6�� *���, ����$)��������6 $ ����!���,($
��� ������!�*�� $)6 ����������-1$P0 7 E 7
� !���/���� ��!�����,�/ $)-.��� ����� � 0���-.��6���
�!��
��6 *���, 0�!�, ���

P(B)
,�� ��� !�,($+/�����,($)6��($)����,3��� ���

*'$)�����
P(B)

*���, ������,�� !�,1��!�,�*���, 0�!�, ��� ��� �������
(1, 1, 1)

&
(1, 2)

7 � �
P(A)

��� !�,1*���, 0�!�, ���
��,).(,�� ��� ��,�&����2!�,($ *'$)����,($)� ��6��($)�

(P(A),P(B))
*���, ������,�� !�, �($)� ��� *���, 0�!�, �����2*���� ����*����

��, ��6 ����, ������� ��� � 6�����,�����7+� ���1�)�����36 $)����� ��� ����- !���� ����$ ��, � -�3���
�!�� ���
P(A)

,�� ���
*'$)����,($ .(,�� � $ 0

P(B)
,�� ��� /�����,($)6��($)� ��, ����,�*���� ��6

(A,B)
4 ����� ,�6���-1$ ��� ����������� - &���!�6��

,��.$)*��)� $)����7
� !�����,�����,���� 
�!��

P(A) = Cm

��� !�,($ *'$)����,($ .(,�� � $ *���, ����,�����,�������,���*'$)-.��, ���
m
��!�, �����

����-.��6�����7 � �
m = 1

��,�-.����� $ � $)-.��, ��� ����������,�����6
(T,B)

4 ����� ,�6���-1$ 7 � �
m ≥ 2

� *���,�����������$ 4
-.������6

(T,B′)
4 ����� ,�6���-1$.����,����

B′ ����!�, *)6�/���,���$1��� ����$),�� " ����-1$)*��'&�, � $)6 
�!�� ��62������� �$)����*�� $)��� ���'$ 6 $ ��!�-1$ *'$)������,($)6 ����6 ������� �
P(B)

036 $ *'$)����,($
Cm−1

���
m − 1

��!�, �����
(P(B′) = P(B) t Cm−1)

����-.��� ����$),���� 
�!��
P(B′)

,�� *���, ������,�� ��!�,�*���, 0�!�, ����� *���� ����*����
��� � 6�����,���� ��� 0+�!&�6��
��� ��6 �($)� �

P(A),P(B)

 ,��.*���, ������,�� �($)����� *���� ����*�����7

� ,�*���,�����*�!���,�*�� $)����6
(A,B)

4 ����� ,�6���-1$ ����������� - &���!�6�� $)*��)� $)��� ��� ������!�*������ $ 6 $ ��, &���� 4
����/ $)*��'&�,�����6

(T,B′)
� &���*'$)-�,�� $),���� ��� ,��)� $)*��'&�, ����� ������!�*�� $)6

(T,A)
4 ����� ,�6���-1$ 7

� $ ����/�!�,��($ �($)� ��� ��� 6 $ ����!���,($ *���,������ ��� ��, ����-.��� ����$)� ��6 *���� ��������� ��� ������� ��������������, � $)*��'&�,
- &���!�6�� $)*��)� $)��� �($)��$ ��6 *'$)���#���

(T,A)
4 ����� ,�6���-1$)��� /���,�����$)6��'�'$),���� ��, �($)� ����*�!�6 $)��� ��6

*���� ��������� ��� ��������.(,�� ���
�($)��$2&�������,���� ��� 0�$)������7
� ��������&S� M5#
" � # � #

(T,A)
� ��	�� � � ��./� �(� �"�� �� ��� . �3�$) � � �"%(�  ���"� ��� � � � � � ��� � � %(� #��� )+#� �

P(A)
#&� %(� #� �� ��#&����) � %(� #�� )+#� ��� %�	��  �� %(��� �"� � � ��� #&��	
2

� ��������, � $)-.��� !�, ���!,�� ���.��� 6 $ ����!���,($ 7

� �������
	��! �� ����	���)��(�7�!�

�2$)��$.��� � $1�($)� ���/��$)��!�-.��-.��� 
�!�� ��6 ������� �
P = P(A)

*���, ������,�� !�, ��!�,�*���, 0�!�, ����*���� ����*��
K = Kz

�($)��$
$)6�/ ��,
z ∈ {1, . . . , 5}

7 - ,��
��!������ ��!�����,������(����, � (��������($ ��� /���,�����$)6����($)� �



� ����� ��� � � � ����� 
����	��� 	 ��� � ������	 � ��� � ��� ����� ��� ����� � � ����� � � ����� � ����� / E

�!�� ��6 *)6�/���,���$

A
��� &'�
���
&S��� �(��� ���+����������������6�������!�, ����������-.��6���� ��,

P
����� ����,���*���,3$

Kz

� �����($)� 6 $)� &��!,�� � $)� ��,
P
��, ����������* � $), $

Kz

0 ��� �)����� ��!�,�*���, 0�!�, ��� *���� ����*��
Kz′

��� �%*
*���, ����,������
��,

P
��� *�!�-.��6���, 6 $)� -.����-1$)� �������������($)����� $), ����������������7

� !�����,�/ $)-.��� 
�!��
Kz

������,�� $)6 -.��,����.!�, ��!�, ��� ���!,�� � $)6 � ��� 6��3*���, ����$)������� ��6
(T,A)

4
����� ,�6���-1$#���1��6 ����� ,�6���-1$#*�6 *)����*������ ��������������, � $)*�����,����1��� ������� ���1��� ,���� ��6 *�!��������

T������!���6 ��� ��,!� E �87 � ����������� 6���� ��!�, ����� ���
Kz

����,.���!,�� � $)6������ $)��!�-.��-.��� 
�!��
A
��� !�,.��������,

��� 0�$)����7)� ��� � ��������-1$8-�7 *�* ��6 $),���6�6��
A
��� ����������� ��,).(,�� ��� 01����� � � (�,�����*�� � ��� �����������

- &���!�6�� ,��1$)*��)� $)������*���, ����$)����*�����,����
6 $��������)����������7
� ��,�����������$),����1��6 *'$)���

z = 1
������,���-.����
�!�� *'$)�($.��!�, ���1���!,�� � $)6

x ∈ Kz

������,�� 6 $ " ����-1$
� *'$)-�,�� $),���� 6 $ ��,�!�-.����$)*��'&�,
��� ��!�, ����� ��,.6 $)� &��!,�� � $)������� ����� ,���*�����$)����� 


x = p0i
� 6�!���/����

�($)��$.����� ��!�, ���������!,�� � $)6����
x = p0i

0
y = p0j

��,
Kz

� , ����,���-.���
λij ≥ 1

0
λji ≥ 1

7 � ���
6�� � $), �����(6 $)� -1$ ������*���� ��,�������*���-.����,��',�6���� ��� 6 $ " ����-1$

[
I 0 I I
0 I I J0

]

�
J0
��� !�,($.*�(�6�!�6 $ ��� �)�����($), *���, &)$)6���� �����������
*������ 
 *���������������,�����, $
��������������, � $)*�����,����

����6 *���, 0�!�, ���
K1
� &����1$)� (�,�����*�� � 
 ��� ,���� !�, *'$)-.����$)�!,�� ����$)������� ����� 6��#*�!($)6 � ����*%�($)�

-1$ ������*���� ������� $),
(T,A)

4 -1$ ������*�������*���, ����$)����*�����,����1,�!�� &)$)-.��, ��� 6 $ �������)����������7 � , *���,���� 4
*�!���,�*�� $)�

K1 * P
7

� ������$ ��� *���,�����������$ ��6�*'$)��� *�!($),����
Kz

*���, ������,�� ��!�, ����� ����-.��6����20 ���!,�� � $)6�����7 � �'$
x, y ∈

Kz

����� ��!�, ����� *���-.�($)��$/,�6������ ����,����
x
��� ����-.��6�� 0

y
��� !�, ��!�, ��� ���!,�� � $)687 � , ����,�*����

� � ��� ��� ��, �����
x
�
y
��,).(,�� ����� ��!�, ��������� 6 $ &��!,�� � $
���

y
�(��� -.����� 
�!��

P \ {x}
*���, ������,��

�)����� ��!�,�*���, 0�!�, ��� *���� ����*��
Kz′

� 6�� *�!($)6(��� ��-.�������',�6��)7/� ��� 6�� � $), ����� ,���,�/ ��,
��!�, ��� ����-.��6��
��,

Kz

����*���-.�($)��$/,�6�� *���, !�, ��!�, ���1���!,�� � $)6 ����� ���������
Kz

����!�,($.��!�-1$.*'$)������,($)6
Kz =

X t Y
� ����,����

X
*���,������ ���
��� ��!�, ����� ����-.��6���� 0

Y
���
��!�, ����� ���!,�� � $)6������

w(X) ≤ 2
0

-1$ �
X ⊂

-1$ �
P
7

� ����-"*)����*���-.�
K1 * P

��*'$)�($.��!�, ��������-.��6��
a ∈

-1$ �
X
����*���, &���,�����, ��� �($)��$.��� " ������,�4

*�� $)*��'&�,#0#*���-.�
w(X) ≤ 2

� 6 $+��� " ������,�*�� $)*��'&�,#*���, ����������* ��� $ ��� ���.��!�, ��� ,�� ��������!�*��
,�!�� &���� ��!�, ����� ����-.��6�����7)� � -"*)���

s(P ′
a) = s(P)− 1

� ����,����
s(P)

��� ��6 , ��-.����� ������!�,�4
����� ����-.��6�������,

P
7�+ ����-.��6 $/�'$),����

P
�����
P ′

a

0 ������� ������,����+��6 ������*�������-.����, ���+$), �������������
��, !�, , ��-.����� .(,�� ��� ���1�($)����� � , ����,���-.���

s(P) = 0
� ��� ����*������ ����,���-.��� 6 $ ��� ��!($)*��'&�,

*�!($),���������������6���� ��!�, ��������,
P
����, ���!,�� � $)6������ 6��1*�!($)62����!�,($1*���, ����$)����*�*��'&�, � ,��)����-.���


�!�� 6 $
� � ��� ����,�*�� $1��� !�, ��!�,�*���, 0�!�, ����*���� ����*��1��, ��6 ������� ����� &����($)���
P ′

a

����/ $)��$), ���'�'$)�($
����� � ��-1$P0 7 G 
 7

� �������
	��! �� ) ��?A	��!�������

�2$)��$ ��� � $ �($)� ��� ��� 6 $ ����!���,($)� ��� .(,���-.��� *���-.�
λ(P)

��6�, ��-.����� ��� *�6 $)����� ��� *���, 0�!�/ $)*��'&�,
��� �����($)� 6 $)� ��$ ��*���� ��� !�, *���, 0�!�, ���

P
*���, ��������� ��� ��� $),�*%���

2
0 ����� ����, ��� $

F8 = (1, 2, 3)
7

� � ����- !���� ����$ ��, � -�3���
�!�� ��� !�, *���, 0�!�, ���
P
,�� *���, ������,�� ��!�,�*���, 0�!�, ������*���� ����*����.���

� 6�����,���� ��, ����,�*����
λ(P) <∞

7
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� ��!�-.��-.���+
�!�����6 *���, 0�!�, ���

P = P(A)
,�� *���, ������,�����!�,�*���, 0�!�, ����� *���� ����*���� 01��������!���,($

����� ��,���!�*�*��'&�,
��� ,����
λ(P)


�!�� ��6
(T,A)

4 ����� ,�6���-1$���� ������� - &���!�6�� $)*��)� $)����7 � ��� � ��-1$
0 7 2 ��������-.��� ��!�����,�����
�!�� ��6 *)6�/���,���$

A
,��
��� *������ � $ 7

� $ O���)�� ��� �
������	�	��! �� ��� ��6 *'$)���
λ(P) = 0

*���������������,�������,���� $ !�,3*���, 0�!�, ���
P
���

$),�*%���
2
7 �2$)��$1��6 *'$)������,�
�!��

P̃
������,�� ��!�, ����������-.��6������ ���

x ∈ P̃
����!�, ��!�, ���+����-.��6��/�

��, ����,�*���� ��62������� �
P̃ = X + {x} + Y +N

������,����
X / x / Y

�
N =

��,�*
(x)
� *���, 0�!�, ���

��� ��!�, ��������,�*���-.�($)��$/,�6���� *���,
x

 ����!�,($.*'$)����,($.0 6 $.��-1$)/���, ��, &�������$

[N ]
��� � $)-�,��'(�,

!�,($
*'$)����,($ 7 � ��-.�
A
,��.��� !�,#*)6�/���,���$ ����*���,������($)����� ����/�!�� ��, ����,�*�����
�!��

X = Y = ∅0+��������-.��� $)��6���*'$)� � ��-1$P0 7 * I
$)6 *���, 0�!�, ���
P = {x}+ [N ]

7
�2$)��$
��6 *'$)���.��, 
�!��

P̃
,��
������,�� ��!�, ����� ����-.��6����������

x / y
��� !�,($
����6 $)*��'&�,�" !���� ��� ��,

P̃
�

��, ����,�*����
P̃ = X + Y + Z

� ����,����
X = x∆

�
Y =

{
t ∈ P̃ : x / t

} 03����*�!�-.��6�� 
�!��
x ≺ z

&
x||z

�($)��$ *�!($)6'
�!������ ��!�, ���
z ∈ Z

7 � ��-.�
w(P) ≤ 2

6 $ ��-1$)/���,3��, &�������$
[Z]��� !�,($ *'$)����,($ 03��6+*)6�/���,���$

A
��� ����*���,������($)� ,�� ������,���� ��� ���1��6 *'$)����7 � !���/����

P̃
������,��

��,���*'$)-.��, ���.����6 $)*�����,���� ���.������� ��(�,���687 � $10�� 6���� ��!���!���� ����� $), �����������������
|P̃| ≤ 2

� ���.6��
*���, ����$)�����

w(P) ≥ 3

 �
P̃
����!�, ����,�/�6�� ����, &�������62*���, 0�!�, ���

{x, y}
����,����

[x]
�

[y]
����,

*'$)����,($)��7 � ,#��6 ������-.����*'$)���
A
��� ��������, ��� 0�$)������� ������� .(,�� ���1� $)6 
�!��

w(P) ≤ 2
� &����

����*�*��'&�, -�
 ��-.����, ����$)� 
�!�� ��, ��6 ����/�!�,����1*'$)���.��������-.��� !���$)� � ��-1$P0 7 * I 7
$ ��)��S��� �
������	�	��! �� � � � � ��� ��� !�, ��!�, ���
����-.��6�� -1$ � ��-1$)6

a ∈ P
��, ����,�*����

w(N ) ≤ 2
�

*���,
N =

��,�*
(a)

0
a
��� !�,���!�, ��� *���, &���,�����, ���.�($)��$���� " ������,�*�� $)*��'&�, 7 � � -"*)��� *���-.�+��6

*)6�/���,���$
A
,�����������*���,������($
����,���-.���

w(N ) = 2
7 � � ����- !���� ����$1��, ����,�*���� 
�!��

λ(P ′
a) <

λ(P)
��6�!���/���� ��6 *)6�/���,���$

A′
a

��� ��� ������� - &���!�6�� $)*��)� $)��� ����� � ��-1$ 0 7 G 0
6 $ �������)��������� ���
��,���!�*�*��'&�, 7 � ,.*���,�����*�!���,�*�� $)� ��6 *)6�/���,���$

A
��� ��� ������� - &���!�6�� $)*��)� $)��� ������� ������������*��'&�,

0 7 * -�7
� ��� �)����$��($)� ���/� &��'$)-.��� ��6 *'$)��� *�!($),���� ��6 *���, 0�!�, ��� -1$ �
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7 � ,+� " ��* ������6 $)� $)����*�����,���� ����*���6�!�-.,($)� *���������������,�������, ����� $ 6 $)� ����6 $)*�����,���� ���

��������,3��,
Q
��� �($),3������-.� �������+���������.��6 ��,���*����+����� 6 $���� .(,���*��'&�,3���
6 $+��������������, � $)*��'&�,

-1$ ������*�� $)6�0 ����/ ��,
6 $ -1$ �����'� $), ������������� 6 $)� $)����*�����,���� ��� .(6 $)� ��� !�,($�" ��$), 0�$ �������'����, � $)6
Bi$ .(6 $)� ��� !�,($ " ��$), 0�$

Bj

��� �%*),1������-.� �����($)� ���(0.�!&�6�� ���
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a1 a2 a3 a4
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K2 = (2, 2, 2) = {a1 < a2; b1 < b2; c1 < c2}

J I I

I I I

III
︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸
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