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Introduccion

La teoria de representaciones de conjuntos parcialmente ordenados (posets) sobre
un campo fue desarrollada por la escuela de Kiev durante los anos 1970-1990 si-
guiendo el trabajo inicial de Nazarova y Roiter [12]. Ellos asociaron a cada poset un
problema matricial, reduciendo de ésta manera la clasificacion de representaciones
indescomponibles de posets a problemas de algebra lineal.

Para hallar la clasificacion de representaciones indescomponibles, Nazarova y Roiter
construyeron un algoritmo efectivo de diferenciacion de posets con respecto a un
punto maximal. Como resultado de utilizar dicho algoritmo, Kleiner [7,[8] obtuvo
el criterio de tipo representacion finito para posets, asi como la lista de todas las
representaciones indescomponibles de posets de tipo finito sobre campos arbitrarios.

Ademés, Kleiner extendié el problema de representaciones de posets al problema
de representaciones de pares de posets. El consider6 un problema matricial plano
asociado a cada par de ellos y demostro el criterio respectivo de tipo representacion
finito.

Luego, Zavadskij y Kirichenko [21,22] consideraron los o6rdenes tejados, en otra
terminologia, anillos semimaximales (anillos semiperfectos, semiprimarios, noethe-
rianos, cuyos anillos principales de endomorfismos son de valuacion discreta). Ellos
investigaron los modulos admitidos sobre un orden tejado usando técnicas de la
teoria de representaciones de posets, asi como algunas otras técnicas nuevas desa-
rrolladas en [I7,22], mas precisamente, los algoritmos de diferenciacion para 6rdenes
tejados y para posets (respecto a un par conveniente de puntos) construidos por Za-
vadskij en 1974 y publicados en 1977 en [22] y [I7] respectivamente. Con el uso
de esos métodos ellos obtuvieron el criterio principal de tipo representaciéon finito
para ordenes tejados el cual es una extension del criterio de Kleiner para posets
ordinarios.

Mas tarde, Zavadskij y Revitskaya generalizaron el concepto de representaciones de
ordenes tejados y de representaciones de posets finitos sobre un campo 7" introdu-
ciendo un problema matricial plano de tipo mixto sobre un par de algebras que
ellos llamaron &lgebras de transformacion. Ellos demostraron en [25] el criterio de
tipo modulo acotado para un par de dichas algebras el cual generaliza a la vez los
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INTRODUCCION 1AY

criterios de tipo representacion finito para ordenes tejados y para pares de posets
finitos.

El objetivo principal de este trabajo es exponer en una forma introductoria y siste-
matica algunos temas de la teoria de representaciones. El primer capitulo contiene
algunos preliminares de la teoria clasica de representaciones de posets. Posterior-
mente, en el segundo capitulo, se expone la teoria de representaciones de 6rdenes
tejados de tipo finito. Finalmente, el tercer capitulo contiene el problema de repre-
sentaciones de algebras de transformacion esbozando la prueba del criterio principal
de tipo modulo acotado.

Adicionalmente, en la seccion 3.7 presentamos en una forma breve algunas ideas
generales sobre vias de solucion de una conjetura (formulada en [25]) sobre el aco-
tamiento de dimensiones de representaciones indescomponibles de pares de algebras
de transformacion de tipo modulo acotado, en toda la clase de tales algebras.



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los conceptos generales y los resultados més importan-
tes acerca de la teoria clasica de representaciones de conjuntos parcialmente ordena-
dos (posets) ordinarios, considerando unicamente posets finitos y representaciones
de dimension finita. Las respectivas pruebas y otros resultados mas profundos de la
teorfa pueden consultarse en [578,[12HI4]19.21-23125].

1.1. Representaciones de posets

Una representacién de un poset finito P sobre un campo K es una tupla
U= (Uy,U,:z€P)

de K-espacios vectoriales de dimension finita tales que U, C Uy para cada x € P
y si < y entonces U, C U,. El vector dimensién de una representacion U es el
vector d = dim U = (dy,d, : * € P) € Z7 con dy = dimg Uy y d, = dimg (U, /U,),
donde U, = qu U, es un subespacio de U, llamado radical de U,.

Un morfismo ¢ : U — V de una representacion U en una representacion V
es una funcion K-lineal ¢ : Uy — V{ con la condicion ¢ (U,) C V, para todo
x € P. La categoria de representaciones de P sobre el campo K es denotada
por repx P = repP. Obviamente, dos objetos U,V en repP son isomorfos (se
denota U ~ V) si y s6lo si existe un isomorfismo de K-espacios ¢ : Uy — V; tal
que ¢ (U,) =V, para todo x € P.

La suma directa de dos respresentaciones U,V de P es la representacion
UeV=UeWU,eV,:zeP).

Una representacion U se dice descomponible si es nula o bien si U ~ U’ @ U” para
algunas representaciones U’, U” no nulas. En caso contrario, U se llamara indescom-
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

ponible. Denotamos por Ind P = Indx P al conjunto completo de representaciones
indescomponibles sobre K no isomorfas dos a dos.

Se puede verificar que la categoria rep P es de Krull-Schmidt, esto es, la descom-
posicion de cada representacion de P en suma directa de representaciones indescom-
ponibles es tnica salvo, isomorfismo y permutacion de sumandos. En consecuencia,
la clasificacion de los objetos en rep P se reduce a a la clasificacién de objetos en

Ind P.

Un ejemplo sencillo de representaciones indescomponibles son las llamadas repre-
sentaciones triviales, es decir, aquellos objetos en rep P que tienen espacio princi-
pal Uy isomorfo al cuerpo K. Para describir este tipo de representaciones, introduci-
mos el concepto de cono superior (inferior) de un punto x € P como el conjunto
vV ={yeP:x <y} (za={y €P:x>y}). Més generalmente, definimos el cono
superior (inferior) de un subconjunto A de P como el conjunto AV = Uvca aV

(AA = UaeA aA)'

Luego, a cada subconjunto A del poset P le asociamos una representacion trivial
K(A)=(K,U,: z € P), donde

U K siz gAY,
1 0 en otro caso.

En particular, si A = () obtenemos la representacion K (0) = (K,0,...,0).

Es claro, que para cualquier conjunto A C P el vector dim K(A) = (1,d, : = € P),
donde d, = 1 si x es un punto minimal en A y d, = 0 en otro caso. En adelante si
A=A{ay,...,a,} escribiremos K(A) = K(ay,...,a,).

Por otra parte, la representacion U = (Uy, U,, Uy, U,) del poset P = {a,b,c} de
tres puntos incomparables tal que Uy = K & K, U, = K¢ 0, U, = 08 K y
U. = {(\,A): A€ K} es un ejemplo de una representacion indescomponible no
trivial.

Problema matricial

El problema principal de la teoria clasica de representaciones de posets es clasificar
todas las clases no isomorfas de representaciones indescomponibles de un poset dado
sobre un campo K. Para ello, Nazarova y Roiter descubrieron que dicha clasificacion
se reduce a hallar las formas canonicas indescomponibles de un problema matricial
asociado al poset.

Dada una representacion U del poset P sobre K, elegimos una base By = {e1,...,¢e,}
para el k-espacio principal Uy y un sistema de generadores B, de cada subespacio
U, moédulo su radical. Escribimos la matriz

M:[‘Mm“My‘}
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separada por franjas verticales M, (z € P) formadas por vectores columnas, los
cuales son las coordenadas de los vectores en B, con respecto a la base elegida Bj.

Las posibles elecciones de la base By del espacio Uy y de los sistemas de generados
B, de los subespacios U, corresponden a las transformaciones admisibles de la
matriz M siguientes:

i) Transformaciones K-elementales sobre filas de la matriz M.
ii) Transformaciones K-elementales sobre columnas de cada bloque M,,.

iii) Para = < y, transformaciones K-elementales con adicion de columnas del

bloque M, multiplicadas por un escalar del campo K a columnas del bloque
M,.
Dos matrices M, M’ de este tipo son equivalentes (se denota M ~ M') si M es
obtenida por M’ a través de transformaciones admisibles.

La matriz M es una representaciéon matricial del poset P sobre K, su vector
dimension es d = dim M = (dy,d, : * € P) € Z” donde dy es el ntimero de filas
de M y d, es el nimero de columnas en la franja M,. Es claro que dim U < dim M,
la igualdad se tiene si y solo si cada sistema de generadores B, es una base de U,
modulo su radical; en tal caso, dos objetos U, U’ en rep P son isomorfos si y solo si
para cualesquiera representaciones matriciales correspondientes M, M’, se tiene que
M ~ M.

Observaciéon 1.1. Por lo anterior, la clasificacion de representaciones de dimension
finita de un poset P se reduce a un problema matricial, es decir, se reduce al problema
de hallar formas canoénicas no equivalentes de matrices de la forma M.

Definimos la suma directa de dos representaciones matriciales M = [M |- - - | M,
y M’ = [Mj|---| M]] como la representacién matricial
M o [ M, 0
!/ 1 n
M@M_{o M] ‘0 M,’L}

Una representacion matricial es descomponible si es la suma directa de dos re-
presentaciones matriciales no nulas, en caso contrario, la representacion matricial se
llama indescomponible.

Nota 1.2. Se admite considerar representaciones matriciales «ideales», esto es, tales
que contienen cero (n) nimero de filas y n (cero) ntmero de columnas My, (M,.).
Entonces, por ejemplo, si P = {a} es un poset de un tnico punto, su representacion
M = [0] (matriz nula cuadrada de orden uno) es descomponible, ya que M =
Moy & M.
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1.2. Diferenciacion respecto a un punto maximal

Los algoritmos de diferenciacion de posets son herramientas que se han construido
para realizar la clasificacion de representaciones de un poset dado. La idea basica de
estos algoritmos consiste en pasar de una representaciéon de un poset P a otra repre-
sentacion del poset derivado P’, de tal manera que la clasificacion de representaciones
de ambos posets puedan ser descritas pasando del uno al otro; mas precisamente,
se puede formular una biyeccion entre representaciones indescomponibles de P y P’
modulo un nimero finito de representaciones especiales. Aqui describimos el algo-
ritmo de diferenciaciéon con respecto a un punto maximal obtenido por Nazarova y
Roiter en [12].

El conjunto de puntos maximales (minimales) de X C P lo denotamos por maxX
(minX). Si z € P, denotamos por inc(z) al conjunto de puntos de P incomparables
con z. Si y € inc(z), escribimos z||y. Si X, Y C P, escribimos X||Y (X <Y) si z||y
(x < y) para todos los puntos z € X,y € Y.

Un poset es una cadena si es un orden lineal, es infinita o finita de acuerdo al
numero de elementos que tiene la cadena. Si la cadena tiene n puntos decimos que
es una cadena de longitud n. Ademas, un poset es una anticadena si sus puntos
son incomparables dos a dos. A una anticadena de dos (tres) puntos de le llama
diada (triada).

Si P =Xy XinX; =0 entonces el poset P se dice que es la suma de los
subposets {X;} y se denota P = > X; (los puntos de diferentes X; pueden ser
comparables). Una suma X + Y es cardinal (ordinal) si X||Y (X < Y) y es
denotada por X LY (P = X < Y). La suma ordinal arbitraria de posets de tipo
diada y posets de un tnico punto se le llama girnalda.

El ancho w(P) del poset P es el maximo niimero de puntos mutuamente incompa-
rables en P. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3 (Dilworth, [15]). Cada poset de ancho n es una suma de n cadenas.

Denotamos por L£(P) el reticulo modular libre generado por el poset P (con
operaciones denotadas por - y +) el cual puede ser entendido como el reticulo que
corresponde a las clases de equivalencia de términos no vacios formados por ele-
mentos de P con el uso de operaciones - y +. Evidentemente, cada representacion
U = (Up,U, : € P) induce una representacion Uy = (U, U, : © € L) del reticulo
L donde Upyy =U, + Uy y Uy = U, NU, para cada z,y € P.

El semireticulo superior P de P es el conjunto de todas las sumas formales
de puntos =1 + ... + z, donde {z1,...,z,} es una anticadena en P, con el orden
siguiente:

1+ . 4, <yt oty {r, .2 S{yr, L Unta -

De manera dual, el semireticulo inferior P de P consiste de todos los productos
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formales de puntos x; - ... - x, donde {z1,...,2,} es una anticadena en P, con el
orden siguiente:

a:l-...-xnZyl-...-yn(:){xl,...,atn}Q{yl,...,yn}v.

Ejemplo 1.4. Presentamos al lado izquierdo un poset y al lado derecho su respectivo
semireticulo superior.

3 6

a) 2 5

4

(@) O
%
3 6
b) 2 ><5
1 4

Los semireticulos P y P estan contenidos en £(P) y se cumple que P NP = P.
Ademss, en el caso w(P) < 2 los puntos en P\ P son de la forma z+y donde {z, y}
es una diada. Seguidamente, con relacion a lo anterior, enunciamos un resultado
sencillo e importante [2].

Lema 1.5. Si w(P) = 2, las representaciones indescomponibles del poset P tienen
la forma K(0),K(z) con x € P y K(z,y) donde x,y son incomparables en P.

De acuerdo con Lema se observa que las representaciones de este tipo de posets
son bastante sencillas, el algoritmo de diferenciacion con respecto a un punto ma-
ximal se utiliza en posets que al omitirle cierto cono inferior tenga ancho menor o
igual a dos. A continuacion (siguiendo [4l12]) exponemos el algoritmo.

Un punto b € maxP se dice conveniente para diferenciacion si w(N) < 2 donde
N =P\ ba. Definimos el poset derivado de P con respecto al punto conveniente

b por la igualdad R
P =P, =(P\{b})) UN
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con las relaciones de orden entre P\{b} y N de manera natural como de subconjuntos
del reticulo L(P).

Un ejemplo de un posets al cual no es posible realizar la diferenciacién por un punto
maximal es el poset G presentado en la pagina [I4l

El funtor de diferenciacién I’ : rep® — rep P’ correspondiente al punto ma-
ximal b asigna a cada objeto U en repP un objeto derivado U’ tal que U} = U

y

U — U.nU, sizeP\A{b},
2l (U +U)NU, siz=x+y.

Ademas, a cada morfismo ¢ : U — V (considerado como una aplicacién K-lineal
¢ : Uy — V) se le asigna el morfismo derivado ¢’ = ¢.

Vamos a enunciar la propiedad principal de la diferenciacién por un punto maximal
establecida inicialmente en lenguaje matricial por Nazarova y Roiter [12] (biyeccion
entre indescomponibles, abajo) y luego interpretada desde el punto de vista catego-
rico, usando el funtor F°, por Gabriel [4] (la equivalencia de categorias, abajo).

Teorema 1.6. FEl funtor de diferenciacion con respecto a un punto mazimal
F*:1epP — rep P,
iduce una equivalencia de categorias cocientes
repP/ (Ind N') = rep P,
y una biyeccion entre indescomponibles
IndP \ Ind N & Ind P

En particular, | Ind P} = | Ind P| — |N| — 1.

De manera dual se define el algoritmo de diferenciaciéon con respecto a un punto
minimal, su construccion se puede ver por ejemplo en [20].

1.3. Diferenciacién respecto a un par conveniente

Un par de puntos (a,b) se dice conveniente para diferenciacion en P, si P =
a¥+C+ba donde C = {c; < ... < ¢,} es una cadena (puede ser vacia) incomparable
con los puntos a y b. Llamaremos al par conveniente (a,b) especial (simple) si
C =0 (|C] = 1). El caso b < a es admitido pero el caso a < b contradice la
definicion.
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El poset derivado con respecto al par (a,b) es un subposet en L(P) de la forma
P =Ply =0 +C +CF +ba,

donde C~ = {cf =b.cy,...,c; =be,} yCr={cf =a+a,....cf =a+c,} son
subconjuntos del reticulo £(P) y cumplen las relaciones de orden segiin el siguiente
diagrama.

O

a,b

0

Es claro que cada nuevo par de puntos ¢; = ¢;b 'y ¢ = a + ¢; hereda las rela-
ciones de orden previas del punto «paternal» ¢; con los puntos del subposet P\ C.
Posteriormente, los puntos de los conjuntos P\ C'y P’'\ (C~+C") son identificados.

Ejemplo 1.7. Presentamos al lado izquiero un poset y al lado derecho su respecivo
poset derivado con respecto al par conveniente indicado sobre la flecha.

4 6 3

3
) .6,
1

5 OF
b 4
) D< (1,8)
3 7 >
1
2 O 6
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40 7
(1,7
c) 3 6 =
1
1o 2 O s

El funtor de diferenciacién F(? : rep P — rep P’ correspondiente al par de
puntos (a,b) asigna a cada objeto U = (Uy, U, : * € P) un objeto derivado U" =
(U, U, :xeP)talque Uy =Up y

U, siz € aV +ba,

U =8 U.NU, siz=c,

U, +U, siz=c,

Ademas, a cada morfismo ¢ : U — V (considerado como una aplicacién K-lineal
© : Uy — V) se le asigna el morfismo derivado ¢’ = ¢.

Sea Q = (K(a),K(a,c1), -, K(a,c,)) el ideal de la categoria repP generado
por los morfismos que se factorizan por sumas directas finitas de los objetos
K(a),K(a,c1),---,K(a,c,) y sea Q = (K(a)) el ideal de la categoria rep P’ ge-
nerado por los morfismos que se expresan como suma directa de m > 1 copias
del objeto K(a). El funtor F** induce una equivalencia de categorias cocientes
(repP)/Q = (repP’) /Y, més precisamente se cumple el siguiente resultado |20].

Teorema 1.8. Sea P = a¥ +{c; < ... < ¢, }+ba un poset con un par conveniente de
puntos (a,b). El funtor de diferenciacion F(“Y induce una equivalencia de categorias
cocientes

(repP)/ (K (a), K(a,c1), ..., K(a,cn)) = (repP(yy))/ (K (a))
y una biyeccion entre indescomponibles

(IndP)\ {K(a), K(a,c1),...,K(a,c,)} < Ind P, ;) \ {K(a)}

En particular,

d P, | = [mdP| 7.

Observemos que la diferenciacion por un punto maximal se reduce a la diferenciacion
por un par conveniente del modo siguiente. Un poset completado ﬁ(a,b) con respecto
al par especial (a,b) se obtiene de P por adjunciéon de una sola relacion a < b. Si
b < a en P entonces los puntos a y b se identifican.

La diferenciacion con respecto a un punto maximal P —— P} esta determinada por
una sucesion de pares convenientes de puntos

(21,0), ..., (Tm,b), (0,0),
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si podemos pasar de P al poset P; a través de la sucesion de posets

P =Py, Pi,...,PmPms1 = Ps,
dond_e (x;,b) es un par conveniente en P;_1 y (772-_1)’(%1)) = P,. El poset P,, = P, +b
Y (Pw)(py) = Pp- En [20] se encuentra el siguiente resultado importante.

Teorema 1.9. Sea P un poset, b € P un punto mazimal conveniente para diferen-
ciacion y (x1,b), ..., (xm,b), (0,0) una sucesion de pares convenientes que determi-
nan la diferenciacion por el punto maximal b. Entonces el funtor

F’:repP —> rep P’
es la composicion de funtores

Fb = pOO plemb) | planb),

1.4. Posets de tipo representacion finito

Un poset es llamado de tipo representaciéon finito si tiene un nimero finito de
clases de isomorfismos de representaciones indescomponibles, en caso contrario, el
poset es de tipo representacién infinito.

Dados enteros positivos ly, . .., l, denotamos por (ly,...,l,) a un poset isomorfo a
la suma cardinal de m cadenas formadas por [, ..., [, elementos respectivamente.
Para un entero positivo m denotamos por (N,m) a un poset isomorfo a la suma
cardinal de una cadena con m elementos y el poset N = {1 < 2 >3 < 4}.

Los posets criticos de Kleiner se definen como los posets de tipo infinito tales que
todos sus subposets son de tipo finito. Ellos son: K; = (1,1,1,1), Ky = (2,2,2),
K;=(1,3,3), Ky = (N,4) y K5 =(1,2,5).

Teorema 1.10 (Criterio de Kleiner,|7]). Para un poset P, las condiciones siguientes
son equivalentes:

a) El poset P es de tipo representacion finito.
b) P no contiene los conjuntos criticos de Kleiner.

¢) El procedimiento de diferenciacion reduce P al poset de un punto.

Anotamos que la implicacion a) = b) es una consecuencia de la serie de representa-
ciones indescomponibles de cada poset critico (ver apéndice A).

La forma cuadratica de Tits fp se define para un vector d = (dy,d, : © € P) con
entradas racionales por la férmula

fr(d) =ds+ > dedy —do Y _ d,.

<y zeP
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La forma fp es débilmente positiva si fp(d) > 0 para cada vector d > 0y es
débilmente no negativa si fp(d) > 0 para cada vector d > 0. Adicionalmente al
criterio de Kleiner, se tiene una caracterizacion para posets de tipo finito usando la
forma cuadratica de Tits.

Teorema 1.11 (Drozd,[2]). Un poset P es de tipo representacidon finito si y sélo si
la forma cuadrdtica de Tits fp es débilmente positiva.

Luego, de los dos teoremas anteriores, obtenemos la caracterizacion para posets de
tipo representacion finito en términos diagraméaticos y de formas cuadraticas.

Corolario 1.12. Para cada poset P, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) El poset P es de tipo representacion finito.
b) P no contiene los criticos de Kleiner.

c¢) La forma cuadrdtica fp es débilmente positiva.

Una representacion U del poset P se llama cierta si su vector dimension dim U
no tiene coordenadas nulas , esto es, d, > 0 para cada x en P. Un poset P se
llama cierto si tiene al menos una representacion cierta indescomponible. En len-
guaje matricial, U es cierta si y s6lo si ninguna franja M, es vacia o nula en cada
representacion matricial asociada M.

Cada representacion U es una representacion cierta de un subposet Q =
{zx € P:d, # 0} de P, donde Q se llama el soporte de U y escribimos Q = Supp U.

Observacion 1.13. Es conocido que clasificar todas las representaciones de una
clase de posets equivale a clasificar todos los posets ciertos de esa clase y todas sus
representaciones ciertas indescomponibles.

Ademas, un poset P se dice estricto si existe una representacion indescomponible
U tal que v <y siy solo si U, C U,.

Para representaciones de tipo finito, Kleiner demostré en 1972 una clasificacion de
posets ciertos y sus representaciones indescomponibles ciertas. El listado completo
de dichas representaciones consta de cuarenta indescomponibles [§].

Teorema 1.14 (Kleiner,|8]). Un poset no vacio de tipo representacion finito es
cierto si y sdlo si es uno de los posets de la siguiente tabla (salvo isomorfismo y
antiisomorfismo).
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Fl F2 F3 F4 F5 F6
O O O O O E i O E N @) E E
dy=1 é
1

Fr Fs Fy Fig Fyy Fio
1 1 1
1 o1 1 /11 l 9 ~1 L1

2
44 ddil NE S o N %\@
dozl d[):2 d0:3 d0:4 d0:5 d(]—6

Algunos resultados con respecto a la tabla anterior son los siguientes:

a) Un poset de esta lista es estricto si y solo si coincide con uno de los posets

Fi, ... Fs

b) P tiene un tnico indescomponible cierto si y sélo si P es Fy 6 es uno de los

posets Fr, ..

., F15. En la tabla se puede observar la respectiva dimension.

¢) Si P es uno de los posets de la tabla anterior, U es una representacion indes-
componible de P si y solo si la forma cuadratica de Tits fp(dy) = 1.

1.5. Pares de posets de tipo representacion finito

Sean (P,Q) un par de posets, supongamos P = {1,...,n}
Una representacion matricial sobre el campo K del par (

rectangular por bloques, con entradas en K, de la forma

Xi Xi X7
X =[X] X7 X
Xa X X

= {1,...,m}.
es una matriz

la cual, esta particionada en n franjas horizontales X; y en m franjas verticales X7
(algunas franjas podrian ser vacias). La célula X7 es la interseccion de la franja X;
con la franja X7 .
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Sobre esta matriz estan permitidas las transformaciones admisibles siguientes:

i) Transformaciones elementales de filas en la franja horizontal X; para cada
1=1,...,n.

i’) Transformaciones elementales de columnas en la franja vertical X7 para cada
j=1...,m.

ii) Para cada i < j en P, adicion de filas en la franja horizontal X; multiplicadas
por elementos de K a filas de la franja horizontal X;.

ii’) Para cada s < t en Q, adicion de columnas en la franja X° multiplicadas por
elementos de K a columnas de la franja X*.

Dos matrices X, X’ del tipo anterior son equivalentes (se denota X ~ X') si X
se reduce a X' mediante las transformaciones admisibles anteriores. Una matriz X
se dice indescomponible si no es suma directa de dos matrices no nulas. El par
(P, Q) es de tipo representacién finito si el problema matricial correspondiente
lo es, es decir, si el namero de matrices indescomponibles no equivalentes es finito.

El vector dimensién de una representacion matricial X es el vector
d=dimX = (dy,...,d,, d",...,d™)

donde d; (d7) es el numero de filas (columnas) de la franja X; (X7). Ademas, la
dimensién de X esta definida por la férmula

dH(X) = Xn: d; + Xm: d
=1 =1

Anotamos que si P es un poset de un elemento el problema matricial del par (P,Q)
es el problema matricial correspondiente al poset Q visto en la primera seccion. Por
lo cual, el problema de representaciones de un par de posets generaliza el problema
de representaciones de un poset.

Si (P, Q) es un par de diadas, tenemos una serie de representaciones matriciales
indescomponibles de la forma

In | In
I, | F

(n=>1)

donde I,, es la matriz identidad de orden n y F' es una matriz en la forma canonica
de Frobenius sobre el campo dado K. Observamos, que ain en el caso en que K sea
finito, la serie es infinita (debido al valor n > 1 arbitrario); asi pues, el par (P, Q)
es de tipo representacion infinito. Es mas, si w(P) > 2y w(Q) > 2 entonces el par
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(P,Q) es de tipo infinito; en otras palabras, si el par (P,Q) es de tipo representacion
finito entonces alguno de los dos posets es una cadena finita (tiene ancho uno).

Es facil probar que si P = C,,, ;1 es una cadena de m + 1 puntos y Q un poset arbi-
trario (finito), el problema matricial correspondiente al par (C,,11,Q) es equivalente
al problema matricial correspondiente al poset C,, LI Q (suma cardinal de C,,, y Q
de acuerdo con nuestras notaciones). En otras palabras, el problema de representa-
ciones de un par de posets de tipo finito se reduce al problema de representaciones
de posets de tipo finito.

Un par de posets (P,Q) es llamado un par de conjuntos criticos (en el sentido
de Kleiner) si una de las siguientes condiciones es satisfecha salvo transposicion de

Py Q.

a) P=(1), @=K, parai=1,..5; e) P=(5), Q=N;
b) P=(2), @Q=(1,1,1),(2,5),(3,3);

)P=0L =N
C) P = (3)7 Q= (175)’ (272);

d) P:(4);Q:(173); g) P:(7)7Q:(1’1)'

Luego, en consecuencia del teorema [[.T0] obtenemos el criterio de tipo representacion
finito para un par de posets.

Teorema 1.15 (Criterio de Kleiner, [8]). Un par de posets (P,Q) es de tipo repre-
sentacion finito si y solo st no contiene como un subposet ningin par de conjuntos
criticos.

Nota 1.16. Se dice que (P,Q) contiene un par de conjuntos criticos (P',Q’) si P
contiene a P’y Q contiene a Q.

1.6. Posets de tipo manso y de crecimiento finito

Vamos a considerar la nociéon de representaciones de un poset sobre un anillo. Una
representacion de P sobre un anillo A es una coleccion

U:(Uo,UmZSL’GP),

donde Uy es un A-moédulo libre finitamente generado, cada U, es un A-submoédulo
libre finitamente generado de Uy y ademas, se cumple que si x < y entonces U, C U,,.

Sean U,V dos representaciones de P sobre A, un morfismo ¢ : U — V deU en V
es un A-homomorfismo de modulos ¢ : Uy — V tal que para cada x € P se tiene
que ¢ (U,) C V.. Denotamos por rep, P la categoria de representaciones sobre el
anillo A.
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Sea K un campo infinito, sea A = K[z] el anillo de polinomios en una variable con
coeficientes en un campo K y mod Klz| la coleccion de K [x]-mo6dulos de dimension
finita sobre K. Un objeto U en repgp, P induce un funtor

Fy :mod K[x] — repP
que asigna a cada objeto A en mod K |[x] el objeto
U ®kial A= (Uo OK|z] AU, QK[z] A:xe€P)

y a cada morfirmo ¢ : A — B en mod k[z] el morfismo 1y ®g[,) . La imagen del
funtor Fy se denomina la serie de representaciones de P sobre K generada por

U.

Una serie es auténtica si contiene infinitas (salvo isomorfismo) representaciones in-
descomponibles. Denotamos por ik (d) el minimo nimero posible de series que con-
tienen casi todas (excepto un nimero finito) las representaciones indescomponibles
sobre K de dimension d. Un poset se llama de tipo manso sobre K si pg(d) < oo
para todo vector dimensiéon d y es llamado de tipo crecimiento finito sobre K si
el conjunto de valores iy (d), con d un vector dimension, es acotado. Claramente si
un poset es de tipo crecimiento finito entonces es de tipo manso.

Si K es un campo finito, entonces un poset P es manso o de crecimiento finito si y
solo si P lo es sobre cualquier extension infinita F' de K, este hecho no depende de
la eleccion de F.

Un ejemplo de posets que no son mansos son los llamados criticos de Nazarova
siguientes: Ny = (1,1,1,1,1), Ny = (1,1,1,2), N3 = (2,2,3), N, = (1,3,4), N; =
(N,5), Ng = (1,2,6).

En 1975 Nazarova obtuvo el criterio de tipo representacion manso.

Teorema 1.17 (Criterio de Nazarova, [13,24]). Para un poset P, las siguientes
afirmarmaciones son equivalentes:

a) P es de tipo representacion manso.
b) P no contiene los criticos de Nazarova.

¢) La forma cuadrdtica fp es débilmente no negativa.

Un ejemplo de un poset de tipo representacion manso que no es de tipo crecimiento
finito es el siguiente:

A continuacién enunciamos el criterio de tipo crecimiento finito para posets ordina-
rios obtenido en 1982.
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Teorema 1.18 (Criterio de Zavadskij y Nazarova, [23]). Un poset manso P es de
tipo crecimiento finito si y solo si no contiene al poset G.

La clasificacién completa de todas las representaciones indescomponibles de los po-
sets de tipo representacion crecimiento finito fué obtenida por Zavadskij a finales de
los anos ochenta, ver por ejemplo [18,19].

Por otra parte, en un sentido intuitivo, un poset es salvaje cuando el problema
de clasificacion de sus representaciones indescomponibles contiene, como un sub-
problema, el problema conocido no resuelto de par de matrices que consiste en la
reduccion a una forma canénica de un par de matrices cuadradas (A, B) del mismo
orden sobre el campo K por transformaciones simultaneas de semejanza

X'AX, X 'BX

con X cualquier matriz invertible. Compare con [1L13]16].



CAPITULO 2

Ordenes tejados de tipo finito

En este capitulo presentamos de manera introductoria los conceptos y resultados més
importantes acerca de la teoria de representaciones de érdenes tejados incluyendo el
criterio de tipo representacion finito para dichos anillos; en la base de los resultados
obtenidos originalmente en [21122] (ver también [ITL16]).

2.1. Anillos de valuacion discreta

Sea T" un campo, una valuaciéon discreta (norma discreta) es un par (7', v) donde
ves una funcion v : T — Z U {oo} que cumple las siguientes condiciones:

a) v(zy) =v(x)+v(y) para todo xz,y € T,
b) v (0) = oo,

¢) v(x+y)>min{v(z),v(y)} para todo xz,y € T.

El conjunto O = {x € T : v (z) > 0} es un subanillo de T" el cual es llamado anillo
de valuacién discreta. Un elemento m € O tal que v (7) = 1 se dice primo.

Es conocido que cada elemento no nulo x € T tiene la forma z = en™ donde ¢
es invertible en O y n € Z; si n > 0 entonces x € O. El anillo O es local cuyo
tnico ideal maximal es 7O = {x € T': v () > 0}, ademas todos sus ideales son los
siguientes:

O>r0D>7*0D---Da™"0D---

16
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Ejemplo 2.1. Ejemplos de anillos de valuacion discreta.

a) El conjunto Zy) = {2 : (p,n) =1y m,n € Z, n # 0}, con p un nimero pri-
mo, es el anillo de valuacion discreta del campo de los ntimeros racionales, con
norma discreta v(™*) = s donde m = p*m’ con (p,m’) = 1. Z, es llamado el
anillo de los nimeros p-enteros. Un elemento primo de Z,) es T = p.

El conjunto de invertibles de este anillo es Zf,, = {2 (p,n) = (p,m) = 1}.
Es evidente que el campo de fracciones de Zg,) es T'= Q y si x € Q entonces

r tiene la forma r = p*™* con 7 € Z,, y en consecuencia v(z) = s.

b) El anillo O = K|[[z]] de las series formales sobre un campo K es el anillo de
valuacion discreta, con el ideal maximal zO y el campo de clases residuales
K. Si T es su campo de fracciones y f € T, entonces f = 2™ > a;x" con

ag # 0y v(f) =m.

2.2. Ordenes tejados

Sea O un anillo de valuacion discreta con el campo de fracciones 7'y un elemento
primo 7 fijo. Sea K = O/7wO el campo de clases residuales de O. Un orden tejado
(en terminologia antigua, anillo semimaximal primo) es un subanillo A del anillo de
matrices M, (T), de la forma

O 7T>\12(9 .. ﬂ->\1n(f)
n
A21 () @) A2n ()
- v s T
A= E 67;]'7'(')\”0 =
i,j=1
7T>\7L10 7r>\7L2O “ .. O

donde los \;; son enteros tales que \; = 0 para todo ¢y A;j; + A\jz > Ay para todo
i, 7, k. El orden tejado A se llama reducido 6 morita reducido si A;; +\;; > 0 para
todo i # 7, esto es equivalente a decir que el orden es basico, esto es, los A-mddulos
proyectivos e; A no son isomorfos dos a dos. En adelante, en forma breve escribimos

A= [\,

La matriz [);;] es equivalente a una matriz con una fila o una columna de ceros; si
suponemos que la k-ésima fila es nula tenemos que Ay + Ajj > Agj, es decir A;; > 0
para todo 1, J.

Observemos que el anillo O es un subanillo de su anillo clasico de fracciones T'; asi,
A denota el conjunto de todas las matrices [a;;] € M, (T) tales que a;; € 70 =
e;i\ej; donde e;; son las identidades matriciales estandar en M, (T), en especial e;;
son elementos idempotentes. Es claro que M, (T) es el anillo clasico de fracciones
de A.
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Lema 2.2. Todo orden tejado es Morita equivalent a un orden reducido.

Demostracion. Basta con observar que un orden es Morita equivalente a un orden
bésico. O

Lo anterior significa que estudiar la categoria de modulos sobre un orden tejado es
equivalente a estudiar la categoria de modulos sobre un orden tejado reducido. En
adelante consideramos siempre anillos reducidos.

2.3. Mé6dulos admitidos sobre un orden tejado

Un A-moédulo admitido es un A-modulo (izquierdo 6 derecho) finitamente generado
sin O-torsion. El anillo clasico de fracciones del anillo A es Q = A ®p T = M,, (T).
Como es conocido @) es isomorfo a la suma directa de n copias del unico ()-mo6dulo
simple derecho (izquierdo) S = [T,---,T] (S t es la trasposicion de matrices).

Un A-modulo admitido derecho no nulo A se llama irreducible si es un submodulo
de un Q-moédulo simple, es decir, A es A-modulo irreduciblesi A € S = [T,---,T].

Asi pues, cada mdédulo admitido irreducible derecho tiene la forma
A=[r10,- - 10|

donde los a; son enteros y a; + A;; > «a; para todo 7, j. Andlogamente los A-mo6dulos

irreducibles izquierdos tienen la forma A = [7*1O, - 7 O]" con oy € Z y \ij +
a; > «a; para todo i, j. En adelante se escribira brevemente A = [ay,- -, o).
Notemos que si A = [aq, -+ ,a,| y A" = [o,- -+, ] son dos A-moddulos irreducibles

derechos tenemos la relacion de contenencia
ACA & q; > al.

Proposicion 2.3. Dos A-mddulos irreducibles A = [, , ], A = [af, -, ]
irreducibles son isomorfos si y sdlo si existe un entero k tal que o; = o, + k para

todoi=1,---,n.

Demostracion. Sean A, A" A-mo6dulos irreducibles isomorfos entonces sus envolturas
racionales A = A®p T,A" = A ®o T son isomorfas al Q-modulo simple S =
[T,---,T] como Q-modulos, pero el anillo de endomorfismos del Q-mo6dulo simple
S es isomorfo (o antiisomorfomo, dependiendo del lado de accion) al cuerpo 7. Es
decir, cada tal isomorfismo entre A y A’ se realiza multiplicando cada elemento
de A por 7%, de donde sigue inmediatamente la afirmacién. Reciprocamente, basta
observar que la funcion f: A — A’ tal que f (2, ,2,) = 7 (21, ,7,) es un
isomorfismo. O

!Dos anillos se se dicen Morita equivalentes si las categorias de moédulos sobre ellos son
equivalentes.
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Proposicion 2.4. Ezisten solamente finitos A-mddulos irreducibles salvo isomorfis-
mo.

Demostracion. Sea A = [);;] un orden tejado, sea A = [y, -+, a,) un A-modulo
irreducible. Definimos a = min {ay,- -+, o, } entonces A’ = [ag —a,--- ,a, — a] es
un A-modulo irreducible y por Proposicion 2.3 A ~ A’. Supongamos que «; = a
entonces A" = [fy,--+,B,] con By, -+, [, enteros no negativos y 5; = 0, luego,
cada irreducible es isomorfo a un irreducible con al menos una entrada nula, como
es evidente que 0 < 3; < \;; obtenemos que salvo isomorfismo el nimero de A-
modulos irreducibles es finito. O

En adelante se notaréa por £, (A) (£; (A)) el reticulo modular de todos los A-mo6dulos
irreducibles derechos (izquierdos). Podemos observar que los reticulos £, (A) y £; (A)
son infinitos y periodicos y las operaciones del reticulo estan dadas por las siguientes
formulas:

[y, an] N ad, -+ al] = [max {ag, )}, - maz {ay, ol }]
[y, an] + o, al] = [min{ay, i}, -+, min{a,, ol }]

Lema 2.5. Los reticulos L, (A) y L, (A) son antiisomorfos.

Demostracion. Basta ver que la funcion ¢ : L,.(A) — £L;(A) tal que

olag, -, ap) = @(—aq,--- ,—an)t es un antiisomorfismo. En efecto, es evi-
dente que la funciéon es biyectiva y ademas si A = |og, -, vy A =
[, -+ ,al] tenemos que p(ANA) = [-max{ay,a}}, -, —max {an,a;}]t =
[min {—ay, —a},- - min{—an, —a’}' = [—aq, -, —an] + [~ -, =] =
©(A)+ p(A") y andlogamente se cumple que p(A+ A") = p(A)Np(A’) completando
asi la prueba. O

Todo orden tejado es anillo semiperfect. Usando las propiedades de las cubiertas
proyectiva de modulos finitamente generados sobre un anillo semiperfecto (ver
[11]) podemos caracterizar los A-mddulos proyectivos.

Proposicion 2.6. Un A-mddulo irreducible es proyectivo si y sdlo si contiene exac-
tamente un submodulo mazximal.

Demostracion. Sea A un A-modulo irreducible y supongamos que A contiene exacta-
mente un submodulo maximal AR. Entonces (A/AR) = S, donde S es un A-modulo
simple. si denotamos el cubrimiento proyectivo de Ay S por P(A) y P(S) respectiva-
mente, tenemos que P = P(S) = P(A) es un A-modulo principal indescomponible.
Sea ¢ : P(A) — A la proyecciéon asociada, como A es irreducible tenemos que

2Un anillo A es semiperfecto si y solo si cada A-médulo simple tiene una cubierta proyectiva.

3La cubierta proyectiva de un modulo A es un epimorfismo ¢ : P(A) — A, donde P(A) es
proyectivo y el submoédulo ker(p) es superfluo en P(A); es decir, la suma de ker(yp) con cualquier
submodulo propio de P(A), es siempre un submoédulo propio de P(A).
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kery = 0 por lo tanto A ~ P(A) es proyectivo. En el otro sentido, cada A-moédulo
proyectivo indescomponible es un A-mo6dulo irreducible con exactamente un submo-
dulo maximal. O

Obviamente, todos los A-modulos proyectivos derechos salvo isomorfismo son
Py, -+ P, donde P; = [\, ..., Ain)-

En adelante P, (A) (P;(A)) denota al subposet del reticulo £, (A) (£; (A)) formado
por todos los A-modulos proyectivos derechos (izquierdos). Ademas, notaremos P =
A1+ + K, ..., \in + K] el proyectivo derecho isomorfo a P;.

Lema 2.7. Los posets P, (A) y P, (A) son antiisomorfos.

Demostracion. Basta observar que la funcion ¢ : P, (A) — P, (A) tal que ¢ (PF) =

P7* es un antiisomorfismo. O

Proposiciéon 2.8. El poset de A-mddulos proyectivos se describe por el conjunto
P(A) = {Pf OSiZn,kEZ} donde PF < Pf & k-1 > )\j en el caso

7

1zquierdo y Pik < P; & k—12> M\ en el caso derecho.

Demostracion. De acuerdo con la proposicion 2.3 es evidente que los A-modulos
proyectivos son de la forma PF y no hay otros. Ademés, la relacion de orden es
inmediata al considerar que si PF C Pf, en el caso izquierdo, necesariamente \; +k >
Aij + 1, es decir, K — [ > );;. Reciprocamente, si k — [ > \;; obtenemos k + A\g; >
Aij + Agi + 1 y en consecuencia para cualquier d se cumple que k+ Ay > A\gj +di + 1,
es decir, PF C Pj. Analogamente se obtiene la formula para el caso derecho. O

Finalmente presentamos sin demostracion (ver [2I]) que el orden A se define por el
anillo O y el poset P (A) de manera tnica.

Proposicion 2.9. La pareja (O, P (A)) define un orden tejado morita reducido inico
salvo de isomorfismo en el sentido siguiente: Si A < (O, P (A)) y N < (O, P(N)).
Entonces A\~ N & O ~0 yP(A)~P(N).

En otras palabras, salvo isomorfismo, a cada orden tejado A le corresponde un tnico
poset infinito P(A) y a cada poset infinito (del mismo tipo) le corresponde un tunico
orden tejado.

2.4. Problema matricial

Aplicando resultados de la teoria de representaciones de posets, reducimos el pro-
blema de hallar los médulos admitidos indescomponibles sobre un orden tejado A
al problema de hallar formas canénicas de un problema matricial asociado al po-
set P(A). La idea principal consiste en asignarle a cada A-modulo admitido una
coleccion (andloga a una representacion de un poset) de ciertos O-reticulos en un
T-espacio vectorial y formular el problema matricial asociado.
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Sea A un A-moédulo admitido derecho, Sea A=A ®o T el Q-modulo envoltura
racional de A, como

A:Ale(611+---+em):Aell@Aegg@---@Aem

se obtiene que

g:gell®-~-@genn

y los sumandos Aveii son espacios lineales sobre el campo 7. Ademas, como e;jej; =
e;; para todo 1,7, las funciones geii NI geij LI geii son inversas una de la
otra; luego, cada una de ellas es un isomorfismo y su composicion es el isomorfismo
idéntico; por tal razén, podemos identificar los T-espacios lineales Ae;; = -+ =
Ae,, = V. Como Ae; C Ae; = V entonces cada Ae;; es un O-orden en V
llamado O-reticulo, esto es, un O-submodulo libre de V' de rango finito, es maés,
un orden completo, esto es, su rango es igual a la dimy V. Es claro que para cada
i,7 se cumple que Ae; 77O C Aejj.

En resumen, si A; = Ae;; C V, al A-modulo admitido derecho A le hacemos corres-
ponder la coleccion

A — (V7A1>"' aAn) (21)
Donde Ay, ---, A, son O-reticulos en el T-espacio V tales que
Aiﬂ')\ij Q Aj (22)

Vamos a probar que modulos admitidos y colecciones del tipo 2] se corresponden
biunivocamente salvo isomorfismo y equivalencia respectivamente.

Proposicion 2.10. Si A, A’ son A-mddulos admitidos derechos y (V, Ay, -+, Ay),
(VI AL -+ AL) son sus colecciones correspondientes respectivamente, A ~ A’ si
y solo si eziste un T- isomorfismo @ : V. — V' tal que ¢ (A;) = Al para cada
1=1,--- n.

Demostracion. Supongamos ¢ un A-isomorfismo de A en A’, como V' = A y V' = A
salvo isomorfismo, tenemos un 7T-isomorfismo ¢ : V. — V'’ dado por la férmula
plae; @ t) = ap(ey) ® t donde t es cualquier elemento no nulo en 7. Haciendo
t = 1 se cumple que ¢ (A;) = A para todo i. Reciprocamente, definimos ¢ de A
en A’ tal que a cada n-upla (ay,...,a,) en A (se puede ver de esta manera debido
a la descomposicion de A en n sumandos directos) se le asigna ¢(aq,...,a,) =
(p(ar),...,o(ay,)). Evidentemente ésta funcion es un A-isomorfismo. O

Es mas, una condicion necesaria y suficiente para que un moédulo admitido A sea
descomponible es que su coleccion correspondiente (V, Ay, -+, A,) sea descompo-
nible, es decir, que exista una descomposicion no trivial V. = V' & V" tal que
A= (A,NV) @ (A, N V") para cada i.
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En consecuencia, por la proposicion anterior y las formulas 211 y 221 la clasificacion
de los A-moddulos admitidos se reduce al problema de clasificacion de colecciones de
O-reticulos en un espacio vectorial. Este problema es formulado de manera natural
en lenguaje matricial.

Problema matricial

Sea A un A-mdédulo admitido derecho, (V) Ay, --- | A,) la coleccion correspondiente
al modulo A. Fijamos una base del T-espacio vectorial V'; en cada O-submodulo A;
escogemos una coleccion finita U; (puede ser vacia) de elementos tal que el conjunto
U, U;mit (contenido en A; por la formula2.2)) genere sobre O a A; para cualquier 1.

Sea M; una matriz cuyas columnas estan formadas por las coordenadas de los vecto-
res de U; en la base escogida (esto no descarta la posibilidad que M; sea una matriz
vacia). Definimos la matriz

M= [ MM [ M, ],

es claro, que las filas de la matriz M son linealmente independientes sobre T, es
més, las filas de M corresponden a una base de V. Por tanto, M tiene ntimero de
filas igual a dim7 V. Las matrices M; forman n franjas verticales de la matriz M,
donde cada franja M; forma un sistema de O-generadores del orden A; moédulo del
suborden A; = 3., Ajmi.

Es claro que el grupo G de transformaciones correspondientes a una segunda eleccion
de la base de V' y una segunda elecciéon de conjuntos U; es generado por las siguientes
transformaciones admisibles:

i) Transformaciones T-elementales de filas de toda la matriz M.
ii) Transformaciones O-elementales de columnas dentro de cada franja M;.

iii) Adicionar columnas de M; a columnas de A/; multiplicados por el escalar i

Aij
para todo par de franjas M;, M; (se denota M; == M;).

La matriz M es equivalente a una matriz M’ (se escribe M ~ M') si M’ se obtiene
de M por transformaciones admisibles.

A cada orden tejado A le asociamos un poset P (A) y su problema matricial co-
rrespondiente M, asi pues, el problema de clasificacion de A-moédulos admitidos
se reduce al problema de clasificar las formas canénicas no equivalentes dos a dos
correspondientes al problema matricial asociado.

El criterio de tipo representacion finito para ordenes tejados se demostro en 1974, en
la base del algoritmo de diferenciacion para érdenes tejados construido por Zavadskij
en el mismo ano.
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Teorema 2.11 (Criterio de Zavadskij y Kirichenko, [22]). Un orden tejado A es de
tipo representacion finito si y sdlo si el poset asociado P (A) no contiene los criticos
de Kleiner.

En secciones 2.6 y 2.7 se encuentra el algoritmo de diferencicion para érdenes tejados
y el esbozo de la prueba del criterio anterior respectivamente.

Ejemplo 2.12. Sean los 6rdenes tejados dados por las matrices

013 013
A=1202]|,A0=1]20 3
2 30 3 30

Los respectivos posets asociados son:

P(A1) P(A2)

Entonces,

a) El orden tejado A; es de tipo infinito, se puede ver en la grafica que Ky C
P(Ay).

b) El orden tejado A es tal que su poset asociado P(Az) no contiene como sub-
poset ninguno de los posets criticos de Kleiner. Por Teorema 2.I1] el orden
tejado A5 es de tipo finito.
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2.5. 01-6rdenes tejados

Un orden tejado A = [\;;] tal que \;; € {0,1} se llama 01l-orden tejado. Al 01-
orden tejado A le asignamos el conjunto Q (A) = {1,2,--- ,n} junto con la relacion
de ordeni < j & \;; = 0. En efecto, como \;; = 0 para todo ¢ la relacion es reflexiva,
ademads ya que \;; + \j; > 0 tenemos la antisimetria y la desigualdad A;; + X\ > A
concluye la propiedad transitiva.

A cada poset finito P = {1,2,--- ,n} le corresponde un tnico 0l-orden tejado
A = [\;j] definido tal que A\;; =0sii < jy Aj; =1 en otro caso. Evidentemente la
matriz A = [\;;] es un 0l-orden.

Ejemplo 2.13. Al 0l-orden tejado

01111
10011
A=|1 1011
11100
11110

se le asigna el poset Q (A) = {1;2 < 3;4 < 5} de tipo (1,2,2).

Podemos caracterizar facilmente un Ol-orden tejado de acuerdo a la forma de su
poset asociado.

Proposicion 2.14. Para un orden tejado reducido A las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) A es un 01-orden.
b) El poset P(A) es ordinalmente descomponible.

c) El poset P(A) es la suma ordinal de infinitas copias del poset finito Q(A).

Demostracion. En primer lugar probamos la implicacion a) = b) = ¢). Sea A = [\]
con \;; € {0,1}, P? = {Ni1,..., \in}. Entonces P! = 7P? = {1+ 1,..., N+ 1}

¥, ya que A +1 > 1> A, para cada k = 1,...n, tenemos que P! < P} para todos
los i,7 en P,(A). En otras palabras, P,(A) tiene la forma

donde cada uno de los sumandos es el poset Q(A).

Para la implicacion (¢) = (a), sea P(A) = {X <Y} (suma ordinal de X y Y') con

X, Y subposets no vacios y sea ¢’ el elemento minimal de la cadena {Pik}k:1 UYL

Entonces ¢ < q? para todo 7,7, en otras palabras, A es isomorfo a un 0l-orden
tejado. O
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El criterio de tipo representacion finito (manso, crecimiento finito) para 01-6rdenes
tejados fué probado facilmente como una consecuencia del criterio de tipo represen-
tacion finito (manso, crecimiento finito) para posets finitos.

Teorema 2.15. El problema de clasificacion de A-modulos admitidos sobre un 01-
orden tejado reducido A = szzl eijw)‘ij O, \ij € {0,1} es equivalente precisamente
al problema de clasificacion de representaciones del poset asignado Q (A) sobre el
campo de clases residuales K = O /7.

Demostracion. Sea A = 37", e;;m 9O, con Ay; € {0,1} al orden A le asignamos el
poset finito Q(A) como arriba, como A;77 C A; entonces A;m C A; para todo 1, j.
Sea Q = Y1 | A; y sea Q = 7€, es claro que Q C Ay, -, A, C Q. Consideremos
el cociente Uy = Q/Q = Q/7Q, tenemos que Uy es un K-espacio lineal que contiene
los subespacios U; = Ai/Q, es decir, un A-médulo admitido A se define en este caso

por la coleccion de K-espacios lineales U = (Up, Uy, - - - , U,,) tal que \;; = 0 siy solo
si U; C U;. En otras palabras la coleccion anterior es una representacion del poset
finito Q (A). O

De manera inmediata obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.16. Un 01-orden tejado A es de tipo representacion finito (manso,
crecimiento finito) si y solo si el poset Q (A) lo es.

En conclusion, el problema de clasificacion de representaciones de posets sobre un
campo T es un caso particular del problema de clasificacion de modulos admitidos
sobre un 0l-orden tejado.

2.6. Diferenciacion para 6rdenes tejados

Si A es un orden tejado, el poset asociado P(A) es infinito periodico. Asi, la idea
principal diagramatica de este algoritmo es usar la diferenciacion para poset finitos
con respecto a un par conveniente de puntos con repeticion periddica por niveles
del poset P(A). Pero, para colecciones de O-reticulos (V, Ay, ..., A,) la accion del
algoritmo no se puede reducir a la composicion de diferenciaciones (con respecto
al par de puntos) de representaciones ordinarias de posets sobre un campo K. Se
requiere una construccion de algebra lineal més general.

Sea P(A) el poset asociado al orden tejado reducido A = [A;;]ij=1,. n- Necesitamos
los siguientes resultados (ver demostraciones en [22]) para definir el algoritmo de
diferenciacion.

Lema 2.17. Si P(A) no contiene los subconjuntos (1,1,1,1) y (2,2,2) entonces
existen elementos a,b € P(N) tal que el subconjunto a¥ U ba contiene todos los
elementos de P(A) excepto, quizd, uno.
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Lema 2.18. Sin > 2 y P(A) no contiene los subconjuntos (1,1,1,1) y (2,2,2).
Entonces existe un par de indices distintos (k,l) tal que cumple una de las siguientes
condiciones:

a) Aki + Xip = A\ para todo i.

b) Existe un indice m tal que \g;+ Ny = Mg para todo @ # m y Agm+ At = A+ 1.

Sea B = [fijlij=1,.» una matriz con entradas en Z de tal manera que (; =
0 para todo 7 y

Biviz + Bigis + - - - + Biniy 2 0 (2.3)
para cualesquiera valores iy, ...,i, en {1,...,n}. Podemos asociar a esta matriz un

orden tejado A = [\;;] de tal manera que

Nij =ming, i {Bii, + Bigis + -+ Binj}
Decimos que el anillo A es generado por la matriz B.
Ejemplo 2.19. La matriz

B =

O = O

1
0
1

S = W

cumple la condicién 23]y ademés, 8; = 0 para todo i. El anillo generado por la
matriz B es el orden tejado (definido por la matriz)

A=

O = O

1
0
1

O = N

Observamos que el proceso de pasar de la matriz B a la matriz A consiste Ginicamente
en corregir las entradas 3, de la matriz B que no cumplen la condicion 3;;+ B, > Bik
para alguin valor j, cambiando (;; por un valor menor que si la cumpla.

Sea A un orden tejado reducido y sea k # [ con (k,l > 1). Denotamos por A(_k,l)
el anillo generado por la matriz B = [§;;] donde by = Ay — 1y B;; = N para
(i,7) # (k,1). Esta matriz B es no negativa y por tanto satisface la formula 2.3l En
efecto, podemos asumir que \;; = 0 para todo ¢, luego A\;; = Xij + A\jp > Aix =0
para todo 7, j. En consecuencia B es no negativa.

Un par de puntos distintos (k,[) se llama par conveniente para diferenciacion si
satisface una de las condiciones a) 6 b) del lema 2.18 Definimos el anillo derivado
A’(k ) de la siguiente manera:

a) Siel par (k,l) satisface la condicion a) del lema .18 entonces A, ) = A, ).
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b) Siel par (k,!) satisface la condicion b) del lema 2.18 entonces Aj, ;) es el anillo
generado por la matriz B = [\;j;j=1,..n+1, (acordamos n + 1 = m') donde

Bt = Mt — 15 Byt = At — 15 Bromy = e — 1

ﬁm’m = 1: Bm’m’ = 07

Bmri = Amj para j # m,m’; Biy = N, Para i # k,m’;
Bij = Nij, sii,j#Fm'y (i,7) # (k, 1), (m,1).

Mostramos que esta definicion es correcta, esto es, que en el caso b) la matriz B
satisface la condiciéon 2.3

Sin pérdida de generalidad suponemos que A\, = 0 para todo 7. Entonces \;; > 0
para todo 4,7, A\ix > 1, Apy > 1, luego todos los A;; son no negativos excepto,
quizds B;. Es posible que §,; = —1, en este caso, Bii, + ...+ B, < 0, donde
iy = my iy =l (los sumandos en 2.3 pueden ser reorganizados ciclicamente). Luego,
Biyis + -+ Biiy <0, donde los indices i;, .. ., s son distintos y 2 < s < n. Entonces
Biyiy + - - -+ Bisiy = —1. Si m/ no esta entre los indices i3, . . ., i, entonces expresando
Bi; en términos de \;; obtenemos Ay +. ..+ i, = 0, por tanto A, + Ay, = 0 1o cual
contradice el hecho de que A es reducido. Pero si B, 4. . . 4 Bony + By +- - - 4 Bim =
—1, luego, expresando 3;; en términos de );;, para y # m obtenemos

At oo Xam) + Ay + -+ Aigm) < 1,
lo cual vuelve a contradecir el hecho que A es reducido. Para y = m tenemos

(At + -+ -+ Aem) <0, lo cual es nuevamente imposible.

Anotamos que los anillos A’(k Y A(_k ) DO son reducidos necesariamente.

2.7. Observaciones de la prueba del criterio 2.1

Las definiciones y afirmaciones dadas en la seccion anterior definen el procedimiento
de diferenciacion combinatorial de las matrices con entradas en los enteros [\;;] que
definen ordenes tejados A. Ahora esbozamos la prueba del criterio principal de [22],
Teorema 21T en este capitulo.

Condicion necesaria

Supongamos que la coleccién Ay, ..., A, de O-reticulos del T-espacio vectorial X
corresponden al A-modulo admitido derecho A, A = [\;;] es un orden tejado reducido
y Aiﬂ')‘ij Q Aj.

Sea F' =" | A;, definimos el conjunto A¥ = A;7* N F, donde k = 0,—1,-2,....
Obviamente, A} = A; y AY C Al si k—1> \j. Ademas, A} = Fsi |k > ¢ =
maz;; {\;j} vy asi, se asume que el indice k£ varfa dentro de los limites —c < k < 0.
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Denotamos por R al poset R = {piC definido por pf < pé- si y solo si

}—cgkgo;izl,...,n
k—1> X;;. Obviamente, R es un subconjunto del poset asociado P;(A), a tal subcon-
junto le llamaremos segmento de P;(A). Como el poset P,(A) es un poset periodico
infinito, el segmento mas generalmente consiste de un periodo. Aqui garantizamos

que para los valores —c < k£ < 0 hay un periédo completo.

Ahora definimos una representacion del poset R sobre el anillo de division K =

O/r0.

Consideramos el espacio vectorial V' = F/Fm sobre el anillo de division K. Esta-
blecemos V¥ = (A¥ + Fr)/Fr y asociamos un punto p¥ € R con el K-espacio Vi*.
Entonces la coleccion de subespacios V(A) = {Vlk} de V' es una representacion del
poset R sobre el anillo K.

Es claro que si el modulo A es descomponible, entonces su representacion correspon-
diente V(A) es también descomponible. Ademas, si A es isomorfo a A’ entonces sus
respectivas representaciones son equivalentes. Por construccion, V(A) satisface la
condicion > i, V¥ = V. Denotamos por U(A) = {UF} la representacion truncada
de R correspondiente a V(A).

Ahora, suponemos que el conjunto P(A) contiene uno de los subconjuntos criticos
K, con z € {1,...,5}. Podemos asumir que todos los puntos minimales de K,
estan incluidos entre los puntos {p{},_; , (estos son los puntos minimales de R).
Entonces, el conjunto R contiene el subconjunto critico K, donde todos los puntos
minimales de K, estan incluidos entre los puntos minimales de R. Se demuestra
entonces, en este caso, que para cualquier representacion truncada W = {W’f } de
R sobre K tal que Y3, WP, Wy Wy =0, si pj ¢ K., podemos encontrar un
A-moédulo admitido A tal que UF = W} para todo pf € K., donde {Uf} =U(A).
Para dicha prueba se consideran los casos en que z =4y z # 4.

Al obtener el resultado anterior, se concluye, para el caso z # 4, que existe un
numero infinito de representaciones indescomponibles de K, no equivalentes dos a
dos, tales que la suma de los subespacios correspondientes a los puntos minimales

de K, es un cubrimiento del espacio total. Luego, A es un anillo de tipo infinito
cuando K, # (N,4).

Para el caso z = 4, es decir, K, = (N,4) = {a1 < ag > b < by;¢1 < ¢y < 3 < ¢4}
Sea ay = p}, by = p) y ¢1 = bY,, obviamente i, j, m son indices distintos. Si p| € K
y t # i,j,m, podemos asumir que [ = 0; pero en este caso, para cualquier punto
p? existe un numero infinito de representaciones truncadas indescomponibles no
equivalentes dos a dos {UF} de K tal que la suma U + U} 4+ UJ + U es un
cubrimiento del espacio total. Lo anterior se debe a la lista de indescomponibles de
K, escrita en el apéndice A. Pero, si para algin p} € K, el indice ¢ es uno de los
indices 7,7 6 m, es claro que as = pfl, by = pr, cy = pfs, c3 = pf‘* y Cy = pf5, donde
ki <0,k <0y ks < ks < ks <0. En consecuencia \;; > 2, \j; > 1, Ny, > 4,
Ami > 2, Nj, >4y Ay > 2y para el indempotente e = e;; + €, + €, €l anillo eAe
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es un subanillo del anillo

0 2 4
1 0 4
2 20

I' =

Por Lema 3.3 en [6], " es un anillo de tipo infinito, por lo cual, A es también un
anillo de tipo infinito. Completando de esta manera la demostracion de la condicion
necesaria.

Condicion suficiente

La parte central de la prueba de la suficiencia es una construccion puramente alge-
braica, en lenguaje matricial del algoritmo de diferenciaciéon principal para 6rdenes
tejados, presentado en [22] en la base de Lema auxiliar 2.3 y Proposicion principal
2.5. Observemos mas o menos generalmente (evitando detalles no esenciales) estas
dos afirmaciones.

Sea B una matriz con coeficientes en 7°7'O (s € Z). Considerando sus elementos
modulo 70, obtenemos una matriz B sobre el anillo de division K = O/7O. Deci-
mos que las columnas de B son linealmente independientes médulo 7°O si las
columnas de B moé6dulo 7O son linealmente independientes moédulo K. Enunciamos
el lema auxiliar antes de la proposiciéon principal.

By
B =
una matriz dividida en dos bloques con coeficientes en 71O (s € Z) cuyas columnas
son linealmente independientes modulo 7°O. Entonces, usando transformaciones O-
elementales 1zquierdas de filas de By y usando adicion de filas de By multiplicadas a
1zquierda por elementos de O a filas de By, podemos convertir By en una matriz con

entradas en {0,771}, donde cada fila y cada columna tiene al menos una entrada
nula.

Lema 2.20. Sea

Demostracion. Es evidente que por transformaciones O-elementales de filas y reor-
denamientos de columnas, la matriz B, puede reducirse a la forma

[nﬂ_s—l *
0 X |’
donde I, es la matriz identidad de orden n y X es una matriz con entradas en
70. Luego, la parte de By que esta encima de I,7°~! puede hacerse cero. La parte

restante de B; encima de X debe tener columnas que son linealmente independientes
modulo 72O, por transformaciones O-elementales de filas esto se reduce a la forma

I,me 1
—5 |
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Solamente resta realizar las transformaciones de filas de By y reordenamientos in-
versos de las columnas de B. O

Se sigue de esta demostracion que si escojemos un conjunto maximal de columnas
de B, que sean linealmente independientes moédulo 70, entonces B; puede ser
reducido de modo que esas columnas contengan todas las entradas nulas y el resto
de columnas de B, contienen el elemento 757!,

Proposicién 2.21. Sea A = [\;| un orden tejado reducido y sea (k,l) un par
conveniente de indices. St A(_k’l) Y A/(k,l) son anillos de tipo finito, entonces A es de
tipo finito.

Demostracion. Sea A un A-modulo indescomponible admitido derecho y Aq,..., A,
la coleccion de reticulos completos en el T-espacio derecho finito-dimensional corres-
pondiente a A, con A;mi C A;.

Sea
M=[M]|[M,]

la matriz correspondiente a esta coleccion, donde asumimos que los elementos co-
rrespondientes a las columnas de M; generan el reticulo A; para cada 1.

Usando transformaciones T-elementales de filas, O-elementales de columnas se re-
duce M, a la forma Iz, Luego, como A,m C A; tenemos que M, es una matriz
sobre O.

Si todos los elementos de M, son miultiplos de 7, entonces A7 -1 C A; y en este
caso, A es un modulo sobre el anillo A(_k - Por hipotesis A(_k ) €S de tipo finito y por
tanto existen finitos A-modulos de este tipo.

Ahora consideramos el caso cuando existen elementos en M}, no divisibles por 7. Se
demuestra que la matriz M de n bloques asume la forma (desechando las columnas
de ceros en M)

I 0 |B1]o0 0 0

M =
0 | X | B | C' | Y | I
fp—

donde X, C"y Y; son matrices sobre 7O, 7O y 72O (i # k, [, m) respectivamente

y Bi y B, son matrices sobre mm-10, donde B; es una matriz con entradas en
Nerm—
{O,ﬂ- km 1}.

Consideramos la matriz de n + 1 bloques
M/:[MH"' ‘M;@—H}

donde M| = X, M) = Iz" M) = C', M., = By, y M] =Y para los i restantes y
demostramos que M’ es la representacion matricial de un A’(k j-moédulo A’. En otras
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palabras, la clasificacion de A-modulos admitidos que no son modulos sobre A(_k,l) se
reduce a la clasificacion de A’(M)—m()dulos admitidos. Se prueba ademas que existe
una familia finita de A-moédulos a los que se le puede asociar el mismo A’(k’l)—m()dulo.
En consecuencia, si A/(k,l) es un anillo de tipo finito entonces existen unicamente

finitos A-modulos que no son médulos sobre A(_k - O

Para completar la prueba de la condicion suficiente se tiene en cuenta que el al-
goritmo de diferenciacion para ordenes tejados que consiste en pasar de un poset
P(A) (asociado al orden A) a los posets P(A; ;) 6 P(Afy ;) corresponde a aplicar
diferenciacion con respecto a un par conveniente de puntos (y la completacion) un
nimero finito de veces. En lo anterior no consideramos que el poset P(A) es infinito
ya que este es periodico y definido por un segmento finito R. Luego, los subconjuntos
criticos de Kleiner (por la convergencia del algoritmo de diferenciacién por un par
conveniente de puntos) no pueden surgir al diferenciar el poset P(A) y en un nimero
finito de pasos P(A) se reduce a un orden lineal (cadena infinita) correspondiente al
orden tejado trivial A = O.



CAPITULO 3

Algebras de transformacion de tipo médulo
acotado

En este capitulo, al considerar el problema de representaciones de un par de alge-
bras de transformacion, generalizamos el problema de representaciones de un par de
posets finitos y el problema de representaciones de érdenes tejados. Se presenta de
manera general (omitiendo detalles) el criterio de tipo médulo acotado y el crite-
rio de tipo representacion finito para pares de dlgebras de transformaciéon obtenido
en [25]. Adicionalmente, presentamos el listado de representaciones indescomponi-
bles del problema particular de tipo «cadena-girnalda» y algunas observaciones a la
conjetura [B.I7] mostrando su veracidad en algunos casos particulares.

3.1. Representaciones de algebras de transformacion

Sea O un anillo de valuacion discreta con el campo de fracciones T, 7 € O un
elemento primo y sea M, (T') el algebra de matrices sobre 7. LLamamos algebra
de transformacion a la O-subéalgebra de M, (T) de la forma

n
A= E eijAij,
i,j=1

consistiendo de todas las matrices cuadradas de orden n tales que su entrada (3, j)
pertenece al O-submodulo A;; = 70 = Or*i con \y; € Z U {£oo}, 770 = 0,
70 =T y cumpliendo las siguientes tres condiciones:

a) Ay =0 06 A;; =T para todo i.

b) A;;A; C Ay, para todo i, j, k.

32
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C) AijAjz' % A” para todo ’L,j

Por brevedad, en adelante se escribird A = [)\;;]. Es evidente que si el algebra de
transformacion A es tal que todos los exponentes \;; son finitos, estamos refiriéndo-
nos a un orden tejado.

Problema matricial

Las transformaciones derechas O-elementales (7-elementales) de colum-
nas de una matriz en M, (T") son de dos tipos:

a) Multiplicacion a derecha de una columna por un elemento invertible del anillo
O (anillo T').

b) Adicion de una columna multiplicada a derecha por un elemento arbitrario de
O (de T') a otra columna.

Simétricamente se difinen las transformaciones izquiedas O-elementales (7-
elementales) de filas.

Definimos un problema matricial asociado al algebra de transformacion A =
> i1 €ijAij con matrices rectangulares X ( cuyas entradas son elementos de T')
particionadas en n franjas verticales X’ (algunas franjas podrian ser vacias) de la
forma

X =[] X0

y las transformaciones admisibles sobre X siguientes:

i) Transformaciones T-elementales izquierdas de filas en la matriz X

ii) Transformaciones O-elementales (T-elementales) derechas de columnas en la
franja X* cuando A; = O (A; =T).

iii) Adicion de columnas en la franja X* multiplicadas a derecha por elementos de
A;; a columnas de la franja X7.

El problema matricial definido por la matriz X y las trasformaciones admisibles an-
teriores es llamado el (T, A)-problema, la matriz X la llamaremos (7', A)-matriz.

Naturalmente, dos (7,.4)-matrices X, X’ son equivalentes (se denota X ~ X’)
si X se reduce a X’ mediante las transformaciones admisibles anteriores. Una ma-
triz X es indescomponible si no es suma directa de dos matrices no nulas. El
(T, A)-problema es de tipo representacion finito si el nimero de matrices indes-
componibles no equivalentes es finito.
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El vector dimension de una (7, A)-matriz X es el vector
d=dim X = (do,d", ..., d"

donde dj es el nimero de filas de la matriz X y d’ es el numero de columnas de la
franja X7. Ademas, la dimensién de X esta definida por la formula

dT(X)=do+ Y d'
j=1

Ademas, con respecto a la dimension anterior se clasifican los problemas matricia-
les de acuerdo al acotamiento de dimensiones de sus matrices indescomponibles.
Mas precisamente, un (7', A)-problema es de tipo médulo acotado si existe una
constante C' tal que d™(X) < C para cada (T, .A)-matriz indescomponible X.

Ejemplo 3.1. Ejemplos sencillos de (7, A)-problemas.

a) SeaP ={1,...,n} un poset finito, definimos A;; = T'si ¢ < j en el poset P; en
caso contrario A;; = 0. Decimos que A es el algebra de incidencia del poset
P. En este caso, el (T, A)-problema es el problema matricial correspondiente a
las representaciones del poset P sobre el campo T'. El criterio de tipo médulo
acotado es el criterio de Kleiner de tipo representacion finito para posets [7].

b) Si A es un orden tejado entonces el (T, A)-problema es el problema de re-
presentaciones del orden tejado A estudiado en el capitulo 2. En este caso, el
criterio de tipo modulo acotado coincide con el criterio de tipo representaciéon
finito para ordenes tejados [22].

De manera analoga a las representaciones de posets y de érdenes tejados, podemos
pasar de un problema matricial a una representacion en forma de ciertas colecciones
en un 7-espacio. La idea consiste en escojer un 7T-subespacio Uy de dimension igual
al nimero de filas de la matriz X. Luego, identificando las columnas de X con
vectores en Uy, asociamos a cada indice i el O-submodulo U; C Uy (el cual puede
ademaés ser o contener un T-subespacio) generado por las columnas de las matrices
XF con coeficientes en Ayg;.

En consecuencia, obtenemos el siguiente problema de clasificaciéon de O-submaodulos
de un T-espacio vectorial. Los objetos de la categoria de representaciones rep A
del algebra A son colecciones de la forma

U= (U, U...,Up)

donde Uy es un T-espacio vectorial de dimension finita en el cual se distingue una
coleccion de O-submodulos Uy, . . ., U, satisfaciendo las dos siguientes condiciones:
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a) U;A;; C U; para todo i, j, esto es, la suma directa M = M (U) = @, U; es un
natural A-modulo derecho.

b) M es un A-moédulo finitamente generado, esto es, U; /U, es un A;-modulo para
cada i, donde U, = Zk# U, Ap;.

Un morfismo ¢ : U — V en la categoria rep A es una funcion T-lineal ¢ : Uy — V}
tal que ¢(U;) C V; para cada i. Evidentemente un morfismo ¢ es un isomorfismo
en la categoria rep A si y so6lo si es un isomorfismo de espacios vectoriales en el que
o(U;) = V; para todo i.

La clasificacion de representaciones del dlgebra A (es decir, de objetos de la catego-
ria rep A) salvo isomorfismo es equivalente a la clasificacion de (7, .A)-matrices no
equivalentes.

Teniendo en cuenta el ejemplo B.I] si el algebra A es un orden tejado tenemos
el problema de clasificacion de colecciones de O-reticulos en un espacio vectorial
estudiado en [21L22] (Capitulo 2 de este trabajo). Ademas, si A; = T para todo
7 tenemos el problema de clasificacién de tuplas de T-subesespacios vectoriales en
un T-espacio vectorial principal de dimension finita (representaciones de un poset
ordinario) estudiado en [5L[7,[8l[12H14,23] (observaciones generales en Capitulo 1 de
este escrito).

El vector dimensién de una representacion U es el vector d = dimU =
(do,d" ..., d"), donde dy = dimp Uy y d' es el minimo numero de generadores del
Aj-modulo U; /U, Si d no tiene entradas nulas la representacion U se denomina cier-
ta. Un algebra de transformacion A se llama cierta si admite una representacion
indescomponible cierta.

3.2. Poset asociado y combinatorias

De manera analoga al caso de 6rdenes tejados, asociamos a cada algebra de trans-
formacion A = [A;;] un poset P(A) = >, P;, esto es, una suma de n cadenas de
la forma siguiente:

P — {p?} cadena de un punto si A; =17,
e {pf}kez = cadena infinita si A; = O.

La relacion de orden en P(A) esta definida por la formula
piSp e k=12 N

En particular, P; < P; para A;; = T y en cada cadena se cumple que si k& > [
entonces p¥ < pl.
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Evidentemente P(A) es un conjunto infinito si y solo si A;; = O para algtn i. En el
caso en que A sea un orden tejado el poset P(A) es el mismo descrito en el capitulo
anterior.

En adelante, vamos a usar para P = P(A) la descomposicion estandar P = P> +P°,
donde P>*(P?) es la suma de todas las cadenas infinitas (de un punto) de la forma

P,

Un poset P se llama un Z-conjunto si es representable como una suma de dos
subposets P = P> + P? y cumple las siguientes condiciones:

a) P> =73 . ;~ P; es una suma arbitraria de cadenas infinitas de la forma P; =

k+1

k .
{pi }keZ con relaciones p;

¥+ < pken las cadenas (1°° es un conjunto de indices),

k+1

b) Si pf,ph € P> entonces pf < p} < p; I+1

<pj I

k+1

c¢) SipFeP®yaxe P entonces pf <z pf™ <z (v <pf o< pi™).

i
Las cadenas infinitas P; son llamadas érbitas en el conjunto P. A un punto p¥ € P;
se le llama orbital y un punto en P se le dice simple. En adelante P° = {p{}, ;o
es el conjunto de los puntos simples (1° es un conjunto de indices).

Es claro que si A es un algebra de transformacion, el poset P = P(A) es un Z-
conjunto; ademés, un poset finito es también un Z-conjunto con P> = ().

Un subconjunto X C P es un Z-subconjunto si cada orbita P; estd contenida en
X o es disyunta con X, en este caso el conjunto X esta dotado de una estructura
de Z-conjunto inducida de la estructura de P.

Dos Z-conjuntos Py Q se dicen ser isomorfos si existe un isomorfismo de posets
¢ de P en Q tal que p(P>) = Q> (en consecuencia p(P°) = Q) y si p(p}) = ¢}

entonces p(pi*!) = ¢;™".

A cada Z-conjunto P = > ._;P; con conjunto de indices I = I* U I° podemos
asociar de manera natural un algebra de transformacion AlgP = [\;;]; je; donde

A”_{—OO sii,jel%ypd <pd,

Y infry {k—1:pf <pl} en otro caso.

Tengamos en cuenta que infZ= —oo y inf)= +o00. Es evidente que AlgP(A)= A
y P(AlgP) = P, es decir, existe una correspondencia uno a uno entre clases de
isomorfismos de algebras de transformacion y clases de isomorfismo de Z-conjuntos
con conjunto de indices I finito.

Ejemplo 3.2. Al poset P =N = {1 < 3 > 2 < 4} le asociamos el algebra de trans-
formacion ( mas precisamente, algebra de incidencia)

T
AlgP =

o oo
oo o
o NMNMN
NoN~NO
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Ademas, si P = P(A) es el poset asociado al orden tejado A = A; del ejemplo
y P' = (2) = {4 < 5} es una cadena de dos puntos, al poset definido por la suma
cardinal de Py P’ (PP’ ) le corresponde el algebra de transformacion

@) 7O m0 0 0
0 O 70 0 0
Alg(PUP)=| 7?0 #*O0 O 0 0
0 0 07T T
0 0 0 0T

Vamos a definir una relacion de equivalencia y su respectiva particion en el conjunto

P(A).
Sea A = Y"._ e A;; un élgebra de transformacion, sea P = P(A) = {pF} el

ij=1
Z-conjunto asociado. Dos puntos pf,pé € P (y ademas sus indices i, j) se llaman
ligados si A;; # 0y Aj; # 0, esto es, \j;, \ji < co. Es claro que la relacién «estar

ligado» es una relacion de equivalencia, notamos esta relaciéon por ~.

Por definicion de A tenemos que pf ~ pg siysolosii=j0(i#jy N\ij,\ji € Z). En
el segundo caso necesariamente tenemos que A;; = Aj; = O. En particular todos
los puntos en una oOrbita estan ligados.

Sea P el conjunto cociente finito de P consistiendo de las clases de equivalencia
p¥ de puntos p¥ € P. Introducimos una relaciéon de orden en P definida por

Un punto pF € P se llama simple (miltiple) si A; =T (A; = O). Las relaciones
entre puntos de P estan clasificadas en relaciones de tipo fuerte y de tipo débil.

La relacion pF < ﬁ] es débil si y solo si \;; € Z (en este caso los puntos pF y ﬁj
son necesariamente multiples). En caso contrario la relacion es fuerte. Para una
relacion fuerte (débil) pf < pl en P vamos a usar la notacion pf <p’ (pf < ph).

Si pF < pé- en Py ademés p¥ <lﬁj (pF < ]31]) entonces la relacion original pf < pé- se
dice fuerte (débil) y se denota analogamente pf <p! (pf < ph).

Sea X C P, al conjunto [X] = {z € P: T € X} se le llama imagen inversa de X
en P. Obviamente cada imagen inversa es un Z-subconjunto de P. Consideramos
la subalgebra correspondiente a X C P, Ax = szzl eijA;; donde la suma es
tomada bajo los indices 7, j tales que ﬁf,ﬁ] € X. En particular, obtenemos Ap = A.
Si ¥ € P es un punto multiple (simple) y X = {Z} tenemos que Az es un orden
tejado (el campo 7).

Un vector correspondiente al poset P es cualquier funcion d : P U {0} — Z,
(Z+ = NU{0}) tomando finitos valores distintos de cero. El soporte (Suppd) de
un vector d es definido por la formula Suppd = {z € P :d(z) > 0} y la forma
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cuadratica de Tits asociada al conjunto P esta definida por

fe(d)=> d*(x)+ ) _d(z)d(y) — d(0) > d(z) donde z,y € P.

<y

Los vectores tales que fp(d) = 1 son las raices de la forma de Tits asociada al
conjunto P. Una raiz d se dice trivial si d(z) < 1 para todo x € P U {0}.

Dos subconjuntos X,Y C P se llaman conjuntos conjugados si existe un auto-
morfismo ¢ del Z-conjunto P tal que ¢(X) =Y. Dos raices d y d’' se dicen raices
conjugadas si d'(0) = d(0) y d'(z) = d(¢(x)) para todo x € Py algin automorfis-
mo ¢ del Z-conjunto P.

3.3. Pares de algebras de transformacion

Analogamente al paso de representaciones de un poset a representaciones de pares
de posets, generalizamos el (7', A)-problema introduciendo el (A, B)-problema plano
de tipo mixto asociado al par (A, B) de algebras de transformacion.

Problema matricial

Sean A = ZZJ':1 e;ijAij, B = ZZ}ZI e;jBi; algebras de transformacion. Entonces
M, m(T) es un A-B-bimédulo natural que define un problema matricial plano (en
el sentido de [3]).

Las matrices del problema tienen la forma

X Xy X7
X=X X X"
X7 X7 X

esto es, X es una matriz rectangular particionada en n franjas horizontales X; y
m franjas verticales X7. La célula Xij es la interseccion de la la franjas X; y X7
(algunas franjas podrian ser vacias). Con respecto a esta matriz se permiten las
transformaciones admisibles siguientes:

i) Transformaciones O-elementales (T-elementales) izquierdas de filas en la franja
Xi cuando A“ =0 (A” = T)

i’) Transformaciones O-elementales (T-elementales) derechas de columnas en la
franja X* cuando B; = O (B; =T).



CAPITULO 3. ALGEBRAS DE TRANSFORMACION DE TIPO MODULO ACOTADO 39

ii) Adicion de filas en la franja X; multiplicadas a izquierda por elementos de A;;
a filas de la franja X;.

ii’) Adicion de columnas en la franja X multiplicadas a derecha por elementos de
B;; a columnas de la franja X7.

El problema matricial definido por la matriz X y las trasformaciones anteriores es
llamado el (A, B)-problema, la matriz X la llamaremos (A, B)-matriz.

Dos (A, B)-matrices X, X’ son equivalentes (se denota X ~ X’) si X se reduce
a X’ mediante las transformaciones admisibles anteriores. Una matriz X es indes-
componible si no es suma directa de dos matrices no nulas. El (A, B)-problema
es de tipo representacion finito si el nimero de matrices indescomponibles no
equivalentes es finito.

El vector dimensién de una (A, B)-matriz X es el vector
d=dim X = (du,...,dp,d",...,d"™

donde d; (d’) es el numero de filas (columnas) de la franja X; (franja X7). Ademas,
la dimensién de X esta definida por la féormula

dH(X) = i d; + i di
i=1 i=1

Un (A, B)-problema es de tipo médulo acotado si existe una constante C' tal que
d*(X) < C para cada (A, B)-matriz indescomponible X.

Ejemplo 3.3. Ejemplos sencillos de (A, B)-problemas.

a) Si A= B =0 conm=n = 1. Las matrices cuadradas de orden 1 de la forma
(7%) no son equivalentes para distintos valores de k y éstas son las tnicas
matrices indescomponibles. Luego el (O, O)-problema es de tipo infinito y de
tipo modulo acotado haciendo C' = 2.

b) Sea P = {1,...,n} y Q@ = {1,...,m} dos posets finitos, sean A y B las
algebras de incidencia de los posets P y O respectivamente. En este caso el
(A, B)-problema es el problema de representacion del par de posets (P, Q)
sobre el campo T y el criterio de tipo representacion modulo acotado es el
criterio de Kleiner de tipo representacion finito para pares de posets [7].

3.4. Problema plano de tipo cadena-girnalda

Presentamos la clasificacion de matrices indescomponibles de un (A, B)-problema
donde el poset P(A) es una cadena y el poset P(B) es una girnalda, enunciando el
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criterio de tipo moédulo acotado y tipo representacion finito para el caso particular
de un par de algebras de transformacion cuyo poset asociado es una girnalda.

Sea H = H,, un 0l-orden tejado de la forma

00 00
S
11 - 10

Obviamente P(H) es una cadena infinita. Se puede ver en [2I] que los 6rdenes tejados
cuyo poset asociado es una cadena son hereditariod] e isomorfos a H.

El caso mas sencillo es cuando las dos dlgebras de transformaciéon corresponden a dos
cadenas, este caso tiene solucion puramente combinatorial. Evidentemente si se trata
de dos cadenas finitas, segtin Teorema [LI5] este problema es de tipo finito y por
tanto de tipo modulo acotado. Veamos la solucion del problema «cadena-cadenay .

Lema 3.4. Si P(A) y P(B) son cadenas, entonces el (A, B)-problema es de tipo
modulo acotado y el conjunto de matrices indescomponibles no vacias se agota, salvo

equivalencia, por las matrices cuadradas de orden 1 de la forma X = Xij = [r*]
donde k =0 para Ay =T 6 Bj; =T y k € Z para el caso A; = Bj; = O.

)

Demostracion. En efecto, si P(A) y P(B) son conjuntos unitarios, entonces debemos
considerar tres casos. El primero es el caso (A,B) = (T,T) el cual es trivial. El
segundo caso es (A, B) = (T, H,) el cual corresponde al problema de representaciones
del orden hereditario H,, resuelto en [21] y concuerda con la afirmacion del lema. El
tercer caso es (A, B) = (H,,, H,) el cual es equivalente a (A, B) = (H,,, H!) donde
t es la operacion de transposicion de matrices.

Para probar el tercer caso, tengamos en cuenta que las filas de la franja horizontal X;
de la matriz X = [X/] se pueden sumar a las filas de la franja X, con coeficientes en
O (1rO) para i < s (i > s) y las columnas de la franja vertical X7 se pueden sumar
de manera similar. Sea x = er* un elemento de T con el exponente minimal k que
ocurre en la matriz X. Asignamos una numeracion desde 1 hasta mn para las células
Xij asignando los niimeros 1, ..., n para las células de la primera fila (numerando de
izquierda a derecha), los indices n+ 1,...,2n para las células en la segunda fila (en
la misma direccion) y asi sucesivamente. Luego, encontramos la célula con indice
minimo que contenga un elemento de la forma z = er® y reducimos la célula por
tranformaciones admisibles a la forma diagonal por bloques. Cada bloque tiene la
forma 7%+ sobre la diagonal, donde [ > 0 y I denota la matriz identidad (de algtn
tamatio). Obviamente existe un bloque de la forma 7*I sobre la diagonal, con el cual
podemos obtener ceros arriba, abajo, a la izquierda y a la derecha de este bloque por
medio de transformaciones admisibles, luego separando esta célula como sumando
directo obtenemos X = [7*] en el caso indescomponible.

1Un anillo es hereditario si todos sus ideales (izquierdos y derechos) son proyectivos.
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Adicionalmente, si P(A) = {a;<...<a,} y P(B) = {by<...<b,} se obtiene una
particion de la matriz X en células mas grandes de tipo Y correspondiente al par
(ax,b,), cada una de las cuales corresponde al caso considerado arriba de conjuntos
unitarios ﬁ(.A,\) y 75(BH). Asignando nameros desde 1 hasta rs a las células Y como
arriba y representando la primera celula distinta de cero en esta coleccion como una
suma directa de matrices indescomponibles del tipo [7*], como fué descrito arriba,
notamos que, en vista de las relaciones fuertes entre elementos de las cadenas 75(A)
y 75(15’) , esas matrices [*] pueden ser separadas como sumandos directos. O

Sea G = G,, un 0l-orden tejado de tamano n tal que el poset finito Q(G) asociado
a G sea una girnalda. Como se demostr6 en el capitulo anterior el poset formado
por todos los G-modulos proyectivos P(G) es una suma ordinal de infinitas copias
de Q(G) y el problema de clasificacion de modulos admitidos sobre dicho orden es
el problema de representaciones del poset Q(G). Note ademas que el orden H es un
caso especial de un orden del tipo G.

Presentamos la solucién al problema «cadena-girnalda» cuando la girnalda es aso-
ciada a un 0l-orden tejado (ver demostracion en [25]).

Lema 3.5. Un (H,G)-problema es de tipo mddulo acotado y el conjunto de (H,G)-
matrices indescomponibles no vacias se agota, salvo equivalencia, por matrices de
cuatro tipos siguientes:

k ok k ok
mk ! ok mk ’ ’ 4
0 ! 0 l
I>k+1 >k
a) b) c) d)

donde cada franja horizontal corresponde a un punto en el conjunto finito Q(H)
asociado al 01-orden H; en cada una de las matrices del tipo b), ¢) y d) el par de
franjas verticales corresponde a una diada en el conjunto Q(G) y la flecha en la
matriz d) indica la existencia de adiciones admisibles sobre el anillo O de filas de la
franja superior a filas de la franja inferior.

Observemos que adiciones sobre 7O de filas (columnas) de una franja horizontal
(vertical) a filas (columnas) en otra franja son evidentemente admisibles.

Finalmente, para completar la solucion del problema «cadena-girnalday, presenta-
mos el caso general canonico (ver [25]). Un éalgebra A tal que el conjunto P = P(A)
es una girnalda se dice candnica si Az es una cadena o una girnalda asociada a
un Ol-orden tejado para cada punto multiple z € P. Si ambas algebras Ay B son
canoénicas, el (A, B)-problema se llama canénico.
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Proposicion 3.6. Si P(A) es una cadena y P(B) es una girnalda, entonces el
(A, B)-problema es de tipo mddulo acotado y, en el caso candnico, el conjunto de
(A, B)-matrices indescomponibles no vacias se agota, salvo equivalencia, por las ma-
trices (recorriendo los valores k,l en el conjunto Z) de los siguientes tipos:

T T 0 @)
a) T| 1 ol 1 T 1 ok
T T T T
1|1 ] 1] 1
T T T T (o
b) 1 1 1 1 0 | A (@) 0 1
1>1 >0
T T T T T T T T
T| 1 1 T| 1 1 0|1 1 o1 1
T ¢ T ¢ T ¢ T ¢
T/ 0 1 ol 0|1 T| 0 | 1 ol 0|
7Tk ﬂ,L O ﬂk 7Tk
o ¢ 7
C) T| 1 1 Ol 7+ | 7k 0 | xk 0 | 7t
I>k+1 I>Fk
T|1 |1 T|1 |1 O | gk | 7k o\ xk | o
T ( T T ¢ T ¢
T 0 1 Ol o0 1 T 0 |1 Ol 0| xt

donde las transformaciones de columnas en el caso ¢) pueden ser descritas usando

la sub-dlgebra de B
0_ O 70
| O O |

En consecuencia, obtenemos el criterio de tipo modulo acotado y tipo representacion
finito para el caso particular de pares de algebras de transformacion cuyo poset
asociado es una girnalda.

Teorema 3.7. Si P(A) y P(B) son girnaldas, el (A, B)-problema es de tipo mddulo
acotado (tipo finito) si y sdlo si uno de los conjuntos P(A) ¢ P(B) es una cadena
(cadena finita).

Demostracion. Evidentemente, la condicion suficiente (de cada criterio) es conse-
cuencia de la proposicion anterior. La condicién necesaria se sigue de la proposicion
anterior y el hecho de que los problemas (72,7?), (Q,9Q) y (2, T?) son de tipo modu-
lo no acotado (ver [23]). La dltima propiedad es demostrada por las series infinitas
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de matrices indescomponibles (sobre 7" en el primer caso, en segundo y tercer caso
sobre K = O/10) de la forma
I,| I,
Ragal

donde J es una célula de Jordan de tamano arbitrario n. O

Lo interesante de la solucion al problema «cadena-girnarlda», es que se conoce la
lista completa de objetos indescomponibles, lo cual en el caso general no se ha
encontrado; es mas, para el caso particular de representaciones de ordenes tejados
de tipo finito no se ha obtenido el listado.

3.5. Diferenciaciéon para algebras de transformacion

Sea P = P(A) = P*+P° donde P> =3, ;o Picon P; = {pi}, . v P° = {0} }icro-
Un punto simple a € maxP se dice conveniente para diferenciacion si w(N) < 2,
donde N = inc(a) es el conjunto de puntos incomparables con a (es claro que N
es un Z-subconjunto de P). Sea N es el semireticulo superior de N, definimos el
poset derivado de P con respecto al punto a por la igualdad

P = (P\{a}) + N,

con las relaciones de orden entre A/ y P\ {a} de manera natural, como de sub-
conjuntos del reticulo £(P). Las orbitas en el conjunto P’ son todas las orbitas del
conjunto P mas las nuevas orbitas de los dos tipos siguientes:

a) {pt* +p§+z}zez donde pf,p} € N>
b) {p; +p2}zez donde p; € N p) € N.

Obviamente, desde el punto de vista combinatorial, esta operacion es la diferencia-
cion con respecto al punto maximal a en el sentido de Nazarova y Roiter extendido
al caso de un conjunto infinito N y acorde con la Z-estructura del conjunto P.

Es claro que el nimero de nuevos puntos simples es siempre finito y el nimero de
nuevas Orbitas es finito si y so6lo si el conjunto cociente N no contiene diadas de la
forma {Z,y} 6 cadenas de la forma {Z < y}, donde 7,y son puntos miltiples. En este
caso, fijando una numeracion de los puntos de P’ (compatible con la definicién de un
Z-conjunto), obtenemos el algebra derivada A/ = AlgP/, la cual es independiente
de la numeracion elegida salvo isomorfismo.

De acuerdo con el algoritmo de diferenciaciéon por un punto maximal para posets
finitos y el algoritmo de diferenciacion para érdenes tejados; tenemos el siguiente
resultado de convergencia del algoritmo.
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Lema 3.8. Para cada dlgebra de transformacion A, el conjunto P = P(A) no
contiene subconjuntos criticos de Kleiner Ky, ..., K5 si y solo si el poset derivado
P! no contiene tales conjuntos.

Sea Ind A el conjunto de clases de isomorfismo de representaciones indescomponibles
del algebra A. Denotamos la clase de isomorfismo de la representacion U por [U].

Un élgebra de transformacion A se dice escindida si el conjunto P(.A) es represen-
table de la forma P(A) = X +Y +C, donde X # 0, Y # (), X <Y y C es una cadena
arbitraria que también puede ser vacia o infinita. Enunciamos dos lemas auxiliares
importantes (ver [25]).

Lema 3.9. Un dlgebra escindida no es cierta.

Como consecuencia de Lema B4 y Proposicion B.6l se puede hallar la clasificacion
de matrices indescomponibles para el (7', A)-problema cuyo poset asociado es suma
de una cadena y una girnalda.

Lema 3.10. Si A es un dlgebra de transformacion y P(A) = C + G, donde la
cadena C y la girnalda G son Z-subconjuntos, entonces el (T, A)-problema es de
tipo mddulo acotado y el conjunto de (T, A)-matrices no vacias indescomponibles se
agota, salvo equivalencia, por las matrices de la siguiente forma:

a) X =[X"]=[1],
b) X=[ X'| X7 | =[a*|a], donde {pF,p} es una diada,

¢) X = [ XXX ] = [nF|at a7 ]y X = [ X|XT|X"] =

—k —r
7r0 WO_Z Z‘T’ donde {pf,pg,p’;} es una triada,
—k —r
7 1 u v s O T 0
)X = [X|X|X+|X"] = [ e W_S}’ donde
{pf,pé-,pz<pf)} es un subcongunto de tipo (1,1,2) (si u = v, entonces

las dos franjas se vuelven una sola).

Algunas matrices de la lista anterior pueden ser equivalentes (y diferir por un coe-
ficiente 7).

En adelante, denotamos las clases de isomorfismo de representaciones indescompo-
nibles del éalgebra A correspondientes a (7, .A)-matrices de la forma a) y b) por
[i] = [pF] v [P}, P}] respectivamente.

Ahora, describimos el funtor de diferenciacion correspondiente al (7, A)-problema.

Un objeto U = (Uy,...,U,) en rep A se escribe U = (Up,U, : © € P), con P =
P(A) y U, = 7*U; para z = pF. Sea un punto simple a € maxP conveniente
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para diferenciacion, sea P’ = P! el el poset derivado y asociado al algebra derivada
A=A
El funtor de diferenciacién F* : rep A — rep A’ correspondiente al punto conve-

niente a, asigna a cada objeto U = (Uy, U, : © € P) en rep A el objeto derivado
U' = (U,,UL:2€P)enrep A, tal que Uy =U, y

U, =U,NnU, para x € P\ {a},
Uppy= U +U,)NU, paraz+ychN.

Ademas, a cada morfismo ¢ : U — V en rep A (considerado como una aplicacion
T-lineal ¢ : Uy — V;) le asigna el morfismo derivado ¢’ : U] — V| como la
restriccion de ¢ al conjunto U] = U,,.

Anotamos que U, ,, = U, m* para x = Py = pé, u=pyu= pé*z. Observamos

ademéas que aunque la coleccion U contiene O-submodulos de diferentes clases (7-
espacios, O-reticulos y sus sumas directas) la formula de diferenciacion anterior es
practicamente la misma para el caso de diferenciacion de representaciones de posets
sobre un cuerpo.

En primer lugar notemos que U’ = 0 si y s6lo si U, = 0, esto es, si U es en efecto una
representacion del algebra AlgN. En este caso, si U es indescomponible, entonces
por Lema B.I0 obtenemos que [U] = [i] = [p}], donde p} € N, 6 [U] = [p},p}], donde
{pf,pg} es una diada en N. Denotamos la coleccion de todas las clases [U] de este
tipo por © y consignamos este resultado de la siguiente manera:

Lema 3.11. Si U es una representacion indescomponible en rep A, U' = 0 si y sdlo

si [U] € O.

Definimos la operacion de integracién, como el proceso inverso a la diferencia-
cion, donde a cada representacion W del algebra A’ esta operacion le asocia una
representacion primitiva U = W7 del algebra A tal que (W) = W. En [25] pode-
mos observar matricialmente el procedimiento de la integracion de representaciones
indescomponibles, el cual es un procedimiento bastante util para calcular repre-
sentaciones indescomponibles. Presentamos la propiedad principal del algoritmo de
diferenciacion para el (T, A)-problema.

Proposicion 3.12. FEl funtor F* : rep A — rep A’ induce una biyeccion
(Ind A)\ © — Ind A,

y la biyeccion inversa es definida por la operacion 1. En particular, el dlgebra A es
de tipo representacion mddulo acotado si y sdlo si el dlgebra derivada A" también lo
es.
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3.6. Criterio principal de tipo moédulo acotado

Formulamos a continuacion el criterio principal de tipo médulo acotado para pares
de algebras de trasformacion.

Teorema 3.13 (Criterio de Zavadskij y Revitskaya, [25]). Si (A, B) es un par de
dlgebras de trasformacidn, el (A, B)-problema es de tipo mddulo acotado si y sdlo si
el par de posets (P(A), P(B)) no contiene pares de conjuntos criticos en el sentido
de Kleiner.

Demostracion. La idea general de la prueba contiene dos partes centrales.

La primera parte, consiste en reducir el (A, B)-problema al caso de un (7, .A4)-
problema (analogamente al problema de pares de posets de tipo finito). Conside-
rando un (A, B)-problema asumimos que uno de los conjuntos P(A) y P(B) no es
una girnalda, de lo contrario, la prueba se reduce al teorema 3.7

Luego, supongamos por ejemplo que el conjunto P(B) no es una girnalda, en este
caso, P(B) contiene un subconjunto de tipo (1,1,1) 6 (1,2). Si P(A) es un conjunto
infinito o n6 es una cadena, el par (P(.A), P(B)) contiene un par de conjuntos criticos
en el sentido de Kleiner. Por otro lado, se demuestra en [25] que si P(A) no es
cadena finita y P(B) no es girnalda, entonces el (A, B)-problema es de tipo médulo
no acotado.

Suponiendo que P(A) = C,, es una cadena finita conteniendo inicamente m puntos
simples. Si m = 1 inmediatamente se tiene el (T, B)-problema. Si m > 2, considera-
mos el (T, B')-problema donde B’ es un algebra de transformacion tal que el poset
asociado sea la suma cardinal del poset P(B) y la cadena C,,_; de m — 1 puntos
(P(B') = P(B) U C,—1) demostrando que P(B’) no contiene subconjuntos criticos
de Kleiner si y solo si el par (P(A), P(B)) no contiene pares criticos.

En consecuencia, el (A, B)-problema de tipo médulo acotado es reducido a la inves-
tigacion del (T, B'), 6, cambiando de notacion, se reduce al (7', A)-problema.

La segunda parte de la prueba consiste en demostrar el criterio de tipo representacion
modulo acotado para el caso de (T, A)-problemas, generalizando en particular, el
criterio de tipo finito para 6rdenes tejados.

Teorema 3.14. Un (T, A)-problema es de tipo mddulo acotado si y sélo si el con-
junto P(A) no contiene subconjuntos criticos de Kleiner.

Presentamos un esbozo de la prueba.
Condicién necesaria

Para esta parte, asumimos que el poset P = P(A) contiene un subconjunto critico
K = K, para algin z € {1,...,5}. Uno puede suponer, sin pérdida de generalidad,
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que el algebra A es minimal, esto es, todos los puntos simples en P pertenecen a
K, todas las orbitas en P intersectan a K, y si otro subconjunto critico K, esta
contenido en P se cumplen las mismas propiedades anteriores.

Supongamos que K, tiene al menos un punto orbital, de lo contrario, el (7', .A)-
problema es el problema clasico de representaciones de posets sobre el cuerpo T'
resuelto en [7]. Si todos los puntos de K, son orbitales, asumimos que A es un orden
tejado. Por Teorema 2.11] el anillo A es de tipo infinito y por Apéndice A es de tipo
modulo no acotado, contradiciendo la hipotesis.

Considerando el caso z = 1, tenemos que cada punto orbital z € K, tiene la forma
(cambiando la enumeracion de puntos en las 6rbitas, de ser necesario) = p?, luego,
para dos puntos orbitales z = p) y y = p) en K, obtenemos \;; > 1y Aj; > 1. Por
lo tanto, las matrices indescomponibles de la forma

11011

0|11} Jy
(Jo es una célula de Jordan con valor propio cero) corresponden a representaciones
del conjunto K; (ver apéndice A) sobre un campo arbitrario, por lo cual, dichas

matrices serian (7, A)-matrices, contradiciendo nuevamente la hipotesis. En conse-
cuencia, K1 ¢ P.

Ahora se considera el caso cuando K, contiene puntos simples y orbitales. Sea z,y €
K, dos puntos comparables, donde = es simple y y es un punto orbital. Entonces
existe entre x e y infinitos puntos de la érbita de y, de modo que P \ {z} contiene
otro subconjunto critico K./, lo cual es imposible. Por lo tanto, ningiin punto simple
en K, es comparable con un punto orbital, esto es, K, es una suma cardinal K, =
X UY, donde X consiste de puntos simples y Y de puntos orbitales, w(X) < 2y
maxX C maxP.

Ademas, como K; ¢ P, cada punto simple a € maxX es conveniente para diferen-
ciacion y como w(X) < 2, la diferenciacion con respecto a este punto no produce
nuevos puntos simples. Es mas, s(P.) = s(P) — 1, donde s(P) es el nimero de pun-
tos simples en P. Reemplazando P por P, y repitiendo el procedimiento anterior,
en un nimero finito de pasos obtenemos s(P) = 0, es decir, tenemos la situacion
cuando todos los puntos en P son orbitales, lo cual es una contradiccion (notemos
que la existencia de un subconjunto critico en el poset devidado P! es garantizada

por Lema [3.§]).

Condicion suficiente

Para esta parte de la prueba, definimos como A\(P) el niumero de clases de conjugacion
de todas las raices de un conjunto P con soporte de ancho 2 y distinto a Fy = (1,2, 3).
Se demuestra en [25] que si un conjunto P no contiene subconjuntos criticos de
Kleiner entonces A\(P) < oo.
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Asumimos que el conjunto P = P(A) no contiene subconjuntos criticos y se prueba
por induccion sobre A(P) que el (T, .A)-problema es tipo modulo acotado. Por Lema
B9 podemos suponer que el dlgebra A no es cierta.

La base de induccién es el caso A\(P) = 0 correspondiendo a un conjunto P de
ancho 2. Para el caso en que P tiene puntos simples, si z € P es un punto simple,
entonces el poset P = X + {2} +Y + N, donde X <x<aY, N = inc(z) (conjunto
de puntos incomparables con x) es una cadena y la imagen inversa [N] es también
una cadena. Como A no es un algebra escindida, se sigue entonces que X =Y = ()
y podemos aplicar Lema B.I0 al conjunto P = {z} + [N].

Para el caso en que P 1o tiene puntos simples, si x <y es una relacion fuerte en 75,
entonces P = X +Y + Z,donde X = za, Y = {t eP: xqt} y se cumple que
r < z 0 z||z para cualquier punto z € Z. Como w(P) < 2 la imagen inversa [Z]
es una cadena y el dlgebra A es escindida, no siendo este el caso. Luego, P tiene
unicamente relaciones de tipo débil. Bajo los supuestos anteriores, |75| < 2 (de lo
contrario w(P) > 3 ), P es un singleton 6 es el conjunto {z,y} donde [z] e [y] son
cadenas. En el primer caso A es orden tejado de tipo finito tal que w(P) < 2 (ver
seccion 2), mientras que en el segundo caso podemos usar Lema

Paso de induccién Si existe un punto simple maximal a € P entonces w(N') < 2,
con N = inc(a) y a es un punto conveniente para diferenciacion. Es méas, como el
algebra A no es escindida tenemos w(N') = 2. Se demuestra entonces que A(P,) <
A(P), luego, el algebra A’ es de tipo modulo acotado por Lema B8y la hipotesis de
induccion. En consecuencia, el algebra A es de tipo modulo acotado por Proposicion
5. 12

Por otra parte, veamos el caso cuando el conjunto max’ no tiene puntos simples.
Consideremos el conjunto cociente P y escojamos un punto arbitrario a € maxP.
Luego, P = X+{a}+Y, donde X = {:B EP x4 a}. Se demuestra que el conjunto
G = [Y] es una girnalda.

Es claro que si X =Y = (), entonces P = [a], esto es, el dlgebra A es un orden
tejado. Por Teorema 2.11] A es un algebra de tipo finito.

Si X =0yY # 0, entonces P = C + G donde los conjuntos C = [a] y G = [Y]
contienen puntos orbitales. Por lo tanto, uno de los conjuntos C'y G es una cadena
y el otro es una girnalda reduciendo el problema al Lema B.10l

Finalmente, si X # (), entonces w(G) = 2 porque el algebra A no es escindida.
Consideramos ahora un punto multiple b € maxY y los conjuntos W =

{x EP:z4 b} y L = P\ [W + b]. Como P no contiene subconjuntos criticos y

todos los puntos en Y son incomparables o débilmente comparables con a se sigue
que Y \bCW.

Ademas, como w(G) = 2 tenemos que L es una cadena (la cual contiene a C' como
una subcadena). Luego, P = [W] + [b] + L, donde [W] < [b] y como el algebra A no
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es escindida tenemos que W = (). Por tanto P = [b] + L, donde L es una cadena y
[b] es una girnalda, lo cual es un caso demostrado en Lema 310 Esto completa la
prueba del teorema B.13] O

De manera inmediata, obtenemos el criterio de tipo finito para un (A, B)-problema.
Podemos ver, en el caso de un (A, B)-problema de tipo finito, que ninguno de los
conjuntos cocientes ﬁ(A) y ﬁ(B) contiene subconjuntos de la forma {z,y,u}, {u,v}
6 {u < v} donde z,y son puntos simples y u, v son puntos miultiples; es mas, uno de
los conjuntos P(A) y P(B) debe ser una cadena finita. Por Lema y en vista de
lo anterior obtenemos dos afirmaciones importantes.

Proposicion 3.15. Un (T, A)-problema de tipo médulo acotado es de tipo finito
si y solo si el conjunto N = inc(x) es una cadena finita para cada punto orbital

r € P(A).

Proposicion 3.16. Un (A, B)-problema de tipo mddulo acotado es de tipo finito si
y solo si se cumplen las siguientes dos condiciones (salvo transposicion de A y B).

a) El conjunto P(A) es una cadena finita de m elementos (m > 1).

b) Para cada punto orbital x € P(B) el conjunto N = inc(x) es una cadena finita
para m =1 y es vacio para m > 2.

3.7. Observaciones sobre una conjetura

En [25] se formulé una conjetura natural sobre acotamiento de dimensiones de obje-
tos indescomponibles en toda la clase de (A, B)-problemas de tipo modulo acotado.

Conjetura 3.17. Existe una constante C, tal que para cada par (A, B) de dlgebras
de trasformacion de tipo mddulo acotado y para cada (A, B)-matriz indescomponible
X, se tiene que d*(X) < C.

Observemos la veracidad de la conjetura para el caso de varias clases particulares
de (A, B)-problemas de tipo modulo acotado.

Caso 1. (A, B)-problemas de tipo médulo acotado con P(A) y P(B) posets finitos.
Consideramos A y B las algebras de incidencia de los posets finitos P y Q respecti-
vamente, es claro que P = P(A) y Q = P(B). Bajo estos supuestos, por Teoremas
y B3 el (A, B)-problema es de tipo modulo acotado si y sélo si es de tipo
finito. Ademas, si (P, Q) es un par de posets de tipo finito entonces uno de ellos es
una cadena finita, por ejemplo P = (), 1. Entonces, se cumple lo siguiente.

Lema 3.18. FEl problema matricial correspondiente al par (Cp,.1,Q) es equivalente
al problema matricial correspondiente al poset Cy, L1 Q (suma cardinal de C,, y Q)
sobre el campo T.
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Demostracion. Sea Cp, = {a3 < ... < ay}y P ={b,...,b,}. Para una representa-
cion arbitraria U del poset C,, LI Q, consideremos su presentacion matricial

X= [ A [ an B 8],

donde, las franjas verticales A* y B' estan asociadas a los puntos a; y b; respecti-
vamente. Entonces, utilizando transformaciones admisibles podemos reducir A' a la

forma estandar
110
010

y, utilizando las adiciones de columnas del bloque A' a columnas de los demés
bloques A2, ..., A" anulamos todos los elementos a la derecha de I reduciendo cada
uno de estos bloques A* (i # 1) a la forma

al

Aplicamos el mismo procedimiento a la matriz A3; continuando de esta manera, al
final obtenemos que la matriz X se reduce a la forma

o|r|ojo|---|olo| B |---| Br
ojojo[I[---|ofo| BY [-—-| By
ojojojol---|o[I| BL [~ B,
0000 [0[0[BLy |- | Bl |

donde las franjas verticales B originales se han conservado. Notemos que la subma-
triz B de X, formada por las células Bg, estd particionada en n franjas verticales
B’ y m+1 franjas horizontales B;. Sobre la matriz B estan permitidas las transfor-
maciones admisibles correspondientes al problema plano asociado al par de posets
(Cni1,9). En efecto, las adiciones de columnas correspondientes a las relaciones de
orden en Q se han permitido desde el inicio por la definicion de la representacion
matricial y segiin la matriz anterior, las adiciones de filas de una franja horizontal B;
a filas de una franja B; estan permitidas si y s6lo si ¢ > j, debido a que, inicamente
para este caso, al realizar dichas operaciones se puede corregir, con operaciones ad-
misibles de columnas, lo que ha cambiado en la forma canonica de la parte izquierda
de la matriz. Esto completa la prueba.

|

Por Lema B.I8 podemos calcular sencillamente las representaciones de pares de
posets de tipo finito usando la lista (descubierta por Kleiner, ver [8,[10]) de repre-
sentaciones ciertas de posets de tipo finito. Como la lista mencionada de indescom-
ponibles es finita, la clase de (A, B)-problemas de tipo modulo acotado con P(A)
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y P(B) posets finitos satisface la conjetura. Segtin dicho listado, una cota superior
para las dimensiones de las matrices indescomponibles es C' = 16.

Caso 2. (A, B)-problemas de tipo modulo acotado con A y B 01-6rdenes tejados.
Por Teorema [2.15] este caso se reduce al caso anterior.

Caso 3. (A, B)-problemas con P(A) y P(B) posets de ancho uno. Este es el caso
cuando P(A) y P(B) son cadenas, por Lema B.4] se cumple la conjetura y una cota
superior para las dimensiones de las (A, B)-matrices es C' = 2.

Caso 4. (T, A)-problemas con A un orden tejado y el ancho w(P(A)) < 2. Si el
poset P = P(A) tiene ancho uno estamos en el caso anterior. Si P tiene ancho dos,
por ser periodico infinito, tiene un numero finito de subposets todos de ancho uno
y dos, cuyas representaciones indescomponibles (por Lema [[T) son triviales de la
forma K(0),K(z) con z € Py K(z,y) donde z,y son incomparables en P. Luego,
esta clase de (7T, A)-problemas tiene (7, A)-matrices indescomponibles de dimension
menor igual a C' = 6.

Caso 5. (A, B)-problemas de tipo modulo acotado con P(A) y P(B) girnaldas. En
este caso, segin Proposicion B.7 uno de los posets P(A) y P(B) es una cadena.
Ademés, en Proposicion se muestra el conjunto de (A, B)-matrices indescom-
ponibles, luego, es obvio el cumplimiento de la conjetura para esta subclase de
(A, B)-problemas de tipo modulo acotado. Es claro que C' = 4 es una cota superior
para el conjunto de dimensiones de las (A, B)-matrices indescomponibles.

Caso 6. (7, A)-problemas con A un orden tejado de tipo finito. Necesitamos enun-
ciar otra conjetura que servird para dar una posible via de solucién a este caso
particular.

Conjetura 3.19 (|21]). Todos los médulos admisibles indescomponibles sobre un
orden tejado de tipo finito, se corresponden univocamente con todas las representa-
ciones ciertas idescomponibles de todos los subposets ciertos mutuamente inequi-

valented del poset P = P(A).

La idea principal, para probar la conjetura anterior, es ver que cualquier orden
tejado de tipo finito se puede reducir por diferenciaciéon a un 0l-orden en un nimero
de pasos fijo; si esto fuera cierto, usando el algoritmo de integracion, podriamos
restaurar las representaciones del orden original y tendriamos la demostracion.

Si esta conjetura se probara, obtenemos que el ntimero de (T, .A)-matrices indes-
componibles (con A en la clase de érdenes tejados de tipo finito) es finito, lo cual
confirma la conjetura B.I7 para este caso.

Observaciéon 3.20. En resumen, la idea que se tiene para probar la conjetura
[B.17 consiste en desarrollar la teoria de representaciones de érdenes tejados y mas
generalmente, de (A, B)-problemas hasta el nivel de descripcion completa de las
representaciones indescomponibles.

2Dos posets M y M’ ciertos en el poset P(A) son equivalentes si existe o € Z tal que
A An _ A An
M= {pill’ Ce ’pin } y M = {pill-‘ra; e ,p% +a}'

g



APENDICE A

Series de indescomponibles de los criticos de
Kleiner

Para cada conjunto critico de Kleiner K; (i = 1,...,5) escribimos una serie infinita
de representaciones indescomponibles no equivalentes. Una representacion truncada
{Us:},ek, se escribe de manera siguiente: a un punto r € K; le corresponde una
matriz cuyas columnas estan formadas por las coordenadas (en la base del espacio
Up) de elementos basicos del espacio U,. La matriz identidad y el bloque de Jordan
con cualquier valor propio se denotan por [ e J respectivamente. La dimension
de esas matrices puede ser arbitraria. Los bloques vacios correspondesn a matrices
nulas.

L. K1 =(1,1,1,1) = {a1; a; as; as}

ap a2 az a4

2. Ky = (2,2,2) = {Cll < ag;bl < bg;Cl < CQ}

J | I I
1 1 I
I I I

a a2 by by ca ¢

52
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3. Kg = (1,3,3) = {a1;61 < b2 < bg;Cl < g < 03}

J | I 1
I I I
1 1 1
1 1 1
ai by by by € c2  c3

4. K4:(N,4):{a1<a2>bl<bg;cl<02<03<c4}

J I I
I I I I
I I I
I I I
I I
ai az by bo c1 €2 €3 4

9. K5:(1,2,5) :{a1;61 <b2;01 < Cy <03<C4<C5}

J | I 1 I
I 1 1 1
I I 1
1 I 1
I 1
I I

ay by bo €1 €2 €3 ¢4 Cp



Conclusiones

La mayor ganancia para el autor es el hecho de introducirse en la teoria de repre-
sentaciones de conjuntos parcialmente ordenados y observar las aplicaciones a las
representaciones de ordenes tejados; més generalmente, de dlgebras de transforma-
cion. Esto le permitird abordar algunos problemas de investigacion en esta tematica,
como por ejemplo, los problemas abiertos mensionados en el desarrollo del trabajo;
el primero sobre la clasificacién de modulos admitidos indescomponibles sobre un
orden tejado de tipo finito y el segundo sobre el acotamiento de dimensiones de
matrices indescomponibles, en la clase de pares de algebras de transformacion de
tipo modulo acotado. Las observaciones hechas a la conjetura B.17 han despertado
en el autor interés de trabajar en la solucion de dicho problema.

Para investigaciones futuras sobre el tema considerado, seria interesante describir
precisamente las representaciones indescomponibles de un par de algebras de trans-
formacion. Obteniendo, de esta manera, una generalizacion amplia de los resultados
clasicos de Kleiner para posets ordinarios y como una consecuencia directa, se ten-
dria la soluciéon de las conjeturas B.I7 y

Por otra parte, existe la linea de investigacion de relaciones de la teoria observada de
representaciones de algebras de transformacion con las teorias de representaciones de
otras estructuras algebraicas, en particular, de dlgebras de Artin de dimension finita,
de grupos abelianos sin torsion y de reticulos modulares; asi como, las relaciones con
la teoria de formas bilineales y cuadraticas enteras.

Desde 1980 hasta hoy, la investigacion de la teoria de representaciones de posets
se ha encaminado hacia el estudio de posets con estructuras adicionales (posets
con involucion, posets con una relacion de equivalencia, posets equipados, etc.).
Concluimos entonces que este ha sido un trabajo muy importante por marcar los
primeros pasos en esta linea de investigacion y acercarnos a problemas més amplios
que pueden ser abordados a posteriori.
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