






[ (VF) c*0,y0,»0>] • ( x - X O ' y - v 2 - v = 0 6 

CCVF) Cx 0,y 0, 2 0)) . (x,y,z) = ((VF) (xo,yo,zo)) . <*0,y0,«0> 

Lo q u e q u i e r e d e c i r q u e si W = F ( x , y , z ) , e n t o n c e s (VF) (x ,y ,z ) e s 
o o o 

o r t o g o n a l a la s u p e r f i c i e r e p r e s e n t a d a p o r F ( x , y , z ) = 0 . 

E J E M P L O 7 . 1 0 

C o n s i d e r e m o s e l c a m p o e s c a l a r : 

2 2 2 
W = F ( x , y , z ) = 2x + y + 4z - 9 

H a l l e m o s la e c u a c i ó n del p l a n o t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e r e p r e s e n t a d a 

p o r la e x p r e s i ó n F ( x , y , z ) = 0 , en el p u n t o P Q = 0 , 2 , - ^ ^ ) el 

cual p e r t e n e c e a d i c h a s u p e r f i c i e . 

VF = (4x, 2 y , 8z) 

(VF) (P q) = (4(1), 2 ( 2 ) , 8 (- ) = ( 4 , 4 , - 4 / 3 ) 

((VF) (P q)) . P q = (4, 4 , - 4 n/T) . (1, 2 , - Jj) = 18 

e n t o n c e s la e c u a c i ó n d e l p l a n o t a n g e n t e es: 

((VF) (P )) . (x,y,z) = ((VF) (P )) . P 
o o o 

4x + 4y — 4 V T z = 1 8 
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8 . M A X I M O S Y M I N I M O S 

L a s d e f i n i c i o n e s y la m a y o r í a de los r e s u l t a d o s se d a r á n d i r e c t a m e n t e 

p a r a f u n c i o n e s de R n a R , u t i l i z a n d o el e s q u e m a q u e u s u a l m e n t e se u t i -

l i z a p a r a f u n c i o n e s d e R en R , e i l u s t r a n d o e s t a s d e f i n i c i o n e s y r e s u l 

t a d o s p a r a f u n c i o n e s d e R 2 a R , 

D E F I N I C I O N 8.1 

a) U n a f u n c i ó n z = f (x^, x ^ , . . . , x n ) se d i c e q u e p r e s e n t a u n m á x i m o 

a b s o l u t o en un p u n t o A = (a,, a _ , . . . . a ) s i f ( a , , a_ , . . . . a ) ^ 
o l 2 n i ¿ n 

f ( x 1 f x.f .«.f x ) p a r a t o d o (x 1 f • • • i X ) e D o m f . 
i ¿ n i n 

A l n ú m e r o r e a l f ( a l , . a n ) se le l l a m a e l v a l o r m á x i m o a b s o l u t o de 

f . 

b) S i f C a ^ a 2 , a n ) ¿ fíx.^ x 2 , x^} p a r a t o d o ( x l , x 2 , . , . , x 

e D o m f s e d i c e q u e f p r e s e n t a un m í n i m o a b s o l u t o en A = (a,, a _ , . . . a ) 
o 1 2 n 
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y e l n í m e r o r e a l f ( a ^ , . . . , a^) se llama el v a l o r m í n i m o a b s o l u t o d e f , 

c) S i f ( a 1 , a 2 , , . . , a n ) ^ f í x ^ , x 2 , . . . , x^) en a l g u n a v e c i n d a d d e l 

p u n t o (a^, . . . , a^) se d i c e q u e f p r e s e n t a u n m á x i m o r e l a t i v o o m á x i -

m o l o c a l en e s e p u n t o , y f ( a , , a „ , . . . a ) e s un v a l o r m á x i m o r e l a t i -
l ¿ n 

v o de f . 

d) S i f en a l g u n a v e c i n d a d d e l 

pvinto (a 1 , . . . , a n ) , s e d i c e q u e f p r e s e n t a u n m í n i m o r e l a t i v o o m í n i -

m o l o c a l en e s e p u n t o , y f ( a ^ , a 2 , . . . , a^) se l l a m a u n v a l o r m í n i m o 

r e l a t i v o d e f . 

e) f se d i c e q u e p r e s e n t a un e x t r e m o r e l a t i v o en u n p u n t o A q , s i en 

e l se p r e s e n t a u n m á x i m o o m í n i m o l o c a l . A f ( A ) se le l l a m a un v a l o r 
o 

e x t r e m o de f . 

E J E M P L O 8.1 

z = f ( x , y ) = \/x + y ' q u e p r e s e n t a la h o j a s u p e r i o r d e l c o n o 

2 2 2 
x * + y - z = 0 , p r e s e n t a u n m í n i m o r e l a t i v o en el p u n t o (0,0), y 

f (0,0) = 0 e s e l v a l o r m í n i m o r e l a t i v o c o r r e s p o n d i e n t e a e s e p u n t o , 

p u e s 0 = f (0,0) ^ f(x,yl p a r a c u a l q u i e r ( x , y l , y c o m o e s t a d e s i g u a l -

d a d se t i e n e p a r a c u a l q u i e r (x,y) e Dom f e n t o n c e s , e s e m í n i m o r e l a -

t i v o e s t a m b i é n m í n i m o a b s o l u t o . O b s e r v e m o s q u e f n o t i e n e m á x i m o s 

r e l a t i v o s n i m á x i m o a b s o l u t o (Ver F i g u r a 8 . 1 ) . 
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E J E M P L O 8.2 

2 2 2 2 
L a f u n c i ó n z = f(x,y) = - x - y + 2 con x + y - 4 (Ver F i g u r a 8,2) 

r e p r e s e n t a la p o r c i ó n d e p a r a b o l o i d e e l í p t i c o , con v ó r t i c e en (0,0,2), 

a b i e r t o h a c i a a b a j o , y l i m i t a d o i n f e r i o r m e n t e p o r e l p l a n o z = -2 

2 2 
(pues s i z = -2 se t i e n e - 4 = - x - y ) . 

f ( x , y ) p r e s e n t a u n m á x i m o r e l a t i v o en (0,0), y su v a l o r c o r r e s p o n d i e n -

te e s f ( 0 , 0 ) = 2 , q u e e s t a m b i é n m á x i m o a b s o l u t o . P r e s e n t a m í n i m o ab-

2 2 
s o l u t o en t o d o s l o s p u n t o s (x,y) t a l e s q u e x + y = 4 , e s d e c i r en 

2 2 
c u a l q u i e r a d e los p u n t o s s o b r e l a c i r c u n f e r e n c i a x + y = 4 , y su v a -

lor m í n i m o a b s o l u t o e s f c a l c u l a d o en c u a l q u i e r a d e e s o s p u n t o s q u e 

e s i g u a l a - 2 , 

f a d e m á s n o t i e n e m í n i m o r e l a t i v o , p u e s s i t o m a m o s a l g u n o de los p u n 

2 2 
tos ( X q , y Q ) s o b r e la c i r c u n f e r e n c i a x + y = 4 , n o t a m o s q u e c u a l q u i e r 

v e c i n d a d d e é l , c o n t i e n e p u n t o s t a l e s q u e f(x Q, y Q) ^ f(x,y), p e r o 

t a m b i é n c o n t i e n e p u n t o s d o n d e f ( x , y ) no e s t á d e f i n i d a . 

N O T A S : 

1) O b s e r v e m o s q u e un m á x i m o o m í n i m o a b s o l u t o p u e d e ser e x t r e m o re-

l a t i v o (f(0,0) en e l e j e m p l o 8.2) o p u e d e n o serlo Clos m á x i m o s a b s o -

l u t o s d e l e j e m p l o 8 , 2 ) , 
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z 
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2) Una f u n c i & i p u e d e p r e s e n t a r máximo o mínimo a b s o l u t o , e n m u c h o s 
p u n t o s ( i n f i n i t o s p a r a e l c a s o d e l e j e m p l o 8 . 2 ) , p e r o s o l a m e n t e t e n d r S 
un v a l o r máximo o un v a l o r mín imo a b s o l u t o ( - 2 p a r a e l c i t a d o e j e m p l o ) , 

3) P e r o s í e s p o s i b l e q u e en vina f u n c i ó n s e p r e s e n t e n v a r i o s v a l o r e s 
máximos o m í n i m o s r e l a t i v o s . I m a g i n e m o s un t e r r e n o con v a r i a s m o n t a -
ñ a s de d i f e r e n t e s a l t u r a s : máximas a l t u r a s d e c a d a u n a de l a s m o n t a -
ñ a s q u e e s t e n t o t a l m e n t e m e t i d a s en e l t e r r e n o son v a l o r e s máximos 
r e l a t i v o s d i f e r e n t e s , 

EJEMPLO 8 . 3 

1) C o n s i d e r e m o s l a p o r c i ó n d e l p l a n o x + y + z = 1 d e t e r m i n a d o p o r 
l o s p l a n o s c o o r d e n a d o s x = 0 , y = 0 , z = 0 (Ver F i g u r a 8 . 3 ) . 

f ( x , y ) p r e s e n t a un máximo a b s o l u t o en ( 0 , 0 ) y s u v a l o r e s f ( 0 , 0 ) = 1 . 

P r e s e n t a m í n i m o a b s o l u t o en t o d o s l o s p u n t o s ( x , y ) s o b r e l a r e c t a 
y = 1 - x y s u v a l o r e s 0 . 

f ( x , y ) no p r e s e n t a v a l o r e s e x t r e m o s r e l a t i v o s . 

2) S i h u b i é s e m o s c o n s i d e r a d o s o l a m e n t e e l p l a n o x + y + z = 1 s i n 
l i m i t a r l o , l a f u n c i ó n z = f ( x , y ) q u e r e p r e s e n t a d o s o l a m e n t e n o t e n 

d r í a v a l o r e s e x t r e m o s r e l a t i v o s , s i n o q u e t a m p o c o t e n d r í a máx imos n i 
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m í n i m o s a b s o l u t o s . 

De l o s e j e m p l o s a n t e r i o r e s podemos a p r e c i a r , p o r l o menos en f o r m a in_ 
2 

t u i t i v a p a r a f u n c i o n e s de R a R, q u e l o s p u n t o s d o n d e s e p r e s e n t a n 
e x t r e m o s r e l a t i v o s , p u e d e n s e r p u n t o s d o n d e l a f u n c i ó n no e s d i f e r e n -
c i a b l e , como e l c a s o d e ( 0 , 0 ) en e l e j e m p l o 8 . 1 , o p u n t o s d o n d e l a 
f u n c i ó n e s d i f e r e n c i a b l e , p e r o cuyo c o r r e s p o n d i e n t e p l a n o t a n g e n t e a 
l a s u p e r f i c i e en e s e p u n t o , e s p a r a l e l o a l p l a n o x y , como e s e l c a s o 
d e l p u n t o ( 0 , 0 ) en e l e j e m p l o 8 . 2 . Los máximos o m í n i m o s a b s o l u t o s 
s e p u e d e n p r e s e n t a r donde s e p r e s e n t e n e x t r e m o s r e l a t i v o s , como en e l 
c a s o d e l p u n t o ( 0 , 0 ) en l o s e j e m p l o s 8 . 1 y 8 . 2 , o en p u n t o s u b i c a d o s 
s o b r e l a f r o n t e r a d e l d o m i n i o d e f , como l o s p u n t o s s o b r e l a c i r c u n -2 2 

f e r e n c i a x + y = 4 en e l e j e m p l o 8 . 2 , o s o b r e l a r e c t a x + y = 1 en 
e l e j e m p l o 8 . 3 . 

2 S i f j R R e s d i f e r e n c i a b l e en A = (x , y ) y l a f u n c i ó n p r e s e n t a 
o o o 

a l l í un e x t r e m o r e l a t i v o , e n t o n c e s , como s e d i j o a t r á s , i n t u i t i v a m e n -
t e podemos a p r e c i a r q u e e l p l a n o t a n g e n t e a l a s u p e r f i c i e en e s t e 
p u n t o e s p a r a l e l o a l p l a n o x y , e s d e c i r , e s d e l a f o r m a z = k . Como 
l a e c u a c i ó n d e e s t e p l a n o e s t á d a d a p e r : 

p a r a q u e e s t a e c u a c i ó n s e a d e l a f o r m a p e d i d a , o s e a z = k , debemos 
h a c e r q u e l o s c o e f i c i e n t e s d e x e y s e a n c e r o , p o r t a n t o n e c e s a r i a -

8x 

o o ) (x - x ) + o 

246 



m e n t e : 

3f i 3f i 

3x > C x o , y Q ) = y 3y I ( x ^ ) = 

De e s t e h e c h o s e p u e d e c o n c l u i r q u e u n a o o n d i c i 6 n n e c e s a r i a p a r a q u e 
2 

en un p u n t o A q , u n a f u n c i ó n d e R en R, d i f e r e n c i a b l e en l l , p r e s e n t e 
un e x t r e m o r e l a t i v o , e s q u e l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s s e a n u l e n en e s e 
p u n t o . 

En f o r m a más g e n e r a l t e n e m o s e l s i g u i e n t e r e s u l t a d o : 

TEOREMA 8 . 1 

S e a z => f ( X j , x 2 , . . . , x ^ ) un campo e s c a l a r , d i f e r e n c i a b l e en un pun-

t o A q = ( a 1 , a 2 , A ^ ) , s i f p r e s e n t a un e x t r e m o r e l a t i v o en A Q , 
e n t o n c e s : 

3f i 
aS^I C a 1 , a 2 , . . . , a n ) = 0 p a r a t o d o k = 1 ' 2 n 

DEMOSTRACION : 

Supongamos q u e f p r e s e n t a un máximo r e l a t i v o en A Q = CA^, . . . , a ^ , 
e n t o n c e s : 
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f ( a ^ , a 2 , • . a ^ ) x 2 r x ] c ' " ' ' 

p a r a t o d o ( x 1 , x R f x_) en a l g u n a v e c i n d a d d e ( a 1 , . . . , a ^ . , » . . , 

En p a r t i c u l a r : 

f ( a l ' V l ' V a n } ~ f ( a 1 " , , a k - r X k ' a k + l " " ' a n ) 

con x ^ e (a^ - e , a ^ + e) p a r a a l g ú n e > 0 . 

Llamemos g ( * k ) = f U , » . . . » , a ^ , . . . , a ^ ) . 

g í x ^ ) e s d e r i v a b l e en a ^ , p u e s como f e s d i f e r e n c i a b l e e n A j i a ^ . . . ^ , 
t i e n e d e r i v a d a s p a r c i a l e s e n A q , y p o r l a f o r m a como e s t á c o n s t r u i d a 
g ( x ^ ) s e t i e n e q u e : 

ü I = g" Ca ) 
( V " " V " " a n } k 

La ú l t i m a d e s i g u a l d a d s e p u e d e r e p r e s e n t a r d e l a f o r m a 

g í a ^ l ^ P ^ 5 1 t o d o x k e t a ^ ~ Ef e) p a r a a l g ú n 0 , R e c o r 
d a n d o e l c á l c u l o d e u n a v a r i a b l e e s t o s i g n i f i c a q u e l a f u n c i ó n en v a -
r i a b l e p r e s e n t a un máximo en a ^ , y como g e s d e r i v a b l e en 
a^ e n t o n c e s g ' ( a , ) = 0 , p o r l o t a n t o : 

— I = 0 
3 x k ' ( a l f . . . , a n ) 
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como k s e tomó a r b i t r a r i a m e n t e , e s t e r e s u l t a d o s e t i e n e p a r a t o d o 
k = 1 , 2 , t * « , n» 

La s i g u i e n t e d e f i n i c i ó n d i s t i n g u e e s o s p u n t o s d o n d e t o d a s s u s d e r i v a -
d a s p a r c i a l e s s e a n u l a n : 

DEFINICION 8 . 2 

Dado z = f ( x 1 f x - , x ) , d i f e r e n c i a b l e en A = ( a , , a . , . a ) . j ¿ n i ¿ n 
Dec imos q u e A e s un p u n t o e s t a c i o n a r i o d e f s i y s o l o s i : 

(Vf} (A) - 0 

D e s a f o r t u n a d a m e n t e e s t a c o n d i c i ó n s o l a m e n t e e s n e c e s a r i a , n o e s s u f i 
c i e n t e , como s e p u e d e a p r e c i a r en e l s i g u i e n t e e j e m p l o en d o n d e 
(Vf) (A) = 0 p e r o f no p r e s e n t a A un e x t r e m o r e l a t i v o : 

EJEMPLO 8 . 4 

2 2 S e a z = f ( x , y ) = x - y 

3f 0 3f 
3 ¡ r = 2 3 1 3 7 = ~ 2 y 

2x = 0 x = 0 - 2y = 0 y = 0 
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e n t o n c e s A = ( 0 , 0 ) e s un p u n t o e s t a c i o n a r i o . 

P e r o en A n o s e p r e s e n t é n i máximo n i mín imo r e l a t i v o , p u e s c u a l q u i e r 
v e c i n d a d d e ( 0 , 0 ) d e b e c o n t e n e r a l g ú n d i s c o en e l p l a n o xy con c e n -
t r o en ( 0 , 0 ) y r a d i o e , p e r o p o r p e q u e ñ o q u e s e a e s e d i s c o , c o n t i e n e 
a l g ú n p u n t o s o b r e e l e j e x , o s e a un p u n t o d e l a f o r m a A^= ( r , 0 ) con 
r ^ 0 , y a l g ú n p u n t o s o b r e e l e j e y , o s e a d e l a f o r m a A 2 = ( 0 , s ) 
con s / 0 , Y e s e v i d e n t e q u e f ( 0 , 0 ) = 0 y : 

Luego en c u a l q u i e r v e c i n d a d d e ( 0 , 0 ) e x i s t e n u n o s p u n t o s ( x , y ) p a r a 
l o s c u a l e s f ( x , y ) > f ( 0 , 0 ) y o t r o s p a r a l o s c u a l e s f ( x , y ) < f ( 0 , 0 ) , 
p o r l o t a n t o en ( 0 , 0 ) n o s e p r e s e n t a n i máximo n i m í n i m o r e l a t i v o . 

2 2 

G r á f i c a m e n t e l a f u n c i ó n z = x - y r e p r e s e n t a un p a r a b o l o i d e h i p e r -
b ó l i c o , e s d e c i r , u n a s i l l a d e m o n t a r s i m i l a r a l a d e l a f i g u r a 1 . 2 9 , 
o b s e r v e q u e e n c u a l q u i e r v e c i n d a d d e ( 0 , 0 , 0 ) e x i s t e n p u n t o s s o b r e 
l a s i l l a q u e e s t á n p o r d e b a j o d e ( 0 , 0 , 0 ) y t a m b i é n p u n t o s p o r e n c i -
ma d e ( 0 , 0 , 0 ) , l u e g o l ó g i c a m e n t e no h a y a l l í e x t r e m o s r e l a t i v o s . 

E s t o s p u n t o s r e c i b e n un nombre e s p e c i a l : 

f (A^) = r 2 -
f ( A 2 ) = 0 - s 

0 = r 2 > 0 = f ( 0 , 0 ) 
2 = - s 2 < 0 = f ( 0 , 0 ) 2 
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DEFINICION 8 . 3 

S i A = ( a 1 , a 2 , a n ) e s un p u n t o e s t a c i o n a r i o de z = f ( x 1 , . . . , x ) 
en e l c u a l f n o p r e s e n t a n i máximo, n i mín imo r e l a t i v o , e n t o n c e s d e -
c i m o s q u e A e s un p u n t o d e s i l l a , o p u n t o de e n s i l l a d u r a d e f . 

EJEMPLO 8 . 5 

H a l l a r l o s v a l o r e s e x t r e m o s r e l a t i v o s d e : 

f ( x , y ) = - 2 x 2 - 3 y 4 

2 
Como f e s d i f e r e n c i a b l e en t o d o R , e n t o n c e s l o s e x t r e m o s r e l a t i v o s 
s e d e b e n p r e s e n t a r en p u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

| 1 = > 4 X = o x = 0 3x 

3f 3 
I 7 - - 1 2 y = 0 ^ y = o 

p l i n t o e s t a c i o n a r i o ( 0 , 0 ) 

f ( 0 , 0 ) = 0 

Como f ( x , y ) « - 2 x 2 - 3 y 4 ¿ 0 = f ( 0 , 0 ) p a r a t o d o ( x , y ) e R 2, e n t o n c e s 
f p r e s e n t a en ( 0 , 0 ) un máximo r e l a t i v o , cuyo v a l o r e s f ( 0 , 0 ) • 0 . 
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Cerno l a d e s i g u a l d a d f ( x , y ) ^ f ( 0 , 0 ) s e t i e n e p a r a t o d o ( x , y ) e R e n -
t o n c e s e s t e máximo r e l a t i v o e s t a m b i é n máximo a b s o l u t o . 

EJEMPLO 8 . 6 

H a l l a r l o s v a l o r e s e x t r e m o s r e l a t i v o s d e : 

f ( x , y ) - x 2 + y 2 - 2x - 6y + 12 
2 

f e s d i f e r e n c r a b l e en t o d o R 

= 2x - 2 = 0 x = 1 
3x 

- 2y - 6 - 0 y = 3 

A s í ( 1 , 3 ) e s p u n t o e s t a c i o n a r i o d e f . f ( 1 , 3 ) = 2 

P a r a v e r s i en e s e p u n t o s e p r e s e n t a máximo r e l a t i v o , mín imo r e l a t i v o 
o p u n t o d e s i l l a , t ememos un p u n t o c e r c a n o a ( 1 , 3 ) . Sea (1 + h , 3 + k) 
e s t e p u n t o . Veamos s i l a f u n c i ó n en e s t e p u n t o e s mayor o menor q u e 
f ( 1 , 3 } p a r a t o d o h y t o d o k , o s i e s menor p a r a a l g ú n v a l o r d e ( h , k ) 
y m e n o r p a r a o t r o s j en e l p r i m e r c a s o s e p r e s e n t a n r e s p e c t i v a m e n t e 
mín imo y máximo r e l a t i v o , e n e l s e g u n d o p u n t o d e s i l l a , 

f ( 1 + h , 3 + k) = (1 + h ) 2 + (3 + k ) 2 - 2 (1 + h) — 6 ( 3 + k) + 1 2 
= 1 + 2 h + h 2 + 9 + 6k + k 2 - 2 - 2 h - 1 8 - 6 k + 1 2 
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,2 ,2 = h + k + 2 
= h 2 + k 2 + f ( 1 , 3 ) * f (1 , 3 ) p a r a t o d o ( h , k ) e R " . 

Como f ( 1 + h , 3 + k) ^ f ( 1 , 3 ) p a r a t o d o h e R, p a r a t o d o k e R, e n t o n 
ees en ( 1 , 3 ) s e p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o , q u e r e s u l t a s e r t a m b i é n 
m í n i m o a b s o l u t o , y s u v a l o r e s f ( 1 , 3 ) = 2 

EJEMPLO 8 . 7 

f ( x , y ) = x y - 2x - y + 2 

| | = y - 2 = 0 y = 2 

|í- = x - 1 = 0 x = 1 3y 

E l p u n t o ( 1 , 2 ) e s un p u n t o e s t a c i o n a r i o . f ( 1 , 2 ) = 0 

En f o r m a s i m i l a r a l e j e m p l o 8 . 6 tomemos: 

f ü + h , 2 + k ) = (1 + h ) (2 + k) - 2 ( 1 + h) - (2 + k) + 2 
= 2 + k + 2 h + h k - 2 - 2 h - 2 - k + 2 
= hk 

P e r o p a r a v a l o r e s c e r c a n o s a c e r o h k > 0 y hk < 0 , e s d e c i r 
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f (1 + h , 2 + Jt) > O = f (1 , 2 ) p a r a a l g u n o s v a l o r e s h , k c e r c a n o s a 
c e r o f ( 1 + h , 2+ k) < 0 = f ( 1 , 2 ) p a r a a l g u n o s v a l o r e s h , k c e r c a n o s 
a c e r o . Es d e c i r en c u a l q u i e r v e c i n d a d de (1 , 2 ) e x i s t e n p u n t o s d o n -
de f e s mayor q u e f ( 1 , 2 ) y p u n t o s d o n d e f e s menor q u e f ( 1 , 2 ) o s e a 
q u e ( 1 , 2 ) e s un p u n t o de s i l l a d e f ( x , y ) . 

La d e t e r m i n a c i ó n d e s i en un p u n t o e s t a c i o n a r i o d e u n a f u n c i ó n s e 
p r e s e n t a un e x t r e m o r e l a t i v o o un p u n t o d e s i l l a , p o r l o s m é t o d o s 
u t i l i z a d o s en l o s e j e m p l o s a n t e r i o r e s , n o e s en g e n e r a l t a n s e n c i l l o , 
p u e s p a r a f u n c i o n e s a l g o más c o m p l i c a d a s o p a r a f u n c i o n e s d e más d e 
d o s v a r i a b l e s e s más d i f í c i l o b t e n e r r e s u l t a d o s . 

En e l a p é n d i c e B s e h a c e un s e n c i l l o e s b o z o d e a l g u n a s i d e a s q u e u t i 
l i z a r e m o s a q u í p a r a d a r un r e s u l t a d o q u e p e r m i t e en f o r m a más f á c i l 
d e t e r m i n a r s i en l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s d e u n a f u n c i ó n d e R n a R 
s e p r e s e n t a n e x t r e m o s r e l a t i v o s o p u n t o s de s i l l a : 

DEFINICION 8 . 4 

Sea z = f ( X j , x 2 , , , . , x ^ ) t a l q u e e x i s t a n l a s s e g u n d a s d e r i v a d a s 
p a r c i a l e s d e f en A. Llamamos l a m a t r i z H e s s i a n a d e f en A, a l a 
m a t r i z : 
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H f (A) 

a 2 f Ç A ) 
' ' ' 

3 2 f (A) 
3x, 3x 1 n 

9 2 f ( A ) 
ax? 

3 2 f (A) 
3x_ 3x 2 n 

3 2 f (A) 
3 x 3 x 0 n ¿ 

3 2 f (A) 
3 x 2 

NOTASs 

1 ) S i l a s s e g u n d a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s d e f son c o n t i n u a s en u n a v e -

c i n d a d de A f e n t o n c e s : 

8 2 f f r ) = 3 2 f ( A ) 
3 x 1 3x_. 3x j 3 x i 

y p o r l o t a n t o l a m a t r i z H^(A) e s s i m é t r i c a . 

•ífe2) CVer A p é n d i c e A ) . S i B e s u n a m a t r i z c u a d r a d a d e o r d e n n , e I e s 
l a m a t r i z i d é n t i c a d e o r d e n n , l o s v a l o r e s p r o p i o s de B son l a s r a í c e s 
de l a e c u a c i ó n 

d e tCX - XI) - 0 
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En u n a m a t r i z r e a l s i m é t r i c a , l o s n v a l o r e s p r o p i o s d e B, A , A 2 , , , , 

s on n ú m e r o s r e a l e s . 

En e l A p é n d i c e B v i m o s , q u e pa i ra e l c a s o d e u n a f u n c i ó n f d e R 2 en R 
s i l o s v a l o r e s p r o p i o s d e l a m a t r i z H e s s i a n a de f en un p u n t o A son 
t o d o s p o s i t i v o s , e n t o n c e s l a g r á f i c a de f en u n a v e c i n d a d de A, e s t á 
e n c i m a d e l p l a n o t a n g e n t e a l a s u p e r f i c i e en e s e p u n t o . S i A f u e s e 
un p u n t o e s t a c i o n a r i o d e f , e n t o n c e s e s e p l a n o t a n g e n t e s e r í a p a r a -
l e l o a l p l a n o x y , , y como l a g r á f i c a d e f e s t á e n c i m a d e e s e p l a n o 
en u n a v e c i n d a d d e A, e n t o n c e s en A s e p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o . 
De l a misma f o r m a s i t o d o s l o s v a l o r e s p r o p i o s d e d i c h a m a t r i z son 
n e g a t i v o s , l a g r á f i c a en u n a v e c i n d a d d e A, e s t á d e b a j o d e l p l a n o 
t a n g e n t e a l a s u p e r f i c i e en A, y n a t u r a l m e n t e s i A e s p u n t o e s t a c i o 
n a r i o , a l s e r e s t e p l a n o p a r a l e l o a l p l a n o x y , en e l p u n t o A s e pre^ 
s e n t a un máximo r e l a t i v o . E s t o m o t i v a l a g e n e r a l i z a c i ó n d e e s t a s 
i d e a s p a r a f u n c i o n e s d e R n a R y e l p l a n t e a m i e n t o d e l s i g u i e n t e t e o 
r e m a : 

TEOREMA 8 . 2 

S e a z = f ( x ^ , x 2 , . . . , x^ ) con s e g u n d a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s c o n t i -
n u a s en u n a v e c i n d a d de un p u n t o e s t a c i o n a r i o A, S e a H f ( A ) l a ma-
t r i z H e s s i a n a d e f en A; 

1) S i t o d o s l o s v a l o r e s p r o p i o s d e H (A) son m a y o r e s q u e c e r o , en 
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e l p u n t o A s e p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o . 

2) S i t o d o s l o s v a l o r e s p r o p i o s de H^(A) son m e n o r e s que c e r o , en e l 
p u n t o A s e p r e s e n t a un máximo r e l a t i v o . 

3) S i H^(A) t i e n e v a l o r e s p r o p i o s p o s i t i v o s y n e g a t i v o s , en e l p u n t o 
A s e p r e s e n t a p u n t o de s i l l a . 

4) S i l o s v a l o r e s p r o p i o s de H f ( A ) son c e r o s y s o l o n ú m e r o s p o s i t i -
v o s , o c e r o s y s ó l o n ú m e r o s n e g a t i v o s e l c r i t e r i o no d e c i d e . 

EJEMPLO 8 . 8 

H a l l a r l o s e x t r e m o s r e l a t i v o s d e : 

3 3 f ( x , y ) = x + 12xy + y + 5 

3f 

3x 3 x 2 + 12y 

3 x 2 + 12y • 0 

12x + 3 ¿ x 2 ) 2 = 0 
4 

1 

X (1 2 + X
3
) = 0 
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x = O o ' 1 2 + ^ 4 X 3 = O 
16 

=¿> x = V - 6 4 = - 4 

x = O 6 x = - 4 l a s o t r a s d o s r a í c e s son i m a g i n a r i a s : 

s i x = 0 =¿> y = 0 s i x = - 4 y = - 4 

P l i n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

P 1 = (0 ,0) P 2 = ( - 4 , - 4 ) 

Ú . 

9 * 2 

= 6x 9 2 f 

9 x 9 y 
= 12 

9 y 2 

= 6 5 

M a t r i z H e s s i a n a p a r a P 1 = ( 0 , 0 ) 

9 2 f ( P 1 ) j f i p , ) 

9x9y = 12 
9 f í P ^ 

= o 

12 
H f ( 0 , 0 ) « 

12 

C a l c u l e m o s de t (A - XI) 

d e t l H f - XI)« 
-X 12 

12 -X 
X 2 - 144 =5» X = — 12 
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Como u n o p o s i t i v o y o t r o n e g a t i v o e n t o n c e s en ( 0 , 0 ) s e p r e s e n t a un 

p u n t o d e s i l l a . 

M a t r i z H e s s i a n a p a r a P 2 = ( - 4 , - 4 ) 

3 x 2 

- 2 4 
9 f ( p 2 } 3x3y = 12 9 

3y 2 

= - 2 4 

de t ( H f - XI) 
-24*»A 12 

12 -24 .X 
= (24 + X) - 144 = 0 

24 + X - - 12 X1 = - 3 6 X 2 - - 1 2 

Los d o s v a l o r e s p r o p i o s s o n n e g a t i v o s , e n t o n c e s en P^ = ( - 4 , - 4 ) s e 
p r e s e n t a un máximo r e l a t i v o , y e s e v a l o r máximo e s : 

f (—4, - 4 ) = 69 

0 EJEMPLO 8 , 9 

3 3 2 f ( x , y ) = x + y + 3 y - 3x - 9y + 2 

3f_ 
3x 3 x 2 - 3 ff - 3 y 2 + 6y - 9 

x - í 1 
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3 y 2 + 6y - 9 - O = ^ 3 ( y + 3 ) ( y - 1 ) = 0 y = 1 , y = - 3 

P u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

P 1 = ( 1 , - 3 ) P 2 = ( - 1 , - 3 ) P 3 = (1, 1) P 4 - ( - 1 , 1) 

¿L 
3 x 2 

- 6x Ü -3x3y 2 - 4 = 6 y + 6 

3y 

P a r a P 1 = ( 1 , - 3 ) , c a l c u l e m o s H ^ Í P , ) 

3 f C P , ) 

"17" 

w 

a 2 f (p,) 

3x3y 

o \ 

- 1 2 

= 0 
3 f C P f ) 

= - 1 2 

Como l a m a t r i z e s d i a g o n a l , s u s v a l o r e s p r o p i o s son Â  = 6, A2 = -12, 

como u n o e s p o s i t i v o y e l o t r o n e g a t i v o , e n t o n c e s en e l p u n t o P = ( 1 , - 3 ) 
s e p r e s e n t a un p u n t o d e s i l l a 

P a r a P 2 = ( - 1 , - 3 ) 

3 *<*2} 

3 x 2 

- 6 
3 f ( P 2 ) 

3x3y = 0 
>2f<*2> 

3y
2 

= -12 
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o \ 
H f ( P 2 ) -

- 1 2 

P o r s e r d i a g o n a l A = =6 X = - 1 2 , como l o s d o s v a l o r e s p r o p i o s 
s e n n e g a t i v o s , e n t o n c e s en e l p u n t o P 2 = ( - 1 , - 3 ) s e p r e s e n t a un max i 
mo r e l a t i v o , s u v a l o r e s f ( - 1 , - 3 ) = 29 

P a r a P 3 - ( 1 , 1) 

3 2 * ( * V a 2 f ( p ? ) a 2 f ( p , ) 
— = 6 — = 0 

w 
12 

= 6 , * 2 = 1 2 , como l o s d o s son p o s i t i v o s , en e l p u n t o ( 1 , 1) 
s e p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o , su v a l o r e s f ( 1 , 1) = - 5 

Parí» P 4 = ( - 1 , 1) 

9 f C P 4 ) 

3 x 2 

- 6 
9 f i y 

9x9y 
3 FCP4) 

12 
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w 
h 

° 12 

X̂  = - 6 , X^ = 1 2 , u n o n e g a t i v o y o t r o p o s i t i v o , e n t o n c e s en P^ = ( - 1 , 1 ) 
s e p r e s e n t a un p u n t o d e s i l l a . 

E J E M P L O 8 . 1 0 

2 3 2 
f(x,y ,z) = x - 2 x + y - 3 y + z - 4 z 

« £ = 
3x 

2x - 2 = 0 x = 1 

| ^ = 3 y 2 - 3 = 0 ^ y 2 = 1 , y = - 1 

3 £ 

9z 
= 2z - 4 = 0 =?> z = 2 

P u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

?! " d , " I , 2) P2 = d , 1, 2) 

3 2 f 

3x 
3x3y 

= 0 

9x3z 

¿L. 
9y3z" 

ay 3 z 2 

= 2 
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P a r a P 1 = (1 , - 1 , 2) 

3 2 f ( P 1 ) a f ^ ) 

9x9y = O 

9 f ( P ^ 
oXcíz = 0 

* 2 f ( p , > 
9Y9Z ' 

9 f l P , ) 

" I T " 

= -6 
9 f t P ^ 

= 2 

/ 
W = 

O 

-6 

O 

O 

O 

2 

P o r s e r d i a g o n a l l o s v a l o r e s p r o p i o s son X 1 = 2 , ® - 6 , X 3 = 2 , 
como h a y v a l o r e s p r o p i o s p o s i t i v o s y n e g a t i v o s e n t o n c e s en P = ( 1 , - 1 , 2 ) 
s e p r e s e n t a un p u n t o de s i l l a . 

9 f ( P 2 ) 
P a r a P = ( 1 , 1 , 2) s o l o c a m b i a en l a m a t r i z H e s s i a n a — = 6 , 

9y 

l u e g o : 

H f ( P 2 ) 

2 
0 

0 

6 

0 

Todos l o s v a l o r e s p r o p i o s son p o s i t i v o s , p o r t a n t o en P 2 = ( 1 , 1 , 2 ) s e 
p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o , y s u v a l o r e s f ( l , 1 , 2 ) = - 7 . 
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EJEMPLO 8 . 1 1 

x 3 2 f ( x , y , z ) = — - x y + 2y + z - z 

3f 2 2 — = x - y = O y = x 

| | = - X + 2 = O =¿> x = 2 = > y = ^ 

9f i 
~ - 2z - 1 - O = > z = l 

P u n t o e s t a c i o n a r i o P = (2, 4 , y ) 

C o n s t r u i m o s l a m a t r i z H f ( P ) 

3 2 f (P) = . 3 2 f ( P ) 
v 3 x 3 y ~ 3x3z 

3 2 f C P ) _ „ 3 2 f ( P ) _ _ 
2 ~ 5 

3y 3z 
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- 4 1 3x P 
= 2x = 4 

3 2 f ( P ) 
3y3z 

Hf CP) = | -1 
- 1 

0 

0 



de t ( H T - XI) = 
4—A 

- 1 

O 

-1 O 

— \ O 

O 2 - A 

(2 - X) ( -4A + X 1 ) 

=$> (2 - X) (X 2 - 4A - 1) = O 
(2 - X) [X - (2 + VT) ] f X - (2 - fl) J 

Los v a l o r e s p r o p i o s son Â  = 2 , X 2 = 2 + / T , > 3 = 2 - v T 

Como 2 -^5" e s n e g a t i v o y l o s o t r o s p o s i t i v o s , e n t o n c e s en e l p u n t o 
P = ( 2 , 4 , 1 ) s e p r e s e n t ó un p u n t o de s i l l a . 

P a r a e l c a s o d e f u n c i o n e s de d o s v a r i a b l e s , no e s n e c e s a r i o e n c o n t r a r 
l o s v a l o r e s p r o p i o s de l a m a t r i z H e s s i a n a p a r a e s t a b l e c e r s i en un 
p u n t o e s t a c i o n a r i o s e p r e s e n t a n máx imos , m ín imos o p u n t o s d e s i l l a , 
p u e s é s t o s s e p u e d e n d e t e r m i n a r m e d i a n t e l a s s e g u n d a s d e r i v a d a s p a r -
c i a l e s , como l o i n d i c a e l s i g u i e n t e t e o r e m a : 

T E O R E M A 8 . 3 

S i z = f ( x , y ) t i e n e s e g u n d a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s c o n t i n u a s en una ve -
c i n d a d d e un p u n t o e s t a c i o n a r i o P y s i n o t a m o s : 

A - 9 2 f
 B - CP) _ a 2 f ( p ) 
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A = A C - B 

entonces: 

1) S i A > 0 y A > 0 , e n P s e p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o . 

2) S i A > 0 y A < 0 , e n P s e p r e s e n t a un máximo r e l a t i v o . 

3) s i A < 0 , e n P s e p r e s e n t a un p u n t o de s i l l a . 

4) S i A «= 0 , n o s e d e c i d e n a d a 

^MOSTRACION: 

Cano z = f ( x , y ) t i e n e s e g u n d a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s c o n t i n u a s en u n a 
v e c i n d a d d e P , e n t o n c e s 

32fCP) a2f(p) 
3x3y 3y3x y p o r t a n t o 

Hf CP) 

32f CP) 
3 x 2 

3 2 f C P ) 
3y3x 

32f CP) 
3x3y 

32f CP) 
3y 
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Los v a l o r e s p r o p i o s de H (P) son l a s r a í c e s d e : 

d e t ( H f ( P ) - XI) = 
A-A 

B c-X 
= 0 

e s decir, l a s r a í c e s d e : 

(A - \ ) (C - X) - B = 0 
2 v 2 X - (A + C) > + (AC - B ) = 0 

P e r o s i X^ y X 2 s on r a í c e s de e s t a e c u a c i ó n , e n t o n c e s : 

X 1 + X 2 = (A + C) y A = AC - B = A 

1) S e a A > 0 

e n t o n c e s X^X 2 > 0 , l u e g o l a s do¡? A .¡y son p o s i t i v o s o l o s d o s son 
n e g a t i v o s . 

a ) S e a A > 0 

2 
Como A = AC - B > 0 e n t o n c e s AC > 0 f como A > 0 , e n t o n c e s C > 0 , 
l u e g o X^ + X 2 = A + C > 0 , y é s t o s o l o s e t i e n e p a r a X^> 0 y X 2 > 0 
( p u e s X 1 y X 2 s on l o s d o s p o s i t i v o s o l o s d o s n e g a t i v o s ) , l u e g o en e l 

p u n t o P s e p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o (Teorema 8 . 2 ) . 
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b) S e a A < O 
2 

Como AC - B > 0 , AC > 0 
S i A < 0 e n t o n c e s C < 0 , y p u e s t o q u e A ^ A^ = A + C < 0 , y A^ y A 2 

son l o s d o s p o s i t i v o s o l o s d o s n e g a t i v o s , e n t o n c e s Â  < 0 y A 2 < 0 , p o r 
t a n t o en P s e p r e s e n t a un máximo r e l a t i v o (Teorema 8 . 2 ) . 

2) S e a A < 0 
Como A ^ 2 = A < 0 e n t o n c e s A 1 > 0 y A 2 < 0 , o A1 < 0 y A 2 > 0 y p o r e l 
Teo rema 8 . 2 , en P s e p r e s e n t a un p u n t o d e s i l l a , 

3) S e a A = 0 

Como A ^ 2 " A « 0 e n t o n c e s Â  = 0 6 A 2 = 0 y de n u e v o p o r e l Teorema 
8 , 2 , en s u p a r t e (4) e l t e o r e m a no d e c i d e . 

EJEMPLO 8 . 1 2 

Del e j e m p l o 8 , 8 t e n e m o s : 

3 3 f ( x , y ) = x + 12xy + y + 5 
P u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

P 1 = (0 , 0) P 2 = ( - 4 , - 4 } 

a) P a r a P 1 : A = 0 B = 12 C = 0 

A - AC - B 2 = - 1 2 
Como A < 0 en P . s e p r e s e n t a un p u n t o de s i l l a . 
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b) P a r a P 2 : A = - 24 B = 1 2 c = - 24 

A = AC - B 2 = ( 2 4 ) 2 - ( 1 2 ) 2 > O 

Como A > 0 y A < 0 e n t o n c e s en P 2 s e p r e s e n t a un máximo r e l a -
t i v o . 

EJEMPLO 8 , 1 3 

De l e j e m p l o 8 . 9 t e n e m o s : 

3 3 2 f ( x , y ) = x + y + 3y - 3x - 9y + 2 

P u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

P , - ( 1 , - 3 ) P 2 = ( - 1 , - 3 ) P 3 = (1 , 1) P 4 = ( - 1 , 1) 

a) P a r a P ^ A = 6 B = 0 C = - 1 2 

2 

A = AC - B = - 7 2 < 0 

Como A < 0 , en P s e p r e s e n t a ion p u n t o d e s i l l a , 
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b ) P a r a P 2 : A = - 6 B = O C = - 1 2 

A = AC - B 2 = +72 > 0 
Cano A> 0 y A < 0 , en e l p u n t o P 0 s e p r e s e n t a un máximo r e l a t i v o . 

c ) P a r a P 3 : A = 6 B = 0 C = 1 2 

2 A = AC - B = 7 2 
Ccroo A > 0 y A > 0 , en e l p u n t o P_, s e p r e s e n t a un mín imo r e l a t i v o . 

d ) P a r a P , : A = - 6 B = 0 C = 1 2 4 
A = AC - B 2 = - 7 2 

Cano A < 0 , en P 4 s e p r e s e n t a un p u n t o d e s i l l a . 

EJEMPLO 8 . 1 4 

H a l l a r l a s d i m e n s i o n e s d e l p a r a l e l e p í p e d o d e á r e a m í n i m a con un v o l u m e n 
d a d o V . o 

Denominemos las l o n g i t u d e s d e l o s l a d o s d e l a b a s e d e l p a r a l e l e p í p e d o 
p o r x e y ( x > 0 , y > 0 ) y p o r z > 0 s u a l t u r a , e n t o n c e s s u á r e a S , e s 
t a r á d a d a p o r : 

S = s ( x , y , z ) = 2 x y + 2xz + 2yz 

V 
p e r o x y z = V , e s d e c i r z = — , a s í : o' x y ' 

2V 2V 
S = S ( x , y ) = 2xy + — - + — 2 . 
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E l p r o b l e m a c o n s i s t e en h a l l a r l o s v a l o r e s de x e y , d o n d e l a f u n c i ó n 

S ( x , y ) p r e s e n t a un m í n i m o . 

H a l l a m o s l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

2V 
9

S
 -, o _ ^ V — = 2 y = 0 y = o 

3 X
 X

¿
 ~ 2 x 

= 2x - «= o 2 X - 2 V o ( - ^ ) 2 = 0 
y o 

? 4 3 

A s í 2x - —— = 0 =5> 2x (1 - ~ ) = o 
o o 

x = 0 6 x = V ^ ccmo x d e b e s e r mayor q u e c e r o , e n t o n c e s s o l a 
m e n t e s e p r e s e n t a p u n t o e s t a c i o n a r i o c u a n d o : 

3 / V V „ 
x = o 3 / - o 

- v ^
} 

o s e a P - ( y V o ) 

Veamos q u e en e s e p u n t o s e p r e s e n t a un m í n i m o : 

22 4V 2 4 V 3 S o . _ 9 S (Pl o — = — f l u e S ° A = 2 ~ = = 4 

9 x ¿ x J 9x V o 

2 
9 8 - _ = 2 = B 3x3y 
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A = A C - B 2 = 1 6 - 4 = 1 2 > 0 

Como A > 0 y A = 4 > 0 , e n t o n c e s en e l p u n t o P s e p r e s e n t a un mín imo 
r e l a t i v o , l u e g o l a s d i m e n s i o n e s d e l p a r a l e l e p í p e d o q u e h a c e m í n i m a s u 
a r e a s o n ; 

EJEMPLO 8 . 1 5 

H a l l a r e l p u n t o s o b r e e l p l a n o Ax + By + Cz = D (con C i- 0) c u y a d i s -
t a n c i a a l p u n t o 0 = ( o , o , o ) s e a m í n i m a . 

De Ax + By + Cz = D t e n e m o s : z = i - (D - Ax - By) 

La d i s t a n c i a d e l p u n t o ( 0 , 0 , 0 ) a un p u n t o ( x , y , z ) s o b r e e l p l a n o e s -
t a d a d a p o r : 

d ^ 0 , 0 , 0 ) , ( x , y , z ) ) = y / x 2 + y 2 + — 2 (D - Ax - By) 2 

V C 

p e r o l o s p u n t o s ( x , y ) q u e m i n i m i z a n d , son l o s mi smos que m i n i m i z a n 
2 

d , l u e g o e l p r o b l e m a s e p u e d e r e d u c i r a h a l l a r l o s p u n t o s ( x f y ) q u e 
m i n i m i z a n l a f u n c i ó n : 
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S ( x , y ) • x 2 + y 2 I ^ (D - Ax - B y ) 2 

C 

Hallemos los p u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

~ = 2x - (D - Ax - By) = 0 
C 

| S = 2y - (D - Ax - By) = 0 
y c 

q u e s e r e d u c e n a : 

2 2 (C + A ) x + ABy = AD 
2 2 ABx + (C + B ) y = BD 

R e s o l v i e n d o e s t e s i s t e m a d e e c u a c i o n e s p a r a x e y o b t e n e m o s : 

AD _ BD 
X * 2 2 2 y " 2 2 2 A + B + C A + B + C 

(AD BD —s = 5—, — 5 
A ¿ + B¿ + C A + B + c 2 

3 2 S 2A 2 - ¿ + _ _ A 

Dx C 

3 2 S 2AB • . •• • m B 3x3y c 2 
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2 2 
2 = C 

3 y 2 C 2 1 

A = ^ C - B 2 = (2 + B i , (2 + ) - i ^ f l = - 1 2 ( A 2 + B 2 + c 2 } > 0 

C C C C 

2 A 2 

Cano A > 0 y A = 2 + —r— > 0 , e n t o n c e s en P s e p r e s e n t a un mín imo 
1 C 1 

r e l a t i v o . O s e a q u e e l p u n t o ( x , y , z ) s o b r e e l p l a n o c u y a d i s t a n c i a 
a l o r i g e n e s m í n i m a , t i e n e c o o r d e n a d a s 

AD BD x = — - — y = 
2 2 2 1 2 2 2 A + B + C A + B + C 

» = 7T (D - Ax - B y ) 2 = C D C ^ 2 2 2 A + B + C 

E s t e ú l t i m o a n á l i s i s s e p o d í a h a b e r o b v i a d o , p u e s e s e v i d e n t e q u e d a -
do un p l a n o , e x i s t e un p u n t o s o b r e á l , c u y a d i s t a n c i a a l o r i g e n s e a 
m í n i m a ; y p u e s t o q u e s o l a m e n t e a p a r e c e un p u n t o e s t a c i o n a r i o , n e c e -
s a r i a m e n t e en á l s e d e b e p r e s e n t a r e s e m í n i m o . 

NOTA: 

E l e j e m p l o q u e s i g u e C8.16} e s d e g r a n i m p o r t a n c i a , p u e s p r o p o r c i o n a 
un m é t o d o (método de m í n i m o s c u a d r a d o s ) p a r a a p r o x i m a r un número f i n i 
t o d e p u n t o s , q u e r e p r e s e n t a n d a t o s e x p e r i m e n t a l e s , m e d i a n t e u n a l í -
n e a r e c t a ( t a m b i é n e s p o s i b l e , m e d i a n t e p r o c e d i m i e n t o s s i m i l a r e s , 
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a p r o x i m a r l o s p o r p o l i n o m i o s de g r a d o n , con n - 2 ) , P e r o p a r a o b t e -

n e r e s t o s r e s u l t a d o s e s n e c e s a r i o d e m o s t r a r p r e v i a m e n t e l a s i g u i e n t e 

d e s i g u a l d a d ; 

S i z , z , . z e R y n o t o d o s l o s z . son i g u a l e s , e n t o n c e s : 

n 

n £ 
k= 1 

n 
( I 

k=1 V 

La d e m o s t r a c i ó n l a h a r e m o s u s a n d o e l p r i n c i p i o de i n d u c c i ó n : 

1) P a r a n = 2 
debemos d e m o s t r a r q u e : 
2 ( z 2 + Z22) > ( z , + z 2 ) 2 

En e l C a p í t u l o 3 , h a b í a m o s d e m o s t r a d o l a d e s i g u a l d a d : 
I \ ¿ 1 , 2 ^ 2\ l Z 1 2 2 l 2 1 Z 2 

l a c u a l como s e a p r e c i a en l a d e m o s t r a c i ó n s e c o n v i e r t e e n u n a d e s i -
g u a l d a d e s t r i c t a s i z , ¡i z 2 , p o r t a n t o : 

, 2 . 2 
1 Z 2 < C Z 1 + Z 2 

2 Z 1 Z 2 + Z 1 + § 2 < 2 Z ? + 2 Z 2 

l u e g o ; 

2 ( z 2 + z 2 ) > ( z , + z 2 ) 2 
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2} Supongamos q u e l a d e s i g u a l d a d e s c i e r t a p a r a n , e s d e c i r , s u p o n g a -

mos q u e : 

2 2 2 n ( z + . . . + z ) > (z + . . . + z ) n i n 

veamos q u e e s c i e r t a p a r a n + 1 , e s d e c i r , veamos q u e : 

2 2 2 2 (n + 1) ( z . + . . . + z + z . ) > (z + . . . + z + z . ) 1 n n+l 1 n n+1 
2 2 2 2 2 2 (n + 1) ( z . + . . . + z + 2 . ) = (n + 1 ) ( z , + . . . + z ) + (n + 1) z l n n+l l n n+1 

2 2 2 2 2 2 •= nCz + . . . + z ) + ( z . + . . . + z ) + n z + z i n 1 n n+1 n+1 

2 2 2 2 2 2 ( z . + . . . + z ) + ( z , + . . . + z ) + (z .+ . . . + z , ) + z 1 n 1 n n+1 n+1 n+1 
2 2 2 2 2 2 2 = (z + . . . + z ) + ( z . + z ) + ( z + z . ) + . . . + (z + z ) + z 1 n 1 p+1 2 n+1 n n+1 
2 2 - (z + . . . + z ) + 2z z + 2z z , + . . . + 2z z . + z i -1 n 1 n+1 2 n+1 n n+1 n+1 

2 2 = (2 + . . . + z ) + 2z (z + z + . . . + z ) + z _ i n n+i 1 2 n n+1 

, 2 = (z + . . . + z + z ) 1 n n+1 

con l o q u e q u e d a d e m o s t r a d a l a d e s i g u a l d a d . 

EJEMPLO 8 . 1 6 (Mínimos c u a d r a d o s ) . 

Dados ( x ^ , y 1 ) , ( x 2 , y 2 ) , ( x n , y ^ ) , n p u n t o s en e l p l a n o c o n 
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t o d o s l o s x ¿ i g u a l e s . H a l l a r l a r e c t a y = mx + b t a l q u e l a suma d e l o s 

c u a d r a d o s de l a s d i s t a n c i a s e n t r e y^ y l a o r d e n a d a de l a r e c t a en x ^ 

s e a m í n i m a . 

Se t r a t a de e n c o n t r a r v a l o r e s de m y b q u e m i n i m i c e n l a f u n c i ó n : 

n 2 n 2 

f ( x , y ) = E ( y k - ( m x ^ b) ) = E t y k - m x k - b) 
k=1 k=1 

H a l l e m o s l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

3m 
n 
E 
k= 

( y k - mx^ - b ) x k = 0 

5 Í = - 2 3b 
n 
E 
k=1 

t y k - m x k - b) = 

0 s e a h a l l e m o s m y b d e l s i s t e m a : 

n 
( E 

k= 1 
) m + ( 

n 
E 
k= 

n 
) b = E 

k=1 X k y k 

n 
( E x ) m + n b = E y 

k - 1 * k=1 K 

Cerno, de a c u e r d o a l a n o t a a n t e r i o r 

n 

E 
k=l 
n 
E 
k=1 

X; 
n 
E 
k=l n 

E 
k=1 

n 

- C S 
k=1 
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E n t o n c e s e l s i s t e m a t i e n e u n a ú n i c a s o l u c i ó n p a r a m y b f e s d e c i r , 
e x i s t e un ú n i c o p u n t o e s t a c i o n a r i o . 

m 

[.i 

n 
E 
k - 1 

n 
n E 

k - 1 

n 
E 
k=1 

n 

x , -
n 
'í 1 ^ 

n 
n E 

k=1 
x, y, k k 

n 
(E 
k=1 y k ) ( Z k=1 y k > 

n 
n E 

k=1 
n 

(E 
k=1 V 

b = 

n 
E 
k - 1 

n 
E 
k=1 

n 
E 
k=1 

n 
E 
k=1 

V k 

n 
(E 
k=1 

n 
(E 
k=1 V " 

n 
(E 

n 
x ) (E 

k=1 K k - 1 V k * 

n 
n E 

k=1 
x. -

n 
(E 
k- V 

n 
n Z 

k=1 
2 n x - (Z 
* k - 1 V 

Veamos q u e en e s t e p u n t o , en e f e c t o , s e p r e s e n t a un m í n i m o : 

3 ' f , ; 2 * — T " 2 2 - A 
3m k - 1 K 

3 2 f n 

= 2 5 , X k = B k=1 
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» 2 A = AC - B = 4 

de a c u e r d o a l o d e m o s t r a d o en l a n o t a a n t e r i o r . 

n 2 Como A > 0 y A = 2 1 x, > 0 e n t o n c e s e n P = (m , b ) s e p r e -, , k o o o * k=1 
s e n t a un m í n i m o . P o r t a n t o l a r e c t a b u s c a d a e s t á d a d a p o r : 
y = m x + b , con l o s m y b h a l l a d o s a t r á s , 1 o o' o 1 o 

F r e c u e n t e m e n t e s e p r e s e n t a n s i t u a c i o n e s en l a s c u a l e s e l p r o b l e m a n o 
e s s o l a m e n t e e n c o n t r a r p u n t o s e x t r e m o s de u n a f u n c i ó n , s i n o q u e d e b e -
mos h a l l a r l o s e s t a n d o l o s p u n t o s ( x , y , z ) s u j e t o s a a l g u n a s r e s t r i c c i £ 
n e s a d i c i o n a l e s . Un p r o b l e m a de e s t e t i p o p a r a u n a f u n c i ó n en d o s 
v a r i a b l e s s e p u e d e p l a n t e a r d e l a s i g u i e n t e f o r m a : 

H a l l a r l o s v a l o r e s e x t r e m o s de l a f u n c i ó n z = f ( x , y ) s u j e t o a l a r e s -
t r i c c i ó n g ( x , y ) = 0 , 

S i e s p o s i b l e en e s t a e c u a c i ó n g ( x , y ) = 0 , r e p r e s e n t a r e x p l í c i t a m e n t e 
" y " como f u n c i ó n d e x , e l p r o b l e m a s e p u e d e r e d u c i r a h a l l a r v a l o r e s 
e x t r e m o s en l a f u n c i ó n d e u n a v a r i a b l e , q u e r e s u l t a a l r e e m p l a z a r 
en z = f ( x , y ) , l a " y " en t é r m i n o s de x . 

n 
Z 

k=1 

n 
- a 

k=1 
ivi 
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E l l l a m a d o " M e t o d o d e l o s M u l t i p l i c a d o r e s d e L a g r a n g e " n o s p e r m i t e r e -
s o l v e r e l p r o b l e m a p l a n t e a d o , a s í no s e a p o s i b l e r e p r e s e n t a r e x p l í -
c i t a m e n t e " y " e n t é r m i n o s d e x en l a r e l a c i ó n g ( x , y ) = 0 : 

Sea b) = g ( x , y ) = 0 , supongamos q u e e s t a m o s b a j o l a s h i p ó t e s i s d e l teo^ 
r ema de l a f u n c i ó n i m p l í c i t a ( v e r C a p í t u l o 7 ) , e n t o n c e s e x i s t e u n a 
v e c i n d a d d e x , d o n d e y = g , (x) , a s í u> = g ( x , g Gc) ) , B 0 y : 

ü l = o - ¿ a < * + 2 a Ü l 3x 9x dx 3y dx 

0 = 2<L + 2 a ! Ü i dx 3y dx 

p o r t a n t o : 

dg I a 
y 1 3x 

dx _3c¡_ 
9y 

P o r o t r a p a r t e z = f ( x , y ) s e p u e d e r e p r e s e n t a r p o r : 
z = f ( x , g i ( x ) ) = h ( x ) 

Los e x t r e m o s r e l a t i v o s s e p r e s e n t a n d o n d e h ' ( x ) = 0 , e s d e c i r , d o n d e 

aT = 0 P e r o : 

0 = = 3 z _ = 9 f _ d x + 3 f . d 9 1 
3x ~ 3x dx 3y dx 
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3f H , — + r— ( -3x 3y 
£ 

Ü T 
3y 

o i l i £ - i l Ì 2 . 
3* 3Y 3y 3* 

E x p r e s i ó n q u e s e p u e d e e s c r i b i r de l a f o r m a : 

i l 3x 

3* 

i l 
3y 

32. 
3Y 

p o r t a n t o : 

( i l i l ) = n ( Í2 . Í2-) p a r a a l g u n o s e s c a l a r e s e 3X 3y V 3 x ' 3y ^ p 
3* 3y 

e n t o n c e s : 

Ü . 3 ¿ 2 = o 3* p 3X ü - p i a - o 
3y 3y 

l l a m a n d o A = - t e n e m o s q u e l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s d e l p r o b l e m a 
s e p r e s e n t a n en l o s p u n t o s ( x , y l q u e s a t i s f a c e n : 

f + x | * = o 3x 3x 
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X ^ L ^y 3y 

g ( x » y ) 

De una f o r m a más s i s t e m á t i c a , e s t a s e c u a c i o n e s s e p u e d e n o b t e n e r d e 
La s i g u i e n t e f o r m a : Los p u n t o s e s t a c i o n a r i o s de z = f ( x , y ) b a j o l a 
c o n d i c i ó n g ( x , y ) = 0 , son l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s de l a f u n c i ó n en 
v a r i a b l e s x , y , X c o n s t r u i d a en l a f o r m a : 

P ( x , y , X ) = f ( x , y ) + X g l x , y ) 

p u e s e v i d e n t e m e n t e : 

o = » . ¿£+ x ¿a 3x 3x 3x 

o . » - x l a 3y 3y 3y 

3 P o - ^ - g U * ) 

q u e c o i n c i d e n con l a s e c u a c i o n e s d e d u c i d a s a r r i b a . La v a r i a b l e a u x i l i a r 
A s e l l a m a M u l t i p l i c a d o r d e Lag ranc fe , 

EJEMPLO 8 . 1 7 

H a l l a r l a d i s t a n c i a m í n i m a d e l a h i p é r b o l a xy = a Ca > 0) a l o r i g e n . 
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Como l o s p u n t o s q u e m i n i m i z a n l a d i s t a n c i a , m i n i m i z a n t a m b i é n l a d i s t a n 
c i a a l c u a d r a d o e n t o n c e s c o n s i d e r a m o s como f u n c i ó n a m i n i m i z a r : 

f ( x , y ) = d 2 ( ( x , y ) , ( 0 , 0 ) ) = x 2 + y 2 

b a j o l a c o n d i c i ó n q u e e l p u n t o ( x , y ) e s t é s o b r e l a h i p é r b o l a xy = a , 
ó g ( x , y ) = xy - a = 0 . 

C o n s t r u i m o s : F ( x , y , A ) = f ( x , y ) + A g ( x , y ) 
2 2 F ( x , y , A ) = x + y + A (xy - a) 

h a l l a m o s l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s : 

3F ^ - 2x + Ay = 0 

i p = 2y + Ax = 0 3y 

3 F — - xy - a = 0 

De l a s d o s p r i m e r a s e c u a c i o n e s t e n e m o s : 

A = - — A = - ÎX. l u e g o » y x 

2x 2y x y = —*- o s e a — = — y x y x 
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a De l a t e r c e r a y = — , e n t o n c e s : x 

x a / x 4 2 a?x " ~ x ~ ' x - a = 0 

d o n d e x = - \T& » y = — = = - \Ta ' x r~ + \ / a 

Los p u n t o s e s t a c i o n a u r i o s s o n : 

P 1 = ( V " a f /Si) P 2 = ( - - \T&) 

Aquí n o t e n e m o s c r i t e r i o s a n á l o g o s a l o s d a d o s a t r á s p a r a d e t e r m i n a r 
s i en e s o s p u n t o s s e p r e s e n t a n máximos o m í n i m o s ; p e r o a n a l i z a n d o 
n u e s t r o p r o b l e m a , n o s damos c u e n t a q u e d a d a u n a h i p é r b o l a como l a d e 
e s t e e j e m p l o , e s d e c i r r o t a d a ( s i n t r a s l a d a r l a ) e x i s t e n d o s p u n t o s 
en e l l a c u y a d i s t a n c i a a l o r i g e n e s m í n i m a , p o r t a n t o P 1 Y p

2
 d e b e n s e r 

e s t o s p u n t o s y l a d i s t a n c i a e s t á d a d a p o r : 

d = V x + y = V a + a = sÍ2& 

E s t e m é t o d o d e m u l t i p l i c a d o r e s d e L a g r a n g e s e p u e d e g e n e r a l i z a r p a r a 
f u n c i o n e s de más de d o s v a r i a b l e s , y p a r a p r o b l e m a s con más d e u n a 
r e s t r i c c i ó n . 

P a r a h a l l a r l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s de w = f ( x . j , x 2 1 «•«? x^ ) q u e 
cumpla l a s c o n d i c i o n e s : 
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g 1 C x 1 , . . . , x^ ) = O 

g 2 ( x 1 f x n ) = O 

g r a ( x , , . . , x ) = O m i n 

con m < n 

s e c o n s t r u y e l a f u n c i ó n d e n + m v a r i a b l e s : 

F ( x . f o o . , x f ; o . « , A ) = f (x , i • 11 x ) + X . g , (x , o • • , x ) +»«* + i n i m i n l i i n 

+ X n ) m m i n 

y s e e n c u e n t r a n l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s de e s t a f u n c i ó n , e s d e c i r s e 
r e s u e l v e e l s i s t e m a . 

9 F 3 F - n 9 F 3 F 

1 n i m 

EJEMPLO 8 . 1 8 

H a l l e m o s en e l 8 . 1 5 l o s p u n t o s e s t a c i o n a r i o s , u t i l i z a n d o M u l t i p l i c a d o -
r e s d e L a g r a n g e : 

La f u n c i ó n a m i n i m i z a r e s e l c u a d r a d o d e l a d i s t a n c i a de un p u n t o 
2 2 2 ( x f y , z ) a l o r i g e n : f ( x , y , z ) = x + y + z , con l a r e s t r i c c i ó n q u e e l 
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pxonto ( x , y , z ) e s t é s o b r e e l p l a n o Ax + By + Cz = D, 

C o n s t r u i m o s l a f u n c i ó n F ( x , y , z , A ) 

F ( x , y , z , X ) = f ( x , y , z ) + X g ( x , y , z ) 
2 2 2 F ( x , y , z , X ) = x + y + z + X (Ax + By + Cz - D) 

3F A = 2x + XA = 0 =p- x = - — X 9x 2 

= 2y + XB = 0 y = - | X 

3F C — = 2z + XC = 0 ^ z = - — X 
d Z ¿ 

9F ~ = A x + B y + C z - D = 0 

R e e m p l a z a n d o x , y , z en l a ú l t i m a e c u a c i ó n t e n e m o s : 

A( - j X) + B( - | X) + C ( - | X) - D = 0 

2 2 2 v 2D A X + B X + C X + 2 D = 0 = ? * = - 75 

l u e g o : 
AD 

2 2 2 A + B + C 
BD 

2 2 2 A + B + C 
z = CP 

2 2 2 A + B + C 
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