








(0} Y

BVF) (xo'yo'zo)] . (x - X 0¥ =Yz - zo) =0

((VF) (xo,yo,zo)) . (x,y,2) ((VF) (xo,yo,zo)) . (xo,yo,zo)

Lo que quiere decir que si W = F(x,y,z), entonces (VF) (xo,yo,zo) es

ortogonal a la superficie representada por F (x,y,z) = 0 ,

EJEMPIO 7.10

Consideremos el campo escalar:

W=F(x,y,z) = 2x2 + y2 + 4z2 -9

Hallemos la ecuacion del plano tangente a la superficie representada
por la expresidn F(x,y,z) = 0, en el punto Po = {1, 2, -izz ) el

cual pertenece a dicha superficie,

VF = (4x, 2y, 8z)

(VF) (P))
o

(4(1), 2(2), 8(- *X)) =(4, 4, - 4V3)

((FF) () . P = (4, 4, -4VD) . (1, 2, - V=) = 18
o o] 2

entonces la ecuacidn del plano tangente es:

((VF) (PO)) . (x,y,2) = ((VF) (Po)) SR

4x + 4y - 4 V3 z = 18
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8, MAXIMOS Y MINIMOS
Las definiciones y la mayoria de los resultados se daradn directamente
para funciones de R a R, utilizando el esquema que usualmente se uti-
liza para funciones de R en R, e ilustrando estas definiciones y resul

. 2
tados para funciones de R a R,

DEFINICION 8,1

a) Una funcidn z = f(x1, Xor sees xn) se dice que presenta un maximo

= i 2
absoluto en un punto Ao (a1, 851 seey an) si f(a1, Ay eees an)
f(x1, Xop eeey xn) para todo (x1, ooy xn) € Dom £,

Al niimero real f(a1, . an) se le llama el valor maximo absoluto de
£f.
b) Si fla;, ay, vy a) £ £0k1s Xyr eeey X ) para todo (x,, X,, .00 X

€ Dom f se dice que f presenta un minimo absoluto en Ao = (a1, az,...an)
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y el nlimero real f(a1, ooy an) se llama el valor minimo absoluto de £,

c) siflaj, ajy veey a) = £(x,/ X,, +esy X ) en alguna vecindad del
punto (a1, ooy an) se dice que f presenta un mé@ximo relativo o maxi-
mo local en ese punto, y f(a1, Ar e an) es un valor ma@ximo relati-

vo de £,

d) si f(a., a., ece. a ) € £(x., X., ..., X ) en alguna vecindad del
punto (a1, ceey an),se dice que f presenta un minimo relativo o mfni-

mo local en ese punto, y f(a1, Ayr eeey an) se llama un valor minimo

relativo de £,

e) f se.dice que presenta un extremo relativo en un punto Ao' si en
el se presenta un mximo o minimo local. A f(Ao) se le llama un valor

extremo de f,

EJEMPLO 8.1
z = f(x,y) = Vx +y° que presenta la hoja superior del cono
2 . .
X + y2- 22 = 0, presenta un minimo relativo en el punto (0,0), y
£(0,0) = 0 es el valor minimo relativo correspondiente a ese punto,

£(0,0) ¢ £(x,y) para cualquier (x,y), y como esta desigual-

pues O
dad se tiene para cualquier (x,y) € Dom f entonces, ese minimo rela-
tivo es también minimo absoluto. Observemos que f no tiene miximos

relativos ni maximo absoluto (Ver Figura 8.1),
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EJEMPLO 8,2

- 2 2 2 2 .
La funcidon z = f(x,y) = =x -y + 2 conx +y - 4 (Ver Figura 8,2)
representa la porcidn de paraboloide eliptico, con vértice en (0,0,2),
abierto hacia abajo, y limitado inferiormente por el plano z = =2

2 2
(pues si z = -2 se tiene =4 = -x"- y' ).

f(x,y) presenta un maximo relativo en (0,0), y su valor correspondien-
te es £(0,0) = 2, que es también maximo absoluto. Presenta minimo ab-
soluto en todos los puntos (x,y) tales que x2+ y2 = 4, es decir en

cualquiera de los puntos sobre la circunferencia x2+ y2 = 4, y su va-

lor minimo absoluto es f calculado en cualquiera de esos puntos que

es igual a -2,

f adem@s no tiene minimo relativo, pues si tomamos alguno de los pun
. 2 2 .

tos (xo, yo) sobre la circunferencia x + y = 4, notamos que cualquier

vecindad de &1, contiene puntos tales que f(xo, yo) € f(x,y), pero

tambi@n contiene puntos donde f(x,y) no estd definida .

NOTAS:

1) Observemos que un méximo o minimo absoluto puede ser extremo re-
lativo (£(0,0) en el ejemplo 8,2) o puede no serlo (los méximos abso-

lutos del ejemplo 8,2),
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2) Una funcifn puede presentar miximo o minimo absoluto, en muchos
puntos (infinitos para el caso del ejemplo 8,2), pero solamente tendr&

un valor miximo o un valor minimo absoluto (-2 para el citado ejemplo).

3) Pero si es posible que en una funcion se presenten varios valores
miximos o minimos relativos., Imaginemos un terreno con varias monta-
flas de diferentes alturas: mfximas alturas de cada una de las monta-
fnas que esten totalmente metidas en el terreno son valores miximos

relativos diferentes,

EJEMPLO 8,3

1) Consideremos la porcibn del plano x + y + z = 1 determinado por

los planos coordenados x = 0, y = 0, z = 0 (Ver Figura 8,3),

f(x,y) presenta un maximo absoluto en (0,0) y su valor es £(0,0) = 1,

Presenta minimo absoluto en todos los puntos (x,y) sobre la recta

y=1-xy su valor es O,

f(x,y) no presenta valores extremos relativos,

2) 8i hubiesemos considerado solamente el plano x + y + z = 1 sin

limitarlo, la funcidn z = £(x,y) que representa,no solamente no ten

dria valores extremos relativos, sino que tampoco tendrfa miximos ni
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minimos absolutos.

De los ejemplos anteriores podemos apreciar, por lo menes en forma in
tuitiva para funciones de R2 a R, que los puntos donde se presentan
extremos relativos, pueden ser puntos donde la funcidn no es diferen-
ciable, como el caso de (0,0) en el ejemplo 8.1, o puntos donde la
funcidn es diferenciable, pero cuyo correspondiente plano tangente a
la superficie en ese punto, es paralelo al plano xy, como es el caso
del punto (0,0) en el ejemplo 8.2. Los maximos o minimos absolutos
se pueden presentar donde se presenten extremos relativos, como en el
caso del punto (0,0) en los ejemplos 8.1 y 8.2, o en puntos ubicados
sobre la frontera del dominio de f, como los puntos sobre la circun-

. 2 .
ferencia x + y = 4 en el ejemplo 8.2, o sobre la recta x + y = 1 en

el ejemplo 8.3.

Si fs R2 -+ R es diferenciable en Ao = (xo, yo) y la funcidn presenta
allf un extremo relativo, entonces, como se dijo atrfs, intuitivamen-
te podemos apreciar que el plano tangente a la superficie en este

punto es paralelo al plano xy, es decir, es de la forma z = k. Como

la ecuacidn de este plano estd dada per:

0 "0") (x - xo) +
ox

para que esta ecuacidén sea de la forma pedida, o sea z = k, debemos

hacer que los coeficientes de x e y sean cero, por tanto necesaria -
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mente:

af I - .af. |

- = U =
9x (xo,yo) (xo,yo)

De este hecho se puede concluir que una oondicidn necesaria para que
en un punto A, una funcibn de R2 en R, diferenciable en €l, presente
un extpgemo relativo, es que las derivadas parciales me anulen en ese

punto,
En forma m&s general tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 8,1

Sea z = f(x1, Xyr ooy xn) un campo escalar, diferenciable en un pun-

to A°= (a1, sy ey an), si f presenta un extremo relativo en Ao'

entonces:

of

= = 2 eo0 o
axk (a1, ay, e an) 0 para todo k 1, 2, , N

DEMOSTRACION :

Supongamos que f presenta un miximo relativo en A°= (a,, cevr Ay

entonces:
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f(a.]' 32’ seer 2 o an) éf(x-l x2' ov ey xk' ee e
para todo (x1, coer Xpr eees x_) en alguna vecindad de (a1,...,ak,,..,

En particular:

f(a1' ev e a)(_1' ak' ak""]' L an) - f(a1'...ak-1' xk' ak+1'ono'an)

- > o
con x, € (ak €, &+ €) para alglin € > O
Llamemos g(xk) = f(a1, coer o ar Xep Ay g0 eeey an).

g(xk) es derivable en a, s pues como f es diferenciable en A6(a1,...ak.
tiene derivadas parciales en Ao, y por la forma como est& comstruida

g(xk) se tiene que:

of = q'
= =g'(a
l(a.]' ceoyp ak' veey an) k)

La iltima desigualdad se puede representar de la forma
g(ak) =2 g(x,) para todo X, € (ak - €, a_+ €) para algfin' e>> 0, Recor

dando el cllculo de una variable esto significa que la funcibn en va-

riable X, , g%, } presenta un miximo en ak, y como g es derivable en

a entonces g'(a.) 0, por lo tanto:

L O
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como k se tomd arbitrariamente, este resultado se tiene para todo

k = 1' 2' veey DN

La siguiente definicion distingue esos puntos donde todas sus deriva-

das parciales se anulan:

DEFINICION 8,2

Dado z = f(x,, Xor eeey xn), diferenciable en A = (a1, a .. .. an).

2'

Decimos que A es un punto estacionario de f si y solo si:

(Vf) (A) =0

Desafortunadamente esta condicibn solamente es necesaria, no es sufi
ciente, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo en donde

(V£) (A) = O pero £ no presenta A un extremo relativo:

EJEMPLIO 8.4

Sea z = f(x,y) = x2- y2

of of

ax - X 3y -
2x =0 > x=0 -2y=0 = y=0
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entonces A = (0,0) es un punto estacionario,

Pero en A no se presentd ni maximo ni minimo relativo, pues cualquier
vecindad de (0,0) debe contener algfin disco en el plano xy con cen-
tro en (0,0) y radio €, pero por pequefioc que sea ese disco, contiene

alglin punto sobre el eje x, o sea un punto de la forma A1= (r,0) con

r # 0, y alglin punto sobre el eje y, o sea de la forma A2 = (0,s)

con s # 0. Y es evidente que £(0,0) = 0 y:

2 2

f(A1) r > 0= £(0,0)

1]
2]
1
o
1]

£(a,) -s? < 0 = £(0,0)

1]
o
1
/7]
1]

Luego en cualquier vecindad de (0,0) existen unos puntos (x,y) para
los cuales f(x,y) > £(0,0) y otros para los cuales f(x,y) < £(0,0),

por lo tanto en (0,0) no se presenta ni miximo ni minimo relativo.,

Grificamente la funcibn z = x°- y2 representa un paraboloide hiper-
bSlico, es decir, una silla de montar similar a la de la figura 1,29,
observe que en cualquier vecindad de (0,0,0) existen puntos sobre

la silla que estén por debajo de (0,0,0) y tambien puntos por enci-

ma de (0,0,0), luego légicamente no hay allil extremos relativos.,

Estos puntos reciben un nombre especial:
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DEFINICION 8,3

Si A= (a,, a, «.c, an) es un punto estacionario de z = f(x,,...,x )

2'

en el cual f no presenta ni miximo, ni mfnimo relativo, entonces de-

cimos que A es un punto de silla, o punto de ensilladura de f,

EJEMPLO 8.5

Hallar los valores extremos relativos de:

f(x,y) = "2)(2 - 3y4

. 2
Como f es diferenciable en todo R , entonces los extremos relativos

se deben presentar en puntos estacionarios:

of _
9xX

3f 3
oy

]

]
—-—
N

>

[]
o

e

[]
(@)

punto estacionario (0,0)

£(0,0) =0

2
Como f(x,y) = =2x = 3y4 £ 0= £(0,0) para todo (x,y) € RZI entonces

f presenta en (0,0) un mfximo relativo, cuyo valor es £(0,0) = O,



Como la desigualdad f£(x,y) = £(0,0) se tiene para todo (x,y) € R en=-

tonces este miAximo relativo es tambié&n maximo absoluto,

EJEMPIO 8.6

Hallar los valores extremos relativos de:

f(x,y) = x2+ yz- 2x - 6y + 12

f es diferenciable en todo R

2x - 2

[}
o
]
[}

X

=2y -6=0 =

<
"
w

asi (1,3) es punto estacionario de f. £(1,3) = 2

Para ver si en ese punto se presenta mfximo relativo, minimo relativo
o punto de silla, tamemos un punto cercano a (1,3). Sea (1 + h, 3 + k)
este punto, Veamos si la funcibn en este punto es mayor o menor que
£(1,3) para todo h y todo k, o si es menor para alglin valor de (h,k)

y menor para otros; en el primer caso se presentan respectivamente
minimo y miximo relativo, en el segqundo punto de silla,

£(1 + h, 3 + k) (1+h)2+(3+k)2-2(1+h)—6(3+k)+12

1 + 2h + h2+ 9 + 6k + kz- 2 -2h -18 - 6k + 12
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= hz + kz + 2

=hn+ x4+ £(1,3) 2 £(1,3) para todo (h,k)e R,
Como £(1 + h, 3 + k) 2 £(1,3) para todo h € R, para todo k € R, enton
ces en (1,3) se presenta un minimo relativo, gque resulta ser también
mfnimo absoluto, y su valor es £(1,3) = 2

EJEMPLIO 8,7

f(x,y) = xy - 2x =y + 2

_3—;=Y-2=0 : y=2

a_t.=x--‘]=() ——d x =1

oy

El punto (1,2) es un punto estacionario. £(1,2) =0

En forma similar al ejemplo 8,6 tomemos:

£f(3 + h, 2 + k) (M +h)(2 +k) - 2(1 +h) - (2 +Kk) +2

2+k+2h+hk-2=-2h-2-k +2

= hk

Pero para valores cercanos a cero hk > 0 y hk < 0, es decir
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£f(1 +h, 2+%k) >0=1£01,2) para algunos valores h,k cercanos a
cero £(1 + h, 2+ k) < 0 = £(1,2) para algunos valores h,k cercanos
a cero, Es decir en cualquier vecindad de (1,2) existen puntos don-
de f es mayor que PF(1,2) y puntos donde f es menor que £(1,2) o sea

que (1,2) es un punto de silla de f(x,y).

La determinacion de si en un punto estacionario de una funcion se
presenta un extremo relativo o un punto de silla, por los mé€todos
utilizados en los ejemplos anteriores, no es en general tan sencillo,
pues para funciones algo mis complicadas o para funciones de mas de

dos variables es mads diffcil obtener resultados,

n el apéndice B se hace un sencillo esbozo de algunas ideas que uti
lizaremos aqui para dar un resultado que permite en forma mis facil
. . . . . n

determinar si en los puntos estacionarios de una funcion de R a R

se presentan extremos relativos o puntos de silla:

DEFINICION 8,4

Sea z = f(x', X ceoy xn) tal que existan las segundas derivadas

2'
parciales de f en A, Llamamos la matriz Hessiana de f en A, a la

matriz:
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2%¢ (a) 2%¢ (a)

1 n
H, () 3% (a) 2%£ (a)
axf szaxn
3£ (a) 3%% (a)
axnax2 3x2

NOTAS:

1] Si las segundas derivadas parciales de f son continuas en una ve-

cindad de A, entonces:

B’z _ 2%
3x13x; ax Bxi

3

y por lo tanto la matriz Hf(A) es simétrica.

%2) (Ver Apéndice A). Si B es una matriz cuadrada de orden n, e I es

la matriz idéntica de orden n, los valores propios de B son las raices

de la ecuacidn

de t(A - AI) = 0
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En una matriz real simétrica, los n valores propios de B, A,, Az, cee

son nfimeros reales,

En el Apéndice B vimos, que para el caso de una funcibn f de R2 en R
si los valores propios de la matriz Hessiana de f en un punto A son
todos positivos, entonces la grifica de f en una vecindad de A, esti
encima del plano tangente a la superficie en ese punto, Si A fuese
un punto estacionario de f, entonces ese plano tangente seria para-
lelo al plano xy,, y como la grifica de f esti encima de ese plano
en una vecindad de A, entonces en A se presenta un minimo relativo,
De la misma forma si todos los valores propios de dicha matriz son
negativos, la grifica en una vecindad de A, esti debajo del plano
tangente a la superficie en A, y naturalmente si A es punto estacio
nario, al ser este plano paralelo al plano xy, en el punto A se pre
senta un méximo relativo, Esto motiva la generalizacibn de estas

ideas para funciones de R a R y el planteamiento del siguiente teo

rema:

TEOREMA 8,2

Sea z = f(x1, Xor sses xn) con segundas derivadas parciales conti -
nuas en una vecindad de un punto estacionario A, Sea Hf(A) la ma-

triz Hessiana de f en A:

1) Si todos los valores propios de H.(A) son mayores que cero, en

256



el punto A se presenta un minimo relativo.

2) Si todos los valores propios de Hf(A) son menores que cero, en el

punto A se presenta un mfximo relativo.

3) si Hf(A) tiene valores propios positivos y negativos, en el punto

A se presenta punto de silla.

4) Si los valores propios de Hf(A) son ceros y solo niimeros positi=-

vos, o ceros y s8lo nimeros negativos el criterio no decide.
EJEMPLIO 8.8

Hallar los extremos relativos de:

f(x,y) = x3 + 12xy + y3 + 5

of

2
X 12y

3x2 + 12y = 0
12x + 3(%:(2)2 =0

x(12 + :-_—x3) =0
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Puntos estacionarios:

P1 = (0,0) P2 = (-4, -4)
2 2
—-a§=6x —-——g§=12 2=6§
ax Xy dy
Matriz Hessiana para P1 = (0,0)
2 -
] f(P,) 9 £(pP.) 9 f(P.)
oxdy -
12
Hf(0,0) =
12
Calculemos de t (A - AI)
-\ 12
de t(Hf— AI): Az - 144 = A=-12
12 -2
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Como uno positivo gy otro negativo entonces en (0,0) se presenta un

punto de silla,

Matriz Hessiana para P2 = (-4, -4)
a'f(Pz) 0
=24 ——= 12 —— = =24
2
ax axdy ayz

=24w) 12 ’
de t:(l:lf - AI) = (24 + 2)” - 144 =0

12 -24a) }
24 + A = - 12 A1=-36 J\2=-12
Los dos valores propios son negativos, entonces en P, = (-4, -4) se

2

presenta un maximo relativo, y ese valor miximo es:
f(-4, -4) = 69
) EJEMPLO 8,9
f(x,y) = x3 + y3 + 3y2 - 3x - 9 + 2
of 2

of . 2
9% 3x -3 '5;’-—3)! + 6y - 9
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3y2+6y-9-0 = 3(y+3)(y-1) =0 y=1, y=-3

Puntos estacionarios:

P, = (1, -3) P, = (-1, =3) P. = (1, 1) P, = (-1, 1)

1 2 3 4
2 2 -
2 90X 0y 2
ax oy
Para P, = (1, =3), calculemos Hf(P1)
- 2 -
9 f(P,) a £(P,) o f£(pP,)
1 1 1
2 “axsy O =12
9x xy
0
Hf(P1)
-12
Como la matriz es diagonal,sus valores propios son A1= 6, Az = =12,

como uno es positivo y el otro negativo, entonces en el punto P.= (1,-3)

se presenta un punto de silla

Para P, = (=1, =3)
- _ 2
9 f(Pz) 9 f(Pz) 9 f(Pz)
) -6 3% 0 7 - 12
9x y )%
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afmz)-

Por ser diagonal A.= =6 A_= =12, como los dos valores propios
son negativos, entonces en el punto P2 = (-1, =3) se presenta un maxi

mo relativo, su valor es f(-1, -=3) = 29

3
2 2
azz(p,g 3 £(P,) 3 £(P,)
— = —— = () —_—
Hf(P3)
12
=6, AZ = 12, como los dos son positivos, en el punto (1, 1)

se presenta un minimo relativo, su valor es £(1, 1) = =5

Parg P, = (=1, 1)

3"f(P4) . 3—f(P4l a'F(P4)
——— - ., ——— 12
ax?- X9y
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H (P,)

Xl = -6, Xz = 12, uno negativo y otro positivo,entonces en P4

se presenta un punto de silla,
EJEMPLO 8,10

f(x,y,z) = xz - 2x + y3 - 3y + zz - 4z

}f-=2x-2=o =  x=1
of 2 2

of _ - -
32—22-4—0 = z =2

Puntos estacionarios:

P, = (1, =1, 2) P (1, 1, 2)

1 2

2

9 £ =0

ox axay X9z
?—2—f 3 = 2
dyoz 3y azz
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Para P1 = (1, -1, 2)

2°£(2,) 37£(P,) 2 (p,)
— way -0 oxoz - O
2 _ _
¥ £(P,) o £(P,) 3 £(P.)
1 1 1
z 2 =°° T2
Y9 3y
0 0
Hf(Pj) = -6 0
0
Por ser diagonal los valores propios son A, =2, A, = -6, A, = 2,

1 3

como hay valores propios positivos y negativos entonces en P.=(1,-1,2)

se presenta un punto de silla,

3'f(P2)
Para P_ = (1, 1, 2) solo cambia en la matriz Hessiana —— = 6,
oy
luego:
2 0
(
He (!2) 0 6

Todos los valores propios son positivos, por tanto en P_ = (1,1,2) se

2

presenta un minimo relativo, y su valor es f(1,1,2) = -7,
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EJEMPLIO 8,11

3
£ (x,y,2) = r - Xy + 2y +2° -2z
2
L2 x2 -y=0 = Yy =x
of _ _ — _ .
'5; -x + 2 =0 = x =2 =>
.a_f.=22—‘]=0 = z=l

Punto estacionario P = (2,

Construimos la matriz Hf(P)

41 _)

, 2
—< | =22 =4 ?aigp)
ax" p CoXIy
2’¢ (p) 2’£) _ .
dyodz ayz
-1
H () = -1
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de t(H_ - AI)

I
t
—
|
Pd
o

(2 -2 ( =42 + 2 1)

> Q@-00°-4 -1 =0

(2-x)[x-(2+f5)][x-(2-ﬁ)]

Los valores propios son A, = 2, )‘2 =2 +/%5, i, =2 =V5

Como 2 -VY5 es negativo y los otros positivos, entonces en el punto

P = (2, 4, 14 se presentd un punto de silla.

Para el caso de funciones de dos variables, no es necesario encontrar
los valores propios de la matriz Hessiana para establecer si en un
punto estacionario se presentan maximos, minimos o puntos de silla,
pues 8stos se pueden determinar mediante las segundas derivadas par-

ciales, como lo indica el siguiente teorema:

TEOREMA 8,3

Si z = £(x,y) tiene segundas derivadas parciales continuas en una ve-

cindad de un punto estacionario P y si notamos:

2 _ 2
A - 0 £(P) - O £(P) _ 3 f(P)

265



A= AC-B

entonces:
1) si A>0 y A > 0, en P se presenta un minimo relativo.
2) siA>0 y A < 0, en P se presenta un miximo relativo.

3) si A <0, en P se presenta un punto de silla,

4) Si A= 0, no se decide nada

&MOSTRACION:

Camo z = f(x,y) tiene segundas derivadas parciales continuas en una

vecindad de P, entonces

3%sp)  3%£(p)

y por tanto

ox oy dyox
3£ (p) 3¢ (p)
3 ox0y
uf (P)
3£ (p) 3¢ (p)
dyox 3y
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Los valores propios de H.(P) son las raices de:

A=)
de t (Hf(P) - AI) = =0

es decir, las ralces de:

(A-%X)(C=-1)-B =0

xz-(A+C)z +(Ac-32)=o

Pero si A1 Y Az son ralices de esta ecuacion, entonces:

Ay + X, = (a+0 YyAA =AC-B =A

1) Sea A>0

entonces Alkz > 0, luego las dos A1y A. son positivos o los dos son

negativos,
a) Sea A >0

2
Como A = AC - B > 0 entonces AC > 0, como A > 0, entonces C > 0,
luego A#* A, =RA+C>0,y ésto solo se tiene para A1> 0 yA, >0
(pues A1 Yy Az son los dos positivos o los dos negativos), luego en el

punto P se presenta un minimo relativo (Teorema 8,2),
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b) Sea A KO
2
Camo AC~-B > 0, AC > 0
Si A < 0 entonces C < 0, y puesto que A1+ Az =A+C<0,vy A1 y Az
son los dos positivos o los dos negativos, entonces A1 <0y Az < 0, por

tanto en P se presenta un m2ximo relativo (Teorema 8.2).

2) Sea A< O
Camo A1A2 = A < 0 entonces A1 >0y AZ <0, 0 A1 <0y AZ > 0 y por el

Teorema 8.2, en P se presenta un punto de silla,

3) Sea A 0

Como A1A2 = A = 0 entonces A1 =056 AZ = 0 y de nuevo por el Teorema

8.7, en su parte (4) el teorema no decide.

EJEMPIO 8.12

Del ejemplo 8,8 tenemos:

f(x,y) = x3+ 12xy + y3 + 5
Puntos estacionarios:
P1 = (0, 0) P, = (-4, -43

a) Para P1= A=20 B=12 c=20
2
A=AC~-B = =12

Como A < 0 en P. se presenta un punto de silla,
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b) Para P,: A= - 24 B= 12 C=- 24

2
a=ac-8 = @a’-an’so
Como 4 >0 Y A < 0 entonces en P2 se presenta un méximo rela-
tivo,
EJEMPIO 8,13

Del ejemplo 8,9 tenemos:
f(x,y) = x3 + y3 + 3y2 - 3x -9y + 2

Puntos estacionarios:

2
AC - B

|~
n

=72 < 0

Como & < 0, en P se presenta un punto de silla,
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b) Para P2: A= -6 B=20 C=-12

2
AC-B =+72 >0

A

Camo A> O y A < 0, en el punto P, se presenta un maximo relativo,

c) Para P : A =6 B=20 C 12

>4
n

AC-B = 72

Como A > Oy A >0, en el punto P, se presenta un minimo relativo.

d) Para P, : A= -6 B=20 C

AC - Bz = =72

12

A

Camo A < 0, en P4 se presenta un punto de silla,

EJEMPLO 8,14

Hallar las dimensiones del paralelepipedo de area minima con un volumen

dado V .,
o

Denominemos las longitudes de los lados de la base del paralelepipedo

por x ey (x > 0, y > 0) y por z > 0 su altura, entonces su irea S, es

tard dada por:

S = s(x,y,2) = 2xy + 2xz + 2yz

\Y
pero xyz = Vo, es decir z = ol asi:
2V 2V
o)

S = S(x,y) = 2xy + — 4 —
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El problema consiste en hallar los valores de x e y, donde la funcion

S(x,y) presenta un minimo.

Hallamos los puntos estacionarios:

2y
aS o v
—= 2 - — =
o - Y =0 = y=_o
b 4 2
X
x22
= 2X = em——= ( = 2x-2vo( -—‘7—) =0
Y o
5 3
b 4
Asf 2x - — =0 = 2x(1 - —) =0
o o

o
x=20 8 x= \V ccmo x debe ser mayor que cero, entonces sola

mente se presenta punto estacionario cuando :

— A% v
X =\ U . v-i = ..—o..—-—_ 3/—
YV ) °

0Osea P= (\3/Vn, .3/ Vo)

Veamos que en ese punto se presenta un minimo:

<2 4v 2 4v
é——i—: —-—3— ' 1ueg° A= J sz(PI = Vo = 4
ox X ox o

2

o8

axdy - 2 =B
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A=AC-B =16 - 4 12 > 0

Como A > 0y A= 4 > 0, entonces en el punto P se presenta un minimo
relativo, luego las dimensiones del paralelepipedo que hace minima su

area son:

EJEMPLO 8,15

Hallar el punto sobre el plano Ax + By + Cz = D (con C # 0) cuya dis-

tancia al punto 0 = (0,0,0) sea minima,

1
De Ax + By + Cz = D tenemos: z = — (D - Ax - By)

La distancia del punto (0,0,0) a un punto (x,y,z) sobre el plano es-

ta dada por:

2

d@0,0,0L(x,y,z» = \/x2 + y2 +—, (D - Ax - By)2
C

pero los puntos (x,y) que minimizan d, son los mismos que minimizan
2 .
d , luego el problema se puede reducir a hallar los puntos (x,y) que

minimizan la funcibn:
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2
S(x,y) = x2 + y2 4—13-(D - AX = By)

Hallemos los puntos estacionarios:

— =2x - = (D - Ax = By) = 0

C
35--2y-;(D-Ax-By)=o
3y c

que se reducen a:

2 2
(C" + A")x + ABy = AD

ABx + (C2 + Bz)y = BD

Resolviendo este sistema de ecuaciones para x e y obtenemos:

AD BD

2
A" +B +C A2 + B2 + C

2
38 _ . 2A A
9x c
3.8 _2a8
ox oy C2

273



2 1
y C
2 2_2
— 4 2 2 2
A=A1C4-Bz=(2+2A)(2+ = )-4A§ = (A" +B +C) >0
C C C C
2A2
Camo &4 > 0 y A1 =2 + - > 0, entonces en P1 se presenta un minimo
C

relativo, O sea que el punto (x,y,z) sobre el plano cuya distancia

al origen es minima, tiene coordenadas

2 2 2 2
A +B +C A +B +C

2
E(D-Ax-By) = €D

2 2
A +B +C

Este iltimo anflisis se podfa haber obviado, pues es evidente que da-
do un plano, existe un punto sobre €l, cuya distancia al origen sea
minima; Y puesto que solamente aparece un punto estacionario, nece-

sariamente en &l se debe presentar ese minimo,

NOTA:

El ejemplo que sigue (8,16) es de gran importancia, pues proporciona
un metodo (metodo de minimos cuadrados) para aproximar un nfimero fini

to de puntos, que representan datos experimentales, mediante una 1f-

nea recta (tambien es posible, mediante procedimientos similares,
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aproximarlos por polinomios de grado n, con n - 2), Pero para obte -

ner estos resultados es necesario demostrar previamente la siguiente

desigualdad:
Siz,, z., . z € R y no todos los z. son iguales, entonces:
n n
nk (X z)
k=1 k=1 k

La demostracibn la haremos usando el principio de induccidn:

1) Para n = 2

debemos demostrar que:

2

2 2
2(z" + zz) > (z1 + 22)

En el Capitulo 3, habiamos demostrado la desigualdad:

2,

¢ 1 _2
2,2, €5 =] + 25

la cual como se aprecia en la demostracibn se convierte en una desi-

gualdad estricta si z, # 2,y por tanto:

z (z2 + z -2
122 ¢ % 2
2 2
2z1z2 + 21 + E < 2z] + 2z2
luego:

2 2 2
2(z + 27 ) > (z1 + 22)
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2) Supongamos que la desigualdad es cierta para n, es decir, suponga-

mos que:
n(z. + ... + z2) > (z. + oo + 2 )
n i n

veamos que es cierta para n + 1, es decir, veamos que:

2 2 2 2
(n + 1) (z1 + oe. + zn + zn+]) > (z1 + o, + zn + zn+1)
2 2 2 2 2 2
= +ooo +
(n +1) (z1 + ... + z + zn+1) (n + 1)(z1 + zn) + (n 1) Z
2 2 2 2 2 2
= n(z1 + oo0 + zn) + (z1 + cee + zn) +n zn+1 + zn+1
2 2 2 2 2 2
(z1 + ... + zn) + (z1 + ... T zn) + (zn+1+ vee + zn+1) + zn+1
2 2 2 2 2 2 2
= LK N J +"' + )
(z1 + + zn) + (z1 + zp+1) + (z2 + zn+1) + (zn zn+1 + z
> (z, + + z )2 + 22,2 + 2z_2 + + 2z z + z2-
TOAEp T e n 1%n+1 2°n41 T o0 n“n+1 h+1
= (z. + + 2z )2 + 2 (z, + z_ + + 2z ) + 2
= Zp T e n Zne1 % 2 Toeee T2 T 200

n+1

con lo que queda demostrada la desigualdad.

EJEMPLO 8,16 (Minimos cuadrados).

Dados (x], y1), (x2' Yz), voey (xn, yn), n puntos en el plano £on no
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todos los xi iguales, Hallar la recta y = mx + b tal que la suma de los
cuadrados de las distancias entre Yy y la ordenada de la recta en xi

sea minima,

Se trata de encontrar valores de m y b que minimicen la funcidn:

n n
2
f(x,y) = L (yk - (mxk+ b))" =1L (yk - mx, - b)
k=1 =1
Hallemos los puntos estacionarios:
n
am b) (yk - mx, - b)xk =0
k=
n
of
35 = =2 Z=1 (yk—mxk—b)—
O sea hallemos m y b del sistema:
n n n
(z Ym+4+ (I )b=I xvVy
k=1 k= k=1 k" k
n
(I x)m+nb=23% y
k=1 X k=1 K
Como, de acuerdo a la nota anterior
n n
z X, z
k=1 =1
n n
- (2
ph 2—1 ( =1
T = =
k=1
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Entonces el sistema tiene una Qinica solucidén para m y b, es decir,

existe un Qinico punto estacionario.

n
5 A
(L)) k=1
n n n
z n nl xy (Z vy )€ vy)
k=1 =1 Kk ey K ey K
m
n n n n
ni x, - (I ) n I (Z x,)
k=1 k=1 xk =1 =1 k
n n
) I xvy
km1 k=1 Kk
n n n n n n )
z I (L (Z y)=-( x)(& =xvy
b oo k=t k=1 =1 k=1 X k=1 K ey KK
n n n 2 n
nI x = (I x) ni x - (I x)
k=1 k= K =1 K k=1 K

Veamos que en este punto, en efecto, se presenta un minimo:

-a—-§-=22 XZ-A
om~ k=1
2 n
9 f
=2 X xk =B
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]
-3

AC - B z - (X

de acuerdo a lo demostrado en la nota anterior,

n
Como A > O y A =2 x2 >0 entonces en P_ = (m , b ) se pre -
k=1 k o o o

senta un minimo, Por tanto la recta buscada esti dada por:

Yy =mx+ b, con los m,y bo hallados atris,

Frecuentemente se presentan situaciones en las cuales el problema no
es solamente encontrar puntos extremos de una funcion, sino que debe-
mos hallarlos estando los puntos (x,y,z) sujetos a algunas restriccio
nes adicionales, Un problema de este tipo para una funcion en dos

variables se puede plantear de la siguiente forma:

Hallar los valores extremos de la funcion z = f(x,y) sujeto a la res-

triccion g(x,y) = 0,

Si es posible en esta ecuacibn g(x,y) = O,representar explicitamente
"y" como funcidn de x, el problema se puede reducir a hallar valores
extremos en la funcibn de una variable, que resulta al reemplazar

en z = f(x,y), la "y" en términos de x.
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El llamado"Metodo de los Multiplicadores de Lagrange™nos permite re-
solver el problema planteado, asi no sea posible representar expli-

citamente "y" en términos de x en la relacidn g(x,y) = O:

Sea w = g(x,y) = 0, supongamos que estamos bajo las hipdtesis del teo
rema de la funcidn implicita (ver Capitulo 7), entonces existe una

vecindad de x, donde y = g1(x), as?f w = g(x,g,(x))= 0 y:

dg
MW _og=29dx  3g "1
ox ox dx dy dx
d
0=21+29..ﬁ
ox dy dx

por tanto:

g
dg‘l ox
dx 9q

oy

Por otra parte z = f(x,y) se puede representar por:

z=f&g1mﬂ = h(x)

1os extremos relativos se presentan donde h'(x) = 0, es decir, donde

e 0 pero:

3z _ of dx . af 99

0= ox " ax ax ¥ oy ax
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oy

O--a..f—ﬁ--aiﬁ
9xX Y 9y o9x

Expresifn que se puede escribir de la forma:

£ E

ax oY
29 !

ax ay

por tanto:

& £, . 2@l K

ara algunos escalares
3X° 3y Cax y P g e

entonces:
a_f.... B.QS-:O .a.f-.- B.@i:o
9X 9xX oY 9y

llamando A = - B. tenemos que los puntos estacienarios del problema

se presentan en los puntos (x,y) que satisfacen:

of , 5 39 .
9x * A ax °
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a2 &
Iy ay

gi(x,y)

De una forma mis sistemitica, estas ecuaciones se pueden obtener de
la siguiente forma: Los puntos estacionarios de z = f(x,y) bajo la
condicibn g(x,y) = 0, son los puntos estacionarios de la funci8n en

variables x, y, A construida en la forma:
P(x,y,A) = £(x,y) + X g(x,y)

pues evidentemente:

-9 _3f _, 39
ox ox ox

oF - 82
0] 3y 5y + 2 Sy

aF
0= Fyv g(x,y)

que coinciden con las ecuaciones deducidas arriba. La variable auxiliar

A se llama Multiplicador de Lagrande,
EJEMPLO 8,17

Hallar la distancia minima de la hiperbola xy = a (a > 0) al origen,
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Como los puntos que minimizan la distancia, minimizan también la distan

cia al cuadrado entonces consideramos como funcibn a minimizar:

f(x,y) = d2((x,y),(0,0)) = X2 + y2

bajo la condicibn que el punto (x,y) est@ sobre la hipérbola xy = a,

6 g(x,y) = xy - a= 0.

Construimos: F(x,y,\) f(x,y) + X g(x,y)

2 2
F(x,y,\) X +y + A (xy - a)

hallamos los puntos estacionarios:

oF
3;{-* 2x + Ay

[}
o

F
oy

[}
o

2y + \x

—.= Xy - a 0

De las dos primeras ecuaciones tenemos:

2
= e eu— A = - l
A v " uegoy
2 _ 2 o sea X=X
Y X y X
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De la tercera y = , entonces:

x|

donde x = - VFA P y =

Los puntos estacionarios son:

P1=(J'a, va) P, = (- = -\ &)

Aqui no tenemos criterios andlogos a los dados atrads para determinar

si en esos puntos se presentan maximos o minimos; pero analizando
nuestro problema, nos damos cuenta que dada una hiperbola como la de
este ejemplo, es decir rotada (sin trasladarla) existen dos puntos

en ella cuya distancia al origen es minima, por tanto P1 y P2 deben ser

estos puntos y la distancia estd dada por:

d=Vx +y = Vva+a = V2a

Este método de multiplicadores de Lagrange se puede generalizar para
funciones de mads de dos variables, y para problemas con mis de una

restriccidn.

Para hallar los puntos estacionarios de w = f(xj, Xyt eeer xn) que

cumpla las condiciones:
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g1(x1, cees xn) =0
gz(x1, coey xn) =0
=0

gm(x1, ceer xn)

conm < n

se construye la funcion de n + m variables:

o0 e n oe e = *e 9 +A- - o e L A
F(xi, ’ xn, 10 ’ Am) f(x1, p xn) ]g](x1, ,xn) + +
y Se encuentran los puntos estacionarios de esta funcion, es decir se
resuelve el sistema.

oF

EJEMPLO 8.18

Hallemos en el 8,15 los puntos estacionarios, utilizando Multiplicado-

res de Lagrange:

La funcién a minimizar es el cuadrado de la distancia de un punto

. 2 2 s
(x,y,z) al origen: f(x,y,z) = x + y2 + 2z, con la restriccidn que el
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punto (x,y,z) esté sobre el plano Ax + By + Cz = D,

Construimos la funcibn F(x,y,z,})

P(x,y,z,A\) = £(x,y,2) + A g(x,y,2)
2 2 2

F(x,y,z2,A) =x" +y +2 + A (Ax + By + Cz - D)
AF A
ax—2x+AA—0 = X—"'z-)\

B

=2y + AB=0 = y=- 5 A

C
=224 AC=0 = z=-=}
d Z
oF

—- =AX +By+Cz-D=20

Reemplazando x,y,z en la {iltima ecuacion tenemos:

B C

A(-?X)+B(-5X)+C(—'§'X)—D—O

2
A%y + B2y +C%\ +20=0 2 A = - 2D .
luego:

AD BD , = CcD
2 2 2 2 2 2 -2 2 2
A +B +C A +B +C A +B +C

286



