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Resumen: En este trabajo se presenta en detalle algunos resultados del articulo CONSERVATION
LAWS IIl:relaxation limit (ver [17]), en relacion al estudio del limite singular de relajacion rigida y
difusiéon dominante para el problema de Cauchy de un sistema de Flujo Cuadratico. Se realizaron
algunas modificaciones respecto al articulo, particularmente en el estudio de la region invariante,
ya que no usamos el principio del maximo para establecer dicha region. Ademas se comprueba en
detalle la ultima observacion del articulo, la cual se refiere a la inclusion de una funcion a(v,u)
Lipchitz continua positiva en el término de relajacion del sistema, verificando la adecuada inclusién
de este término mediante la demostracién de los resultados del articulo bajo esta nueva condicién.

Palabras Claves: Sistema de Flujo Cuadratico, Regién Invariante, Limite de Relajacién, Difusion
Dominante.

Abstract: In this work, it has been presented in detail some results of the article CONSERVA-
TION LAWS III: relaxation limit (see [17]), in relation to the study of the singular limits of stiff
relaxation and dominant diffusion for the Cauchy problem of the System of Quadratic Flux. Some
modifications were made from the article, particularly in the study of the invariant region, beacuse
we didn’t use the maximum principle to construct this region. In addition, the last observation of
the article is developed in detail, which refers to the inclusion of a positive a(v, u) Lipchitz function
in the term of relaxation of the system, verifying the adequate inclusion of this term through the
demonstration of the results of the article under this new condition.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales
1
UH—F(U)x—I—;R(U) =0, (1.0.1)

donde U = U(z,t) es un N—vector de cantidades fisicas, F'(U) es el vector fluyjo y R(U) es un
término de relajaciéon que representa la fuerza que impulsa el sistema perturbado hacia el estado
de equilibrio. 7, el cual es pequeno en muchas aplicaciones, es el tiempo de relajacién y puede verse
como un tiempo escala caracteristico en el proceso de relajacion. Un sistema de la forma (1.0.1) es
un sistema de leyes de balance con relajacién.

Los sistemas de relajacion (1.0.1) surgen en el modelamiento fisico de diferentes fendmenos como la
teoria de combustion [21,22,26], cromatografia [33,39], viscoelasticidad [5,29], teoria cinética [2—4],
flujo en rios [12,39] y flujo de trafico [19,20,32,35,39|.

El correspondiente sistema disipativo asociado a (1.0.1)
1
U+ FU), + ;R(U) = €Uy, (1.0.2)

donde € es el coeficiente de difusién o parametro artificial de viscosidad. El comportamiento de
las soluciones U™¢(z,t) del sistema (1.0.2) cuando el tiempo de relajacion 7 y el coeficiente de
viscosidad € tienden a 0 es un hecho interesante tanto en fisica como en matemaéticas, este tipo de
limite singular ha sido estudiado por ejemplo en [6,13,23].

El fenémeno de relajacion se presenta en muchas situaciones fisicas, la primera aproximacion a este
tipo de problemas fue hecha por Whitham en su libro Linear and Nonlinear Waves [39], quien in-
troduce la llamada condicién subcaracteristica en el caso lineal, condicién validada posteriormente
para sistemas no lineales 2 x 2 por Tai-Ping Liu en [18§].

En 1993, con [6], Chen y Liu despertaron el interés sobre el problema del limite de relajacion
y disipacién cero para sistemas de leyes de conservacién con relajaciéon y disipaciéon, es decir, el
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estudio cuando el tiempo de relajacién y la viscosidad tienden a cero. En su articulo, Chen y Liu
consideran los modelos viscosos de elasticidad y de transicién de fase y estudian su limite de re-
lajacion y disipacion, para este fin aplican el método de la region invariante 7] y la teoria de la
compacidad compensada, originalmente introducida en [28, 38].

Los dos autores de [6] junto con David Levermore publicaron el articulo [5] en 1994, cuya principal
contribucién es el desarrollo de resultados para tratar con nxn sistemas hiperboélicos con relajaciéon.
En [16] Shi Jin y Zhouping Xin proponen una nueva clase de esquema numérico para una eleccion
especifica del sistema de relajacién, el cual es dado por

Ut+1)g;:0 (103)
v+ aug = 2 (vi(u) —v), (a, 7>0). o

En [29], Roberto Natalini mostr6 que el modelo de relajacion (1.0.3) bajo la condicion subcaracte-
ristica

—Va < v (u) < Va,

goza de una serie de propiedades.

Para las soluciones viscosas del sistema del gas dindmico isentrépico en coordenadas Fulerianas

con término de relajacién

Pt + My = €Pzy
e o ), 2
x

T

(1.0.4)

con valor inicial acotado
(p(m,O),m(w,O)) = (pO(‘T) +€7m0(x)) ) (105)

Lattanzio y Marcati [27] obtienen una estimativa a priori en L para h(p) = ¢p(1 — p), ¢ > 0
y consideran el limite cuando el término de relajacion 7 — 0. Lu [23] obtiene la convergencia
de las soluciones del problema de Cauchy (1.0.4)-(1.0.5) para casos mas generales que el conside-
rado en |27| cuando el término de relajacion 7 tiende a cero més rapido que el parametro de difusion.

El estudio cuando 7 — 0 para el modelo extendido de flujo de tréfico

pt + (pu)e =0

1.0.6
ut+(“§+9(p))x+“_h(p)=07 100

fue iniciado por Schochet [35]. Esta clase de modelo fue introducido en [39] con el fin de estudiar
el flujo de trafico de vehiculos.

En |23] se estudia el limite singular de relajacion rigida y difusiéon dominante, esto es, 7 = o(e)
cuando € — 0 para el problema de Cauchy de un sistema 2 x 2 de leyes de balance con relajacién



Introduccion 5

y difusién:
{Ut + f(va u):c = €Uzy (107)

up + g(v, )y + La(v,u) (u—h(v) = ugg ,

con valor inicial acotado y medible

(U(.I‘,O),u(l‘,())) = (U()(l‘),uo(l‘)), (1.0.8)

donde 7 es el término de relajacion, a(v,u) > 0 y € es el coeficiente de difusién. En [23] se
establece que si 7 = o(€) cuando € — 0 y existe una cota a priori en L% para las soluciones
(v, uf) = (v”(f),u”(e)) del problema (1.0.7)-(1.0.8) entonces existe una subsucesion (v, u)
convergente a la solucién de estado de equilibrio del sistema, mostrando la aplicacién de este resul-
tado al sistema de elasticidad, al sistema del gas dindmico isentrépico en coordenadas Fulerianas
y al modelo extendido de flujo de trafico. También se considera el limite de relajacion rigida y
difusion dominante sin el uso de una estimativa a priori en L°° para los problemas de Cauchy del
sistema de fluido dindmico en coordenadas Lagrangianas y el modelo de flujo de trafico.

El limite de relajacién rigida y difusion dominante para el problema de Cauchy de las ecuaciones
no homogéneas del sistema de elasticidad con relajacion y difusion

(1.0.9)

v — Uy + g(v,u) = €Uy
= 5(0)y + f(v,u) =2

7 — CUzg,

con valor inicial acotado
(v(z,0),u(z,0)) = (vo(), uo(x)) , (1.0.10)

es estudiado en [25] usando el esquema dado en [23] o [24].

Teniendo ya referencias sobre el estudio de estos Sistemas de Cauchy con relajaciéon y difusion
dominante, seguiremos el esquema dado en [17]. Se estudiara el limite singular de relajacion rigida
y difusién dominante para el problema de Cauchy con relajacion y difusion, asociado al sistema de
flujo cuadratico (1.0.11) y (1.0.12):

{vt + (uv)y = €Vgs (1.0.11)

w + 5 (3u +0%)  + La(v,u)(u— h(v)) = €Uy,

con valor inicial acotado y medible

(v(z,0),u(x,0)) = (vo(), uo(x)) , (1.0.12)

donde «(v,u) es positiva y Lipchitz continua.

En la primera parte, mediante algunos lemas se muestra la regiéon invariante que existe para las
soluciones viscosas, dando estimaciones a priori de las mismas. Seguido de la acotacién sobre
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: . : . o u— h(v)
compactos para las derivadas de las soluciones viscosas y el término de relajacion a(v, u) ———.

En la siguiente subseccion, utilizamos esto para aplicar el lema de Murat a la expresion n(v);+¢q(v),
que involucra al par de entoropia (7,q) con 7 de clase C? y obtener en la siguiente secciéon un
estudio més detallado que involucra cierto par de entropfa-flujo. Siguiendo esto, en la tercera
parte, utilizamos el lema del Divergente Rotacional para demostrar la convergencia fuerte de las
soluciones viscosas, finalizando con la demostracién de que v es ademés solucién entrépica en el
sentido de Lax del problema de Cauchy

v + (vh(v))z = 0, v(z,0) = vo(x).

Para el problema de Cauchy (1.0.11), (1.0.12), el limite de relajacién rigida y difusién dominante
es tratado en [17] cuando a(v,u) = 1.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1. Analisis Funcional

Las siguientes definiciones y resultados se tomaron principalmente de [37]. Ademas, se utilizan
algunos resultados sobre espacios LP que no fueron citados, los cuales pueden revisarse en la teorfa
general sobre estos espacios en Brezis [1].

Definiciéon 1 (Pré-compacto). Sea X un espacio métrico. Un subconjunto M se dice pré-compacto
o totalmente acotado si para todo € > 0, existe un subconjunto finito J de M tal que
M c | B(a,e).

acJ
Teorema 2.1.1. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

a.) A es compacto.

b.) A es completo y pré-compacto.

Demostracion:
La demostracion de este resultado puede verse en |37, pag 28]. |

Definicion 2 (Convergencia Débil-Estrella (Débil*)). Sea E un espacio normado y {u,} una
sucesion en el espacio dual E'. La sucesion {u,} se dice convergente débil-estrella al limite débil
estrella v € E’ si para todo x € E, se tiene uy,(z) — v(z).

Para los espacios LP, se tomard en cuenta la definicion que da Smoller en [36, pag 570]. Si f, es

una sucesion en LP(Q), y 1 < p < oo, entonces f,, converge débilmente a f, si / fméd — | fo,
Q Q

para todo ¢ € L (Q), con 1/p+ 1/p’ = 1. Para p = oo, se toma ¢ € L.

El siguiente teorema es una importante consecuencia del teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki.
Puede revisarse este resultado en [34, pag 7], sin embargo se presenta un esbozo de la demostracion.

Teorema 2.1.2. En un espacio de Banach X* con predual X separable, toda sucesiéon acotada

contiene una subsucesion convergente débil*.
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Demostracion:
Consideremos los siguientes hechos:

1. Banach-Alaoglu-Bourbaki: la bola unitaria Bx+ es débil* compacta para todo espacio nor-
mado X.

2. Si X es un espacio separable, la bola unitaria Bx+ es débil* metrizable.

En efecto, si (z,)p., es una sucesion acotada en X*, entonces existe M > 0 tal que la sucesion
(xn /M), esta en By-. Por la compacidad y metrizacion de Bx+ con respecto a la topologia
débil*, se tiene la compacidad secuencial. Esto es, existe una subsucesion (xp, /M),-, tal que
T, /M — x débil*, para algin z € Bx-. Luego z,, — Mux. [ |

2.2. Problema de Cauchy de un sistema de leyes de conservacién
con relajaciéon y difusién

Considerando la ecuacién

1
Ui+ F(U)y+ ~R(U) = eUys , (2.2.1)
T

y su sistema asociado, discriminando la relajacién y disipacién, se obtiene

Ui+ dF(U)U, =0, (2.2.2)
donde dF'(U) es la Matriz Jacobiana de F'. Se tienen las siguientes definiciones.

Definicion 3 (Sistema Hiperbolico y Estrictamente Hiperbolico). Decimos que el sistema (2.2.2)
es Hiperbélico si dF tiene dos autovalores reales A1 y Ao. Se dice Estrictamente Hiperbélico si Aq
y Ao son distintos, es decir A; < A2. Si A1 y A2 coinciden en algunos puntos del dominio, el sistema
es llamado Hiperbélicamente Degenerado.

La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en el articulo [40].

Teorema 2.2.1 (Existencia de las soluciones viscosas). Consideremos el siguiente problema de
Cauchy para el sistema parabolico:

w4 fi (ul,u2,...,u”)x+gl(u1,u2, Ju) = eul,
(2.2.3)
utn+fn (u17u27"'7un)m+gn(u ,Uz, ,Un)IEUIx
con dato inicial
ut(z,0) = ugt(z), ..., u"(x,0) = up™(z), (2.2.4)

acotado y medible:
|uo' (2)] < M, ..., lug™(x)| < M.
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1) Suponga que f; € C*(R") y g; son funciones localmente Lipchitz, parai = 1,2, ...,n. Entonces
el problema de Cauchy (2.2.3)-(2.2.4) tiene una nica solucion
(uls(:n,t),...,una(:n,t)) € C* (R x (0,79)) para 79 > 0 el cual depende tnicamente de la
norma en L del dato inicial, y

[u'®(z,t)| < 2M,... Ju" (2, t)| < 2M, V(z,t) € R x [0,79).
11) Més atn, si la solucion (u'®(z,t),...,u"(z,t)) tiene una estimativa a priori
[u'e(z, t)| < M(T),...,|u"(z,t)| < M(T), vt € 0,77,
entonces la solucion (ule(:p, t),...,u" (z, t)) existe en R x [0, 7.

Particularmente, si existe N > 0 tal que
1
o0 < Ve I ey < N
entonces la solucion (ule(x,t), L u (1) € C°(R x (0, +00)).

Definicion 4 (Invariantes de Riemann). Las funciones W = W(u,v), Z = Z(u,v) son llama-
das Invariantes de Riemann del sistema (2.2.2) correspondiente a A\; y Mg, si ellas satisfacen las
ecuaciones

VW .ry, =0, VZ.-ry, =0.
Donde 7y, v 7),, denotan los autovectores derechos.

Definicion 5 (Par de entropia). Un par de funciones (n(u),q(u)) es llamado un par de
entropia-flujo del sistema (2.2.2), si (n(u), ¢(u)) satisfacen

Vg(u) = Vn(u)V f(u).

Definicion 6 (Solucion entropica en sentido de Lax). Sean (n(u), ¢(u)) el par de funciones de clase
C? que satisface ¢ =n'f', 0" > 0,y ¢ € C*(R x RT) una funcién positiva, v es soluciéon entrépica
en el sentido de Lax, si

// n(v)¢t + q(u)pedzdt > 0.
RxR+

2.2.1. Regiones Invariantes Positivas

El estudio de las regiones invariantes es muy importante, en el sentido que permite resultados sobre
el comportamiento de las soluciones en tiempos largos. Estos resultados fueron tomados del texto
de Smoller en [36].

Consideremos el sistema con valor inicial;

9
gt = eDVyp + MV, + F(9,1) (z,t) € A x Ry, (2.2.5)

Hx,0) = Yo(x), x € Q.
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Aqui, £ > 0, Q es un intervalo abierto en R, D = D(d,x) y M = M (¥, ), son funciones de valor
matricial definidas en un subconjunto abierto U x V C R" x Q, D > 0, ¥ = (¢1,09,...,9,) y si {
es una funcién suave de U x R4 en R".

Definicién 7. (Region Invariante) Un subconjunto cerrado ¥ C R™ es llamado una Region Positiva
Invariante para la solucion local definida por (2.2.5), si cualquier solucion ¥(x,t) teniendo todos
su valores frontera e iniciales en X, satisface ¥(z,t) € ¥ para todo = € 2 y para todo ¢ € [0, ).

Estas regiones pueden ser descritas en términos de una coleccion finita G1, Ga, ..., G, de funciones
suaves definidas en U, como se sigue:

S=({VeV:G¥) <0,i=1,..,n}. (2.2.6)
=1

Definicion 8. (Funcion Quasi-Convexa) La funciéon suave G : R — R es llamada Quasi-Convexa
en ¥ si siempre que dGy(n) = 0, entonces d*Gy(n,n) > 0.

A continuacioén, el principal resultado de esta seccidén, que permitird determinar que condiciones
sobre las funciones G; son necesarias, para establecer la regién invariante.

Teorema 2.2.2. |Region Invariante] Sea ¥, como se define en (2.2.6), v suponga que para todo
t € R, y para todo 9 € 9%, las siguientes condiciones se tienen:

1. dG; en ¥ es un autovalor izquierdo de D(V,z) y M (0, x), para todo = € Q.
2. G es quasi-convexo en ¥.

3. dG;(f) < 0en ¥, para todo t € R,.

Entonces ¥ es invariante para el sistema (2.2.5), y todo € > 0.

2.3. Compacidad Compensada

FEn esta seccion se presentan algunos resultados sobre compacidad compensada, tomados del texto
de Hermano Frid [30].

Lema 1 (Murat). Si {f;};—, una sucesion acotada en Wl;C“(Q) para alguna r, con 2 < r < o0,
tal que fr = g +hp (k=1,2,...) donde {g;} es una sucesiéon pre-compacta en Wi, 52(Q), v {hy}
es una sucesion acotada en M (€2) (espacio de medidas de Radon) entonces {fi} es pre-compacta
en Wi 12(Q).
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Demostracion:
Se puede ver la demostracion en [30, pag 33]. |

Como ya se menciond, el siguiente resultado debido a Tartar y Murat constituye el nicleo de la
teorfa de la compacidad compensada y serd de especial utilidad para demostrar la convergencia
de las soluciones asociadas al sistema con relajacién rigida y difusiéon dominante. Su demostracion
puede verse en [30, pag 21].

Teorema 2.3.1 (Divergente Rotacional). Sean €2 C R™ abierto y acotado y las sucesiones {v°}_,
{w®}, acotadas en L2(;R") tales que;

I.) div v¢ es pré-compacto en W~12(Q)
11.) {rot w®} es pré-compacto en W~—12(Q; M"™*"),
donde M™™ es el espacio de las matrices n X n y denotamos

(rot)sj = (;ijw’ - aaxiw],
1<4,5 <n.
Supongamos ademés que v° — v y w® — w en L%(Q;R").
Entonces

vEewt = v-w

en el sentido de las distribuciones.
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Capitulo 3

LIMITE SINGULAR DE
RELAJACION RIGIDA Y DIFUSION
DOMINANTE PARA EL SISTEMA DE
FLUJO CUADRATICO

Dado el sistema de Flujo Cuadratico con relajacion rigida y difusion dominante

{’Ut + (UU)Q: = EUgxg, (301)

ug + 1 (3u® + v2)$ + La(v,u) (u—h(v)) = eugy
con valor inicial acotado y medible

(v(z,0), u(z,0)) = (vo(x), uo(2)). (3.0.2)

En aplicacion del Teorema 2.2.1, sabemos que las soluciones existen localmente en el tiempo. Ade-
mas, si encontraramos estimativas a priori para estas soluciones, podremos extenderlas globalmente,
siendo este el propdsito de la siguiente seccion.

Observacion 1 (Notacion de las soluciones del sistema). Para mayor precision, u y v, en el sistema
anterior, debiesen ser reemplazadas por u€ y v€. Sin embargo, se utilizaran v y v, para indicar estas
soluciones en tanto no hayan confusiones.

3.1. Acotaciéon a priori de las soluciones

Para demostrar el siguiente Lema sobre la acotaciéon de las soluciones, debemos establecer primero
los Invariantes de Riemann. Ciertas curvas de nivel de estas funciones nos ayudaran a delimitar la

regién de acotacion.

Escribimos el sistema hiperbélico asociado:

13
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{vt + (uv), = 0. (3.1.1)

up + %(SUQ +v2)$ =0

de la forma

Uy + dF(U)U, = 0,

donde U = (u) y F(U) = (%(3u2+02)>'

La matriz Jacobiana asociada a F(U) esta dada por

o= (1)

A = 2u + s1/? v A2 :2u—sl/2,

cuyos autovalores son

con s = u® + vz, y autovectores respectivos

<31/2 — u> <31/2 + u>
r = y ro = .
—v v

A este sistema hiperbodlico, se calculan los Invariantes de Riemann asociados a los autovalores, es
decir, las funciones W(v,u) y Z(v,u) que satisfacen,

Wa(s'? —u) = Wyv =0
Zy(sY? +u) + Zyv = 0.

Solucionando el sistema, se obtiene

W (u,v) = s +u
Z(u,v) = s/ — .

Lema 2. (Acotacion de las soluciones u® y v¢) Sea h(v) € C(R). Si N y L son constantes positivas,
tal que la curva u = h(v) y los datos iniciales (vg(z), up(z)) estan dentro de la region

Y ={(v,u) : W(v,u) < N}n{(v,u) : Z(v,u) > —L}
y u = h(v) pasa por las dos intersecciones (vi,u1) y (v2,u2) de las curvas W(v,u) = N y
Z(v,u) = —L, entonces las soluciones (9°) = (vE’T(E),ug’T(E)) del problema de Cauchy (3.0.1)-
(3.0.2) satisfacen

juf(z, )| < M, |(z,t)| <M, (z,t) € RxRT,
donde M es independiente de ¢.
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Demostracidn:
Tomando los invariantes de Riemann del sistema, se obtienen las siguientes expresiones

2 2

u v v uv u
Wu:1+ an: aWuu: 3aWuv:—3anv: 3
\/g \/5 s82 s2 s2

u v v
Zu:].—i, Z'U:_i, Zuu:_i'7 ZUU:—37 ZU’U:_i'

NG
Consideremos las curvas W(v,u) = u + s1/2 = N, donde N > 0, esto es

N v2

2 2N’

en este sentido, estamos hablando de parabolas que abren hacia abajo con vértice en (0, 2).

Similarmente las curvas Z(v,u) = u — s'/2 = —L, donde L > 0, esto es

L
en este sentido, estamos hablando de parabolas que abren hacia arriba con vértice en (O, —2>.

Ya que el dato inicial ¥(z) = (vo(x), up(z)) es acotado y h(v) € C(R), escogemos las constantes

N y L, de tal manera que 9, y u = h(v), esten en la region ¥, dada por:

Y ={(v,u) : W(v,u) < N}n{(v,u) : Z(v,u) > —L}

={(v,u) : W(v,u) = N <0} n{(v,u) : —Z(v,u) — L < 0}.

Si la curva u = h(v) pasa los dos puntos de interseccion (vi,uy),(ve,uz) de las curvas
W = N,Z = —L y estd por encima de la curva Z = —L y debajo de la curva W = N cuan-

do v; < v < vy, como se muestra en la figura 3.1:
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wv,u)=N

(v, 4p) u=h(v) (v1, “1;

v

L

z(v,u)=-
____,--'/

Figura 3.1: Regién Invariante 3.

Veamos que en efecto, ¥ es una regién invariante en aplicacién del Teorema 2.2.2, tomando

9= (v,u), p=('"Y) M=("" 77 y f= Ou—h(v)
0 1 —v  —3u —a(v,u) <f>

En términos del teorema, tenemos las funciones suaves:

Gi(v,u) = W(v,u) — N Ga(v,u) = —Z(u,v) — L.
Con primeras y segundas derivadas como sigue:
dG1 (v, 1) = Wy (v, )i + Wa(v,u)j = =i+ 1+ =)
V,U) = v, )l v,U)) = —=1 —
1\Y, v\V, u\Y, J \/g \/g J
dGa(v,u) = —Zy(v,0)i — Zu(v,u)j = =i+ [ —=—1) ]
v,u) = —Zy(v,u)l — v,U)] = —=1 — =
2\V, v\V, u\V, J \/g \/g Js
2 2 2
%Gl (gfmGl va(va u) Wvu(vvu) ;;T _51;72
d’G, = = =
2 2 2
%Gl %Gl Wuv(va u) Wuu(’U, u) _;;72 sg/Q
izG ﬁG -7 -z uf2 _wv
5202 goaub2 wo (v, 1) wu(v, 1) 3372 3372
d’Gy = = =
2 2 2
%GZ %GZ —Zyw(v, 1) —Zyu(v, 1) _87;72 Sg/z

Veamos que en efecto verifican las hipotesis, para todo t € Ry y 9 = (v, 1) € 9%.
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1. dG1 y dG3 en 9, son vectores propios a izquierda de D(J,z) y M (9, x).

1

» Dado que D((v,u),x) = (O

0 .. .
1), trivialmente dG1 y dG2 son autovectores propios.

Solucionando la ecuacion Det (M — pl) = 0, para p se obtienen los siguientes valores propios:

p = —2u — /s, po = —2u + /5.

Para abreviar la notacién, definimos 5 = u° + 2.

» dG1(v,u) es autovector izquierdo de M ((v,u),z) = (—u _SU>'
-0 —3u

dGl(z‘;,a)M((z‘;,a),x):(Wv(ﬁ,a) Wu(@,ﬂ)> (‘? _17_)
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» (1 y Go son cuasi-convexas en 9. Segtn la Definicién 8, tomamos 1 = (11, 12).

= Caso G1: La conclusion se sigue pues;
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= Caso G2: La conclusion se sigue pues;

» dGy

R 55/_2 m
d*Gay(n) = (771 772) ]
- Sg72 ;3)/2 "2

1 _ _
— <s3/2> (umy — vn2)2 >0

(f) <0y dGa(f) <0en 9, para todo t € Ry.

dG1 (f) = (W, (v, @), Wy (9,)) - <o, NGED <“_h(”)>>

Ya que @ > 0, nos concentraremos en el signo de la expresion W, (v, @) (a — h(?)):
Siv e 90X NW(v,u) = N, entonces (u — h(v)) > 0. Ademas, W, (v,u) > 0, para todo
(v,u) € R?, entonces la expresién tomada inicialmente es positiva.

Asi, puede concluirse que

dG1(f) = Wu(v, 1) <—a(v,u) (u_h(v))> < 0.

T

Analogamente, si ¢ € 90X N Z(v,u) = —L, entonces (u— h(v)) < 0. Ademds,

Zy(v,u) > 0, para todo (v,u) € R% luego —Z,(v,u) (@ — h(v)) > 0. Luego, puede
concluirse
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Ya que el dato inicial ¥,(z) = (vo(x), ug(x)) y la curva u = h(v) € C(R) estan en 3, en aplicacion
del Teorema 2.2.2; esta region es invariante positiva, y por lo tanto las soluciones 9 = (v®,u®)
estan en Y. Asi, obtenemos una estimacion a priori para las soluciones:

|u®(z, )| < M, | (z,t)| <M

donde M es independiente de ¢.
Luego las soluciones u®(x,t) y v*(x,t) son uniformemente acotadas en L> respecto a . Ademaés,
en aplicacion del Teorema 2.1.2 existe una subsucesion (u®, v®) convergente débil*; notado

W* —lim(u®(x,t),v°(z,t)) = (u(z,t),v(x,t)). (3.1.2)
|

Lema 3. Para el sistema de Flujo Cuadatico (3.0.1) si 0 < ag < a(v,u) y h(v) € C?(R) entonces
€ £))2
e(us)?, e(vs)? y w son acotados en L}OC(R x RT1).

Demostracion:

Por simplicidad, omitiremos el superindice € en la demostracién.

Consideremos la funcion p(u,v) = “2—2 — h(v)u + 0177’2 Para esta funcion p(v,u), se tienen las

siguientes expresiones:

pu(v,u) =u—hw) py(v,u) = —ub/(v) +Crv  puw(v,u) =1  pw(v,u) = —uh"(v) + Cy

Puo(v,u) = =1 (v).

Consideremos la expresion

puuui + 2DupUg Vg +pvvv§ =1- (ui) + 2(=h (v))uzve + (—uh”(v) + C’1)v§. (3.1.3)
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Ya que h(v) € C%(R), y v es acotada. Entonces h/(v), y h”(v) son acotadas, luego satisface

puuui + 2PupUg Uy + pmﬂfi > CQ(U?E + Ui) (314)

para alguna constante Cy > 0.

Multiplicando el sistema (3.0.1) por (py, pu), tenemos

Po(v, w)ve(z, ) 4+ py(v,w)(uv)y = Py(v, U)eVLy (3.1.5)
pu(v, w)ug(z, t) + pu(;}’u)(3u2 + 02) 4 pu (v, u)a(v, u)(U_Th(v)) = pu(v, U)eULy. (3.1.6)
Adicionamos las ecuaciones (3.1.5) y (3.1.6)
(oo el )+ o ), 1) + P20 (302 102) 4 gy (0, )y + w0
= py(U, u)gvxac + Pu(v, u)gux:v- (317)

Ya que

Dz (’U, u) = puuqu + 2DupUg Vs + Pylze + pvaxQ + PyVszz,

de esta ecuacion en (3.1.7) y usando la desigualdad (3.1.4), se obtiene;

u — h(v))?
p(v, ) + pu(v,u) (;u2 + ;v2> + pu (v, u)(uv)z + pu(v, u)a(v, u)(i()) (3.1.8)
=€ [ ez (0, ) — (puuumz + 2pup g vy + pvvvx2)]
< €[pee(v,u) — Co(u? + v2)]. (3.1.9)

Analizando el segundo sumando de la expresion (3.1.8), se obtiene:
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3 1 3 1
pu(v,u) <u2 + 122> = pu(v,u) (2u2 + 21)2)
x

Aplicamos el Teorema del Valor Medio para p,(v,u), luego existe 1 € (h(v),u), tal que
_ pulv,1) = pu(v,h(v))

Puu(v, 1) = h(v)
o) (524 307) = (Gt =) + ([ puls. DGR ) + 95 )

— 2 (Pt Puwve) (1 h(0) (1~ h(v))

+ Puu(B1,0) (u = h(v)) (Bh(v) I (v) + v)vg

pu(v, 1) (;uz + ;112)1 = Bpu(u,v)(u2 — h2(v)) + /U pu(s, h(s))(3h(s)h'(s) + s)ds]

T

_l’_

[_z(puuuz + Puvvz) (u + h(v))(u — h(v))] (3.1.10)

+ [Puu(Br,v) (u = h(v)) (Bh(v) (v) + v)vs] -
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En la expresion (3.1.10), asignamos la siguiente notacion:

T = [gpuw,w(zﬂ 120+ [ puls, DGR () + s)ds] '

x

15

= St )+ )0~ (o)
T3 = [puu(B1,v)(u — h(v))(Bh(v)H (v) + v)vs] .

Por otro lado, para el tercer término de la expresion (3.1.8), obtenemos

pu(v, w)(uv)s = py(v, u)(wv)z + po(v, u) (VA())z — pu(v, u)(Vh(V))s
+ po(v, h(v)) (Vh(v))2 — po(v, h(v)) (VR(V))e
+ Poa (v, w)v(u — h(v)) = poa(v, w)v(u — h(v))
= po(v, u) [(uv)e — (VA(V))z] + po(v, h(0))(VR(V))s
+ (Po(v,u) = po(v, h(v))) (vh(V))a
+ puz(v,u)v(u — h(v)) — pyz (v, u)v(u — h(v)).

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

Aplicamos el Teorema del Valor Medio para p,(v,u), luego existe B2 € (h(v),u), tal que

pulv,u) = po(v, h(v))

pvu(v 62) w— h(’l))

po(v,u)(uv), = <pv(v, w)v(u — h(v)) + /U pu(s,h(s))(h(s) + h’(s)s)ds>

+ [=Poa (v, wv(u — h(v))]
+ Puv (B2, 0) (u = h(v)) (h(v) + B (v)v)vs.

T

En la expresion (3.1.14), asignamos la siguiente notacion:

7y = <pv<v,u>v<u — 1)+ [ puls ) b(s) + h/<s>s>ds) .

Ty = [=pua(v, w)v(u — h(v))].
T = puv (B2, v) (u — h(v)) (A(v) + I (v))vs.

Ya que pyy, Puv ¥ (v + h(v)) son acotadas, podemos tomar max(|pyy| , [Puv|, |u + h(v)]) =

de (3.1.12)

o] < OVEVF (Jug] + s >'\f;’)'

- ovavru M ovayr g L,

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)
(3.1.17)

C. Asi,

(3.1.18)



Acotacion a priori de las soluciones 24

Consideremos la desigualdad
2

da® + % > |ab| con §>0, (3.1.19)

Tomamos el primer sumando de la expresion (3.1.18), y la desigualdad anterior (3.1.19), sea

_Ju—h()

a

Obtenemos

2 2
[u—h()| _ slu=h@P K27 |ul”
NN 27 46

Similarmente, tomamos el segundo sumando de la expresion (3.1.18), y la desigualdad (3.1.19),

CV2V/T |,

(3.1.20)

asignamos
lu — h(v)|
Q= ——— b = C\/i U.Z’ .
Vi y VT |vg]
Obtenemos
ju—"h(v)| _ Ju—h@)[  K2r|v,|’
Cv2 - <é . 3.1.21
Vavrin 20 < stk 4 B2 (3.121)
Tomando las desigualdades (3.1.20) y (3.1.21) en (3.1.18), resulta:
—h 2
|Ty| < SM + C1(8)T(u2 + v2), C1(9) es una constante que depende de 9.
T
(3.1.22)
Anélogamente, de (3.1.16), se obtiene
- — h(v))?
|T| < 5% + Co(6)T(u2 + v2), C3(d) es una constante que depende de 6.
T
(3.1.23)

Ahora, consideremos el caso T3. Teniendo en cuenta que py,, = 1y el término (3h(v)h'(v) +v) es
acotado.

u— h(v
5] = a1, 0)(w = M) GO + o)us] < |2 Cr/ro, (3.1.21)
Con Cy que depende de la expresion (3h(v)h/(v) + v).
Tomamos la expresion anterior (3.1.24), y la desigualdad (3.1.19), asignamos
_ Ju—=h(v)]

a= =y b= Cyy/T|va].

Para obtener:
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—h 2 2
|T5] < 5% + 05%, con Cy constante. (3.1.25)
T
Anélogamente, de (3.1.27), se obtiene
_ _ 2 2
|T5] < 6M + C’g 45 con Cg constante. (3.1.26)
T

Definase q(u,v), = Ty +T1. En (3.1.8), se obtiene.

(u— h(v))?

- :p(uav)t + Q(u’v)x

+To+ T+ Th + Ts (3.1.27)
(u— h(v))?

< elpya(u,v) — Co(u2 + v2)).

Ademas, reemplazando (3.1.22),(3.1.23),(3.1.25),(3.1.26) en (3.1.27) resulta

p(u,v)t+T1 +T2+T3+T1+T2+T3+Oé(v,u)

+ a(v,u)

p(u,v)e + q(u,v)y — 45(u—Th(v))2 + a(v, u)(u—2h7(v))2 + (eCy — 7C3) (u2 + v2) (3.1.28)
— h(v))?
< epga(u,v) — a(v,u)w. (3.1.29)

27
Si tomamos § = % en la desigualdad (3.1.28), obtenemos
—h 2
p(u,v)r + q(u,v), + <f (%) + ao) (UZT(U)) + (eCy — TCg)(Ui + U%) < epga(u,v), (3.1.30)

para una constante positiva Cs dependiendo de las cotas de las segundas derivadas de p(u,v).
Ademas 7 = o(e) cuando € — 0, luego 27C5 < €Cs si € es suficientemente pequeno. Luego, de la
desigualdad (3.1.30), resulta

u — [ 2 g
(2hT<)> + (02§> (U2 +v2) < epaa(u,v) — p(u,v) — q(u, v),. (3.1.31)

Sea K C R x R un conjunto compacto arbitrario. Escojamos ¢ € C{°(R x RY) tal que ¢ = 1,
0 < ¢ <1y escribamos S = sopp. Entonces, multiplicando (3.1.31) por ¢ e integrando por partes

a0

sobre R x R, tenemos

// (St o 002 ) g

I (Gt s a0

/ [ (Gt 2o =)

/./ (Pdt + @@z + €PPry) dxdt < M(),
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2 _ 2 (u—h(v))?

es decir, euy, evsy - son acotadas en L} (R x R}). [

3.2. Estudio de los pares de entropia-flujo

Para ver la existencia de los pares de entropia flujo de nuestro sistema, se requiere escribir la
condicién de entropia flujo Vq(U) = Vi(U)VF(U), como
Gu = 3ufjy + vy
Qv = VTy + Uly.
Eliminando ¢ se obtiene
U(ﬁvv - ﬁuu) + 2uﬁuv =0.

Mediante la sustitucion 7(v, u) = n(s,u) y §(v,u) = q(s,u) se tiene las siguiente ecuacion diferencial

parcial
1
Nlss = anuuy

cuya solucion esta dada por 7(s,u) = h(s)eF* para k constante y h(s) que satisface

2
h"(s) — %h(s) =0.

Ademas si en esta tltima ecuaciéon hacemos a(s) = s'/%,r = ks'/2, h(s) = a(s)¢(r), se puede
transformar en

5'0) = (1+ 12 ) o) =0

cuya solucion en serie existe y nos conduce a la existencia de los pares de entropia-flujo.
A continuacion se estudiara la compacidad de un par arbitrario de entropia-flujo asociado a la
ecuacién escalar

v + (h(v)v)y = 0. (3.2.1)
Teorema 3.2.1. Si (n(v),q(v)) es un par de entropia-flujo de la ecuacion escalar
vy + (h(v)v)z =0, (3.2.2)

con 1 de clase C? entonces 1(v); + q(v), es compacto Hl;CI.

Demostracion:

Reescribimos la primera ecuacion en (3.0.1) como sigue:

v+ (h(V)V)z = €vga + ((h(V)V) — (uv))q. (3.2.3)

Sea (n(v),q(v)) cualquier par de flujo-entropia de entropia de (3.2.2). Entonces multiplicando
(3.2.3) por 7' (v), tenemos
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- (3.2.4)

En sentido de la aplicacion del Lema de Murat 1, debemos dar los siguientes pasos, para {2 conjunto
abierto y acotado de R x R;.:

a) {n(v®)¢+ q(v°)s}. es acotada en VVl;C”(Q), para algin r, con 2 < r < oo.
b) {—(n'(v®)v®(u® — h(v%)))z + €n(v®)ze }. €s una sucesion precompacta en VVl;clz(Q)

xT

) {vn" (v¥)(uf — h(v®))vs — 7]”(115)12;2}6 es una sucesion acotada en M (2), donde M (£2) son las
medidas acotadas de Radon.

Procedemos a estas demostraciones, con ayuda del hecho de que una sucesién uniformemente
acotada en L°°(Q), lo es también en W15,

a) Ya que  y g estan en C?(Q), y v° es acotada, entonces {n(v°); + q(v°);}. es uniformemente
acotada en L>°(K), para K compacto arbitrario en 2, luego lo es en VVZ;}OO(Q)

b) Podemos ver que {— (1 (v®)v®(u® — h(v®)))s + en(v®)as } . s convergente en I/VZZCM(Q) = H_ }(Q),
luego precompacta en H~1;,.(Q).

Sea ¢ € H (R x RY).

/Q [(0 ()0 (" = h(v%)))a + (en()aa)] ¢>dwdt’

- /Q (1 (v 0" (u° — (v%)))pddt + /Q (v )ae) il dt‘
| ent)ua)oan
[ (Gh1e) (o) ]

va que 7' (v°) es acotada. Si ¢ es esta constante de acotacion, resulta

<| [ - h<v€>>>z¢dxdt' n

= /ﬂ n/(ve)ve(us—h(vs))gﬁxdazdt‘+

‘/Q [0 (050" (1 = Bw%)))z + (E0(0%) )] qbdxdt‘
<

< c/ﬂvg(u6 —h(vg))quxdt’ + C/Q(eév;)(eﬁ(bx)dxdt‘
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Aplicando la desigualdad de Hélder,

/Q [(0 (%) (= h(v%)))a + (en(v)aa)] ¢>d£dt‘

< c(/{quﬁida:dt)% (/Q (ug_:_L(UE))Zalmlt)é +c</951122>; </Q€¢>$2da:dt>é

€ _h(vE 2
y Como (e —h(v?))” T(v )) ,v§2 € L}OC(Q)

/Q [( (%) (" = h(v%)))a + (en(V°)aa)] cbdfrrdt‘

1 1
z 2
< cK (/ T(ﬁidxdt) + cK;y </ 5¢x2d:vdt) — 0 cuando € — 0.
Q Q

Donde K y Kj son constantes.

. —1,2
Como la sucesion es convergente, resulta compacta en W, ."*(€2).

Para ver que {v°n”(v®)(u® — h(v®))vs — 17”(115)11;2}5 es una sucesion acotada en M (), basta

ver que es uniformemente acotada en L ().

Sea K un compacto arbitrario en R x R .

/K v (v%) (u® — h(v%))v5 — 77”(7)5)1);2| dxdt (3.2.5)

< / [|o"n" (v%) (u® — h(v")v5)| + ‘17"(11)1);2}] dxdt (3.2.6)
K

= / 0" (v°) (u® — h(v°))05| dadt + / |17”(v)v;2’ dxdt, (3.2.7)
K K

como 71’ (v°) es acotada, digamos por una constante Ky, resulta
/ |on" (v%) (u® — h(v®))v — n’/(vs)v;2| dxdt (3.2.8)
K
< K / 0 (U — h(v*))of | dadt + Ko / 1022 dedt, (3.2.9)
K K
aplicando la desigualdad de Hélder, y el hecho de que € (v§)2 es acotado

/K oo (v%) (u® — h(v%))v5 — 77”(7}5)1);2| dxdt (3.2.10)

< Ky (/K dedt)é <(Z)/K€U;2da?dt>é+K3 (3.2.11)
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y como W,avfcz €Ll ()

T loc

1
/ v (v%) (u® — h(v%))v5 — 77”(2)5)1);2| drdt < Ky <£> * + K3 — K3 cuando £ — 0.
K

(3.2.12)

K3 y K4 son constantes.

3.3. Convergencia débil de la solucién viscosa

Finalizamos el estudio del Sistema de Flujo Cuadratico, con el siguiente Teorema sobre la conver-
gencia de las soluciones viscosas.

Teorema 3.3.1. Para el problema de Cauchy (1.0.11)-(1.0.12), si g(v) = wvh(v), con
1 {v g (v) = 0} = 0, (1 medida de Lebesgue) entonces existe una subsucesion (v, u®) que con-
verge a las funciones (v,u) cuando € — 0, las cuales son los estados de equilibrio determinados de
manera Gnica por (E7) — (Es):

(E1) u(z,t) = h(v(x,t)), para casi todo (z,t) € £ un conjunto abierto y acotado;
(E2) v(z,t) es la L> solucién entropica de el problema de Cauchy

v+ (vh(v))z =0, v(z,0) = vo(z).

Demostracion:
Consideremos los pares de entropia-flujo de la ecuaciéon escalar

vy + (h(v)v)z =0, (3.3.1)

como se sigue:

(m(6), 1(0)) = (0 — k, 9(0) — g(k)) (3.3.2)
00,020 = (500) - ot8, [ 9/)%05) (333)
’ "k
donde k es una constante arbitraria y g(0) = 0h(0).

Notemos ademés los limites débil* de los pares de flujo-entropia evaluados en las subsucesiones de
soluciones viscosas halladas en (3.1.2):

ni(v¥) = w* — limn; (v°) qi(v¥) = w* — lim ¢;(v) para i =1,2.

Veamos convenientemente el producto n1gs — q179:
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mas — e = (o — k) /k " (¢ (5))%ds — (g(v°) — g(k))?

Z(UE—v)/U( '())%ds — (g(v°) — g(v))?

+(U_k)/vv5( ds—I—U—k:/k (s)

— (g(v) — g(k))* — g(v°)* + 29(v)g(k) — g(k)*
+g(v)* = 29(v)g(k) + g(k)* + g(v°)* = 2g(v°)g(v) + g(v)?

+o-k) [ " (g/(5))%ds + (F — k) /k (d())ds
~(gv) — g(k)?

+2g(v%)g(k) + 29(v)* — 2g(v)g(k) — 29(v°)g(v)
= =) [ (g )Pds — (olF) — 02

so-h) [ ()P (7 -0 / (g ())ds
~ (g0) — g(k))? — 2(9(v) — g(k)) (%) — g()).

(3.3.4)
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Aplicando el limite débil* a 1192 — 172, se obtiene de (3.3.4):

'UE

Tl =T = (v — ) / (¢/(5))?ds — (g(v%) — g(0))2

Fw—k) / (g/(5))2ds + (7 — ) /kv(g'(s))st (3.3.5)
— (9(v) — g(k))* = 2(g(v) — g(k))(g(v) — g(v))

por Teorema del Divergente Rotacional 2.3.1

e =0) [ (¢()2ds ~ (o) — g

v

+ (v —k) /U (¢'(s))2ds + (vs — k) | (¢'(s))?ds (3.3.6)

— (g(v) — g(k))* = 2(g(v) — g(k))(g(v*) — g(v)) =T @@ — @@ Ta- (3.3.7)

—

Analicemos ahora la expresion (3.3.7):

~ (9(v) = 9(k))” = 2g(v) = g(k)) (907 ~ 9(v) ) - (3.3.8)

De las ecuaciones (3.3.6),(3.3.7) y (3.3.8), se tiene:
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= 0) [ (¢()2ds = (o) — g0)?
+o=b) [ (@Pas+ R [ (o)
— (g(v) = g(k))? = 2(g(v) = g(k))(g(v°) — g(v))
Ve 2
=) | (9)ds — (90%) ~ 900)
— (9(v) = 9(k))* = 2(g(v) — g(k)) (g(vf) - g(v))
Estudiamos el primer sumando para obtener
SGRD COIEE
o=0) [ @ o)Pds + (7= [ (o)
~ (07— 9)’
~ (9(0) = 9(k))* = 2(9(v) — g(k)) (90%) ~ 9(v)) .
—-0) [ WP+ B [ (g(s)Pds
_ (m)Q (3.3.9)
— (9(v) = 9(k))* = 2(g(v) — g(k)) (g(vs) - g(v)) :
Conjugando las expresiones (3.3.6) y (3.3.9), se obtiene:
(= 0) [ (¢)2ds = (g — 90 = = (3007~ 9)
equivalente a:
)
(v —v) / (9/(5))2ds — (9(v°) — ()2 + (9(0%) — 9(v)) =0, (3.3.10)

Veamos que el primer sumando de esta expresion es positivo:
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0
(9'())*ds + (0 = v)(g'(9))* — 2(9(0) — 9(v))g'(0)

() [;9<g’<s>>2ds - (0(0) - 90)?)

0
(4'(6) — g'(s))2 ds > 0, para todo 6.

/
/U 9(9’(8))2618 + / 99’(9)ds —24(6) / 9 g'(s)ds
/

va que ¢”(v) # 0 en casi toda parte.

Asi, la funcién

0
0 -) / (¢'(5))%ds — (g(8) — g(v))?

es convexa, y como en v esta se anula, entonces la funcién debe ser positiva. Esto es

0
(6 — v)/ (9'(s))ds — (9(8) — g(v))* > 0. (3.3.11)

De este resultado en (3.3.10), se tiene que

(0 =) [ (9/(5)2ds = (9(0) ~ g(0))? =0 (3312)
o
(g(vf) — g(v)) =0 (3.3.13)
Consideremos un conjunto 2, cualquier abierto y acotado de R x R*. De la ecuacion 3.3.12, se
tiene que
lim [ (v° — v)/ ((g'(s))2ds — (g(v°) — g(v))z) dxdt = 0. (3.3.14)
e—0 9] v

Por otro lado, de (3.3.11) en el conjunto ;1 = QN {(x,y) : (v°(x,t) —v(z,t)) > a}, es decir para
(v*(x,t) —v(x,t)) > a >0,

1

(v —v) / " ((6/(5))%ds — (9(+%) — (0))?) > Ca (3.3.15)

sobre €21, con C, > 0 independiente de ¢, luego

€

| =) [ (@62 ds = (9007) = g0))?) dadt > Cap (00). (3:3.16)
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y andlogamente si 2o = QN{(z,y) : (v°(x,t) —v(z,t)) < —a} = Q{(z,y) : (v(z,t) —v°(x,t)) > a},
el mismo razonamiento conducente a (3.3.15), llevaria a que

=) [ ((65)Pds — (9(0) — 9(v)?) > Can (3:3.17)

de aqui, que

€

(v —v) / " ((6/(5))%ds — (9(+%) — g(0))?) > Ca (3.3.18)

sobre €. Asi, nuevamente se obtiene

£

/Q (v — ) / ((9'(5))%ds — (g(o%) — g(v))?) dadt > Capt (). (3.3.19)

Asi, tomando el conjunto Q3 = Q; N Qe = {(z,y) : [v°(z,t) —v(z,t)| > a},

€

/Q (v° — ) /U ((g'(s))%ds — (g(v°) — g(v))?) dzdt > Cop (Q23) > 0, (3.3.20)
lo que implica que de (3.3.14),

lim [ (v° =) /v ((g'(s))2ds — (9(v°) — g(v))?) dzdt = 0, (3.3.21)

e—0 Qs

asi, para toda constante «, de (3.3.20) y (3.3.21):

lim p (2N {(z,t) : [v° —v| > a}) =0,
e—0

es decir v® converge en medida a v, luego existe una subsucesion {v°}_ que converge en casi toda
parte a v.

Veamos ahora que u® converge a u = h(v) en casi toda parte sobre €.

(u* — h(v%))’

€ L} (R x RT), para todo K compacto se tiene

// ut —h dxdt—)()

luego, si tomamos el compacto K de tal manera que 2 C K, entonces, :

//u— )2 pdadt —s 0,

Ya que

de lo que se concluye

u® — h(v)  casi toda parte en . (3.3.22)
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Por otra parte uf — u. Luego, para ¢ de soporte compacto S, tal que ¢x = 1, se tiene

// |u® — u| dzdt < // |u® — u| dedt < // |u® — u| pdxdt — 0 (3.3.23)
Q K S
cuando € — 0.

Conjugando (3.3.22) y (3.3.23), se obtiene

/ |lu — h(v)| dedt = / |lu —u® + u® — h(v)| dzxdt (3.3.24)

// |u—u€\dazdt+/ |u® — h(v)| dedt — 0,

demostrandose que u = h(v) en casi toda parte sobre €.

Veamos a continuaciéon la propiedad Fs, utilizando la Definicién 6, para ver que v(x,t) es una
solucion entropica en el sentido de Lax del problema de Cauchy

ve+ (vh(v))e =0,  wv(z,0) = vo(x). (3.3.25)

Tomando la expresion (3.2.4) y el hecho de que 1" (v°) > 0, para ¢ € C§°(R x RT), se tiene

/ / 0(0)e6 + q(vF )addt < / / (0 (00 (0 — B(0F)))ab + EN(0° ) aah
RxR+ RxRt
+ v’ (v)(u — h(v)) v

- // (0 ()0 (& — h(v%))) o + En(v) b
RxR+

+ o (v) (u — h(v))vypdxdt.

< / /R 0O = )6+ (o) (3.3.26)
+K </ ) Wd:cdt)é <C) / ) svaQd:pdt>% .
RxR RxR .

Si hacemos € — 0 en (3.3.26) y (3.3.27), se obtiene:

/ / n(0)ed + q(v)sddadt <0,
RxR+
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de donde

// n(v)ér + q(v)pgdadt > 0.
RxR+

En general la condicién de soluciéon entrépica en el sentido de Lax puede llevar a la unicidad de
soluciones o conducir a soluciones fisicamente realistas. Para ver en detalle esta condicion de Lax,
se puede ver su articulo orginal [14] o consultar [8, pag 220], [10, pag 341], [11, pag 508] para mayor
detalle sobre su significado fisico.



Capitulo 4

COMENTARIOS FINALES

= Fl estudio de este trabajo pretendia ver la ultima conclusién de Liu y Cheng en el articu-
lo [17], sobre la inclusion en el término de relajacion, de una funcion Lipchitz continua positiva
a(v,u), de la que ademés se asumio la existencia de su minimo. Asi, el desarrollo del trabajo
concluye la aceptacién de este término, bajo las hipotesis ya mencionadas que resultan nece-

sarias tanto para la existencia de las soluciones viscosas, como para la acotacion del término

2

de mecanismo de relajacion en Lj, ..

» En el articulo [17] estudiado, se hallan las estimativas a priori en L debido al principio del
maximo. Este no se aplicé en el trabajo debido a la falta de acotacién de los autovalores
asociados a los Invariantes de Riemann del sistema. En este caso, debemos asegurar inicial-
mente que la funcion u = h(v) esta en cierta region limitada por las curvas W(v,u) = N y
Z(v,u) = —L. Esto conociendo que la naturaleza de las mismas son parabolas (convexas).

= Esinteresante preguntarse para que otro tipo de sistemas se puede aplicar el razonamiento del
trabajo, es decir adicionar al término fuente, una funciéon «(v,u) Lipchitz continua positiva.
Esto en sentido de ampliar aplicaciones del método aqui utilizado. Para responder este tipo de
interrogantes, podriamos empezar mirando el limite del sistema AW-Rascle, estudiado por De
La Cruz, Rendén y Juajibioy en el articulo RELAXATION LIMIT FOR AW- RASCLE, [9].

Consideramos el problema de Cauchy para el sistema Aw-Rascle:

Pt + (m - pP(ﬂ))x = €Pzx
me + (m?? + mP(p))z + a(p,m) m=h(p) _ EMapy -

T

(4.0.1)

este queda como una pregunta abierta de este trabajo, con posible indagacién en estudios
posteriores.

37
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