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Resumen

En este trabajo se estudia el grupo de un nudo, es decir, el grupo fundamental del complemento
de un nudo en S°, herramienta que se ha utilizado frecuentemente para dar solucién a los
problemas que plantea la teoria de Nudos. En el trabajo presentamos inicialmente, los conceptos
fundamentales de la teoria de Nudos y el concepto de presentacién de grupos por medio de
generadores y relaciones. Se estudia la presentacién de Wirtinger para el grupo de un nudo y

se hacen algunas aplicaciones.
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Introduccion

Imaginemos que formamos un nudo con un lazo y después pegamos los extremos del lazo para

que el nudo no pueda deshacerse; ésta es una idea intuitiva de lo que es un nudo en Mateméticas.

La teorfa de nudos ha sido desarrollada basicamente tratando de responder problemas como:
jesta realmente anudado un nudo? Si se hace otro nudo en la misma cuerda con la que ya se ha
realizado uno, ;se puede desanudar el primero? Y el problema fundamental: json equivalentes
dos nudos dados? Es decir, dados dos nudos aparentemente distintos, jes posible transformar
uno en el otro sin cortar la cuerda?

Una de las herramientas que se utiliza desde finales del siglo pasado, introducida por
Poincaré para resolver problemas en Topologia, es el grupo fundamental del complemento del
nudo en S$3, el grupo del nudo, el cual aunque no logra clasificar totalmente los nudos, nos
da respuesta para los dos primeros interrogantes enunciados anteriormente, y en cuanto al
problema fundamental permite determinar la no equivalencia de nudos para muchos casos.

El objetivo de este trabajo es entender el grupo de un nudo y su relacién con el problema

de la clasificacién. Para ello se desarrollardn los elementos béasicos, tanto de la teoria de nudos
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como de la teoria de grupos.

El trabajo estd escrito en tres capitulos. El primero de ellos contiene algunos elementos y
definiciones de la teorfa de nudos, lo que es el grupo fundamental de S — N para un cierto
nudo N y una breve reseiia histérica acerca del desarrollo de la teorfa.

Dado que el grupo de un nudo se define en términos de generadores y relaciones, y que con
base en tal definicién se estudian algunas propiedades del grupo, es fundamental entender los
conceptos de presentacién de un grupo por generadores y relaciones. En el segundo capitulo se
hace una sintesis sobre lo que significa presentar un grupo de esta manera, la forma de lograr tal
presentacién y cémo ésto conlleva siempre a tres problemas, a saber: el problema de la palabra,
el problema de la conjugacion y el problema del isomortisnio.

En el tercer capitulo, se describe una presentacién del grupo de un nudo, dada por Wirtinger.
y se calcula el grupo para varios nudos. Propiedades del grupo de un nudo y del nudo mismo
tales como el grupo del nudo trivial, el grupo de la suma conexa, el defecto del grupo y el

teorema de la no cancelacién son también parte de este capitulo.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1 Preliminares

Como se expresa en la introduccién, en este capitulo damos a conocer conceptos y definiciones
bésicas sobre la teoria de nudos, indispensables para nuestro estudio.

Nuestro primer problema es el siguiente: A partir del modelo fisico de un nudo como una
cuerda anudada y atada en los extremos, ;Cdmo darle un significado preciso a este concepto
en forma matematica? El segundo problema se deriva del hecho de que podemos manipular la
cuerda, sin romperla, y transformar un nudo en otro de apariencia totalmente distinta. Por lo
tanto es necesario definir en forma precisa el concepto de “igualdad” de nudos. La definicién

que usaremos es la siguiente:

Definicién 1 i) Diremos que un conjunto N de S® = R3U oo es un nudo si eziste un homeo-
morfismo de S* en N.
1) Dados dos nudos N y K se dice que son del mismo tipo si existe un homeomorfismo

f:8%— 83 tal que f(N) = K.

Con esta relacién se determinan clases de equivalencia, a las que llamaremos tipos de
nudos. Asi, para cada clase se elige un representante sobre el cual se estudian las caracteristicas
y propiedades de dicha clase.

Nétese que la definicién 77) no dice sélo que los nudos N y K sean homeomorfos (hecho
que siempre es cierto puesto que ambos son homeomorfos a S!), sino que exige que f sea un
homeomorfismo definido en todo S8.

Sin pérdida de generalidad, escogiendo a f de manera conveniente, podemos garantizar que
N sea un subconjunto de R®. Ademais, el representante de la clase de N se puede elegir de

tal manera que la proyeccidn en el plano z = 0 es una curva cerrada cuyos puntos multiples



son s6lo puntos dobles. Bajo esta proyeccién la imagen de N se llama proyeccidn reqular o
diegrama del nudo. Al dibujar esta proyeccién tenemos el cuidado de dejar algunos espacios en
blanco alrededor de los puntos dobles, que llamaremos cruces, indicando asf cudl de los puntos
va por encima y asi poder recobrar el nudo a partir de la proyeccién. Por ejemplo el siguiente

diagrama. (Fig.1-1), es la proyeccién del nudo dibujado en la introduccién,

Figura 1-1

Todo diagrama en el plano z = 0, como el descrito anteriormente, representa un nudo cu
? b
R3.
Todo nudo N puede dotarse de una orientacidn en S%. Un ejemplo de un diagrama de un
p g

nudo orientado puede verse en la Figura 1-2.

=

Figura 1-2

Con base en la proyeccién de un nudo y para cualquier cruce se define un signo de cruce el cual

es positivo si tiene la forma Y negativo s es de la forma .

En nuestra definiciéon de tipo de nudos no se tuvo en cuenta la orientacién en 53 i la
orientacién del nudo. El tratamiento riguroso de orientacién en S® se puede hacer mediante la

teoria de homologia, sin embargo, podemos apoyvarnos en la siguiente idea intuitiva: dado un



homeomorfismo h : % — S3 decimos que h “preserva orientacién” si la imagen de cada tripleta
de vectores orientada seglin el sentido de la mano derecha, es de nuevo una tripleta orientada
en este sentido, y que h “reversa orientacién” si la imagen de cada tripleta orientada segun el
sentido de la mano derecha es una tripleta orientada en el sentido de la mano izquierda. Se
sabe que cada homeomorfismo de S3en S es de uno de estos dos tipos: preserva orientacién o

reversa orientacién. Con el concepto de orientacién tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2 Dos nudos orientados N y K son equivalentes st existe un homeomorfismo

f: 8% — 8% que preserva orientacidn, tal que f (N) = K. Se denota N = K.

La nocién de equivalencia de nudos es mds fuerte que la de tipo de nudo, por ejemplo, es
posible demostrar que el nudo K =87 (el décimo séptimo nudo de ocho cruces descubierto) y

el nudo L (ver Fig. 1-3) son del mismo tipo pero no son equivalentes.

5
L

K =87 L
Figura 1-3

Siempre que hablemos de equivalencia sera teniendo en cucnta la orientacién.

Dado que gran parte de nuestro estudio se hace con base ¢n los diagramas de los nudos y
no sobre los nudos mismos, es necesario buscar una definicion de equivalencia de diagramas que
corresponda a la equivalencia de nudos. Para definir la equivalencia de diagramas introduzcamos

entonces los movimientos de Reidemeister. Estos son de tres tipos los cuales ilustramos a

continuacion:



\ / \
) Y- e
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Tipo I Tipo II Tipo III
Figura 1-4

La aplicacién de estos movimientos se hace de manera local dejando el resto del nudo igual.

Estos movimientos nos permiten hacer la siguiente definicién:

Definicién 3 Dos diagramas son equivalentes si: es posible transformar el uno en el otro

mediante un nimero finito de movimientos de Reidemeister.

Estos movimientos de Reidemeister, los cuales permiten mostrar la equivalencia de dos
diagramas, son realizados por homeomorfismos que preservan orientacién. Asi, diagramas equi-
valentes representan nudos equivalentes. Es posible ver que el reciproco también es cierto (ver

(1, prop. 1.14]), y por lo tanto tenemos que:

Teorema 4 Dos nudos son equivalentes si y sélo si sus diagramas son equivalentes.

1.2 Ejemplos de Nudos

En esta seccién presentamos algunos ejemplos de nudos y definimos algunos conceptos que
juegan un papel importante en el estudio de la teorfa.
Un nudo equivalente a uno cuya proyeccién no tiene cruces es llamado nudo trivial o suelto.
A un nudo que sea equivalente a uno cuya proyeccién posea sélo un nimero finito de cruces
lo llamamos nudo manso. Cuando todas las proyecciones de un nudo ticnen infinitos cruces se
le llama nudo salvaje. En este trabajo sélo consideramos nudos mansos.

Si al recorrer la proyeccién de un nudo, cruces por encima y cruces por debajo se alternan,




entonces decimos que la proyeccién es alternante y que el nudo es alternante (Fig. 1-5).

a.) Nudo alternante. b.) Nudo no alternante.

Figura 1-5

A partir de un nudo N podemos obtener otros dos nudos: La imagen espejo de N, que
se denota N, y es el nudo original con los cruces intercambiados. Si reversamos la orientacién
del nudo N, obtenemos un nudo que se llama el inverso de N y sc denota N'. Si N y N
son equivalentes decimos que N es anfiquerral. En el caso en que IV y N’ sean equivalentes,
N se llama invertible. En 1914 Dehn probd que el trébol (Fig. 1-6 b)) no es anfiqueiral,
pero la existencia de nudos no invertibles fue una pregunta abierta hasta 1969, afto en que fue
respondida de manera afirmativa por Trotter (ver [10]).

Por ejemplo, el nudo de la Figura 1-6 a) es anfiqueiral y el de la Figura 1-6 b) es invertible.

N

a) Nudo 8 b) Nudo Trébol
Figura 1-6

Dados dos nudos es posible definir una operacién entre ellos asi:



Definicién 5 Decimos que N es el producto o la suma conezxa de los nudos N1 y Ny, lo cual
denotaremos como N = N1# Ny, si es posible cortar a N por un plano en dos puntos P y @Q de
tal manera que al unir los extremos sueltos a cada lado del plano se obtienen Ny y Ny. St un
nudo es el producto de dos nudos no triviales es llamado compuesto. Un nudo no trivial que

no es compuesto es llamado nudo primo.

Por ejemplo el nudo de la Figura 1-7 es la suma conexa de los nudos de la Figura 1-6.

o

é

Se tiene el importante resultado de que todo nudo compuesto puede expresarse de manera dnica

Figura 1-7

como la suma conexa de un nimero finito de nudos primos (ver [1, Cap.7]).
Dos ejemplos importantes de nudos compuestos son los nudos N#N y N#N donde N
es el trébol. A estos nudos los llamamos nudo granny (abuelita) y nudo reef (o cuadrado)

respectivamente (Fig. 1-8).
S 67 (——

Granny Reef
Figura 1-8



1.3 El grupo de un nudo

El problema fundamental de la teoria de nudos es el siguiente:

Dados dos nudos N y L, ;Eriste un homeomorfismo f : S% — S2, que preserve orientacion,
y tal que f(N) = L7 Sabemos que si f existe entonces N y L son equivalentes. Al hacernos
esta pregunta lo que queremos es conocer la descripcién de las clases de nudos equivalentes.
Este problema es dificil de resolver directamente, lo que hace necesario recurrir al concepto de

invariante.

Definicién 6 Una correspondencia x que asocia a tode nudo N una expresidn matemdtica,

x(N), es llamada invariante si dados N = K se tiene que x (N) = x (K).

Son ejemplos de invariantes el minimo numero de cruces (es decir, la cantidad de cruces
que posee una proyeccion con el minimo nimero de puntos dobles posible), el grupo del nudo y
algunos polinomios tales como el de Alexander, el de Conway y el de Jones (ver [5]). En muchos
casos no son suficientes los dos primeros invariantes para diferenciar nudos no equivalentes, por
ejemplo para los nudos granny y reef se tiene que el minimo nimero de cruces es seis para
ambos, y como veremos mas adelante, los grupos de estos nudos son isomorfos, pero los nudos
no son equivalentes.

Si N y L son equivalentes sus espacios complementarios S® — N y §% — L son homeomorfos,
asf las propiedades invariantes de 3 — N son todas invariantes para la clase de N. Es muy
natural entonces considerar el grupo de homotopia del complemento de N en S°. Este es uno
de los invariantes algebraicos que se ha considerado para resolver el problema general de la
teorfa de nudos. Fue ideado a finales del siglo pasado y se basa en la descripcién del espacio
que rodes un nudo inmerso en S y las trayectorias o caminos que lo surcan.

Veamos c6mo se construye este grupo.

Fijermmos un punto base xy arbitrario en el complemento de un nudo y tracemos los caminos
cerrados basados en zg que cruzan el espacio. Recordemos que un camino es una funcién
continua definida de I = [0,1] en un espacio topolégico X . Si a,F : [0,1] — X, son caminos,

diremos que son equivalentes si existe una homotopia F' entre « y J, relativa a los extremos, es

7



decir, existe una funcién continua F': I x I — X tal que F (¢,0) = (), F(t,1) = 3(t), para
todot eIy F(0,8) = F(1,s) = xg para todo s € I. Si @ y 3 son equivalentes lo denotamos

como « =~ f3.

Figura 1-9

Esta equivalencia convierte el conjunto de caminos cerrados basados en xzy que surcan el com-
plemento de un nudo en una coleccién de clases de caminos homotépicos. Por ejemplo, en la
Figura 1-9, los caminos a y 3 son equivalentes, mientras que 3 vy 7y no lo son.

Si a este conjunto lo dotamos de la operacién e , composicién de clases de caminos, es decir,
dadas dos clases de caminos [a] y [3] la operacién [a] e [3] consiste en partir de xp, recorrer «
y luego (3, entonces se puede probar que:

(1) La operacién [a] e [(] no depende del representante de la clase, es decir, si & ~ ' y
8 ~ [’ entonces [a] o [3] = [&/] o [#]. Por lo tanto e estd bien definida.

(4¢) La composicién de dos clases de caminos basados en g es otra clase de caminos basados
en Tg, es decir, el conjunto es cerrado bajo la composicion.

(1it) Dadas 3 clases [a],[8],[Y] se cumple que ([a] e [3]) e [y] = [a] o ([3] ® [y]). Esto es, la
composicién es asociativa.

(v) Dado e : I — X tal que e (t) = zg, para todo t € I, al operar el camino e con cualquier
otro obtenemos un camino equivalente a este (ltimo, cs decir, la clase [e] es el elemerito neutro
del conjunto.

(v) Para toda clase [a] podemos definir en el conjunto una clase [a] ' = [@™!], con a™!

|~ =

un camino que hace el mismo recorrido de ¢, en sentido contrario y es tal que [a] o [

Es posible ver que con estas propiedades, nuestro conjunto adquiere una estructura de



grupo, (para pruebas detalladas ver [7]) llamado primer grupo de homotopia del complemento

del nudo, o grupo del nudo, y se denota II; (S* — N).

El grupo de un nudo es un invariante de gran potencia. Por ejemplo, no existen dos nudos
primos distintos con grupos isomorfos pero si con el mismo nimero minimo de cruces. Si los
nudos no son primos no puede hacerse tal afirmacién pues el nudo granny y el reef tienen
grupos isomorfos (lo veremos en el Capitulo 3), siendo nudos no equivalentes. Para probar
la no equivalencia, es necesario contar con otros invariantes como el polinomio de Jones (que
no se estudia en este trabajo) y que es distinto para estos dos nudos, probando asi que no
son equivalentes. El grupo no distingue entre el nudo y su imagen espejo o su inverso. Esta
dificultad se disminuye al considerar algunos elementos adicionales.

Una caracteristica importante es la facilidad del cédlculo del grupo de un nudo mediante
presentaciones por generadores y relaciones. En el Capitulo 3 estudiaremos una de estas pre-
sentaciones, la presentacion de Wirtinger, la cual es facil de obtener a partir del diagrama del

nudo.

1.4 Un poco de historia

Inicialmente fue Gauss (1833) quien mostré interés en el tema de los nudos e inventé una no-
tacion para proyecciones regulares. Listing (1847), alumno de Gauss, revelé buen conocimiento
de la anfiqueiralidad del nudo 8 e intentd una notacién para diagramas alternantes que fue
corregida posteriormente por el f{sico escocés Peter Guthrie Tait (1898). Este autor realizo
una tabulacién de nudos alternantes hasta de 10 cruces, que exceptuando la repeticién de uno
de ellos, era totalmente correcta. Ademads de esta lista dedicé también atencién a los nudos
anfiqueirales,

Ademés de ellos trabajé también el Reverendo Thomas Kirkman (1885), quien dio su
definicién muy particular de nudo, también cre6 un método para llevar diagramas a una forma
irreducible lo que le permitié construir diagramas hasta de 11 cruces que después les fueron de
gran ayuda a Tait y Little para tabular nudos. El profesor C. N. Little (1889) compitié con
Kirkman por construir grandes tablas de nudos no alternantes. Logré una lista de 43 nudos de

10 cruces en la cual s6lo habia una duplicacidn, que sélo fue descubierta por K. A. Perko en



1974. Para ayudarse en sus cdlculos, Little inventé el twist, o valor absoluto de la suma de los
signos de cruce en cualquier diagrama con nimero minimal de cruces, que por algin tiempo se
considerd como invariante, hasta que el trabajo de Perko mostré que no lo es (ver [9]).

La presentacidén del grupo de un nudo por generadores y relaciones fue desarrollada inicial-
mente por W. Dick (1882) siguiendo algunas sugerencias de A. Cayley (1878). Sin embargo la
mejor presentacién conocida fue la dada por W. Wirtinger (1905). También M. Dehn (1910)
dio una presentacién para el grupo del nudo y con algunos elementos adicionales probé que los
dos tréboles no son equivalentes.

Hasta inicios de este siglo los métodos empleados en el estudio de nudos fueron en general
de cardcter combinatorio y relativamente empiricos. Los trabajos de M. Dehn, J. Alexander
(1925), K. Reidemeister (1928) y H. Seifert (1934) fueron precursores en considerar la teoria de
nudos como un subcampo de la Topologia.

Autores como G. Torres y R. Fox (1954) quienes han estudiado presentaciones duales para el
grupo de un nudo; Papakiriakopoulos (1955) con su estudio del complemento de un nudo; L.P.
Neuwirth (1965) con su dedicacién a estudiar problemas del grupo de un nudo han permitido
probar nuevas propiedades del grupo de un nudo.

Whitten (1987) probé que nudos primos con grupos isomorfos tienen complementos homeo-
morfos. C. Gordon y J. Luecke (1988) enunciaron que dos nudos con complementos homeomor-
fos son equivalentes, lo cual con lo ya probado por Whitten prueba el interesante resultado de
que dos nudos primos con grupos isomorfos son equivalentes.

Estudios recientes sobre el grupo de un nudo han sido realizados con base en los trabajos
de R. Riley y W. Thurston quienes han descubierto la posibilidad de dotar al complemento de
muchos nudos con una estructura hiperbdlica, creando con ello un gran interés en el estudio de

esta teoria.
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Capitulo 2

Presentacién de grupos

En muchas aplicaciones de la teorfa de grupos, especialmente en este trabajo, en el cual se hace
un andlisis del grupo fundamental del complemento de un nudo en S3, los grupos son descritos
por una técnica que consiste en expresar a G como un cociente de la forma F/R, donde F es un
grupo “libre” y R es un conjunto que define “relaciones” entre los elementos de F. El estudio
de esta técnica, que se conoce como presentacion de un grupo por generadores y relaciones, es
el tema de este capitulo y la usaremos para calcular el grupo de un nudo en el Capitulo 3. El
estudio de la presentacién de un grupo estd relacionado con problemas tales como el problema
de la palabra, el problema de la conjugacion y el problema del isomorfismo, los cuales seran
enunciados al final del capitulo.

Puesto que lo que queremos hacer es expresar a G como el cociente de un grupo libre,

empezaremos definiendo este concepto.

Definicién 7 Un grupo F' es libre en un subconjunto X st para todo grupo G y toda funcién
f: X — G hay un inico homomorfismo de grupos f : F — G que extiende a f, es decir, tal

que para todo z € X, f(z) = f (z). El conjunto X es llamado una base de F.

En este trabajo X es numerable aunque los resultados que se enuncian, se conservan en el
caso en que no lo sea.

Consideremos un conjunto de simbolos A = {al,az, .‘.,a]'l,a{l, } al cual llamamos alfa-
beto. Decimos que W es una palabra en A, representada como W (ay,as,...), si W = @20,y
es decir, una concatenacién de simbolos z;, donde cada x, € A. Al entero n lo llamamos longitud
de la palabra W.

Con respecto a las palabras introduzcamos las siguientes notaciones:

(i) =7 denota la palabra z;...z; .

—
n veces

(11) 7™ denota la palabra z;1..z7" .

n veces

11



(13t) La palabra de longitud cero se denomina la palabra vacia y la identificamos con e.
(iv) Si W = ...z, entonces definimos W1 = 271 a7t

(v) La yuxtaposicién de dos palabras W = z;...z, y U = 91 ... Y, definida como z1 ... 2,1 .. ym
se denotara por WU.

Diremos ademés que una palabra W en X es reducida si satisface las siguientes condiciones:

! no aparecen como sfmbolos consecutivos en W.

1.z, x;
2. Si z,, = 1 para algin m entonces z;, = 1 'para todo k >m

El siguiente teorema garantiza la existencia de grupos libres.
Teorema 8 Si X = {z1,...,Zn, ...} entonces exziste un grupo F que es libre en X.

Prueba. Construiremos a £ como un subgrupo del grupo de permutaciones en P, donde

P es el conjunto de todas las palabras reducidas en X. Cada elemento z; € X se identificard

con la funcién |z;|. Las funciones |z;| y su inversa ‘:Lfl se definen de la siguiente manera:

|.’176| : P — P
€1 .62 [3 3 € W TE1
xfxrt..xtr sl ozt F#F
€1,.€2 € €| (€l €2  €n) 12 n ! —
xRtz b x| (2)'rd ) = . _ . €=+l
Ty ...xen si z¢ =z

Se tiene que, para cualquier palabra zi'z9’...z{»

€162 en o —€
62 em zxlx? ..zt sl ox # 3
ol @pagtap) = § LT S SR
iy sl =2y

luego

€1 n€2 € i —€1
. e e _q) ) zEyr?ooy stz F
| |z| (22 .2yr) = |z
€2 € ] — —€]
zP..xy siox =1

€1 1.€2 € 1 - It
' xF.ayr siox F T

—1,€2 €n g g pT€l
xTix Lz sl =1

€n

— €1,.€2
= xi'Ty’.ay

es decir, |z7!||z| es la identidad en P. De manera similar se prueba que |z||z~!| es también

12



identidad en P, entonces cada |z| es una permutacién de P. Sea Sp ¢l grupo de todas las
permutaciones de P, y sea Fp el subgrupo de Sp generado por Xp = {|z|: z € X}. Cualquier
elemento de Fy se puede factorizar como [z}']...|z&| con ¢ = *1 y |zf] |z7¢| nunca estan
adyacentes. Esta factorizacién es inica.

Supongamos ahora que G es un grupo y f : Xo — G ¢s una funcién. Definamos f : Fy — G
por f (2] .- [z ]) = f (Jea ) o f (lzal) .

f estd bien definido puesto que la factorizacion en Fy es tinica. Ahora si U y V estan en Fp,
entonces U = [z5}| ... [z |y V = |y[*| ... [yl | y asi UV = |23 ... 2| [y ] ... |yim] s < n, 1< ¢

Puede verse que f (UV) = f(U) f(V). Asi f es un homomorfismo y extiende a f. Luego
Fy es libre en X.0O

El siguiente corolario serd de gran importancia en nuestro estudio.
Corolario 9 Todo grupo G es isomorfo al cociente de un grupo libre.

Prueba. Consideremos a G como un conjunto, y sea F' un grupo libreen G. St f : G — G
es la identidad entonces hay un homomorfismo f : F — G que extiende a f. Ademas, como f
es sobre, asi es f . Por el teorema del cociente, f induce un isomorfismo f : F/Ker (f) =GO
Con base en este corolario, si X = {a;:1 € [}y {r; : j € J} es un conjunto de palabras en

X, podemos hacer la siguiente definicidn:

Definicién 10 Un grupo G es definido por generadores X = {a;:1 € I} y relaciones A =
{rj=e:jeJ} siG=F/R, donde F es el grapo libre en X y R es el subgrupo normnal de F
generado por {r; : j € J}. El par (X, A) es llamado una presentacion de G.

En caso que tanto el conjunto de generadores como de relaciones sean finitos decimos que

la presentacién es finita.

Una consecuencia importante de poder expresar a G como el cociente de F'/R, y que usamos

en el Capitulo 3, estd dada por el siguiente lema:

Lema 11 Sean G un grupo con presentacion G = (X, A) y H un grupo cualquiera. Si ® : F —
H es un homomorfismo del grupo libre F' en X, en el grupo H, tal que R C Ker®, entonces ®

se puede extender a un homomorfismo ¥ : G — H.
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Prueba. Como R C Ker®, el teorema fundamental de cocientes nos permite extender a &

a un homomorfismo ¥ : F//R — H, definido como V¥ (Z) = ® (2), para todo z € F.O

Algunos ejemplos de presentaciones son:

_ 1,1 _ ~1,.~1
G = <:v1,:c2/:vg:c1 Ty T1T2 = T1T2X] Xo x1>.
Go = (21, T9/T122X1T2X 1 T9X1T2T] = ToZ Lo 1T2T1T2T1T2)
Gs = (a,b/a® = b?).

) -1 -1 o=l el =1 1
G4=<x1,.cg/x1:c2 T1ToT] = ToT1Ty T1L2T, LT Ty >

Las presentaciones Gy y (3, aunque parecen tan diferentes, son realmente presentaciones

4z, vemos que Gy y G3 son isomorfos.

de un mismo grupo, pues al hacera = z129 y b= a

El tener una presentacién para un grupo dado permite saber cudl es el grupo, pero surgen
preguntas acerca de cémo es el grupo. Por ejemplo, sea G un grupo finitamente generado: cémo
saber si dadas las relaciones del grupo, las palabras aba™'b ! aca='c¢™! beb~1c 1, ... pueden ser
reducidas a la palabra vacia?, es decir, es G abeliano” Fs esta una de las razones para considerar
importante el problema de la existencia de un proceso que permita decidir en un ndmero finito
de pasos si dada una palabra, es posible transformarla con las relaciones del grupo en la palabra

vacia. Este problema y otros dos fueron enunciados en 1911 por Max Dehn, para grupos G con

una presentacion determinada. Estos problemas son:

e Problema de la palabra: Dada una palabra W en G, decidir en un nimero finito de pasos

si se puede reducir o no a la identidad.

e Problema de la conjugacion: Dadas Wi y Wi en G, decidir si W~1W, W puede ser reducida
en Wy para alguna W en G.

e Problema del isomorfismo: Dado un grupo G’ definido por una presentacién diferente a

. . ’ 3 . . /
la de G decidir en un nimero finito de pasos si G es isomorfo a G .

Se ha encontrado solucién para el problema de la palabra en grupos con presentaciones
finitamente generadas en las cuales aparecen las relaciones ab = ba para todos los generadores

a,b, 0 sea grupos abelianos; para grupos libres o para grupos cuya presentacién tiene a lo mas
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una relacién (ver [6, Cap. 6]). En estos grupos también pueden ser resueltos el problema de la
conjugacién y el problema del isomorfismo.

El problema de la palabra ha sido dividido naturalmente en tres épocas: La primera de
ellas (1880-1930), en la cual la teoria combinatorial de grupos interactia con la topologia y da
origen al problema de la palabra. En la segunda época (1930-1957), tiene un gran desarrollo
la teoria de la computabilidad, pues aparece el concepto de las midquinas de Turing, concepto
que permite transformar el problema algebraico en un problema de computabilidad y gracias
a esta transformacién Novikov e, independientemente, Boone mostraron la existencia de un
grupo finitamente presentado para el cual se sabe que el problema de la palabra no puede ser
resuelto, es decir, no existe un conjunto de instrucciones que permitan decidir en un ntmero
finito de pasos si una palabra dada es o no la identidad (ver [8]). La tercera época (1957-1980).
caracterizada por la interaccién de la teoria de grupos con la légica trae una simplificacion de
la prueba de la no solubilidad.

Para el grupo de un nudo N el problema de la palabra tiene una interpretacién topoldgica
muy importante: decidir si un camino cerrado en S° — N es o no homotépico al camino trivial.
Afortunadamente, se sabe que para este grupo el problema de la palabra esta resuelto en forma
afirmativa, es decir, existe un proceso que permite decidir si una palabra dada puede o no
transformarse en la palabra vacia, aunque dicho proceso no se muestra en este trabajo. En
1914, Dehn resolvié el problema de la palabra para el grupo del trébol, pero la solucién general

sélo fue dada en 1968 cuando Waldhausen resolvié el problema para todos los grupos de nudos

(ver [11]).
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Capitulo 3

El grupo de un nudo

En este capitulo probamos que el grupo de un nudo N, I1; (S* — N), puede ser presentado en
términos de generadores y relaciones, calculamos el grupo para algunos nudos y deducimos al-
gunas propidedades de la estructura general de este grupo, tales como ser producto semidirecto
de su conmutador y de Z y probamos que el defecto del grupo de un nudo es 1. Ademas, calcu-
lamos el grupo de una suma conexa de nudos a partir de los grupos de los nudos componentes.
Enunciamos, sin demostracién, la caracterizacién del nudo trivial y con base en ésta, probamos

que en efecto existen nudos no triviales, y ademds el Teorema de la “no cancelacién”.

3.1 Presentacién de Wirtinger para el grupo de un nudo

En esta seccién vemos inicialmente, como ejemplo ilustrativo, cémo calcular el grupo del nudo
trébol. Tracemos los caminos z,y, z como se muestran en la Figura 3-1 a.). Un camino por
cada uno de los segmentos en los que los cruces dividen al nudo. Intuitivamente, se tiene que

cualquier otro camino puede definirse como una composicién de x,y, 2z y sus inversos.

Figura 3-1
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Veamos qué relaciones se presentan entre estos caminos. Observemos en la Figura 3-1 b.) que
si deslizamos el camino y y lo pasamos por debajo del cruce (*), podemos expresar el camino y

1

como: y = & *zx. Si repetimos el proceso en cada cruce para los otros dos caminos, vamos a

ley vy 2 = 27 lyz. De manera intuitiva

encontrar otras dos relaciones que son de la forma z =y~
tenemos que el grupo tiene tres generadores y tres relaciones, necesitamos mostrar de forma rigu-
rosa que la presentacién de este grupo es realmente (z,y, z/z " lzz = y,y " loy = 2,27 lyz = 1),
es decir, no hay més generadores ni mas relaciones en la presentacién del grupo. Tenemos
entonces que encontrar un método que permita, dado un diagrama de un nudo, identificar com-
pletamente sus generadores y sus relaciones; ademds de que el calculo realizado pueda hacerse de
manera simple. Para eso describamos ahora la presentacion del grupo fundamental de un nudo

debida a Wirtinger. Usamos el Teorema de Van Kampen, que enunciamos sin dernostracién

(ver [2]).

Teorema 12 (Van Kampen) Sean X un espacio topoldgico y X1, X, subespacios abiertos de
X tales que X = X, U Xg. Supongamos que X1, X2 y X, N Xg son no vacios y conexos por

caminos. Supongamos ademds que

II; (X1) = {21y o1y Zn/T1, ooy Tm)
IT; (X2) = (Y1, - Yk /51, s 81)
Hl (Xl sz) = (2'1, "*uz‘r‘/tla "‘1tf) .

Entonces el grupo fundamental de X tiene la presentacion
Hl (X) = (1131, sy Ty Y1, ...,yk/n, vees Ty S1, ...,S[,'il,, (2‘1) = 'ig,,, (Zl) y ...,'L'l,,. (z,_) == ig, (2,—)) y

donde i1, € ig. son los homomorfismos inducidos por las inclusionesi; : X1NXy — X;, j =1,2.

En el caso especial en el que IT) (X1 N X72) = {e}, 111 (X) = (Z1, ..y Tny Y1y oon Uk /T1y ooy Ty ST, o0 82) -

Aunque los espacios X; y X3 deben ser abiertos pueden ser escogidos cerrados, pues en
general, vamos a encontrar una vecindad abierta de cada uno de los espacios cuyo grupo fun-
damental sea el mismo y asi usar el teorema sin dificultad.

El grupo del nudo se considera como el grupo fundamental del complemento del nudo en

S3. Mostremos que puede hacerse el anslisis con el complemento en R3, gracias a la siguiente
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proposicion.

Proposicién 13 Sea N un nudo en R3, entonces la inclusion R® = N — S% — N induce un

isomorfismo ¢ : II; (R® ~ N) 5 T, (S® - N).

Prueba. Escojamos una vecindad U de co en S tal que U NN = & y es homeomorfa a R3.
Entonces S3~N = (U U (8% —~ U))-N = UU(R3*-N), siendo U y (R3~ V) conexos por caminos.
Tenemos que U es simplemente conexa, es decir, II; (U) = {e}. Como (R* = N)NT es un
retracto de S! entonces IT; ((R3—N) ﬂU) =00 (SY) X Zy I (R3=N) = (Y1, oy Yn/T1, s )
Renombrando, U = X1, (R®~ N) = Xy y dado que I, (X; N X>y) = () = Z, los homomorfismos

inducidos son

1.0 1Y (X] nXQ) — I (Xl) . 194 ¢ I (X1 ﬂXQ) — I (XQ)

t et e t — e,

al aplicar Teorema de Van Kampen tenemos que

I (8%~ N) = (Y1, sy /71, 0Ty i1 (2) = 2 (1) 2 T (RPN . O

Antes de calcular la presentacién para el grupo de un nudo /N consideremos una proyeccion

sobre el plano z = 0 y supongamos que [V estd totalmente contenido en Ri.

1

’

Punto
Inicial
Figura 3-2

Elijamos un punto inicial para recorrer el nudo, situado después de un cruce por debajo. Conti-
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nuemos nuestro recorrido hasta un punto anterior al préximo cruce por debajo y marquemos tal
punto. El segmento de curva comprendido entre los dos puuntos es llamado un arco, o sobrepase.
Si seguimos recorriendo el nudo trazando puntos de esta forma vamos a tener marcados todos los
arcos; numeremos dichos arcos ¢ = 1,...,n (Fig. 3-2), consideréandolos en R3 = {(z,y, z) /z > 0}.
A partir de los extremos de estos sobrepases extendamos lineas perpendiculares a z = 0 y una-
mos los puntos finales de estas lineas de manera que el nudo resultante sea equivalente a N y
llamémoslo N (Fig. 3-3). Esto nos permitird encontrar el grupo de N a partir del grupo de N

puesto que N y N son nudos equivalentes.

/=0 S

Figura 3-3

Vamos entonces a encontrar una forma de calcular el grupo de un nudo, para ello requerire-
mos de un lema, el cual probaremos después de las siguientes observaciones: consideremos a b
como el punto base de Ri — N y consideremos los lazos que rodean cada uno de los arcos y

que dan una vuelta en sentido de un tornillo de mano derecha con relacién a la orientacién del

. /s
nudo N, — [ llamémoslos x), x9, ...,x,. Veamos ahora el lema:

"

Lema 14 II, (Ri — N,b) es el grupo libre generado por x,, ..., Ty.

Prueba. Para cada arco i construyamos una pared vertical desde z = 0 hasta el arco,

engrosémosla un poco y llamémosla B; (Fig. 3-4).
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Figura 3-4

[

Obtenemos asi un conjunto {Bi,..., B} de espacios que claramente son homeomorfos a
bolas disjuntas. Después de ésto quitemos cada B; y obtenemos asi un espacio X, el cual es
simplemente conexo, pues cualquier lazo basado en b puede ser deformado en el trivial.

Tenemos ademas que Rin ~ Xy (BL — 1\7) U...u (Bn - N) . Si deformamos un poco
cada B; podemos verlo como un cilindro, asi B; — N es homeomorfo a un cilindro sélido sin su

linea central. (Fig. 3-5)

T

Figura 3-5

Si retraemos este cilindro obtenemos un circulo sin su punto central, el cual tiene como grupo
fundamental a Z. Asi II; (B,- - 1\7) = (x;) = Z. Ademas la interseccién de B, — N con X es
homeomorfa a un disco, luego su grupo fundamental es el trivial.
Tenemos entonces: I1; (X) = {e}, I (Bt - TV) = () 27,1 (X n (B1 - N)) >~ {e}.
El resultado del lema lo probamos por induccion:

Si B; = By, aplicando Teorema de Van Kampen, se tiene que II; (X U (Bl - ]\/)) ={(z1).
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Supongamos que dados i = 1, ..., k, el grupo fundamental de X U (5’1 - N) U...u (Bk - J\?)
es el grupo libre generado por z1, ..., Zk.

Asi, para calcular el grupo de X U (Bl — N) U.. U (Bk - 1\7) U (Bk+1 - N) estamos en la
situacion:

11 (X U (31 - N) V..U (Bi - /v)) = (T, ., 28)

1Ty (Bk+1 - N) = (Th+1)

I ((Xu (31 _ N) U...u (B,c - N)) N (Bisr — N)) = 1 (Xm (BM - N)) = {e).
Luego, por el Terorema de Van Kampen lo Unico que debenios hacer es agregar el gene-
rador xx,1, pues no hay ninguna relacién. Asi, IT; (X U (Bl - N) U...u (B’kﬂ - ]\)) =
(14 ey Ty Thot1)

Si b no estuviera en (X U (31 - N) U...u (Bk - N)) n (Bk+1 - N) entonces para cada i
lo que hariamos serfa unir b con algin punto sobre B; por medio de una linea y agregar ésta a

B;. Con ésto y la induccién inmediatamente anterior tencnios el resultado que buscdbamos. O

Hasta aquf sélo hemos analizado lo que ocurre en R? —N, nos falta entonces ver lo que

sucede en R® —N y en la interseccién de R3 —N con R® —N.

:

a) b)
Figura 3-6

b

Claramente, R3 —N es simplemente conexo.

Ahora, (Ri—N) N (Ri-!\?) = {(z,y,2) /z =0} ~ N, es decir, el plano z = 0 con n arcos
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disjuntos removidos. Por cada uno de estos arcos habrd un lazo y; (ver Fig. 3-6) que lo rodea; al
considerar cada uno de estos lazos en R3 —N obtenemos yi = ¢ y si lo consideramos en R} — N
puede verse en Figura 3-6. a) que y; = :ciaskz;ll :z:,:l (si la direccién de xy se invierte, la relacion
€S Y = TuTiTy ‘T ;) 0 en 3-6. b) que y; = zex ) e

Asi se tiene $i$k$i+1$;1 = e, a:w,:l:nﬂlxk =ed a:i:(:;;ll =c.

Por el Teorema de Van Kampen: ITy (R* — N) = (@1, ..., 2. /ys = ¢,i = 1,...,n)

Si consideramos un lazo y que rodee todos los arcos que se removieron en el planc z = 0,
podemos ver que y = y1¥2...yn ¥ que al inyectarse en R® — N o en R3 - N es homotdpico al lazo
trivial, luego una de las relaciones puede expresarse en términos de las otras n — 1 y asf se tiene
una presentacién con n generadores y n—1 relaciones. Ademéas podemos eliminar los generadores

redundantes que provienen de las relaciones z;27}, = e. Y como IT; (R* — N} = IT, (§* — N)

tenemos el siguiente teorema que describe la presentacién de Wirtinger:

Teorema 15 Si N es un nudo entonces I1) (S — N) = (@1, ..., Zn/T1. i Tn_1) , donde r; =

TiriTip1Z, 5, y e € {1,-1}.

En 1910, Max Dehn demostré que dado un nudo cualquiera, los generadores y las rela-
ciones obtenidas por este procedimiento dan una descripcién completa del grupo de un nudo.
No importa cudl sea el nudo siempre es posible calcular su grupo y sus relaciones se¢ pueden

interpretar como ecuaciones algebraicas con varias incégnitas.

3.2 Algunos ejemplos

En esta seccidén usaremos la presentacién de Wirtinger descrita anteriormente para calcular el
grupo de algunos nudos. En el Ejemplo ! calculamos el grupo fundamental para dos diagramas
del nudo trivial y comprobamos que, aunque se obtiene el mismo grupo por la invarianza del

grupo fundamental, las presentaciones obtenidas pueden ser muy diferentes.
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1. El nudo trivial

X
e <
pd ™~ X2
X ‘x‘\ e
~
/
X3
~
a
Xs
a) Nl b) 1\/’2

Es claro que los dos diagramas representan el nudo trivial, calculemos en cada caso su grupo:
Para el diagrama en la parte a) se tiene un solo arco, por lo tanto un solo generador z;.
Claramente II, (S3 - Ny) = (z1) & Z.

Para el nudo en la parte b) tenemos las siguientes relaciones entre sus generadores:

Ty .’1)1182371_1 = I3,
Ty @ $1$4I1_1 = I3,
T3 3:4:162:2:4"1 = I,
T4 . ngsxgl = T4,

Ts ! xgxsxé’l =T.

Como se dijo en la prueba de la presentacién de Wirtinger, una de las relaciones obtenidas
es redundante, luego puede ser eliminada. En este caso eliminemos la primera relacién. De las
dos udltimas relaciones tenemos que x4 = z;, y con ésto en las otras dos relaciones se¢ tiene que
T4 = o = x3, lo que nos muestra que ITy (8% — Np) = (z4) ¥ 10, (S - Ny) .

Aunque en este ejemplo pudimos mostrar que los grupos con presentaciones tan distintas son
realmente isomorfos, en general ésto no es tan facil. Es importante notar que existen diferentes
métodos para hallar presentaciones del grupo de un nudo y las presentaciones obtenidas tienen
apariencias muy diferentes, por lo que se pone de manifiesto las dificultades que conlleva el

problema del isomorfismo, es decir, no se conoce ningin algoritmo que permita determinar si
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dadas dos presentaciones en términos de generadores y relaciones, ellas corresponden a grupos

isomorfos.

2. El nudo trébol

Trébol derecho

Trazamos los arcos y leemos la relacion correspondiente en cada cruce, de lo cual obtenemos:
oyl —
IyTLy = L2,
cop L — o
T1xT| - = I3,
S S,
ToT3T, = Tj.
Eliminando la primera relacién y remplazando la segunda cn la tercera obtenemos
. oy Ll —
Tyl Lo =X

Luego, G =11, (% — N) = (z,z2/w22,72 = T1T22) .
Si hiciéramos el célculo con el trébol izquierdo obtendriamos un grupo isomorfo a G.

3. El nudo 5




Sus relaciones

el =
15Ty = &Ly,

wapr—l =
ToLaxy = 23,
. -1 . .
T3x1Ly " = T,
T
T4, = T,

I5:L'3$gl = X9.
Eliminemos la Gltima ecuacién, remplacemos la primera en la segunda y en la cuarta

-1,.-1 _ ,
:L'Q.rle,icl Ty, = I3,

1 1

e =1 =l.=-1 _ .
T1Z5T) "T2X1Ty Ty = A

Ahora remplacemos la tercera ecuacion original en las dos anteriores

-1, -1_.-1
332:131$33:1.'123 r, Ty = T3,

1 1

mgxlxs_lelxgxlzr;;xi’lmg T =e.
De la dltima de estas ecuaciones, despejemos a x2

Iy = a:lxgz:l‘l:cglxlmgxl:cgl:c'{l.

y la remplazamos en la otra ecuacién

—
11 o= =1_ -1l -1 _-1, . —-1.-1 -1_ . -1 ~-1_ _
T)T3T] Ty T1T3T1T3 T T1X3T] Ty LT T1TI3T) Ty &y I3rpLy T = I3

—~1 - —1_—1 -1 -
= T1T3T 1;133 1$1I3$1x3 liL'l T3T1ZLy liL'l = 3.
De aqui,

U SRS Fs SRS BUPS
G =11, (5§~ 52) =<£L‘1,I3/.’I:13:3:L'1 Ty TILFZT Ty T] = TIWL3T] Ty >
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4. El nudo 9,

Sus relaciones

el
x5y = L,
pogar)l =
Togly = T7,
- g S
L3T7T3 = Ty,
Pl
T4TRLy = Iy,
Tepapr=l — o
TsLgly = X1,
I
‘7“6‘1’116 =y,
Sl T,
T7Xo2Xy " = X3,
1
Tygr3zlg = = T4,

.’L’g:l‘4l‘;1 = Is5.

Haciendo transformaciones algebraicas sobre estas relaciones puede verse que llegaimos a la
unica relacion ToT7XoT7LoX7ToT7Ly == T7ToLTLIT7LoLTLILT.

Por tanto G = II; (S% — 9)) = (T2, 27/T2T7Z2T7T207T22 722 = X7TTTTITITITIT2T7) -
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3.3 Propiedades del grupo de un nudo

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades del grupo de un nudo, como la estructura
de producto semidirecto, el defecto del grupo de un nudo, el grupo de la suma conexa de dos
nudos, garantizar la existencia de nudos no triviales y el lema de la “no-cancelacion”.

Recordemos inicialmente que un grupo G es producto semidirecto de K por @, denotado
G = K » @ si G contiene subgrupos K y @ tales que:

(1) K «G.

(it) KQ = G.

(i) KN@ = {1}.

Para mostrar que un grupo es producto semidirecto de otros dos podemos ayudarnos de la

siguiente proposicién (para la prueba ver [8, p.137-141]).

Proposiciéon 16 St K a« G y @ es un subgrupo de G, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes:

(2) G es un producto semidirecto de K por Q.

(i4) Hay una sucesién exacta corta escindida '1 —» K - G — Q — 1.

(747) @ es un complemento de K.

(1v) @ es un retracto de G con kernel K.

Esta proposicién nos permite probar el siguiente teorema, que es un resultado fundamental

para el estudio del grupo de un nudo.

Teorema 17 Sea G el grupo de un nudo N, entonces G = G' x Z, donde G’ es el conmutador

de G,

Prueba. Sea G el grupo de un nudo IV, y sea G’ su conmutador. Sabemos que G tiene una
presentacién dada por (Z1,...,Tn/T1, .., Tn—1) donde 7; i= z;x{2ip 12, ¢, con € € {1, -1} . Como

G /G’ es un cociente del grupo G, tiene presentacién

1 Es decir, una sucesion exacta cortal — K — G LY Q — 1 tal que hay un homomorfismo ¥ : Q — G con
nov = 1q.
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(T1y ey Tn/T1, ooy Tno1, TiT; = T34, V4,5 = 1,...,n) , por lo tanto cada una de las relaciones
se convierte en x; = iy y asi G/G' = Z .
Sea t el generador de Z, o sea Z = (t) y definamos el homomorfismo para el grupo libre

F = (z,,...,xn) determinado por

II: F—=Z

T —t, paratodoi=1---n.

Puesto que II(z;x}xip10,¢) =t-t°-t-t7° =1, para todo i = 1---n — 1, entonces II induce un
homorfismo de G en Z, que denotamos también por II, y ademds es sobreyectivo, O sea que
G/Ker I1 2 Z, y por tanto G’ C Kerll. Ahora, por teoremas de homomorfismos sabemos que
K—g_% = G/Ker I1 = Z, luego Kerll/G' = {1}, es decir, KerIl = G’ y tenemos entonces la
sucesién exacta corta

1-G -6¢8z -1
Ademads, si definimos el homomorfismo

v: Z-—-G

t— 2

entonces (ITo W) (¢t) = II (¥ (¢)) = I(x;) =t y por tanto la sucesién corta es escindida y G es
producto semidirecto de G’ por Z. O

Con este teorema podemos encontrar una expresién para el cociente G/G’.
Corolario 18 $i G es el grupo de un nudo, G/G = Z.

Este corolario y la presentacién de Wirtinger son los elementos que nos van a permitir

calcular el defecto del grupo de un nudo. Recordemos el concepto del defecto de un grupo.

Definicién 19 E! defecto de una presentacién es la diferencia entre el numero de genera-
dores y el nimero de relaciones. El defecto de un grupo es el mdarimo de los defectos de las

presentaciones de un grupo, si tal mdzrimo existe.
A continuacién veremos cudl es el defecto del grupo de un nudo.
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Teorema 20 FEl defecto del grupo de un nudo es 1.

Prueba. Ya sabemos que la presentacién de Wirtinger para el grupo de un nudo N estd
dada por: II; (R® — N) = (z1,...,Zn/71, ..., 7n-1) donde 7; := zx{zi175¢, con e € {1,—1},
luego la diferencia entre el nimero de generadores y relaciones para tal presentacién es 1.
Veamos que no puede darse una presentacién en la cual la diferencia entre generadores y rela-
ciones sea mayor que 1.

Supongamos que tenemos una presentacién (xy,...,Z» /71, .., 'm) €ntonces vamos a conside-
rar el grupo cociente G/G’, el cual sabemos ya que es isomorfo a Z. Como G/G’ es un cociente
del grupo G, tiene como presentacién {zi,...,Tn/71,...,"m,TiT; = T;z;, Vi, j = 1,...,n). Enu-
meremos los generadores de tal forma que las variables libres, si las hay, son las primeras, y
como G /G’ 2 Z, sélo podria existir una variable libre ;. Si n = 1 entonces no existe ninguna
relacién no trivial.

Supongamos ahora que n > 1, dado que G/G’ es un grupo abeliano, podemos despejar
a z, de una de las m relaciones como zi = a:‘f...:c;"_jf, y tal que i, es 1 6 divisor de las
potencias de z, en las otras relaciones. (Debe haber por lo menos una relacién en la que se
pueda hacer ésto, pues de otra manera tendriamos relaciones de la forma «ip = £J'..2l"7},
que no podrian ser eliminadas de la presentacién, haciendo que el grupo no sea libre, lo cual
contradice que G/G' = Z). Remplacemos a z, en todas las relaciones que aparezca y asi
eliminamos una relacién y un generador. Supongamos que m > n — 1 y repitamos el proceso
para z,_i, eliminamos entonces otro generador'y otra relacién, continuemos asi hasta obtener
una expresién para x9, hasta aquf hemos eliminado n — 2 generadores y relaciones. Es claro que
las relaciones en las que pueda despejarse xo son de la forma zp = m’f. Si x; es libre entonces
para asegurar el isomorfismo con Z debe darse que k = 0, si 21 no es libre entonces k = +1; as{
las otras m — n + 1 relaciones serian redundantes, por lo tanto en la presentacién de G no se

requieren mas de n — 1 relaciones. Si m < n — 1 entonces los otros n — m generadores restantes

son libres, lo cual no es posible por la descripcién de G/G'. Luego, el defecto es 1.0

En el Ejemplo 1 vimos que el grupo del nudo trivial es Z. En efecto se tiene también el
reciproco, es decir, si el grupo de un nudo es Z entonces el nudo es el trivial. Este resultado,

muy importante en la teoria de nudos, fue asumido inicialmente como intuitivamente claro, pero
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para una prueba rigurosa se requirié mas de medio siglo de trabajo y resultados profundos de
la Topologia Algebraica y de la teorfa de 3-variedades. Nosotros enunciamos dicho resultado,

para una prueba ver [1, Prop. 3.17].
Teorema 21 Un nudo N es trivial si y sdlo si I (S° — N) = Z.

Con este teorema podemos asegurar la existencia de nudos no triviales, pues cualquier nudo

con grupo no trivial esta realmente “anudado”. Veamos por ejemplo que el trébol es “anudado”.
Corolario 22 FEl nudo trébol no es trivial.

Prueba. En el Ejemplo 2 obtuvimos una presentacién para el grupo del trébol dada por
Hl (83 - N) = <$1,x2/x1$2m1m{1mf1m51 = e> .

Definamos el homomorfismo del grupo libre generado por (z1,z32) en el grupo de permutaciones

S3, dado por:
p:F - 53
zg ~— (12
g +— (23)

Este homomorfismo es sobre, ya que los ciclos (1 2) y (2 3) generan al grupo de permutaciones
S3, ademds, haciendo unos cémputos elementales, se puede ver que 722212, 1:::1‘1:1:2' 1 ¢ Kerg.

Luego, por el Lema 11, ¢ se puede extender a un homomorfismo sobre
U (zy,co/mizomzy a7 lzgl =e) — S3
2 T Ty

Por tanto

I ($° = N) /Ker¥ = S,

luego, como S3 no es abeliano, entonces ITy (S — N) no puede ser abeliano, es decir, II; (8% - Ny 2

Z, y por tanto el trébol no es un nudo trivial.O

Para los otros ejemplos calculados es posible también definir un homomorfismo de manera

conveniente que muestre que II; (S® — N} no puede ser isomorfo a Z.
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Veamos ahora cémo se relaciona el grupo de una suma conexa con el grupo de sus compo-

nentes.

Teorema 23 Si Hl(Sa—Nl) = (l‘l,...,.’L‘n/‘I'l, ...,'T‘n41> yH1 (SB - Ng) = (yl,...,ym/sl,...,sm_l)

entonces

II; (53 — (N1#N2)) = (Z1y s Ty Y1y oy Ym/T1s s T 15 STy o0y S 1, Tt = Y ) -

Yn

/

Xn+ Yn+

53 — (N1#No)

Prueba. Como N = N;#N» es una suma conexa, existe un plano que lo corta en dos
puntos. Tracemos este plano y consideremos las dos regiones de S° — N limitadas por él.
Llamemos X) a la regién de S3 — N correspondiente a N, y X3 a la regién de S3 — N correspon-
diente a N3. Podemos ver, siguiendo un procedimiento similar al que se realizé para calcular
la presentacién de Wirtinger, que el grupo fundamental de X, es el mismo grupo de S§% — N,
sélo que se agrega el generador x,4; que aparece probablemente en una relacién de la forma
Tj1Tj=TE, Ti{1%,5,, con € € {1,—1}, relacién en la cual para el grupo de S® — N; aparecia
Zn. De la figura puede verse que =, puede ser deformado de manera continua en z, impli-
cando que la presentacién de I13 (S3 — N1) y IT; (X1) es la misma. Algo similar sucede con X3,
para la cual se tiene que II; (S% — N;) y II; (X;) tienen la misma presentacién. La interseccion

entre X3 y X2, es un plano sin dos puntos, por tanto su grupo fundamental es el grupo libre
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con dos generadores ¢t y v, es decir, II; (X; N X3) = Z+Z. Los homomorfismos inducidos son

e I (X1NX2) — I (Xy) e : I (X1NXg) — II1(Xy)
t — Tn e t — Ym
v — Tn v — UYn,

Al aplicar e] Teorema de Van Kampen se tiene que
H] (53 - (N]#NQ)) = <x1, oy Tny Y1, ...,‘ym/rl, ey n—1,81y -y SmMm—~1,Ln = ym) .0

Con ésto y sabiendo que el grupo del trébol es <x1,m2,x3/mgx3x§1 = z1,T37,7; ' = m2>
podemos calcular los grupos para los nudos granny y reef.

Es claro que para ambos nudos,

-1 -1
G_<m1,x2,wa,w4,ws,xs/ ToTIT; T = T1,T3T1Ty = Ty, >

3353365351 = 1“4,5065845851 = 5,T3 = Tg

lo que se reduce a G = (z,y,2/222 = z2x,y2yz 'y~ ! = zzzz~lz71) .
Hay una propiedad de los nudos que de manera intuitiva indica que para un nudo no es
posible, haciendo otro nudo, lograr desanudarlo, esta propiedad es llamada Teorema de la “no

cancelacién”, y estd probada en la siguiente proposicion:
Proposicién 24 Una suma conera N1# Ny es trivial si y sélo st Ny y Ny son triviales.

Prueba. Supongamos que N;#N; es trivial y que N; o N; son no triviales. Sin pérdida
de generalidad supongamos que NV es trivial y N3 no lo es. Por la propiedad anterior y por ser
N trivial,

I (8% = (M1#N2)) = (2,15, Ym/S1s s Sme1, T = Yrm)
(Y1 ooy Ym /815 oy Sm—1)
= IL(S®-M2).

Luego IT; (83 — N;) 2 Z. Absurdo!.
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Si tanto N7 como N3 son no triviales entonces

T, (5'3 - (N1#N2)) = (T1y ey Ty Y1y oy Ym /Ty ooy Tne1,515 -y Sm—1, T = Yrm)

conn > 1ym > 1, luego II; (8% — (N1#N2)) # Z. Absurdo!. Luego, Ny y Na son nudos
triviales.

Si N1 y N son triviales entonces IT; (8% — Ny) = (t) y II; (S% — N2) = (w) por lo tanto
II; (83 — (M#N2)) = (t,w/t = w) = (t) X Z y as{ N1#N; es trivial. O
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Conclusiones

El grupo de un nudo es un invariante bueno para la clasificaciéon de los nudos, superior a
otros invariantes y de fécil cdlculo. Es ademds elemento importante en el estudio de algunas
propiedades dentro de la teoria. Sin embargo, las herramientas necesarias para probar muchos
de los resultados conocidos sobre la teoria de nudos, relacionados con este invariante, no se
encuentran al alcance del presente trabajo, herramientas como la teorfa de grupos de homologia
y cohomologia, la teoria de cubiertas, etc.

El grupo de un nudo ademas, no logra clasificar totalmente todos los nudos pues aunque
si dos nudos tienen grupos distintos se puede determinar la no equivalencia de ellos, s6lo para
nudos primos puede concluirse que son homeomorfos al saber que sus grupos son isomorfos;
lo que ha hecho necesario buscar otros invariantes para una clasificacién més completa. Estos

invariantes son los polinomios y junto con las teorfas antes enunciadas crean un interés mas

para continuar estudiando la teoria de nudos.
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