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Resumen

En este trabajo se estudia la bifurcacion de los campos Morse-Smale en 3-variedades
cerradas a través de un ciclo singular silla-nodo, la cual genera nuevos atractores ex-
tranos en la frontera de dichos campos después de su bifurcacion, como los atractores
Hénon y no Lorenz-like . Para obtener los resultados estudiamos la aplicacion de re-
torno sobre la orbita periddica silla-nodo del ciclo y la mapa inducida en el espacio
de folias estables sobre la secciéon transversal.

Palabras clave: Atractor extrano singular, ciclos singulares silla-nodo, campos

Morse-Smale, transversalidad, bifurcacion.

Abstract

In this paper we study the bifurcation of Morse-Smale fields on closed 3-manifolds
through a saddle-node singular cycle, which generates new strange attractors on the
boundary of these fields after its bifurcation, as Henon and non-Lorenz-like attrac-
tors. To get the results we study the application of return on the saddle-node periodic
orbit of the cycle and the map induced in the space of stable leaves on the cross section.

Keywords: singular strange attractor, saddle-node singular cycles, Morse-

Smale field, transversality, bifurcation.
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Introducciéon

En la década de los 90’s, la teoria de bifurcaciones de los sistemas Morse-Smale
fue suficientemente desarrollada. Actualmente algunos de los atractores no son equiv-
alentes al atractor geométrico de Lorenz, como se puede ver en los articulos [AS],
INPT], [BLMP], |[PR] o en el caso gradiente [CP|. Ademas, los atractores Hénon y
Lorenz contracting fueron estudiados a través de las bifurcaciones de sistemas hiper-
boélicos.

Como el atractor geométrico de Lorenz es el ejemplo mas representativo de un
atractor extrano singular persistente, éste motivo el estudio de los atractores extranos
con singularidades, atractores hiperbolicos generalizados (ver [P]), los cuales incluyen
un namero conocido de ejemplos como los atractores Lorenz-type. Para campos vecto-
riales, otros ejemplos fueron introducidos en [R], [LV] y [PRV]; y por lo tanto motiva
proponer una clasificacion para la categoria de los atractores extranos para flujos. El
término Lorenz-like ha sido frecuentemente utilizado por muchos autores y aqui lo em-
plearemos, bajo el siguiente punto de vista: un atractor extrano singular es Lorenz-like
si es equivalente a algtn atractor geométrico de Lorenz.

En este trabajo se pretende estudiar las bifurcaciones en la frontera de los sistemas
Morse-Smale que generan atractores extrafios con singularidades en 3—variedades ce-
rradas M. Esta ocurre a través de un campo con una singularidad hiperbélica tipo
silla y una orbita periodica silla-nodo. Para difeomorfismos, el analisis de los ciclos
silla-nodo fueron introducidos en [NPT| y donde fue probado que los ciclos silla-nodo
criticos muestran tangencias homoclinicas en su desdoblamiento genérico. Esta bifur-
cacion también se ha estudiado ampliamente en [DRV], alli se demostro la existencia
en el espacio de parametros, de un amplio conjunto de valores cuyos correspondien-
tes sistemas exhiben atractores Hénon-like (ver [PT]). Por lo tanto nuestro objetivo
seré resumir las principales caracteristicas dindmicas en presencia de un ciclo singular
silla-nodo, para las cuales generen atractores extranos en la frontera de los sistemas
Morse-Smale siguiendo como referencia el articulo [MP].
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

En este capitulo daremos las definiciones previas para entender la bifurcacion que
proveera diferentes tipos de atractores extranos singulares precisamente a través de la
frontera de los sistemas Morse-Smale. Recordemos que un campo vectorial de clase
C" en M es una funciéon que a cada punto p € M, le asocia un vector X (p) € T,M.
Es decir, es una funcion de clase C", X : M — T'M tal que 7X es la identidad en M,
donde 7 es la proyeccion natural de TM en M. Denotaremos por X"(M) el conjunto
de campos de clase C" en M, donde M es una variedad.

Sean M una 3—variedad cerrada (compacta sin borde), X un campo vectorial en
M de clase C' y XT[t, | con t € R es el flujo generado por X.

Una orbita de X es el conjunto O = Ox(q) = {X[t, ¢] : t € R} para algin
q € M. Una singularidad de X es un punto o € M tal que X (o) = 0 (equivalen-
temente Ox (o) = {o}). Una orbita periodica de X es una orbita O = Ox(p)
tal que X|[T, p| = p para algin minimo nimero 7" > 0 (equivalentemente O es
compacto y O # {p}). Una orbita cerrada de X es una singularidad 6 una o6r-
bita periédica de X. El conjunto omega limite de un punto p € M es el conjunto
wx(p) ={r € M : z = lim, - X[t,, p|, para alguna sucesion ¢, — oo}. Un punto
p € M es llamado no-errante para X si para cada 7' > 0 y cada vecindad U de p en
M existe t > T tal que X[t, U NU # (. El conjunto de puntos no-errantes de X es
denotado por 2(X) 6 Q(X;).

Definicién 1.1. Un atractor extrano singular de un campo X es un conjunto
transitivo invariante A con las siguientes propiedades:

= A contiene un conjunto denso de orbitas periddicas de X ;

A tiene al menos una singularidad de X ;

A exhibe una orbita positiva densa con exponente de Lyapunov positivo.

Existe una vecindad U de A que satisface A = Mo X[t, U] (U se llama bloque
aislante).



La cuenca de A es el conjunto de puntos en M cuyo w—limite estd contenido en A.
Ademds decimos que A es persistente si N;>oY [t, U] es un atractor extrano singular
para cualquier campo Y cercano a X.

Definicion 1.2. Dos atractores extranos singulares A y B de X e Y, respectivamente;
son equivalentes cuando ezisten bloques aislados U y W de A y B (respectivamente)
y un homeomorfismo h : U — W que envia orbitas de X en orbitas de Y .

Ejemplo 1.1. EIl atractor geométrico de Lorenz es el mds representativo atractor
extrano singular persistente (ver [DKQO] para una definicion axiomdtica).

Definicion 1.3. Sean M una 3-variedad compacta y un campo X definido sobre M.
Un conjunto compacto invariante H de X es hiperbélico si existe una descomposi-
cion continua DX|t, -|—invariante

TyM = E5, ® Ey @ EY

tal que E3 es la direccion del flujo en H y DX|t, -] contrae (resp. expande) de manera
uniforme vectores en E3, (resp. EY,). Es decir, existen constantes positivas k, A tal
que para todo p € H:

1. ||DXTt, pl/ms|| < ke Vt >0 (e.d, E3 es el subfibrado (k, \)-contractor);

2. |[DX[~t, pl/ey|| < ke, Vt >0 (e.d, E}; es el subfibrado (k, \)-ezpansor);

3. EX = (X)(e.d, E¥ es la direccion del campo).

Decimos que un campo X es hiperboélico si su conjunto de puntos no-errantes es
hiperbolico.

La teoria de variedades invariantes (ver [HPS|) asegura que si z pertenece a un
conjunto hiperbodlico H de X, entonces los conjuntos:

W*(x)={ye M : dX[t, =], X[t,y]) — 0, cuando ¢t — oo}

W (z) ={ye M : d(X[t, z], X[t, y]) — 0, cuando t — —o0}

son C'—“subvariedades” de M. Estas variedades son llamadas las variedades estable
fuerte e inestable fuerte de x. Ademas, los conjuntos:

weH) = [Jwe@) oy W) = | w)
zeH ceH
son también C'—“subvariedades” de M usualmente llamadas las variedades es-
table e inestable asociadas a cualquier conjunto hiperbolico de H. Ellas son tangentes
a los subfibrados Ff & Ex y EY% @ E5 respectivamente. Ademés es bien conocido
que W*(H) (resp. W*(H)) coincide con el conjunto de puntos x € M cuyo conjunto
w—limite (resp. a—limite) esta contenido en H. En el caso cuando H se reduce a
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una singularidad o de X cuyos valores propios {A;, —As. — A3} son reales y satis-
face —Xo < —A3 < 0 < Ay, existe también una (tnica) variedad invariante pasando
a través de o y tangente a la direcciéon asociado al valor propio {—As}: la variedad
estable fuerte de o denotada por W**(o).

Definicion 1.4. Un campo X € X"(M) es C*—estructuralmente estable si eziste
una vecindad V de X en X"(M) tal que para todo Y € V es topoldgicamente equivalente
a X. Es decir, el campo es C'—estructuralmente estable si el comportamiento
topoldgico de sus orbitas no se altera mediante pequenas perturbaciones.

Definicion 1.5. Un subconjunto de X" (M) es residual si contiene una interseccion
enumerable de subconjuntos abiertos y densos.

Definicién 1.6. Sean M wuna variedad compacta de dimension n y X € X"(M).
Decimos que X es un campo Morse Smale si:

1. X tiene un numero finito de orbitas cerradas, todas hiperbolicas;
2. Si oy y oy son drbitas cerradas de X, entonces W*(oy) es transversal a W*(o);
3. QX) es igual al conjunto de las orbitas cerradas de X .
Observaciones.
» Los campos Morse-Smale son residuales, para detalles ver [PM)].

= La clase de campos Morse-Smale es un subconjunto abierto no vacio y sus orbitas
cerradas son estructuralmente estables.

» Los campos Morse-Smale son hiperbolicos y no exhibe atractores extranos singu-
lares.

En algunos casos existen variedades invariantes no hiperbélicas; por ejemplo, cuan-
do o, es una orbita periddica silla-nodo, es decir, la correspondiente derivada de
la funcién de retorno de Poincaré Dw(o) tiene un valor propio en valor absoluto
diferente de 1 y el segundo igual a 1; y 7 tiene un término cuadratico no degenerado
distinto de cero en la direccion central (ver [T]). Nosotros estamos interesados en el
caso donde el primer valor propio pertenece a (0, 1). Sea W#*(o1) el conjunto de puntos
cuyo w—limite es oy, en este caso, W¥(oy) es una 3—variedad con frontera.

Definiciéon 1.7. Un conjunto I' = {0y, 01, 70, 71} €s un ciclo singular silla-nodo
de X si satisface las siguientes condiciones:

1. g es una singularidad hiperbdlica tipo silla cuyos valores propios {1, —A2, —As}
satisfacen —Ag < —A3 < 0 < A5

2. o1 es una orbita periodica silla-nodo;

3. v = (W?3(oo) N W"(01))\W?**(0¢) es un conjunto finito de orbitas requlares;

3
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Figura 1-1: Ciclo singular silla-nodo

4. 1= (W*0o1)\0) UW*o0o) y esta contenido en el interior de W*(oy).

Para simplicidad, asumimos la existencia de una vecindad U de X tal quesi Y € U,
entonces la continuacion analitica de la singularidad admite una C?—linealizacion de
coordenadas. Para esto es necesario que los valores propios de la singularidad cumplan
ciertas condiciones de no-resonancia y de esta manera A3 # A;. Luego para que esto
sea cierto, el campo en el que se trabaje sera al menos de clase C3.

Ahora, es bien conocida la existencia de una foliacion estable fuerte F*° (o variedad

estable fuerte) para 7. Saturando F*° por X|t, -] se obtiene la foliacion F*° en W*(0y).

Definiciéon 1.8. Un ciclo singular silla-nodo I" es transversal si W*(0g) es transver-
sal a W*(o1) y 7 es transversal a F*°. El ciclo es critico si W*(oy) es transversal a

W"(o1) y hay una tangencia no-degenerada entre y1\W"(og) y F*%.

Por lo tanto, el primer resultado resume las principales caracteristicas dinamicas en
presencia de un ciclo singular silla-nodo k—expansivo I" con k > 1 (ver definicion B
en el capitulof]). Lo cuéal demostrara que la k—expansividad caracteriza la dindmica en
una adecuada vecindad del ciclo. Para ello reconstruimos su demostracion y usaremos
las siguientes convenciones: m representa la medida de Lebesgue en R y Cl(A) denota
la clausura del conjunto A.



Teorema A. Sea X, una familia genérica uni-paramétrica de campos en M tal que
X, es Morse-Smale, para p < 0; y Xo exhibe un ciclo singular silla-nodo transversal
I’ de tipo k—expansivo. Entonces,

(a) Si k> 1, existen 6 > 0 y una vecindad U de I' tal que Vi € (0, 6), X, exhibe un
atractor extrano singular persistente A,, C U cuya cuenca contiene un conjunto
abierto y denso de U. En particular, X, no es hiperbdlico Vu € (0, §);

(b) Sik >+/2, (a) se cumple y existe una sucesion de intervalos disjuntos [a,, b,] C

~

(0, 9) tal que A, no es un atractor Lorenz-like, Viu € I = Upsolan, byl; vy

g PEO02)
e—07t €
(c) Sik > 2, No(fr) =1y Cl(D(fr)) # S*, (b) se cumple y existe otra sucesion
de intervalos disyuntos [a,, b,] C (0, 6) tal que A, es Lorenz-like, Yu € I' =
Un>0[aln7 b/n]7 )
g P00
e—0t €

(d) Sik>2, (a) se cumple y flu no es un atractor Lorenz-like, Y € (0, 0).

Ademés explicaremos en el apéndice el porqué los atractores obtenidos en este
teorema no son Lorenz-like a través del modelo del gréafico 4=1] debido que el ciclo
singular silla-nodo transversal genera un mapa de retorno, cuya imagen A’ de una
seccion transversal anular A tiene la forma de espiral.

También deseamos mostrar las principales propiedades de los ciclos criticos I' tales
que su mapa circular asociado fr tiene una extension critica continua (ver definiciéon
2.4)), con el siguiente teorema.

Teorema B. Sea X, una familia uni-paramétrica genérica de campos en M tal que
X, es Morse-Smale, para p < 0; y Xy exhibe un ciclo singular silla-nodo critico
I' cuya funcion uni-dimensional tiene una extension critica continua. Entonces, si
He(e) denota la conjunto de parametros ;o > 0 tal que X,, tiene un atractor Hénon-
like cercano a T', y

lin fut ")

e—0t £

> 0.



Capitulo 2

Dinamica uni-dimensional

En esta parte estudiaremos la dindmica de ciertas funciones en S!' o intervalos
compactos. Los resultados que se mostraran seran usados en el capitulo [l

Definicién 2.1. Sean J un intervalo compacto real o S*, k > 0 y ¢ € J. Definimos
Ex(J, ¢) como el conjunto de funciones f: J\{c} — J tales que

1. feCt y|f(x)] =k >k, para algin k' fijo y para todo x € J\{c};

2. f tiene limites laterales en c; es decir, existen los limites ro = lim,_.._ f(z) y

r_ =lim, .+ f(x).

Se define No(f) como el unico entero positivo tal que card (f~(z)) es No(f) +1 o
No(f) (Vz € J); y D(f) como el subconjunto de J tal que card (f~'(x)) = No(f) + 1
(Ver figura[3(a)). Si I C J y f € Eg(J, ¢), decimos que f genera la funcion de
primer retorno R en I si para cualquier x € I\{c}, existe un nimero entero positivo
m(z) tal que R(z) = @) (x) € I.

Nota 2.1. Para cada f € Ey(J, c) con k > 1, f es expansiva; debido que para
todo © # c y alguna constante k' tenemos |f (z)] = k' > k > 1. Este hecho, en
particular, tmplica que para todo I C J abierto, existe un primer enteron € N tal que

c € f*(I\{c}).
Esta nota serd usada en las pruebas de los resultados de este capitulo.

Afirmacion 2.1. Sea f € Ex(J, ¢) con k > 1. Suponga b > 2 (fijo) y e, > 0 tal que
min {(K')"* )} > b. Entonces para todo v < &, tenemos:

= UL C frOUF) U, < fOUS);

= U, CfmOU7) 6 UL C fmOUT), donde UT = (=7,0), UF = (0,7),
n*(y) = min{k e N: 0 € fHUF)}.
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Figura 2-1: Conceptos de la definicion 2.1]
En cfecto, 0 € f70)(U#) y |[f=O0UE)] > (K1 O[U#] > Y| = Uy
En particular, tenemos que U; C ff (=7, 7)) o U;V C f*((=~,7)) con k =
2 2

n*(v), ya que UF C (=, 7).

Lema 2.1. Sea f € Ex(J, ¢) con k > 1 y ¢ = 0. Entonces existe § > 0 tal que para
todo 0 < e < 0, existe n € N que satisface (=6, §) C f"((—e, €)).

Demostracion. Dado € > 0, consideremos los intervalos U, = (—¢, €), UZ = (0, ¢) y
U- = (—¢, 0). Definimos n™ y n~ como

n*(e) =mim{k € N: 0¢ fFUF)})

Ellas existen porque f es expansiva, luego f*(UF) debe eventualmente intersectar
a 0 (Ver nota [2]). De esto se deduce que:

(a) frO(UZ) es abierto;
(b) Las funciones ¢ — n*(g) son decrecientes;

(¢) lim,_ g+ n*(e) = oo.



En efecto:
(a) es cierto, debido a que f es un difeomorfismo.

(b) Sean €1 y 5 positivos tal que €1 < &5 , luego Uai1 C Us;; pero por definicién de
n*(e,) sabemos que éste nimero es el minimo tal que 0 € f7~ED(UX) ¢ 2 E)(UZ),
es decir 0 € f"i(al)(Ug;). Por otro lado, usando la definicién de n*(e;) obtenemos que

n*(g2) < n*(e1). Con esto mostramos que las funciones n* son decrecientes.

(¢) es cierto porque f*(UZF) es abierto para k < n*(e).

Consideremos I = (=4, §) el intervalo tal que I C f”ﬂeb)(U;g) N EU)y

€p
0 < gp. Veamos que para cada 0 < ¢ < 9, existe un n € N tal que

(=6, 0) C f"((=¢, ). (2-1)

En efecto, por la afirmacién 2.T], podemos encontrar k = n*(g) € N de manera que
Uy C f*((—e,€)) 6 U,_C f*((—¢, €)). Luego repitiendo este argumento, mientras i
2 ] 2
satisfaga (2)c < e, se deduce que U C f*((—e, €)) 6 U, C f*((—¢, €)), para algin
n; y por lo tanto

(=6,0) C [ (=g, ) 6 (=6, 6) C [T (e, 2)). (2-2)

Esto prueba (21)).
U

Teorema 2.1. Para cada f € Ex(J,c), k > 1, existe un intervalo compacto no
trivial I tal que f genera una funcion de primer retorno R en I. Ademds, R es
topoldgicamente transitiva y W*(I) = {x € J : f*(z) € I para algin n € N} es denso
en J.

Demostracion. Podemos asumir ¢ = 0 sin pérdida de generalidad. Demostremos la
existencia de un intervalo I tal que la funcién de retorno estd bien definida y es
transitiva. Para ello, elegimos ¢ como en el lema Il Sean H = Jygjooo f*((=0, 9))
y Co(H) la componente conexa de H que contiene a cero. Se deduce que:

» La funcion de primer retorno (sobre Co(H)) estd bien definida: si x € Co(H)
entonces existe k tal que z € U C f*((—9, §)), para algtin abierto U. Como f
es expansiva implica la existencia de un entero m tal que f™(U) es abierto y
contiene a 0 (véase la nota [21]). Asi f™(U) C Co(H) y se deduce que existe un
entero positivo r = m + k tal que R(z) = f"(z) € Co(H).

= La funciéon de retorno con dominio Cy(H)\{0} obtenida anteriormente es tran-
sitiva: Sean U, V abiertos de Cy(H)\{0}, veamos que existe n € N tal que
R (U)NV # 0. Como V C Cy(H), existe un p € N tal que V' C fP((—4,0)).



Ademas, por lo anterior sabemos que R(U) es abierto y contiene a 0, luego pode-
mos escoger 0 < ¢ < ¢ tal que (—¢, €) C R(U). Ahora por el resultado (2-2)),
existe ¢ € N tal que (—6,0) C f9((—¢,¢)). De esto se sigue

V. C fP((=4, ) C fPH((—e, €)) C fPH(R(U)) = [+ (U) = RP(U).

Elegimos I = CI(Cy(H)) y asi f genera una funciéon de primer retorno transitiva en 1.
Ahora si f € Ex(J, 0) genera una funcién de primer retorno en algtin intervalo I que
contiene 0, entonces W*(I) es denso en J; porque dado = € J y 6 > 0, consideramos
(x — 6,z + ), pero como f es expansiva (ver nota [2T]), existe n € N tal que el
n—ésimo iterado de f intersecta a I, es decir, f™(x — 0, z + ) N I # (); entonces
existe T € (z — 0, x + 0) tal que f"(z) € I, esto muestra que & € W?*(I). Por
consiguiente, W*(I) = {z € J: f*(x) € I para algin n € N} es denso en J. Esto
termina la demostracion del teorema.

]

Definicién 2.2. Sea f € E (S, ¢) y 6 € [0, 27). Se define fo = Rgo f, donde Ry es

la rotacion de un dngulo 6 sobre S*.

Proposicion 2.1. Si f € Ei(S*, ¢) entonces fo € E.(S', ¢), No(fo) = No(f) y
Dy = D(fy) = Ro(D(f)), para todo 0 € [0, 27).

Demostracion. Consideremos fp(z) = Rpo f(z) = f(x)+60, paraz € STy 6§ € [0, 27).

» Veamos fy € Ei(S, ¢): La funcién fy es de clase C!, debido a que Ry y f lo
son. Ademés |fy(x)| = |f (z)] > k' > k, para todo = € S*\{c}. Por otro lado,
los limites laterales en ¢ de fj existen, ya que f € Ep(S!, ¢) y lim,_ .+ 6 existe.

= Veamos Ny(fy) = No(f): Debido que para z € S* tenemos f, ' (z) = f~(x —0),
luego card(f, ' (x)) = card(f~'(z — 0)) que es igual No(f) 6 No(f) + 1.

» Veamos Dy = D(fy) = Ro(D(f)): si y € Rg(D(f)), entonces existe z € D(f)
tal que y = Ry(x) = x40, luego x = y — 6. Por otro lado, como x € D(f) y por
inciso anterior tenemos que

No(fe) +1 = No(f) +1 = card(f~"(z)) = card(f(y — 0)) = card(fs ' (v)),

luego y € D(fy). Ahora, si y € D(fy), por la anterior expresion obtenemos que
r=y—0¢€D(f),luego y =z + 0 = Ry(x), es decir y € Ry(D(f)). Con esto
terminamos la demostracion.

U
Nota 2.2. Sea f € Ei(S*, ¢) con k > 0. Entonces

1. Decimos que f preserva orientaciéon si f (z) > 0, para todo x € S*\{c}. De
manera andloga, decimos que f invierte orientacion si f (x) < 0, para todo

z € SM\{c}.



2. Supongamos No(f) = 1. Si f preserva orientacion (Resp. invierte orientacion),
entonces f tiene por lo menos un punto fijo (resp. dos puntos fijos).

Lema 2.2. Sea f € E(S*, ¢) con k > /2. Entonces, para cada intervalo no trivial
I C S, existe un entero positivo n tal que f™(I) contiene ya sea un intervalo con
puntos extremos {r_, ¢} ¢ {ry, c}.

Demostracion. Denotamos por |I| la longitud del intervalo I.

» Caso 1: ¢ ¢ I. Consideremos I; = f(I), pero como f € E(S!, ¢) entonces
|I1| > K'|I|. Sustituya I por I; y contintie el algoritmo. Este proceso termina,
debido a que |(c, r4)| v |(r, ¢)| es finita y se satisface |I,,| > (k')"|I|. Por lo
tanto, existe un n tal que f™(I) contiene (¢, 1) 6 (r_, c).

s Caso 2: ¢ € I. Elegimos Iy la mayor componente conexa de /\{0}, entonces
|Io] = (3)]1]. Ahora veamos que ocurre en I, = f(lp):

e Caso 2.1: Sic € I, : entonces I, = f(I) = f*(Iy) contiene un intervalo
con puntos extremos {r_, c} 6 {ry, c}.

e Caso 2.2: Sic ¢ I, : consideremos I, = f(I;) = f2(I), entonces |I5| >
2
%H |, sustituya Iy por I y Cogltinﬁe con el algoritmo. Asi obtenemos que
k/

|1o,| > (%)”m, pero como %5~ > 1 entonces existe un n tal que f"([)

contiene (¢, r4) 6 (r_, ¢).
U

Observacion. En la prueba se observa que f con estas condiciones es local even-
tualmente sobre, es decir, para cada subintervalo I de S, existe un entero n tal
que f*"(I) = S'. La prueba esta basada en [W].

En particular, las funciones en E;(S!, ¢) son transitivas en S, k > 2.
Proposicion 2.2. Cada f € Ex(S', ¢) con k > 2, es transitiva en S*.

Demostracidn. Sea I un intervalo abierto de S'\{c}. Consideremos el primer n(I) € N
tal que ¢ € f"(I). Entonces, la componente conexa mas grande de f™)(I)\{c} tiene
kl

n(l)
didmetro més grande que (7> |I]. Luego repitiendo el algoritmo de la prueba

anterior tenemos que existe un entero n tal que f"(I) = S'\{c}. Por lo tanto, f es

transitiva.
O

Definicién 2.3. Sea f € E,(S, ¢), con k > /2. Decimos que un punto fijo p de
f es bueno si para cada componente conexa J de S™\{r_, ¢} o S"\{ry, c}, existe
x €int (J) tal que f"(x) = p, para algin n € N (ver figura[3(b)).
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Afirmacion 2.2. Sea f € Ey (S, ¢) con k > /2. Entonces f es transitiva si y solo
st tiene puntos fijos buenos.

Es consecuencia directa del lema Debido que para cualquier abierto o compo-
nente conexa J, existe un entero n tal que f"(J) = St

Teorema 2.2. Sea f € E(S', ¢), k > /2. Entonces, existe un intervalo I C [0, 27)
tal que fy es transitiva en S*, para todo 6 € 1I.

Demostracion. Por la afirmacion anterior, es suficiente mostrar que fy tiene un punto
fijo bueno para un adecuado 0 € [0, 27). Ademads, como f es transitiva podemos
suponer que f tiene un punto fijo p € S*\{c}.

Consideremos Ny = No(f), D = D(f) y r+ = r+(f) y el punto de discontinuidad
¢ = ¢(f) como en la definicion 211 Por la proposicion 211 se puede extender el punto
fijo p de f para fy, es decir, existe una funcion suave p : 6 — p(f) tal que p(0) = p
y fo(p(0)) = p(0), lo cual es equivalente a p(0) = Ro(f(p(0))) = f(p(0)) + 0. Luego

derivando con respecto a 6 obtenemos

En el caso que preserva orientacion (véase la Nota [2.2]), tenemos

1
1= f(p(9))
luego Dy y p(f) se estan moviendo en direcciones opuestas cuando  varia. Entonces
existe 0y € [0, 27) tal que ry(6y) = p(y), donde r(0) = ri(fy) (Ver figura 2(c)).

Esto se tiene porque los puntos extremos de D( fy) son 71 (fp). En el caso que invierte

P (6) <0,

orientacion, no tenemos que p'(f) < 0, pero, Dy se esta moviendo mas rapidamente
que p(#), por lo que tenemos p(fy) igual a . (6y) (o r_(y)) para algun 6y, incluso en
este caso.

Por otra parte, por la expansividad de f se deduce que existe g > 0 tal que para
todo 0 € (0y — €¢, Oy + €0) vy para cada componente conexa J(6) de S*\{r, (), c} o
SN{r_(6), ¢} existe n(J(8)) € N tal que ¢ € int (f7 D (J(9))).

Definimos

70) = () int (f;"(70))),
J(6)

y ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que (¢ — 26, ¢+ 20) C J*(6y). Entonces existe
0 < e <eggtal que (¢— 9, ¢+ ) C J*(0), para todo 0 € (6y — &1, Oy + £1).

Ahora elegimos ) € (6y — 1, 6y +¢£1) tan cercano a 6 tal que p(6;) € int (fy, (c —
8, c+0)) y p(61) € D(fa,). Luego P(6,) € int (f;/ P+ (J(61))) y para todo J(6;).
Esto implica que p(6;) es un punto fijo de f(6,).

]

Notese que este teorema no asume nada sobre No(f) v D(f).
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Proposicion 2.3. Sea f € Ei(S', ¢) con k > V2, No(f) = 1 y CU(D(f)) # S*.

Entonces existen intervalos no triviales disyuntos I y Iy en [0, 27| tal que:

1.

2.

Si 6 c I, fo es transitiva en S*;

Si 6 € Iy y f preserva orientacion, entonces fg es transitiva en un subintervalo
propio cerrado invariante de S' que contiene a c;

Si 0 € I y f invierte orientacion, entonces f§ es transitiva en un subintervalo
propio cerrado invariante de S* que contiene a c.

Demostracion. 1. Por el teorema tenemos que existe un intervalo I; tal que fy

2

es transitiva en S*, para 0 € I,.

. Supongamos que f preserva orientacion (ver nota [2.2)) y considere 6y como en

la prueba del teorema 221 Elegimos 6, cercano a 6, tal que p(61) ¢ D(fs,).
Como No(f) = 1y CUD(f)) # S, podemos considerar f el mapa inter-
valo cortando S' en p(6,), luego ¢ € D(fq,) v f(CUD(fp,))) C CUD(fg,))-
Elegimos un intervalo pequeno Iy tal que f(CIU(D(fp))\{c}) C CUD(fy)) y
fo/CUD(fs)) € Ex(ClL(D(fy)), ¢), para todo 6 € I,. Entonces por el lema
tenemos que fp/Cl(D(fp)) es transitiva.

. Ahora supongamos que f invierte orientacion. Entonces f tiene dos puntos fi-

jos (ver nota [2Z2]) y por lo tanto también fy. Elegimos 6; tal que ¢ ¢ D(fy,).
Consideremos los puntos fijos p;, po de fy. Luego, una de las componentes
conexas de S'\{pi, p»} (llamemosla J;) satisface que ¢ € int(J;). Entonces
f?/J1 € E2(Jy, ¢), la cual preserva orientacion y los puntos extremos de J;
son los puntos fijos de f2/J;. Luego siguiendo como en el caso que preserva

orientacion, pero en este caso en un intervalo, en vez de S*.
O

A continuacién estudiaremos una clase especial de mapas circulares. Ellos surgen

de los ciclos silla-nodo criticos.

Definicion 2.4. Sea f: S"\{c1,ca,...,c,} — S satisfaciendo

(1)

(2)
(3)

f es de clase C' y tiene una criticidad en S', es decir, existe p € S' tal que

f'p)=0;
Los limites laterales de f en c¢; existen, para todo v =1,....r;

f admite un levantamiento (lifting) de grado uno.

Bajo estas condiciones, decimos que f tiene una extensidn critica continua F

(relativa a p) si

» S — St es continua y sobreyectiva en S*;
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» existe una coleccion finita de intervalos I; tal que F/I; es constante para todo i,

F/(S\UL) = f yp€int (S\UL).

Nota 2.3. Cualquier funcion sobreyectiva f : S'\{c} — S! satisfaciendo (1), (2) y
(3) de la definicion anterior tiene una extension critica continua.

El siguiente resultado extiende uno encontrado en [NPT| para mapas circulares
con extension critica continua. Este seréa usado en el capitulo d] para la prueba del
teorema (B).

Teorema 2.3. Si f : S"\{ci, co,...,c,} — S! tiene una extension critica continua,
entonces eziste 6y € [0, 27| tal que la familia uni-paramétrica Ry o f presenta una
tangencia homoclinica en 6.

Demostracion. Sea F' una extension critica continua de f (esta no necesariamente
es tnica). Por definicion tenemos que Ry o F' es una extension critica continua de
Ry o f. Es bien conocido (ver [NPT|) que para Fy = Ry o F, existe un 6 € [0, 27]
tal que esta exhibe una tangencia, es decir, existe un punto critico ¢ y una punto
periodico p tal que Fy(q) = py W*(Fy, q) = S*, Lo que quiero decir, es que para todo
conjunto abierto U tal que g € U, tenemos U,,>oF; (U) = S*. Por lo tanto, ¢ ¢ UI; y
F}(U) ¢ UI. Por consiguiente,

= ¢ es un punto periodico de fy,

» Upsofq(U) = S! para todo conjunto abierto U tal que q € U,

= fo(p) = q.

Esto termina la prueba.

0

Para finalizar este capitulo, presentamos una topologia para mapas discontinuos.
En nuestro caso, la topologia en Ei(J, ¢) (k € RT) la cual usaremos mas adelante.

Para ello necesitamos la nocién de cercania. Consideremos dist; como la métrica
usual en J (recordemos que J = S' o un intervalo real compacto) y dist; denota
la métrica en C’, para ¢ = 0, 1 respectivamente. Si f € E(J) = Ueej per+ Ex(J, ¢),
entonces definimos k(f) = inf ey (o | f (x)]. Obsérvese que k(f) >k, si f € Ey(J, ¢).

Definicién 2.5. Decimos que f, g son d—cercanos (6 > 0) si dist;(c(f), ¢(g)) <9,
disto(f, g) < 0, dist1(f, g) < § en una 26—vecindad compacta de {c(f), c(g)}. Si I
es un intervalo real compacto y { fo}oer, {90}oer C E(J) son familias parametrizadas,
decimos que {fotocr, {go}ocr son d—cercanos si fy y go son d—cercanos, para todo
tel.

Con la siguiente proposiciéon resumimos la principales propiedades de la nociéon
de cercania introducida por la definicion anterior. Esta seré usada en la prueba del
teorema (A) en el capitulo [l
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Proposicion 2.4. Sea I = [0, 2] y {fo}ocr, {90 }ocr C E(SY) familias parametrizadas.
Definimos k({he}ocr) = infocr k(hg) para h = f, g. Entonces,

1. Ve >0, 30 > 0 tal que |k({fotoer) — k({go}ocr)| < € si{fotoer y {go}ocs son

0—cercanos;

2. Suponga fo = Rgo f para algin f como en el teorema 22 y sea I el intervalo
obtenido de ese teorema. Entonces, 30 > 0 tal que si {fo}oer v {9o}oer son
d—cercanos, hay un intervalo I, (cerca de Iy) tal que la conclusion del teorema
(2.2 es cierto si cambiamos f y Iy por g y I, (resp.);

3. Suponga fo = Rg o f para algin f como en la proposicion y sea Iy y Iof
los intervalos obtenidos en esta proposicion. Entonces 30 > 0 tal que si{ fo}oer,
{go}oer son d—cercanos, hay intervalos I,,, I, (cercanos a Iy, Iy resp.) tal
que la conclusion de la proposicion [2.3.1 es cierta si cambiamos f, Iy por g,
L, (resp.) y go 0 ga es transitiva en algin subintervalo propio cerrado de S*,

VO € I,

Demostracion. Notemos que en las pruebas de los teoremas 2.1], y la proposi-
cion 2.3 involucraron conjuntos abiertos con la respectiva nocién de cercania de la
definicion Luego usamos la compacidad de I.

O

Nota 2.4. En el caso cuando las familias parametrizadas { fotoer v {ge}toer satisfacen
fo=Roofygy= Roog, para f, g € E(S') fijos; se observa que si f y g son
d—cercanos, entonces { folocr v {go}ocr son d—cercanos.

Esto sera usado en la prueba de la afirmacion en el capitulo [3l
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Capitulo 3

Reducciones uni-dimensionales

En este capitulo probaremos algunos resultados acerca de las dindmicas que se
presentan después del desdoblamiento de un ciclo singular silla-nodo. El principal re-
sultado es el teorema[3.] el cual habla acerca de la existencia de foliaciones estables en
el caso que el ciclo es transversal. Este permitira hacer reducciones uni-dimensionales
que se usaran en el siguiente capitulo para la prueba del teorema A. Como los ele-
mentos criticos son obstrucciones para la existencia de foliaciones estables, luego el
teorema B requiere diferentes herramientas. En este caso, usaremos técnicas de renor-
malizacion; la cuales también seran usadas en la pruebas de los teorema C y D en el
apéndice.

Para empezar, necesitamos construir un mapa circular fr asociado a cualquier
ciclo singular silla-nodo I'. Supongamos que I' = {0y, 01, Y0, 71} un ciclo singular
silla-nodo de un campo X. A continuacion, consideramos los siguientes hechos:

Hecho (1). Existe una seccion transversal ¥ de X y una funcion de primer retorno
7 sobre ¥ tal que o es un punto fijo silla-nodo de 7. Las siguientes estructuras
estan bien definidas:

» Una variedad central-inestable W que pasa por 0.

= Una variedad estable fuerte W*° que contiene a o1, cuyo espacio tangente
(en oq) es el correspondiente al valor propio hiperbdlico de D7 (o). Ademas,
W*% es transversal a W en oy y divide W en dos partes, denotadas por

Wcu,+ y Wcu,— .

s Una foliacion estable fuerte F°° definida en Y. Esta foliacién induce un
sistema de coordenadas (z, y) € X tal que 7 tiene la forma 7(z, y) =

(wo(@), Yolz, y)). Aqui vo(z,y) satisface thy(z, 0) = 0y |9y1ho(z, y)| <A <
1, para alguna constante fija A\. La frontera superior e inferior de ¥, asi

como W** son hojas de F** (Ver figura [3-1).

Hecho (2). Identificando puntos en la misma érbita de 7 cuando se restringe a W,
tanto W y W~ son circunferencias, es decir, son copias de S'. Usamos
esté identificacion sin menciéon explicita. Luego el comportamiento de 7 puede

15



Y
™~

WSS

F= 7z, y) = (wo(®), Yo(z,y))

Figura 3-1: Hecho (1).

ser estudiado a partir de . Es decir, existe un campo tangente Z asociado a
7, donde ¢g = m/W* es precisamente la funciéon tiempo-uno de Z ( Z[1, z| =
wo(z)). Si a € Wt se define un sistema de coordenadas ¢, : W+ — St
dado por @,(z) = e?™*(*) donde t,(z) es solucién de Z[t, ] = a. De manera

similar, para cualquier b € W,

Figura 3-2: Hecho (2).

Hecho (3). Hay una funciéon de retorno
Hy : ([gg'(a), po(a)] x [=A, A\Do — [b, ¢o(b)] x [-A, A],
inducida por el flujo X[¢, -], donde A es el didmetro de ¥y Dy = W¥(op) N
{leg'(a), vo(a)] x [=A, A]}. Resulta que Dy es un conjunto finito de curvas
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verticales y se reduce a una cuando I' es transversal. En este caso, Dy puede
ser escogida como la linea vertical {co} x [—-A, A]. La restriccion de H, a
([ipg (), @o(a)] x {0})\ Dy se denota por h.

Figura 3-3: Hecho (3).

Consideramos las estructuras (X, W a, b) que satisface los anteriores hechos.

Definicion 3.1. Sea ' un ciclo singular silla-nodo de X . Entonces fr : SY\D; — S!
esta definida por la formula

fr=ppom*ohoyp?,
donde 7°° denota la proyeccion a lo largo de F*° sobre W,

Cuando T' es transversal y fr = fr(3, W, a, b) € Ey(S', ¢y) para alguna estruc-
tura (X, W a, b), decimos que fr es k—expansivo (k > 0). En otras palabras, el
modulo de la derivada del mapa circular asociado a T' es mds grande que k' con k' > k.

Ademds definimos Ny = No(fr) € N como card (f7*(x)) es igual a Ny 0 No+1 para
todo x € S* y D(fr) como el conjunto de puntos x € S* tal que card (fr*(x)) = No+1.

Observaciones.
» Fn este caso podriamos considerar Dy = @4 (Dy).

= 51 fr es k—expansivo, es bien conocida la condicion de expansion A3 < A1 sobre
los valores propios de la singularidad de T (ver definicion [I77).
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Pb

fr=@gpomohoyp,’

St SN\Dy

Figura 3-4: Mapa circular fr.

» St Dy = {co} y fr = fr(S, W a,b) € E(SY, ¢), para alguna estructura
(3, We a, b) y k>0, entonces no es cierto que I' sea transversal.

» FEl nimero Ny existe y corresponde al grado en el caso de endomorfismos expan-
siwos del circulo.

La nocién de expansividad en la definicion [B.Ilesta basada en el siguiente resultado
cuya prueba se realizara en el apéndice.

Proposicion 3.1. Sea I un ciclo singular silla-nodo de un campo vectorial y considere
dos estructuras (S, W<, a, b) y (3, We, a, b) acorde con los hechos (1), (2) y (3).
Entonces fr = f(X, W a, b) y fr = f(i], Wee, a, I;) difieren por una rotacion en
St; es decir, existe 0 € [0, 2m) tal que fr = Ry o fr.

Asi, la expansividad realmente no depende de las estructuras. Por otro lado, pode-
mos preguntarnos cuales mapas circulares pueden ser representados por un mapa cir-
cular fr asociado a un ciclo I'. A continuaciéon se dara las condiciones para garantizar
esto.

Definicion 3.2. Considere r € N y sea E"(S', &) el conjunto de funciones f
Sh\{c} — St tal que

w [ € C"y existen los limites laterales de f en ¢;

= Las derivadas f(x) para 1 < i < r satisfacen

PR A C)

L P

para algunas constantes fijas k; y o € (0, 1).
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Observacion. Observese que para 7, < T tenemos que E™(S', &) C E™ (S, é).
Ademds como (x — ¢)*" tiende a mds o menos infinito, luego por la ecuacion [3-,
tenemos que induce un signo sobre la derivada f@ y ademds £ tiende a mds o menos
infinito. En particular, existe k > 0 tal que |f (z)| = k para todo x € S*\{¢}. Es decir,
que para cada r € N, eziste k > 0 tal que E"(S', &) C ER(S?, é).

Proposicion 3.2. Para cualquier [ € ET(Sl, ¢) con r € N, existe un campo X de
clase C" en M con un ciclo singular silla-nodo I" tal que f = fr.

Demostracion. Consideremos f € E~T(Sl, ¢) y supongamos que f # fr para todo
campo X de clase C" en M con un ciclo singular silla-nodo I'. En particular, si con-
sideramos fr los mapas circulares k—expansivos con k < ki, es decir fr € E(S?, ¢).
Luego, por la observacion anterior, obtenemos que f ¢ ET’(S 1. ¢). Esto es una con-
tradiccion. O

Esta proposicion se utilizara para demostrar los teoremas (C') y (D) en el apéndice.

Nota 3.1.

1. Obsérvese que para cualquier ciclo ', la propiedad [3-1 es cierta para f = fr,
1=0,1yceD. Aqui a = :\\—? (Ver definicion[17). Ademds uno tiene que o < 1
cuando I' es k—expansivo para algin k > 0. Esto es porque la singularidad
en I' debe satisfacer algunas condiciones de no resonancia para garantizar la
existencia de C?—coordenadas linealizadas y también \s # \,. Acontinuacion
usaremos la notacion 3 = 32, luego 3 — o > 0 (Ver definicion [L7(1)).

2. Haremos algunas reducciones sobre Hy cuando I' es transversal (ver hecho (3)).
Eligiendo b < 0 < a suficientemente cercanos a 0, asi Hy toma la forma

HO(xu y) = (HIO(xu y>7 H20(x7 y))
con respecto al sistema de coordenadas (x, y) en X con

ayj—Ilo(l’v y) '
axH10($> y)

axH20($v y)
QcHlo(fE, y)

.

uniformemente pequeno para (z, y) € ([py *(a), wola)] x [—*, e])\{co} ye* >0
pequeno. En el caso particular cuando T' es k—expansivo para algin k > 0,
tales reducciones pueden ser hechas y no afectar la expansividad de T' por la
proposicion [31.

A continuacién recordamos unos hechos bien conocidos.

Si Xo es un campo y I' = {09, 01, Y, 71} es un ciclo singular silla-nodo de Xy,
entonces los campos cercanos a X, que tienen una 6rbita periddica silla-nodo cercana
a o1 estan contenidos en una subvariedad S de co-dimensién uno en el espacio de los
campos vectoriales. Luego, S divide una pequena vecindad U de X, en dos regiones
abiertas. Una de ellas (denotada U/ ~) consiste de los campos vectoriales cuyo conjunto
no errante cercano a oy esta conformada por dos érbitas periodicas hiperbélicas.
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Definicion 3.3. Decimos que una familia X, uni-paramétrica con u € R, desdobla a
I" positivamente siempre que X es transversal* a S en =0y X, € U™ para p < 0.
Un anillo A es una 2—variedad difeomorfa a {z € C: |z| € [r, R]}, R >r > 0. Una
curva suave | C A es radial si ella es transversal a cualquier circulo {z € C: |z| = t}

(t € [r, R]).

La continuacion analitica de los elementos criticos hiperbolicos de T' (ver [PT])
seré indicada por og(p), cuando consideremos familias uni-paramétricas. De lo que
resta de este capitulo se dedicara a mostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea X,, una familia de campos vectoriales uni-paramétricas tal que X,
exhibe un ciclo singular silla-nodo transversal I' = {oq, o1, Y0, 71} Suponga que X,
desdobla a I positivamente. Entonces existe 6 > 0 tal que para 0 < p < § se cumple:

a. Existe una seccion transversal anular A, de X, y una curva radial 1, C A, N
W#(o(p)) tal que para todo p € A \l, existe un primer tiempo t(p) > 0 tal que
Fu(p) = X,[t(p), pl € int (A,),

b. F,: A\, — A, esuna funcion conjugada de clase C* para Fu : Stx[—1, 1]\[; —
St x [—1, 1] satisfaciendo las siguientes propiedades.

b.1 1, es una curva radial en A = S* x [—1, 1],

b.2 Fu admite una C'—foliacion estable fuerte L en A, consistiendo de curvas
radiales tal que lAu es una hoja de L}7,

c. Sea f, el mapa inducido por 13’# sobre St = A/Cff. Entonces, existen sucesiones
decrecientes 0, i, > 0 (convergentes a 0) y una sucesion de difeomorfismos sobres
W [0, 2] — [uk, wk 4] (con inversa 6,,) invirtiendo orientacion tal que,

c.1 {fun(e)}ee[o, 2] Y {Re o fF}@e[Q 21] SON d— cercanos.

c.2 La propiedad de distorsiéon es cierta para la sucesion ji,; es decir, dado
e >0 y un conjunto de Borel A C [0, 27| tenemos

Coym m(in(A)) .
(1=e) (A)gm([u;i, u2_11)<(1+5> (4).

La prueba se realizara por medio de los siguientes pasos.

Pasol: Sistemas dindmicos discontinuos sobre secciones transversales anulares.

En este paso presentamos las herramientas para la prueba del teorema 3.1l Para
analizar los mapas de retorno, introducimos el sistema de coordenadas (IDZ y @, los
cuales permiten transportar la dinamica sobre la secciéon transversal para un mapa
discontinuo en S* x [—1, 1]. La dindmica inducida sera parecida a la exhibida por el

'Para la definicién de transversalidad ver [PM].
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atractor geométrico de Lorenz, pero en lugar de un cuadrado [—1, 1] C R? ser4 ahora
en un anillo.

Para empezar, consideremos el ciclo I' y su correspondiente mapa circular fr de-
pendiendo de la estructura (3, W, a, b) acorde con la definicion Bl Usando la
continuacion analitica de F°°, obtenemos un sistema de coordenadas pu—dependientes
(x, y) en ¥, tal que la continuacién 7, de 7 toma la forma,

(2, y) = (Pul), Yulz, v)),

donde ¢,, es un arco silla-nodo y v, satistace que ¥, (z, 0) =0, |09, (z, y)| < A <1
para alguna constante fija A. Este sistema de coordenadas puede ser escogido de tal
manera que W*(oo(p)) NX es la vertical {(c,, y) : y € [=A, A]}. Recordemos que A
es el didmetro de X.

Sea Z, el campo tangente asociado al arco silla-nodo. Recuerde que este campo
es pu—dependiente tal que ¢, es la funcién de tiempo-uno para Z,. Consideremos
A} como el subconjunto de ¥ con fronteras verticales {(¢,'(a),y) : y € [-A, A]}
y . ({ (¢} (@), y) : y € [-A, A]}). También el conjunto A, con fronteras verticales
{6, y):y e [FA Ay y m, ({0, y) - y € [A, Al}).

Ahora introducimos dos sistemas de coordenadas ® : C), — S x [-1, 1] y @, :
A, — S'x[-1, 1], donde C,, = AfUm,(A}). Consideremos los tiempos t} (z) y t;, (x)
que solucionan las ecuaciones Z,[t, x] = a 'y Z,[t, z] = b para x € [¢,(a), pu(a)] ¥
(b, pu(b)], respectivamente. Estas soluciones seran las coordenadas angulares de la
siguiente definicion.

Definicién 3.4. Definimos ®f y ®, por las formulas

ith (z
Of(z, y) = (62” ) e f(x, y))

O (z, y) = (62”“*7 @), 0, (=, y)) ,
para (x,y) en C, y A respectivamente. Aqui ©F : C, — [-1,1] y ©, 1 A —
[—1, 1] son suaves y satisfacen
. @;:i:(ﬂ-u(:% y)) = @;:E(Iv y)7

= Euzisten constantes positivas ¢, y ¢y tal que ¢y < ||[DO(z, y)|| < ¢z y O3 (x, 0) =
0; donde D denota la derivada de O en (z, y).

Ya definidas <I>ff, obsérvese que existe una funciéon de retorno

H,: C,\ {(ru, y): ru € {p " (cn), e}, y € [-A, A]} — A

inducido por los campos X, tal que Hy es como en el hecho (3). Donde ¢, es tal que

{lews y) sy € [=A, Al} = C.nWe(o0(1)).
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Figura 3-5: Mapa de transicion.

Definicion 3.5. Para pu > 0 suficientemente pequeno, consideramosk, € Nys, € R*
satisfaciendo k, < s, < k, + 1, Wﬁ“(A;) C Cu y Zy,[sy, b] = a. Definimos el mapa
de transicion 7, : A, — C, como

Tu(z, y) = mp¥(z, y) = (¢ (2), A (z, y))

donde AJ, son funciones cociclo-like definidos inductivamente por

A, ) = ulep(@), A, v) y AL, y) = y.
A continuacion enunciamos algunas propiedades de estos mapas (ver [DRV]).

Lema 3.1. El limite de T, cuando p — 0%, en la C*—topologia, existe y toma la
forma (T (), 0). Donde la funcion To(x) es suave y tiene derivadas acotadas lejos

de 0.

Finalmente, introducimos dos funciones tutiles H pi At — Ay Tu : A— A, donde
A=S'%[-1,1], A" = A\D,y D, = ¢} {(r, ) 1 € {on'(cu), cut yy € [-A, Al}).
Ellas estan dadas por las relaciones

ﬁﬂ(s, r)=(®, o H,)(z, y)

Tu(s, r) = (@) o Tp)(z, y)
,Y)

donde (z, y) satisface @ (z, y) = (s, r) respectivamente.

Nota 3.2.
1. Sean F,, =T, 0 H, y Fu = Tu ) }AIH, entonces

FH:Tuoﬁ[uch:oTuoHuo(q):)_l:‘I):OFuO((I):)_l'

Luego, F), y Fu son C'—conjugados. Ademds F), es el levantamiento de Fu por
medio de <I>:[ : O, — A. Usaremos esta observacion en el paso3.
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2. Tu es la rotacion cuando nos restringimos a S*x{0}. En efecto, para todo s € S*

tenemos que eviste v € S tal que @ (x, 0) = (s,0) y s = et (@) entonces

T mitd (oot (z
TM(S’ O) = (I):(TM(I', 0)) = (b:(SOZH(l'), O) = (62 b (e ( ))’ O)

donde Z,[t} (g, (x)), ¢ (2)] = a. Pero como Z,[k,, x] = o (x) y Z,[t; (x), a] =
b entonces Zu[t:[(w,k[” (z)) +ku—t,(x), b] = a. Por otro lado, Z,,[s,, b] = a luego
th (g (1)) = 8, — ky + t, (x). Por consiguiente, T},(s, 0) = (e27Cn=Fu)s, 0).

3. Si Ps1 denota la proyeccion sobre S, s € S' — (Pgi o f]u)(s, 0) es 6—cercano
a fr para algin § > 0 (ver definicion [2.). Note que ambas funciones tienen el

. . . . -+
mismo punto de discontinuidad ¢ = 2™ (cu)

4. Por el lema 31, la sucesion de funciones cociclo-like A}, convergen a 0 en la
C?—topologia. Este hecho nos permite reducir el andlisis de la dindmica de H,
para p1 > 0 pequeno en la region {(z, y) : |y| < €*}, donde £* es como en la nota

[32(2).

Paso2 Foliaciones estables.

En este paso, mostraremos la existencia de una foliacién estable fuerte para F), =
T, o H, cuando ;1 > 0 es pequeno. Nosotros usamos técnicas de transformacion de
graficos en esta parte. El principal resultado en este paso es el siguiente.

Lema 3.2. Sea T, y H, como en el paso anterior y F,, =T, o H,. Entonces existe
una Ct—foliacion Ly en C, con las siguientes caracteristicas:

1. Wu(ﬁff(q)) C ﬁzs(ﬂu(q)) para todo q € Af;

2. F“(ﬁff(q)) C EAZS(FH(q)) para todo q € C,\(Ly, Ulyy,). Aqui'ly, coni =1, 2 son
el soporte para {(p; ' (cu), y) s y € (=&, €]} N Cu y {(cu, y) - y € [—&, €]} N C,,
respectivamente;

3. Las curvas i, coni=1,2 son hojas de L;};

4. Eziste L € (0, 1) tal que sin € N entonces dist((T, o H,)"(p), (T, 0 H,)"(q)) <
L™, para todo p, q € C,, q € ﬁzs(p) Aqui ﬁzs(p) es una hoja de ﬁff pasando a
través de p.

La prueba empieza con la siguiente afirmacion.

Afirmacion 3.1. Eziste B > 0 tal que si H, = (Hy,, Hyp),

|0y Hy,| |0:Hau| |0y Hay| |detDHM|}

0 <su , , , < B.
p{@ﬂm 0, Hy|” [0,y [0, Hy
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Aqui D denota la derivada con respecto a (z, y) y det es el determinante.
Esta afirmacion se sigue de la nota BJ(1) y la condicién sobre los valores propios

en la definicion [L7)(1).

Ahora escribimos

G, = (@05 0 H,J 0, H.,, + [(%Aﬁ“) ° Hu] 0, Hay;
D, = [(a:cAZH) © Hu] Oyt + [(%AZM) © Hu} OyHo,,.

Consideremos el espacio funcional

A= {(Z) : C,— [—1,1] 1 ¢ es continua, ¢(r,, y) =0, r, € {c,, <p;1(cu)}, Vy}
dotado con la norma supremo || - || y el operador grafico

G(¢): (?OFM)DM_B;M
AM_(¢OFM)CM

definida en A. Ahora de esto se sigue que

_ |det DF,(g)] - [8(Fiu(a) — & (Fu(@)|
[Au() = (@(Fu(9)) Cu(@)|Aula) = (¢'(Fu(q))) Cula)]

para todo ¢ = (z, y) € C,\{(ru, y) : ru € {9y (cn), cu} y y € [=A, Al}.

G(0)(a) = G(@)(q)]

En efecto,
_ _ ¢(F“(q )ﬁu(q) - Bu(q) . (b,(Fu(q))D“(q) - Bu(q
GON) = O = o)) Aula) - & (Fu(@)Cola)
|3,@)(@(Fu@) ~ 6 (Fu(@)D,0) ~ Bu(a) (6(Fu(@) — ¢ (F.(0)))Cul0)

Afirmacién 3.2. Ezxisten constantes fijas Ko, K1 > 0 tal que el orden de L (O(L))
para (x, y) cercano a (r,, 0), satisface
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1. O(A,) = Kyl —r, |17

(A
2. O(B), O(Dy) < Kufw =1, |07+
(

3. 0(C,/A,) < Ky;

4. O(det DE,) > K|z —r,|#+e-L).
Recuerde la nota[31(1). La constante Ky puede ser elegido muy pequenio.

La prueba de esta afirmacion se sigue usando la hipoétesis de linealizacion del
capitulo [l y la nota B.1)(2).

Ahora, por el lema B3] tenemos que |9, A y |8yAZ“ | son pequetnios para > 0
cercano a 0 y existe una constante K > 0 tal que |(¢*) (z)] > K. Entonces, G(¢)
extiende continuamente a {(ry, y) : r, € {©; (c4), cu}, Yy }. En efecto G(¢) converge

a —% cuando (z, y) — (7, ¥), pero usando la afirmacion tenemos que <
o

‘SL’ - Tu|ﬁa luego G(¢><TW y) =0= (b(r;u y)-
Ahora veamos que G(¢) € [—1, 1]:

=&
Ap

G(o) = | @ FwDs =By 1 _|Dy B,

A, —(¢poF,)C, 11— K| A, A,
1 o,Hy, [ 0,A™ o H 0, Ho
< y_n| 2k E_ 1)+ AR g, 20
‘1_K0‘ amHl,u ((gpﬁ“),OHlu ) v : amHIu

B |9,Ar B

< z -1 AFu 1
-k | K oA T TR

Debido que cuando p — 0, tenemos por la nota BI(2) que B es uniformemente
pequeno.
Ademas G(¢) es una contraccion: usando la ecuacion 3-2) A, B, C, D, las afirma-
ciones 3.1y B.2] implica que
|det DF,,|
| A, = (¢10 F) Cul| Ay = (d20 F,) Cll
1 det DF,
<
(1 — Kp)? A2
1 b, G5
(1-Ko)*| A, A A
Ey
_ 1 OyAy o H),
(1= Ko)* | () 0 Hyy,
B+ B
SK(1-
:K3|8yAZ ||¢1 o Fy—¢20 F|.

G(¢1) — G(d2)| =

|p1 0 F), — g0 F

|p1 0 F), — ¢y 0 F|

|p1 0 F, — ¢y 0 F|

0,Hs,  OpHa, 0,Hy,
0,Hy,  O.Hy, 0,Hy, (@10 Fyu = 20 F|

}Mk o H,||¢1 0 F, — ¢y 0 F,|
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Como G(¢) € A, para todo ¢ € Ay G es una contraccion en A entonces G tiene
un punto fijo ¢x y (¢*, 1) genera un conjunto de lineas continuas F),—invariantes
{Eq}q4ec, con las siguientes propiedades

» DE7HEW())(ERq) = Eq-
= |DE;'/E| > M, para alguna constante fija M > 1.

= Si ﬁZS es la foliacion (en C},) obtenida por integracién sobre {E,}, entonces [y,
y o, son hojas de L7

~

g ﬁzs es T, —invariante, es decir, si ¢ € A} entonces 7,(L;’(q)) C EAZS(Wﬂ(q)). Esto
debido que H,(m.(q)) = H,(q) para todo q € A}.

Para completar la prueba del lema 3.2 debemos probar que ﬁff es de clase C*.
Para ello introducimos el espacio funcional

Ay ={A: Cy— LR?* R): Aescontinua, A(r,, y) =0, r, € {¢,'(cu), ¢}, Yy}
y el operador

i v G(¢> v{lu — ((b o Fu)YCM
Au = (¢o F,)C, Ay = (9o F,)C,
det DF),

(Au —(¢o Fu)é'uy

506, 4) = (L TITD =T

(Ao F,)DF,,

para un fijo ¢ € A.

Afirmacion 3.3. Euwiste una constante fija Ko > 0 tal que
1. O(VB,/A,), O(VD,/A,) < Kol — 1,0,
2. O(VA,/A,), O(VC,/A,) < Kol —r,|™

Primero obsérvese que S(¢, A) esta bien definida, ya que S(¢, A) representa el
operador derivado de G(¢) (operador grafico). Ademaés, usando la afirmacién anterior
y B2, podemos extender S(¢, A) a {(ry, y) = 7, € {9, (cu), cu}, Yy} En efecto,

S(¢p, A) converge a VAB“ + %VAA“, cuando (z, y) — (7, ¥); pero por la afirmacion 3.2
B W po Ap
tenemos que % < |z —r,|?, luego usando la afirmacién anterior se obtiene
i
VB,  B.,VA VB B,||VA
S R s S < 2K |z — 1,
A, AL A A, A, "

Como 3—a > 0, entonces S(¢, A)(r,, y) = 0. Con esto obtenemos que S(¢, A) € A,
para todo (¢, A) € A x Aj;.
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Por otro lado, usando la afirmacion 3.1, A, B, C y D implica que

det DF . . B 0, Hy,0, H,
AM = :‘Du—CuA—Z :‘8yAﬁ“OHu} ayHm—a:leuu =
=[0,Al o H,,| N £l < Blo,Ak|
z4d1p

para alguna constante fija B. Ademéas

2
det DF),
15(¢, A) = 5(0, B)| = |Ao Fl, — Bo F|
A, —(¢0 E,)C,
< ! det DF, |AoF BoF,|
(1-Ko?| A,
B k
< 0,0 Ao F, — Bo F|

(1 — Ky)?
:K4|8yAﬁ“||AOFu — BoF,|.

Esto implica que A — S(¢, A) es una contraccion con constante independiente de
¢ para p > 0 pequeno (recuerde el lema B.1]). Asi, (¢, A) — (G(¢), S(¢, A)) tiene un
tinico punto fijo (¢*, A*) (recuerde que ¢* es un punto fijo de G). Luego, ¢* € C* con
derivada igual A*, lo cual queda probado el lema B2l

Prueba del teorema[31)(a). Consideremos el anillo A, obtenido al identificar las 61-
bitas de 7, en C,. Otra manera de ver A, es por medio de una seccion transversal
plana de W*" (o) y W"(0o) es como un cilindro localmente(ver definicion [L7). Sea I,
igual {(r,, y) : 7. € {95 (cu), cu}t, y € [=A, A} como la identificacion cociente en
C,. Entonces A, |,y F,=T,0H, : A\, — A, satisfacen el teorema BI(a). O

Paso3: Prueba teorema 31 (b)-(c).

Introducimos las foliaciones Ly o ..+ €n A como el pulback de Ess baJO D, 0T !
y oF respectivamente (recuerde A S ! x [~1, 1]). Considere F}, = T o H,, donde
H y T son como en la nota [3.2(1). Entonces se obtiene que £5°_ es C 1

lfm Prss = P (3-3)

p—0+

en la C'—topologia, donde Pg: es la proyeccion de A = St x [—1, 1] sobre S* (recuerde

la nota B:2). Como ﬁff es F,—invariante <TH(HH(£A',ZS)) - ﬁzs) entonces Hu(ﬁff) C

T/jl(ﬁzs), es decir, H, envia hojas Ade ﬁzs en hojas de la forma T;l(ﬁ;‘f(q)). Esto

implica que (s, 0) — (), 0 Pzss_ o H,)(s, 0) es justamente el mapa uni-dimensional

f,, inducido por F en el espacio cociente A/ L7, donde Ppss  denota la proyeccion
e

a lo largo de £, _ sobre S*.
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Afirmacion 3.4. Sea L,(s) = (Pgs_ o H,)(s, 0) para s € S'. Entonces para todo

0 >0, existe pus > 0 tal que L, y fr son d—cercanos, para todo pn € (0, jis5) (recuerde
la definicion[2.3).

Demostracion. Usando la ecuacion B-3] obtenemos que para todo § > 0, existe ps > 0
tal que
\Pﬁzsﬁ(s, t) — PSI(S, t)‘ < 5/2

para todo u € (0, us) y (s, t) € A. En particular tenemos que
|Lu(s) — Pyo Hy(s, 0)| = | P, ss_ O H,(s,0) — Py o H,(s, 0)| < §/2.

Por otro lado, por la nota tenemos que Py o ]3[#(5, 0) es 0/2—cercano a fr, es
decir
|Psro Hy(s, 0) = fr(s)] < /2.

Luego L,(s) y fr(s) son d—cercanos. O

Afirmacién 3.5. Para todo 6 > 0, existe us > 0 tal que TM oL, y Ry o fr son
d—cercanos, para todo p € (0, ps5), donde O(p) = 2w (s, — k,) (ver notal3.2(2)).

Demostracion. Por la nota [3:2(2) tenemos que 7),/(S' x {0}) es Rpy). Ahora por
la afirmacion [3.4] tenemos que para todo 6 > 0, existe ps > 0 tal que L, y fr son
d—cercanos, para todo p € (0, us), luego por la nota [24] se concluye que Tu oL,y
Ry o fr son 6—cercanos. O

Ahora enunciamos un lema cuya prueba se encuentra en [DRV].

Lema 3.3. Hay una sucesion decreciente p), > 0 convergente a 0 tal que si 0 : p —
O(n), entonces 0, = 0/, i) = [k, pi_y] — [0, 2] satisfaciendo

1. Para todo n € N, 0, es un difeomorfismo sobre;

2. dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng y cada conjunto de Borel
A C [0, 27] tenemos

m(0; ' (A))

1

A =emlA) S o, i)

< (1+e)m(A).

La prueba del teoremal3l(b)-(c) se sigue: usando la afirmacion 3.5 para la sucesion
decreciente 9,, = 1/n convergente a 0, tenemos que f, = H po L,y Rgyy o fr son
0, —cercanos. Por otro lado, el lema 3.3 nos dice que existe una sucesion decreciente
pin tal que ju,(0(p)) = pr. Luego f,.0) v R © fr son 6,—cercanos. Ademas se cumple
la propiedad de distorsion para p,, donde u, es el inverso de 6,,, para todo n € N.

Ahora por la nota B.211 sabemos que Fu y I, son conjugados por medio de (IJI,
luego podemos elegir £7° = L5°, y lAu = ®F(1,). Con esto finalizo el paso 3 y comple-
tamos la prueba del teorema Bl
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Capitulo 4

Pruebas de los teoremas A y B

Prueba del Teorema A. Primero debemos construir una vecindad U requerida por
este teorema. Para esto usamos la nota [3.2(4) con el fin de reducir la dinamica a
una vecindad tubular {(z, y) : |y| < €"}. Ahora, como A} converge a 0 en la
C?—topologia, tenemos que nuestra vecindad tubular genera un conjunto abierto sa-
tisfaciendo X,[t, U] C U, para todo t > 0 y i > 0 pequenio. En efecto, U es obtenida
al saturar la vecindad por el flujo inducido por Xj.

Por otro lado, por el teorema [B.I, U genera una seccién transversal anular A,
y una funcién de retorno F), sobre ella. Ademas la conjugacion entre F), y Fu (ver
teorema B.I(b)) reduce la dindmica de la funciéon de retorno al mapa uni-dimensional
fu- Pero, usando el teorema B.1l(c), resulta que f, y una adecuada rotacion de fr son
0,—cercanos para ¢,, convergiendo a 0%, cuando n tiende a infinito. También, veremos
en el apéndice que Au = (=0 Xyult, U] no es un atractor Lorenz-like si y solo si f, es
transitiva en S1.

Ahora, aplicaremos los resultados del segundo capitulo (en particular la proposi-
cion 2.4). Bajo estas condiciones, tenemos que (a) es cierto debido que como T es
k—expansivo entonces por proposicion 2.1] tenemos que Ry o fr € Ej(S'), pero f, y
Ry o fr son §,—cercanos, luego por la proposicion 2.4(1) obtenemos que f, € E;(S?),
por lo tanto, por el teorema [2.1] tenemos que para f, existe un intervalo I tal que
W3(I) es abierto y denso en S'. Luego la cuenca del atractor extrano /Alu de X,
contiene un conjunto abierto y denso en U.

Para que (d) sea cierto usamos el mismo argumento anterior para obtener que
fu € Ex(S*) con k > V2, luego por la proposicion tenemos que f, es transitiva.
Con esto mostramos que A, no es un atractor Lorenz-like.

Para probar (b) y (¢) usamos la proposicion 2.4(2) — (3) y teorema B.IIb) — (¢)
de la siguiente manera. Como I' es k—expasivo entonces fr € Ei(S') con k > /2.
Usando el teorema 2.2y proposicion 2.3 respectivamente, podemos asumir que existen
intervalos disyuntos I1f, Iy C [0, 27] tal que fp = Ry o fr es transitivo para todo
0 € Is; y para todo 6 € Iy se tiene que fp o f§ es transitivo en algin intervalo
cerrado de S'. Por lo tanto, usando la proposicion 2.4(2) — (3), se obtiene que existe
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un 0 > 0 tal que si fp y fu e son d—cercanos entonces existen intervalos disyuntos I
y I C [0, 27] tales que f, () es transitivo en S para 0 € I,; y para 6 € I, se cumple
que fug) 0 fi(e) es transitivo en algtin subintervalo cerrado I3 de S*.

Ademas, recordemos que las sucesiones decrecientes d,, y . convergen a 0, entonces
existe ng € N tal que b,y < &y py,, < 6. Luego por el teorema B.I(c) tenemos que
Jung@) ¥ Ro o fr son d—cercanos. Por consiguiente, existen I, y I, satisfaciendo lo
anterior.

Para probar (b), consideremos la sucesion disyunta I,, = = tnotn(11) C [y ims Hogin_1] C
(0, 9). Pero f,) es transitiva para todo ¢ € I, entonces A no es un atractor Lorenz-
like para pn € I =,
orientacion para concluir que f,4) no es transitiva para ¢ en I,. Por lo tanto con-

I', donde I = pipyin(ls) C

I,,. Ahora para (c¢) usamos el hecho que fi,, es sobre e invierte

cluimos que Au es Lorenz-like para todo u € |
[/J’:Lo—l—n’ 'U’:Lo—l—n—l] C (0, (5)

Sin pérdida de generalidad, tanto I como I, estdn contenidas en [u}_, pf]. Luego

n>0

usando la propiedad de distorsiéon obtenemos que existe una constante c¢; > 0 tal que

m(Ly 0 (0, pg)) = m(ly) = er(py, = Hypr):

Sumando sobre todos los I, (similar para I,) se obtiene

m(IN 0, pi)) =Y m(I 0 (0, i) = 1 > (i — Hiy) = cafia

k>0 k>0
luego
m(l N (97 1)) > Al s,
M My,
Como p; — 0" entonces se concluye el teorema. O

Prueba del Teorema B. Aunque el teorema [3.1]no funciona en este caso, podemos
aplicar el esquema de renormalizacion de [DRV] para obtener alguna convergencia
para el mapa circular en este caso. En realidad, por el teorema 23] existe 0y € [0, 27]
tal que Ry, o fr exhibe una tangencia homoclinica asociada a un punto periédico
hiperbélico.

Ahora para obtener atractores extranos Henon-like debemos hacer renormaliza-
ciones cerca de la tangencia. Esto lo podemos hacer desde que la pre-imagen del
punto critico involucrado en esta tangencia no intersecta un pequeno conjunto com-
pacto alrededor del punto de discontinuidad. La renormalizacién converge a una fa-
milia cuadrética para algin subconjunto J de valores ¢ € [0, 27]. Asi concluimos (ver
IMV]) que la renormalizacion tiene atractores extranos Henon-like para un conjunto
J de valores ¢ € [0, 27| con medida de Lebesgue positiva.

Por otra parte, dado que el limite de la familia se somete a tangencias cuadraticas,
podemos aplicar el esquema de renormalizacion en [MV] de manera uniforme a la
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familia de renormalizacion, para concluir que m(Jy) es uniformemente acotada lejos
de cero. La prueba del teorema B esta completa porque una similar propiedad de
distorsion como en el teorema [3.1] (ver [DRV]).

0
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Apéndice

Aqui probamos la proposicion B.Il También exhibimos ejemplos de ciclos singu-
lares silla-nodo cuyo desdoblamiento genera diferentes tipos de dindmicas. Finalizamos
explicando porque algunos atractores obtenidos en el teorema (A) no son Lorenz-like.

Prueba de la proposicion [3.1].

Para empezar requerimos algunas notaciones y hechos. Recordemos que una es-
tructura es (X, W, a, b), donde X, W, a y b cumplen los hechos (1), (2) y (3)
del capitulo Bl En esta parte asociamos los mapas ¢,, ¢, ¥ h, asi como la proyeccion

# a lo largo de la variedad estable fuerte en Y. Los mapas correspondlentes para

T
alguna otra estructura (Z wee g, b) seran denotados por ¢s, ¢; ¥ h. En este caso la
proyeccion sera denotada por 7°°. También se le asocia un campo vectorial tangente
Z en W El correspondiente campo vectorial para W< se denotaré por Z.

Ahora, si (X, W a, b) y (2, we, a, b) son estructuras, entonces las siguientes
relaciones pueden ser formuladas. Recordemos que Ry denota la rotacién en S* con
un angulo 6 € [0, 27).

R1. Suponga (X, W) = (X, W), Si (d/, V) € Wt x W existe (6,0) €
[0, 2m)? tal que p, = Rpo wu ¥ @b = Rer 0 oy
R2. Suponga > = )y (asi m°* = 7%%). Denotamos por 7 y 7 la proyecciéon sobre

Wwet y We* inducido por 7% respectivamente. Definimos 7~ : W™ — W~
por la proyeccion a lo largo de 7%°. Entonces,

1. Z[t, ] =1 1mphca
2. () = (7 (2

~

3. 7T o™ =g

Z[t, 7 (z)] = 7 (b), para todo t € R;
)), para todo x € W~

R3. Existe una funcion de retorno X —inducido L : ¥ — 3. Suponga que Weu =
L(W), a = L(a) y b= L(b). Entonces,

1. #=Lomo L™
2. pa(L(2)) = @a(z);
3. pp(L(z)) = pu(z).

Ahora la proposicion Bl es consecuencia de las siguientes lemas.
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Lema 4.1. Suponga que (3, W, a, b) es una estructura y (a’, b') € Wt x e,
Entonces f(X, W a, b) y (5, W, da, V) difieren en una rotacion en S*.

La prueba es consecuencia directa de R1. En efecto,

f(2, W a, b) =p,onm** oho gp;l =Ry opyonm®oho 90;,1 o Re_l
:Rgl o f(Z, Wcu, a/, b/) o Re_l = R9/+9 o f(E, Wcu, CL/, b/)

Lema 4.2. Suponga que (2, W) y (3, W) satisface el hecho (1) del capitulo[3 con
% = 3. Entonces para todo (a, b) € W+ x W= existe (a, b) € Wt x W~ tal
que f(X, W, a, b) y f(X, W™, a

, b) difieren en una rotacion en S*.

Demostracion. Como ¥ = 3 entonces 7% = 7. Sean a = a, b = n(b), luego
aplicando R2 obtenemos

F(Z, W, a,b) =pyon® o how, =g om on™ohop;!
—ppo i ohog;t = f(5, W™, a, b).

O

Lema 4.3. Sea (X, W a, b) una estructura y considere una seccion transversal )
satisfaciendo el hecho (1) del capitulo[3. Entonces existe (W, a, b) tal que (X, W, a,
es una estructura tal que f(X, W, a, b) y f(X, W, a, b) difiere en una rotacion en

St

Demostracion. Aqui usamos la funcion de retorno L en R3. Sean We = L(W),
a = L(a) y b= L(b). Luego aplicando R3 se obtiene

F(E, W, a,b) =ppot 0 hopr! = gyo Lon™ o L o ho 7!
=p;om*oho gpgl == (i, Wcu, a, B)

Esto finaliza la prueba de la proposicion [B.11

Ahora presentaremos algunos ejemplos de ciclos en los cuales surgen varios tipos
de dindmicas después de su desdoblamiento. Para este objetivo nosotros usaremos la
proposicion En el teorema (C) mostramos ejemplos de ciclos singulares silla-nodo
criticos generando dinamicas hiperbodlicas, atractores Lorenz y atractores Hénon-like
después de su desdoblamiento. En el teorema (D) exhibe ejemplos de ciclos transver-
sales generando atractores Lorenz-like contractivos después de su desdoblamiento.

Nosotros usamos las siguientes notaciones. Si X, es una familia uni-paramétrica
de campos vectoriales y I' es un ciclo singular silla-nodo de X, entonces

» L(e) ={pel0,¢e]: X, exhibe un atractor Lorenz-like cerca a I'},

» He(e) ={pel0,¢c]: X, exhibe un atractor Hénon-like cerca a I'},

33

(S
S~—



» Hy(e) ={pe€l0,e]: X, es hiperbolico cerca a I'},
» Ro(e) ={pe€|0,¢]: X, exhibe un atractor Lorenz contractivo cerca a I'}.

Deseo senalar que las bifurcaciones mostradas, a pesar de no ser hiperbolicas,
estan lejos de tangencias homoclinicas. En cambio, los ciclos singulares silla-nodo y
atractores extranos que surgen del desdoblamiento genérico son acumulados por los
ciclos singulares. Esto surgiere que los ciclos singulares son un buen conjunto denso
para el estudio de los campos vectoriales.

Teorema C. Ezisten conjuntos abiertos de familias uni-paramétricas de campos vec-
toriales X,, desdoblando sistemas Morse-Smale a través de un ciclo singular silla-nodo
critico T' tal que
m(H(e
lim inf &
e—0t 3

donde H(e) es L(e), He(e) o Hy(e).

Demostracion. Usamos la proposicion para construir un ciclo singular silla-nodo
[' para un adecuado mapa circular uni-dimensional discontinuo f. Obtenemos f me-
diante la extension del mapa expansivo de Lorenz clasico en un intervalo compacto [
de S a S!. La extension se hace de una manera que también presente un punto fijo
atractor s € S\ y una extension critica continua en S', segiin la definicion 241 (ver
nota [2.3). Luego tenemos fr = f para el ciclo I' introducido anteriormente. Ahora
bien, haciendo rotaciones de f se producen atractores geométricos de Lorenz y por el
teorema (B), los atractores Hénon-like.

La hiperbolicidad es obtenida al ver que para un adecuado 6 € (0, 27), Ry o f
tendrd un intervalo I, donde la funcién se asemeja a un mapa uni-dimensional g
de un ciclo singular expansivo (ver [BLMP]). En esta referencia se comprob6 que el
limite de la capacidad del conjunto de pardmetros donde la imagen de la singularidad
se mantiene en el dominio de g, tiende a cero cuando los parametros se acercan a 0%. El
mismo argumento se puede aplicar en esta situacion para obtener que la imagen de la
singularidad bajo fp\I, y la imagen del otro punto critico van a una silla hiperbolica
en la mayor parte del tiempo. En particular, la hiperbolicidad se tiene para estos
casos. Esto completa la prueba.

0

Teorema D. Existen conjuntos abiertos de familias uni-paramétricas de campos vec-
toriales X,, desdoblando sistemas Morse-Smale a través de un ciclo singular silla-nodo
transversal I" tal que

ltn fut " E)

> 0,
e—0t £

donde H(e) es Hy(e) o Ro(e).
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Demostracion. Nosotros primero construimos un campo vectorial Xy con un ciclo
transversal I' satisfaciendo A3 > A; y Ay > A3 + 3A(ver |R]). Haciendo uso de la
proposicion [3.2] para construir un ciclo singular silla-nodo transversal de un adecuado
mapa circular h. Elegimos h extendiendo el mapa intervalo estudiado en [R] al circulo
S de manera que las imagenes del punto de discontinuidad de h, denotadas por 7
y r_, van a dos o6rbitas periddicas repulsoras &; y & de h, respectivamente. Vamos a
definir hy = Rgo h y &(6) como la continuacion analitica de &; para hyg con i = 1, 2.
Ademas, considere las continuaciones analiticas . (0) y r_(6) de ry y r_, respectiva-
mente para el mapa hg. De ello se desprende que estos elementos estan bien definidos,
al menos para 6 en un intervalo de la forma (—¢, ) con € > 0 pequeno; y ademés, las
derivadas L (ry — &) y &(r_ — &) en 6 = 0 no son nulas.

Podemos construir C®—foliaciones estable fuerte asociada a la correspondiente
funcién de retorno como lo hicimos en el teorema 3.l para los ciclos transversales (ver
IR]). Resulta que el mapa uni-dimensional %, asociado a tal foliacion invariante esta
en gran parte relacionada con h,. De hecho, se deduce que para los mapas }AL“ (u>0)
que estan cerca de hy con 6 € (—¢, ), hay un ﬁu—intervalo invariante no trivial
(conteniendo la discontinuidad) donde iAzu es transitivo con exponente de Lyapunov
positivo en la discontinuidad. La prueba continua utilizando argumentos en [DRV]
como se hizo antes.

O

Atractores singulares sobre secciones transversales anu-

lares

En esta parte explicamos porque algunos de los atractores extranios obtenidos en
el teorema (A) no son Lorenz-like. Empezamos nuestra explicacion con el modelo
geométrico M representado por el grafico [4=1]

M1. A C M es un anillo y IT es un plano paralelo a A. La curva l € ANW?#(o). Esta
curva es precisamente [, como en el teorema 311

M2. o es una singularidad hiperbolica asociada al ciclo singular silla-nodo I' (ver

definicion [I.7).

M3. L: A" -1y G: I — Ason funciones de retorno y ' = G o L. A" denota la
imagen de A* por F', donde A* = A\l

M4. El lado derecho de la figura indica la posicion relativa de A'en A. La foliacion
radial en A es preservada por F. Esta representa £} del teorema 3.1l Ademas
el mapa uni-dimensional inducido por F' en la foliaciéon radial es denotada por
f: St — S'. Esta representa f, en el teorema 311

Ahora, el atractor geométrico de Lorenz es construido por definicién sobre un cuadrado
S con una funciéon de retorno 7' : S* — S satisfaciendo ciertas propiedad cuasi-
hiperbolicas.
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Foliacion radial <----»

’

A = F(Ar) ===~ .

\/

Figura 4-1: Seccion transversal a un anillo

Un simple, pero significativo hecho aqui es que la imagen 7'(S*) C S es disconexo
en S, donde S* es justamente S quitdndole la linea media. El modo del modelo ge-
ométrico en la figura[4-1] se asemeja a la construccion del Lorenz, excepto que, en este
caso, A" es conexo en A. Ahora, de esto se sigue que cualquier atractor Lorenz-like
muestra todas las propiedades de la construccion del Lorenz mencionado anterior-
mente. Debido que podemos llevar todas estas construcciones usando homeomorfismos
h, es decir que son equivalentes (ver capitulo [I).

En particular, los atractores Lorenz-like deben exhibir una secciéon transversal
global disconexa. Recordemos que por seccion transversal global hacemos referencia
a una seccion transversal G del flujo de tal manera que toda la orbita positiva en él
se acerca a G. Se sigue que si f en M4 es transitiva, luego M no muestra secciones
transversales globales disconexas. Por lo tanto M no puede ser equivalente al atractor
geométrico de Lorenz en [GW], cuando f es transitiva. En estos casos son precisamente
aquellos en los que los atractores extranos singulares obtenidos en el teorema A no
son Lorenz-like.
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