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Resumen  IX 

 

Resumen 

El desarrollo económico de los yacimientos naturalmente fracturados depende del 

entendimiento de su productividad el cual continúa siendo un desafío para la industria de 

petróleo y gas. Estos sistemas son altamente sensibles a esfuerzo y deformación, 

causando daño de formación debido a una reducción en la permeabilidad por el cierre de 

fracturas naturales, como consecuencia de cambios en el estado de esfuerzos cuando la 

presión de yacimiento declina bajo condiciones de producción de fluidos.  

 

En esta investigación se desarrolla un modelo para predecir la apertura de fracturas a 

través de inyección de fluidos en un sistema naturalmente fracturado, por medio de un 

modelo numérico acoplado de flujo de fluidos de doble porosidad – doble permeabilidad y 

deformación geomecánica. El modelo geomecánico usa el concepto de equivalente 

continuo, el cual considera las propiedades de deformación de la matriz y las fracturas. 

 

El modelo de Bandis et al. (1983) es usado para el modelamiento de la deformación y 

apertura de fracturas sometidas a cambios de esfuerzos normales. Un análisis de 

sensibilidad es realizado con la variación de los principales factores que afectan la apertura 

de fracturas ante cambios en el estado de esfuerzos efectivos.  

 

El dimensionamiento de la apertura de fracturas naturales podrá ayudar en la identificación 

de potenciales técnicas para mantener la conductividad de estos sistemas durante la etapa 

de producción de fluidos  

 

 

Palabras clave: Yacimientos naturalmente fracturados, apertura de fracturas, matriz, 

fracturas, equivalente continuo, estado de esfuerzos efectivos, deformación. 

 

 



X Desarrollo de un Modelo Predictivo para la Recuperación de Daño Geomecánico en 

Sistemas Naturalmente Fracturados 

 
 

 

Abstract 

The economic development of naturally fractured reservoirs are related with their 

productivity which continues to be a challenge for the oil and gas industry. These types of 

systems are highly stress-strain sensitive, causing formation damage due permeability 

reduction by the natural fracture closure, as a result of change in state of stress when 

reservoir pressure declines under fluid production condition.  

 

A model to predict the opening of fractures through the injection of fluids in a naturally 

fractured system is developed, through a coupled numerical model of dual porosity-- dual 

permeability fluid flow and geomechanical deformation. Geomechanical part uses the 

equivalent continuum concept, which the deformation properties of both matrix and 

fractures are considered. 

 

Bandis et al. approach is used for modeling the fractures deformation and opening caused 

by changes in the effective stress.  A sensitivity analysis is performed with the variation if 

the main factors that affect the fracture opening. 

 

The measurement of the fractures opening will help to identify some potential techniques 

to keep natural fractures conductivity during the fluid production stages. 

 

 

 

Keywords: Naturally fractured reservoirs, fracture opening, matrix, fractures, state of 

stress, permeability, fractures, state of effective stress, equivalent continuume. 
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  Esfuerzo de cizalla Psi 
  Deformación normal  
  Relación de Poisson  
  Deformación de cizalla Psi 

  Desplazamiento fractura Micrón 

  Vector tracción Psi 
  Ángulo de fractura con respecto a eje de coordenada [rad] 

  Ángulo de fractura con respecto a eje de coordenada [rad] 

  Dirección de buzamiento de fractura [rad] 
  Inclinación de fractura [rad] 

b  Coeficiente de Biot  

 
Subíndices 
 
Subíndice Término 

r Dirección radial 

  Dirección tangencial 

z Dirección vertical 
b Total (bulk) 
f Fractura 
m Matriz 
N Normal 
p Medio poroso 
s Sólido 
T Total  
x Dirección en eje x 
y Dirección en eje y 
z Dirección en eje z 

 
Superíndices 
 
Superíndice Término 
n Exponente, potencia 
d Referente a doble porosidad 
‘ Efectivo 
0 Referente a condición inicial 
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Introducción 

Los temas relacionados con productividad es uno de los principales objetivos que tienen 

las compañías productoras de petróleo y gas para el desarrollo económico de los campos. 

Es por esto que se han identificado diferentes daños de formación que afectan 

negativamente la producción de hidrocarburos que deben ser atacados mediante trabajos 

de remediación con el fin de aumentar la vida productiva del yacimiento. 

 

Debido a la caída de presión de poro en la etapa de producción de un pozo se genera un 

aumento en los esfuerzos efectivos en los alrededores del pozo (Figura 1).  Este cambio 

en el estado de esfuerzos afecta negativamente las propiedades petrofísicas de la roca y 

por lo tanto la productividad del yacimiento. Este tipo de daño se conoce como daño 

geomecánico. Mediante pruebas de restauración de presión (PBU), ensayos de 

laboratorio, entre otros, ha sido posible evaluar el impacto del cambio de esfuerzos efectivo 

y la deformación de la roca, sobre las propiedades fundamentales de flujo de la roca en 

los alrededores del pozo. 

 

Los pozos ubicados en zonas geológicamente complejas, tectónicamente activas y 

naturalmente fracturadas presentan disminución de productividad asociado a daño 

geomecánico de acuerdo al estudio realizado por Restrepo et al (2015). Los registros de 

imágenes, la microsismicidad, las pruebas de inyectividad, las pruebas de restauración de 

presión y pruebas de laboratorio proveen evidencias de la deformabilidad de los sistemas 

naturalmente fracturados. Esta deformación de las fracturas naturales conlleva a una 

pérdida en la capacidad de la roca para conducir fluidos. 
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Duan et al (2000), plantea un estudio en yacimientos naturalmente fracturados, donde el 

sistema de fracturas contribuye significativamente al flujo de fluidos (alrededor del 50% de 

la producción de hidrocarburos en el mundo), la apertura de las fracturas es afectada por 

la disminución de presión en las cercanías del pozo que resulta en una disminución de la 

permeabilidad. Este cambio en la permeabilidad puede llegar a afectar significativamente 

la productividad del yacimiento. 

 

En la industria se puede identificar un portafolio de potenciales tecnologías para remediar 

el daño geomecánico como son el empaquetamiento con propante, “sand jetting”, cargas 

de alta penetración, propelantes, inyección a alta presión, laterales, entre otros. Estas 

tecnologías permitirán sobrepasar el daño o reabrir las fracturas naturales existentes en el 

yacimiento. La selección del método dependerá de los atributos del daño geomecánico.  

 

 

Figura 1. En la gráfica superior se observa el comportamiento de presión con el radio de 
yacimiento, donde se evidencia una mayor caída de presión en las cercanías del pozo 
debido a la producción de fluidos. En la gráfica inferior se observa un incremento en los 
esfuerzos efectivos Caída de presión y esfuerzos efectivos en las cercanías del pozo 
debido a la producción de fluidos. 

 

En el presente estudio, se evalúa la apertura de fracturas naturales por medio de inyección 

de fluidos a través de un modelo acoplado de flujo de fluidos y deformación en un medio 
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fracturado. Para el desarrollo de esto, se usa una aproximación de en el modelo de flujo 

de fluidos de doble porosidad doble permeabilidad basado. Se tienen en cuenta diferentes 

propiedades petrofísicas para la matriz y las fracturas como condiciones iniciales para 

predecir la deformación en ambos medios. Para la predicción de la apertura de fracturas 

se han estudiado y analizado diferentes modelos de deformación en discontinuidades de 

rocas. En este trabajo se usa el modelo de Bandis et al que predice un comportamiento no 

lineal de la apertura de las fracturas sometida a un esfuerzo normal. Este concepto es 

incorporado a un modelo elástico de un sistema fracturado, a través del concepto de 

superposición de continuos para el desarrollo del módulo de deformación geomecánica del 

sistema, el cual es acoplado al modelo de flujo de fluidos. 

 

El dimensionamiento de la apertura de fracturas naturales podrá ayudar en la identificación 

de potenciales técnicas como el emplazamiento de material artificial que pueda mantener 

la conductividad de las fracturas durante la producción del yacimiento para el beneficio de 

la explotación de hidrocarburos 

 

 

 

 



 

 
 

1.  Aspectos Generales del Cierre y 
Remediación de Sistemas de Fracturas 

Naturales 

Los yacimientos de petróleo con presencia de fracturas naturales presentan una 

incertidumbre relacionada con la productividad del yacimiento. Frecuentemente, los 

efectos de las fracturas se conocen de forma imprecisa. Estos yacimientos pueden generar 

alta productividad en la vida temprana pero debido a efectos geomecánicos su producción 

puede declinar rápidamente. Adicionalmente, las fracturas pueden contribuir a la irrupción 

temprana de agua o gas.  

 

En esta sección se presenta una revisión del estado del arte sobre la identificación de 

fracturas en el yacimiento y sus efectos en la productividad del yacimiento, como son el 

daño generado por el cierre de fracturas y su restauración.  

 

1.1 Identificación de zonas con fracturas naturales en 
yacimientos de petróleo y gas 

La deformación activa relacionada con los movimientos de las fallas y el plegamiento de 

las rocas perturban el estado local de esfuerzos generando discontinuidades en la roca. 

Los yacimientos expuestos a este fenómeno son conocidos como yacimientos 

naturalmente fracturados. Las fracturas naturales son superficies o discontinuidades por 

donde las rocas o minerales experimentan ruptura perdiendo cohesión. Estas se pueden 

formar, entre otras razones, por fenómenos de  tensión o por cizalla en el subsuelo. Nelson 

(2001) plantea en su trabajo que los yacimientos naturalmente fracturados 

tradicionalmente muestran bajos niveles de recobro, pero a su vez tienen un alto potencial 

de aumentar la productividad si se entiende su comportamiento. 
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No todas las fracturas existentes aportan al flujo de fluidos dentro del yacimiento y del 

yacimiento al pozo; solamente una parte de ellas son hidráulicamente conductivas. Estas 

fracturas toman especial relevancia en yacimientos de baja permeabilidad de matriz donde 

la mayor parte del flujo proviene realmente de las fracturas naturales. 

 

 

 
Figura 1-1.Registro de pozo donde se observa de izquierda a derecha la profundidad 
medida, el registro gamma ray, las zonas cañoneadas, el registro de imágenes, la 
identificación de fracturas naturales y la medición de flujo con spinner. A partir de estas 

mediciones se identifican las zonas productoras a través de fracturas naturales. 
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El mapeo de fracturas naturales y sus propiedades pueden estimarse mediante registros 

eléctricos como son los registros de imágenes y sónicos dipolares, entre otros. Por medio 

de registros de producción y los registros mencionados anteriormente se puede identificar 

las zonas con presencia de fracturas naturales que aportan al flujo de fluidos. (Figura 1-1). 

 

La caracterización de fracturas se puede complementar con análisis en superficie a partir 

de afloramientos con presencia de fracturas y correlaciones de registros de imágenes.   

1.2 Pérdida de productividad por cambios en los 
esfuerzos efectivos en sistemas fracturados 

La producción de fluidos de un yacimiento de petróleo y/o gas natural induce un cambio 

en el estado de esfuerzos. Fundamentalmente, la presión de poro disminuye y los 

esfuerzos efectivos se incrementan. La relación entre presión de poro y esfuerzo efectivo 

está dada por: 

 

pP ´                                 (1) 

 

En la ecuación (1) ´  es el esfuerzo efectivo,   es el esfuerzo total,  es la contante de 

Biot y  pP  es la presión de poro. 

 

En particular, bajo condiciones de producción, el esfuerzo normal efectivo que actúa sobre 

los planos de fracturas naturales se incrementa ocasionando cierre de las fracturas debido 

a su comportamiento dinámico y, en consecuencia, genera una pérdida en la productividad 

del yacimiento (Figura 1-2).  

 

Autores como Frank (1975), Bai et al (2002), Zeng et al (2004) y Olson et al (2009) 

estudiaron el impacto geomecánico sobre la productividad de los yacimientos de petróleo 

y gas, identificando un mayor efecto en yacimientos naturalmente fracturados, a causa de 

la reducción de permeabilidad en las fracturas  debido a alta sensibilidad ante cambios en 

el sistema de esfuerzos. Este efecto mecánico sobre la roca productora se ha 
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documentado mediante pruebas de laboratorio donde se demostró la reducción de 

permeabilidad al incrementar la presión de confinamiento (Figura 1-3). Pedrosa (1986) y 

Duan et al (2000) analizaron pruebas de producción multitasa para determinar el 

comportamiento de la permeabilidad ante cambio de esfuerzos donde se evidencio el cierre 

de fracturas naturales.  

 

 

Figura 1-2. Proceso de cierre de fracturas naturales (reducción de permeabilidad) con 
incremento en los esfuerzos efectivos debido a la disminución de presión de poro, en los 
alrededores del pozo. 

 

 

La caída y restablecimiento de presión en cercanías a la cara de pozo mediante el cierre y 

apertura de pozos, han  complementado los análisis de núcleos en laboratorio en 

yacimientos donde la permeabilidad es sensible a cambios de esfuerzos de acuerdo a los 

estudios de Marek (1979) (Figura 1-4). Adams (1983) estudió el caso del comportamiento 

de la permeabilidad con cambios de presión en el campo Kuparuk. En este campo  se 

evaluó la sensibilidad de las propiedades petrofísicas del yacimiento con el fin de diseñar 

una correcta metodología de producción e inyección del yacimiento.  

 

Ostensen, R. (1986) resaltó la reducción de permeabilidad en arenas apretadas de gas 

con la caída de la presión de yacimiento, donde la producción es controlada por la 

dependencia de la permeabilidad ante cambios en los esfuerzos efectivos. Adicionalmente, 
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Ostensen encontró que la omisión de los efectos causados por los cambios en esfuerzos 

efectivos conlleva a una sobrestimación de la producción. 

 

Restrepo et al (2015) realizó un trabajo en el piedemonte llanero colombiano donde 

identificó  la reducción de permeabilidad por efectos geomecánicos en yacimientos con 

fracturas naturales en cercanías de pozo. La causa de esta reducción en permeabilidad es 

incremento en los esfuerzos efectivos por la caída de la presión de poro en esta zona.  

 

 

Figura 1-3. Cambios de la permeabilidad ( k , md) bajo esfuerzos efectivos ( eff , psi) en 

pruebas de laboratorio a tres diferentes temperaturas (k100: 100 °F, k150: 150 °F y k200: 
200 °F) con muestras tomas de un campo de tipo areniscas en Dakota (Zeng et al, 2004) 
. 
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Figura 1-4. Reducción de porosidad y permeabilidad bajo incrementos de presión de 
confinamiento, mediante análisis de núcleos en laboratorio (Marek, 1979). 

 

1.3 Remediación de daño geomecánico en Sistemas 
fracturados 

El estudio de remediación de daño geomecánico en yacimientos naturalmente fracturados 

no está ampliamente documentado. Sin embargo, autores como Goodman (1974) han 

estudiado el comportamiento de la deformación de discontinuidades en las rocas. El 

resultado obtenido en este estudio mostró un comportamiento no lineal hiperbólico (Figura 

1-5. Bandis et al (1983) presentaron un modelo analítico y derivaron ecuaciones empíricas 

mediante pruebas de laboratorio para caracterizar la cierre y apertura de discontinuidades 

sin material de relleno. Duan et al (2000) analizaron, mediante pruebas multitasa de 

producción, las características de cierre de fracturas. Los resultados obtenidos de este 

estudio, muestran una variación en permeabilidad cuando la presión de yacimiento 

disminuye. 

 

La reapertura de fracturas en yacimientos naturalmente fracturados puede mejorar 

significativamente la productividad y el recobro incremental del reservorio. De una manera 

muy general, el proceso consiste en dos etapas: 
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(1) Abrir el sistema de fracturas naturales, en las cercanías del pozo, mediante inyección 

de fluidos  

 

(2) Situar material artificial para mantener el incremento de permeabilidad logrado por la 

apertura de fracturas  

 

El proceso anterior es ilustrado en la Figura 1-6.  

 

La apertura de fracturas naturales  puede estar influenciada por algunos factores como 

son: 

 

• Rugosidad de las paredes de las fracturas 

• Apertura inicial de la fractura 

• Radio de investigación del daño geomecánico 

• Resistencia y elasticidad de la matriz de la roca 

• Orientación de los planos de fractura con respecto a los esfuerzos principales 

• Magnitud y orientación de los esfuerzos principales 

• Presión de poro 

• Presión de inyección  

• Propiedades físicas y tipo de material de relleno, en caso que presente. 

 

El material de soporte para emplazar en el sistema fracturado debe proveer una morfología 

artificial de tal forma que mantenga la conductividad durante la etapa de producción. El 

diseño e implementación de una operación orientada a lograr este objetivo requiere del 

desarrollo y calibración de un modelo geomecánico. La caracterización de propiedades de 

resistencia y elasticidad, entre otras, del material de soporte debe ser caracterizados y 

calibrado para garantizar una operación exitosa.  

 



18 Desarrollo de un Modelo Predictivo para la Recuperación de Daño 

Geomecánico en Sistemas Naturalmente Fracturados 

 

 

Figura 1-5. Relación entre esfuerzo normal (“Normal stress”, MPa) vs deformación (“Joint 
Closure”, mm) de una roca intacta (A) y una roca fracturada (B) y (C) (Bandis et al, 1983). 

 

 

 

Figura 1-6. Incremento de permeabilidad con incremento de presión de inyección en 
fracturas naturales y emplazamiento de material artificial de soporte. 
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2.  Modelamiento de un Sistema 
Naturalmente Fracturado  

El comportamiento de los yacimientos naturalmente fracturados está influenciados por 

efectos geomecánicos, ya que son altamente sensibles a cambios en los esfuerzos 

especialmente en las cercanías al pozo, afectando el flujo de fluidos. Por lo tanto, el 

modelamiento acoplado de flujo de fluidos y geomecánica permite un mejor entendimiento 

del comportamiento y manejo de estos yacimientos. 

 

Para yacimientos naturalmente fracturados, donde la matriz y la fractura presentan 

diferentes propiedades petrofísicas, los modelos de doble porosidad describen con mayor 

precisión el comportamiento de flujo de fluidos del sistema.  En la literatura se encuentran 

diferentes modelos acoplados de flujo de fluidos de doble porosidad y geomecánica 

desarrollados a partir de la teoría poro-elástica de Biot para porosidad simple.   

 

Lewis y Ghafouri (1996) desarrollaron un modelo acoplado donde asumen que la 

deformación de las fracturas no afecta la deformabilidad de todo el sistema.  

 

Chen et al. (1997) realizaron un estudio basado en la teoría de Biot para acoplar un medio 

dual deformable con flujo de fluidos. Estos autores adicionaron un término donde el efecto 

de presión del medio poroso secundario afectaba la deformación volumétrica total.  

 

Huang et al. (1995) introdujeron el concepto de equivalente continuo de una roca fracturada 

el cual define un tercer medio que presenta propiedades de deformación de los medios 

matriz y fracturas. Bagheri y Settari (2005) emplearon este concepto en su investigación 

para acoplar la deformación de un sistema fracturado al flujo de fluidos de doble porosidad.  
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En este capítulo se presenta un modelo de flujo de fluidos de doble porosidad doble 

permeabilidad de un sistema naturalmente fracturado. Adicionalmente, se exponen una 

serie de investigaciones sobre discontinuidades de rocas y se selecciona el modelo más 

adecuado de deformación de fractura para la construcción del módulo geomecánico.  

Debido a que este tipo de yacimientos es sensible a esfuerzos generando un efecto de 

deformación del sistema, sus propiedades petrofísicas también varían. Por tal razón, se 

presentan los modelos para calcular los cambios de porosidad y permeabilidad de los 

sistemas matriz y fracturas con cambios en los esfuerzos efectivos con el tiempo. 

2.1 Modelo de flujo de fluidos de un sistema 
naturalmente fracturado 

Durante la producción de fluidos en yacimientos naturalmente fracturados se presenta una 

caída de presión en las cercanías del pozo, lo cual genera cierre de fracturas. El fenómeno 

inverso (apertura de fracturas) se observa durante la inyección de fluidos en este tipo de 

yacimientos. El modelo que se desarrolla en esta investigación está basado en la apertura 

de fracturas, por lo tanto, no tiene en cuenta la producción de fluidos, el cual es un caso 

de análisis de daño geomecánico. Adicionalmente, se asume un daño presente (implícito 

en la permeabilidad inicial del sistema) y se basa en la inyección de fluidos en el yacimiento 

en búsqueda del análisis del comportamiento del flujo de fluido en cada uno de los medios 

del sistema.  

 

El modelo de flujo de fluidos para un sistema naturalmente fracturado es desarrollado 

dentro del contexto del concepto de doble porosidad. En este concepto se considera el 

medio matriz como porosidad primaria y el medio de fracturas como porosidad secundaria, 

donde cada uno de los medios tiene su propia presión de poro. 

 

El volumen del medio fracturado está compuesto de los siguientes componentes, 

 

spfpmb VVVV                                                                                                                        (2.1) 
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En la ecuación (2.1) bV  es el volumen total del medio fracturado, pmV  es el volumen del 

medio matriz, pfV  es el volumen del medio de fracturas y sV  es el volumen del medio 

sólido. 

 

La ecuación (2.1) se puede expresar en términos de porosidad al dividir por el volumen 

total del medio fracturado bV . 

 

b

s
fm

V

V
 1                     (2.2) 

 

En la ecuación (2.2) m  es la porosidad de la matriz y f  es la porosidad de la fractura. 

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) son fundamentales para el entendimiento del modelo de flujo 

de fluidos de doble porosidad, el cual es desarrollado en coordenadas cilíndricas de tres 

dimensiones, fluido tipo black oil, flujo monofásico, isotérmico en un medio poroso 

deformable. En el Anexo A se describen estas características y las ecuaciones del modelo 

de flujo de fluidos son desarrolladas en detalle. 

 

El modelo de flujo de fluidos de doble porosidad presenta las siguientes cuatro relaciones 

basicas para los medios matriz y fracturas: 

 Conservación de masa de fluido. 

 Conservación de masa de sólido. 

 Ley de Darcy. 

 Ecuación de estado.  

 

La combinación de estas cuatro relaciones conlleva a dos ecuaciones generales de flujo 

de fluidos, una para el medio matriz y la otra para el medio de fracturas. 

2.1.1 Ecuación de conservación de masa de fluido 

Para obtener las ecuaciones se realiza un balance de masa de fluido para cada uno de los 

medios matriz y fractura.  
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Para el continuo de la matriz se expresa,  

 

 
 

0~1





 Tq

t

V

V
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                       (2.3) 

 

Para el continuo de las fracturas se expresa,  

 

 
 

0~1





 Tq

t

V

V

fmfb

b

fff


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En las ecuaciones (2.3) y (2.4) x  es la densidad del fluido, x  es la porosidad, 
x  es la 

velocidad del fluido para el sistema fmx ,  donde m  es para la matriz y f  para la 

fractura, bV es el volumen total, t  es el incremento de tiempo, fq~  es la masa de fluido 

donde 0~ fq  es para pozos productores y 0~ fq  para pozos inyectores y T es la 

transferencia de masa entre la matriz y fractura. El símbolo   representa divergencia. 

2.1.2 Ecuación de conservación de masa de sólido. 

Por medio de la ecuación de conservación de solido se analiza el movimiento relativo de 

la roca con respecto a los fluidos debido al cambio de presión.   

 

 
 

0~)1(1
)1( 




 s

sb

b

ss q
t

V

V


                        (2.5)                                     

                                                                                                                                      

En la ecuación (2.5) s  es la densidad del sólido,   es la porosidad, 
sl  es la velocidad 

del solido en la dirección l  ),,( zrl  , bV es el volumen total, t  es el incremento de 

tiempo, sq~  es la tasa de producción o inyección de sólidos. Esta ecuación se aplica para 

cada uno de los medios matriz y fracturas. Para este trabajo la inyección de solidos es 

despreciada, por lo tanto 0~ sq  
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2.1.3 Ley de Darcy. 

La ley de flujo se obtiene de la velocidad real del fluido aplicando la ley de Darcy para flujo 

monofásico en cada una de las direcciones 

 

                                                                                                                                                              

                       (2.6) 

 

Para el flujo de fluidos en la matriz, la ley de Darcy está dada por, 

 

  m

m

m
smm P

k



                                      (2.7) 

 

Para el flujo de fluidos en las fracturas, la ley de Darcy está dada por, 

 

  f

f

f

sff P
k




                     (2.8) 

 

En las ecuaciones (2.7) y (2.8) xk  es la permeabilidad, x  es la viscosidad del fluido y 

xP  es el gradiente de presión para el sistema fmx ,  donde m  es para la matriz y f  

para la fractura.  

2.1.4 Ecuación de estado 

La ecuación de estado para el medio matriz está dada por, 

 

m

m
P

c









1
                              (2.9) 

 

Similarmente, la ecuación de estado aplicada al fluido en sistema de fracturas está dada 

por, 

 

P
k

A
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
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En las ecuaciones (2.9) y (2.10)   es la densidad del fluido, xc  es la compresibilidad del 

fluido para el sistema fmx ,  donde m  es para la matriz y f  para la fractura. 

 

Debido a que se asume que el fluido es levemente compresible, la compresibilidad del 

fluido en la matriz y en las fracturas es la misma.  

2.1.5 Ecuación de flujo en un sistema naturalmente fracturado 

A partir de principios básicos desarrollado en esta sección se obtienen las ecuaciones de 

flujo para los medios matriz y fracturas. Combinando las ecuaciones resulta en la siguiente 

ecuación de flujo de fluidos para ambos medios, matriz y fracturas.  
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De forma análoga se obtiene la ecuación para el continuo de fracturas. 
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En las ecuaciones (2.11) y (2.12) pxV es el volumen poroso para el sistema fmx ,  

donde m  es para la matriz y f  para la fractura. Los cambios de volumen poroso para 

cada uno de los medios matriz y fracturas son presentados en detalle en el Anexo C, y se 

expresan de la siguiente forma: 
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En la ecuación (2.13)   es el esfuerzo promedio, pcmc  y  pcfc  son las compresibilidades 

de los volúmenes porosos de los medios matriz y fracturas respectivamente. pm  y pf  

son los coeficientes de esfuerzo efectivo del volumen poroso relacionados con las 

presiones de fluido en la matriz mP  y en la fractura fP , usados para estimar el esfuerzo 

efectivo incremental requerido para describir los cambios en el volumen poroso de un 

sistema fracturado de doble porosidad. 

 

Combinando las ecuaciones (2.11) a (2.13) para los medios matriz y fractura se tiene, 
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De acuerdo con Chen et al (2006), para el sistema de doble porosidad doble permeabilidad, 

donde se presenta flujo de fluidos de la matriz a las fracturas o viceversa, el término de 

transferencia de masa en la ecuación fundamental de flujo juega un papel importante y es 

necesario definirlo en el modelo de flujo de fluidos. El término de transferencia T  puede 

definirse con el concepto de Warren y Root (1963) y Kazemi (1969) de la siguiente forma, 
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En las ecuaciones (2.16) y (2.17) mT  es la transmisibilidad entre matriz y fracturas, imk es 

la permeabilidad de la matriz en las direcciones zri ,, ,   es la viscosidad del fluido. 

  es el factor de forma y il  son las dimensiones del bloque de la matriz en las direcciones 

zri ,,  de acuerdo con Coats (1989). 

2.2 Modelo geomecánico de un sistema naturalmente 
fracturado 

El modelamiento geomecánico de un sistema fracturado requiere un análisis detallado de 

las deformaciones de los medios matriz y fracturas. El estudio del comportamiento de 

deformación de matriz de roca ha sido estudiado por años. Para el entendimiento del 

comportamiento de deformación de las fracturas sometido a esfuerzos, en esta sección se 

presentan una serie de investigaciones sobre discontinuidades de roca realizadas por 

diferentes autores; entre ellas el modelo de Bandis et al (1983), el cual es empleado en el 

desarrollo de este módulo. Posteriormente, se describe el concepto de equivalente 

continuo para encontrar las relaciones constitutivas de un sistema fracturado.  

 

El desarrollo del modelo geomecánico está basado en los tres principios básicos de la 

teoría poro elástica, los cuales son: el equilibrio de fuerzas, desplazamiento-deformación 

y la relación presión-esfuerzo-deformación.  Los pasos anteriores para este modelo son 

desarrollados en detalle en el Anexo B y se muestran de manera general a continuación. 

2.2.1 Ecuaciones de equilibrio 

Las ecuaciones de equilibrio para un sólido describe la variación del estado de esfuerzos 

en el espacio. Partiendo de un elemento diferencial en coordenadas cilíndricas y teniendo 

en cuenta el estado de esfuerzos iniciales, las ecuaciones de equilibrio están dadas por 

Chou y Pagano (1992):  
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En dirección radial, r: 

 

0
11

00000





































rzrrrzrr

rzrrrrzrrr  








               (2.18) 

 

En dirección tangencial, θ : 
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En dirección vertical, z : 
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En las ecuaciones (2.18) a (2.20) 
0

i , representa los esfuerzos totales iniciales en cada 

una de las direcciones, ij , corresponde a los esfuerzos de cizalla. Los términos i  y ij

representan los incrementos en los esfuerzos normales y en los esfuerzos de cizalladura 

respectivamente, con zri ,, y zrj ,,  

2.2.2 Deformación de una discontinuidad de rocas 

El comportamiento de deformación de una discontinuidad sometida a esfuerzos es 

diferente al de la roca intacta. Algunos autores han formulado modelos analíticos y 

numéricos basados en pruebas de laboratorio, para evaluar este comportamiento de la 

permeabilidad de discontinuidades de rocas. 

 

 Goodman (1974) realizo experimentos donde se muestran el comportamiento de 

deformación de la roca sólida, el cierre de discontinuidades de rocas con diferentes 

morfologías ante cambios en los esfuerzos normales. Los resultados arrojaron una función 

con un  comportamiento hiperbólico no lineal.  
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El estudio realizado por Gangi (1978) presenta diferentes asunciones para evaluar la 

variación de permeabilidad de fracturas sometidas a presión. Algunas de estas asunciones 

son:  

 

 El flujo a través de la discontinuidad es laminar. 

 Las dos superficies de la discontinuidad no encajan perfectamente.  

 El modelo asume las asperezas en forma de varillas. (Figura 2-1). 

 La longitud de las asperezas tienen una distribución de ley de potencia. 

 

Figura 2-1. Representación de una discontinuidad de roca por medio de un modelo de 
aspereza en forma de varillas “Bed of nails” donde las dos superficies de la 
discontinuidad no hacen contacto perfecto. 

 

Roman et al. (2012)  desarrollaron e implementaron un modelo elástico-plástico para 

determinar la permeabilidad de un medio fracturado bajo diferentes valores de presión de 

confinamiento. La representación del medio fracturado es presentada en la Figura 2-2. Los 

resultados se compararon con datos experimentales donde el modelo elástico-plástico 

mostró una mejor predicción del comportamiento de la permeabilidad bajo varios niveles 

de presión de confinamiento comparado con un modelo con comportamiento de histéresis.  

 

Fatehi et al. (2011) consideró dos mecanismos de apertura de fracturas dependiendo del 

estado de esfuerzos, apertura y cierre bajo esfuerzo normal, y dilatación inducida por 
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esfuerzo de cizalla. Como resultado de esta investigación se obtuvo un modelo analítico 

donde los esfuerzos normales y de cizalla, y un modelo elástico constitutivo fueron 

considerados basados en la ley de Hook de elasticidad. Este modelo integra ecuaciones 

derivadas de la ley de Hook  para obtener un desplazamiento normal causado por un 

esfuerzo normal y el desplazamiento relativo normal causado por dilatación de cizalla 

donde la magnitud y orientación de los esfuerzos principales son consideradas. 

 

 

Figura 2-2. Elemento representativa sometido a presión de confinamiento del medio 
fracturado donde se observa el contacto de la superficie con aspereza con la superficie 
rígida.  

 

Bandis et al. (1983) desarrollaron su estudio a partir del modelo de Goodman (1974). En 

su investigación, una serie de muestras de roca con discontinuidades sin relleno se 

sometieron a ciclos de carga y descarga en laboratorio. Los resultados mostraron el 

comportamiento no lineal de la deformabilidad de discontinuidades de rocas sometidas a 

esfuerzos normales. Además, la deformabilidad (cierre y apertura) depende directamente 

de la historia de esfuerzos normales a las que estuvieron sometidas previamente (efecto 
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de histéresis – Figura 2-3). Con el aumento de ciclos de carga y descarga el cierre de 

fracturas o deformabilidad es mayor. 

 

Este modelo será tomado como base para el desarrollo del módulo geomecanico de este 

trabajo, debido a su amplia aplicabilidad dentro de estudios de modelamiento acoplado de 

flujo de fluidos con deformación. El efecto de histéresis no será considerado en este 

estudio.  

 

Las funciones no lineales hiperbilicas para ajustar el comportamiento de las curvas de 

esfuerzo-deformación en rocas bajo compresión triaxial presentan la siguiente forma, 
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En la ecuación (2.21) d  es el esfuerzo deviatorico, ϵ es la deformación axial, A y B son 

constantes. 

 

Esta forma hiperbólica puede aplicarse para las curvas arrojadas por la relación entre el 

esfuerzo normal σn  y el volumen de cierre de la discontinuidad ΔVj  
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La ecuación (2.22) puede reescribirse de la siguiente manera, 
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De acuerdo al concepto de rigidez normal propuesto por Goodman se tiene, 
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Para valores de n , el cierre de la discontinuidad alcanza su máximo  
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La rigidez normal inicial se obtiene cuando el esfuerzo normal es cero. 
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Por lo tanto, 

 

22

11

1










 




















m

j

ni

j

j

n
n

V

V

K

V
A

B
A

V
K


                                                                                   (2.27) 

 

En las ecuaciones (2.21) a (2.27) mV  es el máximo cierre de la discontinuidad y está dado 

por la asíntota de la hipérbola cuando n , jV  tiende al valor de 
B

A
. niK  representa 

la rigidez normal inicial. 

 

Bandis et al también analizaron la deformación de cizalla de discontinuidades de rocas. 

Para el propósito de este trabajo no se tendrá en cuenta este tipo de deformación debido 

a que el análisis estará enfocado en la apertura normal del sistema de fracturas. Incluir la 

deformación de cizalla de las fracturas en un estudio de modelamiento es complejo, debido 

a que se requiere de trabajos extensos de laboratorio y sus resultados podrían no 

aproximarse a la realidad de los fenómenos ocurridos en los yacimientos. Sin embargo, 

algunos parámetros como la rigidez de cizalla de las fracturas se emplearan y se 
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presentaran asunciones en el desarrollo de las ecuaciones constitutivas del sistema 

fracturado.  

 

 

Figura 2-3. Comparación de la deformación total V  “normal deformation” sometido a 
esfuerzo normal “normal stress” para dos ciclos de carga, en una roca sólida, una 
muestra con discontinuidad entrelazada y una muestra con discontinuidad no 
entrelazada. Durante los ciclos de carga de esfuerzo normal se observa el fenómeno de 
histéresis para cada una de las muestras. 

2.2.3 Relación constitutiva para sistemas fracturados 

Para desarrollar las ecuaciones constitutivas en un sistema fracturado es necesario 

introducir el concepto de equivalente continuo desarrollado por Huang et al. (1995). Este 

concepto ha sido empleado en otros trabajos de modelamientos de deformación y flujo de 

yacimientos fracturados como el de Bagheri y Settari (2005).   

 

En un sistema fracturado el concepto de equivalente continuo se usa para definir un 

material  compuesto de dos materiales que tiene el mismo comportamiento del sistema 

fracturado sometido a esfuerzos normales y de cizalla. El sistema fracturado es tratado 

como un medio simple que tiene propiedades de deformación tanto de la roca intacta como 

de las fracturas. 
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Aplicando el concepto de equivalente continuo de Huang et al. (1995), la deformación total 

del sistema fracturado está compuesto por la deformación de la matriz (roca intacta) y la 

deformación de las fracturas. 

 

fmT                   (2.28) 

 

En la ecuación (2.28) 
T  es el cambio en la deformación total del sistema fracturado, 

m  y f  son el cambio en la deformación de la matriz y en la deformación de las 

fracturas respectivamente. 

 

Debido a que la matriz no se deforma a la misma velocidad que las fracturas, es necesario 

desarrollar las ecuaciones constitutivas para cada uno de los medios (matriz y fracturas) 

 

Para el medio de la matriz, la relación de la deformación en respuesta a cambios en los 

esfuerzos totales está dado por: 

 

  mm C                          (2.29) 

 

El cambio en la deformación de fracturas por cambios en los esfuerzos totales se puede 

expresar como, 

 

  ff C                   (2.30) 

 

La ecuación constitutiva para el sistema fracturado se puede expresar como (ver Anexo 

B): 

 

  TT C                                             (2.31) 

 

En las ecuaciones (2.19) a (2.21) 
m  y 

f es el cambio en la deformación del medio 

matricial y del medio fracturas respectivamente debido a cambios es los esfuerzos totales 

 . mC  y fC son los tensores elásticos de la roca intacta y fracturas respectivamente, y 
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fmT CCC   es el tensor elástico del sistema fracturado que representa la suma de los 

tensores elásticos de la roca intacta y las fracturas. 

2.2.3.1  Ecuación constitutiva del medio matriz  

La deformación de una roca es la consecuencia de la aplicación de un esfuerzo , y se 

refiere al cambio de forma que experimenta la roca en esta situación. 

 

Las ecuaciones generales donde se relacionan los esfuerzos y deformaciones para medios 

solidos están dadas de acuerdo a la ley de Hook generalizada. Estas ecuaciones son 

empleadas para calcular la deformación de la matriz o roca intacta (ver Anexo B). La figura 

2-4 representa un elemento infinitesimal de la matriz o roca intacta en coordenadas 

cilíndricas sometida a esfuerzos en cada una de las direcciones.  

 

 

Figura 2-4. Elemento infinitesimal de la matriz o roca intacta en coordenadas cilíndricas 
sometido a esfuerzos normales en dirección radial, axial y tangencial. 

 

De forma matricial, la deformación total de la roca intacta está dada por, 
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          (2.32) 

 

En la ecuación (2.22) mi  son las deformaciones normales de la roca intacta, mij  son las 

deformaciones de cizalladura en cada una de las direcciones, con i=r, θ, z y j=r, θ, z. mE  

es el módulo de Young, m  es el módulo de Poisson, mG  es el módulo de cizalladura de 

la roca intacta. 

2.2.3.2  Ecuación constitutiva de una fractura  

Las deformaciones de la fractura se pueden expresar en términos de desplazamiento. Para 

el desarrollo de esto, se parte de la ecuación constitutiva general de la fractura, 

 

JIJI D                                (2.33) 

 

En la ecuación (2.33)  es el vector desplazamiento, D  es la matriz de flexibilidad y N  

es el vector tracción. 

 

En forma matricial la ecuación (2.33) se puede expresar como,  
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En la ecuación (2.34) los subíndices N , S  y T representan la direcciones normal 

(perpendicular), rumbo y buzamiento (ortogonales) al plano de la fractura. N  es el 

desplazamiento normal de la fractura, S  y T  son los desplazamientos de cizalla. N  

es el esfuerzo normal al plano de la fractura, S  y T  son esfuerzos de cizalla. 

),,,( TSNJIDIJ   representa 9 componentes de la matriz de flexibilidad de la fractura. 

 

El vector tracción determina la magnitud y dirección de los esfuerzos que actúan sobre el 

plano de la fractura. Este vector puede expresarse en función de los esfuerzos presentes 

en el sistema fracturado por medio de la ecuación de Cauchy, 

 

iijj n                  (2.35) 

 

En la ecuación (2.35) n  es el vector unitario perpendicular al plano de la fractura 

 

Basado en el principio de conservación de energía, el trabajo realizado por un esfuerzo es 

igual a la sumatoria de trabajo realizado por la tracción en cada fractura causado por el 

movimiento de la fractura.  
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En la ecuación (2.36) V es el volumen representativo de la masa de roca, M es el número 

total de grupos de fracturas, l  representa un grupo individual de fracturas a lA  es el área 

total de las l  grupos de fracturas. El área total lA  es igual a una unidad de volumen dividido 

por el espaciamiento promedio entre fracturas lS  

 

La deformación inducida por el movimiento de fracturas está dado por, 
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El desplazamiento de la fractura actúa en un sistema de coordenadas local que pueden 

ser transformados al sistema global de coordenadas. Por lo tanto, la matriz de las 

constantes constitutiva para el medio de fractura fC  se puede expresar como 
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En la ecuación (2.38) L  contiene los cosenos directores entre el sistema loca N , S , T  y 

el sistema global r , , z . 

 

Para el desarrollo de esta investigación se trabajará con las dos siguientes asunciones 

relacionadas con las propiedades de las fracturas, que también fueron tenidas en cuenta 

por Huang et al. (1995).   

 

 En todas las direcciones en los planos de fracturas el comportamiento de 

deformación es el mismo.  

 El desplazamiento de cizalla debido al esfuerzo normal no es tenido en cuenta 

 

La apertura normal causa por esfuerzos de cizalla es conocida como “dilatación”. Este 

fenómeno tampoco se tendrá en cuenta en este trabajo. Adicionalmente, Se asume que 

las fracturas presentan una rugosidad homogénea para definir las características de 

deformación de las fracturas iguales en la dirección de rumbo y buzamiento.  

 

Teniendo en cuenta las anteriores asunciones y el modelo de Bandis et al. (1983) la 

ecuación (2.34) puede expresarme como,  
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En la ecuación (2.39) nK  y sK  son las rigideces normal y de cizalla de las fracturas 

respetivamente.  

2.2.3.3 Ecuación constitutiva de un sistema naturalmente fracturado  

En la literatura se pueden encontrar desarrollos de módulos elásticos para un sistema de 

roca con varios grupos de fracturas interceptadas. Settari y Bagheri (2006) presentaron 

una corrección en el desarrollo de las constantes constitutivas desarrolladas por Huang et 

al. (1995),  para un sistema de un elemento de roca intacta interceptada con tres grupos 

de fracturas, donde los dos primeros grupos son ortogonales al tercer grupo de fracturas1. 

Siguiendo un procedimiento análogo a estos trabajos, en esta investigación se desarrolla 

la deducción de las ecuaciones constitutivas para un sistema de roca intacta interceptada 

con dos grupos de fracturas. Se asume que los grupos de fracturas tienen la misma rigidez 

normal y de cizalla nK  , sK  y un espaciamiento S entre las fracturas.  La representación 

gráfica de este sistema y la deducción de las ecuaciones se puede observar en el Anexo 

B, sección B.2.3. 

 

En forma matricial, la deformación total de este sistema naturalmente fracturado está dado 

por, 

 

                                                
 

1 Para el caso donde se presentaran fracturas horizontales, las constantes constitutivas de cizalla 
desarrolladas por Huang et al. son igual a cero. Settari y Bagheri realizaron la corrección para este caso y sin 
pérdida de generalidad presentaron las ecuaciones de las constantes constitutivas del sistema fracturado. 
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     (2.40) 

 

Para el desarrollo de las constantes constitutivas de las fracturas, se tiene en cuenta la 

rigidez normal y de cizalla. Sin embargo, para la aplicación en yacimientos se asume un 

valor de rigidez de cizalla muy alto, por lo tanto, se desprecian los efectos de deformación 

en las fracturas por cizalla.  

 

Las componentes de la matriz constitutiva del sistema naturalmente fracturado de la 

ecuación (2.40) son, 
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mzfm GGG

111




                          (2.49)

        

De acuerdo a las ecuaciones (2.41) a (2.49), las constantes constitutivas de un sistema 

naturalmente fracturado dependen de las constantes elásticas de la matriz ( mE , m y mG ), 

la rigidez normal de las fracturas nK , el espaciamiento entre las fracturas S  , los ángulos 

 ,   y   de cada grupo de fracturas2. 

2.2.4 Ecuaciones del modelo de deformación geomecánica en un 
sistema naturalmente fracturado 

El modelo final de esfuerzo-deformación de un sistema naturalmente fracturado está 

basado en las ecuaciones de equilibrio para un sólido, que describen la variación del 

estado de esfuerzos en cada una de las direcciones del espacio, y las ecuaciones 

constitutivas de un sistema fracturado presentado en este capítulo. El desarrollo detallado 

de las siguientes ecuaciones se muestra en el Anexo B. 

 

En dirección radial, 

                                                
 

2 los ángulos 𝛼, 𝛽 y Ψ dependen de la orientación de cada grupo de fracturas, el cálculo de estos ángulos se 

puede observar en detalle en el Anexo B, sección B.2.3. 
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En dirección tangencial, 
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 En dirección vertical,  

 

 

2 2

1 3

4

4 4 4 4 4

00 0 01

1 1
0

z zzz rz rz r z
z r z bm m bf f

zr z z r z
z z z z z

C Cuu u
C u C p p

z r r r z r r r z

Cuu u u u u
C C C C C

r z r r z r r z r

 



  
 

 

 

     
         

       

         
          
           

    (2.52) 

 

En las ecuaciones (2.50) a (2.52) 
0

i , representa los esfuerzos totales iniciales en cada 

una de las direcciones,
0

ij , corresponde a los esfuerzos iniciales de cizalla. Los términos 

iu  representan los desplazamientos en las direcciones zri ,, .  Las constantes inC  
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dependen de las constantes constitutivas del sistema naturalmente fracturado 

desarrolladas en el Anexo B sección B.2.3. y están dadas por, 

 

2.3 Ecuación de porosidad en un sistemas naturalmente 
fracturado 

El cálculo de la porosidad en un sistema naturalmente fracturado, en donde se presenta 

una porosidad de la matriz y una porosidad de las fracturas, representa una parte de la 

caracterización de la estructura geológica de los yacimientos naturalmente fracturados. 

La ecuación de porosidad de matriz en función de las presiones de poro en la matriz y 

fracturas, y el estado de esfuerzos son desarrollados en detalle en el Anexo C.  

 

Para la matriz se parte de la siguiente ecuación, 
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La ecuación de cambio poroso en la matriz en función de presión de poro y estado de 

esfuerzos está dada por, 
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 Para el sistema de fracturas se parte de la siguiente ecuación, 
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f
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V
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La ecuación de cambio poroso en el sistema de fracturas en función de presión de poro y 

estado de esfuerzos está dada por, 
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2.4 Modelos de permeabilidad en un sistema 
naturalmente fracturado 

La permeabilidad en los yacimientos naturalmente fracturados, es una de las propiedades 

más importantes para entender el comportamiento de este tipo de yacimientos. Como se 

ha mencionado anteriormente, este tipo de yacimientos es sensible a esfuerzos, por lo 

tanto las propiedades petrofísicas; como son las permeabilidades de la matriz y fracturas, 

varían con cambios en los esfuerzos efectivos. 

 

En la implementación de un modelo de doble porosidad  / doble permeabilidad, es 

necesario conocer los valores de permeabilidades de matriz y fracturas, y como cambian 

estás propiedades con el tiempo. Los modelos empleados para el cálculo de estás 

permeabilidades en este trabajo se presentan a continuación. 

2.4.1 Modelo de permeabilidad para la matriz 

Para determinar la disminución o incremento de la permeabilidad del medio matriz en los 

procesos de producción o inyección de fluidos, es necesario introducir el concepto de 

módulo de permeabilidad. La obtención y análisis del módulo de permeabilidad se realiza 

con la finalidad de estudiar los efectos que impactan la permeabilidad ante cambios de 

esfuerzos. 
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En la ecuación (2.57) mk  representa la permeabilidad de matriz a condiciones de esfuerzo 

promedio efectivos ´ , mik  es la permeabilidad de matriz inicial sometida al esfuerzo 

promedio inicial ´i  y   representa el coeficiente del módulo de permeabilidad.  
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2.4.2 Modelo de permeabilidad para las fracturas. 

Los sistemas de fracturas naturales son la principal fuente de capacidad de flujo de muchos 

yacimientos, por lo tanto, un cambio de esta propiedad puede afectar el desempeño en la 

productividad de los yacimientos naturalmente fracturados.  

 

Existen diferentes modelos para el cálculo de la permeabilidad de fracturas, desde modelos 

analíticos hasta modelos empíricos. Jones (1975) realizo un estudio basado en análisis de 

laboratorios, donde calculó la reducción de permeabilidad de muestras fracturadas debido 

a incrementos de presión de confinamiento similares al depletamiento que sufre un 

yacimiento. Buchsteiner et al (1993) plantearon un modelo analítico para el cálculo de la 

permeabilidad de fisuras en función del esfuerzo del esfuerzo efectivo. Kathryn (2014) 

considera en su estudio la aplicación de esfuerzos como principal mecanismo de 

afectación en la apertura de fracturas, empleando el concepto desarrollado por Barton et 

al (1985) para obtener valores de espesores de fracturas, el cual será empleado en el 

desarrollo de este trabajo. 

 

De acuerdo a la expresión de Muskat, es posible calcular el espesor mecánico inicial w  

de una fractura a partir de la permeabilidad inicial de la fractura, el valor de esta propiedad 

es empleado en las condiciones iniciales del modelo desarrollado en esta investigación 

 

8
2

10
12


w

k f                  (2.58) 

 

  2/141046.3 fkw                 (2.59) 

 

Adicionalmente, se puede calcular el espesor inicial de las fracturas con base en la relación 

entre la permeabilidad del sistema fracturado k  y la permeabilidad de las fracturas fk , 

usando como modelo una formación fracturada que contiene fracturas planares uniformes 

espaciadas en intervalos uniformes en una roca permeable de acuerdo al planteamiento 

realizado por Jones (1975), 
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En la ecuación (2.60) S  es el espaciamiento entre fracturas. 

 

Sustituyendo la expresión de Muskat (2.58) en la ecuación (2.60) se obtiene, 
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De la ecuación (2.61) se puede obtener una expresión para el cálculo del espesor de las 

fracturas en función de la permeabilidad del sistema fracturado.  

 

  33/1
1093.4  skw                (2.62) 

 

La permeabilidad de una roca fracturada es posible obtenerla a partir de análisis de 

transiente de presión, entre otros métodos.  

 

Kathryn (2014) emplea un modelo analítico usando la ley cubica, para obtener la 

permeabilidad equivalente de fracturas fk  a partir de la apertura hidráulica de las fracturas 

hydraulicb . 

 

12

2

hydraulic

f

b
k                              (2.63) 

 

La relación entre la apertura hidráulica hydraulicb  y la apertura mecánica mechb  de fracturas 

de acuerdo a Esaki et al (1999) está dada por, 

 

 
5.2

2
][

JRC

mb
b mech

hydraulic




               (2.64) 
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En la ecuación (2.64) JRC es el coeficiente de rugosidad de las fracturas, el cual mide la 

rugosidad de las superficies, con valores en un rango de 0 a 20. Superficies lisas tienen 

un valor de JRC de 0 mientras que superficies extremadamente rugosas tienen un valor 

de JRC de 20. 

 

wb sNmech  
                                        (2.65) 

 

En la ecuación (2.65) N es la apertura normal de las fracturas debido a esfuerzos 

normales, S es la apertura normal de las fracturas debido a esfuerzo de cizalla (dilatación) 

y w es la apertura inicial de las fracturas. Como se mencionó anteriormente, en este trabajo 

no se tiene en cuenta la dilatación de fracturas, por lo tanto, es espesor mecánico se 

obtiene de la siguiente forma, 

 

wb Nmech 
                  (2.66) 

 

Donde N  se obtiene en el modelo geomecánico dependiendo del estado de esfuerzos 

en el tiempo.  

2.5 Ecuación de pozo 

En las ecuaciones de flujo de fluidos, un pozo es modelado en términos de fuentes o 

sumideros. La contribución de cualquier bloque del yacimiento penetrado por un pozo al 

caudal del pozo es independiente de la ecuación de flujo para esos bloques. El flujo de 

fluidos hacia un pozo es radial en un bloque de pozo independientemente de la 

dimensionalidad del problema de flujo. Por lo tanto, se requiere el uso de un modelo 

analítico, conocido como ecuación de entrada de pozo, para transferir las variables de 

bloque de la malla a las variables de la cara de formación y viceversa. 
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Abou-Kassem et al (2006), presentan la ecuación de tasa de producción para un bloque 

de pozo de la siguiente forma,  

 

 
wfii

ii

wi

sci PP
B

G
q 


               (2.67) 

 

En la ecuación (2.67) sciq  representa la tasa de producción o inyección a condiciones 

estándar, wiG  es el factor geométrico, y iP  es la presión para el bloque de pozo  para 

zri ,,  . wfiP  es la presión del pozo, iB  y i  es el factor volumétrico del fluido y la 

viscosidad del fluido a la presión del bloque de pozo. En esta ecuación la tasa de flujo es 

negativa para producción y es positiva para inyección.   

 

El factor de forma wiG  está dado por, 

 

 we

iHic

wi
rr

hk
G

/ln

2


                                                                                                            2.68) 

 

En la ecuación (2.68) i  es un factor de conversión, ih  es el espesor de cada bloque, wr  

es el radio del pozo, er  es el radio para cada bloque. Para el caso de este estudio, en 

sistemas naturalmente fracturados, se considera la inyección de fluidos desde el pozo 

hacia el yacimiento a través del medio de fracturas. Por tal razón, se asume Hik como la 

permeabilidad de las fracturas fik . 

 

 

 





 

 
 

3.  Solución Numérica 

Las ecuaciones de flujo de fluidos y de deformación geomecanica para un sistema 

naturalmente fracturado presentadas en el capítulo anterior son ecuaciones diferenciales 

parciales o lineales. Las ecuaciones de flujo de fluidos relacionan los cambios de presión 

con el tiempo y espacio, mientras que las ecuaciones de deformación geomecánica 

relacionan el desplazamiento con el tiempo y espacio. 

 

Para dar solución a este tipo de ecuaciones es necesario implementar una solución 

numérica, ya que por métodos analíticos es prácticamente imposible. Por medio del 

método de diferencias finitas se obtiene una transformación de las ecuaciones 

diferenciales parciales no lineales en forma discreta en espacio y tiempo. 

 

El método de discretización de las diferencias finitas fue el primer método aplicado para 

obtener la solución numérica de unas ecuaciones diferenciales. Este método emplea el 

desarrollo en series de Taylor para la discretización de las derivadas de las variables de 

flujo. Una ventaja importante de este método  es su simplicidad teórica y la posibilidad de 

aumentar la precisión del método sin más que aumentar el orden de la aproximación de 

las derivadas. 

 

En este capítulo se presenta la solución numérica de las ecuaciones diferenciales parciales 

de flujo de fluidos y deformación geomecánica para un sistema naturalmente fracturado, 

empleando el método de diferencias finitas. Adicionalmente, se presenta el método de 

Newton para dar solución al sistema de ecuaciones no lineales resultante. 

 

 



50 Desarrollo de un Modelo Predictivo para la Recuperación de Daño Geomecánico 

en Sistemas Naturalmente Fracturados 

 

3.1 Discretización del modelo físico 

El sistema naturalmente fracturado se representa mediante un modelo físico en 

coordenadas cilíndricas en tres dimensiones, dividido en nodos discretos  con volúmenes 

de control de espesor variable (Figura 3-1) 

 

La malla es generada con un refinamiento en dirección radial por medio de las siguientes 

expresiones de acuerdo a Abou-Kaseem et al. (2006), 

 

rn

w

e

r

r
a

/1

lg 









                                                   (3.1) 

  wraaar )1/()ln( lglglg1                                                   (3.2) 

ii rar lg                                          (3.3) 

 

En las ecuaciones  el límite interno del yacimiento wr  y el límite externo del yacimiento er  

a través del cual el fluido puede entrar o salir del yacimiento son respectivamente el límite 

interno del bloque 1 y el límite externo del bloque n . 

 

El volumen del bloquen ),,( kji  se puede calcular de las siguiente forma, 

 

  







  kjiib zrrV

kji


2

12

2/1

2

2/1,,
               (3.4) 

 

Para 1...,3,2,1  rni , nj ...,3,2,1  y knk ...,3,2,1  
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            Figura 3-1. Esquema de malla para nodo distribuido en coordenadas cilindricas 

 

3.2 Solución numérica del modelo de flujo de fluidos  

La discretización de las ecuaciones de flujo de fluidos de un sistema naturalmente 

fracturado, se desarrolla en este trabajo mediante el método de diferencias finitas. 

Posterior a la discretización de las ecuaciones, se obtiene la distribución de presiones en 

todos los nodos para cada tiempo mediante un proceso iterativo.  

 

La discretización de las ecuaciones de flujo para los medios de matriz y fracturas se 

observan en el Anexo D. 

 

Para la matriz,  

 

     
jmjmjmimimimimimim PPTPPTPPT ,1,2/1,,1,2/1,,1,2/1,    

     kmkmkmkmkmkmjmjmjm PPTPPTPPT ,1,2/1,,1,2/1,,1,2/1,    
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                                                                                              (3.5) 
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Para el medio de las fracturas,  

 

     
jfjfjfifififififif PPTPPTPPT ,1,2/1,,1,2/1,,1,2/1,    

     
kfkfkfkfkfkfjfjfjf PPTPPTPPT ,1,2/1,,1,2/1,,1,2/1,    
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1

,,,, 
                                                                                    (3.6) 

 

3.3 Solución numérica del modelo geomecánico 

Mediante la solución numérica de las ecuaciones de deformación geomecánica, se obtiene 

la distribución espacial de los desplazamientos para cada tiempo por medio de un proceso 

iterativo. 

 

En dirección radial 

 

       rjrjrrjrjrrirrirririrririr uuDuuDuDuDuuDuuD   161514131211  

      rjrririrrkrkrrkrkrjrjr uDuuDuuDuuDuDuD 121111110191817     

        01116111511141113   rfifirmimirzkzkrjjr FPPDPPDuuDuuD      (3.7) 

 

En dirección tangencial 

    161514131211   iijjjjrjrj uDuDuuDuuDuDuD   

          jrrjrjkkkkiiii uDuuDuuDuuDuuDuuD  121111110191817  

      0111511141113    FPPDPPDuuD fjfjmjmjii                                      (3.8) 
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En dirección vertical 

 

       zizizzizizzkzkzzkjzkjzrkzrkz uuDuuDuuDuuDuDuD   161514131211  

       11101191817   ririzrkrkzzjzjzzjzjz uuDuuDuuDuuD
 

    011121111   zfkfkzmkmkz FPPDPPD
                                                             (3.9) 

 

La deducción de las ecuaciones (3.7) a (3.8) se observan en el Anexo D, al igual que las 

definiciones de los términos que componen estás ecuaciones. 

 

3.4 Método de solución 

La discretización de los modelos de flujo de fluidos y de deformación geomecanica 

desarrollados en el Anexo D mediante diferencias finitas resulta en un sistema de 

ecuaciones algebraicas no lineales. El método de Newton es uno de los métodos más 

empleado para la solución de sistemas de ecuaciones no lineales.  

 

El método de Newotn es un algoritmo para encontrar aproximaciones de los ceros o raíces 

de una función real de acuerdo a Mathews et al. (2000). Dada la función )(xf  continua y 

sea tal que 0)( 1 vxf . Para encontrar 
1vx , es posible desarrollar la función )(xf en 

series de Taylor para un punto 
vx , 

 

...)(
!2

)(''
))((')()( 2  v

v
vvv xx

xf
xxxfxfxf                                                   (3.10) 

 

Si se trunca el desarrollo de la serie a partir del término de segundo grado y se evalúa en 

1 vxx  se tiene, 

 

))((')()( 11 vvvvv xxxfxfxf  

                (3.11) 
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Finalmente, si 1vx  se aproxima a la raíz se tiene que 0)( 1 vxf , entonces, 

 

)('

)(1

v

v
vv

xf

xf
xx 

                                                                                                           (3.12) 

 

Donde 1vx  es la vth  estimulación de la solución y vx es la aproximación inicial a la 

solución y )( vxf . Reorganizando la ecuación (3.9) se obtiene, 

 

)()(' vv xfxxf                                                                                                            (3.13) 

 

Donde 
vv xxx  1
. La figura 3-2 muestra la interpretación geométrica del método de 

Newton aplicado a una función de una vraiable. Dado un valor inicial estimado de la 

solución 
0x , es posible estimar un valor 

1x  próximo a la solución, el cual se obtiene 

como el intercepto de la tangente en 
0x con el eje x . 

 

Figura 3-2. Interpretación geométrica del método de Newton. 

 

Como se observa en la Figura 3-2, 0)( 1 xf , por tanto, se hace necesario seleccionar 
1x  

como la nueva aproximación a la solución para calcular una nueva aproximación a la raíz 

de la función. Este proceso iterativo se realiza hasta que 0)( 1 vxf . 
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El sistema de ecuaciones presentado en el capítulo 2 para el flujo de fluidos y deformación 

geomecánica, son sistemas de ecuaciones no lineales de múltiples variables. El método 

de Newton para una sola variable puede ser extendido para encontrar las raíces del 

sistema en un problema de múltiples variables. Considerando un sistema de ecuaciones 

no lineales de forma general, este se puede expresar como, 

 

0)( xF                                                                                                                           (3.14) 

 

Donde F es el conjunto de ecuaciones no lineales y x  es el conjunto de variables del 

sistema. De manera similar al procedimiento aplicado en la deducción del método de 

Newton para funciones de una variable, se tiene,  

 

)( vv xFxA                                                                                                                (3.15) 

 

Donde )( 1 vv xxx  
.

vA  es la matriz jacobiano del sistema y se expresa como, 
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                                                                                                      (3.16) 

 

Siendo )(xF  un conjunto de m funciones no lineales, es decir, ))(),...,(()( 1 xFxFxF m y 

iy  un conjunto de n  variables tales que ),...,( 1 nii xxFy  . La solución del sistema de 

ecuaciones no lineales requiere el cálculo de la matriz jacobiano para cada aproximación 

de la solución. En este trabajo el cálculo de las derivadas de la matriz jacobiano se realiza 

de forma numérica de acuerdo a la siguiente ecuación, 
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




)()( nmnm

n

m xyxy

x

y
                                                                                                 (3.17) 

 

La ecuación (3.15) es el sistema de ecuaciones lineales obtenido luego de aplicar el 

método de Newton al sistema de ecuaciones no lineales 0)( xF . Cualquier método de 

solución directa o iterativa puede ser utilizado para resolver el sistema de ecuaciones 

presentado en la ecuación (3.15). 

 

3.5 Estrategia de acoplamiento 

El modelo de deformación geomecanica de un sistema naturalmente fracturado puede ser 

acoplado al modelo de doble porosidad doble permeabilidad de flujo de fluidos (Bagheri y 

Settari, 2005). 

 

En este trabajo, las fracturas presentes en el yacimiento se representan con dos grupos 

de fracturas (ver Anexo B, sección B.2.3). Cada grupo de fracturas tiene el mismo 

espaciamiento entre las fracturas, la misma orientación y propiedades de rigidez normal.  

 

Las ecuaciones de flujo se resuelven para los medios matriz y fracturas de acuerdo al 

modelo de flujo de fluidos desarrollado previamente.  

 

En el modelamiento geomecanico, el concepto de equivalente continuo presentado en el 

capítulo 2, permite el desarrollo de las ecuaciones de esfuerzo-deformación para un solo 

medio continuo que incluyen los medios matriz y fracturas. La solución de este modelo 

conlleva a los vectores de esfuerzos totales y deformación del medio continuo. Esta 

solución, permite hallar la deformación de cada uno de los medios (matriz y fracturas) que 

componen el medio equivalente continuo. El cambio en la apertura de fracturas puede ser 

calculada por medio de la deformación del medio de fracturas. 
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Diferentes parámetros como son la porosidad de matriz, la permeabilidad de matriz, la 

porosidad de fractura y la permeabilidad de fractura pueden ser acoplados entre las partes 

de flujo de fluidos y deformación geomecánica del modelo. 

 

El principal enfoque de este trabajo de investigación es analizar los efectos del cambio en 

los esfuerzos efectivos por inyección de fluidos en la apertura de fracturas naturales. 

3.5.1 Cálculos iniciales. 

 

Se asume que los esfuerzos principales insitu (el esfuerzo horizontal máximo H , el 

esfuerzo horizontal mínimo h  y el esfuerzo vertical v ) son paralelos a los ejes de 

coordenadas en un sistema de coordenadas cartesianas. Esto puede observarse en la 

Figura B-1. Por lo tanto, para las condiciones iniciales se tiene, 

 

0

xH                     (3.18) 

0

yh                   (3.19)       

0

zv                      (3.20) 

 

Con los esfuerzos 
0

x , 
0

y  y 
0

z  se calcula los esfuerzos de esfuerzos 
0

r , 
0

  y 
0

z  en 

coordenadas cilíndricas, por medio de las siguientes expresiones de acuerdo a Fjaer et al 

(2008). Los esfuerzos de cizalla se asumen cero para la condición inicial. Estos esfuerzos 

son requeridos para inicializar el modelo geomecánico.   

 

     2cos
2

1

2

1
senxyyxyxr                          (3.21) 

     2cos
2

1

2

1
senxyyxyx                 (3.22) 

zz                      (3.23) 

    2cos2
2

1
xyxyr sen                 (3.24) 
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 senyzxzrz  cos                  (3.25) 

 senxzyzz  cos                  (3.26) 

 

En las ecuaciones (3.18) a (3.26), x , y , z , xy , xz  y yz  son las componentes del 

tensor de esfuerzos en un sistema de coordenadas cartesianas. 

  

Con base en la orientación de cada grupo de fracturas, se obtienen los ángulos con 

respecto al sistema de coordenadas de referencia para las fracturas (ecuaciones B.35 y 

B.36). Posteriormente, se halla el vector normal al plano de fracturas al tiempo t .  

 

 cost

x

t

nfx                    (3.27) 

 cost

y

t

nfy                     (3.28) 

 cost

z

t

nfz                  (3.29) 

     222 t

nfz

t

nfy

t

nfx

t

nf                            (3.30) 

 

En las ecuaciones (3.27) a (3.30) t

nf  es la magnitud del esfuerzo normal al plano de 

fractura, 
t

nfi  con zyxi ,,  son las componentes del vector normal en el sistema de 

coordenadas cartesianas de referencia para las fracturas al tiempo t .  

 

La apertura normal inicial w  de cada grupo de fracturas es calculada de acuerdo a la 

ecuación (2.39) con el esfuerzo normal efectivo nf'  al tiempo cero (Bandis et al, 1983).  

  

00 '
1

nf

nK
w                      (3.31) 

fbfmbmnfnf PP   00'                   (3.32) 

 

Una vez calculada la apertura normal inicial de cada grupo de fracturas, se calcula la 

permeabilidad de las fracturas mediante el modelo descrito en la sección 2.4.2. 
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3.5.2 Condiciones para el modelo de flujo de fluidos. 

La presión es el dato con mayor importancia para la inicialización del sistema. 

Adicionalmente, para el correcto modelamiento de las ecuaciones de flujo se requieren 

condiciones de límites interno y externo. 

3.5.2.1 Condiciones iniciales. 

Se asume que la presión de la matriz y la presión de la fractura son iguales debido a que 

el sistema se encuentra en equilibrio, 

 

fmijk PPPP  0
; zri ,,                  (3.33) 

 

3.5.2.2 Condiciones de frontera. 

3.5.2.2.1 Condiciones de frontera en dirección radial.  

Para el límite interno,  wrr  ,  

 

kA

q

r

P

wrr

d 








                             (3.34) 

 

En la ecuación (3.34) el superíndice representa los medios matriz y fractura fmd , . 

 

Para el límite exterior err  , 

 

0




 err

d

r

P
                   (3.35) 
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3.5.2.2.2 Condiciones de frontera en dirección tangencial.  

En 0 , 

 

d

kni

d

ki PP ,,,0,                  (3.36) 

 

En 1  n , 

 

d

ki

d

ki PP ,1,,1,                     (3.37) 

 

3.5.2.2.3 Condiciones de frontera en dirección vertical.  

Para el límite superior, 

 

0

sup,






zr

d

r

P
                (3.38) 

 

Para el límite inferior, 

 

0

inf,






zr

d

r

P
                  (3.39) 

 

3.5.3 Condiciones para el modelo geomecánico. 

Se determinan condiciones iniciales y de límite tipo Newman en el plano superior del 

yacimiento, debido a la presencia de un esfuerzo vertical constante. En los planos 

restantes se establecen condiciones tipo Dirichlet para resolver el sistema de ecuaciones. 

3.5.3.1 Condiciones iniciales. 

Para 0t , se tienen las siguientes condiciones iniciales, 

 

No hay un incremento en los desplazamientos en los nodos de la maya radial, 
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  0,,  zrun  ; zrn ,,                   (3.40) 

 

Se tiene un estado inicial de esfuerzos 
0

i , 

 

0

ii    , zri ,,                    (3.41) 

 

3.5.3.2 Condiciones de frontera. 

En dirección radial se tiene, 

 

  0,,,  ln tzru  ; zrn ,,  ;  we rrl ,              (3.42) 

 

En dirección tangencial, 

 

   tznrutzru nn ,,,,,0,  ; zrn ,,               (3.43) 

  

En dirección vertical,  

 

  0,,,  tzru In  ; zrn ,,                                                                                          (3.44) 

 

En la ecuación (3.36) el subíndice I representa el plano inferior. En el plano superior del 

yacimiento se tiene, 

 

z

uu

r

z








 



1
                   (3.45) 

z

u

r

u rr









                 (3.46) 

0




z

u z                    (3.47) 

 



62 Desarrollo de un Modelo Predictivo para la Recuperación de Daño Geomecánico 

en Sistemas Naturalmente Fracturados 

 

3.5.4 Algoritmo de solución. 

 

1. Inicio del programa  

2. Lectura datos de entrada 

3. Calculo propiedades que no dependen del tiempo (Propiedades de la malla)  

4. Asignar condiciones iniciales (
' '

1 2 1 2, , , , , , , ,n n n n n n n n n

m f r z n np p        )  

Mientras endt t  

5. Calcular propiedades a 
nt (

0 0 0, , , , , ,m f m f r zK K        ) 

6. Definir el vector de incógnitas a la iteración 
00; , , 0, 0, 0n n

m f r zk p p u u u
         X  

Mientras 
1( ) (1 5)kF tol e  X , hacer 

7. Calcular propiedades a la iteración k  

8. Calcular el residual del sistema de ecuaciones ( )kF X  

9. Calcular el Jacobiano 
k

J asociado al sistema de ecuaciones ( )kF X  

10. Resolver el sistema de ecuaciones lineales ( )k kF  J X X  

11. Encontrar solución a la iteración 1k  ;  
1k k  X X X   

12. Calcular el residual del sistema de ecuaciones 
1( )kF 

X  

13. Hacer 
1k kX X  y 1k k   

 

14. Evaluar Criterio de Balance de Materiales 

15. Actualizar variables geomecánicas al 
1

1 2 1 2( , , , , , , , , , , , ,K ,K )n

r z r z n n m f m ft             
 

16. Actualizar variables para el siguiente ciclo de tiempo 
1n nt t   

17. t t t    

18. Imprimir resultados  

 

19. Fin del programa 
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4. Resultados  

Para evaluar el impacto que tiene la deformación de fracturas y la importancia en el 

modelamiento de yacimientos, en este capítulo se analizan los resultados de la apertura 

normal de fracturas de un yacimiento naturalmente fracturado sensible a esfuerzos, por 

medio de una operación de inyección de fluido. Adicionalmente, se realiza un análisis de 

sensibilidad de los parámetros de fractura que influyen en su apertura normal. 

4.1 Descripción del modelo físico 

Para esta investigación, el modelo de flujo de fluidos y de deformación geomecánica es 

construido en una malla en coordenadas cilíndricas en tres dimensiones, el cual representa 

un pozo vertical y la capa del yacimiento naturalmente fracturado.  

 

La malla está representada por 15 bloques en dirección radial r  distribuidos 

logarítmicamente en una radio de 6,969 ft de longitud3, 24 bloques en dirección tangencial 

  (15° por cada celda) y 10 bloques en dirección vertical o axial z en una espesor de 240 

ft. La tabla 1 muestra la descripción física de la malla. El refinamiento del tamaño de las 

celdas de esta malla se presenta en la tabla 2. 

 

La malla es alineada con respecto a la dirección del esfuerzo horizontal máximo H  el cual 

es representado en la Figura 4-1. En la figura un pozo vertical se muestra en color verte. 

 

 

                                                
 

3 El tamaño en dirección radial de cada celda es calculada de acuerdo a la sección 3.1 
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Tabla 1. Descripción física de la malla 

Descripción de la Malla 

Espesor de yacimiento [ft]  240 

Radio del yacimiento [ft] 6,969  

Distribución de celdas zr ,,  15x24x10 

Total celdas 3600 

wR [ft] 0.354 

 

 

Tabla 2. Información del tamaño de las celdas 

Dirección de eje Valor 

r [ft]  Sección 3.1 

  [°]  15 

z [ft] 24 

 

 

 

Figura 4-1. Malla en coordenadas cilíndricas en 3 dimensiones alineada con la dirección 

del esfuerzo máximo horizontal 
H . 
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4.2 Descripción del yacimiento naturalmente fracturado y 
datos de entrada 

Los datos de entrada y la descripción del yacimiento modelado en esta investigación, son 

tomados de información reales basados en registros electicos, análisis de producción de 

pozos, pruebas de núcleos en laboratorio, etc. Debido a políticas de confidencialidad, no 

es posible revelar los nombres del campo y formaciones descritas en este trabajo. 

 

La formación modelada hace referencia a un yacimiento naturalmente fracturado de 

espesor de 240 ft a una profundidad vertical real de 16,300 ft, con una presión estática iP  

de 4,400 psi a una temperatura de 255°F (tabla 3). El yacimiento es de composición 

arenisca, de baja permeabilidad y porosidad de matriz, con presencia de fracturas 

naturales. Las propiedades petrofísicas y mecánicas del yacimiento se observan en la tabla 

4.  

 

Las propiedades de deformación y orientación de fracturas se presentan en la tabla 5.  

 

En cuanto a la descripción geomecánica, el yacimiento presenta un régimen de esfuerzos 

rumbo deslizante, donde el esfuerzo máximo es el esfuerzo horizontal máximo, el esfuerzo 

intermedio es el esfuerzo horizontal mínimo y el esfuerzo mínimo es el esfuerzo vertical       

(
H 1

, h 2 , v 3 ) presentado en la tabla 6. 

 

 

 

                         Tabla 3. Condiciones iniciales del yacimiento 

Parámetro Valor 

Presión inicial iP  [psi]  4400 

Profundidad de referencia TVD  [ft] 16300 

Temperatura [°F] 255 
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             Tabla 4. Propiedades petrofísicas y mecánicas de los medios matriz y la fractura 

Medio Parámetro Valor 

Matriz 

Porosidad inicial m  [%]  4.0 

Permeabilidad inicial mk  [md] 1.0 

Modulo de permeabilidad [psi-1] 1.1 E-04 

Compresibilidad pcmc  [psi-1] 3.0 E-06 

Modulo de Young mE  [psi] 5.0 E+07 

Relación de Poisson m  0.49 

Modulo de cizalla mG  [psi] 2.08 E+07 

Coeficiente de Biot pm  0.2 

Fractura 

Porosidad inicial f  [%]  0.02 

Permeabilidad residual de la 

fractura rcfk  [md] 3.5 

Permeabilidad de fractura al cierre

ccfk  [md] 35 

Apertura inicial w  [mm]  3.28 E-02 

Compresibilidad pcfc  [psi-1] 3.0 E-05 

Coeficiente de Biot pf  1.0 

 

             Tabla 5. Propiedades de deformación y orientación del grupo de fracturas 

Grupo Parámetro Valor 

Caso base 

Coeficiente de Rigidez nK  [psi/ft] 5.5 E+07 

Azimut con respecto al esfuerzo 

horizontal máximo   [°] 
30 

Inclinación   [°] 15  
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                         Tabla 6. Gradientes de esfuerzos principales 

Esfuerzo principal Valor 

Horizontal máximo H  [psi/ft]  1.3 

Horizontal mínimo h  [psi/ft] 0.7 

Vertical v  [psi/ft] 1.0 

 

Las propiedades de deformación y orientación del grupo de fracturas para el caso base,  

son usados para calcular la distribución de la apertura normal debido al estado inicial de 

esfuerzos efectivos normales al plano de las fracturas en el yacimiento. Esta distribución 

se presenta en las cercanías del pozo en la figura 4-2, ya que el comportamiento de la 

apertura normal de fracturas es uno objetivos de este trabajo.  

 

 

Figura 4-2. Apertura del grupo de fractura “caso base” debido al estado inicial de 

esfuerzos efectivos normales al plano de fractura desde el radio del pozo wR  hasta un 

radio de investigación de 10 ft (cercanías del pozo). 

  

La evaluación de la apertura normal de fracturas para el yacimiento descrito en la sección 

4.1 y 4.2 (caso base de grupo de fracturas) se realizara en las celdas ubicadas cada 15° 

tangencialmente desde 15° hasta 90° con respecto al esfuerzo máximo horizontal H . La 
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apertura normal inicial del grupo de fracturas w=3.28E-02 mm a cero esfuerzos efectivos 

y los parámetros de las fracturas en la tabla 4 son usados para calcular la distribución de 

aperturas normales a condiciones iniciales de yacimiento.  

 

Como se observa en la figura 4-2, la apertura normal a condiciones iniciales 

psiPP fw 400,4 , se reducen al estar sometido a un estado de esfuerzos efectivos 

iniciales (apertura normal de 2.12E-02 mm en las lejanías del pozo). Adicionalmente, la 

apertura  normal es afectada por su ubicación con respecto a la dirección del H  en las 

cercanias del pozo. Este efecto es causado por la perturbación en los esfuerzos principales 

en esta zona debido a la construcción del pozo. Las fracturas localizadas a 90° con 

respecto a la dirección del H  muestran una apertura normal inicial menor comparada con 

las fracturas localizadas a 15°, 30°, 45°, 60° y 75° con respecto a la dirección del H . 

Adicionalmente, se observa que el cambio en la apertura normal se presenta hasta un 

radio de ~5 ft. Para las fracturas localizadas a 15°, 30° y 45° la apertura normal se 

incrementa, mientras que para las fracturas localizadas a 60°, 75° y 90° es efecto es 

contrario. 

 

En las lejanías del pozo, la magnitud inicial de la apertura normal del grupo de fracturas es 

la misma sin importar su ubicación con respecto al esfuerzo máximo, ya que están 

afectadas por los esfuerzos in-situ del yacimiento. 

 

En la cara del pozo la apertura normal inicial del grupo de fracturas del caso base, tienen 

una magnitud que varía desde 0.0206 mm (90°) hasta 0.0224 mm (15°). 

 

4.3  Efecto de inyección en un sistema fracturado 

La inyección de fluidos en operaciones de corto tiempo, generan un incremento de presión 

en el yacimiento, especialmente en las cercanías del pozo. Este cambio en presión  

conlleva a una reducción de los esfuerzos efectivos en esta zona, generando un cambio 

en la apertura normal de las fracturas del sistema. Por esta razón, el análisis del 

comportamiento de la apertura normal de fracturas en este trabajo, se concentra en las 



Resultados 69 

 

cercanías del pozo. Para demostrar esto, se inyecta agua a una tasa constante de 3,000 

bpd en el yacimiento con un grupo de fracturas que tienen un coeficiente de rigidez nK  de 

5.5E+07 psi/ft, una orientación de 30° de azimut con respecto al esfuerzo horizontal 

máximo y una inclinación de 15°. 

 

La presión en el grupo de fracturas y los esfuerzos normales efectivos al plano de fracturas 

en la cara del pozo wR a lo largo del tiempo de inyección de 1 hora se observan en la 

figura 4.3. La inyección de agua en la formación genera en corto tiempo (0.1 horas) un 

incremento de la presión en las fracturas en la cara del pozo, de 4,400 psi a ~5,300 psi. 

Posteriormente, al cabo de 1 hora de inyección, la presión en las fracturas ha alcanzado 

una presión ~5,380 psi. Los esfuerzos normales efectivos presentan una reducción con el 

tiempo de inyección debido al incremento de presión en las fracturas. El esfuerzo normal 

efectivo en wR localizado a 90° con respecto a H  tiene una magnitud mayor comparado 

con los esfuerzos localizados a un ángulo menor con respecto a H . La magnitud de los 

esfuerzos normales efectivos para el grupo de fracturas a lo largo de la cara del pozo se 

observan en la Figura 4-3.  

 

En la figura 4-4 se observa un aumento representativo en las curvas de apertura normal 

del grupo de fracturas en un tiempo de 0.1 horas. Posterior a este tiempo de inyección, el 

aumento es mínimo. Por lo tanto, el mayor aumento en la apertura normal se da en el 

intervalo de tiempo donde se presenta un mayor cambio en la presión en las fracturas y 

por ende en el esfuerzo normal efectivo al plano de las fracturas durante la inyección de 

agua al yacimiento (Figura 4-3). 
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 Figura 4-3. Efecto de inyección de agua (3,000 bpd) en la presión de fracturas y en el 
esfuerzo normal efectivo en la cara del pozo, para el grupo de fracturas del caso base 

localizadas a 15°, 30°, 45°, 60°, 75° y 90° con respecto a H . 

 

 

Figura 4-4. Cambio en la apertura normal de fracturas debido a inyección de agua (3,000 
bpd) a lo largo de 1 hora para el grupo de fracturas del caso base localizadas a 15°, 30°, 

45°, 60°, 75° y 90° con respecto a H . 
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La reducción en los esfuerzos normales efectivos genera un aumento en la apertura normal 

del grupo de fracturas, indiferente de la posición en que se encuentren en la cara del pozo 

con respecto al esfuerzo horizontal máximo (Figura 4-5). Para las fracturas localizadas a 

90° con respecto a la dirección del H , la apertura normal se incrementa desde 2.057E-

02 mm hasta 2.074E-02 mm debido a la reducción del esfuerzo normal efectivo desde 

15,539 psi hasta 14,233 psi en este punto, durante una hora de inyección de agua a 3,000 

bpd. Para las fracturas localizadas a 15° con respecto a la dirección del H , el incremento 

de la apertura normal se da desde 2.235E-02 mm hasta 2.293E-02 mm con una reducción 

del esfuerzo normal efectivo desde 7,151 psi hasta 5,870 psi  

 

 

Figura 4-5. Cambio en la apertura normal de fracturas debido a inyección de agua (3,000 
bpd) a lo largo de 1 hora para el grupo de fracturas del caso base localizadas a 15°, 30°, 

45°, 60°, 75° y 90° con respecto a la dirección del H . 

 

La figura 4-6 representa los cambios en las aperturas normales de las fracturas desde un 

el tiempo inicial )0( t hasta un tiempo de inyección de 1 hora )1( t , para un radio de 

investigación de 5 ft, donde se observa un incremento en las aperturas normales para 
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cualquier ubicación de las fracturas con respecto a H . El incremento en la apertura 

normal para las fracturas localizadas a 15° con respecto a H , es de 5.46E-04 mm en   

wR  (Figura 4-7). Esto representa un 2.6% de incremento de apertura debido a una 

reducción del esfuerzo normal efectivo de 1,195 psi en 1 hora de inyección. Para las 

fracturas localizadas a 30°, 45°, 60°, 75° y 90° con respecto a H  los porcentajes de 

incremento se muestran en la tabla 7.  

 

En ftR 5 , el incremento en la apertura normal es de ~1.2E-04, que equivale al 0.5% de 

incremento debido a una reducción de aproximada de 495 psi en 1 hora de inyección 

(figuras 4-7 y tabla 8) 

 

Por lo tanto, para un grupo de las fracturas con una orientación con azimut de 30° con 

respecto a la dirección del esfuerzo máximo horizontal y una inclinación de 15°, su apertura 

con inyección de agua es mayor cuando se encuentran localizadas en la cara del pozo a 

15° del esfuerzo horizontal máximo que cuando están ubicadas a 90°. 

 

Con la información obtenida de la apertura normal de fractura durante la inyección de agua 

durante una hora, es posible calcular la permeabilidad del grupo de fracturas para el tiempo 

inicial y el tiempo de inyección, por medio del modelo de Bandis et al (1983). En la figura 

4-8, se puede observar el incremento de la permeabilidad cuando ha transcurrido una hora 

de inyección desde la cara del pozo hasta un radio de 5 ft. A este radio de investigación el 

cambio en la permeabilidad de fractura representa un incremento entre el 3% y el 8% de 

la permeabilidad, dependiendo de la ubicación de las fracturas con respecto a la dirección 

del esfuerzo máximo. 
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Figura 4-6. Cambio en la apertura normal de fracturas con radio debido a inyección de 
agua (3,000 bpd) durante 1 hora para el grupo de fracturas del caso base localizadas a 

15°, 30°, 45°, 60°, 75° y 90° con respecto a H . 

 

 

Figura 4-7. Cambio en la apertura normal de fracturas n  y cambio en los esfuerzos 

normales efectivos 
,

n  con radio debido a inyección de agua (3,000 bpd) durante 1 hora 

para el grupo de fracturas del caso base localizadas a 15°, 30°, 45°, 60°, 75° y 90° con 

respecto a H . 
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Tabla 7. Incremento en porcentaje de la apertura normal del grupo de fracturas a 1 hora 

de inyección de agua, Qi=3,000 bpd en wR  

Parámetro Valor 

Ángulo con respecto a 

la dirección del H  
15° 30° 45° 60° 75° 90° 

Incremento de apertura 

normal n  [mm] 5.8E-04 4.6E-04 3.3E-04 2.3E-04 1.8E-04 1.6E-04 

Reducción del esfuerzo 

normal efectivo n´  
1,195 1,190 1,180 1,167 1,153 1,145 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal  
2.60% 2.11% 1.53% 1.12% 0.88% 0.78% 

 

 

 

Tabla 8. Incremento en porcentaje de la apertura normal del grupo de fracturas a 1 hora 

de inyección de agua, Qi=3,000 bpd en ftR 5  

Parámetro Valor 

Ángulo con respecto a 

la dirección del H  
15° 30° 45° 60° 75° 90° 

Incremento de apertura 

normal n  [mm] 1.3E-04 1.2E-04 1.2E-04 1.2E-04 1.2E-04 1.2E-04 

Reducción del esfuerzo 

normal efectivo n´  
495 495 495 495 495 495 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal  
0.5% 0.5% 0.5% 0.5% 0.5% 0.5% 
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Figura 4-8. Cambio en la permeabilidad de fractura con radio debido a inyección de agua 
(3,000 bpd) durante 1 hora para el grupo de fracturas del caso base localizadas a 15°, 

30°, 45°, 60°, 75° y 90° con respecto a la dirección del H . 

 

4.4 Análisis de sensibilidad en la apertura normal de 
fracturas. 

Durante el desarrollo del modelo de deformación de fracturas se identificaron una serie de 

parámetros que podrían tener impacto en la apertura normal de las fracturas. Estos 

parámetros son el coeficiente de rigidez normal de las fracturas nK , la orientación de las 

fracturas (azimut con respecto al esfuerzo horizontal máximo e inclinación de las fracturas) 

y el cambio en la presión en las fracturas representado en el caudal de inyección. Por lo 

tanto, en esta sección, se realizará un análisis de sensibilidad con estos parametros para 

determinar su impacto, tomando la información del caso base analizado en la sección 

anterior. 
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4.4.1 Sensibilidad con el coeficiente de rigidez normal de las 

fracturas ( nK ). 

 

El análisis del comportamiento de la apertura normal variando el coeficiente de rigidez 

normal de las fracturas se realiza en el pozo con el mismo caudal de inyección de agua del 

caso base, así como la orientación de fracturas. En la tabla 9 se presentan los diferentes 

coeficientes de rigidez normal para cada grupo de fracturas. El caso base analizado 

previamente, tiene un coeficiente de rigidez normal con un valor intermedio comparado con 

el valor para el grupo 1 y el grupo 2 de fracturas. El grupo 1 tiene el coeficiente de rigidez 

normal mayor, mientras que el grupo 2 tiene el valor menor. 

 

Tabla 9. Grupo de fracturas con diferentes coeficientes de rigidez normal de fracturas 

Grupo 
Coeficiente de 

Rigidez nK  [psi/ft] 

Inclinación 
de fracturas 

[°] 

Azimut con respecto 
a la dirección del  

H  [°] 

Caso Base 5.5 E+07 15 30 

1 8.9 E+07 15 30 

2 9.0 E+06 15 30 

 

Basado en una apertura incial a cero esfuerzos efectivos w=3.28E-02 mm para cada grupo 

de fracturas de la tabla 9, la distribución de la apertura normal en función del radio para el 

grupo de fracturas caso base, grupo 1 y grupo 2, a un estado iniciala de esfuerzos normales 

efectivos con psiPP fw 400,4  se observa en la figura 4-9. Los tres grupos de fracturas 

presentan un cierre en la apertura normal a condiciones iniciales de esfuerzos normales 

efectivos comparado con la apertura a cero esfuerzos efectivos. El grupo de fracturas con 

un coeficiente de rigidez normal mayor 079.8  EKn  (grupo 1) muestra un menor cierre 

comparado con el grupo de menor coeficiente de rigidez normal 069  EKn  (grupo 2), 

el cual presenta un cierre mayor a condiciones iniciales.  

 

Las aperturas normales iniciales están en un rango de 1.890E-02 mm a 1.932E-02 mm 

para el grupo 2, en un rango de 2.059E-02 mm a 2.239E-02 mm para el grupo caso base 

y entre 2.158E-02 mm a 2.385E-02 mm para el grupo 1. Por lo tanto, a mayor coeficiente 



Resultados 77 

 

de rigidez normal se tendrá una mayor apertura normal inicial de fractura a las mismas 

condiciones de presión, debido a que las fracturas experimentan un cierre inicial menor. 

 

 

Figura 4-9. . Apertura normales del grupo de fracturas caso base )075.5(  EKn , 

grupo 1 )079.8(  EKn  y grupo 2 )060.9(  EKn , debido al estado inicial de 

esfuerzos efectivos normales al plano de fractura desde el radio del pozo wR  hasta un 

radio de investigación de 10 ft (cercanías del pozo). 

 

Bajo las mismas conficiones de inyección de agua de 3,000 bpd, estos tres grupos de 

fracturas experimentan un incremento en la apertura normal. La magnitud del delta de 

aperturas en función del radio puede observarse en la Figura 4-10. 

 

En la figura 4-11, se observa el comportamiento de la apertura normal con cambios en los 

esfuerzos normales efectivos. Una reducción en n´  en una hora de inyección de agua 

genera un aumento en la apertura normal en cada grupo de fracturas 

 

El grupo 1 de fracturas, con coeficiente de rigidez normal mayor, experimenta un 

incremento en apertura normal que varía entre 0.82% y 2.33% dependiendo de la ubicación 

con respecto a la dirección del H . 
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Para el grupo de fracturas caso base, con coeficiente de rigidez normal intermedio, el 

incremento en apertura normal está en un rango entre 0.78% y 2.60% dependiendo de la 

ubicación con respecto a la dirección del H . 

 

El porcentaje de incremento de la apertura normal para el grupo 2 con menor coeficiente 

de rigidez normal varia entre 0.23% a 1.05% dependiendo de la ubicación con respecto a 

la dirección del H . 

 

Estos valores de porcentaje del incremento de la apertura normal pueden observarse en 

detalle en la tabla 10. 

 

Comparando los grupos de fracturas caso base y grupo 1 con el grupo 2 de fracturas, tener 

un coeficiente de rigidez normal menor podría conllevar a impactos negativos, debido a 

que la apertura a condiciones iniciales es representativamente menor, y aunque sean 

sometidas nuevamente a las mismas condiciones de inyección de fluido, la apertura no 

experimenta un incremento signicativo.  

 

En el escenario de inyección de agua, comparando el grupo 1 de fracturas con el grupo 

caso base, donde el grupo de fracturas caso base tiene un coeficiente de fractura menor, 

el incremento en porcentaje de apertura es ligeramente mayor en algunas ubicaciones con 

respecto a la dirección del esfuerzo horizontal máximo para el grupo de fracturas caso 

base. 

 

Por lo tanto, tener un coeficiente de rigidez normal menor no siempre representa un 

aumento mayor en la apertura normal de fracturas. De acuerdo a este análisis, este 

comportamiento dependerá de que tanta sea la diferencia en magnitud de los coeficientes 

de rigidez normal y la magnitud de la apertura normal a condiciones iniciales. 
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Figura 4-10. Delta de apertura normales )( n  del grupo de fractura caso base 

)075.5(  EKn , grupo 1 )079.8(  EKn   y grupo 2 )060.9(  EKn  desde el radio 

del pozo wR  hasta un radio de investigación de 5 ft (cercanías del pozo). 

 

 

Figura 4-11. . Apertura normales del grupo de fracturas caso base )075.5(  EKn , 

grupo 1 )079.8(  EKn   y grupo 2 )060.9(  EKn , debido a inyección de agua 

(3,000 bpd) a lo largo de 1 hora para las fracturas localizadas a 15°, 30°, 45°, 60°, 75° y 

90° con respecto a la dirección del H . 
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Tabla 10. Incremento en porcentaje de la apertura normal en wR , en un tiempo de 

inyección de 1 hora para los grupos de fracturas caso base, grupo 1 y grupo 2 bajo 
sensibilidad en el coeficiente de rigidez normal 

Parámetro Valor 

Ángulo con respecto a la 

dirección del H  
15° 30° 45° 60° 75° 90° 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 1

)079.8(  EKn   

2.33% 1.96% 1.49% 1.13% 0.92% 0.82% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 
normal grupo caso base

)075.5(  EKn  

2.60% 2.11% 1.53% 1.12% 0.88% 0.78% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 2

)069(  EKn  

1.05% 0.79% 0.53% 0.36% 0.27% 0.23% 

4.4.2 Sensibilidad con inclinación de fracturas. 

 

Similar al caso anterior, se realiza el análisis de sensibilidad para la apertura normal de 

fracturas con la variación en la inclinación durante un periodo de inyección de agua de 1 

hora. En la tabla 11 se presentan los parametros de los grupos de fracturas que se analizan 

en esta sección.  

 

Teniendo en cuenta la apertura normal del grupo de fractruas a cero esfuerzos efectivos 

(w=3.28E-02 mm) para cada grupo de fracturas de la tabla 11, en la figura 4-12 se presenta 

la distribución de la apertura normal en función del radio, para el grupo de fracturas caso 

base, grupo 3 y grupo 4, a un estado iniciala de esfuerzos normales efectivos con 

psiPP fw 400,4 . Los tres grupos de fracturas presentan un cierre en la apertura normal 

a condiciones iniciales de esfuerzos normales efectivos, comparado con la apertura w. 
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                 Tabla 11. Grupo de fracturas con diferentes inclinaciones  

Grupo 
Inclinación 

de fracturas 
[°] 

Azimut con respecto 
a la dirección del  

H  [°] 

Coeficiente de 

Rigidez nK  [psi/ft] 

Caso Base 15 30 5.5 E+07 

3 40 30 5.5 E+07 

4 80 30 5.5 E+07 

 

El grupo de fracturas caso base (inclinación de 15°), muestra un mismo valor de apertura 

a un radio de 10 ft de distancia al pozo para cualquier ubicación con respecto al esfuerzo 

máximo horizontal. A medida que se acerca a wR , las aperturas normales de este grupo 

de fracturas muestran un disturbio signicativo.  

 

En el grupo 3 de fracturas, con inclinación de 40°, se observa una ligera diferencia entre 

las aperturas normales dependiendo de su ubicación con respecto al esfuerzo horizontal 

máximo a un radio de 10 ft, siendo menor la apertura normal que corresponde a la 

ubicación a 90° y mayor apertura normal a la ubicada a 15°. El cambio en aperturas 

normales en las cercanias del pozo es significativa. 

 

El grupo 4 de fracturas que tiene una inclinación de 80°, presenta un mayor rango de las 

aperturas normales del grupo de fracturas con su ubicación con respecto al esfuerzo 

horizontal máximo en un radio de 10 ft. En  las cercanias a wR , los cambios en la apertura 

dependerán de la ubicación con respecto al H . Para las fracturas localizadas cerca a la 

dirección del esfuerzo máximo los cambios no son significativos, mientras que las que se 

encuentran ubicadas a 90° presentan una reducción de la apertura normal bastante 

significativa en la cara del pozo.  

 

En la figura 4-13, estos tres grupos de fracturas muestran el incremento en la apertura 

normal en un rango de radio de investigación desde wR  hasta un radio de 5 ft debido a la 

inyección de agua durante una hora. Las figuras 4-14 y 4-15, presenta el comportamiento 

de la apertura normal con cambios en los esfuerzos normales efectivos. Una reducción en 

n´  en una hora de inyección de agua genera un aumento en la apertura normal en cada 

grupo de fracturas. Estos cambios en las aperturas normales se observan en la tabla 12 
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por medio de porcentajes. El grupo 3 de fracturas, con una inclinación intermedia (40°), 

experimenta un incremento en apertura normal que varía entre 0.63% y 2.52% 

dependiendo de la ubicación con respecto a la dirección del H . El grupo de fracturas 

caso base mantiene el rango de aperturas presentadas en la sección anterior (sección 

4.4.1) (0.78% - 2.60%). El porcentaje de incremento de la apertura normal para el grupo 4 

con mayor inclinación (80°) varia entre 0.49% a 2.39% dependiendo de la ubicación con 

respecto a la dirección del H . 

 

 

Figura 4-12. . Apertura normales del grupo de fractura caso base (inclinación 15°), grupo 
3 (inclinación 40°)  y grupo 4 (inclinación 80°), debido al estado inicial de esfuerzos 

efectivos normales al plano de fractura desde el radio del pozo wR  hasta un radio de 

investigación de 10 ft (cercanías del pozo). 

 

El grupo de fracturas con un azimut de 30° con respecto a la dirección del esfuerzo máximo, 

que muestra menor porcentaje de incremento de apertura normal son las que tienen mayor 

inclinación (80°), especialmente las que se encuentran localizadas a 90° con respecto al 

esfuerzo máximo. El incremento de la apertura normal para este caso es de 0.49%. Para 

el grupo de fracturas con una inclinación menor (15°) y localizadas a 15° con respecto al 

esfuerzo máximo, el porcentaje en el incremento de la apertura normal es mayor (2.60%). 
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Para este tipo de yacimiento naturalmente fracturado, con un régimen de esfuerzos rumbo 

deslizante, el esfuerzo horizontal máximo representa un factor determinante en la apertura 

normal de facturas con la variación en inclinación. Para las fracturas casi verticales y 

perpendiculares al esfuerzo horizontal máximo, el incremento en la apertura normal debido 

a un incremento en la presión de fractura no es significativo. Adicionalmente, presentan un 

mayor impacto negativo en la apertura normal a condiciones iniciales. El fenómeno opuesto 

se presenta con las fracturas casi horizontales y cercanas a la dirección del esfuerzo 

horizontal máximo. 

 

 

Figura 4-13. Delta de apertura normales )( n  del grupo de fracturas caso base 

(inclinación=15°), grupo 3 (inclinación = 40°)   y grupo 4 (inclinación=80°) desde el radio 

del pozo wR  hasta un radio de investigación de 5 ft (cercanías del pozo). 
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Figura 4-14. . Apertura normales del grupo de fractura caso base (inclinación 15°), grupo 
3 (inclinación 40°)  y grupo 4 (inclinación 80°), debido a inyección de agua (3,000 bpd) a 
lo largo de 1 hora para las fracturas localizadas a 15°, 45°, 75° con respecto a la 

dirección del H . 

 

 

Figura 4-15. . Apertura normales del grupo de caso base (inclinación 15°), grupo 3 
(inclinación 40°)  y grupo 4 (inclinación 80°), debido a inyección de agua (3,000 bpd) a lo 
largo de 1 hora para las  fracturas localizadas a 30°, 60° y 90° con respecto a la dirección 

del  H . 
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Tabla 12. Incremento en porcentaje de la apertura normal en wR , en un tiempo de 

inyección de 1 hora para los grupos de fracturas caso base, grupo 3 y grupo 4 bajo 
sensibilidad en la inclinación de fracturas 

Parámetro Valor 

Ángulo con respecto a la 

dirección del H  
15° 30° 45° 60° 75° 90° 

Porcentaje del 
incremento de apertura 
normal grupo caso base 

(inclinación=15°)  

2.60% 2.11% 1.53% 1.12% 0.88% 0.78% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 3 
(inclinación=40°) 

2.52% 1.96% 1.35% 0.94% 0.72% 0.63% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 4 
(inclinación=80°) 

2.39% 1.78% 1.16% 0.77% 0.58% 0.49% 

 

4.4.3 Sensibilidad con azimut de fracturas con respecto a la 
dirección del esfuerzo horizontal máximo. 

 

En la tabla 13 se presentan los parametros para cada grupo de fracturas donde se varia el 

azimut con respecto a la dirección del H  .  

 

Tabla 13. Grupo de fracturas con diferentes coeficientes de rigidez normal de fracturas 

Grupo 
Inclinación 

de fracturas 
[°] 

Azimut con respecto 
a la dirección del  

H  [°] 

Coeficiente de 

Rigidez nK  [psi/ft] 

Caso Base 15 30 5.5 E+07 

5 15 110 5.5 E+07 

6 15 330 5.5 E+07 
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La distribución de la apertura normal de fracturas a un estado iniciala de esfuerzos 

normales efectivos con psiPP fw 400,4  en función del radio para los tres grupos 

presentados en la tabla 13 se observan en la figura 4-16. Estos tres grupos presentan una 

reducción en la apertura a condiciones iniciales, comparado con la apertura inicial a cero 

esfuerzos efectivos w=3.28E-02 mm. 

 

Para las fracturas con un azimut con respecto al esfuerzo horizontal máximo de 30° (grupo 

caso base) y 330° (grupo 6), la distribución de aperturas normales a t=0 es 

aproximadamente igual.   Para el grupo con un azimut con respecto al esfuerzo horizontal 

máximo de 110° (grupo 5) la variación en la distribución de apertura normal en las 

cercanias del pozo es mínima comparada con los otros dos grupos. Cabe anotar, que la 

inclinación de estos tres grupos de fracturas es de 15°, por lo que podría ser un factor 

determinante para el comportamiento que se observa de la distribución de aperturas 

normales iniciales.   

 

 

Figura 4-16. Apertura normales del grupo de fractura caso base (Azimut con H =30°), 

grupo 5 (Azimut con H =110° ), y grupo 6 (Azimut con H =330° ), debido al estado inicial 

de esfuerzos efectivos normales al plano de fractura desde el radio del pozo wR  hasta un 

radio de investigación de 10 ft (cercanías del pozo). 
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Los grupos de fracturas 5 y 6 muestran un incremento en la apertura normal en un rango 

de radio de investigación desde wR  hasta un radio de 5 ft debido a la inyección de agua 

durante una hora. Esto es presentado en la figura 4-17. 

 

Los grupo de fracturas caso base y grupo 6, experimenta un incremento en apertura normal 

igual en las cercanias del pozo (2.60%). Esto se debe a su cercanía a la dirección del 

esfuerzo horizontal máximo. El grupo 5, muestra un incremento de (2.38%) en las 

cercanias del pozo. Esta variación aproximadamente igual en el incremento de la apertura 

normal para este rango de valores de azimut con respecto al esfuerzo horizontal máximo 

podría atribuirse  a la inclinación definida para todos los grupos de fracturas (15°). Los 

valores de los porcentajes de incremento en las aperturas normales para este caso de 

sensibilidad se observan en la tabla 14.  

 

 

Figura 4-17. Delta de apertura normales )( n  del grupo de fractura caso base (Azimut 

con H =30°), grupo 5 (Azimut con H =110°), y grupo 6 (Azimut con H =330° ) desde el 

radio del pozo wR  hasta un radio de investigación de 5 ft (cercanías del pozo). 
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Tabla 14. Incremento en porcentaje de la apertura normal en wR , en un tiempo de 

inyección de 1 hora para los grupos de fracturas caso base, grupo 5 y grupo 6 bajo 
sensibilidad en azimut con respecto a la dirección del esfuerzo horizontal máximo 

Parámetro Valor 

Ángulo con respecto a la 

dirección del H  
15° 30° 45° 60° 75° 90° 

Porcentaje del 
incremento de apertura 
normal grupo caso base 

(Azimut con H  =30°)  

2.60% 2.11% 1.53% 1.12% 0.88% 0.78% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 5     

(Azimut con H  =110°) 

2.38% 1.94% 1.42% 1.04% 0.82% 0.73% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 6     

(Azimut con H  =330°) 

2.60% 1.78% 1.16% 0.77% 0.58% 0.49% 

 

4.4.4 Sensibilidad con caudal de inyección. 

 

Para el caso de sensibilidad con variación en el caudal de inyección, las propiedades de 

deformación de las fracturas son tomadas del caso baso base para cada uno de los grupos 

a analizar. Esta información se observa en la tabla 15. 

 

                    Tabla 15. Parámetros de fracturas y caudal de inyección agua  

Grupo 

Caudal de 
inyección de 

agua    
 [bpd] 

Inclinación 
de 

fracturas 
[°] 

Azimut con 
respecto a la 
dirección del  

H  [°] 

Coeficiente de 

Rigidez nK  

[psi/ft] 

Caso Base 3000 15 30 5.5 E+07 

7 1500 15 30 5.5 E+07 

8 5000 15 30 5.5 E+07 
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Debido a que los tres casos de comportamiento de las aperturas normales que se 

analizaran en esta sección presentan las mismas propiedades de petrofisicas y de 

deformación, la distribución de las aperturas normales a t=0 es igual para los tres casos y 

representa el comportamiento del grupo de fracturas del caso base analizado en la sección 

4.2 (Figura 4-2). 

 

El analisis de sensibiliad del comportamiento de la apertura normal de fractura con la 

variación de caudal de inyección de agua se realiza para 1,500 bpd, 3,000 bpd y 5,000 bpd 

de caudal de inyección.  

 

La inyección de fluidos en los yacimientos naturalmente fracturados genera un incremento 

en la presión de matriz y fracturas. Debido a que el modelo físico planteado en este trabajo 

es un sistema cerrado, a un caudal de inyección constante de fluido en el tiempo, se tiene 

una condición de flujo no continuo en el yacimiento )0/(  tP . Esto sigfinica que a un 

caudal de inyección constante la presión de inyección y la presión en las fracturas se 

incrementaran a lo largo del tiempo a traves del yaciemiento. Esta condición podria generar 

un incremento variable en la apertura normal de las fractruras con el tiempo de inyección. 

En situaciones de casos reales, se tienen puntos de drenaje en el yacimiento, como lo son 

los pozos productores, mientras se realizan operaciones de inyección de fluidos. Esta 

situación podria generar una condición de flujo continuo en el yacimiento, y por ende la 

presión de inyección y la presion en las fracturas se estabilizarian en algun valor. 

 

Basado en lo anterior, para este análisis se evalua el comportamiento de la apertura normal 

de fracturas a 1 hora de inyección de agua. La disminución en los esfuerzos normales 

efectivos al plano de fracturas producto del incremento en la presión en las fracturas para 

el caso base, grupo 7 y grupo 8, se presentan en la figura 4-18. A un caudal de inyección 

de agua de 1,500 psi, la presion en las fracturas (4,890 psi en wR ) es menor comparado 

con el la presion en las fracturas causado por la inyección a 3,000 bpd (5,359 psi en wR ) 

y 5,000 bpd (5,959 psi en wR ). De manera similar, el incremento de presion en las 

fracturas causado por la inyección de 3,000 bpd es menor que el incremento generado por 

la inyección de 5,000 bpd. 
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Figura 4-18. Comportamiento de presión de fracturas y esfuerzos normales efectivos al 

plano de fractura desde wR hasta un radio de 10 ft, a caudales de inyección de agua de 

1,500 bpd, 3,000 bpd, y 5,000 bpd. 

 

En la figura 4-19, se observa los incrementos en las aperturas normales para los tres casos 

en un radio de investigación de 5 ft. A mayor caudal de inyección se experimento un mayor 

incremento en la apertura normal de fracturas. 

 

Los cambios en el incremento de aperturas normales dependiendo de la ubicación con 

respecto a la dirección del H  es representativo en un radio de investigación de 2 ft. En 

radios mayores, a las condiciones de inyección de estos casos, el incremento en la 

apertura no varía con la ubicación de las fracturas con respecto a la dirección del H . 

 

Los incrementos en porcentaje de las aperturas normales en wR para los tres casos de 

caudales de inyección se observan en la tabla 16. A un caudal de inyección de agua de 

5,000 bpd se experimenta un incremento en apertura normal de las fracturas que varía 

entre 1.27% y 4.41 % dependiendo de la ubicación con respecto a la dirección del H . El 
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caso base (3,000 bpd) mantiene el rango de aperturas presentadas en las secciones 

anterior (0.78% - 2.60%). El porcentaje de incremento de la apertura normal para una 

inyección de agua de 1,5000 bpd varia entre 0.42% a 1.36% dependiendo de la ubicación 

con respecto a la dirección del H . 

 

Por lo tanto, a mayor caudal de inyección de agua se genera una mayor presión en las 

fracturas y como consecuencia un mayor incremento en la apertura normal de las fracturas. 

 

 

Figura 4-19. Delta de apertura normales )( n  del grupo de fractura caso base 

(Qi=3,000 bpd), grupo 7 (Qi=1,500 bpd), y grupo 8 (Qi=5,000 bpd) desde el radio del 

pozo wR  hasta un radio de investigación de 5 ft (cercanías del pozo) durante un periodo 

de inyección de 1 hora. 

 

 

Las figuras 4-20 y 4-21, muestran el comportamiento de la apertura normal con cambios 

en los esfuerzos normales efectivos producto de la inyección de agua a diferentes 

caudales. Para cada ubicación de las fracturas con respecto a la dirección del H , la 

apertura normal se incrementan desde un valor igual, y el incremento final dependerá de 

la disminución en el esfuerzo normal efectivo en 1 hora de inyección. 



92 Desarrollo de un Modelo Predictivo para la Recuperación de Daño Geomecánico 

en Sistemas Naturalmente Fracturados 

 
 

 

Figura 4-20. . Apertura normales del grupo de fractura caso base (Qi= 3,000 bpd), grupo 
7 (Qi=1,500 bpd)  y grupo 8 (Qi=5,000 bpd) debido a la inyección a lo largo de 1 hora 
para el grupo de fracturas del caso base localizadas a 15°, 45°, 75° con respecto a la 

dirección del H . 

 

Figura 4-21. . Apertura normales del grupo de fractura caso base (Qi= 3,000 bpd), grupo 
7 (Qi=1,500 bpd)  y grupo 8 (Qi=5,000 bpd) debido a la inyección a lo largo de 1 hora 
para el grupo de fracturas del caso base localizadas a 30°, 60°, 90° con respecto a la 

dirección H . 
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Tabla 16. Incremento en porcentaje de la apertura normal en wR , en un tiempo de 

inyección de 1 hora para los grupos de fracturas caso base, grupo 7 y grupo 8 bajo 
sensibilidad en el caudal de inyección. 

Parámetro Valor 

Ángulo con respecto a la 

dirección del H  
15° 30° 45° 60° 75° 90° 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 7 
 Qi = 1,500 bpd  

1.36% 1.11% 0.81% 0.60% 0.47% 0.42% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 
normal grupo caso base 

Qi = 3,000 bpd 

2.60% 2.11% 1.53% 1.12% 0.88% 0.78% 

Porcentaje del 
incremento de apertura 

normal grupo 8 
Qi = 5,000 bpd 

4.41% 3.54% 2.55% 1.84% 1.45% 1.27% 

 

4.5 Sostenibilidad de apertura con producción. 

En los yacimientos naturalmente fracturados, en la etapa de producción de un pozo, la 

presión de poro disminuye,  generando un incremento en los esfuerzos normales efectivos 

al plano de fracturas, especialmente en las cercanías del pozo. Esto trae como 

consecuencia un cierre de las fracturas. Para lograra un beneficio en productividad en este 

tipo de yacimientos, se busca emplazar en las fracturas un material de sostenimiento 

durante la operación de inyección, que como se observó en el análisis de resultados previo, 

genera un incremento apertura normal en las fracturas. 

En el mercado, existen diferentes tipos de materiales para dar soporte a las fracturas, en 

especial para partículas de tamaños entre 200 μm a 1000 μm. Para micro partículas (10 

μm – 100 μm) el portafolio es bastante limitado.  
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En la tabla 17 se muestran las propiedades físicas de una micro partícula para este tipo de 

operaciones. Por políticas de confidencialidad del proveedor no se muestra el nombre del 

producto ni el de la compañía proveedora.  

Las aperturas normales promedio de fracturas, analizadas para los diferentes casos en 

este trabajo están alrededor de 20-25 μm. En particular, el material presentado en la tabla 

17, tiene un tamaño promedio de partícula de 50 μm, por lo tanto, no podría implementarse 

el emplazamiento de esta micro partícula en los casos analizados. 

 

                                 Tabla 17. Propiedades físicas de micro partículas. 

Propiedades Valor 

Tamaño promedio de partícula [μm] 50 

Densidad del Bulk [lb/ft3]  82 

Gravedad absoluta aparente [g/cm3] 2.67 

Volumen aparente [gal/lb] 0.045 

Turbidez [FTU] 356 

 

 

Una vez se logre identificar el material adecuado para emplazar en las fracturas, es posible 

analizar el beneficio en productividad asociado al sostenimiento de la apertura de las 

fracturas con producción. Información de la permeabilidad de referencia  del material 

sometido a diferentes presiones es proporcionada en las hojas técnicas basado en pruebas 

de laboratorio, así como información de conductividades de referencia y resistencias a la 

compresibilidad, entre otros. 

Para partículas de tamaño entre 200-1000 μm, las permeabilidades de estos materiales 

podrían variar entre 70 y 300 darcies a unas presiones de cierre de 18,000 y 10,000 

respectivamente.  Adicionalmente, estos materiales son sometidos a pruebas de 

aplastamiento a presiones de 15,000 y 20,000 psi perdiendo un peso del 1% y 8% 

respectivamente. Los casos analizados en este trabajo se mueven en un rango similar de 

presiones normales efectivos ejercidos sobre el plano de las fracturas. 



 

 
 

5.  Conclusiones y recomendaciones 

5.1 Conclusiones 

 

En esta investigación se desarrolló un modelo acoplado de flujo de fluidos de doble 

porosidad – doble permeabilidad y deformación geomecánica para un sistema 

naturalmente fracturado que permite determinar la apertura normal de fracturas con 

cambios en los esfuerzos normales efectivos al plano de fracturas.  

 

Se identificaron diferentes métodos de deformación de discontinuidades de roca 

existentes en la literatura. El modelo de Bandis et al. (1983) fue seleccionado para 

el modelamiento de la deformación y apertura de fracturas sometidas a cambios de 

esfuerzos normales, debido a su amplia aplicabilidad dentro de estudios de 

modelamiento acoplado de flujo de fluidos con deformación geomecánica en 

yacimientos naturalmente fracturados. Los principales factores que afectan la 

apertura de fracturas identificados en este modelo son los coeficientes de rigidez 

normal y de cizalla, la orientación de las fracturas y la presión en las fracturas. En 

este trabajo se emplea solo la deformación y apertura normal de las fracturas. La 

deformación por cizalla fue despreciada debido a la dificultad de tener una medición 

real de los coeficientes de rigidez de cizalla. 

 

El módulo geomecánico se desarrolló usando el concepto de equivalente continuo, 

que permitió evaluar el comportamiento de deformación de los medios de matriz y 

de fracturas como un solo medio continuo. Adicionalmente, el modelo permite 

caracterizar los grupos de fracturas para cualquier orientación y propiedades de 

deformación normal de las fracturas.  
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Para demostrar el impacto que tiene la deformación de fracturas en la productividad 

de los yacimientos naturalmente fracturados, se evaluó inicialmente el cambio en 

la apertura normal de fractura en un caso base de inyección de agua para un grupo 

de fracturas con una orientación y propiedades determinada ( ftpsiEKn /075.5 

, azimut con respecto al esfuerzo horizontal máximo  30 , inclinación 15 ). 

Posteriormente, se realizó una sensibilidad con los principales factores que afectan 

la deformación de las fracturas. 

 

La inyección de agua en el yacimiento genera un aumento en la presión en las 

fracturas, por consecuencia, se presenta una disminución en los esfuerzos 

normales efectivos al plano de las fracturas.  

 

Para el caso base descrito anteriormente, el grupo de fracturas bajo condiciones 

de inyección de agua a un caudal de 3,000 bpd, experimenta un incremento en la 

apertura normal en la cara del pozo, entre el 0.75% y el 2.60% evaluada en los 

puntos del espacio localizados entre 90° y 15° respectivamente, con respecto a la 

dirección del esfuerzo máximo después de 1 hora de inyección.  Por lo tanto, las 

fracturas localizadas en el espacio en las cercanías al esfuerzo máximo, 

experimentan mayor porcentaje de incremento en la apertura normal comparadas 

con las fracturas localizadas perpendicularmente.  

 

A condiciones iniciales (t=0), para la sensibilidad realizada variando el coeficiente 

de rigidez normal, se observó que a mayor rigidez normal de fractura se presenta 

un menor cierre, por ende se tiene una mayor apertura normal inicial. Después de 

1 hora de inyección, la apertura normal para los coeficientes de la rigidez normal 

de 8.9E+07, 5.5E+07 y 9.0E6 (en orden descendente en magnitud), el porcentaje 

de incremento en la apertura normal en la cara del pozo es de 2.33%, 2.60% y 

1.05% respectivamente, evaluado a 15° en el espacio con respecto a la dirección 

del esfuerzo máximo. Por lo tanto, tener un coeficiente de rigidez normal menor no 
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siempre representa un aumento mayor en la apertura normal de fracturas. El 

comportamiento dependerá de la diferencia en magnitud de los coeficientes de rigidez 

normal y la magnitud de la apertura normal a condiciones iniciales. 

En el análisis del comportamiento de la apertura normal de fractura con variación en su 

inclinación, para un régimen de esfuerzos rumbo deslizante, el esfuerzo horizontal máximo 

representa un factor determinante en la apertura normal de facturas. Para las fracturas 

cercanas a la verticalidad y ubicadas perpendicularmente en el espacio al esfuerzo 

horizontal máximo, el incremento en la apertura normal debido a un incremento en la 

presión de fractura no es significativo. Además, presentan un mayor impacto negativo en 

la apertura normal a condiciones iniciales. En las fracturas con una inclinación baja (casi 

horizontales) y cercanas a la dirección del esfuerzo máximo el incremento en la apertura 

normal es mayor. 

 

En la sensibilidad realizada variando el azimut de las fracturas con respecto a la dirección 

del esfuerzo máximo, el mayor incremento en la apertura normal debido a la inyección de 

fluido, es experimentado por las fracturas cuyo ángulo de azimut es más cercano a la 

dirección del esfuerzo máximo. Por lo contrario, las fracturas cuyo azimut es cercano a los 

90° con respecto a la dirección del esfuerzo máximo su incremento en la apertura normal 

es menor. 

 

En el caso de sensibilidad de variación de caudal de inyección, se tiene que a mayor caudal 

de inyección de agua se genera una mayor presión en las fracturas y como consecuencia 

un mayor incremento en la apertura normal de las fracturas. 

 

Adicionalmente, para todos los casos evaluados se encontró que el incremento en la 

apertura normal de fracturas se da en las cercanías del pozo aproximadamente a 5 ft de 

radio desde la cara del pozo y en periodo corto de inyección de fluidos.  

 

Finalmente, despreciar la contribución de las fracturas en la deformación total de los 

yacimientos naturalmente fracturados podría conllevar a predicciones erróneas de 

deformación y productividad.  
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5.2 Recomendaciones 

Este modelo puede dar una aproximación al comportamiento de la apertura de fracturas 

naturales ante cambios en los esfuerzos efectivos. El modelo numérico desarrollado en 

esta investigación, incluye módulos de permeabilidad para la matriz y las fracturas, que 

podrían ser ajustados a modelos validados en los campos a ser estudiados, con el fin de 

tener una mejor predicción del impacto de la apertura de fracturas. 

 

Se recomienda incluir otros modelos de deformación de fracturas con los cuales se pueda 

determinar el mejor ajuste del modelo de deformación total en los campos estudiados. 

  

Obtener datos de fracturas como son la apertura inicial, los coeficientes de rigidez normal 

y de cizalla, es uno de los mayores retos que tiene la industria para realizar un adecuado 

modelamiento de yacimientos naturalmente fracturados.  

 

Un análisis más profundo sobre el comportamiento de deformación de cizalla de fracturas 

o dilatación, puede ayudar a tener una mejor predicción del comportamiento de la apertura 

total de las fracturas sometidas a cambios en el estado de esfuerzos efectivos. 

 

El modelo actual está limitado a un pozo vertical, en un futuro podría incluirse un módulo 

para pozos desviados. Adicionalmente, el modelo físico está representado por un sistema 

cerrado. El incluir un punto de drenaje en la malla (por ejemplo un pozo productor), podría 

ayudar a tener un mejor modelamiento de la presión en el yacimiento.  

 

La industria tiene un gran reto de desarrollar un portafolio más amplio de materiales micro 

particulados que puedan ser emplazados en fracturas naturales. Los materiales que se 

encuentran disponibles podrían estar limitados para ser emplazados en ciertas fracturas. 

 

 

 

 



 

 
 

Anexo A: Modelo de flujo de fluidos 
de un sistema naturalmente 

fracturado 

El modelo de flujo de fluidos se construye mediante la combinación de las siguientes 

relaciones básicas: 

 

 Conservación de masa de fluido. 

 Conservación de masa de sólido. 

 Ley de Darcy. 

 Ecuación de estado.  

 

Para el caso de estudio de restauración de daño geomecánico en sistemas naturalmente 

fracturados, basado en la inyección de fluidos para la reapertura de fracturas naturales, el 

desarrollo del modelo de flujo de fluidos tiene en cuenta las siguientes características: 

 

 Coordenadas cilíndricas. 

 Modelo en tres dimensiones. 

 Modelo tipo black oil. 

 Flujo Monofásico. 

 Sistema isotérmico. 

 Doble porosidad / doble permeabilidad 

 No hay producción o inyección de sólidos 

 Presión capilar y segregación gravitacional despreciable. 
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Figura A-1 Elemento de volumen infinitesimal en coordenadas cilíndricas sometido a 
esfuerzos 

 

A.1 Ecuación de conservación de masa de fluidos. 

La ecuación de conservación de masa de fluidos en un elemento infinitesimal de matriz o 

fractura está dada por: 

 

[𝑚𝑎𝑠𝑎𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎]∆𝑡 − [𝑚𝑎𝑠𝑎𝑠𝑎𝑙𝑒]∆𝑡 ± [𝑚𝑎𝑠𝑎 𝑓𝑢𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑜 
𝑠𝑢𝑚𝑖𝑛𝑑𝑒𝑟𝑜𝑠

]
∆𝑡

± [𝑚𝑎𝑠𝑎𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 
𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑦 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑢𝑟𝑎

]

∆𝑡

=

[𝑚𝑎𝑠𝑎 𝑎𝑐𝑢𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑜 
𝑎𝑔𝑜𝑡𝑎𝑚𝑖𝑒𝑡𝑛𝑜

 ]
∆𝑡

                                                                           (A.1) 

 

Donde la masa de fluido está dada por: 

 

fluidoDensidadfluidoVolumenfluidomasa ...                                                                    (A.2) 

Vmasa                              (A.3) 

 

Donde la velocidad real de un fluido a través de una superficie se define como:  

 

tiempofluidoArea

fluidoVolumen
fluidoVelocidad




.

.
.

                                     (A.4) 
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tA

V

p 


                                       (A.5) 

 

En la ecuación (A.5) V  es el volumen del fluido,   es la velocidad del fluido, pA  es el área 

porosa y  es el tiempo. 

 

O bien, 

 

tA

V

T 





                                                                                                                              (A.6)     

                

En la ecuación (A.6) TA es el área perpendicular a la dirección de flujo y   es la 

porosidad.             

Resolviendo para el volumen de fluido es, 

 

tAV T                     (A.7) 

 

Por lo tanto, la masa de fluido será, 

 

  tAmasa T                 (A.8) 

 

En la ecuación (A.8)  es la densidad del fluido. 

 

De acuerdo a la ecuación (A.8) y teniendo en cuenta un elemento de volumen infinitesimal 

en coordenadas cilíndricas (Figura A.1), se tiene lo siguiente para la ecuación de 

conservación de masa de fluidos, 

 

              trztrrtzrmasa zrtentra 


           

(A.9)                                                           
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       


tzrmasa rrtsale 

           trztrrzz                         

(A.10)                                                                                                                                                                

 

En la ecuación (A.10) i  es la velocidad del fluido en las direcciones radial, tangencial y 

vertical, con zri ,, . 

                                                                                                        

La masa que entra o sale por fuentes o sumideros está dada por, 

 

  tVqmasa btsumiderosofuentes 


~
                (A.11) 

 

En la ecuación (A.11) bV  es el volumen total del elemento infinitesimal, q~  es la cantidad 

de cantidad de masa que entra o sale por fuentes o sumideros, respectivamente, por 

unidad de volumen total por unidad de tiempo de observación. 

 

La masa que se transfiere entre la matriz y la fractura será definida con más detalle más 

adelante, por el momento este término estará definido como  

 

[𝑚𝑎𝑠𝑎𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 
𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑦 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑢𝑟𝑎

]

∆𝑡

= 𝑚𝑇                         (A.12) 

 

Por otra parte, la masa que se acumula o agota será, 

 

     tVVmasa pttptoagotamientoacumula  
                                                                               (A.13) 

     
tTttTtoagotamientoacumula VVmasa  


                                                                       (A.14) 

 

En la ecuación (A.13) 
pV  es el volumen poroso. 

 

Reemplazando las ecuaciones (A.9) a (A.14) en la ecuación (A.1) se obtiene, 
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             trztrrtzr zr    

               trrtzr zzrr    

           
tbttbTb VVmtVqtrz   



~                (A.15) 

                                                                                                                                     

Dividiendo la ecuación (A.15) por tzrrtVb    

 

            
tzrr

tzrtzr rrr








 

            
tzrr

trrtrr zzz









 

            
tzrr

trztrz








   

   

tzrr

VV
T

tzrr

tVq tbttbb



















~
                 (A.16) 

 

Donde 
tV

m
T

b

T


  

 

Tomando limites cuando los incrementos infinitesimales tienden a cero, 

 

       
t

V

V
Tq

zrr

r

r

b

b

zr

























  1~11
          (A.17) 

 

Para un sistema con fracturas naturales la ecuación de conservación de masa de fluido se 

expresa para cada uno de los continuos (matriz y fractura) 

 

Para la matriz se expresa,  

 

       
t

V

V
Tq

zrr

r

r

mbm

b

mzmmmmmmrmm

























  1~11
                           (A.18) 

 

La ecuación (A.18) puede escribirse como, 
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 
 

0~1





 Tq

t

V

V

mbm

b

mmm


                        (A.19) 

Para el medio fracturado se expresa,  

 

       
t

V

V
Tq

zrr

r

r

fbf

b

fzffffffrff

























  1~11
                               (A.20) 

 

La ecuación (A.20) puede escribirse como, 

 

 
 

0~1





 Tq

t

V

V

fmfb

b

fff


                                                                                   (A.21) 

 

Donde 0~ q  para pozos productores y 0~ q  para pozos inyectores 

    

 

A.2 Ecuación de conservación de masa de sólido. 

La ecuación de conservación de masa de sólido se obtiene mediante un procedimiento 

análogo al realizado para la conservación de masa de fluidos, teniendo en cuenta que la 

masa de solido está dada por, 

 

solidoDensidadsolidoVolumensolidomasa ...                 (A.22)

sss Vmasa                  (A.23) 

 

En la ecuación (A.23) sV es el volumen del sólido, s es la densidad del sólido. 

 

La velocidad del sólido s , se define como:  

 

tiemposolidoArea

solidoVolumen
solidoVelocidad




.

.
.                         (A.24) 
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tA

V

s

s

s


                    (A.25) 

 

O bien, 

 

  tA

V

T

s

s






1

                                                                                                                   (A.26) 

 

En la ecuación (A.26) TA es el área perpendicular a la dirección de flujo,   es la porosidad 

y t  es el tiempo. 

 

De acuerdo a la ecuación (A.26), el volumen de solido se puede expresar como: 

 

  tAV Tss   1               (A.27) 

 

Por lo tanto, la masa de sólido será, 

 

  tAmasa Tsss   1                                                                                                  (A.28) 

 

De forma análoga a la conservación de masa de fluido se obtiene la ecuación de 

conservación de sólido, 

 

       
s

bs

b

szssssrs q
t

V

Vzrr

r

r

~)1(1)1()1(1)1(1


























            (A.29)                                                                                                                                      

         

La ecuación (A.29) puede escribirse como, 

 

 
 

0~)1(1
)1( 




 s

sb

b

ss q
t

V

V


                          (A.30) 

                        

A.3 Ley de Darcy.  
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La ley de Darcy se aplica para la fase de fluido, pero debido a que la fase solida también 

se encuentra en movimiento, la velocidad relativa del fluido,
R , debe expresarse con 

relación a la velocidad del sólido. 

 

sR                                                                                                                                   (A.31) 

s

TT

R
A

q

tA

V



 







                                                                             (A.32) 

 

De la ley de Darcy se tiene, 

 

P
Ak

q T 






                                                                                                                        (A.33) 

 

En la ecuación (A.33) q es el caudal de fluido, k es la permeabilidad de la roca, es la 

viscosidad del fluido y P


 es el gradiente de presión. 

De la ecuación (A.33) se tiene: 

 

                                                                                                                                                              

                                                                                                          (A.34) 

 

Por lo tanto, la ley de Darcy para el flujo de fluidos está dada por, 

 

P
k

sR 














1
                                   (A.35) 

 

Para el flujo de fluidos en la matriz, la ley de Darcy está dada por, 

 

  m

m

m
smm P

k



                         (A.36)  

 

Para el flujo de fluidos en las fracturas, la ley de Darcy está dada por, 

P
k

A

q

T





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  f

f

f

sff P
k




                  (A.37) 

 

En las ecuaciones (A.36) y (A.37) los subíndices m  y f  corresponden a los medios matriz 

y fracturas respectivamente. 

 

A.4 Ecuación de Estado. 

Para un fluido levemente compresible se tiene para el sistema matricial, 

 

m

m

m

m
P

c








1
                             (A.38) 

 

De igual forma, la ecuación de estado aplica para un fluido en un sistema de fracturas, 

 

f

f

f

f
P

c








1
                                                                                                                        (A.39) 

 

Donde   es la densidad, P es la presión del fluido, y c  es la compresibilidad.  Los 

subíndices m  y f hacen referencia a la matriz y la fractura, respectivamente.   

 

A.5 Ecuación Fundamental de Flujo en Coordenadas Cilíndricas 

 Reemplazando las ecuaciones (A.36) y (A.37) en las ecuaciones (A.18) y (A.20) 

respectivamente, se obtiene, 

 

Para la matriz: 

 


































































z

Pk

z

P

r

k

rr

Pk
r

rr

m

m

zm
m

m

m

m
m

m

m

rm
m








  111

     

        TqV
tVzr

r
rr

mbm

b

szmmsmmsrmm 

















 ~111



 

                         (A.40)                                                   
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Que puede expresarse de la siguiente forma 

 

    TqV
tV

P
k

mbm

b

smm

fm

m
m 



















 ~1







                                                              (A.41) 

 

Para la fractura: 

 




















































































z

Pk

z

P

r

k

rr

Pk
r

rr

f

f

zf

f

f

f

f

f

f

f

rf

f









 111

 

        TqV
tVzr

r
rr

fbf

b

szffsffsrff 

















 ~111



 

                           (A.42) 

                                                                                                                                                

Que puede expresarse de la siguiente forma 

 

    TqV
tV

P
k

fbf

b

sff

f

f

f 


















 ~1







                                                             (A.43) 

 

Derivando el primer término del lado derecho de la ecuación (A.41), 

 

      smmmmssmm 


                                                                                     (A.44) 

  

Suponiendo que el yacimiento se deforma en estado estacionario, no hay producción de 

sólidos, entonces la velocidad del sólido es despreciable con respecto a la velocidad del 

fluido. Esto genera que el primer término de la derecha de la anterior ecuación sea 

aproximadamente cero. 

Mediante la ecuación de conservación de masa de solido (A.29) puede expandirse el 

segundo término de la ecuación (A.44). 

 

 
 

  
 















1

~
1

1

1

1

s

s
bs

bs

s

q
V

tV


                                             (A.45) 

 

Desarrollando la derivada del primer término de la derecha de la ecuación (A.45), se tiene: 
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 
  

 
  

 
 

 b

bs

s
sb

bs

bs

bs

V
tVt

V
V

V
tV 






















1

1

1
1

1

1

1
1

1

1

1










         (A.46) 

 
  

 
    t

t

s

s

ts

ts

V
tVt

V
tV 


















1
1

1

1
1

1

1

1






                                           (A.47) 

 

Reemplazando la densidad del solido de la ecuación (A.23) en la ecuación (A.47), se 

obtiene: 

 

 
  

 
   b

bs

s

s

s
bs

bs

V
tVV

m

t

V

m
V

tV 




























1
1

1

1
1

1

1

1







                                        (A.48) 

 

Expresando la porosidad en términos de volumen total y volumen del sólido, la ecuación 

(A.48) se escribe de la siguiente forma: 

 

 
  

 
 b

bb

sb

s

b

sb

s
bs

bs

V
tVV

VV

Vt

V

VV

V
V

tV 


























 















 










1
1

1

1

1
1

1

1



         (A.50) 

 
    b

bb

bbs

bs

V
tVVt

VV
tV 
























11
1

1

1

1



                                                                      (A.51) 

 

Derivando la primera expresión del lado derecho en la ecuación (A.48): 

 

 
  

t

V

Vt

V

V
VV

tV

b

b

b

b

bbs

bs 

























11
1

1

1

1
2




           (A.52) 

 

Simplificando términos en la ecuación (A.52), se tiene: 

 

 
   01

1

1

1







 


bs

bs

V
tV

                                                                                                                   (A.53) 
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Por lo tanto, reemplazando la ecuación (A.53) en la ecuación (A.45) se obtiene la expresión 

para la velocidad del solido: 

 

 
 





1

~

s

s
s

q
                                                     (A.54) 

 

Sustituyendo la ecuación (A.54) en la ecuación (A.44): 

 

   
 

















1

~

s

s

mmsmm

q
               (A.55) 

 

Debido a que este estudio no considera en primera instancia producción o inyección de 

sólidos, entonces 0~ sq , por lo tanto: 

 

  0 smm 


                  (A.56) 

 

De esta forma la ecuación fundamental de flujo monofásico para la matriz será: 

 

  TqV
tV

P
k

mbm

bm

m
m 















 ~1




                          (A.57) 

 

El primer término del lado derecho de la ecuación (A.57) puede expresarse como:  

 

    



























t
V

t

V

V
V

tV
V

tV

m
pm

pm

m

pm

m
pmm

b

mbm

b







11
           (A.58) 

 

De la ecuación (A.38) se tiene: 

 

tt

P
c m

m

m
m















1
                                                                                         (A.59) 

                     

Donde, 
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t

P
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m
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m




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



                 (A.60) 

 

Reemplazando la ecuación (A.60) en la ecuación (A.58) se obtiene: 

 

  





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                      (A.61) 

 

Por lo tanto,  
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m
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11
                        (A.62) 

 

Reemplazando la ecuación (A.62) en la ecuación (A.58) se tendrá la siguiente expresión 

para la matriz:  

 

Tq
t

P
c

t

V

V
P

k m
m
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mmm

m

m
m 









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






















 ~1




                           (A.63) 

 

De forma análoga se obtiene la ecuación para el continuo de fracturas. 
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                      (A.64) 

 

Reemplazando la ecuación del cambio de volumen poroso para la matriz desarrolladas en 

el Anexo C y para la fractura se tiene: 

 

Para la matriz,  
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Para las fracturas, 
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Anexo B: Modelo geomecánico en 
sistemas naturalmente fracturados 

 

La construcción del modelo de deformación geomecánica para un sistema naturalmente 

fracturado tiene como objetivo analizar el desplazamiento generado en el sistema debido 

a un cambio de presión. Este modelo asume deformación elástica no lineal, en 

coordenadas cilíndricas y en tres dimensiones que estará compuesto por la combinación 

de las siguientes ecuaciones: 

 

Ecuaciones de equilibrio. 

Ecuaciones de deformación-desplazamiento. 

Ecuaciones de deformación-esfuerzo-presión. 

El modelo toma como base las ecuaciones para cuerpos sólidos y, posteriormente, por 

medio del concepto de esfuerzo efectivo se extiende a medios porosos. 

 

B.1 Ecuaciones de equilibrio 

Las ecuaciones de equilibrio en coordenadas cilíndricas de acuerdo a Chou y Pagano 

(1992) están dadas por,  

  

En dirección radial, r: 
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En dirección tangencial, θ : 
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En dirección vertical, z : 
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En las ecuaciones (B.1) a (B.3) 0

i , representa los esfuerzos totales iniciales en cada una 

de las direcciones, ij , corresponde a los esfuerzos de cizalla. Los términos i  y ij

representan los incrementos en los esfuerzos normales y en los esfuerzos de cizalladura 

respectivamente, con zri ,, y zrj ,,  

 

B.2 Relación constitutiva para sistema fracturado 

De acuerdo con Huang et al. (1995) la deformación total del sistema fracturado se 

desarrolla a partir del concepto de equivalente continuo, el cual está compuesto por los 

medios matriz y fracturas, 

 

fmT                                (B.4)

  mm C                  (B.5)

  ff C                   (B.6) 

 

En las ecuaciones (B.4) a (B.6) 
T  es el cambio en la deformación total del sistema 

fracturado, 
m  y f  son el cambio en la deformación de la matriz y en las fracturas 

respectivamente. mC  y fC es el tensor elástico de la roca intacta y de las fracturas. 

 

Reemplazando las ecuaciones (B.5) y (B.6) en la ecuación (B.4) se tiene la ecuación 

constitutiva para el sistema fracturado. 
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     mmT CC                            

(B.7)     fmT CC                  

(B.8)   TT C                    (B.9) 

 

En la ecuación (B.9) TC  es el tensor elástico del sistema fracturado. 

 

B.2.1 Ecuación constitutiva del medio matriz  

De acuerdo a la ley de Hook las ecuaciones generales donde se relacionan los esfuerzos 

y deformaciones para medios solidos están dadas por: 

 

En dirección radial, r: 
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En dirección tangencial, θ: 
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En dirección vertical, z: 

 

    rmz

m

mz
E

1
                                                                                                                 (B.12) 

 

En las ecuaciones (B.10) a (B.12) mi  es la deformación normal de la matriz y i  es el 

esfuerzo total en las direcciones zri ,, . mi . mE  es el módulo de Young, m  es el 

módulo de Poisson. 

 

Por medio de métodos experimentales, se tienen las expresiones para los esfuerzos de 

cizalladura 
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En las ecuaciones (B.13) a (B.15) mij es la deformación de cizalla de la matriz y ij es el 

esfuerzo de cizalla en cada una de las direcciones de coordenadas, con zri ,, y 

zrj ,, . mG  es el módulo de cizalladura de la matriz o roca intacta. 

 

Con las ecuaciones (B.10) a (B.15) se expresa la deformación de la roca intacta en función 

de los esfuerzos en forma matricial de la siguiente forma, 
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B.2.2 Ecuación constitutiva de una fractura  

La relación general constitutiva para una fractura puede expresarse como, 

 

JIJI D                              (B.17) 
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La ecuación (B.17) se expresa en forma matricial así, 
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En las ecuaciones (B.17) y (B.18)  es el vector desplazamiento, D  es la matriz de 

flexibilidad y N  es el vector tracción. Los subíndices N , S  y T representan la direcciones 

normal (perpendicular), rumbo y buzamiento (ortogonales) al plano de la fractura. N  es 

el desplazamiento normal de la fractura, S  y T  son los desplazamientos de cizalla. 

N  es el esfuerzo normal al plano de la fractura, S  y T  son esfuerzos de cizalla. 

),,,( TSNJIDIJ   representa 9 componentes de la matriz de flexibilidad de la fractura. 

 

iijj n                                                   (B.19) 

 

En la ecuación (B.19) n  es el vector unitario perpendicular al plano de la fractura 

 

Basado en el principio de conservación de energía, el trabajo realizado por un esfuerzo es 

igual a la sumatoria de trabajo realizado por la tracción en cada fractura causado por el 

movimiento de la fractura.  
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Reemplazando la ecuación (B.19) en la ecuación (B.20), la deformación  de fracturas está 

dado por, 
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En las ecuaciones (B.20) y (B.21) V es el volumen representativo de la masa de roca, M

es el número total de grupos de fracturas, l  representa un grupo individual de fracturas a 

lA  es el área total de las l grupos de fracturas. El área total lA  es igual a una unidad de 

volumen dividido por el espaciamiento promedio entre fracturas lS  

 

El vector tracción y el desplazamiento de la fractura actúan en un sistema de coordenadas 

local que pueden ser transformados al sistema global de coordenadas por medio del tensor 

L . 
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El término L en las ecuaciones (B.22) y (B.23) contiene los cosenos directores entre el 

sistema loca N , S , T  y el sistema global r , , z  

 

La matriz constitutiva para el medio de fractura se obtiene usando las ecuaciones (B.21 a 

B.23)  
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Basado en las asunciones realizadas por Huang et al. (1995) se tiene, 

 

 En todas las direcciones en los planos de fracturas el comportamiento de deformación 

es el mismo.  

TTSS DD                  (B.25) 

TNSN DD                 (B.26) 

NSNT DD                 (B.27) 

TSST DD                  (B.28) 
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 El desplazamiento de cizalla debido al esfuerzo normal no es tenido en cuenta, por la 

tanto el componente de flexibilidad asociado a este efecto será, 
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Por lo tanto, la ecuación (B.18) se expresa de la siguiente forma, 
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Los términos de flexibilidad son inversamente proporcionales a la rigidez de la fractura, por 

lo tanto, 
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En este trabajo se asumirá que las fracturas presentan una rugosidad homogénea para 

definir las características de deformación de las fracturas iguales en la dirección de rumbo 

y buzamiento. Así, 
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De acuerdo a lo anterior la ecuación (B.30) puede expresarme como,  
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B.2.3 Ecuación constitutiva de un sistema naturalmente fracturado  

Para el desarrollo de la ecuación constitutiva de un sistema fracturado se debe identificar 

las componentes de la matriz constitutiva de las fracturas mediante la ecuación (B.24). De 

acuerdo a esta expresión es necesario determinar el vector unitario al plano de las 

fracturas. La figura B.1 representa la orientación de un plano de fractura en un sistema 

cartesiano, donde se identifica el vector normal con sus correspondientes ángulos (  y  ) 

con respecto a los ejes de coordenadas. Los ángulos   y   son la dirección de 

buzamiento e inclinación del plano de fractura respectivamente. Los angulos   y   se 

obtienen a partir de   y   de acuerdo a las siguientes expresiones, 

 

   2221 cos1cos1cos   sen                                                                            (B.35) 

  221 coscos1cos  
                                                                                         (B.36) 

 

 

 

Figura B-1. Orientación de plano de fractura (dirección de buzamiento   e inclinación  ) 

de la fractura donde se representa el vector normal al plano en coordenadas cartesianas. 

El esfuerzo horizontal máximo H  se asume paralelo al eje x  y el esfuerzo horizontal 

mínimo h  paralelo al eje y .  
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cosxn    (B.37) 

cosyn     (B.38) 

coszn (B.39) 

 

En las ecuaciones (B.37) a (B.39), xn , yn  y zn  son los cosenos directores del vector 

normal unitario al plano de fractura. 

 

Siguiendo un procedimiento similar al trabajo de Huang et al. (1995), se realiza una 

deducción de las ecuaciones constitutivas para un sistema de roca intacta interceptada 

con dos grupos de fracturas. Cada grupo de fracturas con su respectiva orientación. Se 

asume que los dos grupos de fracturas tienen la misma rigidez normal y de cizalla nK  , sK  

y un espaciamiento S entre las fracturas. Este sistema se presenta en la figura B.2.  

 

 

Figura B-2. Elemento infinitesimal de roca interceptado por dos grupos de fracturas en 
coordenadas cartesianas sometido a esfuerzos.  

 

 

Las componentes de la matriz de las constantes constitutivas de las fracturas se obtienen 

a partir de la ecuación (B.24)  
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 La constante constitutiva de deformación de las fracturas en dirección x  estará definida 

para los dos grupos de fracturas de acuerdo a la siguiente ecuación, 
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El esfuerzo en dirección x  presente en el sistema fracturado de la figura B.2 genera un 

desplazamiento en ambos grupos de fracturas. En la figura B.3 se observa el 

desplazamiento del primer grupo de fracturas en respuesta al esfuerzo ejercido sobre el 

plano de fractura. 

 

 

(A)             (B) 

 

Figura B-3. (A) Elemento infinitesimal interceptado por el primer grupo de fracturas 
sometido a esfuerzo en dirección x  y sus componentes en el sistema local de 

coordenadas de las fracturas. (B) Desplazamiento total en dirección x  del primer grupo 

de fracturas y sus componentes en el sistema local de coordenadas de las fracturas. 

 

Para el primer grupo de fracturas se tiene las componentes del vector tracción: 

 

1cos xN                 (B.41) 

2 senxS                            (B.42) 
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Por lo tanto el vector L  asociado al esfuerzo en dirección x  sobre el plano de fracturas 

es: 
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El vector LkL  asociado al desplazamiento en dirección x  es igual al vector iJL  de las 

componentes del esfuerzo. 

 

El vector unitario perpendicular a las facturas es: 

 

1cosn                           (B.44) 

 

La matriz D de flexibilidad de las fracturas: 
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Con las ecuaciones anteriores se obtiene la constante constitutiva normal del primer grupo 

de fracturas en dirección x
xfC 1
. 
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Asumiendo sK  de acuerdo a las justificaciones dadas en el capitulo 2, se tiene, 
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De igual forma se resuelve la ecuación para la constante constitutiva normal en dirección 

x  para el segundo grupo de fracturas. Por lo tanto, la constante constitutiva normal total 

en dirección x  fxC , será,  
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 En dirección y , el esfuerzo ejercido sobre el primer grupo de fracturas genera un 

desplazamiento de las fracturas (figura B.4).  

 

Por lo tanto, la constante constitutiva de deformación normal en dirección y  estará definida 

para los dos primeros grupos de fracturas de acuerdo a la siguiente ecuación, 
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(B)             (B) 

 

Figura B-4. (A) Elemento infinitesimal interceptado por el primer grupo de fracturas 
sometido a esfuerzo en dirección y  sus componentes en el sistema local de coordenadas 

de las fracturas. (B) Desplazamiento total en dirección y  del primer grupo de fracturas y 

sus componentes en el sistema local de coordenadas de las fracturas. 

 

 

Para el primer grupo de fracturas se tiene las componentes del vector tracción: 

 

1cos yN           (B.54) 

1 senyS            (B.55) 

 

Por lo tanto el vector L  asociado al esfuerzo en dirección y  sobre el plano de fracturas es: 
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El vector LkL  asociado al desplazamiento en dirección y  es igual al vector iJL  de las 

componentes del esfuerzo. 
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El vector unitario perpendicular a las facturas es: 

 

1cosn                 (B.57) 

 

La matriz D de flexibilidad de las fracturas: 
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Con las ecuaciones anteriores se obtiene la constante constitutiva normal del primer grupo 

de fracturas en dirección tangencial yfC 1 . 
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Asumiendo sK  de acuerdo a las justificaciones dadas en el capitulo 2, se tiene, 
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De igual forma se resuelve la ecuación para la constante constitutiva normal en dirección 

y  para el segundo grupo de fracturas. Por lo tanto, la constante constitutiva normal total 

en dirección y  fyC , será,  
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 Similar al desarrollo anterior, el esfuerzo vertical ejercido sobre el primer grupo de 

fracturas genera un desplazamiento de las fracturas (figura B.5).  

 

 

 

                               (A)                                                                    (B) 

 

Figura B-5. (A) Elemento infinitesimal interceptado por el primer grupo de fracturas 
sometido a esfuerzo vertical y sus componentes en el sistema local de coordenadas de 
las fracturas. (B) Desplazamiento total en dirección vertical del primer grupo de fracturas 
y sus componentes en el sistema local de coordenadas de las fracturas. 

 

La constante constitutiva de deformación normal en dirección vertical estará definida para 

los dos primeros grupos de fracturas de acuerdo a la siguiente ecuación, 
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Para el primer grupo de fracturas se tiene las componentes del vector tracción: 

 

1cos zN                            

(B.67) 

1 senzS                  (B.68) 

 

Por lo tanto el vector L  asociado al esfuerzo en dirección vertical sobre el plano de 

fracturas es: 
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El vector LkL  asociado al desplazamiento en dirección vertical es igual al vector iJL  de las 

componentes del esfuerzo. 

 

El vector unitario perpendicular a las facturas es: 
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La matriz D de flexibilidad de las fracturas: 
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Con las ecuaciones anteriores se obtiene la constante constitutiva normal del primer grupo 

de fracturas en dirección vertical zfC 1 . 
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Asumiendo sK  de acuerdo a las justificaciones dadas en el capitulo 2, se tiene, 
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De igual forma se resuelve la ecuación para la constante constitutiva normal en dirección 

verical para el segundo grupo de fracturas. Por lo tanto, la constante constitutiva normal 

total en dirección y  fyC , será,  
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Con la asunción presentada en el capítulo 2 para la rigidez de cizalla en las fracturas, se 

tiene lo siguiente, 
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Por lo tanto, las ecuaciones de las componentes de la matriz de rigidez de las fracturas 

está de acuerdo a la ecuación (B.24) son, 
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Partiendo de la ecuación (B.9), la ecuación constitutiva de un sistema fracturado en forma 

matricial está dada por, 
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En la ecuación (B.94) E es el módulo de Young,   es el radio de Poisson, G  es el módulo 

de cizalla. Las propiedades para la roca intacta y de las fracturas están denotadas por el 

subíndice m y f respectivamente. 

 

La matriz (B.94) puede reescribirse de la siguiente manera, 
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Donde,  
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De la matriz (B.95) se obtienen las ecuaciones donde se relacionan las deformaciones 

totales del sistema fracturado en función de los esfuerzos totales así, 
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Por medio del método de determinantes o Cramer se resuelve el sistema para las tres 

ecuaciones anteriores, obteniendo otro sistema de ecuaciones para los esfuerzos en cada 

dirección en función de las deformaciones del sistema fracturado. Estas ecuaciones se 

presentan a continuación, 
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En la ecuación (B.104) se agrupan términos para facilitar el manejo de las ecuaciones en 

los próximos cálculos de la siguiente manera, 
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De forma similar se realiza para la ecuación (B.105) se tiene que, 
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Y de la ecuación (B.106) se tiene que, 
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Por lo tanto, el sistema de ecuaciones de esfuerzos en función de las deformaciones 

totales se puede expresar asi, 

 

1 2 3r r Tr r T r TzC C C                  (B.116) 

1 2 3Tr T TzC C C                        (B.117) 

1 2 3z z Tr z T z TzC C C                    (B.118) 

 

Para aplicar esta teoría en medios porosos se incluye el concepto de esfuerzo efectivo por 

medio de la siguiente expresión: 

 

Pb ´                                                                                                                               (B.119) 

 

En la ecuación (B.119) ´  es el esfuerzo efectivo,   es el esfuerzo total, b  es la 

constante de Biot y P  es la presión de poro. Para el caso de estudio de este trabajo donde 

se tiene un sistema naturalmente fracturado, la ecuación de esfuerzo-deformación-presión 

se obtiene con una modificación del factor de Biot en función de relaciones de 

compresibilidad para el sistema fracturado de doble porosidad de acuerdo a Chen y Teufel 

(2000). 

 

´ dc
V

dV
d bc

b

b

b                                                                                                             (B.120) 

 

En la ecuación (B.120) b  es la deformación volumétrica, bV  es el volumen total, bcc  es la 

compresibilidad total del medio fracturado, ´  es el esfuerzo efectivo asociado al cambio 

del volumen total del medio fracturado.  
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fbfmbm dPdPdd  ´                                                                                                  (B.121) 

          

En la ecuación (B.121) bm  y bf  son los coeficientes de esfuerzo efectivo relacionados 

con las presiones en la matriz mP  y en la fractura fP . 

 

Llevando la ecuación (B.121) en las ecuaciones (B.116) a (B.118) se obtiene las 

ecuaciones de esfuerzo-deformación-presión. 

 

 

fbfmbmrTzrTrTrrr PPCCC    321´                                        (B.122) 

fbfmbmTzTTr PPCCC    321´           (B.123) 

fbfmbmTzzTzTrzz PPCCC    321´           (B.124) 

 

Despejando el cambio en el esfuerzo total en las ecuaciones (B.122) a (B.124) se obtiene, 

 

fbfmbmTzrTrTrrr PPCCC    321         (B.125) 

fbfmbmTzTTr PPCCC    321           (B.126) 

fbfmbmTzzTzTrzz PPCCC    321                                                 (B.127) 

 

Debido a que la presión de poro se ejerce en dirección normal a la superficie de la roca, 

no tiene efecto sobre los esfuerzos de cizalla, por lo tanto, 

 

  rTr B                                                                                                                     (B.128) 

rzTrz B                                                                                                                        (B.129) 

zzT B                 (B.130) 
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Las ecuaciones donde se relacionan la deformación infinitesimal en función del incremento 

del desplazamiento en forma incremental para la matriz o roca intacta en las direcciones 

zr ,,  están dadas por Fjaer et al. (1992),   
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z
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                                                                                                                                (B.133) 

 

Las ecuaciones de deformaciones de cizalladura de acuerdo a Chou y Pagano (1967), 

están definidas como: 
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En las ecuaciones (B.122) a (B.136) Ti , son las deformaciones totales, Tij  son las 

deformaciones totales de cizalladura y iu  representa los desplazamientos en cada una de 

las direcciones, con zri ,,  y zrj ,, . 

 

El modelo de deformación geomecánica en las direcciones zr ,,  se obtiene al reemplazar 

las ecuaciones (B.125) a (B.130) en las ecuaciones de equilibrio (B.1), (B.2) y (B.3). 

Posteriormente se sustituyen las ecuaciones (B.131) a (B.136) para tener expresiones en 

función de los desplazamientos.   

 

 En dirección radial, r   
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      (B.137) 

 

Agrupando términos semejantes en la ecuación (B.137) 
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     (B.138) 

 

Expresando la ecuación (B.138) en términos de desplazamiento, 
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(B.139) 

 

Donde en la ecuación (B.140), 

 

4
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2
rC

B
                         (B.140) 

 5 1 1r rC C C               (B.141)

 6 2 2r rC C C               (B.142) 

 7 3 3r rC C C               (B.143) 

 

Finalmente, la ecuación en dirección radial se puede expresar como, 
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 (B.144) 

 

 En dirección radial,    
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Expresando la ecuación (B.145) en términos de desplazamiento, 
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   (B.146) 

 

Donde en la ecuación (B.146), 
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Finalmente, la ecuación en dirección tangencial se puede expresar como, 
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  (B.149) 

 

 

 En dirección radial, z   
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Expresando la ecuación (B.150) en términos de desplazamiento, 
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     (B.151) 

 

Donde en la ecuación (B.151), 

 

4

1

2
zC

B
   (B.152) 

 

Finalmente, la ecuación en dirección vertical se puede expresar como, 
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Anexo C. Cambio en el volumen 
poroso y ecuación de porosidad. 

 

Las ecuaciones para el modelamiento del cambio del volumen total y el cambio de 

volumen poroso de acuerdo a Chen y Teufel (1997) son presentadas en esta sección. 

Adicionalmente se obtiene la ecuación de porosidad dependiente del cambio de presión y 

esfuerzos a partir de relaciones de compresibilidad con una modificación en el factor de 

Biot para sistemas naturalmente fracturados. 

 

C.1 Cambio volumétrico total de un sistema fracturado 

El cambio volumétrico total y su relación con esfuerzo efectivo de un medio de doble 

porosidad se obtienen a partir de la ley de Hook, 

 

dd
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b

b
b c

V

V
´ 


                                                                                                    (C.1) 

 

En la ecuación (C.1) el superíndice d se usa para denotar un medio fracturado de doble 

porosidad, el subíndice b  representa el medio total, b es la deformación total, 
d

bc
c es la 

compresibilidad del medio total de doble porosidad.  

 

El cambio en el esfuerzo efectivo para un sistema de doble porosidad d´ se define 

como: 
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fbfmbm

d PP  ´                                                                                          (C.2) 

                                                                                                   

El cambio volumétrico total un sistema de doble porosidad, puede escribirse así, 

            

 fbfmbm

d

bcb PPc                   (C.3)        

           

En las ecuaciones  (C.3) bm  y bf  son los coeficientes de esfuerzo efectivo relacionados 

con las presiones de fluido en la matriz mP  y en la fractura fP , usados para estimar el 

esfuerzo efectivo incremental requerido para describir los cambios en el volumen total de 

un sistema fracturado de doble porosidad. 

 

Los términos presentados en la ecuación (C.3) deben cumplir lo siguiente: 
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b
c

c
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En las ecuaciones  (C.4) y (C.5) 
d

bcc  y 
d

sc  son las compresibilidades totales de un sistema 

de doble porosidad de muestras enchaquetadas y no enchaquetada respectivamente. 
s

bcc  

es la compresibilidad total de una muestra enchaquetada de un sistema de porosidad 

simple. 
d

b  y 
s

b  son los coeficientes de esfuerzo efectivo asociado al cambio volumétrico 

total de un sistema fracturado y un sistema no fracturado respectivamente.  

 

C.2 Cambio volumétrico poroso de un sistema fracturado 

Para el desarrollo de estás ecuaciones, Chen y Teufel (1997) emplearon el mismo 

concepto empleado en el cambio volumétrico total (sección C.1) aplicado al cambio de 

volumen poroso de doble porosidad.  
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
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En la ecuación (C.6) el subíndice p  se usa para denotar el medio poroso total, p es la 

deformación del volumen poroso total, 
d

pc
c es la compresibilidad del medio poroso total 

enchaquetado de un sistema fracturado.  

 

El cambio en el esfuerzo efectivo para un sistema de doble porosidad d´ se define 

como: 

 

fpfmpm

d PP  ´                                                                                         (C.7) 

                                                                                                   

El cambio de volumen poroso total un sistema de doble porosidad, puede escribirse así, 

            

 fpfmpm

d

pcp PPc                   (C.8)  

           

En las ecuaciones  (C.7) y (C.8) pm  y pf  son los coeficientes de esfuerzo efectivo del 

volumen poroso relacionados con las presiones de fluido en la matriz mP  y en la fractura 

fP , usados para estimar el esfuerzo efectivo incremental requerido para describir los 

cambios en el volumen poroso de un sistema fracturado de doble porosidad. 

 

Los términos presentados en la ecuación (C.3) deben cumplir lo siguiente: 
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En las ecuaciones  (C.9) y (C.10) 
d

pcc  es la compresibilidad de la porosidad total de un 

sistema de doble porosidad de muestras enchaquetadas. 
s

pcc  es la compresibilidad de la 

porosidad total de una muestra enchaquetada de un sistema de porosidad simple. 
d

p  y 
s

p  

son los coeficientes de esfuerzo efectivo asociado al cambio volumétrico poroso de un 

sistema fracturado y un sistema no fracturado respectivamente.  

 

Zimmerman (1986) desarrollo relaciones entre las compresibilidades con la porosidad, que 

describen los cambios del volumen total  o poroso con cambios en la presión de poro o 

esfuerzos total promedio para un sistema no fracturado de porosidad simple. Estas 

relaciones pueden definirse de forma similar para sistemas fracturados de doble porosidad 

de la siguiente manera, 
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En las ecuaciones (C.11) a (C.14) se asume implícitamente que la temperatura se 

mantiene constante mientras la presión varía. El esfuerzo total promedio se considera 

positivo en compresión.  

 

De los cuatro conceptos de compresibilidades desarrollados anteriormente, 
d

bcc y 
d

bpc  son 

compresibilidades totales, debido a que involucran cambios en el volumen total de la roca. 
d

pcc y 
d

ppc  son compresibilidades de poro y expresan el cambio en el volumen poroso debido 

a la variación en el esfuerzo promedio y la presión de poro respectivamente.  
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Basado en las relaciones encontradas por Zimmerman (1986) se tiene: 
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La porosidad total t  está definida como, 

 

fmt                   (C.20) 

 

De las ecuaciones (C.15) a (C.19) se obtienen las siguientes expresiones para los 

coeficientes de esfuerzo efectivo en función de las compresibilidades, 
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 En las ecuaciones (C.21) a (C.23) el subíndice pbv ,  se usa para denotar el medio 

volumétrico total b y  poroso total p . 

 

Partiendo del concepto de doble porosidad de Barenblatt (1960), que involucra la 

superposición de dos continuos; matriz y fractura, el cambio del volumen poroso total se 

relaciona con el cambio del volumen poroso de la matriz y la fractura,  
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En las ecuaciones (C.24) a (C.27) pV , pmV  y pfV  son el volumen poroso total, el volumen 

poroso de la matriz y el volumen poroso de la fractura respectivamente. 

 

Se asume que la ley de esfuerzo efectivo aplica para el cambio del volumen poroso de la 

matriz y de la fractura 
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Sustituyendo la ecuación (C.13) en (C.27) se obtiene lo siguiente: 
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En las ecuaciones (C.28) a (C.29) pcmc  y pcfc  son las compresibilidades de los poros de 

la matriz y la fractura respectivamente, que se obtienen de la siguiente manera: 
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Para el cálculo de los cambios en volumen poroso de matriz y fractura de acuerdo a las 

ecuaciones (C.28) y (C.29) se usan las estimaciones de compresibilidades pcmc  y pcfc  de 

las ecuaciones (C.31) y (C.32). 

 

C.3 Ecuación de porosidad 

La porosidad total se obtiene de la siguiente forma: 
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En la ecuación (C.33) sV  es el volumen de los granos de arena, bV  es el volumen total, 

pmV  es el volumen poroso de la matriz y pfV es el volumen poroso de la fractura.  
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La porosidad de la matriz está dada por: 
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Derivando la expresión (C.35) se obtiene: 
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La porosidad de la fractura está dada por: 

 

b

pf

f
V

V
                 (C.41) 

 

Derivando la expresión (C.41) se obtiene: 
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Anexo D. Discretización del Modelo 
Matemático. 

Los modelos matemáticos de flujo de fluidos y de deformación geomecánica de un sistema 

naturalmente fracturado es discretizado en este trabajo mediante el método de 

aproximación implícita en diferencias finitas.  

 

De acuerdo al desarrollo del modelo de flujo de fluidos en el Anexo A, cada medio que 

compone el sistema fracturado, matriz y fracturas, posee su propia ecuación de flujo, por 

lo tanto, cada una debe ser discretizada. 

 

D.1 Discretización de la ecuación fundamental de flujo 

para la matriz 

Del Anexo A (ecuación A.66), se tiene para la matriz la ecuación de flujo de fluidos, 
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La extensión de la componente del lado izquierdo de la ecuación D.1 es, 
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Donde la movilidad en la matriz está dada por, 
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Reemplazando (D.3) en (D.2) 
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Haciendo 2rw  la ecuación (D.4) se puede transformar y llevar a una forma similar a la 

ecuación en coordenadas: 
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Reemplazando la ecuación (D.5) en (D.1) 
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D.1.1 Discretización de la componente de flujo en la matriz en dirección radial 
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Aplicando diferencias finitas basado en el trabajo de Abou-Kassem et al. (2006), 
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Finalmente el término de flujo en dirección radial, 
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Donde en la ecuación (D.9) 
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El volumen del bloque se puede calcular de la siguiente forma: 
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Multiplicando la ecuación (D.9) por el volumen del bloque en términos de   
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La ecuación (D.14) se puede expresar en términos de caudales como, 
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Donde en la ecuación (D.15), 
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Por otro lado, la ecuación de Darcy discretizada para flujo radial en estado estacionario, 

en la malla considerada (malla logarítmica) se expresa como, 
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Igualando las ecuaciones (D.16) y (D.17), y reduciendo los términos semejantes, 
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Por lo tanto, reemplazando la ecuación (D.18) en (D.14) se puede expresar en términos 

del radio, 
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De acuerdo a Aziz y Settari (1979),  
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Además, 2/1, im  se calcula con un promedio armónico con la distancia, 
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Reemplazando las ecuaciones (D.20) y (D.21) en la ecuación (D.19) se tiene, 
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Donde en la ecuación (D.22), 
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D.1.2 Discretización de la componente de flujo en la matriz en dirección 

tangencial 

Siguiendo un procedimiento similar a la discretización en dirección radial basado en el 

trabajo de Abou-Kassam et al. (2006), tenemos, 
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En la ecuación (D.25) 

 

2/12/1   jjj                                    (D.26) 

jjj    12/1                                   (D.27) 

12/1   jjj                                     (D.28) 

 

Multiplicando por el volumen del bloque y expresando la ecuación en términos de 

transferencia tenemos, 
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Donde en la ecuación (D.29), 
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D.1.3 Discretización de la componente de flujo en dirección vertical 

Siguiendo un procedimiento similar a la discretización en dirección radial, tenemos, 
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En la ecuación (D.32),  

 

2/12/1   kkk zzz                                           (D.33) 

kkk zzz   12/1                                   (D.34) 

12/1   kkk zzz                                    (D.35) 

 

Multiplicando por el volumen del bloque y expresando la ecuación en términos de 

transferencia tenemos, 
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En la ecuación (D.36), 
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D.1.4 Discretización del término de acumulación en el tiempo 
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En la ecuación (D.39) se tiene, 

 

nn ttt  1             (D.40) 

 

Multiplicando la ecuación (D.39) por el volumen del bloque, 

 

 









































 Tq

t
c

t

P
c

t

P
ccVb pcm

f

pfpcm
m

pmpcmmmm
~

  

     






  n

kjfi

n

kjfikjpfikjpcmi

n

kjmi

n

kjmikjpmikjpcmikjmi

kjmikjmi
PPcPPcc

t
Vb ,,

1

,,,,,,,,

1

,,,,,,,,

,,,,



  

   Tqc n

kjfi

n

kjfikjpcmi   ~
,,

1

,,,,                 (D.41) 



Anexo D. Discretización del Modelo Matemático. 157 

 

 

Finalmente la ecuación discretizada para la matriz es,  
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D.2. Discretización de la ecuación fundamental de flujo 

para la fractura 

Del Anexo A (ecuación A.68), se tiene para el medio de las fracturas la ecuación de flujo 

de fluidos 
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Para la discretización de la ecuación fundamental de flujo para el medio de las fracturas 

se realiza un procedimiento análogo a la discretización para la ecuación fundamental de 

flujo para el medio de la matriz. 
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Donde en la ecuación (D.44) se tiene que,  
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D.3 Discretización del modelo de deformación 

geomecanico de un sistema naturalmente fracturado 

 

Para realizar la discretización del modelo de deformación geomecánica se parte de las 

ecuaciones desarrolladas en el Anexo B. 

 

D.3.1 Discretización de la ecuación de deformación geomecánico en 

dirección radial 

Del anexo B (B.144) se tiene la ecuación diferencial de deformación geomecánica en 

dirección radial 
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Discretizando las derivadas con respecto a r  de la ecuación (D.51) 
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Discretizando las derivadas con respecto a   de la ecuación (D.51) 
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Discretizando las derivadas con respecto a z  de la ecuación (D.51) 
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La discretización del término de esfuerzos es, 
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La ecuación (D.51) puede escribirse en forma discretizada de la siguiente forma, 
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Donde las constantes 
rnD  de la ecuación (D.63) se definen como, 
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El stencil libre se define de la siguiente forma, 
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D.3.2 Discretización de la ecuación de deformación geomecánico en 

dirección tangencial 
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Del anexo B (B.149) se tiene la ecuación diferencial de deformación geomecánica en 

dirección tangencial 
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Discretizando las derivadas con respecto a   de la ecuación (D.81) 
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Discretizando las derivadas con respecto a r  de la ecuación (D.81) 
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Discretizando las derivadas con respecto a z  de la ecuación (D.81) 
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La discretizacion del término de esfuerzos es, 
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La ecuación (D.81) puede escribirse en forma discretizada de la siguiente forma, 
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Donde las constantes nD de la ecuación (D.93) se definen como, 
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El stencil libre se define de la siguiente forma, 
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D.3.3 Discretización de la ecuación de deformación geomecánico en 

dirección vertical 

Del anexo B (B.153) se tiene la ecuación diferencial de deformación geomecánica en 

dirección tangencial 
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Discretizando las derivadas con respecto a z  de la ecuación (D.109), 
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Discretizando las derivadas con respecto a r  de la ecuación (D.110) 
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Discretizando las derivadas con respecto a   de la ecuación (D.110) 
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La discretizacion del término de esfuerzos es, 
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La ecuación (D.110) puede escribirse en forma discretizada de la siguiente forma, 
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Donde las constantes znD de la ecuación (D.121) se definen como, 
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El stencil libre se define de la siguiente forma, 
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D.4 Discretización de la ecuación de porosidad 

Partiendo de las ecuaciones (C.40) y (C.45) del Anexo C se obtiene la discretización de 

las ecuaciones de porosidad para un sistema naturalmente fracturado. 

 

La porosidad para el medio matriz está dada por, 
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La porosidad para el medio de fracturas está dada por, 
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