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Resumen y Abstract Vi

Resumen

El presente trabajo muestra una Unidad Didactica para introducir las coordenadas
polares a estudiantes de grado 11 de educacién media, y la posterior aplicacion
del plano polar para representar y analizar la parabola y la elipse. La propuesta
consta de cuatro grupos (4) de actividades en donde se articulan elementos de la
Educacion Matematica Realista y las teorias de Brousseau y Chevallard
relacionadas con el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Los
conceptos basicos de coordenadas polares se tienen en cuenta en la
estructuracién de las guias, como Unico propésito para la comprension de otro
sistema de representacion gréafica de curvas en donde se involucran elementos del
pensamiento geométrico, métrico y variacion propuestos por Ministerio de
Educacién Nacional. Los resultados obtenidos muestran que los estudiantes a
través de actividades en donde relacionan el contexto diario, usan recursos y
materiales lo cual les ayuda a comprender los elementos basicos del plano polar y
su aplicacion en la representacion de algunas curvas.

Palabras claves: Educacion Matematica Realista, Coordenadas polares, Cardioide,
parabola y elipse.
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Abstract

The following work shows a didactic unit to bring in the polar coordinates to eleventh
grade students in Secondary School and their application in the polar plan to
introduce and analyze the parable and ellipse. The proposal has got four groups of
activities which articulate items of the realistic Mathematics Education and
Brousseau and Chevallard’s theories related to the teaching and learning
processes. The basic concepts of polar coordinates are taken into account in the
working guides structures as an outcome in the comprehension of other system of
graphic representation of curves where items of the geometric, metric and
variational thought proposed by the Educational Secretary Ship are involved. The
results show that the students through activities which relate the daily context use
resources and materials that help them to understand the basic items of the polar
plan and its application in the representation of some curves.

Keywords: Realistic Mathematics Education, Polar Coordinates, Cardioid, parable
and ellipse.
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Introduccioén

En los grados 10 y 11 de educacion media se evidencian dificultades en los
estudiantes relacionadas con el manejo de coordenadas rectangulares y su
aplicacion en la representacion de relaciones y funciones reales, como lo plantean
Acufa [1], y Arce y Ortega [3] los estudiantes no solo tienen problemas en graficar
y sino que esto dificulta la interpretacion de dichas graficas. El Ministerio de
Educacién Nacional (MEN) en los Estandares de Competencias en Matematicas
[22] afirma que “es importante sefalar que un mismo contenido matematico puede
y en ocasiones debe presentarse a través de diversas situaciones”.

En este trabajo se disefia e implementa una unidad didactica para introducir las
coordenadas polares y sus aplicaciones en la representacion y analisis de la
parabola y la elipse como una alternativa para representar curvas en el plano.
Algunas investigaciones plantean que trabajar con coordenadas polares resulta
mas sencillo para los estudiantes, como Sandberg, Huttenlocher y Newcambe
(1996) citados por Jiménez [18] y Zambrano [31]. Por otra parte, Chau y Sanchez
[12] en su trabajo “Coordenadas polares: curvas maravillosa” plantean que es
posible trabajar este sistema de representacion en el plano utilizando programas
de computador. Con relacion al uso de software educativo en el aula de clase, en
la propuesta se emplea en una de las actividades el software Winplot en donde
se evidencian las ventajas de usar estos programas de computador como ayuda
al aprendizaje.

Para el disefio de la propuesta se tienen en cuenta diferentes aspectos de la
educaciéon matematica, primero se deben identificar etapas del desarrollo histérico
y epistemoldgico de los sistemas de coordenadas, en particular los relacionados
con los problemas que motivaron la introduccion de las coordenadas polares, la
pardbola y la elipse. Tal como lo propone el MEN en los lineamientos curriculares
de matematicas “el conocimiento de la historia proporciona ademas una vision
dindmica de las matematicas y permite apreciar como sus desarrollos han estado
relacionados con las circunstancias sociales y culturales e interconectadas con los
avances de otras disciplinas, lo que trae importantes implicaciones didacticas:
posibilidad de conjeturar acerca de desarrollos futuros, reflexion sobre limitaciones
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y alcances en el pasado, apreciacion de las dificultades para la construccion de
nuevos conocimientos”.

También, en el proceso de ensefianza-aprendizaje el docente debe poner en
practica su capacidad creativa, de innovacion y explorar con los estudiantes
espacios para el aprendizaje. Es importante brindarles a los estudiantes diferentes
maneras como las matematicas pueden ser contextualizadas y/o representadas en
donde la interaccion con otros, el uso materiales y recursos sean una oportunidad
para aprender. En este sentido, el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) en los
Estandares de Competencias en Matematicas propone que “es necesario que en
los procesos de ensefianza de las mateméticas se asuma la clase como una
comunidad de aprendizaje donde docentes y estudiantes interactian para construir
y validar conocimiento, para ejercer la iniciativa y la critica y para aplicar ese
conocimiento en diversas situaciones y contextos”. Con relacion a lo anterior, en
la propuesta se tienen en cuenta algunos elementos de la Educacion Matematica
Realista propuesta por Hans Freudenthal [2] en donde el contexto diario del
estudiante brinda la posibilidad de que los estudiantes lleguen a una “matematica
para todos” y en los espacios creados para el desarrollo de las actividades se
busca que los estudiantes puedan encontrar en el conocimiento la mejor manera
de resolver una situacion como lo dice Brousseau [8]. Este conocimiento segun
Chevallard [13] pasa por varios momentos en esta propuesta se toman dos, la
protomatematica y la paramatematica.

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente se disefia e implementa una unidad
didactica que se divide en cuatro (4) grupos de actividades.

El primer grupo contiene dos (2) guias, que buscan a través del juego tiro al blanco
un acercamiento al sistema de coordenadas polares midiendo radios vectores y
angulos para luego representarlos en el plano polar estos elementos posibilitando
la comprension del plano polar.

El segundo grupo de actividades lo conforman tres (3) guias, en donde se hace la
construccidon mecanica de la Cardioide a través tejido y también se obtiene esta
curva utilizando dos aros. Después se hace la representacion en el plano polar
utilizando la tabulacion y la simetria de la curva.

El tercer grupo de actividades lo conforman cuatro (4) guias, que permiten
observar algunos elementos de la parabola y la elipse que se obtienen a partir de
cortes del cono y el cilindro. También se hace una construccion por medio de
tejidos, se obtienen algunos elementos de estas curvas por construccion
geométrica y posteriormente se representan en el plano polar.



Introduccién 3

El cuarto grupo contiene tres (3) guias en donde se utiliza el programa Winplot que
permite graficar las curvas en coordenadas polares teniendo en cuenta los
elementos de las curvas obtenidos en las anteriores actividades; se hace una
aplicacion de la propiedad reflectora de la parabola; se buscan aplicaciones de la
elipse en el contexto de los estudiantes por medio de objetos e imagenes y se hace
una lectura en donde se muestra la determinacion tedrica de las ecuaciones como
modelo de la gréfica obtenida.

Las anteriores actividades brindan a los estudiantes la posibilidad de comprender
los elementos del plano polar y la aplicacion en la representacion y andlisis de la
parabola y la elipse a través de situaciones significativas. Ademas, este trabajo
puede servir para que los docentes se motivan y puedan introducir sistemas de
coordenadas cilindricas y esféricas en la educacion media.



Introduccién




1. Propuesta de trabajo

1.1 Contexto institucional

La Instituciébn Educativa Municipal Santiago Pérez se encuentra ubicada en la
ciudad de Zipaquira Cundinamarca, el establecimiento educativo es de caracter
oficial mixto; calendario A; con jornada mafiana y noche para adultos. Tiene 39
afios de fundada. Cuenta con dos salas de informatica donde trabajan tres
estudiantes por cada computador. La institucion tiene dos sedes: primaria con
grados desde preescolar hasta cuarto (4) y la otra sede va desde grado quinto (5)
hasta grado once (11). Se tiene en cuenta para la valoracién de los desempefios
de los estudiantes el saber, saber hacer y el ser. Los egresados de grado once (11)
reciben el titulo de bachiller académico.

La implementacién de la unidad didactica se hace con un sdlo curso del grado once
(11) de los cinco (5) que hay en la institucion; la edad de los estudiantes oscila
entre los 15y 17 afios; el nivel del Sisbén esta entre 1y 3; viven en su mayoria con
los padres los cuales por lo menos uno trabaja, desempafiandose en diferentes
trabajos relacionados con empresas regionales, construccion, servicio domeéstico,
vendedores informales, profesionales entre otros. Se observa poco
acompafamiento de los padres en las tareas y deberes de los estudiantes en casa.

Por otra parte, revisando el plan de estudios del area de matemaéticas de la I.LE.M
Santiago Pérez se encuentra que en el conjunto de grados 10 y 11 (Educacion
media) no se plantea el tema de las coordenadas polares, debido posiblemente a
la extensién del programa de matematicas y al tiempo de que se dispone para
desarrollar el programa, cuatro (4) horas semanales, tiempo que se ve reducido por
las actividades programadas por la Institucion. Ademas no se cuenta con textos
gue desarrollen el tema para el nivel medio.

Ademas de lo anterior es importante resaltar que en los Estandares basicos de
competencias matematicas del Ministerio de Educacion Nacional, en el conjunto de
grados 10 y 11 del pensamiento espacial y sistemas geométricos se menciona la
localizacion de objetos en diferentes sistemas de representacion entre ellos el de
coordenada polares.

El material que se construyé en la propuesta puede ademas servir a los
docentes de ensefianza media como un recurso didactico para introducir el trabajo
con otros sistemas de coordenadas (cilindricas y esféricas).
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1.2 Definicion de la pregunta

De lo planteado anteriormente surge entonces la pregunta: ¢Cual puede ser una
estrategia didactica para estudiantes de educacion media que permita introducir los
conceptos béasicos de coordenadas polares?

1.2.1 Objetivos de la propuesta

1.2.1.1. Objetivo general

Disefiar una unidad didactica para los estudiantes de grado 11 de la Institucién
Educativa Municipal Santiago Pérez para introducir conceptos bésicos
decoordenadas polares y sus aplicaciones en la representacion y analisis de la
parabolay la elipse.

1.2.1.2. Objetivos especificos

> ldentificar etapas del desarrollo historico de los sistemas de coordenadas en
particular las relacionadas con los problemas que motivaron la introduccion
de las coordenadas polares.

» Seleccionar tépicos a incluir en la unidad a partir del analisis de
conocimientos previos requeridos.

» Contrastar investigaciones didacticas o propuestas de aula relacionadas con
las coordenadas polares para seleccionar las pertinentes a la unidad
didactica.

» Elaborar estructura y componentes de la unidad didactica.
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2.Metodologia

Para el desarrollo de la propuesta se le da importancia al proceso de ensefianza-
aprendizaje y es primordial planear y organizar las actividades de tal forma que le
permitan al profesor identificar aspectos que pueden ser relevantes a la hora de
llevarlas al aula de clase, lo que se pretende con este trabajo “...es la interrelacion
de todos los elementos que intervienen en el proceso de ensefianza- aprendizaje
con una coherencia interna metodoldgica y por un periodo de tiempo determinado”
(Ibafez: 1992, P 13)[17]. Y como base en esa “interrelacion” se toman algunos
elementos de la investigacion accion en especial aquellos que “...desde el punto
de vista metodoldgico y técnico no se diferencia mayormente de las caracteristicas
sefaladas para la investigacion de tipo cualitativo...deben estar explicitas todas
aquellas acciones y actividades que a la postre van a servir para resolver el
problema” (Cerda: 2000, P 100) [10].

Se analiza el desarrollo histérico y epistemolégico de las coordenadas desde las
primeras aproximaciones de Apolonio e Hiparco; pasando por las contribuciones
de Descartes y Fermat con relacion a la coordenadas cartesianas; los aportes de
Cavaliere hasta llegar a los sistemas de representacion propuestos por Newton en
especial el de coordenadas polares, que surge buscando solucionar problemas
relacionados con las tangentes y las curvas. Ademas, se incluye la aparicién de
algunas curvas obtenidas para dar solucion a los tres problemas griegos de la
antigliedad. En especial la parabola y la elipse, desde su primera aproximacion
gue hace Menecmo buscando solucionar el problema de la duplicacién del cubo
hasta Apolonio y la utilizacion de los cortes que hace del cono a través de la
inclinacién del plano.

De lo anterior se toman los aspectos disciplinares que se trabajan en la propuesta
y se aclara que no se pretende hacer un trato de coordenadas polares y su
aplicacién en la representacion y analisis de la pardbola y la elipse sino que se
escogen aquellos conceptos que pueden ser trabajados por los estudiantes de
grado 11 de educacion media.

Se aborda en el trabajo aquellas investigaciones o experiencias de aula donde se
evidencian las dificultades que tienen los estudiantes en el trazado de curvas en
el plano. También se toman los escritos sobre las cénicas que hacen referencia a
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la representacion de estas en el plano cartesiano o algunos procedimientos para
su construccion; y se tienen en cuenta aquellas investigaciones que plantean que
los estudiantes son capaces de trabajar con coordenadas polares.

Para el disefio de la unidad didactica se aplica una prueba diagnostica que nos
permite evidenciar los saberes previos de los estudiantes como lo propone Ausubel
“...el aprendizaje debe ser una actividad significativa para la persona que aprende
y dicha significatividad esta directamente relacionada con la existencia de
relaciones entre el conocimiento nuevo y el que posee el alumno. Esto solo sera
posible si el estudiante utiliza los conocimientos que ya posee, aunque €stos no
sean totalmente correctos” (Carretero: 1993, P 27) [9]. Ademas, se tienen en cuenta
los cinco procesos generales de la actividad matematica propuestos por el
Ministerio de Educacion Nacional en los lineamientos curriculares [23] y estandares
de competencias en mateméticas [22]: formular y resolver problemas; modelar
procesos y fendmenos de la realidad; comunicar; razonar, y formular, comparar y
ejercitar procedimientos y algoritmos.

La propuesta toma elementos de la Educacion Matematica Realista (EMR) [2]
propuesta por Hans Freudenthal en donde plantea que el contexto de la vida diaria
y la experiencia real, deben permitir llegar a una “matematica para todos”, en este
sentido las actividades planteadas permite en los estudiantes la posibilidad de
encontrar la manera de como afrontar la matematica, entonces “... se trata de
posibilitar el acceso a conocimientos, destrezas y disposiciones mediante
situaciones... que generen en los estudiantes la necesidad de utilizar herramientas
para su organizacion y solucién” [2]. En este orden de ideas “...los contextos en la
Educacion Matematica Realista se constituyen en puntos de partida de su actividad
matematica, promoviendo el uso de su sentido comun y de sus estrategias
informales, permitiéndoles luego avanzar hacia niveles de mayor formalizacién” [2].

A partir de lo anterior, se seleccionan los contenidos y se plantean los objetivos
de aprendizaje; las actividades que permiten alcanzar esos objetivos; y los
recursos y materiales que facilitan el aprendizaje. Se hace la aplicacion de las
actividades y se formulan unas conclusiones y recomendaciones.

Con la presente propuesta, los estudiantes de grado once (11) de la Institucion
Educativa Municipal Santiago Pérez, identifican, usan y describen los conceptos
basicos de las coordenadas polares y los aplican en analisis y representacion de
curvas y en especial de la pardbola y la elipse. A través de situaciones que se
proponen en las actividades.



iError! No se encuentra el origen de la referencia.
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3.Desarrollo de la propuesta

3.1 Referentes Historicos y Epistemoldgicos

3.1.1. Primeras ideas de coordenadas

La manera como Apolonio (262 a.C-169 a. C) en su obra, Las Conicas, le da un
tratamiento a las secciones conicas relacionandolas con areas y longitudes es una
técnica que habian utilizado los pitagéricos. Lo anterior, es uno de los primeros
inicios relacionados con la utilizacion de coordenadas como lo afirma Gonzéalez
[2003] Apolonio considera ciertas lineas de referencia —didmetros conjugados o
diametro —tangente-, que juegan un papel de coordenadas. También, en las
observaciones astronémicas realizadas por los egipcios o desde Hiparco como lo
dice Bell (Bell: 1949; P146) [4] como todo astronomo que ha estudiado la posicion
de los planetas, Hiparco utilizd las coordenadas, y en particular la longitud y la
latitud. Estas aproximaciones no representan por si solas el uso de un sistema de
coordenadas, no parece presentarse ningln caso en la geometria antigua en el
gue se fije un sistema de coordenadas de referencia a priori, con el fin de
representar graficamente una ecuacioén o relacion expresada de manera simbolica
o retédrica [6].

3.1.2. Renato Descartes y la geometria analitica

Renato Descartes (1596-1650) hizo junto con Fermat unos de los aportes
importantes en el desarrollo de las matematicas al relacionar elementos del
algebra y la geometria en particular lo que se refiere a la representacion en
coordenadas cartesianas como lo afirma Gonzalez [15], los trabajos de Euler sobre
Geometria Analitica representan la consumacion de las ideas de Fermat y
Descartes en la aplicacion de las ecuaciones del Algebra a la resolucién de
problemas geométricos mediante sistemas de coordenadas. Esta poderosa
herramienta solucionaria muchos de los problemas antiguos sobre lugares
geomeétricos, curvas, tangentes entre otros. La disciplina que crearon Descartes y
Fermat se llama geometria de coordenadas o analitica, y su idea central es asociar
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ecuaciones algebraicas a las curvas y superficies [19]. Los trabajos de Descartes
y Fermat estan relacionado con la forma de presentar la geometria analitica y
difieren profundamente. Por un lado, Fermat para sus investigaciones sobre las
curvas parte de las obras de los antiguos gedmetras griegos en especial de las
obras de Apolonio y por su parte Descartes en su obra La Géometrie hace una
critica de la tradicion griega y proponia con sus métodos romper con ella [19].

En el sistema de coordenadas cartesiano, la posicion de los puntos de la curva
guedaba especificada por los nimeros de las longitudes de los dos segmentos
determinados. Con lo anterior, hallaba la ecuacion, la resolvia, la interpretaba
geométricamente (Sanchez: 2012) [29]. Con la invencion de la geometria analitica
se establecen las relaciones entre las letras como variables y las diferencias de
estas con las constantes; de las curvas planas y sus ecuaciones y entre otras
relaciones, las superficies y las ecuaciones de tres variables, entonces una
circunstancia afortunada fue la aparicién en el momento justo de la Geometria
analitica, la gran creacion del siglo XVII [5].

3.1.3. Isaac Newton y las coordenadas polares

Antes que Isaac Newton (1642-1727) inventara las coordenadas polares, una de
las primeras aproximaciones la hace Bonaventura Cavaliere (1598-1647) cuando
relaciona los puntos de la parabola de Apolonio con la espiral de Arquimedes, como
lo afirma Boyer [6] la idea de comparar indivisibles rectilineos con indivisibles
curvilineos. Cavaliere relaciona mediante una rotacion alrededor del vértice O la
parabola x? = ay, como se muestra en figura 3-1. Dando la forma de un espiral,
gue el punto O permanezca fijo, mientras que el punto P, pasa a ocupar la posicion
P’, entonces las ordenadas de los puntos de la pardbola se consideran como
transformadas en radios vectores por medio de las relaciones x =rey = r0, lo que
ahora llamamos coordenadas cartesianas y polares [6].

Figura 3-1 Parabola y espiral

Figura 3-1. Pardbola y espiral
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Newton en su obra The Method of Fluxions and Infinite Series, escrita hacia el afio
1671 pero publicada por primera vez en 1736, presenta una de las ideas originales
el haber empleado nuevos sistemas de coordenadas [18] buscando dar solucion
a problemas relacionados con las curvas Yy las tangentes, segun Boyer [7] se
presentan en esta obra ocho nuevos sistemas de coordenadas la que llama Newton
Su séptima manera para espirales, es el que se conoce familiarmente hoy con el
nombre de coordenadas polares, este sistema de coordenadas polares permite
determinar la subtangentes de las espirales en especial la espiral de Arquimedes
también se definen en esta obra las ecuaciones que relacionan las coordenadas
cartesianas y las coordenadas polares Boyer [6]. Newton en su obra emplea la
geometria analitica, sobre todo el trazado de curvas a partir de sus ecuaciones.
Los matematicos de la época usaban generalmente un solo eje y trazaban los
valores de “y” formando un &ngulo recto u oblicuo con el eje, esto es lo que
corresponde particularmente a nuestro sistema de coordenadas polares [19]

Las coordenadas polares establecidas por Newton toman la distanciay un angulo
para representar un punto del plano, el haber utilizado este angulo es la
caracteristica esencial en el que los parametros difieren de los adoptados por
Descartes y Fermat [11]. En 1803 Carnot en su obra, Géometrie de position, se da
cuenta que los sistemas de coordenadas cartesianos y polares podian modificarse
de muchas maneras este hecho ya lo habia formulado Newton. Carnot afirma que
la ecuacion de una curva depende del sistema de coordenadas que se utilice para
representarla pero que las propiedades de dicha curva no dependen del sistema
de ejes elegido [6].

La invencion de las coordenadas también se le atribuye a Jacques Bernoulli porque
hace una publicaciéon de un articulo antes que Newton en el Acta Eruditorum de
1691 [19]. Newton y Jacques Bernoulli introducen y emplean lo que son
esencialmente las coordenadas polares para curvas especiales, otros autores
como Jacob Hermann en 1729 no solamente proclama su utilidad general, sino que
también las aplico al estudio de curvas, proporcionando transformaciones de
coordenadas polares a rectangulares usando las notaciones de sen6 y cosf. Por
su parte Euler extendio el uso de las coordenadas polares y utilizé claramente la
notacion trigonomeétrica y es €l, quien practicamente implanta el sistema moderno
[20].

3.1.4. Las Conicas y otras curvas

Algunos problemas planteados en la antigiedad generaron importantes
contribuciones a las matematicas en lo que se refiere a la generacion de curvas y
las secciones conicas, los tres problemas griegos de la antigiiedad como se
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conocen, los presenta Bell [4], asi: problema uno. Triseccién del angulo; problema
dos. Construir el lado de un cubo cuyo volumen sea el doble del de otro dado; y el
problema tres. Construir un cuadrado de igual area que un circulo dado. Para dar
solucion a estos tres problemas fue necesario la construccion de curvas como por
ejemplo la concoide de Nicomedes (siglo Il a. c¢) se inventd para resolver el
problema de la triseccion y la cuadratriz, de Hipias (siglo V a. ¢) para la rectificacion
y la cuadratura del circulo. Es preciso indicar que estas curvas son representadas,
entre otros sistemas, a lo que hoy se conoce como sistema de coordenadas
polares.

Los griegos clasificaron las curvas teniendo en cuenta los criterios establecidos por
Pappus segun Kline [1992-1] la clasificacion que hacen los griegos es la siguiente:
los lugares planos o curvas planas eran los que se podian construir a partir de
lineas rectas y circulos; las cénicas recibian el nombre de lugares solidos puesto
gue se originaban a partir del cono; las curvas lineales, como cuadratrices,
concoides, cisoides y espirales formaban la tercera clase. Curvas como la
cuadratriz de Hipias, la concoide de Nicomedes y la cisoide de Diocles quedaron
como algo marginal de la geometria; recibieron, en este caso, el calificativo de
mecdanicas, mas que geometricas.

Entre las curvas también se destacan la lemniscata introducida por Bernoulli en
1694, que es un caso particular de las curvas llamadas Ovalos de Cassini 0
lemniscatas generales. El propio Descartes introdujo la espiral logaritmica, cuya
ecuacion en coordenadas polares es p = a?[19].

Con relacién a las conicas el primero que hace mencién a estas curvas es
Menecmo (375 a.C-325 a.C) como lo afirma Bourbaki [5] los primeros ejemplos de
conicas (distintos de la circunferencia) que se introduce a propoésito del problema
de la duplicacion del cubo, son las curvas de Menecmo discipulo de Eudoxio a
mediados del siglo IV. Menecmo habia encontrado la manera de generar unas
curvas por el mismo método buscando dar solucién al problema de la duplicaciéon
del cubo utilizando cortes sobre un cono tal como lo afirma Boyer [6] cortando un
cono circular recto por un plano perpendicular a un elemento o generatriz del cono,
lo que se le atribuye a Menecmo es precisamente el descubrimiento de las curvas
gue recibieron mas tarde los nombres de parabolas y elipse, entre otras.

Sin embargo, fue Apolonio en su obra Las Conicas el que presenta por primera
vez una sistematizacion de las secciones conicas en su obtencion y propiedades,
al respecto Bell [4] dice que, uno de los resultados decisivos que consiguio Apolonio
fue reemplazar las tres especies de conos que usaban sus predecesores para
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obtener las diferentes conicas, por el cono circular recto del que todas son
secciones. Para la parabola y la elipse. Ver figura3-2.

Figura 3-2 La Parabola y la elipse de Apolonio

Elipse Parabola

Figura 3-2. La parabolay la elipse de Apolonio

Las Conicas de Apolonio segun Kline [19] es una obra que consta de ocho libros
gue contienen 487 proposiciones, se conservan las cuatro primeras reproducidos
en manuscritos griegos de los siglos Xl y XIll, y los tres siguientes en una
traduccion al arabe escrita en 1920 y el octavo libro se ha perdido. Con relacion a
Las Cdnicas Guzman [16] hace un resumen, asi:

l.
Il
[I.
V.
V.

VI.

VII.
VIII.

Modos de obtencion y propiedades fundamentales de las coénicas.
Didametros, ejes y asintotas.

Teoremas notables y nuevos. Propiedades de los focos.

Numero de puntos de interseccion de conicas.

Segmentos de maxima y minima distancia a las conicas. Norma, evouta,
centro de curvatura.

Igualdad y semejanza de las secciones conicas. Problema inverso: dada
la conica hallar el cono.

Relaciones métricas sobre diametros.

(Se desconoce su contenido. Tal vez problemas sobre diametros
conjugados).

El libro I, comienza con la generacion del cono circular oblicuo de dos hojas
gue, seccionado por un plano, dara lugar a los diferentes tipos de conicas.
Apolonio ha captado como esta consideracion de un solo cono permite la



18 Estrategia didactica para introducir las coordenadas polares y sus aplicaciones en
la representacion y andlisis de la pardbola y la elipse

obtencion de las tres conicas segun la inclinacion diversa del plano e introduce
el lado recto, considera el centro, ejes, diametros conjugados, tangentes... y
ataca el problema de construccién de la conica dados diversos elementos.

El libro 1l, estudia fundamentalmente las propiedades de las asintotas de la
hipérbola. El lenguaje de Apolonio es, por supuesto, un lenguaje sintético,
utilizando a la perfeccion los viejos procedimientos pitagoricos de la aplicacion
de las areas. Los resultados sin embargo son facilmente traducibles al lenguaje
de la geometria analitica.

El libro Ill, se dedica primero a estudiar las relaciones de triangulos y
cuadrilateros determinados por tangentes y diametros conjugados. Obtiene la
relacion armonica sobre los cuatro puntos determinados en una secante a la
cbnica que pasa por un punto, su polar y los dos de interseccion de la secante
con la cénica. En la proposicién 41 se establece como tres tangentes a la
parabola se cortan en la misma razén y asi resulta la parabola como envolvente
de las rectas con esta propiedad.

El libro 1V, es de bastante menos valor. En él estudia el nUmero de puntos de
interseccion de las cénicas. Es interesante desde el punto de vista légico que
de sus 57 proposiciones, las 23 primeras se demuestren por reduccion al
absurdo.

El libro V, que consta de 77 proposiciones es, con gran diferencia, el mas
sorprendente de todos. Se puede decir que en él Apolonio, 20 siglos antes que
Huygens (en su Horologium Oscillatorium, 1763) introduce ya, a su modo, con
instrumentos puramente sintéticos, nociones tales como normal a una curva,
evoluta, centro de curvatura, etc.,... y que logra obtener estos elementos para
las conicas de la manera mas rigurosa.

En el libro VI, dedicado fundamentalmente a la igualdad y semejanza de
conicas aparece el problema interesante siguiente: dada la conica y dado el
cono circular recto hallar una seccion del cono que sea igual a la cénica dada.

Las proposiciones del libro VII, nuevas en su mayor parte, como Apolonio
mismo sefala, contiene numerosas relaciones meétricas entre diametros
conjugados, areas, etc...

Con relacion a libro VIII, Kline [19] afirma que sea perdido, aunque en el siglo XVII
Halley llevé a cabo una reconstruccion basandose en las indicaciones de Pappus.
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Los sucesos histéricos y epistemoldgicos descritos anteriormente, orientan la
estructura de la propuesta que inicia con un tablero de tiro al blanco que da la idea
de medicion de angulo y radio vector para establecer la ubicacién de un punto,
recreando el plano polar inventado por Newton. La construccion mecénica de la
parabola y la elipse muestran un acercamiento a lo que Menecmo y Apolonio
hicieron. Luego, las coénicas y otras curvas con el pasar de los siglos son
representadas en un sistema de coordenadas, para el caso de esta propuesta son
representadas en el plano polar. Los estudiantes experimentan estos
procedimientos en una secuencia de actividades que son desarrolladas a la luz de
la teoria de Brousseau [8] que dice, “para hacer posible semejante actividad, el
profesor debe imaginar y proponer a los alumnos situaciones que pueden viviry en
las que los conocimientos van a aparecer como solucion optima y descubrible en
los problemas planteados”.

Asi mismo, para cumplir con el propésito de estas situaciones en este trabajo los
objetos mateméaticos deben pasar por dos de los momentos que plantea Chevallard
[13] primero, la protomatemética, en donde los conceptos son usados en forma
implicita en actividades del ser humano, se determinan condiciones de uso y
manejo, pero no hay conciencia de la existencia como objeto abstracto y después
la paramatematica, en donde la toma de conciencia de la existencia del concepto
generado por la familiaridad de uso, a pesar de que estudian sus relaciones,
propiedades, organizaciones, aun no hay teoria que lo sustente.

3.2. Referentes disciplinares

Los aspectos disciplinares que se desarrollan en la unidad didactica no
pretenden ser un tratado sobre el sistema de coordenadas polaresy la aplicacion
de este en la representacion de curvas sino que se toman elementos que permiten
hacer una introduccién a este sistema de coordenadas con estudiantes de grado
11 de educacion media.

Con relacion a los textos escolares de ensefianza media consultados, la mayoria
no tienen en sus contenidos las coordenadas polares, por ejemplo: Conexiones
matematicas 10 de grupo editorial norma; Nueva Matematica Constructiva 10 de
libro y libro S.A; Matematicas Prentice Hall Trigonometria de Prentice Hall,
Trigonometria y Geometria Analitica de Santillana e Hipertexto matematicas de
Santillana. Los anteriores textos presentan el tema sobre secciones cénicas con
dibujos de cortes de cono y la definicién del lugar con sus ecuaciones cartesianas
gue se deducen a partir de la definicidn utilizando el plano cartesiano. En el texto
escolar Desempefios Matematicos 10 de editorial educativa hacen una breve
presentacion de coordenadas polares, dan una definicion y de inmediato muestran
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una relacion entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas y Ssus
conversiones. Por ultimo muestran una tabla y la gréafica de una curva en el plano
polar sin mencionar por ejemplo, las simetrias de las curvas que son importantes a
la hora de graficar. En este sentido la propuesta didactica se convierte en una
buena alternativa para el docente de ensefianza media, si pretende introducir estos
temas en coordenadas polares.

En los libros de texto de ensefianza universitaria revisados se tiene que, el Calculo
y Geometria Analitica de Stein y Barcellos y el Célculo de Edwards definen el
plano polar y la relacién con los elementos del plano cartesiano, grafican curvas en
el plano polar pero no hacen mencién de las cbnicas en este sistema de
coordenadas. En el Calculo con Geometria Analitica de Swokowski [30] hacen una
presentacion similar con relacién al plano polar y la representacion de curvas, con
la diferencia que en este célculo incluyen una seccién de las conicas en
coordenadas polares. Para la propuesta se toman como base de los aspectos
disciplinares el Célculo con Geometria Analitica de Leithold [21] y el Calculo
Multivariable de Stewart, estos libros hacen referencia del sistema de coordenadas
polares y las conicas en el plano polar con sus ecuaciones de forma detallada en
comparaciéon con los libros mencionados anteriormente.

3.2.1. Sistema de coordenadas polares

El método para especificar la posicion de un punto en el plano se llama un sistema
de coordenadas, existen diferentes sistemas de coordenadas para fijar la posicion
de un punto en el plano, los dos sistemas mas aceptados son principalmente el
sistema de coordenadas cartesiano y el sistema de coordenadas polares. Las
coordenadas cartesianas son nameros, la abscisa y la ordenada, y tales nimeros
son distancias desde dos rectas fijas. El sistema de coordenadas polares es
importante debido a que proporciona ecuaciones mas simples para algunas
curvas. En coordenadas polares las conicas por ejemplo tienen una ecuacién. Esta
ecuacion se aplica en la deduccion de las leyes de Kepler de la fisica y al estudio
de los movimientos planetarios en astronomia.

Las coordenadas polares consisten en una distancia dirigida y un angulo respecto
a un punto fijo y a un rayo fijo (o semirrecta). El punto fijo recibe el nombre de polo
(u origen) y se designa con la letra O. Al rayo fijo se le llama eje polar (o recta polar)
y se designa como OA. El rayo OA suele trazarse horizontalmente y se prolonga
en forma indefinida. Ver figura 3-3.



Capitulo 3 21

Figura 3-3 Plano sistema coordenadas polares

P(r, 6) P(r,8)

£jepolar

| 0 _
0 > A

Figura 3-3. Plano sistema coordenadas polares

El angulo 6 se mide en radianes y es positivo si se mide en direccion contraria a
la de las manecillas del reloj, partiendo del eje polar, y negativo si se toma en la
direccién en que giran las manecillas del reloj. Ver figura 3-4.

Figura 3-4 Angulos positivos y negativos

P(r,6) Eje polar

ONJ 4

f Eje polar D[ 6)

O Angulo positivo )
Angulo negativo

Figura 3-4. Angulos positivos y negativos

Sea P cualquier punto en el plano de coordenadas polares, distinto de O y 6
medido en radianes del angulo dirigido AOP, teniendo su lado el rayo OA como su

lado inicial y el rayo OP como su lado terminal. Entonces, si r es la distancia no
dirigida desde O a P (es decir r = |W|) un conjunto de coordenadas polares de

P esta dado por r y 8 y se escriben estas coordenadas como (7, ).

En el sistema de coordenadas polares un punto dado tiene un namero ilimitado de
conjuntos de coordenadas polares a diferencia del sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares en donde existe una correspondencia uno a uno entre el
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sistema de coordenadas cartesiana rectangulares y la posiciéon de los puntos en el
plano.

Ahora si tomamos las coordenadas polares para r negativo. En este caso, en
lugar de que el punto se encuentre en el lado terminal del angulo, se halla en la
prolongacion del lado terminal, que es el rayo desde el polo en direccidon opuesta
al lado terminal. Entonces, si P esta en la prolongacion del lado terminal del angulo

6 medido en radianes, un conjunto de coordenadas polares de P es (1, 8), donde
r = —|OP)|. Ver figura 3-5.

Figura 3-5 Representacion Punto parar negativo

L @0
r+f _F
Xy
-0
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Se menciond anteriormente que a un punto particular se le puede asignar un
namero ilimitado de conjunto de coordenadas polares. Pero si se hace una

restriccién para un punto P que no es el polo, y r y 6 se toman de tal forma que

r >0y 0 <60 < 2m, entonces existe un conjunto Unico de coordenadas polares
para P. Como el angulo por lo general se mide en radianes se tiene que un conjunto
de coordenadas polares de un punto es un par ordenado de numeros reales. A
cada uno de los pares ordenados le corresponde un Unico punto que tiene este
conjunto de coordenadas polares.

3.2.2.Gréfica de una ecuacién en coordenadas polares

La gréfica de una ecuacion en coordenadas polares 1 y 6, consiste en todos
aquellos (y soélo aquellos) puntos P que tengan por lo menos un par de
coordenadas que satisfagan la ecuacién. La ecuacién de una grafica en
coordenadas polares se le llama ecuacion polar. A continuacion se muestra como
se determinan las ecuaciones que se trabajan en la propuesta, estos pasos
generalmente no se hacen en el aula en donde las ecuaciones se les dan a los
estudiantes sin mostrar de donde se obtienen. Se puede empezar preguntando
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previamente ¢qué condicion cumple un punto (r,6) para que sea punto de la
curva? Se considera un punto arbitrario (r, 8), luego, se somete a las propiedades
geométricas de la curva obteniéndose como respuesta la ecuacion. Partiendo de
la grafica a la ecuacion.

3.2.3.Ecuacién de unarecta en coordenadas polares
Si una linea recta pasa por el polo, su ecuacion polar es de la forma:
0=C

Donde C es una constante que representa el &ngulo polar de cualquier punto de la
recta. Ver figura 3-6.

Figura 3-6 Gréfica linearecta que pasa por el polo
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Figura 3-6. Grafica linea recta que pasa por el polo.

Se considera el caso en que la recta no pase por el polo. Para esto se debe estudiar
las posibilidades, como se muestra en la figura 3-7, la recta L no sea paralela al eje

. 1 . .
polar o al eje a 90°0 (; m); 0 bien, para el caso en que L sea paralela o perpendicular
al eje polar.
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Figura 3-7 Rectas que no pasan por el polo

i

Figura 3-7. Rectas que no pasan por el polo

» Sea L una recta no paralela ni perpendicular al eje polar. Desde el polo se
traza la normal ON a L. Sean P (r,6) un punto cualquierade Ly (p,w) el
par principal p >0y 0 <6 <360° 0 (0 <6 < 2m) de coordenadas polares

de N, ver figura 3-8.

Figura 3-8 Construccion para obtener la ecuacion recta
P(r,0)

Nip, =)
P

¥

}ca
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~

Figura 3-8. Construccion para obtener la ecuacion recta que no es paralela ni perpendicular al eje polar.

El triangulo AONP es un triangulo rectangulo, recto en N, uno de cuyos angulos
agudos es (6 — w) y de hipotenusa r. Por lo tanto:

cos(6 —w) = g

es decir:
rcos(6 —w) =p

gue representa la ecuacién polar de L.
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» Silarecta L es perpendicular al eje polar y se encuentra a p > 0 unidades
del polo, como se muestra en la figura 3-9, entonces, de acuerdo con el
analisis del primer caso, w = 0y la ecuacion polar de L es de la forma:

rcosf = tp; (p > 0)

tomando el signo positivo 0 negativo segun si la recta esté a la derecha o a la
izquierda del polo respectivamente.

Figura 3-9 Construccién para obtener la ecuacion de la recta perpendicular al eje polar
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Figura 3-9. Construccion para obtener la ecuacién de la recta perpendicular al eje polar

» Ahora, se considera el caso en que la recta L sea paralela al eje polar, como
se muestra en figura 3-10, donde L se encuentra a p > 0 unidades del polo.

Figura 3-10 Construccion para obtener la ecuacion de larecta paralela al eje polar

[ +—n Pir. 0 .

Figura 3-10. Construccidon para obtener la ecuacion de la recta paralela al eje polar.

Si P (r,0) es un punto genérico de L, AOPN es un tridngulo rectangulo, recto en
N, de hipotenusa r.

Se sabe que < NPO = 6 por ser angulos alternos internos entre paralelas. Asi, en
ANPO:
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senf = p
r

es decir:
rsenf =p

Para el caso en que L esté por abajo del eje polar:
rsenf = —p; (p > 0)

Los resultados obtenidos se resumen en la tabla 3-1.

Tabla 3-1 Ecuacién de la recta en coordenadas polares

Enunciado Ecuacién polar de la recta

Si (p.w) es el par principal de reaslf —w) =p
coordenadas polares del pie de la
perpendicular trazada desde el polo a
una recta L en el plano coordenado

polar.
g=C
Si la recta pasa por el polo donde C es una constante que puede
restringirse a wvalores no negativos
menores de 180°
Si la recta es perpendicular al eje polar reosf = +p.(p = 0)

y se encuentra a p unidades del polo . . .
donde se elige el signo positive o el

negativo segun si la recta esté a la
derecha o a la izquierda del polo

Si la recta es paralela al eje polar y se rsenf = £p,(p = 0)

encuentra a p unidades de él . . .
donde se elige el signo positivo o el

negativo segun si la recta esté sobre o
debajo del eje polar

Tabla 3-1. Ecuacidon de |la recta en coordenadas polares.
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3.2.4.Simetrias de graficas de ecuaciones polares

Para verificar la simetria de puntos con puntos y puntos con rectas, se tienen en
cuenta las siguientes definiciones:

Dos puntos P y Q son simétricos con respecto a una recta, si y solo si la recta es
la perpendicular bisectriz del segmento PQ; y que dos puntos P y Q son simétricos
con respecto a un tercer punto siy solo si el tercer es el punto medio del segmento
de recta.

La gréfica de una ecuacion es simétrica con respecto a una recta | si y sélo si para
todo punto P en la grafica hay un punto Q, también situado en la grafica, tal que P
y Q sean simétricos con respecto a .

Simetria respecto al eje polar:

Sila curva es simétrica con respecto al eje polar, para cada punto P existe un punto
P, también de la curva, tal que el segmento PP’ es bisecado perpendicularmente
por el eje polar, como se muestra en la figura 3-11.

Figura 3-11 Simetria respecto al eje polar

.rFfr,ﬂJ

= A

Pl
Figura 3-11. Simetria respecto al eje polar

Si M es el punto medio del segmento PP", de los triAngulos rectangulos OPM y
OP’M se deduce que las coordenadas de P’ (r,—68) y (—r, m — 8). De lo anterior se
tiene que: si se obtiene una ecuacion equivalente para una ecuacion en
coordenadas polares cuando (r, ) se sustituye por (r,—6) o bien (—r,m —8), la
grafica de la ecuacion es simétrica con respecto al eje polar. Las demostraciones
para las dos siguientes
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. , . 1 . . sz
Simetria respecto al eje 7 Si para una ecuacion en coordenadas polares se
obtiene una ecuacion equivalente cuando (r, 8) se sustituye por (r,m — ) o bien
e ., . Ly .1
(—r,—0), la grafica de la ecuacion es simétrica con respecto al eje ST

Simetria respecto al polo: Si para una ecuacion en coordenadas polares se
obtiene una ecuacion equivalente cuando (r,8) se reemplaza por (—r,68) o bien
(r,m + 0), la grafica de la ecuacion es simétrica con respecto al polo.

Cuando se traza una grafica y se quiere saber si el polo esta dentro de la grafica
se debe sustituir O por 1 se resuelve para 6.

3.2.5. La Cardioide

A continuacién se muestra como se obtiene la ecuacion de la Cardioide. Es
importante resaltar que en los textos para ensefianza escolar muy pocos
muestran este tipo de procedimientos. Como se menciona anteriormente, las
ecuaciones se dan y los estudiantes no tienen la oportunidad de reflexionar sobre
las construcciones geomeétricas, de como pasar de la grafica a la ecuacion. Esto
permite desarrollar procesos de modelacion y tener la idea de generalizacion,
fundamental en mateméticas.

Sear = acosf la ecuacion de una circunferencia, a > 0 y B es un punto cualquiera
de la circunferencia. Sobre el radio vector OB se toma un punto tal que BP = a. Se
debe hallar el lugar geométrico de P, como se indica en la figura 3-12.

Figura 3-12 Construccion ecuacion polar Cardioide

Figura 3-12. Construccion ecuacion polar cardioide.
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Se representan las coordenadas de B por (r,,0) y las P por (r,08), segun el

enunciado, se tiene:
0 =04; OB=r1r =acosfy
OP = OB + a, por lo tanto
r = acosf + a = a(cosf + 1)

r = a(cosf + 1)

Ahora, si tenemos que r = acosf, a < 0 y las coordenadas de los puntos

B(—ry,6; —180°) y P(r, 8 — 180°), como se muestra en la figura 3-13.

Figura 3-13 Construccion ecuacion polar Cardioide

Figura 3-13. Construccion ecuacion polar cardioide.

Se tiene que:
6, —180° =6 — 180°
0, =6
OB =1, = acos(f8 —180°)y OP = 0B +aq;
Por lo tanto r = acos(6 — 180°) + q;

Por identidades trigopnométricas

r = acosOcos180° + senfBsen180° + a
r=—acosf +a
r=a— acosf
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r =a(l — cos0)

Otras ecuaciones para la Cardioide que se pueden deducir, con procedimientos
similares, son: r = a(1 + senf) yr = a(1 — senf)

3.2.6.La Elipse y la Parabola en coordenadas polares

Una seccion conica se puede definir como el conjunto de todos los puntos P en un
plano de manera que la razon de la distancia no dirigida de P desde un punto fijo a
la distancia no dirigida de P desde una recta fija que no contenga el punto fijo sea
una constante positiva e. Ademas, si e = 1, la seccién del cono es una parabola

y 0 <e <1, setrata de una elipse.

Demostracion. Si e = 1, por la definicién anterior y la definicién de parabola (una
parabola es el conjunto de todos los puntos de un plano, equidistante de un punto
fijo y una recta fija. El punto fijo se llama foco, la recta fija, directriz).

Supongamos ahora que e # 1y F denota el punto fijo y [, la recta fija.

Se toma F como el polo y el eje polar su prolongacion perpendicular a [.
Consideremos el caso cuando la recta [ esta a la izquierda del punto F. Sea D el
punto de interseccion de [ con la prolongacién del eje polar y sea que d represente
la distancia no dirigida de F a [.Ver figura 3-14.

Figura 3-14 Construccion para obtener cénica

P(r, 8)

Figura 3-14. Construccién para obtener cénica

Sea P(r, 8) un punto cualquiera del conjunto situado a la derecha de L y en el lado
final del angulo que mide 6. Se trazan las perpendiculares PQ y PR al eje polar y
recta [, respectivamente.
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El punto P esta en el conjunto descrito si y solo si
|FP| = e|RP| (1)

Como P esta a la derecha de [, RP > 0; asi, |RP| = RP. Ademas, |FP| = r ya que
r > 0. De manera que, de (1) se tiene

r = e(|RP|) )
Sin embargo, RP = DQ y como DQ = DF + FQ, se tiene
RP =d + rcos6
Al sustituir esta expresién de RP en (2)obtenemos
r =e(d + rcosf)
r = ed + ercosO .Transponiendo términos.
r —ercosf = ed

r(1 —ecosO) = ed

ed

r=—22__ 3

1—ecos6 ®3)
Donde e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distancia no dirigida entre
el foco y la directriz correspondiente. Esta ecuacion representa las conicas. Entre
las cénicas que puede representar esta la parabola o la elipse, como se muestra
en la figura 3-15.
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Figura 3-15 Elipse y parabola en el plano polar

ralE
(=T

Directriz Dircl.clri:r.

: 7
/)

( (=
i AN

Figura 3-15. Elipse y pardbola en el plano polar

Con procedimientos similares se pueden obtener las ecuaciones de la parabola
(e=1)ylaelipse (0 < e < 1), segun la ubicacién directriz d > 0, con respecto al
polo (foco). Estas ecuaciones se muestran en la tabla 3-2.

Tabla 3-2 Ecuaciones polares de las cénicas

Enunciado Ecuacion polar conicas, d = 0

Directriz horizontal arriba del polo - ed
1+ esent

Directriz horizontal abajo del polo - ed
1 — esenf

Directriz vertical a la derecha del polo - ed
1+ ecosf

Directriz vertical a la izquierda del polo _ ed
1 — ecosf

Figura 3-2. Ecuaciones polares de las conicas.
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3.2.7.Aplicaciones de la parabolay la elipse

La parabola y la elipse son utilizadas en las estructuras y disefios de muchos
objetos, en construcciones arquitectdnicos, en aparatos tecnolégicos utilizados en
la navegacion, en astronomia, medicina, entre otros. Para describir movimientos
de objetos y en algunas propiedades Opticas.

3.2.8. Algunas aplicaciones de la parabola
A continuacién se mencionan algunas aplicaciones de la parabola.

En las antenas de discos que reciben sefales de radio, television, internet, entre
otros.

La trayectoria de un proyectil, en el cable de un puente colgante, entre otros.

En el espejo parabdlico de un faro buscador, los reflectores parabdlicos de los faros
de los automaviles, entre otros.

La propiedad de reflexion de la pardbola se utiliza en el disefio de espejos
parabdlicos que tienen la forma de la superficie obtenida al girar sobre el eje de
simetria de una parabola. Ver figura 3-16.

Figura 3-16 Reflector parabdlico

Figura 3-1é4. Reflector parabdlico

La propiedad de reflexion de una parabola se puede enunciar de la siguiente
manera:
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Sea P un punto de una parabola. Ver figura 3-17. La tangente a la parabola en el
punto P produce angulos iguales con las dos rectas siguientes:

» Larecta que pasa por Py por el foco.
» Larecta paralela al eje de la parabola que pasa por P.

Figura 3-17 Propiedad parabola

Figura 3-17. Propiedad pardbola.

3.2.9.Algunas aplicaciones de la elipse

En la astronomia, porque las oOrbitas de planetas y satélites describen trayectorias
elipticas.

En la construccion de engranajes para maquinas.

En la forma de bases en envases, el los logos de algunos automdviles, en algunos
engranajes de las bicicletas de carreras entre otros.

En las actividades propuestas los estudiantes exploran algunas de las aplicaciones
de estas curvas, con el propdésito de relacionar las matematicas con el diario vivir
y con otras ciencias para que el aprendizaje sea significativo y genere cierta
disposicion por esta disciplina.
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3.3. Referentes Didacticos

3.3.2. Dificultades en la ensefianza de coordenadas

En el proceso de ensefianza-aprendizaje de las mateméticas es importante
bindarles a los estudiantes las diferentes maneras en las que pueden ser

contextualizadas y/o representadas, “...entre otras muchas situaciones posibles
muy enriqguecedoras y motivadoras para el desarrollo del pensamiento

espacial’(MEN: 2006, P61) [22].

Los estudiantes de los grados 10 y 11 evidencian aun dificultades con el sistema
de coordendas rectangulares, y su aplicacion en la representacion grafica de las
relaciones o funciones reales en el plano. Dificultades que mas tarde se manifiestan
en la comprension del concepto de funcion, como lo plantean: Acufia “dicha
graficacion es desarrollada con frecuencia y casi exclusivamente a través del
método del punteo o tabulacion, lo que representa una fuente de error en el
aprendizaje e interpretacion de las graficas”(Acufa: 2001)[1]; y Arce y Ortega
quienes identifican “deficiencias en el trazado de graficas de funciones de
estudiantes de bachillerato” ( Arce y Ortega: 2013)[3]. Ademas de la situacion
mencionada en este ciclo se introducen en este nivel los conceptos basicos de

trigonometria.

Por otra parte, investigaciones como Sandberg, Huttenlocher y Newcambe (1996)
plantean que trabajar con el sistema de coordenadas polares resulta mas sencillo
para los estudiantes debido a “...que son capaces de organizar jerarquicamente el
espacio en dos dimensiones de un circulo, al menos a lo largo de la dimension de
la distancia radial’(JIMENEZ:2007) [18]; se debe tener en cuenta que los nifios
pueden ubicar puntos en el plano de coordenadas polares, aunque esto “...implica
gue debe estar presente alguna capacidad de manejar métricamente relaciones
dimensionales, incluso si el nifio no es consciente de ello y no emplea medidas
evidentes” (JIMENEZ:2007) [18]. También Zambrano en su trabajo para
estudiantes de grado sexto dice que “...en el plano hay principalmente dos sistema
de coordenadas de gran aceptacion...las coordenadas rectangulares...
coordenadas polares”(Zambrano;2011) [31].
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En la revision de algunos trabajos de grado de la Maestria y articulos de revistas
virtuales en los que se abordan las cénicas, se observa al igual que en la mayoria
de los textos escolares de educacién media consultados que trabajan con
coordenadas cartesianas o hacen referencia al trazado de las curvas a partir de
diferentes procedimientos, Murillo, J(2013) [24]; Pérez, R (2011) [25]; Pérez, |
(2012) [26] y Real, M (2004) [27]. En el texto “Desempefios matematicos” de
editorial educativa (2012) aparece entre las paginas 168 a 170 una rapida mirada
de las coordenadas polares sin mencionar por ejemplo aplicaciones en otras areas,
curvas especiales ni tampoco hacer referencia a las conicas. En la revista
electrénica en Blanco y Negro que trata sobre docencia universitaria en el articulo
“Coordenadas polares: curvas maravillosas” (Chau y Sanchez:2010)[12], hacen
una propuesta didactica de la aplicacion de las coordenadas polares “...con el uso
de cumputadoras, se deberia ensefiar en el colegio las coordenadas polares para
poder graficarlas y luego explicar a los alumnos las distintas formas que adopta la
naturaleza: la forma de la flores, de los caracoles, etc.” (Chau y Sanchez:2010)[12]

Como se comentd anteriormente se debe brindar a los estudiantes situaciones
que permitan “el desarrollo del pensamiento espacial”’, y en este sentido aporta
el andlisis de las coordenadas polares que permite ademas modelar y describir
fendmenos en otras ciencias , como en astronomia por ejemplo, la descripcion de
las trayectorias planetarias y en fisica la posicion de un punto para especificar el
vector.

3.3.3. Referentes del Ministerio de Educacién Nacional

El Ministerio de Educaciéon Nacional (MEN) en los lineamientos curriculares de
matematicas [23] propone para el dominio del espacio, brindar a los estudiantes
alternativas donde puedan hacer cosas, de moverse, dibujar, construir, producir y
tomar de estos esquemas operatorios el material para la conceptualizacién o
representacion interna. En este orden propone el MEN en los Estandares Basicos
de Competencias en matematicas en el pensamiento espacial y los sistemas
geométricos que lo anterior implica el estudio de la geometria con el arte y la
decoracion; con el disefio y construccion de objetos artesanales y tecnolégicos;...
con la observacion y reproduccion de patrones..., entre otras muchas situaciones
posibles muy enriqguecedoras y motivadores para el desarrollo del pensamiento
espacial. Este proceso es muy importante y es lo que se pretende con las
actividades didacticas , como es la construccion de los objetos matematicos a partir
de elementos de la realidad, este trabajo muy pocas veces se hace cuando se
aborda un conocimiento nuevo, sobre todo en cursos superiores de la educacion
media secundaria.
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Para alcanzar lo anterior el MEN en los Estandares Basicos de Competencias en
matematicas [22] propone tres momentos para el favorecer el desarrollo del
pensamiento espacial del estudiante, en primer momento del pensamiento espacial
no son importantes las mediciones ni los resultados numeéricos de las medidas, sino
las relaciones entre los objetos involucrados en el espacio, y la ubicacion y
relaciones del individuo con respecto a estos objetos y a este espacio; para el
segundo momento se hace necesario la metrizacion, pues ya no es suficiente con
decir que algo esta cerca o lejos de algo, sino que es necesario determinar qué
tan cerca o qué lejos esta. Esto hace aperecer nuevas propiedades y relaciones
entre los objetos, y un tercer momento son el estudio de las propiedades espaciales
gue involucran la métrica,... se convertiran en conocimiento formal de la geometria.
Y permite el desarrollo de otros pensamientos métrico y variacional. Lo anterior
forma parte de la base conceptual de la propuesta. Cada grupo de actividades inicia
con la construcccion mecénica de las curvas y los materiales para su elaboracion,
después los estudiantes toman medidas de angulos y radios vectores, que luego
se representan en el plano polar. Finalmente, hacen lecturas de las ecuaciones de
las curvas involucradas, utilizan un software educativo involucrandolos en el buen
uso de las TIC.

Ademas, en los lineamientos curriculares y los estandares de competencias en
matematicas se proponen cinco procesos generales de la actividad matematica,
que son:

e Laformulacién, tratamiento y resolucion de problemas: esto es un proceso
a lo largo de todas las actividades curriculares de matematicas y no una
actividad aislada y esporadica; mas aun, podria convertirse en el principal
eje organizador del curriculo de matematicas, porque las situaciones
problema proporcionan el contexto inmediato en donde el quehacer
matematico cobra sentido, en la mediada en que las situaciones que se
aborden esten ligadas a experiencia cotidianas y, por ende, sean mas
significativa para el estudiante.

e Modelacion: un modelo puede entenderse como un sistema figurativo
mental, grafico o tridimensional que reproduce o representa la realidad en
forma esquematica para hacerla mas comprensible.

e La comunicacion: a pesar que suele repetirse lo contrario, las matematicas
no son un lenguaje, pero ellas pueden construirse, refinarse y comunicarse
a traves de diferentes lenguajes con los que se expresan y representan, se
leen y se escriben, se habla y se escuchan. La adquisicion y dominio de los
lenguajes propios de las matematicas ha de ser proceso deliberado y
cuidadoso que posibilite y fomente la discusion frecuente y explicita sobre
situaciones, sentidos, conceptos y simbolizacion, para tomar conciencia de
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las conexiones entre ellos y para propiciar el trabajo colectivo, en el que los
estudiantes compartan el significado de las palabras, frases, graficos y
simbolos, aprecien la necesidad de tener acuerdos colectivos y aun
universales y valoren la eficiencia, eficacia y economia de los lenguajes
matematicos.

e El razonamiento: El desarrollo del razonamiento l6gico empieza en los
primeros grados apoyado en los contextos y materiales fisicos que permiten
percibir regularidades y relaciones; hacer predicciones y conjeturas;
justificar o refutar esas conjeturas; dar explicaciones coherentes; proponer
interpretaciones y respuestas posibles y adoptarlas o rechazarlas con
argumentos y razones.

e Laformulacion, comparacion y ejercitacion de procedimeintos: este proceso
implica comprometer a los estudiantes en la construccion y ejecucion
segura y rapida de procedimientos mecanicos o de rutina, también
llamados “algoritmos”, procurando la practica necesaria para aumentar la
velocidad y presicion de su ejecucion no oscurezca la comprension de su
caracter de herramientas eficaces y Utiles en unas situaciones y no en otras
y que, por lo tanto, puedan modificarse, ampliarse y adecuarse a
situaciones nuevas, 0 aun hacerse obsoletas y ser sotituidas por otras
(MEN) [22].

Los estandares propuesto para cumplir lo anterior para el conjunto de grados 10 y
11, segun el Ministerio de Educacion Nacional [22], son:

e Identificar en forma visual, gréfica y algebraica algunas propiedades de las
curvas que se observan en los bordes obtenidos por cortes longitudinales,
diagonales y transversales en un cilindro y en un cono.

e Identificar caracteristicas de localizacibn de objetos geométricos en
sistemas de representacién cartesiana y otros (polares, cilindricas, y
esféricas) y en particular de las curvas y figuras conicas.

e Resolver problemas en los que se usen las propiedades geométricas de
figuras conicas por medio de transformaciones de las representaciones
algebraicas de estas figuras.

e Usar argumentos geométricos para resolver y formular problemas en
contextos matematicos y en otras ciencias.

e Reconcer y describir curvas y lugares geométricos.

e Disefiar estrategias para abordar situaciones de medicién que requieran
grados de precision especificos.
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e Analizar las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y
las gréficas.

Segun lo anterior, se plantean actividades en la unidad didactica donde el
estudiante puede interactuar con materiales y recursos que permiten el desarrollo
del pensamiento espacial, métrico y variacional.

3.4. Elaboracion prueba diagnostica

En la propuesta didactica se introducen los conceptos béasicos de coordenadas
polares y sus aplicaciones en la representacion y andlisis de la pardbola y la elipse
a partir de los elementos fundamentales de la trigonometria elemental. Para ello se
identificaron los topicos previos(prerequisitos) y los conceptos basicos que a este
nivel se pueden trabajar. Con relacién a los conocimientos previos de los
estudiantes se encontré6 que manejan la representacion de angulos positivos y
negativos en posiciéon normal; convierten medidas de angulos de grados a radianes
y viceversa; hacen uso de las razones trigopnométricas y el teorema de Pitagoras
para resolver triangulos rectangulos. Se encontr6 que en el manejo de las
identidades y ecuaciones trigopnométricas ellos tienen algunos vacios conceptuales
y procedimentales respecto a las soluciones de identidades y ecuaciones y fué
necesario hacer un refuerzo en estos temas antes de implementar la unidad
didactica. En la elaboracién de la prueba diagnostica es necesario plantear
ejercicios 0 situaciones problemas donde el estudiante haga uso de
procedimientos y estrategias que permitan identificar este tipo de dificultades.

3.5. Elaboracion de guias

3.5.2.Contenidos y conceptos fundamentales

Sistema de coordenadas polares, simetria en coordenadas polares, graficas en
coordenadas polares, Cardioide, parabolay elipse.

3.5.3.0bjetivos de aprendizaje

1. Reconocer y usar el sistema de coordenadas polares

2. ldentificar en forma visual, grafica y algebraica algunas propiedades de las
curvas obtenidas por distintos procedimientos.

3. Identificar y aplicar caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en
el sistema de coordenadas polares en particular de la Cardioide, la parabola
y la elipse
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4. Reconocer aplicaciones de la pardbola y la elipse.

3.5.4.Descripcion general de la propuesta

La propuesta esta compuesta de 12 guias que forman cuatro (4) grupos de
actividades que son situaciones disefladas para la ensefianza-aprendizaje de
conceptos basicos de coordenadas polares y sus aplicaciones en la representacion
y andlisis de la pardbola y la elipse. Las situaciones se agrupan de la siguiente
manera:

» Tiro al blanco y Ubicacién de punto en papel polar guias 1y 2
respectivamente, la construccién de un tablero de tiro al blanco y sus
dardos. Luego, medir radios vectores y angulos para conocer su ubicacion
de los dardos. Después representar en papel polar la ubicacion de los
dardos por medio de puntos en coordenadas polares. Estas actividades
permiten que los estudiantes se familiaricen con el sistema de
coordenadas polares con el objetivo de reconocerlo y usarlo. Objetivo de
aprendizaje 1.

» Tejiendo parte |, Tejiendo parte I-A y Aro ula ula guias 3, 4 y 5
respectivamente, en estas actividades el estudiante encuentran la curva
llamada cardioide por dos procedimientos distintos y es representada en
coordenadas polares teniendo en cuenta el registro de datos y la simetria
de la curva, haciendo uso de papel polar. Con estas actividades se cumple
el objetivo de aprendizaje 2.

» Obteniendo conicas; Buscando el foco; La parabolay la elipse en papel polar
y Tejiendo la pardbola y la elipse guias 6, 7, 8, y 9 respectivamente, con
estas actividades se obtienen la parabola y la elipse por diferentes
procedimientos, se representan y analizan en el sistema de coordenadas.
Cumpliendo con los objetivos de aprendizaje 2 y 3 y fortaleciendo el objetivo
de aprendizaje 1.

» Algunas aplicaciones de la parabola, Winplot y lectura guias 10, 11 y 12
respectivamente, son actividades que buscan que los estudiantes afiancen
y utilicen los conceptos desarrollados durante las anteriores actividades con
la busqueda de objetos elipticos, aplicacion de la propiedad reflectora de la
parabola, el uso de un programa como Winplot y la obtencion de algunas
ecuaciones. Alcanzado el objetivo de aprendizaje 4.
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3.6. Metodologia

En cada una de las actividades se disponen espacios donde los estudiantes
pueden: formar equipos (trabajo en equipo), participar (participa: ¢qué vamos
hacer? ¢Y ahora qué?), debatir (Debate), reflexionar y concluir (reflexion y
conclusion), y por ultimo socializar (Socializa las conclusiones) las conclusiones
del trabajo realizado.

» Trabajo en equipo: los estudiantes saben que deben formar equipos de
trabajo para desarrollar las actividades.

» Participa: participacion en cada una de las situaciones planteadas
buscando que los integrantes de los equipos se involucren y puedan aportar
en la solucién de la situacion de manera planificada y secuencial.

» Debate: teniendo en cuenta las preguntas que se formulen buscando
desarrollar la capacidad de argumentar, analizar, concluir y fomentar la
sana convivencia. Los estudiantes pueden expresar su punto de vista en
donde evidencian sus logros o dificultades y revisan su propio progreso.

» Reflexion y conclusion: permite a los integrantes del equipo llegar a
acuerdos, pueden reconocer su error, enriquecerlo con otras ideas o
mantener su punto de vista.

» Socializa las conclusiones: expresa tus conocimientos a la clase. Donde
tus ideas como equipo, conclusiones, reflexiones, descubrimientos,
aciertos, desaciertos, dificultades y argumentos son presentadas al grupo
en general. Estos espacios se desarrollan de manera secuencial.

3.6.1 Evaluacion de la unidad didactica

La evalucién se realiza de manera continua en cada uno de los momentos de la
clase, es decir, se centra en el aula, se toman como criterios la evalucion
cualitativa y formativa. Los instrumentos para la recoleccién de informacion se
inician con una prueba diagndstica que permite evidenciar los saberes previos de
los estudiantes, como se menciona anteriormente; las actividades en el aula, el
debate, las conclusiones y la socializacion de los resultados son elementos que
permiten evidenciar los avences y dificultades de los estudiantes.
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El diario del estudiante proporciona informacion sobre el desarrollo de la clase y el
aprendizaje, aspectos que el profesor aprovecha para mejorar las siguientes clase.
Se hacen preguntas como:

¢, Qué se hizo hoy?

¢, Qué aprendi hoy?

¢,Cuales fueron mis dificultades?
Sugerencias

Ademas, la observacion directa del profesor, el diario de clase y el dialogo
permanente con los estudiantes, permite analizar lo que sucede con el proceso de
enseflanza- aprendizaje.

Como complemento en la ultima guia (12) “lectura”, se resuelve una prueba final
para concluir la unidad didactica, porque ayuda al seguimiento de los educandos
y se puede observar aspectos relacionados con los objetivos de aprendizaje.

3.6.2 Principios para el desarrollo de la propuesta en el aula

» Trabajo con materiales y recursos significativos: se crea una necesidad
para trabajar con objetos significativos durante el desarrollo de la propuesta
gue permita a los estudiantes manipular objetos, observar sus relaciones e
interactuar con situaciones de la vida cotidiana en donde relacionan el arte,
la decoracion, la construccion de elementos para juegos y la aplicacion de
la recursos tecnoldgicos con el aprendizaje en el aula. Estas situaciones
buscan generar un aprendizaje duradero porque al ser significativo despierta
el interés por el conocimiento, por la exploracion y la reflexion de los
estudiantes y asi logran una participacion activa durante el desarrollo de
las clases.

» Conformar equipos de trabajos: en el desarrollo de la propuesta los
estudiantes forman equipos de trabajo que van desde 2 hasta 8 integrantes
segun las indicaciones de cada guia. Estos equipos se conforman para
generar ambientes de debate y participacon donde se respete el punto de
vista del otro, se desarrolle la capacidad de argumentar, de analizar, de
llegar a acuerdos Yy asi poder construir relaciones y propiedades entre los
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objetos significativos para generar conceptos que son los conocimientos
formales. Esto va a permitir tener estudiantes criticos, capaces de tomar
decisiones, que se puedan comunicar de manera asertivay convivir de
manera pacifica.

» Organizacion de la propuesta: La propuesta presenta situaciones que se
organizan de manera secuencial. Las actividades son disefiadas para
alcanzar los objetivos de aprendizaje, se estructuran y se interconectan con
relacion a situaciones significativas. Para el desarrollo de cada guia se debe
disponer de sesiones de clase de minimo de dos (2) horas.

3.7. Desarrollo metodoldgico de la propuesta

Se presentan a continuacion las 12 practicas que se elaboran para introducir
conceptos basicos de coordenadas polares y sus aplicaciones en la
representacion y andlisis de la parabola y la elipse. Estas actividades se
encuentran en el Anexo A.

3.7.1 Practica 1: Tiro al blanco

Tiro al blanco es una actividad que se presenta para iniciar la introduccion al
sistema de coordenadas polares, en donde los estudiantes pueden construir los
elementos necesarios para el desarrollo de la practica se usa un tablero de tiro al
blanco y los dardos. La finalidad de esta situacién lleva a alcanzar de manera
implicita el objetivo de aprendizaje 1.

> Finalidad: Establecer la ubicacion de los dardos, midiendo la distancia
(radio vector) del centro del tablero (polo) hasta el dardo y el angulo respecto
al centro y la semirrecta fija (eje polar) que corresponde al eje x positivo.

» Durante la clase: En el desarrollo de esta primera actividad se hace la
presentacion de la propuesta, los principios y metodologia a seguir. Se
explica la estructura de la practica y los momentos en que se divide. Luego
se les pide a los estudiantes que conformen equipos como lo sugiere la guia
de la practica 1. Con los materiales construyen el tablero de tiro al blanco y
los dardos. Luego, realizan lanzamientos, mediciones y se registran los
datos en la tabla. Se pregunta por las dificultades que hasta ese momento
tengan. Por ultimo se escucha la socializacién de los grupos vy el profesor
hace las orientaciones y las preguntas adecuadas para aclarar las posibles
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dudas. El acompafamiento del profesor es importante no solo en esta
actividad sino es todas.

3.7.2 Practica 2: Ubicacion de puntos en papel polar

La actividad se presenta como una continuacion de la actividad anterior donde
los estudiantes van a representar los datos recolectados en la practica 1en papel
polar. Identificaran el conjunto de puntos que puede representar la ubicacién de un
dardo; la ubicacion de algunos valores negativos y como se obtiene un linea recta.

La finalidad de esta situacion es ir consolidando el uso del sistema de
coordenadas polares y de manera implicita fortalecer objetivo de aprendizaje 1.

» Finalidad: Graficar puntos en el sistema de coordenadas polares utilizando
papel polar.

» Durante la clase: En el desarrollo de esta actividad se les pide a los
estudiantes que hagan uso de los datos registrados en la practica 1, como
se establece en la guia de la practica 2. Durante la clase se pregunta por
sus avances o dificultades. Se les pide a los estudiantes que socialicen las
conclusiones. Es importante que queden claros los elementos que permiten
el manejo adecuado de sistema de coordenadas polares y es aqui donde la
actuaciéon del profesor es importante, debe formular preguntas que
contribuyan a identificar el grado de adquisicién de los conceptos. Cuando
la actividad haya concluido y falten uno pocos minutos se les pide a los
estudiantes que hagan equipos entre 4 a 6 estudiantes para acordar la
entrega de materiales de la proxima actividad (practica 3).
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3.7.3 Practica 3: Tejiendo parte |

Tejiendo parte I, es una actividad donde los estudiantes construyen el material
de trabajo. Los resultados van a permitir observar la simetria de la curva
Cardioide. El objetivo de la actividad permite ir alcanzando el objetivo de
aprendizaje 2.

» Finalidad: obtener curvas a partir de tejidos y observar su simetria

» Durante clase: Para el desarrollo de la actividad los estudiantes deben
construir una circunferencia sobre una tabla de madera. Donde se divide la
circunferencia en 72 partes iguales en cada marca se clava una puntilla
como se establece en la guia de la practica 3. El acompafiamiento por parte
del docente debe ser constante. El material para la actividad debe pedirse
con anterioridad para no tener dificultades con su desarrollo. La actividad
permite traer al aula elementos del arte y la decoracién con el propésito de
vincular espacios de la clase matematica con el vivir de los estudiantes;
generar en ellos una visién distinta del contexto escolar y extraescolar y con
esto puedan aprender.



46 Estrategia did4ctica para introducir las coordenadas polares y sus aplicaciones en
la representacion y andlisis de la pardbola y la elipse

3.7.4 Préactica 4: Tejiendo parte I-A

Esta actividad es la continuacién de la practica 3, se propone para que el
estudiante pueda manipular mejor los elementos que se van a medir y pasen de la
observacion a la medicion de relaciones y propiedades de la curva. El objetivo real
de la actividad es fortalecer el objetivo de aprendizaje 2.

> Finalidad: obtener curvas a partir de tejidos y encontrar simetrias para
trazar graficas.

» Durante la clase: se forman equipos de dos (2) estudiantes para construir
la curva en la hoja tamafio carta sin rayas, siguiendo el procedimiento
descrito en la practica 3. Los estudiantes hacen mediciones, determinan
relaciones y observan algun patrén o propiedad que permita llevar esa
representacion a coordenadas polares como lo propone la guia de la
practica. En la socializacion se debe prestar atencion a los procedimientos
distintos a los propuestos en la guia, que contribuyen a alcanzar el logro del
objetivo de aprendizaje y que estos puedan ser analizados por los demas
compaineros en favor de sus aprendizajes.
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3.7.5 Practica 5: Aro ula ula

En esta actividad se muestra otro procedimiento para obtener la Cardioide para
gue los estudiantes tengan la posibilidad de visualizar, analizar y comparar los
patrones, relaciones y propiedades que se cumplen, sin importar la forma como lo
hacen. El objetivo como en la actividad anterior es fortalecer el objetivo de
aprendizaje 2.

> Finalidad: Construir una curva con dos circunferencias

» Durante la clase: los estudiantes van a obtener la Cardioide con dos aros
de ula ula y van medir el diametro de cada circunferencia; comparar los
procedimientos con los de la practica 4; los patrones, relaciones,
propiedades y los elementos que caracterizan esta curva. Esto se
evidenciara en el trabajo desarrollado y en la socializacién.
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3.7.6 Practica 6: Obteniendo coOnicas

En esta actividad los estudiantes van a construir el cono y el cilindro para generar
la elipse y la parabola y puedan redescubrir la manera como se obtuvieron las
primeras conicas. El objetivo de la actividad es consolidar y poner en evidencia el
objetivo de aprendizaje 2.
> Finalidad: obtener conicas a través de cortes de conos y cilindros para
determinar figuras planas que resultan de sus bordes como la parabolay la
elipse.

» Durante la clase: los estudiantes construyen el cono y el cilindro con
plastilina segun las indicaciones de la practica. Luego, cortan el cono y el
cilindro con una espatula (en lo posible plastica) que dara la nocién de plano
segun las indicaciones de la guia. Observan las caracteristicas de cada
curva obtenida y calcan los cortes en hojas tamafio carta sin rayas. En la
socializacion es importante hacer preguntas que permitan evidenciar los
logros o dificultades de los estudiantes.
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3.7.7 Practica 7: Buscando el foco

Esta actividad es continuacion de la practica 6, donde los estudiantes buscan el
foco de cada una de las conicas (parabola y elipse) obtenidas en la actividad
anterior. Se aprovechan las gréaficas que resultan de los bordes del cono y cilindro.
El estudiante pasa de observar a determinar elementos importantes propios de
estas curvas que favorecen un desarrollo formal de los conceptos involucrados,
con el proposito de alcanzar el objetivo de aprendizaje 3.

» Finalidad: determinar el foco de la pardbola y la elipse.

» Durante la clase: los estudiantes forman equipos de 4, y van a determinar
el foco con las construcciones geométricas que se plantean en la guiay la
excentricidad con las mediciones que se indican también en la guia. En la
socializacion es importante orientar al grupo en general en el manejo de
estos elementos de la pardbola y la elipse.

3.7.8 Practica 8:La parabola y la elipse en papel polar

Para el desarrollo de esta actividad se necesitan las conicas (parabola y elipse)
con el foco obtenido en practicas anteriores, se hacen medidas de distancias y
angulos y con aplicacion de simetrias representan estas curvas en el sistema de
coordenadas polares. Esto permite que el estudiante pueda reconocer la
importancia de usar diferentes métodos o procedimiento para llegar a solucionar
una situacion. Esta es una manera de afianzar el objetivo de aprendizaje 3.
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> Finalidad: Trazar la parabola y la elipse en coordenadas polares.

» Durante la clase: se forman equipos de cuatro (4) estudiantes, se toman las
conicas parabolas y elipse a las que se les determiné el foco por
construccion geométrica. Luego, se hacen medidas de angulos y distancias
tomando el foco como el centro para la medicion con el transportador. Con
estos datos y con aplicacion de la simetria de estas curvas se representan
en el sistema de coordenadas polares, como se indica en la guia. Se espera
gue el estudiante resalte la importancia del foco como elemento de la
parabola y la elipse y como uso en la representacion en coordenadas
polares.

3.7.9 Practica 9:Tejiendo la parabolay la elipse

Con el desarrollo de esta actividad el estudiante tiene la oportunidad nuevamente
de construir, manipular y observar como se puede obtener la parabola y la elipse
con un procedimiento distinto. Con esto el estudiante puede reflexionar, buscar
nuevos caminos, comparar y tener la capacidad de aplicar los conocimientos a
situaciones nuevas. Esto permite entre otras cosas afianzar los objetivos de

aprendizaje 2y 3.
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> Finalidad: Construir con base en tejidos la parabola y la elipse.

> Durante la clase: para el desarrollo de esta practica se debe pedir a los
estudiantes con anterioridad que traigan por equipos tabla de madera,
puntillas, regla, martillo y todos los elementos que aparecen en la guia. El
estudiante pone a prueba su capacidad de construccion y de establecer una
estrategia para no cometer errores con base en la experiencia de anteriores
construcciones.

3.7.10 Practica 10: Algunas aplicaciones de la parabola y la

elipse

La ejecucion de esta actividad permite a los estudiantes encontrarse con
situaciones de la realidad y comprender que el conocimiento adquirido en el aula
de clase tiene sentido y puede aplicarse para solucionar problemas del diario vivir.
Aqui los objetivos de aprendizaje se han alcanzado, en particular el 4.

> Finalidad: Observar algunas aplicaciones de la parabola y la elipse y
comprobar sus propiedades

> Durante la clase: se les pide a los estudiantes que comprueben las
propiedades de las conicas parabola y elipse. Para la parabola se construye
un artefacto reflector parabdlico que se sobrepone a las parabolas
construidas en anteriores actividades para verificar la propiedad de reflexion.
Para la elipse se toman fotografias, imagenes u objetos elipticos y se
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comprueba si se cumplen las propiedades. El acompafiamiento del docente
es importante porque el estudiante se ve enfrentado a aplicar lo aprendido
en situaciones reales y pone a prueba los conocimientos adquiridos en el
aula. El éxito de esto lleva al estudiante a reflexionar sobre su aprendizaje.
Lo anterior se ver reflejado en la socializaciéon que hace cada equipo de
trabajo.

3.7.11 Practica 11: Winplot

Esta actividad permite que el estudiante compruebe los resultados obtenidos en el
transcurso de las actividades, haciendo uso del programa como Winplot

> Finalidad: Utilizar el programa Winplot para graficar ecuaciones de la
parabola, la elipse y la Cardioide en coordenadas polares

> Durante la clase: se forman equipos de tres (3) estudiantes por
computador, siguen las indicaciones que aparecen en la guia para
comprobar las propiedades de la Cardioide, la parabola y la elipse. Y al
modificar los valores observar las caracteristicas de cada curva y asi poder
predecir en futuras representaciones el manejo de las coordenadas polares
y las conicas, en especial la parabola y la elipse. Para el uso del programa
el acompafamiento del profesor es primordial para éxito de la actividad.
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3.7.12 Practica 12:; Lectura

En esta actividad el estudiante tiene la oportunidad de determinar teéricamente la
ecuacion a partir de la grafica.

» Finalidad: Determinar tedricamente las ecuaciones como modelo de las
gréaficas obtenida.

> Durante la clase: se forman equipos de cuatro (4) estudiantes, se hace
lectura de la guia para que los estudiantes puedan interpretar como se
determinan teéricamente la ecuacién de la recta, de la Cardioide y la conica
a partir de la grafica. EI acompafiamiento del profesor es primordial para
éxito de la actividad. Esta actividad se complementa con una prueba final
escrita. Estd prueba ayuda al seguimiento de los estudiantes y a la
conclusion de la unidad didactica.
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4.Aplicacion y analisis de resultados

A continuacion se presentan los resultados obtenidos, ver también evidencias
fotograficas (Anexo B) del trabajo de los estudiantes en la aplicacion de la
propuesta.

» Tiro al blanco y ubicacion de puntos en papel polar guias 1 y 2
respectivamente.

Los estudiantes muestran mucho interés por participar en estas actividades
generando un ambiente propicio para el aprendizaje, donde el trabajo en equipo
se ve fortalecido. La construccion de un tablero de tiro al blanco y sus respectivos
dardos permite una participacion activa en donde algunos estudiantes asumen un
rol de lideres, buscando agilizar los procedimientos para la construccion. La idea
inicial de terminar “rapido”, la elaboracién de los materiales es con el propésito de
jugar, se les permite que jueguen un tiempo prudente hasta que los otros equipos
terminen la construccién del tablero y los dardos, asi los estudiantes pueden
practicar.

Estas actividades permiten un acercamiento de los estudiantes con el plano polar
en donde midiendo la ubicacion de los dardos, completando tablas y utilizando
papel polar son capaces de identificar los elementos del sistema de coordenadas
polares; hacen representaciones de las rectas que pasan por el polo variando el
radio vector dejando el &ngulo constante, pasando de la tabla al grafico. Afianzando
el pensamiento geométrico y métrico. Encuentran que la representacion de un radio
vector negativo implica que se halla en la prolongacion del lado terminal del angulo.
También determinan que si al radio vector y al angulo se le hacen algunas
restricciones, los puntos del plano polar se convierten en puntos Unicos.

Las actividades propuestas en donde uno de los componentes es la socializacion,
permite que los estudiantes tengan la necesidad de comunicarse y puedan
desarrollar esta competencia argumentando sus hallazgos o dificultades. En
resumen los estudiantes hacen una comprension del plano polar a través de un
juego como actividad inicial partiendo del contexto de los estudiantes como lo
establece la Educacion Matemética Realista [2].
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» Tejiendo parte |, Tejiendo parte I-A y Aro ula ula que son las guias 3,4 y 5
respectivamente (Anexo A), son actividades que permiten encontrar por
construccion mecénica la curva llamada Cardioide por dos procedimientos
distintos. También al representar la grafica en papel polar, ir de la tabla al
grafico permite evidenciar un manejo del plano polar e identificar el uso de
propiedades geométricas de esta curva. En la construccion de los
materiales para este grupo de actividades los estudiantes asumen un papel
responsable y de compromiso. Tejiendo parte |, genera en los estudiantes
un reto mayor porque requiere de mucha concentracidn, precision y
paciencia para poder completar la construccion, pero a la vez se observan
los estudiantes divirtiéndose; repitiendo procedimientos, cada uno de los
integrantes de los equipos de trabajo intenta unir los puntos tratando de no
equivocarse y finalmente la estrategia de trabajar como un verdadero
equipo, logran obtener una curva que ellos llaman “corazén”. La
competencia de razonamiento se afianza con este tipo de actividades en
donde se potencia la capacidad de pensar y le encuentran sentido a las
matematicas.

Al empezar la actividad hay dificultad para trazar la circunferencia debido a que
los estudiantes traen tablas grandes y los compases son pequefios y no permitian
gue se aprovechara toda la superficie de las tablas de madera. Fue necesario traer
utensilios de cocina (del colegio) o cualquier otro que permitiera hacer
circunferencias. Algunos grupos intentaron con los cordones de los zapatos pero
no guedaban satisfechos con el trazo. Estas situaciones generan en el estudiante
la posibilidad de buscar soluciones a los problemas cotidianos que se les puedan
presentar de manera creativa y rapida porque el tiempo juega un papel importante,
en este caso para completar la actividad. El estudiante se pone a prueba y fortalece
la formulacién, la comparacién y ejercita los procedimientos que a este momento
ha adquirido y soluciona la situacibn que se plantea desarrollando estas

competencias.
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» Obteniendo conicas, Buscando el foco, la parabola y la elipse en papel polar
y Tejiendo la parabolay la elipse guias 6, 7, 8, y 9 respectivamente, buscan
la construcciéon mecanica de la parabola y la elipse; la determinacion del
foco y la excentricidad y la representacion de las conicas mencionadas en
el plano polar.

En esta actividad la manipulacion de plastilina y la posterior construccion de un
cono y un cilindro genera la participacion de todos los estudiantes, las cénicas
obtenidas (parabola y elipse) se trabaja en el curso anterior (grado 10). En esa
ocasion se hace mencion tedrica del porque se les llama coénicas y se muestran
los cortes tal como aparecen en los libros de texto escolares, pero no se hace una
construccion mecéanica de las mismas como sucede en esta oportunidad, por dos
procedimientos distintos. En grado 10 se les da una definicibn sobre el lugar
geométrico, se determinan las ecuaciones, algunos estudiantes aprenden
procedimientos y determinan sus elementos. Llama la atencion que los estudiantes
no pueden predecir los tipos de curvas que se va a obtener al cortar el cono y el
cilindro siguiendo las indicaciones dadas en la guia, porque, después de observar
los cortes y plasmar en el papel el contorno de las curvas obtenidas, algunos de
ellos no identifican por ejemplo la pardbola, esta se observa en las hojas trazadas

como curva cerrada. Con relacién a la elipse hacen una mejor identificacion.

Se menciona antes que en grado 10 la determinacion de los elementos de la
parabola y la elipse (foco, excentricidad, vértices, ejes de simetrias, directriz, etc.)
se hace mediante un procedimiento algebraico. En esta propuesta estos
elementos se determinan por medio de una construccion geométrica y se toman
las curvas obtenidas por procedimientos mecanicos realizados por los estudiantes,
luego se comparan las medidas con las representaciones en el plano polar, para
finalmente abordar las ecuaciones algebraicas permitiendo el desarrollo del
pensamiento variacional. Tal como lo propone el MEN: primero no se tienen en
cuenta las mediciones sino las relaciones entre los objetos, después se hacen
mediciones y se pasa de lo cualitativo a lo cuantitativo en donde aparecen nuevas

relaciones y propiedades.
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En el desarrollo de la actividad tejiendo la parabola y la elipse, se observan los
avances del proceso que tienen los estudiantes con relacion al manejo de plano
polar y la representacion de las curvas. Las construcciones las realizan mas rapido,
identifican la parabolay la elipse, determinan los elementos que permiten hacer su
representacion en el plano polar. En las construcciones que hacen los estudiantes
se observa mejor la curva de la parabola que la curva de la elipse. Esto no es

impedimento para que los estudiantes mencionen la formacion de la elipse.

> Algunas aplicaciones de la parabola y la elipse, Winplot y lectura, guias 10,
11 y 12 respectivamente. Con el desarrollo de estas actividades los
estudiantes identifican, las aplicaciones de la elipse en objetos como latas
de algunos alimentos, logos de marcas de algunos automdéviles, fotografias
de estadios, etc. Para la aplicacién de la parabola se construye un arco
parabdlico donde se observa la propiedad reflectora, se recomienda para
una mejor observacion de esta propiedad un cuarto oscuro. También usan
el software Winplot para graficar las curvas pasando de la ecuacion a la
grafica utilizando los valores obtenidos en las actividades anteriores. En esta
actividad los estudiantes tienen la oportunidad de variar los parametros de
las ecuaciones y observar como influye por ejemplo, la excentricidad en la
forma de la curva. Winplot es un software de uso libre que se utiliza entre
otras, como una herramienta para la elaboraciéon de gréficas de funciones.
El manejo del software por parte los estudiantes en el desarrollo de la
actividad se hace sin dificultad porque el software esta disefiado para este
fin. El enlace para la descarga es: http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

Cabe resaltar, el hecho de tener una ecuacion con la misma forma y al variar los
parametros generen conicas distintas. Algunos estudiantes hacen esa
comparacién, en el curso anterior cada cénica tiene una ecuacion particular en
sistema de coordenadas cartesiana o rectangular, y en este caso no. En el caso de
la elipse los estudiantes no hacen mencién del uso de dos focos que trabajan en
grados anteriores en el sistema de coordenadas rectangulares. Finalmente, los
estudiantes hacen lectura de cdmo se obtienen las ecuaciones a partir de la grafica

observando y reflexionando sobre las construcciones geométricas en donde se


http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html
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pregunta por ejemplo ¢ qué condicion cumple un punto para que sea punto de la

curva?

Para la actividad propuesta en la guia 12, no se desarrolla como aparece en la
propuesta, sino que se hace una explicacion de la obtencion de la ecuacién a partir
de la curva en el tablero. Se hacen las preguntas pertinentes antes de continuar
con cada paso de la construccion geométrica. El estudiante se muestra interesado
y participa. La investigacion accion permite hacer este tipo de modificaciones, en

donde el docente reflexiona y toma decisiones en busca de mejorar su labor diaria.

Con relacion a la prueba final, esta se aplica tal como aparece en la propuesta. Los
resultados obtenidos concuerdan con lo evidenciado en el transcurso de la
propuesta, es decir, se observa un manejo en las coordenadas polares en la

mayoria de los estudiantes.
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5.Conclusiones y recomendaciones

5.1 Conclusiones

> Los aspectos historicos-epistemoldgicos que dieron lugar a la construccion
de los conceptos de parabola, elipse y coordenadas polares sugiere brindar
a los estudiantes la posibilidad de llegar a ellos de diferentes maneras.
Inicialmente el intento de resolver los tres problemas griegos de la
antigledad dan lugar a numerosas construcciones geométricas que
después son representadas en sistemas de coordenadas; explican
fendmenos de la naturaleza, permiten el desarrollo de las mateméticas y el
avance de la ciencia y la tecnologia.

» Tomar sucesos histéricos-epistemolégicos es un importante recurso
didactico, porgue le permite al profesor reflexionar la forma como el hombre
construye los conceptos en matematicas y otras ciencias, y las dificultades
gue tienen en el transcurrir del tiempo para poder fortalecerse como en
nuestros dias.

» Tener en cuenta la experiencia(los saberes previos) de los estudiantes, es
fundamental en el proceso de aprendizaje tal como lo establece el
aprendizaje significativo, esto implica que el docente tome decisiones
importantes en el momento de planear y ejecutar la propuesta. El docente
debe reflexionar sobre lo que observa y si es posible reconstruir la propuesta
inicial, teniendo en cuenta los fundamentos basicos de la investigacion
accion.

» Aprovechar el contexto diario en que los estudiantes interactian, es una
oportunidad para cambiar la manera como se desarrollan las clases y esto
tal vez permite que tengan un aprendizaje con sentido. Esto implica que los
docentes deben poner en practica su capacidad creativa, de innovacion, de
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exploracion y estar dispuesto a cambiar su quehacer diario poniendo en
practica los principios de la Matematica Realista.

» La construccion de materiales y la utilizacion de estos para alcanzar un
concepto es una herramienta que facilita el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Aqui el papel del docente es importante porque debe convertir
cada momento en situaciones de aprendizaje, tal como lo propone
Brousseau. Ademas, se observa en los estudiantes desarrollo de
competencias o0 procesos generales de la ensefianza de las matematicas
escolares en concordancia con los aspectos de la protomatematica y la
paramatematica.

> El trabajo en equipo y los espacios para la socializacion fomenta en los
estudiantes, respeto por el otro, la necesidad de comunicarse, saber
escuchar diferentes puntos de vista y debatir dentro de una convivencia sana
y pacifica, potencia el desarrollo de las competencias establecidas por el
MEN en la ensefianza de las matematicas.

» El uso del software Winplot, brinda la oportunidad para acercar a los
estudiantes al buen uso de la tecnologia, y realizar procedimientos de
verificacion de las curvas obtenidas con lapiz y papel, y por construcciones
mecanicas.

» Es posible que las actividades disefiadas facilite el aprendizaje de las
coordenadas polares y el uso en la representacién y andlisis de la parabola
y la elipse, entonces se hace la propuesta en el anexo A.

5.2 Recomendaciones

» Para verificar la propiedad reflectora de la parabola, se recomienda
desarrollar la actividad en cuarto o salén oscuro.

» Los aspectos histéricos y epistemoldgicos pueden ser visto en peliculas o
videos.
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A.

Anexo A: Propuesta didactica

INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Guia de la practica 1
Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

TIRO AL BLANCO

Finalidad: Establecer la ubicacion de los dardos midiendo la distancia (radio
vector) del centro del tablero (polo) hasta el dardo y el angulo respecto al centro y
la semirrecta fija (eje polar) que corresponde al eje x positivo.

¢, Qué necesitamos?

v
v
v
v
v

Papel de color o papel iris.
Palillos, alfiler, hilo, cinta y silicona
Tijeras, icopory cartdn paja
Regla.

Transportador.

Trabajo en equipo

v

Forma un equipo de 4 a 8 estudiantes.

Participa
¢, Qué vamos hacer?

v

Tablero tiro al blanco: dibuja un circulo de radio 15 centimetro en cartén
paja y recoértalo. Ahora recorta 5 circulos de diferentes colores en papel iris
y de diferentes radios menores que 15 centimetros. Pega los circulos de
mayor a menor en el circulo del carton paja y luego pégala en una base de
icopor.

Dardos: dibuja y recorta un cuadrado 6cm por 6cm de papel iris. Dobla cada
cuadrado por sus diagonales de tal manera que queden bien marcadas. En
la interseccion de las diagonales forma un vértice (que seria una punta de
una estrella). Une cuatro palillos de tal forma que entre ellos metas un alfiler
como punta del dardo y asegura con cinta. Con el hilo, enrollas los palillos y
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el alfiler para que no se vaya a salir, esto seria en cuerpo del dardo. Y por
ultimo mete la punta de la estrella en el extremo del cuerpo del dardo que
no tiene alfiler.

v' Lanzar dardos.

v" Medir distancias y angulos por cada tiro que dé al tablero. Mide la distancia
(radio vector) del centro del tablero (polo) hasta el dardo y el angulo respecto
al centro y la semirrecta fija (eje polar) que corresponde al eje X positivo

¢ Y ahora qué?
v' Las distancias la llamas ry los angulos 6.
v' Completa la tabla con cada distancia y cada angulo.

r g
. .
a .
. .

Debate
¢,De cuantas formas puedes representar cada tiro?

Reflexidén y conclusion: Escribe tus conclusiones

Socializa las conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Guia de la practica 2
Integrantes:
Curso: Periodo académico: Fecha:

UBICACION DE PUNTOS EN PAPEL POLAR

Finalidad: Graficar puntos en el sistema de coordenadas polares utilizando papel

polar.

¢, Qué necesitamos?
v' Papel polar
v Regla.

Trabajo en equipo
v" Forma un equipo de 4 estudiantes.

Participa
¢, Qué vamos hacer?
v Graficar puntos.
¢ Y ahora qué?
v' Las distancias r y los angulos 6 tomados en la actividad de “TIRO AL
BLANCO?” graficalas en el papel polar.
v' Bebes considerar una escala para la distancias (si es necesario).

Debate

v' ¢ De cuantas formas puedes representar cada tiro?

v" Ahora toma sélo valores para los angulos de 0 a 2w ¢De cuantas formas
puedes representar cada tiro? Represéntalos graficamente y escribe las
coordenadas (r, 8).

v/ Sitomas un punto (r,8) y consideramos r negativo, ¢cOmo se representaria
ese punto, ahora de coordenadas (—r, 6)?

v' ¢ De cuantas formas puedes representar el punto de coordenadas (—r, 0) en
el intervalo 0 a 2r?Represéntalos graficamente y escribe las coordenadas
(r,0).

v/ Toma un punto y varia la distancia r dejando el angulo constante y
represéntalos graficamente. ¢ Qué observas?
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Reflexidn y conclusion: Escriban sus conclusiones.

Socializalas conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ
Guia de la practica 3

Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Tejiendo parte |

Finalidad: obtener curvas a partir de tejidos y observar su simetria.
¢, Qué necesitamos?

v' Tabla de madera, 72 puntillas y martillo

v' Lana, transportador, lapiz y compas
Trabajo en equipo

v" Forma un equipo de 4 a 6 estudiantes.

Participa
¢,Qué vamos hacer?
v Dibujar una circunferencia en la tabla. Dividela en 72 partes iguales y marca
con lapiz sobre la circunferencia los 72 puntos, numéralos del 1 al 72 en
sentido contrario a las manecillas del reloj. En cada punto clava una puntilla.
v’ Tejer
¢ Y ahora qué?
v' Ahora une cada puntilla con lana, cada nimero con su doble por ejemplo 1
con 2,2 con4, 3con6,4cona8,... Ver tabla.

1 2 19 38 37 2 55 38
2 -1 200 40 38 -1 56 40
3 o 21 42 39 o 57 42
-1 8 22 44 4.0 8 58 44
5 10 23 46 41 10 59 46
&5 12 24 48 42 12 a0 48
7 14 25 50 43 14 el 50
5 16 26 52 44 16 62 52
9 18 27 54 45 18 63 54
10 20 28 56 46 20 54 56
11 22 29 58 47 22 65 58
12 24 30 el 45 24 a6 el
13 26 31 62 49 26 ey a2
14 28 32 a4 50 28 a8 64
15 30 33 eo 51 320 69 66
le 32 34 68 52 32 O a8
17 34 35 7O 53 34 L O TO
18 36 36 (o] 54 36 T2 o
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Debate
v' ¢ Qué observas?
¢, Como llamarias la figura que observaste?
¢, Qué caracteristicas tiene?
¢ Es simétrica?
¢, Cuantos ejes de simetrias se pueden trazar?

AN NERN

Reflexidn y conclusion: Escriban sus conclusiones

Socializalas conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ
Guia de la practica 4

Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Tejiendo parte I-A
Finalidad: obtener curvas a partir de tejidos y encontrar simetrias para trazar
gréficas.

¢ Qué necesitamos? (
v" Hoja tamafio carta sin rayas.

v’ transportador, lapiz o esferos, regla y compas
v Papel polar.

Trabajo en equipo

v' Forma un equipo de 2 estudiantes.

Participa
¢,Qué vamos hacer?

v" Realizar el mismo procedimiento de la actividad “Tejidos parte I”. En la hoja
tamafio carta.

v Dibujar una circunferencia en la hoja. Dividela en 72 partes iguales y marca
con lapiz sobre la circunferencia los 72 puntos, numéralos del 1 al 72 en
sentido contrario a las manecillas del relo;.

v' Tejer, medir angulos y radios vectores.

¢ Y ahora qué?

v' Ahora une cada punto con esfero o lapiz utilizando regla por ejemplo cada
numero con el doble, 1 con 2,2 con 4, 3 con 6, 4 con 8,... Ver tabla “Tejidos
parte I”.

v' Traza el eje de simetria de la figura. Puede ser doblando la hoja.

v' Ahora mide angulos y radios vectores colocando el centro (polo) del
transportador en la interseccion del eje de simetria (eje polar) con las curvas
que dan idea de “corazén”. Tomando solo algunas valores de una de las
partes simétricas. Completa la tabla con estos valores.

r =
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v' Representa en el papel polar estos puntos, marca los puntos simétricos
puede ser doblando el papel y con el curvigrafo traza toda la grafica.

v" Mide la distancia desde el polo hasta el punto de corte del eje polar con la
curva. Divide esta distancia entre dos (2) y llamalaa.

v' Traza una circunferencia de radio % que pase por el polo y el didmetro este

sobre el eje polar. Traza otra circunferencia igual que pase por el punto de
corte del eje polar con la curva y el diametro este sobre el eje polar.

Debate

v' ¢ Qué puedes decir de las dos graficas?

¢, Qué opinas de los procedimientos para trazar cada gréafica?

v' ¢ Qué opinas de conocer las simetrias de las gréaficas para graficarlas en
papel polar?

v’ ¢Las circunferencias que se trazaron se cortan entre ellas en cuantos
puntos?

<\

Reflexion y conclusion: Escriban sus conclusiones

Socializa las conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Guia de la préactica 5
Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Aro ula ula

Finalidad: Construir una curva con dos circunferencias.

¢, Qué necesitamos?
v" Dos aro ula ula del mismo tamafio rdbn
v Tizay cinta de enmascarar

Trabajo en equipo
v' Forma un equipo de 4 estudiantes. St

Participa

¢, Qué vamos hacer?

v' Trazar una curva: con la cinta fijar una tiza en la parte de exterior de un aro
ula ula. Dibujar el rastro que deja la tiza en el piso cuando se pone a girar
un aro ula ula sobre el otro aro ula ula fijo en el piso. El aro que gira alrededor
del otro también debe girar sobre si mismo.

¢ Y ahora qué?

v" Dibujar el rastro que deja la tiza en el piso cuando se pone a girar un aro
ula ula sobre el otro aro ula ula fijo en el piso. El aro que gira alrededor del
otro también debe girar sobre si mismo.

v' Mide el diametro de cada aro ula ula. La medida del diametro llamala a.

Debate
v ¢ Qué observas?
v' ¢ Qué opinas de este procedimiento para obtener la curva?
v ¢Por qué los diametros de las circunferencias son importantes?

Reflexidén y conclusion: Escriban sus conclusiones

Socializalas conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
sus conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Guia de la préactica 6
e/ Integrantes:
Curso: Periodo académico: FECHA:

Obteniendo coénicas

Finalidad: obtener conicas a través de cortes de conos y cilindros para determinar
figuras planas que resultan de sus bordes como la parabola y la elipse.
¢, Qué necesitamos?
v' Barras de plastilina. ~\\\
v' Espatula (plastica). \
v" Regla o escuadra.
v' Hojas tamafio carta sin rayas.

Trabajo en equipo
v" Forma un equipo de 4 estudiantes.

Participa
¢, Qué vamos hacer?
v/ Construir un cono y un cilindro de plastilina.
¢ Y ahora qué?
v Con la espéatula hacer cortes al cono y al cilindro.
v' Corta el cono paralelo a una generatriz del cono que atraviese su base.
v' Corta oblicuamente al eje del cono y a todas sus generatrices, sin pasar por
el vértice.
v' Corta al cilindro no perpendicular al eje, que no pase por las bases.
v' En la hoja traza cada una de las curvas que forman los cortes del cono y el
cilindro.
v' Traza o dobla la hoja para obtener el eje o los ejes de simetria (s)
Debate
v’ ¢Cuales son las caracteristicas de cada curva? ¢Cuanto(s) eje(s) de
simetria(s) se pueden trazar a cada curva?

Reflexion y conclusion: Escriban sus conclusiones

Socializalas conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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Integrantes:

INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Guia de la practica 7

Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Buscando el foco

Finalidad: determinar el foco de la parabola y la elipse.
¢, Qué necesitamos?
v Las curvas obtenidas del cono y el cilindro trazadas en hojas

Trabajo en equipo
v" Forma un equipo de 4 estudiantes.

Participa

¢, Qué vamos hacer?

v' Ubica el centro C de la elipse en la interseccion de los dos ejes de simetria,
mide el eje mayor 2a y el menor 2b. Nombra la interseccion de los ejes de
simetria con la elipse con la letra V (Vértices). Nombra con V de vértices el
punto de corte del eje de simetria de la pardbola con la parabola.

v' Determinar el foco de la parabola y la elipse.

v' Para el foco de la parabola:

Toma un punto cualquiera M de la parabola. Traza la recta I tangente
gue pase por el punto M.

Traza una recta Iz paralela al eje de la pardbola que pasa por el punto
M.

Mide el &ngulo 6 que forma la recta 1 con 2. Traza una recta Is que
forme un angulo de igual medida que el angulo 6 y que corte el eje
de simetria y tenga como vértice el punto B.

Realiza el mismo para otros puntos N, P, y Q.

v Para el foco de la elipse:

Toma con el compas la medida a, (la distancia que hay desde el
centro de la elipse a uno de los vértices ubicados en el eje mayor de
la elipse).

Haga centro en uno de los vértices del eje menor de la elipse y con
abertura de medida a traza un arco que corte al eje mayor en un
punto, llamalo F.
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¢ Y ahora qué?

v" Toma medida c desde el desde el punto F al centro C de la elipse
v Halla e == delaelipse.

Debate
v' Observa las rectas trazadas que cortan el eje de la parabola, ¢Qué
observas?

Reflexidn y conclusion: Escriban sus conclusiones

Socializa las conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ
Guia de la préactica 8

Integrantes:

Curso: __ Periodo académico: FECHA:

La parabolay la elipse en papel polar

Finalidad: Trazar la parabola y la elipse en coordenadas polares.
¢, Qué necesitamos?

v' La parabola y la elipse con el foco.

v Papel polar.

v Transportador, curvigrafo y regla.

Trabajo en equipo
v' Forma un equipo de 4 estudiantes.

Participa
¢,Qué vamos hacer?
v Graficar la parabola y la elipse en coordenada polares
v' Para la paradbola: se necesitan las parabolas que se les construy6 el foco.
Toma el foco F como el polo y el eje de la parabola como eje polar. Mide
algunos puntos de coordenadas (r, 8), aprovecha la simetria para graficar
en papel polar. Completa la tabla.

r =

v' Para la elipse: Toma el foco F como el poloy el eje mayor de la elipse
como eje polar. Mide algunos puntos de coordenadas (r, 8), aprovecha la
simetria para graficar en papel polar. Completa la tabla.
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¢ Y ahora qué?

v' Determina las coordenadas de los vértices en las gréaficas en papel polar.

v' Traza la directriz de cada gréafica en papel polar.

v" Toma un punto P de la elipse y halla la medida del punto P al foco F. Ahora
halla la medida (perpendicular) del punto P a la directriz, llama a ese punto
de interseccion R. Determina el valor %.

v' Toma un punto P de la pardbola y halla la medida del punto P al foco F.
Ahora halla la medida (perpendicular) del punto P a la directriz, llama a ese

|FP|

punto de interseccion R. Determina el valor =

Debate
|FP

v' Compara las medidas ﬁ de la parédbola y la elipse. ¢ Qué opinas?
.. |FP . , —
v' Compara la medida % con la medida dee = 2 de la elipse. ¢ Qué opinas?

Reflexion y conclusion: Escriban sus conclusiones

Socializa las conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Guia de la practica 9

Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Tejiendo la pardbolay la elipse

Finalidad: Construir con base en tejidos la parabola y la elipse.
¢, Qué necesitamos?
v" Dos tablas de madera, puntillas y martillo
v Lana, lapiz, y compas.
v hoja tamafio carta sin raya y papel polar.

Trabajo en equipo
v" Forma un equipo de 4 estudiantes.

Participa

¢,Qué vamos hacer?

v" Dibuja un angulo sobre una de las tabla de madera, y divide cada lado del
angulo en segmentos iguales y marca cada uno (puedes utilizar el compéas
o la regla para medir). Luego, numera cada marca colocando el vértice
como cero (0). Ambos lados del &ngulo deben tener la misma numeracion,
en cada marca numerada clava una puntilla y con la lana une cada punto,
por ejemplo si la numeracion llaga hasta 12, une 0 con 12, 1 de un lado con
11 del otro lado, 2 de un lado con 10 del otro lado y asi sucesivamente.

v' Sobre la otra tabla de madera, dibujamos dos rectas paralelas separadas
entre 5cm y 10cm. Luego, traza una perpendicular a ambas paralelas que
las corte por la mitad. Toma los punto de corte como ceros (0) y divide en

partes iguales sobre las paralelas por ambos sentidos y numera 1, 2, 3,4, 5,

6, 7, y 8. Luego, divide y numera 2212 ly 2. En cada marca

2’3%4,"5,°6" 7 8
numerada clava una puntilla.Une con lana cada puntilla con su inverso
multiplicativo de la otra paralela (sin cortar la perpendicular).

¢ Y ahora qué?
v' En las hojas tamafio carta repite cada procedimiento para obtener las
conicas.
v' Determina el foco.
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v' Toma algunos valores para representar en papel polar cada cénica.
v Determina la directriz de cada conica.
v" Mide el valor de e para cada conica.

Debate
v' Compara cada conica con las obtenidas en el cono y cilindro ¢ qué opinas
del valor de e?

Reflexion y conclusidn: Escriban sus conclusiones.

Socializalas conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ
Guia de la practica 10

Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Algunas aplicaciones de la parabolay la elipse

Finalidad: Observar algunas aplicaciones de la parabola y la elipse y comprobar
sus propiedades.
¢, Qué necesitamos?
v Laser y papel reflectivo.
v' Fotos, imagenes impresas o0 algunos objetos de 1
forma eliptica. / '

{ -
v Regla, escuadra y cinta de enmascarar. /’ g
u

v Regla flexible y tijeras.
v Hojas tamafio carta sin rayas.

Trabajo en equipo
v' Forma un equipo de 4 estudiantes.

Participa
¢,Qué vamos hacer?
v' Para la parabola:
e Trazar rectas paralelas al eje de simetria de las parabolas obtenidas
en las actividades anteriores.
e Cortar papel reflectivo del ancho y largo de la regla flexible, pegar
cinta a lo largo del papel reflectivo. Luego, pegar a la regla flexible.
v' Para la elipse:
e Tomar las fotos, imagenes o el contorno de alguna figura eliptica.
¢ Y ahora qué?
v' Toma las parabolas y sobre su contorno coloca la regla flexible con el papel
reflectivo y sobre las paralelas coloca los laseres.
v' Comprueba las propiedades de las figuras elipticas.
Debate
v' ¢ Qué observas cuando los laseres se reflejan en el papel reflectivo?
v' ¢ Qué puedes decir de las propiedades de las figuras elipticas?

Reflexidén y conclusion: Escriban sus conclusiones.
Socializalas conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Guia de la préactica 11

Winplot

Finalidad: Utilizar el programa Winplot para graficar ecuaciones de la parabola, la
elipse y la Cardioide en coordenadas polares.
¢, Qué necesitamos?

v' Computador con el programa Winplot. i ,/\\ !

Trabajo en equipo .JL_,;&

v' Forma un equipo de 3 estudiantes.

Participa

¢,Qué vamos hacer?
v Graficar ecuaciones en coordenadas polares por medio de Winplot:

Tener en cuenta que: la funcion seno sera sin, funcion coseno sera
cos. Los angulos de las funciones trigpnométricas deben estar entre
paréntesis; el &ngulo 0 sera t; en producto *; division / y potencia .
Abrir el programa Winplot de su computador.

Dar clic en Ventana y luego clic en 2- dim.

Seleccione Ecua — 4. Polar

Escriba la ecuacién en f (t)=. Luego clic en ok.

Seleccione Ver. Dar clic en Cuadricula, luego seleccione: polar,
sectores polares. Luego dar clic en aplicar.

Para insertar las ecuaciones de la parabola, la elipse y la Cardioide
remplazar los parametros dados en la siguiente tabla.

Curva Ecuacioén polar
Parabola y o =% Donde e, es la
] 1+ecosf o
elipse o« r=_2 excentricidad y d,
1+esenf

es la distancia no
dirigida entre el

foco y la directriz

correspondiente.
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Cardioide e r=a(l=cosh) Donde a es
e r=a(l+send) didmetro de la

circunferencia.

¢ Y ahora qué?
v' Tome los parametros e, d y a obtenidos en las actividades anteriores y
remplaza en las ecuaciones.
v' Grafica en el programa Winplot.

Debate
v' Compara cada grafica ¢, Qué opinas?
v' ¢ Coémo cambian las graficas al variar el valor de e?

Reflexion y conclusidn: Escriban sus conclusiones.

Socializa las conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ
Guia de la practica 12

Integrantes:
Curso: __ Periodo académico: FECHA:

Lectura

Finalidad: Determinar teéricamente las ecuaciones como modelo de las gréficas
obtenida.
¢, Qué necesitamos?

v/ Construcciones geométricas

Trabajo en equipo
v" Forma un equipo de 4 estudiantes.

Participa
¢, Qué vamos hacer?
v' Hacer lectura de la guia donde se determinan las ecuaciones a partir de la
gréfica.

¢ Y ahora qué?
v' Determinacion tedérica de curvas en coordenadas polares

e Se considera el caso en que la recta no pase por el polo. Para esto se debe
estudiar las posibilidades, como se muestra en la figura, la recta L no sea

. . 1 .
paralela al eje polar o al eje a 90°0 (E”); o bien, para el caso en que L sea
paralela o perpendicular al eje polar.

Sea L una recta no paralela ni perpendicular al eje polar. Desde el polo se traza la

normal ON a L. Sean P (r,6) un punto cualquiera de Ly (p,w) el par principal
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p>0y0<6<360°0(0<6<2m) de coordenadas polares de N, ver figura a

continuacion. ¢ Qué condicion cumple el punto P para que sea punto de la curva?

Pir, &)

}n

El tridngulo AONP es un tridngulo rectangulo, recto en N, uno de cuyos angulos
agudos es (6 — w) y de hipotenusa r. Por lo tanto:

cos(0 —w) = g

es decir:
rcos(0 —w) =p
gue representa la ecuacion polar de L.
e La Cardioide: para determinar la ecuacién de la Cardioide se toma un punto

P. ¢qué condicién cumple el punto P para que sea punto de la curva?

Sear = acos6 la ecuacion de una circunferencia, a > 0y B es un punto cualquiera
de la circunferencia. Sobre el radio vector OB se toma un punto talque BP = a. Se

debe hallar el lugar geométrico de P, como se indica en la figura.
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Se representan las coordenadas de B por (ry,0) y las P por (r,8), segun el
enunciado, se tiene:
0 =04 OB=r1 =acosfy
OP = OB + a, por lo tanto
r =acosf +a = a(cosf + 1)
r =a(cosf + 1)

e Ecuacion para las conicas.

Si e = 1, por la definicién anterior y la definicion de parabola (una parabola es el

conjunto de todos los puntos de un plano, equidistante de un punto fijo y una recta
fija. El punto fijo se llama foco, la recta fija, directriz).

Supongamos ahora que e # 1y F denota el punto fijo y [, la recta fija.

Se toma F como el polo y el eje polar su prolongacién perpendicular a .
Consideremos el caso cuando la recta [ esta a la izquierda del punto F. Sea D el
punto de interseccion de [ con la prolongacién del eje polar y sea que d represente
la distancia no dirigida de F a l. Ver figura.
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———% Plx )

Sea P(r, 0) un punto cualquiera del conjunto situado a la derecha de L y en el lado
final del angulo que mide 8¢ Qué condicion cumple el punto P para que sea punto
de la curva? Se trazan las perpendiculares PQ y PR al eje polar y recta I,
respectivamente.

El punto P esta en el conjunto descrito siy solo si
|FP| = e|RP| (1)

Como P esta a la derecha de I, RP > 0; asi, |RP| = RP. Ademas, |FP| = r ya que
r > 0. De manera que, de (1) se tiene

r = e(|RP[) )
Sin embargo, RP = DQ, y como DQ = DF + FQ, se tiene
RP =d + rcos6
Al sustituir esta expresién de RP en (2) obtenemos
r =e(d + rcosf)
r = ed + ercosO .Transponiendo términos.
r —ercosf = ed

r(1 —ecosf) = ed

ed

r=— (3)

" 1—ecosh
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Donde e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distancia no dirigida entre
el foco y la directriz correspondiente. Esta es la ecuacion de la conica con
directriz vertical a la izquierda del foco.

Debate

v' ¢Qué opinas de este procedimiento para determinar la ecuacién de una
curva?

Reflexion y conclusion: Escriban sus conclusiones

Socializalas conclusiones: Elige un compafiero de tu equipo para que compartan
las conclusiones a todo el curso.
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INSTITUCION EDUCATIVA MUNICIPAL SANTIAGO PEREZ

Prueba final- Coordenadas polares

Estudiante:
Curso: Periodo académico:
Docente: Urias J. Pérez Acuna.

1. Ubica cada punto cuyas coordenadas polares son:
a. (1) b@22DH c@G-m dGDH

2. Determina la simetria y traza la curva cuya ecuacion polar es r = 2 + 2cos6

determina la excentricidad, identifica la

., ot 8
3. La ecuacion de una conicaesr = s
1-cosf

conica, obtener vértice (s) y trazar la curva.

4. Una seccion conica esta representada por la ecuacion polar r = 320050

Determina la excentricidad, identifique qué conica es, trace la grafica y la directriz.

5. El cometa Halley tiene una 6rbita eliptica con el Sol como foco, como se muestra
en la figura. ¢ Qué forma tiene la ecuacion polar para esta curva?

——Tierra

Cometa
Halley
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B. Anexo B: Evidencias fotograficas

Practica 1: Tiro al blanco y Practica 2: Ubicacion de puntos en papel polar
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Practica 3: Tejiendo parte |

Practica 4: Tejiendo parte I-A
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Practica 5: Aro ula ula
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Practica 7: Buscando el foco y Practica 8: La parabolay la elipse en papel
polar

Practica 9: Tejiendo la parabolay la elipse
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Practica 10: Algunas aplicaciones de la parabolay la elipse




102 Estrategia did4ctica para introducir las coordenadas polares y sus aplicaciones
en la representacion y andlisis de la parabola y la elipse

Practica 11: Winplot

. — - 5 gl -]
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