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Método de Elementos Finitos Para la Ecuación de

Reacción-Difusión en Medios Heterogéneos

Juan David Hernández Ramı́rez

Bogotá - DC
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“No es el conocimiento, sino el acto de aprendiza-

je; y no la posesión, sino el acto de llegar a ella,

lo que concede el mayor disfrute.”.

Carl Friedrich Gauss



Resumen

Este trabajo estudia el calculo eficiente de soluciones para problemas de reacción-difusión

en una y dos dimensiones con énfasis en medios heterogéneos. Para obtener aproximaciones

numéricas usamos el método de elementos finitos para la variable espacial combinada con

una discretización temporal tipo Euler. Nos enfocamos en la eficiencia de las soluciones de

los sistemas lineales en cada paso de tiempo. Para esto usamos métodos iterativos que em-

plean precondicionadores de descomposición de dominios. Los métodos de descomposición

de dominios son métodos del tipo “divide y vencerás” cuya idea principal es combinar so-

luciones eficientes en subdominios (del dominio original) para construir precondicionadores

en particular y métodos iterativos en general.

Este trabajo se concentra en la eficiencia de método de descomposición de dominios aplica-

dos a reacción-difusión en medios heterogéneos. Para esto usamos técnicas recientes intro-

ducidas para construir precondicionadores eficientes para problemas de difusión en medios

heterogéneos desarrollados en [12, 13] y trabajos relacionados. Estas técnicas recientes in-

corporan ideas de los métodos de elementos finitos multiescala en la construcción de los

precondicionadores. En particular, en esta tesis mostramos numéricamente que estas técni-

cas pueden ser usadas para las ecuaciones de reacción-difusión con difusión heterogénea.

Para esto consideramos una adaptación, a medios heterogéneos, del modelo de Fisher. La

adaptación consiste en cambiar el término difusivo homogéneo por un término heterogéneo

e isotrópico. El tipo de coeficiente considerado, es un coeficiente con variación multiescala

(varia en cualquier parte del dominio con ciertas escalas de tamaño) y con alto contraste

(medido como el cociente entre el mayor y menor valor del coeficiente de difusión).

Palabras clave: medio heterogéneo, medios multiescala y de alto contraste, méto-

do de descomposición de dominios, método de elementos finitos multiescala.



Summary

In this works we study the efficient computation of one and two dimensional reaction-

diffusion equations with emphasis in the case of heterogeneous media. We use the finite

element method to discretize the space variable combined with a time discretization. We fo-

cus on the efficient solution of the linear systems that needs to be solve in order to advance

in time. For this we use iterative method with domain decomposition preconditioners. The

domain decomposition methods are “divide and conquer” techniques where a main idea is

to combine solution in subdomains to construct preconditioners in particular and iterative

method in general.

We focus en the performance of the domain decomposition method applied to the reaction

diffusion equation in heterogeneous media. We use recent techniques introduced to construct

preconditioners for diffusion problems on heterogeneous media in [12, 13]. These recent tech-

niques incorporate ideas from multiscale finite element methods. In this work we show that

the same techniques can be used with good results for reaction-diffusion problems posed in

heterogeneous media. For this we use and adaptation, to heterogeneous media, of the mo-

del proposed by Fisher. The modification consist in replacing the homogeneous diffusion by

and heterogeneous isotropic diffusion. We consider a coefficient with multiscale (that local

variation across the domain) and high-contrast (measured ad the ration between largest and

smallest value of the coefficient).

Key words: heterogeneous media, multiscale media, high-contrast media, domain

decomposition methods, multiscale finite element method.
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2.4. Solución exacta (ĺınea roja) de (2.43) y aproximación de elemento finitos (ĺınea
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y 12 elementos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.12. Solución aproximada de elementos finitos de (2.76) con h = 1/10, 121 vértices
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3.3. Gráficas de las soluciones u(x, t) del problema de Fisher en medio difusivo
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del método del gradiente conjugado con precondicionar. . . . . . . . . . . . . 98

5.9. Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado

en la Figura 5.6 para η = 102, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.01

y diferentes n pasos de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0.

(b) Todas las aproximaciones u(n) con n = 3 hasta T = 0.03. (c) Todas las

aproximaciones u(n) con n = 10 hasta T = 0.1. (d) Número de iteraciones del
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del método del gradiente conjugado con precondicionar. . . . . . . . . . . . . 100

5.11. Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado

en la Figura 5.6 para η = 104, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.01

y diferentes n pasos de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0.

(b) Todas las aproximaciones u(n) con n = 3 hasta T = 0.03. (c) Todas las

aproximaciones u(n) con n = 10 hasta T = 0.1. (d) Número de iteraciones del
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ÍNDICE DE FIGURAS 10
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5.1. Número de iteraciones del método iterativo del gradiente conjugado con pre-

condicionador de las soluciones numéricas del problema de Fisher (5.2) con el

método aditivo de dos niveles clásico para diferentes contrastes η, tamaño de

intervalos de tiempo ∆t y n pasos de tiempo. . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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Introducción

Muchos problemas f́ısicos pueden ser formulados matemáticamente al analizar el balance de

dos fenómenos: la reacción y la difusión [1, 3]. La primera se define como el proceso de inter-

acción mediante el cual se generan o se consumen las especies o sustancias involucradas en

el fenómeno estudiado. La difusión se define como la dispersión de las especies o sustancias

involucradas en el proceso a lo largo del dominio f́ısico de el problema.

Observe que un primer paso en la formulación matemática que abre paso al proceso de mo-

delación matemática es entender la evolución de una cantidad con respecto al tiempo, es

decir, la formulación de una ecuación que describe la variación en el tiempo de la cantidad

anterior. Al suponer que el tiempo es continuo, se obtiene una ecuación diferencial ordinaria.

Si además tenemos en cuenta la distribución espacial de la cantidad de interés, obtenemos

una ecuación de reacción-difusión en algunos casos. La ecuación de reacción-difusión descri-

be como una o más sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la influencia de estos

dos procesos.

En ecuaciones de reacción-difusión, el coeficiente de difusión representa la conductividad

(o permeabilidad) e indica que tan fácil puede ocurrir el fenómeno de difusión. La conduc-

tividad puede ser constante, en este caso, las propiedades de difusión no dependen de la

posición en el dominio o región a estudiar. En general, el medio puede ser heterogéneo, es

decir, la conductividad no es una constante. En la práctica, cuando la conductividad es una

función continua con variación moderada puede considerarse como un fenómeno de difusión

homogénea. Se considera realmente difusión heterogénea cuando las variaciones de la con-

ductividad difusiva en el dominio son considerables. Por ejemplo, en este caso la facilidad

con lo que la difusión ocurre es distinta en diferentes regiones del dominio. En aplicaciones

reales esto es más general, ya que, en algunas poblaciones, la facilidad de difundirse puede

depender del entorno (como por ejemplo en la difusión de animales puede influir la vegeta-
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ción o tipo de suelo o inclinación del mismos). En este trabajo consideramos coeficientes de

difusión heterogéneos con variación en múltiples escalas y alto contraste. Un coeficiente κ

varia en un escala ε si al tomar una región cualquiera de tamaño ε, se observan variaciones

del coeficiente en esa región. Si esto es cierto para varias escalas ε se dice que el coeficiente

presenta variación en múltiples escalas. El contraste se mide como el cociente entre el mayor

y el menor valor del coeficiente de difusión (el cual es positivo) y el contraste también puede

variar en múltiples escalas.

Un ejemplo en reacción-difusión en aplicaciones de tipo biológicas es el modelo de Fisher

[9]. Consiste en la difusividad de un gen en una población, es decir, dado una población dis-

tribuida uniformemente en un hábitat, se presenta una mutación de un gen que se difunde

en una determinada región y después en sus alrededores. El modelo constituye el estudio

de mutaciones que puedan contribuir a la adaptación evolutiva. Para ilustrar los métodos

estudiados se considera en este trabajo este modelo pero planteado en medios heterogéneos

con difusión heterogénea y con la misma reacción que en el modelo original de Fisher.

La utilidad de la ecuación reacción-difusión para el estudio de fenómenos biológicos y otros

campos, se dificulta al restringir el uso de métodos anaĺıticos clásicos para analizar las so-

luciones, es decir, en los casos que es posible analizar la ecuación, la solución formal es tan

complicada que hace imposible cualquier interpretación posterior. En otros casos, simple-

mente, no existen métodos anaĺıticos capaces de proporcionar soluciones al problema. Por

ese motivo son útiles las técnicas numéricas, que mediante una labor de cálculo cient́ıfico,

proporcionan soluciones aproximadas. Uno de los métodos numéricos más conocido es el

método de elementos finitos el cual aproxima la solución de una ecuación diferencial parcial

por una discretización temporal de soluciones de sistemas lineales. Mencionamos también

que para el caso de coeficiente que vaŕıan en múltiples escalas y tiene alto contraste las difi-

cultades son mayores. Esto debido a que si el coeficiente de difusión varia en un escala ε la

resolución de las mallas de elementos finitos deben ser de tamaño varias veces menor que ε,

ver [11]. Para complicar más la situación la condición de los sistemas lineales (de método con

difusión impĺıcita) es afectada negativamente por el contraste en el medio. Recordamos que

para sistemas lineales resultantes de discretización de elementos finitos, debido al tamaño

e dispersidad de las matrices, se prefieren métodos iterativos para su solución, y es sabido,

que el desempeño de los métodos iterativos depende de la condición de la matriz asociada.

En este trabajo nos enfocamos en la solución eficiente de los sistemas lineales cuya solución es

requerida en la aproximación de la solución de ecuaciones de reacción-difusión heterogénea.

En particular usamos los métodos introducidos recientemente en [12, 13, 17] propuestos ini-
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cialmente para ecuaciones lineales de difusión. Estos método combinan técnicas de elementos

finitos multiescala con técnicas de descomposición de dominio, [11, 14].

Este trabajo se concentra en la eficiencia de método de descomposición de dominios de [13]

aplicados a reacción-difusión en medios heterogéneos adaptado al modelo de Fisher, donde

se considera un coeficiente con variación multiescala y con alto contraste.

Para la variable temporal, algunos métodos numéricos que permite discretizar el tiempo en

un intervalo finito que depende de un valor inicial son de tipo Euler expĺıcito e impĺıcito. En

el caso de Euler expĺıcito, las soluciones se definen de manera progresiva, es decir, depende

de valores ya calculados, mientras que el caso de Euler impĺıcito, requiere de datos no co-

nocidos que generalmente implican resolver ecuaciones no-lineales. Un método que permite

resolver este tipo de ecuaciones es el método del punto fijo cuya idea es encontrar las ráıces

de la ecuación al proponerlas como puntos fijos de una formulación alternativa.

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente forma: el primer caṕıtulo se presenta

algunos componentes principales que conforma la ecuación de reacción-difusión. El segundo

caṕıtulo se estudia el método de elementos finitos para aproximar soluciones de ecuaciones

diferenciales en una y dos dimensiones. El tercer caṕıtulo se aplica el método de elementos

finitos al modelo de Fisher con medio difusivo homogéneo en una y dos dimensiones, y se

usa método de discretización temporal tipo Euler. El cuarto caṕıtulo se cambia el término

difusivo homogéneo por un término heterogéneo al modelo de Fisher y se aplica el método de

elementos finitos en una y dos dimensiones, se usa los métodos de discretización temporal tipo

Euler. El quinto caṕıtulo se describe y aplica métodos iterativos para resolver los sistemas

lineales resultantes en el método de elementos finitos, con alguna discretización temporal

para una ecuación en reacción-difusión con medio heterogéneo y de alto contraste. En la

parte final del documento se presentan las conclusiones, aśı como una breve discusión sobre

los trabajos futuros derivados de esta tesis.



Caṕıtulo

1

Preliminares

En este caṕıtulo se presenta las componentes de la ecuación de reacción-difusión con con-

ductividad difusiva, homogénea y heterogénea, ilustrada con algunos ejemplos.

1.1. Ecuación de reacción

Un fenómeno de reacción ocurre cuando una determinada especie presentan procesos biológi-

cos, debido a interacciones entre individuos, que afectan el total o densidad de la población.

En este caso, si Ω ⊂ R representa una región donde la especie u = u(x, t) ∈ R se encuentra

en una posición x ∈ Ω y un tiempo t ≥ 0, dicha dinámica es representada mediante la

ecuación
∂u

∂t
= f(u), (1.1)

donde el término de reacción f : R→ R es un función de clase C1.

Uno de los primeros modelos en dinámica poblacional fue propuesto por Malthus [1], el cual

supone f(u) = au − bu con a > 0 la tasa de nacimientos y b > 0 la tasa de muertes para

una especie. Si a > b, dicho modelo prevé un crecimiento exponencial de la especie lo que no

es realista en la mayoŕıa de los casos. Verhulst introduce un proceso de auto-regularización,

donde el término de reacción f(u) es representada por

f(u) = ru
(

1− u

K

)
, (1.2)

donde r > 0 es la tasa de crecimiento para u ≥ 0 y K > 0 la capacidad de carga. Si
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r = K = 1, la ecuación (1.2) satisfacen las siguientes propiedades:

f(0) = f(1) = 0, f(u) > 0 en u ∈ (0, 1) y f(u) ≤ f ′(0)u para u ∈ [0, 1].

Por consiguiente, el término de reacción f(u), dado en (1.1), pueden presentar los siguientes

casos:

Sin efecto Allee, esto es, f(0) = f(1) = 0, f(u) > 0 para u ∈ (0, 1) y f(u) ≤ f ′(0)u

para u ∈ [0, 1]. La ecuación (1.2) para r = K = 1 es un ejemplo de este caso como lo

observado en la Figura 1.1 (a).

Con un efecto Allee débil, el cual supone que el crecimiento total de la población es

siempre positivo, es decir f(0) = f(1) = 0 y f(u) > 0 para u ∈ (0, 1). En este caso, la

función f es denominada monoestable como se observa en la Figura 1.1 (b).

Con un efecto Allee fuerte, caracterizada por un crecimiento negativo para valores de u

cercanos a cero. Esto significa que el crecimiento total de la población es negativo para

las poblaciones pequeñas. Si f(u) < 0 para u cercano a cero y f(u) > 0 para valores de

u próximo a 1, se dice que f es biestable o multiestable. Si existen 0 ≤ θ1 ≤ . . . ≤ θk < 1

tal que f(0) = f(θi) = f(1) = 0 para todo i ∈ 1, . . . , k y f(u) < 0 en u ∈ (0, θk),

entonces f es biestable. Si f(u) > 0 para u ∈ (θk, 1) y
∫ 1

0
f(s)ds > 0, entonces f es

multiestable. En la Figura 1.1 (c) representa el caso biestable y la Figura 1.1 (d) el

caso multiestable.

Con la existencia de un umbral para que se produzca la reacción. En este caso, la

población debe estar por encima de un umbral para permitir que se produzca una

reacción, es decir, existe θ ∈ (0, 1) tal que f(u) ≡ 0 en u ∈ [0, θ] y f(u) > 0 para

u ∈ (θ, 1), f(1) = 0 como lo observado en la Figura 1.1 (e).

Si u = (u1, u2) = (u1(x, t), u2(x, t)) ∈ R2 representa la cantidad de presas y depredadores,

respectivamente, un ejemplo derivado de la ecuación (1.1), con f : R2 → R2 una función de

clase C1, es

∂u1

dt
= au1 − bu1u2,

∂u2

dt
= −cu2 + du1u2,

donde a > 0 es la tasa de crecimiento para u1 en ausencia de depredador, c > 0 la tasa de

mortalidad de u2 en ausencia de presa, b > 0 la tasa de interacción entre las dos especies el

cual es desfavorable para la presa y d > 0 la tasa de interacción entre individuos de ambas
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(a) (b)

(c)

(d) (e)

Figura 1.1: Términos de la reacción f(u) en diferentes efectos Alle. (a) Sin efecto Alle. (b)
Efecto Alle débil, caso monoestable. (c) Efecto Alle fuerte, caso biestable. (d) Efecto Alle
fuerte, caso multiestable. (e) Existencia de un umbral, combustión. Fuente: Bouhours (2014)
[1].
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especies el cual favorece al depredador.

En forma general, la ecuación de reacción, dada en (1.1), puede representar una dinámica

de competencia entre dos o más especies, mutualismo para una o más poblaciones, anticipar

la propagación de enfermedades infecciosas como la gripe o VIH, y reacciones qúımicas por

medio de la ley de acción de masas [3].

1.2. Ecuación de difusión

Además de la dinámica modelada por la ecuación de reacción, dada en (1.2), se puede

considerar movimientos espaciales para una población en el que cada individuo se dispersa

a través del espacio y tiempo. Este fenómeno, denominado difusión, se representa mediante

la ecuación
∂u

∂t
− div(κ(x)∇u) = f(x, t), (1.3)

donde u = u(x, t) ∈ R es la cantidad de una población, t ≥ 0 el tiempo, x ∈ Ω ⊂ Rn

la posición espacial. La función f : Ω × R → R continua. La conductividad del medio (o

permeabilidad) κ(x) = (κi,j(x))1≤i,j≤n, considerada simétrica y definida positiva, indica la

facilidad con que ocurre el fenómeno de difusión en x. El operador ∇ es el gradiente y el

operador div es el divergente de un campo vectorial. Observe que

div(κ(x)∇u) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂

∂xi

(
κij

∂u

∂xj

)
.

Si todas las entradas de κ(x) son constantes, esto es, κ(x) = (Dij)1≤i,j≤0 con Dij ≥ 0,

entonces la ecuación (1.3) es homogénea. Si κ(x) posee al menos una entrada no constan-

te, la ecuación (1.3) se considera heterogénea. En la práctica, cuando κ(x) posee funciones

continuas con variación moderada en al menos uno de sus entradas, se considera como un

fenómeno de difusión homogénea. La ecuación (1.3) se considera realmente heterogénea cuan-

do las variaciones en las entradas de κ(x) son considerables, esto es, la facilidad con lo que

la difusión ocurre es distinta en diferentes regiones del dominio.

Al considerar n = 2 en la ecuación (1.3), κ(x) representa los siguientes casos dependiendo

de como ocurre la conductividad del fenómeno difusivo:

Medio isotrópico (vidrio): el coeficiente κ es de la forma

κ(x) = κ(x)

[
1 0

0 1

]
.
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En esta caso, no hay direcciones preferenciales de difusión.

Medio ortotrópico (materiales compuestos):

κ(x) =

[
κ11(x) 0

0 κ22(x)

]
.

En este caso la difusión ocurre en las direcciones de los ejes principales puede preferirse

una dirección a la otra dependiendo de los tamaños relativos de κ11 y κ22.

Anisotrópico (materiales con fibra):

κ(x) =

[
κ11 κ12

κ21 κ22

]
.

En este caso las direcciones principales de difusión no estás alineadas con los ejes y

corresponden a los vectores propios de la matriz κ la cual se asume simétrica y definida

positiva.

Un problema particular que se presenta en medio heterogéneo son de varias escalas de alto

contrate. Si existen κmı́n y κmáx tal que 0 < κmı́n ≤ µmin(x) ≤ µmax(x) ≤ κmáx, donde

µmin(x) y µmax(x) son el menor y mayor valor propio de κ(x) para todo x ∈ Ω ⊂ Rn, la

conductividad κ tiene una estructura multiescalar, es decir, se presenta variaciones locales

importantes de κ que ocurren en Ω a diferentes escalas. Se asume que κ es de contraste alto,

esto es, cuando la razón entre κmáx y κmı́n es alto. Definimos esta razón como η.

Los diferentes casos que puede tomar κ, cuando la ecuación (1.3) es homogénea y hete-

rogénea, se define en la Tabla 1.1. En este trabajo se estudiará el caso (II).

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

Dirección
de preferencia
de flujo

Variación
espacial

Homogéneo
Heterogéneo con problemas
multiescala de alto contraste

Isotrópico (I) (II)

Ortotropico (III) (IV)

Anisotrópico (V) (VI)

Tabla 1.1: Casos del coeficiente difusivo.

Por otro lado, si u representa presión o temperatura de una cierta sustancia, la ecuación

(1.3) hace uso de las siguientes leyes:
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(1) Ley de equilibrio: la variación del flujo es conocida, esto es,

f = div(q),

donde q ∈ Rn.

(2) Ley constitutiva: es una ley que relaciona el flujo con la densidad (presión o temperatu-

ra),

q = −κ∇u.

En particular, cuando q representa flujo de calor se obtiene la ley de Fourier y cuando

es un flujo en medio poroso se obtiene la ley de Darcy.

En la Tabla 1.2 se representa matemáticamente las cantidades y variaciones usadas en las

descripciones de la ecuación (1.3).

Término f́ısico Representación matemática
Presión Temperatura u : Ω× R→ R

Variación de presión Variación de temperatura ∇u = (∂iu)
Flujo de fluido Flujo de calor q = (qi)
Permeabilidad Conductividad κ = (κij)

Variación del flujo Variación de calor div(q) =
∑
∂iq

Tabla 1.2: Modelos de difusión: presión de un fluido en un medio poroso y temperatura de
un cuerpo.

Como caso particular de la ecuación (1.3) son los siguientes:

Para n = 1, f(x, t) = 0 con x ∈ Ω ⊂ R, t ≥ 0 y κ(x) = D ≥ 0:

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
,

conocida como la ecuación calor en una dimensión

Para κ(x) = I, donde I es la matriz identidad y tiempo estacionario, tenemos

−∆u = f, (1.4)

la cual es conocida como la ecuación de Poisson n-dimensional. Esta ecuación es usa-

da para estudiar el flujo de un fluido en un medio poroso, estudiar la difusión de

temperatura de un cuerpo, entre otras aplicaciones.
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1.3. Ecuación de reacción-difusión

La ecuaciones de reacción-difusión utiliza (1.2) y (1.3), para formar

∂u

∂t
− div(κ(x)∇u) = f(u), t ≥ 0, x ∈ Rn, (1.5)

el cual es usada en la dinámica de cantidades f́ısicas, biológicas o qúımicas.

Como caso particulares de ecuación (1.5) tenemos:

El modelo de Fisher-KPP en 1937

Sea u = u(x, t) la concentración de los miembros de una población distribuida uniformemen-

te a lo largo de un hábitat lineal Ω. Considere que en algún punto del hábitat ocurre una

mutación la cual se difunde primero en la vecindad de ocurrencia y después en sus alrede-

dores. Sea q = q(x, t) la concentración de los miembros de la población cuyos descendientes

tienen el gen mutante, el cual es asumido por q = 1 − u. Denote σ como la intensidad en

favor del gen mutante independiente de u. Suponga que la razón por generación a la cual los

miembros de la población con el gen mutante se difunde dentro de la población total está

dada por −κ∂u
∂x

, donde κ > 0 es una constante de difusión (independiente de x y u).

Estas hipótesis se describe mediante el siguiente modelo:

∂u

∂t
= σu(1− u) + κ

∂2u

∂x2
.

El modelo de Skellam en 1951

Considere S = S(r, t) la cantidad de una población de roedores acuáticos, con dispersión

aleatoria, crecimiento exponencial y hábitat Ω denotado en coordenadas polares. Si la dis-

persión de la población es aleatoria con crecimiento proporcional a su densidad, el modelo

es descrito como
∂S

∂t
=
D

r

∂

∂r

(
r
∂S

∂r

)
+ αS,

donde D > 0 es la constante de difusión y α > 0 es la tasa neta de crecimiento.
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El modelo de Turing en 1952

Considere un embrión con la forma de un anillo de tejido de radio ρ, el cual contiene dos

sustancias qúımicas u1 y u2 llamadas morfógenos. Sean

f(u1, u2) = −au2
1 − bu1u2 + d,

g(u1, u2) = au2
1 + bu1u2 − cu2 + e,

las razones del cual dichas concentraciones cambian debido a la interacciones qúımicas, con

a, b, c, d, e > 0 los parámetros de reacción. Cada morfógeno se mueve de una región de mayor

concentración a una de menor concentración con una razón proporcional al gradiente de la

concentración. Dicho fenómeno se describe como

∂u1

∂t
= f(u1, u2) +

µ

ρ2

∂2u1

∂x2
,

∂u2

∂t
= g(u1, u2) +

ν

ρ2

∂2u2

∂x2
,

donde µ y ν son los coeficientes de difusión entre células vecinas.

1.4. Condiciones de frontera y condición inicial

Para garantizar la unicidad de soluciones en ecuaciones diferenciales parciales se debe ga-

rantizar condiciones sobre la solución en el borde ∂Ω del dominio Ω ⊆ Rn y o condiciones

iniciales que deben darse no solo en un punto dado sino en una subvariedad de co-dimensión

en Ω. Cuando se impone condiciones sobre ∂Ω se tiene un problema de frontera; si las condi-

ciones se dan en una subvariedad inicial se denomina un problema de Cauchy o de condición

inicial.

Por ejemplo, considere la ecuación de tipo (1.5) de la forma

∂u

∂t
= div(κ(x)∇u) + f(u) para x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0,

con condición inicial

u(x, 0) = u0(x) para x ∈ Ω,

y condición de frontera

b(x, t, u,∇u) = 0, para x ∈ ∂Ω, t > 0,
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que pueden ser:

Condición de frontera de Dirichlet: consisten en fijar el valor de la solución u en los

puntos de la frontera, es decir,

u = b(x, t) para x ∈ ∂Ω, t > 0,

donde b es una función preescrita. Si b = 0, se denomina condición de frontera de

Dirichlet homogénea. En problema de dinámica poblacional correspondeŕıa al punto

de partida y punto a terminar de una población.

Condiciones de frontera de Neumann:

∇u · η = b(x, t) para x ∈ ∂Ω, t > 0,

donde η es el vector normal externo en Ω para x ∈ ∂Ω. El caso homogéneo, b = 0,

se denomina condición sin flujo, esto es, ninguna part́ıcula o individuo pueden salir

o entrar en el dominio Ω a través de frontera. En el contexto de los problemas de

distribución de temperatura, significa que la frontera está aislada y que no hay flujo

de calor a través de él.

Condiciones de frontera de Robin: es una combinación ponderada de las condiciones

de Dirichlet y Neumann, esto es,

α(x, t)u+ β(x, t)∇u · η = b(x, t) para x ∈ ∂Ω, t > 0.

En problema de distribución de temperatura la barra irradia calor a su entorno a una

velocidad proporcional a su temperatura actual.

Es posible combinar diferentes tipos de condiciones de frontera en partes separadas de la

frontera. Por ejemplo, considere el ejemplo de Poisson (1.4) con coeficiente difusivo κ(x):





−div(κ(x)∇u) = f(x, t), en Ω,

u(x, t) = b(x, t), en la ∂ΩD,

∇u · η = b̄(x, t), en la ∂ΩN .

(1.6)

La segunda igualdad en (1.6) es una región de la frontera del dominio Ω, digamos ∂ΩD,

y la última igualdad en (1.6) es el resto de la frontera del dominio, digamos ∂ΩN , como se

observa en la Figura 1.2.
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∂ΩD ∂ΩNΩ

Figura 1.2: Dominio Ω con subconjuntos de ∂Ω para condiciones de frontera: u(x, t) = b(x, t)
en la ∂ΩD y ∇u · η = b̄(x, t) en la ∂ΩN .

Aqúı, las condiciones de frontera son introducidas como condiciones lineales en u pero es

posible también tener condiciones de frontera no lineales, pero esto hace que el análisis sea

posiblemente más complicado.

1.5. Medio difusivo homogéneo y heterogéneo

Al principio de este caṕıtulo se definieron algunos conceptos generales de la ecuación reac-

ción-difusión, aśı como también del término difusivo en medio homogéneo y heterogéneo.

En esta sección se considera algunas descripciones y aplicaciones de los posibles casos que

toma κ(x), tipo homogéneo o heterogéneo. Al examinar el caso cuando el término difusivo

es homogéneo, se considera el siguiente modelo derivado de la ecuación (1.5):





∂u(x, t)

∂t
−D∆u(x, t) = f(u(x, t)), t > 0, x ∈ Ω ⊂ Rn, para n ≥ 1,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn.
(1.7)

El coeficiente κ(x) = DI con D > 0 e I la matriz identidad de tamaño n × n, se define

como un problema en medio isotrópico como lo observado en Sección 1.2. Al considerar una

función continua que mantiene una variación modera en al menos unas de las entradas del

coeficiente κ(x), se sustituye, en este caso, D∆u por div(κ(x)∇u).

En la ecuación (1.7) se debe considerar los diferentes tipos de condiciones de frontera, que

pueden ser Dirichlet, Neumann o Robin, dados en la Sección 1.4. Se observa que el problema

(1.7) depende de la variable tiempo t por lo que se debe determinar una condición inicial

u0(x). En un ejemplo de tipo poblacional con estas condiciones, las soluciones se mantienen

uniformes a través de un intervalo finito de tiempo.

Al considerar un problema f́ısico en general de reacción-difusión con medio difusivo hete-
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rogéneo, se tiene el siguiente modelo derivado de la ecuación (1.5):





∂u(x, t)

∂t
− div(κ(x, t)∇u(x, t)) = f(x, t, u), t > 0, x ∈ Ω ⊂ Rn,

α(x, t)[u(x, t)] = 0, x ∈ ∂Ω.
(1.8)

El término de reacción f(x, t, u) puede no solo depender de u, sino también de las variables

x e t, inclusive de ∇u. Este término también puede presentarse en problemas de medios

difusivos homogéneos como en (1.7).

Las condiciones de fronteras en (1.8) es dado por α(x, t)[u(x, t)] = 0, y en la mayoŕıa de los

casos corresponde a las condiciones de frontera de Dirichlet, Neumann o Robin, dadas en la

Sección 1.4. El modelo (1.8) depende de una variación temporal t, por lo que se debe deter-

minar una condición inicial u0(x), además que κ(x, t) puede depender tanto de la variable

espacial x como la temporal t.

En este trabajo el análisis del coeficiente difusivo en medio homogéneo y heterogéneo en

problemas relacionados con la ecuación de reacción-difusión (1.5), dependerán solo de la

variable espacial x.

Ilustremos el siguiente ejemplo en una dimensión espacial.

Calcular u : [0, 1]→ R tal que,





∂u

∂t
− ∂

∂x

(
κ(x)

∂u

∂x

)
= −1,

u(0) = 1, u(1) = 2,

u(x, 0) = u0(x) = 1 + x+ sin(2πx).

(1.9)

Considere el caso cuando el problema (1.9) contiene un término difusivo homogéneo, esto

es, cuando κ(x) = 1. La Figura 1.3 mantiene soluciones uniformes alrededor del dominio en

un intervalo finito de tiempo.

Al ilustrar el caso cuando el término difusivo es heterogéneo en el problema (1.9), se considera

κ(x) = 1.1 + sin(px). La Figura 1.4 presenta oscilaciones alrededor del dominio cuando el

periodo p toma los valores p = 10, 20 y 30 en un mismo intervalo finito de tiempo.
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(a) (b)

(c)

Figura 1.3: Soluciones u(x, t) del problema (1.9) obtenidas con el método de elementos
finitos. Elementos N = 100, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.001 con diferentes n
iteraciones hasta un tiempo T. (a) Solución inicial T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n)

con n = 40 hasta T = 0.04. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 100 hasta T = 0.1.



1.5. MEDIO DIFUSIVO HOMOGÉNEO Y HETEROGÉNEO 13

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.4: Soluciones u(x, t) del problema (1.9) obtenidas con el método de elementos
finitos. Elementos N = 100, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.001 con diferentes n
iteraciones hasta un tiempo T. (a) Solución inicial T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n)

con p = 10 hasta T = 0.1. (c) Todas las aproximaciones u(n) con p = 20 hasta T = 0.1. (d)
Todas las aproximaciones u(n) con p = 30 hasta T = 0.1.



Caṕıtulo

2

Método de Elementos Finitos

El método de elementos finitos permite obtener una solución numérica aproximada de algu-

nas ecuaciones diferenciales parciales, en especial de tipo eĺıptico, parabólico, Navier-Stokes

y ecuaciones de elasticidad. Por consiguiente, en este caṕıtulo se presenta las condiciones

básicas, necesaria para explicar el método de elementos finitos en una y dos dimensiones la

cual se fundamentan de [16].

2.1. Método de elementos finitos en una dimensión

Pera obtener una solución numérica de una ecuación diferencial parcial por el método de

elementos finitos se debe seguir tres pasos:

1. Una formulación fuerte del problema, representada por condiciones de frontera y con-

dición inicial de la ecuación diferencial parcial,

2. la construcción de una formulación débil o variacional, el cual transforma la ecuación

diferencial parcial en una ecuación integral en un espacio de Hilbert,

3. el problema obtenido en la paso anterior es aproximado a un problema en un espacio de

dimensión finita, es decir, elementos finitos. Esta formulación, conocida como Galerkin,

plantea unas funciones base, para encontrar la solución numérica mediante la resolución

de un sistema lineal.

A continuación se estudia cada uno de los pasos mencionados aplicado a la ecuación dife-

rencial de Poisson (1.4) en una dimensión espacial.
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2.1.1. Formulación fuerte

Considere una cuerda elástica, sujetada en ambos extremos a y b, con carga transversal

de intensidad f como se observa en la Figura 2.1. Si ocurren pequeños desplazamientos

x ∈ [a, b], el desplazamiento transversal u(x) satisface

{
−u′′(x) = f(x), para todo x ∈ [a, b],

u(x) = g(x), para x ∈ {a, b} ,
(2.1)

donde Ω = [a, b] ⊂ R es el dominio de la solución, u : Ω→ R, u′ = du

dx
, f : Ω→ R una función

continua y u(x) = g(x) la condición de frontera tipo Dirichlet. En general, se pueden in-

terponer otros tipos de condiciones de fronteras como las que se encuentran en la Sección 1.4.

u(x)

xa b

f

Figura 2.1: Cuerda elástica.

2.1.2. Formulación débil

Para construir la formulación débil a partir de la formulación fuerte se realiza los siguientes

pasos:

1. Multiplicar a ambos lados de la igualdad de la ecuación diferencial por la función de

prueba v ∈ C∞0 (a, b) =
{
v ∈ C∞(a, b)

∣∣ v(a) = 0, v(b) = 0
}

con

C∞ =
{
v : [a, b]→ R

∣∣ v y todas sus derivadas son continuas
}
.

2. Integrar en los dos lados de la igualdad del paso anterior, aplicar integración por partes

y la condición de frontera para reducir lo más bajo posible el orden de sus derivadas.

3. Cambiar el espacio de la función de prueba v ∈ C∞0 (a, b) por un espacio V , ligeramente

más grande, tal que v ∈ V . De igual forma, se determina el espacio de funciones soluciones

U tal que la solución u ∈ U .
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Para el caso de la ecuación (2.1) se multiplica los dos lados de la igualdad por una función

de prueba v ∈ C∞0 (a, b) para obtener

− u′′(x)v(x) = f(x)v(x). (2.2)

Al integrar los dos lados de la ecuación (2.2) se obtiene

−
∫ b

a

u′′(x)v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx. (2.3)

Al aplicar integración por partes en (2.3) y la condición v(a) = v(b) = 0, puesto que

v ∈ C∞0 (a, b), se tiene

−
∫ b

a

u′′(x)v(x)dx = −[u′(b)v(b)− u′(a)v(a)] +

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx,

= −[u′(b) · 0− u′(a) · 0] +

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx,

=

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx.

Por consiguiente, la formulación fuerte de (2.1) se reescribe como

Calcular u : [a, b]→ R tal que,




∫ b

a

u′(x)v′(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx, para todo v ∈ C∞0 (a, b),

u(x) = g(x), para x ∈ {a, b} .
(2.4)

A continuación se escoge los espacios apropiados V y U para la formulación débil (2.4).

Sea

H1(a, b) :=
{
v ∈ L2(a, b) | v′ ∈ L2(a, b)

}
, (2.5)

un espacio de Hilbert, donde L2(a, b) =
{
v : (a, b)→ R

∣∣ ∫ b

a
v2(x)dx <∞

}
, con producto

interno

(u, v)H1(a,b) =

∫ b

a

u(x)v(x)dx+

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx,

= (u, v)L2(a,b) + (u′, v′)L2(a,b),
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y norma

‖v‖2
H1(a,b) =

∫ b

a

|v(x)|2dx+

∫ b

a

|v′(x)|2dx,

= ‖v‖2
L2(a,b) + ‖v′‖2

L2(a,b).

Cuando se presenta el caso v(a) = v(b) = 0, para x ∈ {a, b} se define un espacio de funciones

H1
0 (a, b) dado por

H1
0 (a, b) :=

{
v ∈ H1(a, b) | v(a) = 0 y v(b) = 0

}
, (2.6)

donde H1
0 (a, b) ⊂ H1(a, b).

Si se observa v′′(x) en la formulación débil (2.4) se presenta el espacio

H2(a, b) :=
{
v ∈ L2(a, b) | v′, v′′ ∈ L2(a, b)

}
,

con norma

‖v‖2
H2(a,b) =

∫ b

a

|v(x)|2dx+

∫ b

a

|v′(x)|2dx+

∫ b

a

|v′′(x)|2dx,

= ‖v‖2
L2(a,b) + ‖v′‖2

L2(a,b) + ‖v′′‖2
L2(a,b),

del cual H2(a, b) ⊂ H1(a, b) ⊂ L2(a, b).

De la ecuación (2.4) considere los espacios V = H1
0 (a, b), U = H1(a, b), una forma bilineal

A : U × V → R dado por

A(u, v) =

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx para todo v ∈ V y u ∈ U, (2.7)

y la función lineal L : V → R por

L(v) =

∫ b

a

f(x)v(x)dx para todo v ∈ V. (2.8)

Por consiguiente, La formulación débil de (2.4) es definida por:

Calcular u ∈ U tal que,



A(u, v) = L(v), para todo v ∈ V,

u(x) = g(x), para x ∈ {a, b} .
(2.9)
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Observe que las integrales
∫ b

a
u′(x)v′(x)dx y

∫ b

a
f(x)v(x)dx de la formulación débil (2.9) de-

ben estar bien definidas, es decir, u′, v′, f, v ∈ L2(a, b).

La condición de frontera en (2.1) se puede reducir a g(x) = 0 en x ∈ {a, b}, tomando

u = u∗ + ug tal que (2.9) se resumen en

Calcular u∗ ∈ V tal que,

A(u∗, v) = L(v)−A(ug, v), para todo v ∈ V, (2.10)

de modo que ug es una función continua arbitraria con ug(a) = g(a) y ug(b) = g(b).

Para realizar la formulación débil de una ecuación diferencial, la escogencia del espacio V

debe cumplir C∞0 (a, b) ⊂ V y el espacio U debe tener sentido con la condición de frontera.

Por ejemplo, si U = L2(a, b) para el caso (2.1) no es buena elección porque los valores u(a) y

u(b) puede no estar bien definidos en L2(a, b). La elección de U y V puede realizarse de forma

diferente o bien U = V . En esta trabajo, todas las formulaciones débiles que se estudiarán

se utilizara U = V , esto es, el espacio de solución es el mismo espacio de funciones de prue-

ba. Esta elección tiene la ventaja de obtener sistemas lineales simétricos con mayor facilidad.

Por otro lado, si los coeficientes de la ecuación diferencial son regulares y una solución de

la formulación débil es regular, entonces esta es también solución de la formulación fuerte.

Regular significa que la solución de la formulación débil tiene derivadas continuas hasta el

orden de la ecuación diferencial.

Una solución de la ecuación (2.9) es única si satisface el siguiente lema, probado en [10].

Teorema 2.1. (Lax-Milgram) Consideremos el problema de encontrar u ∈ V tal que,

A(u, v) = L(v), para todo v ∈ V, (2.11)

con A : V × V → R bilineal y L lineal. Si satisface que:

i. A es simétrica, A(u, v) = A(v, u).

ii. A es continua, es decir, existe una constante γ > 0 tal que

|A(u, v)| ≤ γ‖u‖V ‖v‖V , para todo u, v ∈ V.

iii. A es eĺıptica, es decir, existe una constante α > 0 tal que

A(u, u) ≥ α‖u‖2
V , para todo u ∈ V.
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iv. L es continua, es decir, existe una constante Λ > 0 tal que

|L(u)| ≤ Λ‖u‖V , para todo u ∈ V.

Entonces existe una única solución u ∈ V de (2.11) .

2.1.3. Formulación de Galerkin

De los ejemplo anteriores, la formulación débil de una ecuación diferencial se puede escribir

como

Calcular u∗ ∈ V tal que,

A(u∗, v) = L(v), para todo v ∈ V, (2.12)

donde V = H1
0 (a, b) es un espacio de dimensión infinita.

Consideramos V h una familia de subespacios de dimensión finita de V con h el tamaño del

espacio tal que V h → V cuando h → 0. Suponga que para todo v ∈ V existe una sucesión

vh ∈ V h, tal que

vh → v en V cuando h→ 0.

Entonces la formulación de Galerkin de (2.12) es dado por

Calcular u∗h ∈ V h tal que,

A(u∗h, vh) = L(vh), para todo vh ∈ V h. (2.13)

Observe que (2.13) se puede reescribir en forma matricial. En efecto, si β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕNh
}

es una base de V h (donde Nh es la dimensión del espacio V h) y u∗h ∈ V h entonces se puede

escribir como una combinación lineal de β, esto es,

u∗h = α1ϕ1 + α2ϕ2, . . . , αNh
ϕNh

=

Nh∑

j=1

αjϕj.

Como A es una forma bilineal, para todo vh ∈ V h vale

A(u∗h, vh) = A

(
Nh∑

j=1

αjϕj, vh

)
=

Nh∑

j=1

αjA(ϕj, vh). (2.14)

Es suficiente verificar (2.13) solamente para las funciones de prueba vh = ϕi, i = 1, . . . , Nh,

en la base β de V h, es decir, la formulación de Galerkin es equivalente a
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Calcular u∗h =
∑Nh

j=1 αjϕj, tal que,

Nh∑

j=1

αjA(ϕi, ϕj) = L(ϕi), para i = 1, . . . , Nh. (2.15)

De (2.15) se escribe como una matriz A = [aij] de dimensión Nh ×Nh con entradas

aij = A(ϕi, ϕj), para i, j = 1, . . . , Nh, (2.16)

y vectores

b = [b1, b2, · · · , bNh
]T ∈ RNh donde bi = L(ϕi), para i = 1, . . . , Nh, (2.17)

y uh = [α1, α2, . . . , αNh
]T ∈ RNh , conocido como el vector incógnita.

De (2.16) y (2.17), la formulación (2.15) es equivalente a

Calcular u∗h =
∑Nh

j=1 αjϕj tal que,

Nh∑

j=1

αjaij = bi, para i = 1, . . . , Nh, (2.18)

donde en notación matricial es un sistema lineal dado por

Calcular uh ∈ RNh tal que, Auh = b. (2.19)

El siguiente teorema garantiza la unicidad de soluciones en la formulación de Galerkin (2.13),

al tener en cuenta que la formulación débil (2.12) posea solución única. Para ello se utilizan

como resultado los siguientes lemas:

Lema 2.1. Si uh,wh ∈ RNh las coordenadas de las funciones de elementos finitos u∗h, w
∗
h ∈

V h. Entonces

uT
hAwh = A(u∗h, w

∗
h).

Demostración. Considere A(u∗h, w
∗
h) implica uT

hAw h. Sea β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕNh
} una base

V h y dado que u∗h, w
∗
h ∈ V h tenemos u∗h =

∑Nh

j=1 αjϕj y w∗h =
∑Nh

i=1 µiϕi. Como A(u∗h, w
∗
h) =

A
(∑Nh

j=1 αjϕj,
∑Nh

i=1 µiϕi

)
, de (2.14) tenemos

∑Nh

i,j=1 αjA(ϕj, ϕi)µi y ya queA(ϕj, ϕi) son las

entras de la matriz A por (2.16) y dado que uh = [α1, α2, . . . , αNh
] y w h = [µ1, µ2, . . . , µNh

]

se tiene por consiguiente uT
hAw h. De forma reciproca se tiene la otra implicación.

Lema 2.2. Si la forma bilineal A es simétrica y eĺıptica entonces la matriz A es simétrica

y definida positiva.
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Demostración. Si A es simétrica entonces la matriz A = [aij] es simétrica, pues

aij = A(ϕi, ϕj) = A(ϕj, ϕi) = aji, i, j = 1, . . . , Nh.

Por Lema 2.1, si uh = vh, tenemos uT
hAuh = A(u∗h, u

∗
h) y como A es eĺıptica, existe α > 0

tal que A(u∗h, u
∗
h) ≥ α‖u∗h‖2

V ≥ 0, entonces uT
hAuh > 0 y A es definida positiva. Si ‖u∗h‖2

V ≤
A(u∗h, u

∗
h) = uT

hAuh = 0 entonces u∗h = 0 y por lo tanto vh = 0 ∈ RNh .

Teorema 2.2. Si las hipótesis del Teorema 2.1 se cumplen entonces la formulación de

Galerkin (2.13) tiene solución única y

‖u∗h‖ ≤
Λ

α
.

Demostración. Observe que la formulación de Galerkin (2.13) es equivalente al sistema lineal

(2.19) la cual tiene solución única dado que la matriz A es definida positiva por el Lema 2.2.

Si vh = u∗h entonces A(u∗h, u
∗
h) = L(u∗h). Dado que L es continua, existe Λ > 0 tal que

|L(u∗h)| ≤ Λ‖u∗h‖V .

Por consiguiente, tenemos que

α‖u∗h‖2
V ≤ A(u∗h, u

∗
h) = L(u∗h) ≤ Λ‖u∗h‖V .

donde

‖u∗h‖ ≤
Λ

α
.

Para el caso (2.1) con a = 0 y b = 1, f(x) = 1 y condición de frontera de Dirichlet homogénea

dado por u(0) = 0 y u(1) = 0, la formulación fuerte es

Calcular u : [0, 1]→ R tal que,




−u′′(x) = 1, para todo x ∈ [0, 1],

u(0) = 0, u(1) = 0,
(2.20)

con formulación débil equivalente

Calcular u ∈ V tal que,

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0

v(x)dx, para todo v ∈ V, (2.21)
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donde V = H1
0 (0, 1). Para desarrollar la formulación de Galerkin se debe elegir un subespacio

de dimensión finita V h ⊂ V el cual determina una solución aproximada u∗h. Observe que una

función en V h se debe anular tanto en x = 0 como x = 1. Por lo tanto, se define

V h = span {sin(πx)} , (2.22)

con ϕ1(x) = sin(πx) una función de la base. Como u∗h ∈ V h, se escribe

u∗h = α1ϕ1(x). (2.23)

De (2.13) la formulación de Galerkin es de la forma

Encontrar u∗h ∈ V h tal que,

∫ 1

0

(u∗h(x))′v′(x)dx =

∫ 1

0

v(x)dx, para todo v ∈ V h. (2.24)

Al sustituir (2.23) y v = ϕ1(x) en (2.24) se obtiene

∫ 1

0

(α1ϕ
′
1(x))ϕ′1(x)dx =

∫ 1

0

ϕ1(x)dx,

de la cual,

A = [a11] =

∫ 1

0

ϕ′1(x)ϕ′1(x)dx =

∫ 1

0

(sin(πx))′ (sin(πx))′ dx =
π2

2
, (2.25)

y el vector

b = [b1] =

∫ 1

0

ϕ1(x)dx =

∫ 1

0

sin(πx)dx =
2

π
. (2.26)

Al sustituir (2.25) y (2.26) en (2.19) se tiene

π2

2
· α1 =

2

π
,

donde

α1 =
4

π3
. (2.27)

Al reemplazar (2.27) en (2.23), la solución en (2.24) es

u∗h =
4

π3
sin(πx). (2.28)

Por otro lado, al sustituir (2.22) por

V h = span {sin(πx), x(1− x)} , (2.29)
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donde ϕ1 = sin(πx) y ϕ2 = x(1− x) se anulan en x = 0 y x = 1, se escribe u∗h ∈ V h como

u∗h = α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x), (2.30)

cuyos coeficientes α1 y α2 son determinados por la siguiente formulación de Galerkin dado

en (2.24) con V h definido en (2.29).

En efecto, al sustituir (2.30) y v = ϕi(x), para i = 1, 2, en (2.24), se obtiene

∫ 1

0

(α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x))′ ϕ′1(x)dx =

∫ 1

0

ϕ1(x)dx,

∫ 1

0

(α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x))′ ϕ′2(x)dx =

∫ 1

0

ϕ2(x)dx.

Los componentes de la matriz A = [aij]1≤i,j≤2 y vector b = [bi]i=1,2 se identifica como se

sigue

α1

∫ 1

0

ϕ′1(x)ϕ′1(x)dx

︸ ︷︷ ︸
a11

+α2

∫ 1

0

ϕ′2(x)ϕ′1(x)dx

︸ ︷︷ ︸
a12

=

∫ 1

0

ϕ1(x)dx

︸ ︷︷ ︸
b1

,

α1

∫ 1

0

ϕ′1(x)ϕ′2(x)dx

︸ ︷︷ ︸
a21

+α2

∫ 1

0

ϕ′2(x)ϕ′2(x)dx

︸ ︷︷ ︸
a22

=

∫ 1

0

ϕ2(x)dx

︸ ︷︷ ︸
b2

,

donde

a11 =

∫ 1

0

ϕ′1(x)ϕ′1(x)dx =

∫ 1

0

(sin(πx))′ (sin(πx))′ dx =
π2

2
,

a12 = a21 =

∫ 1

0

ϕ′1(x)ϕ′2(x)dx =

∫ 1

0

(sin(πx))′ (x(1− x))′ dx =
4

π
,

a22 =

∫ 1

0

ϕ′2(x)ϕ′2(x)dx =

∫ 1

0

(x(1− x))′ (x(1− x))′ dx =
1

3
,

(2.31)

y vector b

b1 =

∫ 1

0

ϕ1(x)dx =

∫ 1

0

sin(πx)dx =
2

π
,

b2 =

∫ 1

0

ϕ2(x)dx =

∫ 1

0

x(1− x)dx =
1

6
.

(2.32)
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Al sustituir (2.31) y (2.32) en (2.19) se tiene

[
π2/2 4/π

4/π 1/3

][
α1

α2

]
=

[
2/π

1/6

]
,

que da como resultado [
α1

α2

]
=

[
0

1/2

]
. (2.33)

Al reemplazar (2.33) en (2.30), la solución de (2.24) es

u∗h =
1

2
x(1− x). (2.34)

Al resolver (2.20) de forma anaĺıtica se obtiene la solución numérica (2.34).

Puesto que la formulación Galerkin (2.24) se escogieron dos espacios V h dado por (2.22) y

(2.29), el objetivo es elegir un V h apropiado el cual depende o no de una malla, cuadŕıcula,

partición o triangulación. Si V h depende de una malla, ésta puede depender o no del dominio

Ω de la ecuación diferencial parcial. La elección del espacio V h y su base β son importante

para realizar una mejor aproximación de la solución y tiene implicaciones directas en el

tamaño de la matriz A definida en (2.16). La idea general del método de los elementos finitos

es utilizar funciones base β con soporte pequeño de tal forma que el tamaño de la matriz A

sea moderada. En este trabajo se usa el espacio de funciones lineales por partes basado en

una triangulación (partición) del dominio Ω de la ecuación reacción-difusión homogénea y

heterogénea.

2.1.4. Espacio de elementos finitos de funciones lineales por partes

Sea τh una triangulación o partición del dominio Ω de una ecuación diferencial. Si Ω =

(a, b) ⊂ R la partición o triangulación τh es formada por intervalos pequeños, llamado

elementos, de la forma Ei = (xi, xi+1), i = 1, . . . ,M−1; donde los vértices {xi}Mi=1 satisfacen

a = x1 < x2 < . . . < xM−1 < xM = b,

y
M⋃

i=1

Ei = [a, b], Ei ∩ Ej = ∅ para i 6= j.

El diámetro de los elementos Ei son de tamaño de orden h, esto es

diametro(Ei) = |xi+1 − xi| = O(h) para todo i = 1, . . . ,M − 1.
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La triangulación τh es geométricamente conforme si Ei ∩Ej (i 6= j), es vaćıa o conformada

por punto.

Los vértices {xi}Mi=1 son de tipo frontera {x1, xM} e interiores {xi}M−1
i=2 . Se define P1(τh)

como el espacio de funciones continuas lineales por partes asociado a la triangulación τh,

P1(τh) =

{
v : [a, b]→ R

∣∣∣∣∣
v
∣∣
Ei

es polinomio de grado uno para todo

elemento Ei de la triangulación τh.

}
⊂ H1(a, b),

donde v|Ei
denota la restricción de la función v al elemento Ei, y P1

0(τh) como el espacio de

funciones lineales por partes con valor cero en los puntos extremos del intervalo (a, b), esto

es,

P1
0(τh) =

{
v ∈ P1(τh)

∣∣ v(x1) = v(xM) = 0
}
,

La derivada de una función lineal por partes es una función constante por partes en τh.

Al considerar el diámetro O(h) > 0 y una triangulación del intervalo (a, b) se puede utilizar

V h = P1(τh) en (2.13) o V h = P1
0(τh).

Si u∗h ∈ P1(τh), entonces

u∗h(x) =
M∑

i=1

αi(xi)ϕi(x), (2.35)

donde las funciones base de β o funciones sombrero ϕi están definidas por

ϕi(x) =





1, si x = xi, (1 en un vértice),

0, si x = xj, j 6= i, (0 en los otros vértices ),

extensión lineal, si x no es vértice.

De (2.35) se concluye

P1(τh) = span {ϕi, i = 1, . . . ,M} .

Análogamente, si u∗h ∈ P1
0(τh), entonces

P1
0(τh) = span {ϕi, i = 2, . . . ,M − 1} .

En la Figura 2.2 se observa un ejemplo de función base. Además, sea Ei = (xi, xi+1) un

elemento de la triangulación τh de (a, b), entonces para todo x ∈ Ei tenemos

ϕi(x) =
xi+1 − x
xi+1 − xi

,
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a = x1 x2 xi−1 xi xi+1 . . .

ϕi(xi)

xM = b. . .

ϕi+1(xi+1)

Ei = (xi, xi+1)

Figura 2.2: Ejemplo de función base.

y

ϕi+1(x) =
x− xi
xi+1 − xi

.

Observe que de acuerdo a (2.35) el vector uh ∈ RM que representa las coordenadas de la

función de elementos finitos u∗h ∈ V h es dado por los valores de la función u∗h en los vértices

de la triangulación τh, esto es,

uh = [α1(x1), α2(x2), . . . , αM(xM)]T ∈ RM . (2.36)

El sistema lineal obtenido con funciones de espacio de elementos finitos P1(τh) o P1
0(τh) es

Auh = b (2.37)

donde uh es como en (2.36) y la matriz A es calculada como en (2.16).

En el siguiente lema se observa una propiedad útil a la hora de ensamblar la matriz de

elementos fijos A definida (2.19), al considerar el caso de la forma bilineal definida en (2.9)

y funciones de elementos finitos lineales por partes.

Lema 2.3. Sea A la forma bilineal definida en (2.9) y τh una triangulación de (a, b). Sea

Ei = (xi, xi+1), i = 1, . . . ,M − 1 los elementos de la triangulación. Se Define Ri como la

matriz de restricción al elemento Ei de tamaño 2×M , es decir, la matriz Ri tiene todas las

entradas nulas con excepción de la posición (1, i) (correspondiente al vértice xi) y la posición

(2, i+ 1) (del vértice xi+1) donde tiene el valor uno. Sea AEi
la matriz local definida por

AEi
=

[
AEi

(ϕi, ϕi) AEi
(ϕi, ϕi+1)

AEi
(ϕi+1, ϕi) AEi

(ϕi+1, ϕi+1)

]
, (2.38)

donde AEi
, la restricción de la forma bilineal A al elemento Ei, es dada por

AEi
(u, v) =

∫

Ei

u′(x)v′(x)dx. (2.39)
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Finalmente sea bEi
el lado derecho local,

bEi
=

[
LEi

(ϕi)

LEi
(ϕi+1)

]
, (2.40)

donde LEi
, la restricción de L al elemento Ei, es dada por

LEi
(v) =

∫

Ei

f(x)v(x)dx.

Entonces

A =
M−1∑

i=1

RT
i AEi

Ri (2.41)

y

b =
M−1∑

i=1

RT
i bEi

. (2.42)

El lema anterior permite ensamblar la matriz A usando las contribuciones locales de cada

elemento el cual representa una ventaja a la hora de la implementación numérica. En la

igualdad (2.41) el papel de las matrices Ri es sólo colocar la contribución local en el lugar

correcto en la matriz global A, de modo que las matrices Ri no necesitan ser construidas.

Observe también que las matrices locales (2.39) se calculan en cada elemento Ei por separado.

Para el caso (2.1) con a = 0 y b = 1, f(x) = −1 y condición de frontera de Dirichlet dado

por u(0) = 1 y u(1) = 1, la formulación fuerte se define como

Calcular u : [0, 1]→ R tal que,




−u′′(x) = −1, para todo x ∈ [0, 1],

u(0) = 1, u(1) = 1,
(2.43)

con formulación débil equivalente

Calcular u ∈ V tal que,

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx = −
∫ 1

0

v(x)dx, para todo v ∈ V. (2.44)

Considere el espacio V h = P1(τh) con triangulación

τh =

{
x1 = 0, x2 =

1

3
, x3 =

2

3
, x4 = 1

}
,
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y tres elementos

E1 =

(
0,

1

3

)
; E2 =

(
1

3
,
2

3

)
; E3 =

(
2

3
, 1

)
.

Sea β = {ϕ1(x1), ϕ2(x2), ϕ3(x3), ϕ4(x4)} una base para V h. Para u∗h ∈ V podemos definir el

sistema

u∗h(x) = α1(x1)ϕ1(x1) + α2(x2)ϕ2(x2) + α3(x3)ϕ3(x3) + α4(x4)ϕ4(x4).

Para los vértices x1 = 0 y x4 = 1 se tiene que α1(0) = 1 y α4(1) = 1. Como la función de

prueba v pertenece a V h, se toma v = ϕi para i = 1, 2, 3, 4.

Por consiguiente, podemos escribir la formulación de Galerkin como

Calcular u∗h ∈ V h tal que,

∫ 1

0

(u∗h(x))′v′(x)dx = −
∫ 1

0

v(x)dx, para todo v ∈ V h. (2.45)

Para construir el sistema lineal Auh = b, se usa el Lema 2.3 para construir las matrices

locales AEi
en (2.38). En efecto, las funciones base en E1 = (x1, x2) =

(
0, 1

3

)
son

ϕ1(x) =
x2 − x
x2 − x1

= 3

(
1

3
− x
)

y ϕ2(x) =
x− x1

x2 − x1

= 3x, donde x ∈ (x1, x2).

Con estas dos funciones ϕ1 y ϕ2 se calculan las entradas de la matriz local AE1 dado en

(2.38), como se sigue:

AE1(ϕ1, ϕ1) =

∫

E1

ϕ′1(x)ϕ′1(x)dx =

∫ x2

x1

|ϕ′1(x)|2dx = 3,

AE1(ϕ1, ϕ2) = AE1(ϕ2, ϕ1) =

∫

E1

ϕ′2(x)ϕ′1(x)dx =

∫ x2

x1

(−3)(3)dx = −3,

AE1(ϕ2, ϕ2) =

∫

E1

ϕ′2(x)ϕ′2(x)dx =

∫ x2

x1

|ϕ′2(x)|2dx = 3.

Observe que de AE1 = 3

[
1 −1

−1 1

]
y R1 =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
se tiene

RT
1AE1R1 = 3




1 −1 0 0

−1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



.
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Análogamente, las matrices locales AE2 y AE3 son

AEi
= 3

[
1 −1

−1 1

]
, para i = 1, 2, 3.

Finalmente, la matriz global A es dada por

A =
3∑

i=1

RT
i AEi

Ri = 3




1 −1 0 0

−1 (1 + 1) −1 0

0 −1 (1 + 1) −1

0 0 −1 1



,

es decir,

A = 3




1 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 1



.

Para calcular b se usa (2.42). Del elemento E1 = (x1, x2) se tiene

LE1(ϕ1) =

∫

E1

−1ϕ1(x)dx = −
∫ x2

x1

x− x1

x2 − x1

dx = −1

6
,

LE1(ϕ2) =

∫

E1

−1ϕ2(x)dx = −
∫ x2

x1

x2 − x
x2 − x1

dx = −1

6
,

del cual bE1 = −
[

1
6
, 1

6

]T
. Análogamente bE2 = bE3 = −

[
1
6
, 1

6

]T
y

b =
3∑

i=1

RT
i bEi

=




−1/6

−1/6− 1/6

−1/6− 1/6

−1/6




= −




1/6

1/3

1/3

1/6



.

Por tanto, el sistema Auh = b es de la forma

3




1 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 1







α1(x1)

α2(x2)

α3(x3)

α4(x4)




=




−1/6

−1/3

−1/3

−1/6



.
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Como α1(x1) = α4(x4) = 1, entonces




α1(x1)

α2(x2)

α3(x3)

α4(x4)




=




1

0

0

1




+




0

α2(x2)

α3(x3)

0



,

y

3




1 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 1







0

α2(x2)

α3(x3)

0




=




−1/6

−1/3

−1/3

−1/6



−




3

−3

−3

3



. (2.46)

De (2.46) se obtiene

3

[
2 −1

−1 2

] [
α2(x2)

α3(x3)

]
=

[
8/3

8/3

]

con solución [
α2(x2)

α3(x3)

]
=

[
8/9

8/9

]
.

La aproximación u∗h por elementos finitos es entonces

u∗h = ϕ1 +
8

9
ϕ2 +

8

9
ϕ3 + ϕ4.

En la Figura 2.3 se compara la aproximación de elementos finitos u∗h con la solución anaĺıtica

exacta u(x) = 1
2
x(x− 1) + 1 del problema (2.43).

Si el problema (2.43) se resuelve con una triangulación de diámetro h = 1/10, se obtiene la

Figura 2.4 donde se compara la aproximación de elementos finitos con la solución exacta.

2.1.5. Error de aproximación

La solución obtenida de (2.13) es una aproximación de elementos finitos P1(τh) de la solución

(2.12) cuyo error de aproximación se muestra en el siguiente lema, donde la demostración

puede ser vista [2].

Lema 2.4. (Estimación de error ‘a priori’ ). Sea u y u∗h las soluciones de la fórmula débil

(2.12) y de fórmula de Galerkin (2.13) con V h = P1(τh), respectivamente. Tenemos que

existe una constante C que es independiente de h > 0 y de u, tal que

|u− u∗h|H1(a,b) ≤ Ch|u|H2(a,b) y ‖u− u∗h‖L2(a,b) ≤ Ch2|u|H2(a,b).
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Figura 2.3: Solución exacta (ĺınea roja) de (2.43) y aproximación de elemento finitos (ĺınea
azul) con h = 1/3.

Figura 2.4: Solución exacta (ĺınea roja) de (2.43) y aproximación de elemento finitos (ĺınea
azul) con h = 1/10.
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El Lema 2.4 es aplicado para ecuaciones diferenciales en dos dimensiones dado en la siguiente

sección.

2.2. Método de elementos finitos en dos dimensiones

Pera obtener una solución numérica de una ecuación diferencial parcial en dos dimensiones

por el método de elementos finitos se sigue análogamente los tres pasos mencionados en el

caso de una dimensión.

Observe que para el caso de una ecuación diferencial de dos dimensiones se considera el

dominio Ω ⊂ R2 con x = (x1, x2) ∈ Ω. Sea u : Ω→ R una función con vector gradiente

∇u =

[
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

]
,

la cual

|∇u|2 = ∇u · ∇u =

∣∣∣∣
∂u

∂x1

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂u

∂x1

∣∣∣∣
2

=
2∑

i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
2

.

Para v : Ω→ R una función, entonces

∇u · ∇v = (∇u)T∇v =
∂u

∂x1

∂v

∂x1

+
∂u

∂x2

∂v

∂x2

=
2∑

i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
,

y el divergente del vector (u, v) ∈ R2 se define por

div(u, v) =
∂u

∂x1

+
∂v

∂x2

.

Para toda función u, el Laplaciano ∆u es definido por

∆u = div(∇u) =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

.

Considere

κ(x) =

[
κ11(x) κ12(x)

κ21(x) κ22(x)

]
, para todo x ∈ Ω, (2.47)

con

∇uκ · ∇v = (∇uκ) · (∇v)T =
2∑

i=1

2∑

j=1

κij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
.
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Se define el divergente para κ∇u como

div(κ∇u) =
2∑

i=1

2∑

j=1

∂

∂xi

(
κij

∂u

∂xj

)
.

Cuando κ(x) = κ̄(x)

[
1 0

0 1

]
se define el divergente para κ̄∇u como

div(κ̄∇u) = div(κ∇u) =
2∑

i=1

∂

∂xi

(
κ̄
∂u

∂xi

)
=

∂

∂x1

(
κ̄
∂u

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
κ̄
∂u

∂x2

)
.

La primera identidad de Green se define como

∫

Ω

(∆u)vdx =

∫

∂Ω

(∇u · η)vdS −
∫

Ω

∇u · ∇vdx, (2.48)

donde η(x) es el vector normal en x ∈ ∂Ω con dirección externa de Ω. Si tenemos div(κ∇u)

con κ definida en (2.47) la identidad es

∫

Ω

div(κ∇u)vdx =

∫

∂Ω

(κ∇u · η)vdS −
∫

Ω

κ∇u · ∇vdx. (2.49)

2.2.1. Formulación débil

De forma análoga a la Sección 2.1.2, para construir la formulación débil en dos dimensiones

a partir de la formulación fuerte, se realiza los siguientes pasos:

1. Multiplicar a ambos lados de la igualdad de la ecuación diferencial por la función de

prueba v ∈ C∞0 (Ω) =
{
v ∈ C∞

∣∣ v(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω
}

.

2. Integrar en los dos lados de la igualdad del paso anterior, aplicar la primera identidad de

Green dado en (2.48) y la condición de frontera para reducir lo más bajo posible el orden

de sus derivadas.

3. Cambiar el espacio de prueba v ∈ C∞0 (Ω) por un espacio v ∈ V , ligeramente más grande,

tal que v ∈ V . De igual forma, se determina el espacio de funciones soluciones U tal que

la solución u ∈ U .

Considere la ecuación de Poisson (1.4). La formulación fuerte es

Calcular u : Ω ⊂ R2 → R tal que,
{
−∆u(x) = f(x), para x ∈ Ω,

u(x) = g(x), para x ∈ ∂Ω.
(2.50)
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Para el caso de la ecuación (2.50) se multiplica los dos lados de la igualdad por una función

de prueba v ∈ C∞0 (Ω) para obtener

−∆u(x)v(x) = f(x)v(x). (2.51)

Al integrar los dos lados de la ecuación (2.51) se obtiene

−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx. (2.52)

Al aplicar la formula de integración de Green (2.48) en la integral del lado izquierdo de la

igualdad de (2.52) y la condición v(x) = 0, puesto que x ∈ ∂Ω, se obtiene

−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫

∂Ω

(∇u(x) · η(x)) v(x)dS,

=

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx− 0,

=

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx.

Por consiguiente, la formulación fuerte de (2.50) se escribe como

Calcular u : Ω ⊂ R2 → R tal que,




∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx, para todo v ∈ C∞0 (Ω),

u(x) = g(x), para x ∈ ∂Ω.
(2.53)

A continuación se escoge los espacios apropiados V y U para la formulación débil (2.53).

Considere el espacio de Hilbert

H1(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω)

∣∣∣∣
∂v

∂x1

,
∂v

∂x2

∈ L2(Ω)

}
, (2.54)

donde L2(Ω) es el conjunto de funciones cuadrado integrables, con producto interno

(v, w)H1(Ω) =

∫

Ω

v(x)w(x)dx+

∫

D

∇v(x) · ∇w(x)dx,

= (v, w)L2(Ω) +

(
∂v

∂x1

,
∂w

∂x1

)

L2(Ω)

+

(
∂v

∂x2

,
∂w

∂x2

)

L2(Ω)

,

y norma

‖v‖2
H1(Ω) =

∫

Ω

|v(x)|2dx+

∫

Ω

|∇v(x)|2dx,

= ‖v‖2
L2(Ω) +

∥∥∥ ∂v
∂x1

∥∥∥
2

L2(Ω)
+
∥∥∥ ∂v
∂x2

∥∥∥
2

L2(Ω)
.
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Cuando v(x) = 0 para x ∈ ∂Ω, se define un espacio de funciones H1
0 (Ω) por

H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) | v = 0 en ∂Ω

}
. (2.55)

donde H1
0 (Ω) ⊂ H1(Ω). Si se observan ∂v

∂xi
, ∂v
∂xi∂xj

en la formulación débil (2.53), se considera

el espacio

H2(Ω) :=

{
v ∈ L2(Ω)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
,

∂v

∂xi∂xj
∈ L2(Ω)

}
,

con norma

‖v‖2
H2(Ω) = ‖v‖2

L2(Ω) +
2∑

i=1

∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥
2

L2(Ω)
+

2∑

i=1

2∑

j=1

∥∥∥ ∂v

∂x1∂xj

∥∥∥
2

L2(Ω)
.

Nótese que H2(Ω) ⊂ H1(Ω) ⊂ L2(Ω).

De la ecuación (2.53) considere V = H1
0 (Ω), U = H1(Ω). Sea A : U × V → R una forma

bilineal dado por

A(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx, para todo u, v ∈ H1(Ω), (2.56)

y L una función lineal dado por

L(v) =

∫

Ω

f(x)v(x)dx, para todo v ∈ H1(Ω). (2.57)

Por consiguiente, la formula débil de (2.50) se puede escribir como

Calcular u ∈ U tal que,
{
A(u, v) = L(v), para todo v ∈ V,

u = g, en ∂Ω.
(2.58)

2.2.2. Formulación de Galerkin

Como en la Sección 2.1.3, la formulación débil se puede escribir como

Calcular u∗ ∈ V tal que,

A(u∗, v) = L(v), para todo v ∈ V. (2.59)

donde V = H1
0 (Ω) es una espacio de dimensión infinita. Considere V h una familia de subes-

pacios de dimensión finita de V con h el tamaño del espacio tal que V h → V cuando h→ 0.

Por tanto, la formulación de Galerkin de (2.59) es dado por
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Calcular u∗h ∈ V h tal que,

A(u∗h, vh) = L(vh), para todo vh ∈ V h. (2.60)

Si β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕNh
} es una base de V h donde

u∗h =

Nh∑

j=1

αjϕj, (2.61)

la formulación (2.60) se escribe como

Calcular uh ∈ RNh , tal que,

Auh = b, (2.62)

donde la matriz A es dado por

A = [aij] = A(ϕi, ϕj), i, j = 1, . . . , Nh, (2.63)

el vector b por

b = [bi]
T = L(ϕi)

T , i = 1, . . . , Nh, (2.64)

y el vector incógnita uh = [α1, α2, . . . αNh
]T ∈ RNh .

De igual forma, el Teorema 2.2 garantiza la unidad de solución de (2.60) y la elección de V h

se define por el espacio de funciones lineales por partes.

2.2.3. El espacio de elementos finitos de funciones lineales por

partes en dos dimensiones

Sea el dominio poligonal Ω ⊂ R2. Una triangulación (o malla) τh del dominio Ω es una

partición de Ω en subconjuntos disjuntos de Ω llamados elementos, esto es, τh = {Ei}
Ne

h
i=1

con N e
h número de elementos y

Ne
h⋃

i=1

Ei = Ω, Ei ∩ Ej = ∅ para i 6= j,

El diámetro de los elementos Ei son de tamaño de orden h, esto es,

h = máx
1≤i≤Nc

h

diametro(Ei).

La triangulación τh se llama geométricamente conforme si Ei ∩ Ej (i 6= j), es vaćıa, un

vértice en común, un lado completo o un elemento como se observa en la Figura 2.5.
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(a) (b)

Figura 2.5: Ejemplo de triangulación. (a) Geométricamente no conforme. (b) Geométrica-
mente Conforme.

Sea E ∈ τh un radio de aspecto ρ(E) definida por ρ(E) = RE/rE, donde RE y rE es el radio

de menor y mayor circulo conteniendo E respectivamente como se observa en la Figura 2.6.

La familia
{
τh
}
h>0

se dice regular si existe una constante C > 0 independiente de h tal que

ρ(E) ≤ C y casi uniforme si para
{
τh
}
h>0

existe una constante C independiente de h tal

que diametro(E) ≥ Ch.

rE
RE

(a)

rE

RE

(b)

Figura 2.6: Elemento con radio de aspecto (a) Pequeño. (b) Grande.

Los vértices {xi}
Nv

h
i=1, con N v

h el número de vértices, se dividen en frontera {xi ∈ ∂Ω} e

interiores {xi ∈ Ω}. Se define P1(τh) como el espacio de funciones continuas lineales por

partes asociada a la triangulación τh,

P1(τh) =





v
∣∣
Ei

es polinomio en dos variables de

v ∈ C(Ω)

∣∣∣∣ grado total uno para todo elemento Ei de la

triangulación τh.




,

donde v
∣∣
Ei

denota la restricción de la función v al elemento Ei y P1
0(τh) como el espacio de

funciones lineales por partes con valor cero en los vértices {xi ∈ ∂Ω}, esto es,

P1
0(τh) =

{
v ∈ P1(τh)

∣∣ v(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω
}
.

Observe que P1(τh) ⊂ H1(Ω) y el gradiente de una función lineal por partes es una función

(vectorial) constante por partes en τh.
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Dada h > 0 en una triangulación de dominio Ω se utiliza V h = P1(τh) en (2.60) o V h =

P1
0(τh). Si β = {ϕi, i = 1, . . . , N v

h} es una base de V h = P1(τh), entonces u∗h ∈ P1(τh) se

define por

u∗h(x) =

Nv
h∑

i=1

αi(xi)ϕi(x) =
∑

j∈I

αj(xj)ϕj(xj) +
∑

j∈Γ

g(xl)ϕl(xl). (2.65)

donde Γ =
{
xi
∣∣xi ∈ ∂Ω

}
son los vértices frontera y I =

{
xi
∣∣xi ∈ Ω

}
interiores. Las funciones

base ϕi o funciones sombrero, están representadas por

ϕi(x) =





1, si x = xi, 1 en el vértice xi,

0, si x = xj, j 6= i, 0 en otros vértice,

extensión lineal, si x no es vértice.

(2.66)

De (2.65) se concluye

P1(τh) = span {ϕi, i = 1, . . . , N v
h} .

Análogamente, si u∗h ∈ P1
0(τh), entonces

P1
0(τh) = span

{
ϕi

∣∣ xi vértices interiores
}
.

Un ejemplo de función base se puede observar en la Figura 2.7.

ϕi(x)

Figura 2.7: Ejemplo de función base en dos dimensiones.

De acuerdo a (2.65), el vector uh ∈ RNv
h que representa las coordenadas de la función de

elementos finitos u∗h ∈ V h es dado por los valores de la función u∗h en los vértices de la

triangulación τh, esto es,

uh =
[
α1(x1), . . . , αNv

h
(xNv

h
)
]
∈ RNv

h . (2.67)
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El sistema lineal obtenido con funciones de espacio de elementos finitos P1(τh) o P1
0(τh) es

Auh = b, (2.68)

donde uh es dado como en (2.67) y la matriz A es definida como en (2.63).

x̂1 = (0, 0) x̂2 = (1, 0)

x̂3 = (0, 1) z = (z1, z2)

v = (v1, v2)u = (u1, u2)

x̂ x

̂Ei Ei

FEi

Figura 2.8: Transformada de FEi
.

En los siguientes lemas se describen las funciones base del espacio P1(τh) dados por los

triángulos Ê y E como lo observado en la Figura 2.8.

Lema 2.5. Sea Ê el triángulo de referencia con vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 1) y ϕ̂1, ϕ̂2 y ϕ̂3

las respectivas funciones base. Las tres funciones base en Ê son

ϕ̂1(x̂) = 1− x̂1 − x̂2, ϕ̂2(x̂) = x̂1, ϕ̂3(x̂) = x̂2,

para todo x̂ = (x̂1, x̂2) ∈ Ê.

Lema 2.6. Sea Ei un elemento de triangulación τh con vértices u = (u1, u2), v = (v1, v2)

y z = (z1, z2) (ordenadas en el sentido anti horario) y ϕ1 = ϕu, ϕ2 = ϕv y ϕ3 = ϕz las

respectiva funciones base. Sea Ê el triangulo de referencia y FEi
: Ê → E la función af́ın tal

que FEi
(Ê) = Ei y FEi

(0) = u. Entonces

FEi
(x̂) =

[
v1 − u1 z1 − u1

v2 − u2 z2 − u2

]
x̂+

[
u1

u2

]
, x̂ ∈ Ê, (2.69)

y para cada x ∈ Ei, las tres funciones base con soporte en el elemento Ei son

ϕj(x) = ϕ̂j(x̂), para todo x̂ = F−1
Ei

(x), j = 1, 2, 3.

También tenemos que

∇ϕj(x) = ∇ϕ̂j(x̂)B−1
Ei
,

donde BEi
=

[
v1 − u1 z1 − u1

v2 − u2 z2 − u2

]
.
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ς1

ς2ς3

ς4ς5 ς6

ς7

x̂1 = (0, 0) x̂2 = (1, 0)

x̂3 = (0, 1)

Figura 2.9: Triángulo de referencia con siete puntos de cuadratura.

Como lo observado en la Figura 2.9, toda triangulación de referencia Ê vale

∫

Ê

f(x̂)dx̂ ≈
7∑

i=1

f(ςi)ωi, (2.70)

donde los puntos de cuadratura ςi y peso ωi son definidos en el Tabla 2.1.

Punto ςi Peso ωi

ς1 =
(

1
3
, 1

3

)
ω1 = 9

80

ς2 =
(

6+
√

15
21

, 6+
√

15
21

)
ω2 = 155+

√
15

2400

ς3 =
(

9−2
√

15
21

, 6+
√

15
21

)
ω3 = 155+

√
15

2400

ς4 =
(

6+
√

15
21

, 9−2
√

15
21

)
ω5 = 155+

√
15

2400

ς5 =
(

6−
√

15
21

, 6−
√

15
21

)
ω5 = 155−

√
15

2400

ς6 =
(

9+2
√

15
21

, 6−
√

15
21

)
ω6 = 155−

√
15

2400

ς7 =
(

6−
√

15
21

, 9+2
√

15
21

)
ω7 = 155−

√
15

2400

Tabla 2.1: Puntos y pesos de la fórmula de cuadratura en el triángulo de referencia.

La formula (2.70) es llamada cuadratura de siete puntos del triángulo de referencia. Para el

caso de la triangulación Ei, la integral
∫
Ê
f(x̂)dx̂ es calculado mediante el siguiente lema.

Lema 2.7. Sea Ei un elemento de la triangulación τh con vértices u = (u1, u2), v = (v1, v2)

y z = (z1, z2) (ordenados en el sentido anti horario). Para toda función integrable f : Ei =

FEi
(Ê)→ R tenemos

∫

Ei

f(x)dx =

∫

Ê

f(FEi
(x̂))det

∣∣∣∣∣
v1 − u1 z1 − u1

v2 − u2 z2 − u2

∣∣∣∣∣ dx̂.
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En el siguiente lema se observa una propiedad útil a la hora de ensamblar la matriz de

elementos A definida (2.62), al considerar el caso de la forma bilineal definida en (2.58) y

funciones de elementos finitos lineales por partes.

Lema 2.8. Sea A la forma bilineal definida en (2.56) y τh una triangulación de Ω. Sea Ei,

i = 1, . . . , N e
h los elementos de la triangulación. Definimos Ri como una matriz 3 × N v

h de

restricción al elemento Ei, es decir, la matriz RT
i tiene todas las entradas nulas con excepción

de la posición (1, i1) (correspondiente al vértice xi1 ∈ Ei), (2, i2) (el vértice xi2 ∈ Ei ) y (3, i3)

(el vértice xi3 ∈ Ei ), donde tiene el valor uno. Sea AEi
la matriz local definida por

AEi
=



AEi

(ϕi1 , ϕi1) AEi
(ϕi1 , ϕi2) AEi

(ϕi1 , ϕi3)

AEi
(ϕi2 , ϕi1) AEi

(ϕi2 , ϕi2) AEi
(ϕi2 , ϕi3)

AEi
(ϕi3 , ϕi1) AEi

(ϕi1 , ϕi2) AEi
(ϕi3 , ϕi3)


 , (2.71)

donde AEi
, la restricción de la forma bilineal A al elemento Ei, es dada por

AEi
(v, w) =

∫

Ei

∇v(x) · ∇w(x)dx. (2.72)

Finalmente sea bEi
el lado derecho local,

bEi
=



LEi

(ϕi1)

LEi
(ϕi2)

LEi
(ϕi3)


 , (2.73)

donde LEi
, la restricción de L al elemento Ei, es dada por

LEi
(v) =

∫

Ei

f(x)v(x)dx.

Tenemos entonces que

A =

Ne
h∑

i=1

RT
i AEi

Ri, (2.74)

y

b =

Ne
h∑

i=1

RT
i bEi

. (2.75)

El lema anterior permite construir la matriz A utilizando las contribuciones locales de cada

elemento. Esto representa una gran ventaja a la hora de la implementación numérica. En la

igualdad (2.74) el papel de las matrices Ri es solamente colocar la contribución local en el

lugar correcto en la matriz global A. Las matrices de extensión Ri, i = 1, . . . , N e
h, pueden ser

sustituidas por funciones que transformen los indices locales [1, 2, 3] en el elemento Ei, en los
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ı́ndices globales [i1, i2, i3]. Análogamente para las matrices RT
i , i = 1, . . . , N e

h. Observemos

también que las matrices locales se calculan en cada elemento Ei por separado.

Para el caso (2.50) con dominio Ω = [0, 1] × [0, 1] , f(x) = −1 y condición de frontera de

Dirichelt u(x) = 1, la formulación fuerte se define como

Calcular u : Ω→ R tal que,
{
−∆u(x) = −1, para x ∈ Ω,

u(x) = 1, para x ∈ ∂Ω,
(2.76)

con formulación débil equivalente

Calcular u ∈ V tal que,




∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx = −
∫

Ω

v(x)dx, para todo v ∈ V,

u(x) = 1, para x ∈ ∂Ω.
(2.77)

Considere el espacio V h = P1(τh), con triangulación τh dada en la Figura 2.10.

x1 = (0, 0) x2 = (1/3, 0) x3 = (2/3, 0) x4 = (1, 0)

x8 = (1, 1/2)x5 = (0, 1/2)

x9 = (0, 1) x12 = (1, 1)x10 = (1/3, 1) x11 = (2/3, 1)

x6 x7

E1

E2

E3

E4

E5

E6

E8

E7 E9

E10

E11

E12

Figura 2.10: Triangulación usada para la aproximación de solución (2.76).

Los elementos de la triangulación son

E1 = [1, 2, 6], E2 = [6, 5, 1], E3 = [2, 3, 7],

E4 = [7, 6, 1], E5 = [3, 4, 8], E6 = [8, 7, 3],

E7 = [5, 6, 10], E8 = [10, 9, 5], E9 = [6, 7, 11],

E10 = [11, 10, 6], E11 = [7, 8, 12], E12 = [12, 11, 7].
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Sea β = {ϕ1(x1), ϕ2(x2), . . . , ϕ12(x12)} una base para V h. Para u∗h ∈ V h se define el sistema

u∗h(x) =
12∑

j=1

αj(xj)ϕj(xj).

Observe que para la condición de frontera u(x) = g(x) = 1, el sistema u∗h es

u∗h(x) =
2∑

j∈I

αj(xj)ϕj(xj) +
10∑

l∈Γ

ϕl(xl).

Dado que la función de prueba v pertenece V h se toma v = ϕi para i = 1, 2, . . . , 12. Por

consiguiente, la formulación de Galerkin se escribe como

Calcular u∗h ∈ V h tal que,
∫

Ω

∇u∗h(x) · ∇v(x)dx = −
∫

Ω

v(x)dx, para todo v ∈ V h. (2.78)

Para construir el sistema lineal Auh = b se usa el Lema 2.8 para construir las matrices

locales AEi
en (2.71) y los vectores locales bEi

en (2.73). En efecto, por el Lema 2.6 para E1

con vértices x1 = (0, 0), x2 = (1/3, 0) y x6 = (1/3, 1/2) tenemos que la matriz BE1 es

BE1 =

[
1/3 1/3

0 1/2

]
,

donde su inversa es dada por

B−1
E1

=

[
3 −2

0 2

]
.

De modo que las funciones en E1 se definen como

∇ϕ1(x) = ∇ϕ̂1(x̂)B−1
E1

=
[
−1 −1

]
B−1

E1
=
[
−3 0

]
.

Análogamente tenemos ∇ϕ2 =
[
3 −2

]
y ∇ϕ6 =

[
0 2

]
. Entonces, las entradas de la
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matriz local AE1 dada en (2.71) se calculan como se sigue,

AE1(ϕ1, ϕ1) =

∫

E1

∇ϕ1 · ∇ϕ1 =

∫

E1

[
−3 0

]
·
[
−3 0

]
= 9|E1| =

9

12
,

AE1(ϕ1, ϕ2) = AE1(ϕ2, ϕ1) =

∫

E1

∇ϕ1 · ∇ϕ2 =

∫

E1

−9 = − 9

12
,

AE1(ϕ1, ϕ6) =

∫

E1

∇ϕ1 · ∇ϕ6 =

∫

E1

0 = 0,

AE1(ϕ2, ϕ2) =

∫

E1

∇ϕ2 · ∇ϕ2 =

∫

E1

13 =
13

12
,

AE1(ϕ2, ϕ6) = AE1(ϕ6, ϕ2) =

∫

E1

∇ϕ2 · ∇ϕ6 =

∫

E1

−4 = − 4

12
,

AE1(ϕ6, ϕ6) =

∫

E1

∇ϕ6 · ∇ϕ6 =

∫

E1

4 =
4

12
.

Por lo tanto, la matriz local es

AE1 =
1

12




9 −9 0

−9 13 −4

0 −4 4


 .

Notemos que R1 es la matriz 3× 12,

R1 =




1 0 0 0 0 0 0 . . . 0

0 1 0 0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 1 0 . . . 0


 ,

y RT
1AE1R1 es la matriz 12× 12 tal que

RT
1AE1R1 =

1

12




9 −9 0 0 0 0 0 0 . . .

−9 13 0 0 0 −4 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 0 0 . . .

0 −4 0 0 0 −4 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .




.
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Análogamente las matrices locales AEi
, i = 2, . . . , 12 son

AEi
=

1

12




9 −9 0

−9 13 −4

0 −4 4


 , i = 1, 2, . . . , 12.

Por consiguiente, la matriz global se define por

A =
12∑

i=1

RT
i AEi

Ri.

Observe que el vértice x6 es un punto en común para Ei, con i = 1, 2, 4, 7, 9, 10, entonces

para calcular la entrada a66 de la matriz global se sigue que

a66 = A(ϕ6, ϕ6) =
∑

i=1,4,9,10,7,2

AEi
(ϕ6, ϕ6)

=
4

12
+

13

12
+

9

12
+

4

12
+

13

12
+

9

12
=

52

12
.

Para calcular b de (2.75) se usa el Lema 2.7, la cual de E1 se tiene

LEi
(ϕ1) =

∫

E1

−1ϕ1(x)dx = −
∫

Ê

ϕ̂1(x̂)det |BE1 | dx̂ = − 1

36
,

LEi
(ϕ2) =

∫

E1

−1ϕ2(x)dx = −
∫

Ê

ϕ̂2(x̂)det |BE1 | dx̂ = − 1

36
,

LEi
(ϕ3) =

∫

E1

−1ϕ3(x)dx = −
∫

Ê

ϕ̂3(x̂)det |BE1 | dx̂ = − 1

36
,

donde bE1 = −
(

1
36
, 1

36
, 1

36

)T
. Análogamente bEi

= −
(

1
36
, 1

36
, 1

36

)T
, i = 2, . . . , 12. Se tiene

finalmente

b =
12∑

i=1

RT
i bEi

.

Observe que para el vértice x6, la entrada b6 del vector b se puede determina por

b6 =
∑

i=1,4,9,10,7,2

LEi
(ϕ6) = −

∑

i=1,4,9,10,7,2

1

36
= −1

6
,

Por tanto, para resolver el el sistema lineal Auh = b se tiene que αi(xi) = 1 para i =
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1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 11, 12. Entonces, uh se puede sustituir por

uh = uΩ
h +




...

0

α6(x6)

α7(x7)

0
...




,

la cual se obtiene

1

12

[
52 −18

−18 52

][
α6(x6)

α7(x7)

]
= −

[
1/6

1/6

]
+

[
16/6

16/6

]
,

=

[
8/3

8/3

]
,

que da como resultado [
α6(x6)

α7(x7)

]
=

[
16/17

16/17

]
.

Finalmente, la Figura 2.11 muestra las soluciones aproximadas u∗h de (2.76) con h = 1
2
.

Figura 2.11: Solución aproximada de elementos finitos de (2.76) con h = 1/2, 12 vértices y
12 elementos.

La Figura 2.12 muestra solución de (2.76) para triangulación h = 1/10.
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Figura 2.12: Solución aproximada de elementos finitos de (2.76) con h = 1/10, 121 vértices
y 200 elementos.



Caṕıtulo

3 Método de Elementos Finitos Pa-

ra Reacción-Difusión Homogénea

En este caṕıtulo se aplica el método de elementos finitos al modelo de Fisher con medio

difusivo isotrópico homogéneo en una y dos dimensiones. El modelo representa un caso

particular con evolución temporal de la ecuación de reacción-difusión. En el caso de evolución

temporal, se considera los métodos de Euler expĺıcito e impĺıcito para una discretización

temporal en intervalos finitos.

3.1. Modelo de Fisher homogéneo en una dimensión

El modelo de Fisher, mencionado en la Sección 1.3, modela la invasión de un gen dominante

en una población cuya dinámica es representada como

∂u

∂t
= σu(1− u) +D

∂2u

∂x2
, (3.1)

donde u = u(x, t) es la concentración de la especie, σ > 0 es la tasa de propagación del gen

y D > 0 es la constante de difusión en medio isotrópico homogéneo.

Formulación fuerte

Sea Ω = [0, 1] ⊂ R el dominio de la ecuación (3.1) con condición de frontera de Dirichelt

homogénea u(0) = u(1) = 0 y condición inicial u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2), esto es,
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Calcular u : [0, 1]→ R tal que,




ut = σu(1− u) +Du′′,

u(0) = 0, u(1) = 0,

u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2),

(3.2)

donde ut = ∂u
∂t

y u′′ = ∂2u
∂x2 .

Formulación débil

Al multiplicar ambos lados de la igualdad de la ecuación (3.1) por una función de prueba

v ∈ C∞0 (0, 1) se tiene

utv = [σu(1− u)] v +Du′′v, (3.3)

y al integrar a ambos lados de la igualdad de (3.3) se obtiene

∫ 1

0

utv =

∫ 1

0

[σu(1− u)] v +

∫ 1

0

Du′′v. (3.4)

Al aplicar integración por partes a la segunda integral del lado derecho de la igualdad de

(3.4) y la condición v(0) = v(1) = 0, dado que v ∈ C∞0 (0, 1), se tiene

∫ 1

0

Du′′v = [Du′(1)v(1)−Du′(0)v(0)]−
∫ 1

0

Du′v′,

= [Du′(1) · 0−Du′(0) · 0]−
∫ 1

0

Du′v′,

= −
∫ 1

0

Du′v′.

Por consiguiente, la formulación fuerte (3.2) puede reescribirse como

Calcular u ∈ V tal que,




∫ 1

0

utv +

∫ 1

0

Du′v′ =

∫ 1

0

[σu(1− u)] v, para todo v ∈ V,

u(0) = 0, u(1) = 0,

u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2),

(3.5)

donde V = H1
0 (0, 1).

Observe que las soluciones (3.2) y (3.5) dependen de la evolución de la variable tiempo t.

Para resolver numéricamente este tipo de problemas se hace necesario discretizar el tiempo

en un intervalo finito con valor inicial dado. Algunos métodos que se pueden aplicar para

determinar la solución son los siguientes:
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Método de Euler

El método de Euler, dado en [19], permite determinar numéricamente la solución de una

ecuación diferencial de la forma





du

dt
= f(u, t), a < t < b,

u(a) = α,
(3.6)

el cual se debe verificarse para todos los puntos de malla ti del intervalo [a, b], como lo

observado en la Figura 3.1, esto es,

du

dt
(ti) = f(ui, ti), (3.7)

a = t0 tN = bt1 t2 t3 ti ti+1. . . . . .

∆t

Figura 3.1: Malla del intervalo [a, b].

donde ui ≡ u(ti). La idea básica del método de Euler es aproximar la derivada u en el punto

ti mediante un cociente progresivo al utilizar los puntos ti y ti+1, esto es,

du

dt
(ti) =

ui+1 − ui
∆t

−O(∆t), (3.8)

donde ∆t es la longitud de cada intervalo de la malla {t0, t1, t2, . . . , tN} y O(∆t) es el error

de truncamiento. La ecuación (3.8) se obtiene a partir del desarrollo en serie de Taylor de

la siguiente forma:

u(t) = u(ti) + u′(ti)(t− ti) +
(t− ti)2

2
u′′(ξi), (3.9)

para algún ξi entre ti y t. En efecto, al reemplazar t por ti+1 en la ecuación (3.9) se tiene:

u(ti+1) = u(ti) + u′(ti)(ti+1 − ti) +
(ti+1 − ti)2

2
u′′(ξi), (3.10)

para algún ξi entre ti y ti+1. Como ∆t = ti+1 − ti, resulta

u(ti+1) = u(ti) + u′(ti)∆t+
(∆t)2

2
u′′(ξi), (3.11)

equivalente a la ecuación (3.8).
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Dado que u′(ti) se satisface en la ecuación (3.7), entonces al reemplazarse en (3.11) se tiene

u(ti+1) = u(ti) + f(ui, ti)∆t+
(∆t)2

2
u′′(ξi). (3.12)

Al despreciar O((∆t)2) =
(∆t)2

2
u′′(ξi) se obtiene

u(ti+1) = u(ti) + ∆tf(ui, ti). (3.13)

Por lo tanto, el método de Euler aplicado a la ecuación (3.6) es

ui+1 = ui + ∆tf(ui, ti),

u0 = α,
(3.14)

donde u0 = u(t0) para t0 = a. Al deducir la fórmula de Euler para aproximar la solución de

tipo (3.6), se puede observar que al pasar la expresión (3.12) a la (3.13), se descartó en la

expresión el error Ẽi+1, dado por

Ẽi+1 =
(∆t)2

2
u′′(ξi). (3.15)

Denominado error de truncamiento la cual en el método es O((∆t)2).

Como
N−1∑

i=1

u′′(ξi) = Nu′′(ξ) para algún ξ ∈ [t0, tN ], (3.16)

y ∆t = (tN–t0)/N , se tiene que después de N pasos, el error global acumulado es:

N−1∑

i=1

(∆t)2

2
u′′(ξi) =

(∆t)2

2

N−1∑

i=1

u′′(ξi) =
N

2
u′′(ξ)(∆t)2 =

1

2
(tN − t0)u′′(ξ)(∆t). (3.17)

Por lo tanto, el error global en el método de Euler es O(∆t).

El procedimiento anterior puede aplicarse al siguientes método.

Método de Euler impĺıcito

En este caso se considera un desarrollo de Taylor centrado en ti+1,

ui = ui+1 −∆t
du

dt
(ti+1) +O((∆t)2), (3.18)
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de donde se puede despejar la expresión para aproximar

du

dt
(ti+1) =

ui+1 − ui
∆t

+O(∆t), (3.19)

con error de truncamiento O(∆t). Al sustituir la ecuación (3.7) para ti+1 en (3.18), se tiene

ui+1 = ui + ∆tf(ui+1, ti+1) +O((∆t)2), (3.20)

y al despreciar el error de truncamiento O((∆t)2) se obtiene el método de Euler impĺıcito

ui+1 = ui + ∆tf(ui+1, ti+1). (3.21)

Observe que el primer caso de método de Euler es expĺıcito o progresivo, es decir, ui+k se

puede calcular en función de valores ya calculados ui+k−1, . . . , ui, dado que la función f no

depende de la incógnita ui+k. En cambio, el método de Euler impĺıcito, la función f depende

de la incógnita ui+k y hay que resolver un problema generalmente no-lineal para calcular su

valor.

Otros métodos de discretización temporal se presentan en el Anexo A. Para este trabajo se

considera el estudio de los métodos de Euler para resolver el problema (3.5) de la siguiente

forma:

Método de Euler con difusión impĺıcita y no-linealidad expĺıcita

Tal y como se observo en el estudio del método de Euler, para determinar la solución apro-

ximada de (3.5) se discretiza el tiempo en intervalos de tamaño ∆t, como se observa en la

Figura 3.1, donde el valor inicial t0 esta dada para la solución inicial u(x, t0) = u0(x).

Al implementar la misma idea del método Euler expĺıcito, la derivada parcial en el punto

(x, tn) se aproxima mediante un cociente incremental al usar los puntos (x, tn) y (x, tn+1).

De modo que para u(n) = u(x, tn) y u(n+1) = u(x, tn+1) se tiene

∂u(x, tn)

∂t
∼=
u(n+1) − u(n)

∆t
. (3.22)

Si considera el concepto de difusión como término impĺıcito y la no-linealidad con término

expĺıcito, al reemplazar la ecuación (3.22) en la ecuación (3.5), se obtiene

∫ 1

0

[
u(n+1) − u(n)

∆t

]
v +

∫ 1

0

D(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v, (3.23)
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esto es,

1

∆t

∫ 1

0

u(n+1)v − 1

∆t

∫ 1

0

u(n)v +

∫ 1

0

D(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v. (3.24)

Al reorganizar la ecuación (3.24) respecto a u(n+1) y u(n) se obtiene

1

∆t

∫ 1

0

u(n+1)v +

∫ 1

0

D(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫ 1

0

u(n)v. (3.25)

Observe que (3.25) es ahora la ecuación de la formulación débil con discretización temporal

y permite definir la siguiente formulación.

Formulación de Galerkin

Considere V h = P1
0(τh), el espacio de funciones lineales por partes con soporte cero bajo la

triangulación τh. Sea β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} una base de V h y dado que u(n+1), u(n) ∈ V h se

escribe

u(n+1) = 0 · ϕ(n+1)
1 + α

(n+1)
2 ϕ2(x) + . . .+ α

(n+1)
N−1 ϕN−1(x) + 0 · ϕ(n+1)

N =
N−1∑

j=2

α
(n+1)
j ϕj,

y

u(n) = 0 · ϕ(n)
1 + α

(n)
2 ϕ2(x) + . . .+ α

(n)
N−1ϕN−1(x) + 0 · ϕ(n)

N =
N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl.

La condición cero en los extremos de las combinaciones lineales u(n+1) y u(n) se determinan

por las condiciones de frontera definidas en el problema (3.2). Como v también pertenece al

espacio V h, se toma v = ϕi para i = 1, 2, . . . , N − 1 para cada función de la base ϕi.

Por consiguiente, la formulación de Galerkin se define como





Encontrar u : (0, T )→ V h tal que, para todo v ∈ V h,

1

∆t

∫ 1

0

u(n+1)v +

∫ 1

0

D(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫ 1

0

u(n)v,
(3.26)

Para determinar el sistema lineal, se sustituye en la ecuación (3.26) las combinaciones lineales

de la base u(n+1) y u(n), y v como cada función de la base, para obtener

1

∆t

∫ 1

0

(
N−1∑

j=2

α
(n+1)
j ϕj

)
ϕi +

∫ 1

0

D

(
N−1∑

j=2

α
(n+1)
j ϕj

)′
ϕ′i =
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=

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

(
1−

N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

)]
ϕi +

1

∆t

∫ 1

0

(
N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

)
ϕi.

Al usar propiedades de integral se obtiene

1

∆t

N−1∑

j=2

(∫ 1

0

ϕjϕi

)
α

(n+1)
j +

N−1∑

j=2

(∫ 1

0

Dϕ′jϕ
′
i

)
α

(n+1)
j =

=

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

(
1−

N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

)]
ϕi +

1

∆t

N−1∑

l=2

(∫ 1

0

ϕlϕi

)
α

(n)
l .

Al definir las matrices

M = [mij] =

∫ 1

0

ϕjϕi y A = [aij] =

∫ 1

0

Dϕ′jϕ
′
i,

el vector

b = [bi] =

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

l=1

α
(n)
l ϕl

(
1−

N−1∑

l=1

α
(n)
l ϕl

)]
ϕi,

y los vectores α(n) = [α
(n)
l ] y α(n+1) = [α

(n+1)
j ], la ecuación anterior se puede escribir como

1

∆t
Mα(n+1) + Aα(n+1) = b(α(n)) +

1

∆t
Mα(n). (3.27)

Por tanto, el problema (3.26) puede escribirse como





Con solución inicial α(0) calcular α(1), α(2), . . . , α(m) con(
1

∆t
M + A

)
α(n+1) = b(α(n)) +

1

∆t
Mα(n),

donde α(0) esta dada por la condición inicial u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2).

Simulación

La simulación del problema de Fisher en medio difusivo homogéneo (3.2) se plasma con la

herramienta de software matemático Matlab [8] cuyos parámetros están determinados en la

Tabla 3.1.

Las Figuras 3.2 y 3.3 muestra soluciones de (3.2), bajo un número de elementos N = 100 y

tamaño de el intervalo de tiempo ∆t = 0.0001 y ∆t = 0.00001 respectivamente. Se Observa

convergencia en tiempo final T = 0.05, es decir, para la dos casos ∆t con n iteraciones

distintas se llega a la misma solución aproximada. Lo mismo ocurre para un tiempo final
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Parámetro Descripción
[0, 1] Dominio de la solución

u(0) = 0, u(1) = 0 Condiciones de frontera
D = 1 Coeficiente difusivo

n = 500, 1000, 5000 y 10000 Iteración del tiempo
N = 100 Número de elementos

∆t = 0.0001 y 0.00001 Valor de ∆t
σ = 0.001 Parámetro pequeño

u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2) Condición inicial para α(0)

h = 0.1 Parámetro de la condición inicial

Tabla 3.1: Parámetros del problema de Fisher (3.2) con medio difusivo homogéneo en una
dimensión espacial.

T = 0.01 para ∆t = 0.0001 y ∆t = 0.00001.

Las simulaciones anteriores del problema de la ecuación de Fisher en medio difusivo ho-

mogéneo (3.2) se presentan bajo una discretización temporal propuesta por el método de

Euler expĺıcito, al considerar la difusión como impĺıcita y no-linealidad expĺıcita, de forma

que las soluciones aproximadas del problema (3.5) se presentaron en forma progresiva. Se

considera ahora el caso cuando el método de Euler es impĺıcito con difusión y no-linealidad

impĺıcita.

Método de Euler con difusión impĺıcita y no-linealidad impĺıcita

Análogo al método de discretización expuesto anteriormente, la solución aproximada de (3.5)

se discretiza en intervalos de tiempo de tamaño ∆t, como lo observado en la Figura 3.1, don-

de el valor inicial t0 esta dada para la solución inicial u(x, t0) = u0(x).

Al usar el método Euler impĺıcito, descrito anteriormente, se tiene

∂u(x, tn+1)

∂t
∼=
u(n+1) − u(n)

∆t
. (3.28)

Si considera el concepto de difusión y no-linealidad como término impĺıcito, al reemplazar

la ecuación (3.28) en (3.5), se obtiene

∫ 1

0

[
u(n+1) − u(n)

∆t

]
v +

∫ 1

0

D(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n+1)(1− u(n+1))

]
v. (3.29)
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.2: Gráficas de las soluciones u(x, t) del problema de Fisher en medio difusivo
homogéneo (3.2) con número de elementos N = 100, tamaño del intervalo de tiempo
∆t = 0.0001, pasos de tiempo n hasta Tiempo T. (a) Solución inicial u(0) en T = 0 con
pasos n = 0. (b) Aproximación u(n) con n = 500 pasos hasta T = 0.05. (c) Aproximación
u(n) con n = 1000 pasos hasta T = 0.1.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.3: Gráficas de las soluciones u(x, t) del problema de Fisher en medio difusivo
homogéneo (3.2) con número de elementos N = 100, tamaño del intervalo de tiempo
∆t = 0.00001, pasos de tiempo n hasta Tiempo T. (a) Solución inicial u(0) en T = 0 con
pasos n = 0. (b) Aproximación u(n) con n = 5000 pasos hasta T = 0.05. (c) Aproximación
u(n) con n = 10000 pasos hasta T = 0.1.
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Al reorganizar la ecuación (3.29) respecto a u(n+1) y u(n) se obtiene

1

∆t

∫ 1

0

u(n+1)v +

∫ 1

0

D(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n+1)(1− u(n+1))

]
v +

1

∆t

∫ 1

0

u(n)v. (3.30)

A diferencia de la ecuación (3.25) dado por el método de Euler expĺıcito, la ecuación no-

lineal u(n+1)(1−u(n+1)) de (3.28) no depende de un dato inicial, por consiguiente se aplica un

método que permita calcular la ecuación no-lineal. Uno de los métodos que permite resolver

este tipo de ecuaciones es el método iterativo del punto fijo cuya idea principal es encontrar

las ráıces de una ecuación al proponerlas como puntos fijos de una formulación alternativa,

es decir, como por ejemplo, una ecuación f , definida en R, se determinan los valores de x,

para los cuales f(x) = 0. Un punto x se llama punto fijo, śı satisface la ecuación g(x) = x.

El proceso iterativo se construye a partir de un valor inicial x0, de modo que

g(x0) = x1,

g(x1) = x2,

...

g(xn−1) = xn.

El proceso termina para cuando un dado valor xi, se presenta que g(xi−1) − xi = 0. Pero

dada las incertidumbres se presenta

|g(xi−1)− xi| < ε,

donde ε es un número de tolerancia muy pequeño. También puede ocurrir si se cumple la

condición f(xi) = 0, donde la incertidumbre está dada como |f(xi)| < ε.

Al considerar el método del punto fijo en (3.30), tome u(n+1) = z, entonces podemos escribir

1

∆t

∫ 1

0

zv +

∫ 1

0

Dz′v′ =

∫ 1

0

[σz(1− z)] v +
1

∆t

∫ 1

0

u(n)v. (3.31)

El valor inicial se puede representar como z(0) y esta dado por u(n), es decir, z(0) = u(n) y

podemos definir la ecuación

1

∆t

∫ 1

0

z(s+1)v +

∫ 1

0

D(z(s+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σz(s)(1− z(s))

]
v +

1

∆t

∫ 1

0

u(n)v. (3.32)

Observe que (3.32) es ahora la ecuación de la formulación débil con discretización temporal

y permite definir la siguiente formulación.
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Formulación de Galerkin con una discretización de Euler con difusión y no-

linealidad impĺıcita

Análogo a la formulación anterior, considere V h = P1
0(τh), el espacio de funciones lineales

por partes con soporte cero bajo la triangulación τh. Sea β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} una base V h

y dado que z(s+1), z(s), u(n) ∈ V h se escribe

z(s+1) = 0 · ϕ(n+1)
1 + α

(n+1)
2 ϕ2(x) + . . .+ α

(n+1)
N−1 ϕN−1(x) + 0 · ϕ(n+1)

N =
N−1∑

j=2

α
(s+1)
j ϕj,

z(s) = 0 · ϕ(s)
1 + α

(s)
2 ϕ2(x) + . . .+ α

(s)
N−1ϕN−1(x) + 0 · ϕ(s)

N =
N−1∑

r=2

α(s)
r ϕr,

y

u(n) = 0 · ϕ(n)
1 + α

(n)
2 ϕ2(x) + . . .+ α

(n)
N−1ϕN−1(x) + 0 · ϕ(n)

N =
N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl.

La condición cero en los extremos de las combinaciones lineales z(s+1), z(s) y u(n) se de-

terminan por las condiciones de frontera definidas en el problema (3.2). Como v también

pertenece al espacio V h, se toma v = ϕi para i = 1, 2, . . . , N−1 para cada función de la base.

Por consiguiente, la formulación de Galerkin se define como





Encontrar u : (0, T )→ V h tal que, para todo v ∈ V h,

1

∆t

∫ 1

0

z(s+1)v +

∫ 1

0

D(z(s+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σz(s)(1− z(s))

]
v +

1

∆t

∫ 1

0

u(n)v.
(3.33)

Para determinar el sistema lineal, se sustituye en la ecuación (3.33) las combinaciones lineales

de la base z(s+1), z(s) y u(n), y v como cada función de la base, para obtener

1

∆t

∫ 1

0

(
N−1∑

j=2

α
(s+1)
j ϕj

)
ϕi +

∫ 1

0

D

(
N−1∑

j=2

α
(s+1)
j ϕj

)′
ϕ′i =

=

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

r=2

α(s)
r ϕr

(
1−

N−1∑

r=2

α(s)
r ϕr

)]
ϕi +

1

∆t

∫ 1

0

(
N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

)
ϕi.

Al usar propiedades de integral obtenemos,

1

∆t

N−1∑

j=2

(∫ 1

0

ϕjϕi

)
α

(s+1)
j +

N−1∑

j=2

(∫ 1

0

Dϕ′jϕ
′
i

)
α

(s+1)
j =
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=

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

r=2

α(s)
r ϕr

(
1−

N−1∑

r=2

α(s)
r ϕl

)]
ϕi +

1

∆t

N−1∑

l=2

(∫ 1

0

ϕlϕi

)
α

(n)
l .

Al definir las matrices

M = [mij] =

∫ 1

0

ϕjϕi y A = [aij] =

∫ 1

0

Dϕ′jϕ
′
i,

el vector

b = [bi] =

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

r=2

α(s)
r ϕr

(
1−

N−1∑

r=2

α(s)
r ϕr

)]
ϕi,

y los vectores α(n) = [α
(n)
l ], α(s) = [α

(s)
r ] y α(s+1) = [α

(s+1)
j ], la ecuación anterior se puede

escribir como
1

∆t
Mα(s+1) + Aα(s+1) = b(α(s)) +

1

∆t
Mα(n). (3.34)

Por lo tanto, el problema (3.33) puede escribirse como





Con solución inicial α(0) calcular α(1), α(2), . . . , α(m) con(
1

∆t
M + A

)
α(s+1) = b(α(s)) +

1

∆t
Mα(n).

El valor α(0) es dado por la condición inicial u0(x). Observe que para cada paso de tiempo

se define una iteración de método del punto fijo y en cada iteración de punto fijo se necesita

resolver un sistema lineal.

Simulación para una discretización de Euler con difusión y no-linealidad impĺıcita

La simulación del problema de Fisher con medio difusivo homogéneo (3.2) para el caso de

discretización de Euler con difusión y no-linealidad impĺıcita se presenta con la herramienta

de software matemático Matlab [8]. Los parámetros están determinados de forma análoga a

la Tabla 3.1.

Las Figuras 3.4 y 3.5 presentan soluciones de (3.2) bajo un número de elementos N = 100 y

tamaño de el intervalo de tiempo ∆t = 0.0001 y ∆t = 0.00001 respectivamente. Se observa

convergencia en tiempo final T = 0.05, es decir, para la dos casos ∆t con n iteraciones

distintas se llega a la misma solución aproximada. Lo mismo ocurre para un tiempo final

T = 0.01 para ∆t = 0.0001 y ∆t = 0.00001.

En comparación con los dos métodos de Euler, aplicados al método de elementos finitos para

el problema de Fisher con medio difusivo homogéneo (3.2), se presenta soluciones numéricas
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que convergen de forma semejante tomando los mismos tamaños y pasos de tiempo en los

intervalos finitos definidos.

Para los siguientes casos de discretización de la variable temporal de la ecuación diferencial

se utiliza el método Euler con difusión impĺıcita y no-linealidad expĺıcita.

3.2. Modelo de Fisher homogéneo en dos dimensiones

De forma análogo al material de la Sección 3.1, se busca determinar la solución aproximada

del modelo de Fisher en dos dimensiones con medio difusivo homogéneo a través del método

de elementos finitos de la siguiente forma:

Formulación fuerte

Sea Ω := ćırculo unitario ⊂ R2 el dominio de la ecuación diferencial con condición de frontera

de Dirichelt homogénea u(x, t) = 0 y condición inicial u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
, esto es,

Calcular u : Ω→ R tal que,





ut = σu(1− u) +D∆u, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
,

(3.35)

donde x es el vector x = (x1, x2) y u = u(x, t).

Formulación débil

Al multiplicar ambos lados de la igualdad de la ecuación (3.35) por una función de prueba

v ∈ C∞0 (Ω) se tiene

utv = [σu(1− u)] v + (D∆u)v, (3.36)

y al integrar a ambos lados de la igualdad de (3.36) se obtiene

∫

Ω

utv =

∫

Ω

[σu(1− u)] v +

∫

Ω

(D∆u)v. (3.37)

Al aplicar la primera identidad de Green (2.48) a la segunda integral de la derecha de la
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.4: Gráficas de las soluciones u(x, t) del problema de Fisher en medio difusivo
homogéneo (3.2) con número de elementos N = 100, tamaño del intervalo de tiempo
∆t = 0.0001, pasos de tiempo n hasta tiempo T. (a) Solución inicial u(0) en T = 0 con
pasos n = 0. (b) Aproximación u(n) con n = 500 pasos hasta T = 0.05. (c) Aproximación
u(n) con n = 1000 pasos hasta T = 0.1.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.5: Gráficas de las soluciones u(x, t) del problema de Fisher en medio difusivo
homogéneo (3.2) con número de elementos N = 100, tamaño del intervalo de tiempo
∆t = 0.00001, pasos de tiempo n hasta tiempo T. (a) Solución inicial u(0) en T = 0 con
pasos n = 0. (b) Aproximación u(n) con n = 5000 pasos hasta T = 0.05. (c) Aproximación
u(n) con n = 10000 pasos hasta T = 0.1.
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igualdad de (3.37) y la condición v(x) = 0, dado que x ∈ ∂Ω, se tiene

∫

Ω

(D∆u)v =

∫

∂Ω

(D∇u · η) v −
∫

Ω

D∇u · ∇v,

= 0−
∫

Ω

D∇u · ∇v,

= −
∫

Ω

D∇u · ∇v.

Por consiguiente, la formulación fuerte (3.35) puede reescribirse como

Calcular u ∈ V tal que,





∫

Ω

utv +

∫

Ω

D∇u · ∇v =

∫

Ω

[σu(1− u)] v, para todo v ∈ V,

u(x, 0) = u0(x) = 5 exp
(
−x2

h2 − y2

h2

)
,

(3.38)

donde V = H1
0 (Ω).

Dado que las soluciones de (3.35) y (3.38) dependen de la variable temporal t, un método

que presenta soluciones numéricas al discretizar el tiempo en un intervalo finito con valor

inicial dado es el siguiente:

Método de Euler con difusión impĺıcita y no-linealidad expĺıcita

De forma análoga a la Sección 3.1, el método de Euler determina la solución aproxima-

da de (3.38) al discretizar el tiempo en intervalos de tamaño ∆t desde un valor inicial

u(x, t0) = u0(x).

Al usar la misma idea del método expĺıcito, se puede escribir

∂u(x, tn)

∂t
∼=
u(n+1) − u(n)

∆t
. (3.39)

Considere el concepto de difusión como término impĺıcito y la no-linealidad como término

expĺıcito, al reemplazar la ecuación (3.39) en (3.38) y reorganizarla respecto a u(n+1) y u(n),

se obtiene

1

∆t

∫

Ω

u(n+1)v +

∫

Ω

D∇u(n+1) · ∇v =

∫

Ω

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫

Ω

u(n)v. (3.40)

Observe que (3.40) es ahora la ecuación de la formulación débil con discretización temporal

y permite la siguiente formulación.
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Formulación de Galerkin

Considere V h = P1
0(τh), el espacio de funciones lineales por partes con soporte cero bajo la

triangulación τh. Sea β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} una base de V h y dado que u(n+1), u(n) ∈ V h se

escribe

u(n+1) =
∑

j∈I

α
(n+1)
j ϕj +

∑

l∈Γ

g(xl)ϕl, (3.41)

y

u(n) =
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj +

∑

l∈Γ

g(xl)ϕl, (3.42)

donde los vértices I =
{
xi
∣∣ xi ∈ Ω

}
y Γ =

{
xi
∣∣ xi ∈ ∂Ω

}
corresponde a los interiores y de

frontera respectivamente. Pero dado que la condición de frontera de (3.35) es u(x, t) = 0

para x ∈ ∂Ω, se tiene

u(n+1) =
∑

j∈I

α
(n+1)
j ϕj, (3.43)

y

u(n) =
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj. (3.44)

Como v también pertenece al espacio V h, se toma v = ϕi para cada función de la base ϕi.

Por consiguiente, la formulación de Galerkin se escribe como





Encontrar u : (0, T )→ V h tal que, para todo v ∈ V h,

1

∆t

∫

Ω

u(n+1)v +

∫

Ω

D∇u(n+1) · ∇v =

∫

Ω

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫

Ω

u(n)v.
(3.45)

Para determinar el sistema lineal, se sustituye en la ecuación (3.45) las combinaciones lineales

de la base u(n+1) de (3.43) y u(n) de (3.44), y v como cada función de la base ϕi, para obtener

1

∆t

∫

Ω

∑

j∈I

α
(n+1)
j ϕjϕi +

∫

Ω

D∇

[∑

j∈I

α
(n+1)
j ϕj

]
· ∇ϕi =

=

∫

Ω

[
σ
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

(
1−

∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

)]
ϕi +

1

∆t

∫

Ω

∑

j∈I

α
(n)
j ϕjϕi.

Al usar propiedades de la integral obtenemos

1

∆t

∑

j∈I

α
(n+1)
j

∫

Ω

ϕjϕi +
∑

j∈I

α
(n+1)
j

[∫

Ω

D∇ϕj · ∇ϕi

]
=
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=

∫

Ω

[
σ
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

(
1−

∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

)]
ϕi +

1

∆t

∑

j∈I

α
(n)
j

∫

Ω

ϕjϕi.

Al definir las matrices

M = [mij] =

∫

Ω

ϕjϕi y A = [aij] =

∫

Ω

D∇ϕj · ∇ϕi;

el vector

b = [bi] =

∫

Ω

[
σ
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

(
1−

∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

)]
ϕi.

y los vectores α(n) = [α
(n)
j ] y α(n+1) = [α

(n+1)
j ], la ecuación anterior se puede escribe como

1

∆t
Mα(n+1) + Aα(n+1) = b+

1

∆t
Mα(n).

Por lo tanto, el problema (3.45) puede escribirse como





Con la solución inicial α(0) calcular α(1), α(2), . . . , α(m) con(
1

∆t
M + A

)
α(n+1) = b(α(n)) +

1

∆t
Mα(n),

donde α(0) esta dada por la condición inicial u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
.

Simulación

La simulación del problema de la ecuación de Fisher (3.35) con medio difusivo homogéneo

en dos dimensiones se plasma con la herramienta de software matemático FreeFem++ [7]

cuyos parámetros están determinado en la Tabla 3.2.

Parámetro Descripción
Ω := ćırculo unitario Dominio de la solución

50 Nodos o vértices en la frontera
u(x, t) = 0 Condición de frontera
D = 0.01 Coeficiente difusivo
n = 5 y 10 Iteración del tiempo
∆t = 0.01 Valor de ∆t
σ = 0.1 Parámetro pequeño

u(x, 0) = u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
Condición inicial para α(0)

h = 0.1 Parámetro de la condición inicial

Tabla 3.2: Parámetros del problema de la ecuación de Fisher (3.35) con medio difusivo
homogéneo en dos dimensiones.
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La Figura 3.6 muestra solución bajo un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 en los

tiempos finales T = 0.05 y T = 0.1 en los pasos de tiempo n = 5 y n = 10 respectivamente.

Respecto al número de elementos N , el software Freefem++ define la cantidad con respecto

al número de vértices definidos en la frontera. En este caso, N = 438 elementos.

(a)

IsoValue
-0.25862
0.0936898
0.328563
0.563436
0.798309
1.03318
1.26806
1.50293
1.7378
1.97267
2.20755
2.44242
2.67729
2.91217
3.14704
3.38191
3.61679
3.85166
4.08653
4.67372

(b)

IsoValue
-0.0162152
0.00810758
0.0243227
0.0405379
0.056753
0.0729682
0.0891833
0.105398
0.121614
0.137829
0.154044
0.170259
0.186474
0.202689
0.218905
0.23512
0.251335
0.26755
0.283765
0.324303

(c)

IsoValue
-0.0126381
0.00631904
0.0189571
0.0315952
0.0442333
0.0568713
0.0695094
0.0821475
0.0947856
0.107424
0.120062
0.1327
0.145338
0.157976
0.170614
0.183252
0.19589
0.208528
0.221166
0.252761

(d)

Figura 3.6: Gráfica de las soluciones u(x, t) del problema de Fisher (3.35) con medio difusivo
homogéneo D = 0.01 y tamaño de pasos de tiempo ∆t = 0.01. (a) Mallado en un dominio
circular unitario con 50 nodos en la frontera. (b) solución inicial u(0) con n = 0. (c) Todas
las soluciones u(n) con n = 5 pasos hasta un tiempo T = 0.05. (d) Todas las aproximaciones
u(n) con n = 10 pasos hasta un tiempo T = 0.1.



Caṕıtulo

4 Método de Elementos Finitos Pa-

ra Reacción-Difusión Heterogénea

En el caṕıtulo anterior se aplicó el método de elementos finitos al modelo de Fisher con medio

difusivo isotrópico homogéneo en una y dos dimensiones. En este caṕıtulo se contrasta el

desarrollo del caṕıtulo anterior al considerar el modelo de Fisher con medio difusivo isotrópico

heterogéneo.

4.1. Modelo de Fisher heterogéneo en una dimensión

El modelo de Fisher, como lo observado en la Sección 1.3, modela la invasión de un gen

dominante en una población cuya dinámica es representada como

∂u

∂t
= σu(1− u) +

∂

∂x

(
κ(x)

∂u

∂x

)
, (4.1)

donde u = u(x, t) es la concentración de la especie, σ > 0 es la tasa de propagación del gen

y κ(x) es el medio difusivo isotrópico heterogéneo.

Formulación fuerte

Sea Ω = [0, 1] ⊂ R el dominio de la ecuación (3.1) con condición de frontera de Dirichelt

homogénea u(0) = u(1) = 0 y condición inicial u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2), esto es,

Calcular u : [0, 1]→ R tal que,




ut = σu(1− u) + (κ(x)u′)′,

u(0) = 0, u(1) = 0,

u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2),

(4.2)
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donde ut = ∂u
∂t

y u′ = ∂u
∂x

.

Formulación débil

Al multiplicar ambos lados de la igualdad de la ecuación (3.1) por una función de prueba

v ∈ C∞0 (0, 1) se tiene

utv = [σu(1− u)] v + (κ(x)u′)′v, (4.3)

y al integrar a ambos lados de la igualdad de (4.3) se obtiene

∫ 1

0

utv =

∫ 1

0

[σu(1− u)] v +

∫ 1

0

(κ(x)u′)′v. (4.4)

Al aplicar integración por partes a la segunda integral del lado derecho de la igualdad de

(4.4) y la condición v(0) = v(1) = 0, dado que v ∈ C∞0 (0, 1), se tiene

∫ 1

0

(κ(x)u′)′v = [κ(1)u′(1)v(1)− κ(0)u′(0)v(0)]−
∫ 1

0

κ(x)u′v′,

= [κ(1)u′(1) · 0− κ(0)u′(0) · 0]−
∫ 1

0

κ(x)u′v′,

= −
∫ 1

0

κ(x)u′v′.

Por consiguiente, la formulación fuerte (3.2) puede reescribirse como

Calcular u ∈ V tal que,





∫ 1

0

utv +

∫ 1

0

κ(x)u′v′ =

∫ 1

0

[σu(1− u)] v, para todo v ∈ V,

u(0) = 0, u(1) = 0,

u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2),

(4.5)

donde V = H1
0 (0, 1).

Dado que las soluciones de (4.2) y (4.5) dependen de la variable temporal t, un método que

presenta soluciones numéricas al discretizar el tiempo en un intervalo finito con valor inicial

dado es el siguiente:

Método de Euler con difusión impĺıcita y no-linealidad expĺıcita

De forma análoga a la Sección 3.1, el método de Euler determina la solución aproximada de

(4.5) al discretizar el tiempo en intervalos finitos de tamaño ∆t, con un valor inicial u0(x)

dado.
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Al implementar la misma idea del método de Euler expĺıcito, se define

∂u(x, tn)

∂t
∼=
u(n+1) − u(n)

∆t
. (4.6)

Considerare el término difusivo como impĺıcito y el término no-lineal como expĺıcito, al

reemplazar la ecuación (4.6) en (4.5), se obtiene

∫ 1

0

[
u(n+1) − u(n)

∆t

]
v +

∫ 1

0

κ(x)(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v. (4.7)

Al aplicar propiedades de integración para la primera integral de la parte izquierda de la

ecuación anterior, se tiene

1

∆t

∫ 1

0

u(n+1)v − 1

∆t

∫ 1

0

u(n)v +

∫ 1

0

κ(x)(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v, (4.8)

y al reorganizar la ecuación (4.8) respecto a u(n+1) y u(n), se define

1

∆t

∫ 1

0

u(n+1)v +

∫ 1

0

κ(x)(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫ 1

0

u(n)v. (4.9)

Observe que (4.9) es ahora la ecuación de la formulación débil con discretización temporal

y permite la siguiente formulación.

Formulación de Galerkin

Considere V h = P1
0(τh), el espacio de funciones lineales por partes con soporte cero bajo la

triangulación τh. Sea β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} una base de V h y dado que u(n+1), u(n) ∈ V h se

escribe

u(n+1) = 0 · ϕ(n+1)
1 + α

(n+1)
2 ϕ2(x) + . . .+ α

(n+1)
N−1 ϕN−1(x) + 0 · ϕ(n+1)

N =
N−1∑

j=2

α
(n+1)
j ϕj,

y

u(n) = 0 · ϕ(n)
1 + α

(n)
2 ϕ2(x) + . . .+ α

(n)
N−1ϕN−1(x) + 0 · ϕ(n)

N =
N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl.

La condición cero en los extremos de las combinaciones lineales u(n+1) y u(n) se determinan

por las condiciones de frontera definidas en el problema de Fisher (4.2). Como v también

pertenece al espacio V h, se toma v = ϕi para i = 1, 2, . . . , N − 1 para cada una de las

funciones de la base ϕi.
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Por consiguiente, la formulación de Galerkin se escribe como





Encontrar u : (0, T )→ V h tal que, para todo v ∈ V h,

1

∆t

∫ 1

0

u(n+1)v +

∫ 1

0

κ(x)(u(n+1))′v′ =

∫ 1

0

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫ 1

0

u(n)v.

Para determinar el sistema lineal, se sustituye en la ecuación (4.1) las combinaciones lineales

de la base u(n+1) y u(n) y v como cada función de las base, para obtener

1

∆t

N−1∑

j=2

(∫ 1

0

ϕjϕi

)
α

(n+1)
j +

N−1∑

j=2

(∫ 1

0

κ(x)ϕ′jϕ
′
i

)
α

(n+1)
j =

=

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

l=1

α
(n)
l ϕl

(
1−

N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

)]
ϕi +

1

∆t

N−1∑

l=2

(∫ 1

0

ϕlϕi

)
α

(n)
l .

Al definir la matrices

M = [mij] =

∫ 1

0

ϕjϕi, y A = [aij] =

∫ 1

0

κ(x)ϕ′jϕ
′
i,

el vector

b = [bi] =

∫ 1

0

[
σ

N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

(
1−

N−1∑

l=2

α
(n)
l ϕl

)]
ϕi,

y los vectores α(n) = [α
(n)
l ] y α(n+1) = [α

(n+1)
j ], la ecuación anterior se puede escribe como,

1

∆t
Mα(n+1) + Aα(n+1) = b+

1

∆t
Mα(n). (4.10)

Por tanto, el problema (4.1) puede escribirse como





Empezando con la solución inicial α(0) calcular α(1), α(2), . . . , α(m) con(
1

∆t
M + A

)
α(n+1) = b(α(n)) +

1

∆t
Mα(n),

donde α(0) esta dada por la condición inicial u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2).

Simulación

La simulación del problema de la ecuación de Fisher con término difusivo en medio he-

terogéneo (4.2) se plasma con la herramienta de software matemático Matlab [8] cuyos

parámetros están determinados en la Tabla 4.1.

Considere el caso κ(x) = 1.1+sin(px). La Figura 4.1 muestra oscilaciones al variar el periodo
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Parámetro Descripción
[0, 1] Dominio de la solución

u(0) = 0, u(1) = 0 Condiciones de frontera
n = 500, 1000, 5000 y 10000 Iteración del tiempo

N = 100 Número de elementos
∆t = 0.0001 y 0.00001 Valor de ∆t

σ = 0.001 Parámetro pequeño

u(x, 0) = u0(x) = exp(−(x− (1/2))2/h2) Condición inicial para α(0)

h = 0.1 Parámetro de la condición inicial

Tabla 4.1: Parámetros del problema Fisher (4.2) con medio difusivo heterogéneo en una
dimensión espacial.

p entre 10, 20 y 30.

Las Figuras 4.2 y 4.3 muestra soluciones de (4.2) para un número de elementos N = 100 y

tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.0001 y ∆t = 0.00001 respectivamente. Se Observa

convergencia para un tiempo final T = 0.05, es decir, para los dos casos de ∆t con n pa-

sos distintos de tiempo se llega a la misma solución aproximada. Lo mismo ocurre para un

tiempo final T = 0.1 para ∆t = 0.0001 y ∆t = 0.00001.

Considere ahora el coeficiente κ(x) como una función por partes.

Sea el conjunto W =
[
0, 1

M

]⋃ [
2
M
, 3
M

]⋃
. . ., entonces

κ(x) =





1 si x ∈ W,

η̂ si x 6∈ W,
(4.11)

donde M = 100 y η̂ = 500.

De forma semejante al análisis de la figuras anteriores, las Figuras 4.4 y 4.5 presenta solucio-

nes para un número de elementos N = 100 y tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.0001

y ∆t = 0.00001 respectivamente, y presentan convergencia para un tiempo final T = 0.05 y

T = 0.1, con n pasos distintos respecto a ∆t.

La Figura 4.6 no presenta buena solución para un número de elementos N = 30 y tamaño

de intervalo de tiempo ∆t = 0.0001 con n = 1000 hasta un tiempo final T = 0.1.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.1: Solución u(x, t) del problema de Fisher heterogéneo (4.2) con número de ele-
mentos N = 100, coeficiente de difusión heterogéneo κ(x) = 1.1 + sin(px) con p el periodo,
tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.0001 y pasos de tiempo n = 1000 . (a) Solución inicial
con n = 0 pasos en un tiempo T = 0. (b) Aproximación u(n) hasta T = 0.1 para p = 10. (c)
Aproximación u(n) hasta T = 0.1 para p = 20. (d) Aproximación u(n) hasta T = 0.1 para
p = 30.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.2: Solución u(x, t) del problema de Fisher heterogéneo (4.2) con número de elemen-
tos N = 100, coeficiente de difusión heterogéneo κ(x) = 1.1 + sin(px) para p = 30 y tamaño
de pasos de tiempo ∆t = 0.0001. (a) Solución inicial n = 0 para T = 0. (b) Aproximación
u(n) con n = 500 pasos hasta T = 0.05. (c) Aproximación u(n) con n = 1000 pasos hasta
T = 0.1.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.3: Solución u(x, t) del problema de Fisher heterogéneo (4.2) con número de elemen-
tos N = 100, coeficiente de difusión heterogéneo κ(x) = 1.1 + sin(px) para p = 30 y tamaño
de pasos de tiempo ∆t = 0.00001. (a) Solución inicial n = 0 en T = 0 . (b) Aproximación
u(n) con n = 5000 pasos hasta T = 0.05. (c) Aproximación u(n) con n = 10000 pasos hasta
T = 0.1.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.4: Solución u(x, t) del problema de Fisher heterogéneo (4.2) con número de elemen-
tos N = 100, coeficiente de difusión κ(x) definida en (4.11) y tamaño de pasos de tiempo
∆t = 0.0001. (a) Solución inicial n = 0 en T = 0. (b) Aproximación u(n) con n = 500 pasos
hasta T = 0.05. (c) Aproximación u(n) con n = 1000 pasos hasta T = 0.1.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.5: Solución u(x, t) del problema de Fisher heterogéneo (4.2) con número de elemen-
tos N = 100, coeficiente de difusión κ(x) definida en (4.11) y tamaño de pasos de tiempo
∆t = 0.00001. (a) Solución inicial n = 0 en T = 0. (b) Aproximación u(n) con n = 5000
pasos hasta T = 0.05. (c) Aproximación u(n) con n = 10000 pasos hasta T = 0.1.



4.2. MODELO DE FISHER HETEROGÉNEO EN DOS DIMENSIONES 78

(a) (b)

Figura 4.6: Solución u(x, t) del problema de Fisher heterogéneo (4.2) con número de ele-
mentos N = 30, coeficiente de difusión κ(x) definida en (4.11) y tamaño de pasos de tiempo
∆t = 0.0001. (a) Solución inicial n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 1000 pasos hasta T = 0.1.

4.2. Modelo de Fisher heterogéneo en dos dimensiones

De forma análogo al material la Sección 3.2 se busca determinar la solución aproximada del

modelo de Fisher en dos dimensiones con medio difusivo heterogéneo a través del método

de elementos finitos de la siguiente forma:

Formulación fuerte

Sea Ω := ćırculo unitario ⊂ R2, el dominio de la ecuación diferencial con condición de

frontera de Dirichelt homogénea u(x, t) = 0 y condición inicial u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
,

esto es,

Calcular u : Ω→ R tal que,




ut = σu(1− u) + div (κ(x)∇u) , (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
,

(4.12)

donde x es el vector x = (x1, x2) y u = u(x, t).

Formulación débil

Al multiplicar ambos lados de la igualdad de la ecuación (4.12) por una función de prueba

v ∈ C∞0 (Ω) se tiene

utv = [σu(1− u)] v + (κ(x)∆u)v, (4.13)
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y al integrar a ambos lados de la igualdad de (4.13) se obtiene

∫

Ω

utv =

∫

Ω

[σu(1− u)] v +

∫

Ω

(κ(x)∆u)v. (4.14)

Al aplicar la primera identidad de Green (2.48) a la segunda integral de la derecha de la

igualdad de (4.14) y la condición v(x) = 0, dado que x ∈ ∂Ω, se tiene

∫

Ω

(κ(x)∆u)v =

∫

∂Ω

(κ(x)∇u · η) v −
∫

Ω

κ(x)∇u · ∇v,

= 0−
∫

Ω

κ(x)∇u · ∇v,

= −
∫

Ω

κ(x)∇u · ∇v.

Por consiguiente, la formulación fuerte (4.12) puede reescribirse como

Calcular u ∈ V tal que,




∫

Ω

utv +

∫

Ω

κ(x)∇u · ∇v =

∫

Ω

[σu(1− u)] v, para todo v ∈ V,

u(x, 0) = u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
,

(4.15)

donde V = H1
0 (Ω).

Dado que las soluciones de (4.12) y (4.15) dependen de la variable temporal t, un método

que presenta soluciones numéricas al discretizar el tiempo en un intervalo finito con valor

inicial dado es el siguiente:

Método de Euler con difusión impĺıcita y no-linealidad expĺıcita

De forma análoga a la Sección 3.1, el método de Euler determina la solución aproximada

de (4.15) al discretizar el tiempo en un intervalo finito de tamaño ∆t desde un valor inicial

u(x, t0) = u0(x) dado.

Al usar la misma idea del método de Euler expĺıcito, se tiene

∂u(x, tn)

∂t
∼=
u(n+1) − u(n)

∆t
. (4.16)

Considere el concepto de difusión como término impĺıcito y la no-linealidad como término

expĺıcito, al reemplazar la ecuación (4.16) en (4.15) y reorganizarla con respecto a u(n+1) y
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u(n), se obtiene

1

∆t

∫

Ω

u(n+1)v +

∫

Ω

κ(x)∇u(n+1) · ∇v =

∫

Ω

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫

Ω

u(n)v. (4.17)

Observe que (4.17) es ahora la ecuación de la formulación débil con discretización temporal

y permite la siguiente formulación.

Formulación de Galerkin

Considere V h = P1
0(τh), el espacio de las funciones lineales por partes con soporte cero bajo

la triangulación τh. Sea β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} una base de V h y dado que u(n+1), u(n) ∈ V h

se escribe

u(n+1) =
∑

j∈I

α
(n+1)
j ϕj +

∑

l∈Γ

g(xl)ϕl, (4.18)

y

u(n) =
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj +

∑

l∈Γ

g(xl)ϕl, (4.19)

donde I =
{
xi
∣∣ xi ∈ Ω

}
y Γ =

{
xi
∣∣ xi ∈ ∂Ω

}
son respectivamente los vértices interiores y

de frontera.

Dado que la condición de frontera del problema de Fisher (4.12) es u(x) = 0 para x ∈ ∂Ω,

se tiene que

u(n+1) =
∑

j∈I

α
(n+1)
j ϕj, (4.20)

y

u(n) =
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj. (4.21)

Por consiguiente, la formulación de Galerkin se escribe como





Encontrar u : (0, T )→ V h tal que, para todo v ∈ V h,

1

∆t

∫

Ω

u(n+1)v +

∫

Ω

κ(x)∇u(n+1) · ∇v =

∫

Ω

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫

Ω

u(n)v.
(4.22)

Para determinar el sistema lineal, se sustituye la combinaciones lineales de la base u(n+1) de

(4.20) y u(n) de (4.21), y v como cada función de la base, para obtener

1

∆t

∑

j∈I

α
(n+1)
j

∫

Ω

ϕjϕi +
∑

j∈I

α
(n+1)
j

[∫

Ω

κ(x)∇ϕj · ∇ϕi

]
=

=

∫

Ω

[
σ
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

(
1−

∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

)]
ϕi +

1

∆t

∑

j∈I

α
(n)
j

∫

Ω

ϕjϕi.
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Al definir las matrices

M = [mij] =

∫

Ω

ϕjϕi,

y

A = [aij] =

∫

Ω

κ(x)∇ϕj · ∇ϕi,

el vector

b = [bi] =

∫

Ω

[
σ
∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

(
1−

∑

j∈I

α
(n)
j ϕj

)]
ϕi,

y los vectores α(n) = [α
(n)
j ] y α(n+1) = [α

(n+1)
j ], la ecuación anterior se puede escribir como

1

∆t
Mα(n+1) + Aα(n+1) = b+

1

∆t
Mα(n).

Por tanto, el problema (4.22) puede escribirse como





Con solución inicial α(0) calcular α(1), α(2), . . . , α(m) con(
1

∆t
M + A

)
α(n+1) = b(α(n)) +

1

∆t
Mα(n),

donde α(0) esta dada por la condición inicial u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
.

Simulación

La simulación del problema de el modelo de Fisher (4.12) en dos dimensiones se plasma con

la herramienta de software matemático FreeFem++ [7] cuyos parámetros están determinados

en la Tabla 4.2.

Parámetro Descripción
Ω := ćırculo unitario Dominio de la solución

50 Nodos o vértices en la frontera
u(x, t) = 0 Condición de frontera
n = 50 y 100 Iteración del tiempo
∆t = 0.001 Valor de ∆t
σ = 0.1 Parámetro pequeño

u(x, 0) = u0(x) = 5 exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
Condición inicial

h = 0.1 Parámetro de la condición inicial

Tabla 4.2: Parámetros del problema de Fisher (4.12) con medio difusivo heterogéneo en dos
dimensiones.

Considere el caso κ(x) = 0.001 (1.1 + sin(10x1)(sin(10x2))). La Figura 4.7 muestra soluciones

que oscilan en el dominio Ω bajo un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.001 en los tiempos
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finales T = 0.05 y T = 0.1 en los pasos de tiempo n = 50 y n = 100 respectivamente.

Respecto al número de elementos N , el software Freefem++ define la cantidad con respecto

al número de vértices definidos en la frontera, la cual define N = 438 elementos.

(a)

IsoValue
-0.275319
0.104898
0.358376
0.611854
0.865332
1.11881
1.37229
1.62577
1.87924
2.13272
2.3862
2.63968
2.89316
3.14663
3.40011
3.65359
3.90707
4.16055
4.41402
5.04772

(b)

IsoValue
-0.163942
-0.0767235
-0.0185776
0.0395684
0.0977143
0.15586
0.214006
0.272152
0.330298
0.388444
0.44659
0.504736
0.562882
0.621028
0.679174
0.737319
0.795465
0.853611
0.911757
1.05712

(c)

IsoValue
-0.0819035
-0.000730095
0.0533855
0.107501
0.161617
0.215732
0.269848
0.323963
0.378079
0.432195
0.48631
0.540426
0.594541
0.648657
0.702773
0.756888
0.811004
0.865119
0.919235
1.05452

(d)

Figura 4.7: Gráfica de las soluciones u(x, t) del problema (4.12) con coeficiente difusivo
κ(x) = 0.001(1.1+sin(10x)(sin(10y))) y tamaño de pasos de tiempo ∆t = 0.001. (a) Mallado
en un dominio circular unitario con 50 nodos en la frontera. (b) Solución inicial u(0) con n = 0.
(c) Todas las soluciones u(n) con n = 50 pasos hasta un tiempo T = 0.05. (d) Todas las
aproximaciones u(n) con n = 100 pasos hasta un tiempo T = 0.1.

4.3. Conceptos de medio difusivo homogéneo y hete-

rogéneo en el modelo de Fisher

Al considerar el modelo de Fisher, se observa lo siguiente: el término de reacción ut =

σu(1 − u), representa el caso sin efecto Alle, como lo observado en la Sección 1.1, donde σ

es una constante muy pequeña. Observe que la reacción representa una ecuación diferen-

cial autónoma. Sus puntos de equilibrio son cero y uno, y además las soluciones tienden a
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uno conforme t se vuelve más grande. El término de difusión ut = div(κ(x)∇u), describe

la capacidad de que tan fácil puede difundirse en el dominio. Esta capacidad depende en

gran parte por el término difusivo κ(x), dado en los casos homogéneos y heterogéneos, como

lo observado en la Sección 1.2. Observe que los conceptos que definen esta dos ecuaciones,

determinan la estabilidad del modelo de Fisher para presentar soluciones aceptables. En el

caso del método de elementos finitos en una y dos dimensiones, se presenta los siguientes

resultados:

En el caso de una dimensión espacial, el modelo de Fisher en medio difusivo homogéneo y he-

terogéneo, presentó soluciones numéricas que se difunden desde la condición inicial hasta una

solución dada en un determinado punto del tiempo finito en el cual seguidamente asciende y

converge a uno. En medio homogéneo, las soluciones debe ser uniformes en el dominio para

un coeficiente difusivo constante definido. En medio heterogéneo, las soluciones presentaban

oscilaciones en el dominio, dado que el coeficiente difusivo presentaba variaciones.

En el caso de dos dimensiones la soluciones numéricas en medio difusivo homogéneo en

un dominio circular, se mantuvieron decrecientes en el intervalo finito de tiempo desde la

condición inicial dada. En medio difusivo heterogéneo, las soluciones también se mantuvieron

decrecientes en el intervalo finito de tiempo desde la condición inicial dada pero formando una

oscilaciones alrededor del dominio circular. La malla definida debe resolver las variaciones

presentadas en el coeficiente difusivo en medio heterogéneo. Para algunos casos particulares

como problemas multiescala de alto contraste, se presenta dificultades que se abordaran el

siguiente caṕıtulo. En general, la solución presenta oscilaciones que deben ser capturadas

adecuadamente por el método numérico.



Caṕıtulo

5 Ecuación de Reacción-Difusión

en Medios Heterogéneos

En los caṕıtulos anteriores se describió y aplicó el método de elementos finitos al modelo

de Fisher con medio difusivo homogéneo y heterogéneo. En este caṕıtulo se usan métodos

iterativos para resolver los sistemas lineales resultantes en el método de elementos finitos, con

alguna discretización temporal para una ecuación en reacción-difusión con medio heterogéneo

y de alto contraste. De igual forma se explica las dificultades al considerar una difusión en un

medio heterogéneo de alto contraste relacionadas al desempeño de los método iterativos para

resolver los sistemas resultantes y se presentan los métodos de descomposición de dominios

para superar estas dificultades. Recalcamos que hacemos énfasis en la discretrización espacial

y en los métodos iterativos para la solución de los problemas lineales para avanzar en el

tiempo. Por este motivo usamos discretizaciones temporales clásicas como lo son los método

de Euler expĺıcito, impĺıcito y semi-expĺıcito (difusión impĺıcita con no-linealidad expĺıcita).

5.1. Problema de Fisher en un medio con múltiples

escalas y alto contraste

El modelo de Fisher dado en (4.12) fue discretizado por el método de Euler con difusión

impĺıcita y no-linealidad expĺıcita. Recalcamos que un coeficiente κ es conocido como coefi-

ciente con múltiples escalas si tiene variaciones en todo el dominio a diferentes escalas. Por

ejemplo, un coeficiente κ varia a escala ε si al tomar una región cualquiera de tamaño ε,

se observan variaciones del coeficiente en esa región. El contraste se mide como el cociente

entre el mayor valor y el menor valor del coeficiente de difusión (el cual es positivo).
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Recordemos que el problema a considerar es calcular u : Ω→ R tal que,





ut = σu(1− u) + div (κ(x)∇u) , (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x).

(5.1)

La iteración obtenida es de la forma: Dado u(0) calcular, u(1), u(2), . . . , al resolver,





1

∆t
u(n+1) − div

(
κ(x)∇u(n+1)

)
= σu(n)(1− u(n)) +

1

∆t
u(n), en Ω,

u(1) = 0, x ∈ ∂Ω.
(5.2)

La formulación débil correspondiente es,





1

∆t

∫

Ω

u(n+1)v +

∫

Ω

κ(x)∇u(n+1) · ∇v =

∫

Ω

[
σu(n)(1− u(n))

]
v +

1

∆t

∫

Ω

u(n)v,

u(x, 0) = u0(x).

(5.3)

Al considerar V h = P1(τh), como el espacio de las funciones lineales por partes con respecto

a la triangulación τh, la formulación de Gelerkin genera un sistema lineal

Au
(n+1)
h = b(n+1), (5.4)

donde b(n+1) depende de u
(n)
h .

Siguiendo [2, 12, 13] se hacen algunas observaciones del sistema lineal obtenido. El tamaño

del sistema lineal matricial (5.4) es proporcionar al tamaño de la malla (h−2). Para pro-

blemas multiescala con alto contraste en el coeficiente κ(x), el número de condición de la

matriz A depende del valor del contraste definido como η = κmáx/κmı́n. El número de condi-

ción depende asimismo de las variaciones locales del coeficiente de difusión κ en Ω. Además,

es conocido que para el caso en que κ varia considerablemente se debe usar una malla muy

fina, tan fina que resuelva todas las variaciones del coeficiente κ, ver por ejemplo [12]. Esto

conduce a que, en el caso en que κ tenga alto contraste y variaciones en varias escalas, el

sistema lineal (5.4) de dimensión muy grande y mal condicionado. Se tiene entonces que

el método de elementos finitos estándar aproxima una solución que debe ser calculada al

resolver un sistema lineal con una matriz mal condicionada y de dimensión alta, con número

de condición que depende de h−2 (donde h es el parámetro de tamaño de malla) y η es el

contraste del coeficiente. Ver por ejemplo [13].

Dos alternativas que permiten solucionar de manera eficiente estos sistemas lineales disper-
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sos, de dimensión alta y mal condicionados, como (5.4), son las siguientes:

(1) Elementos finitos multiescala/Homogenización numérica/Upcaling: A grandes rasgos, la

homogenización numérica o upscaling, dado en [12], consiste en proyectar el sistema

lineal (5.4) a un sistema menor, generalmente asociado a una malla gruesa τH con

tamaño que puede ser manejado de manera eficiente. La malla τH no necesita resolver

todas las variaciones del coeficiente. Esto usualmente involucra la construcción de un

operador de reducción de escalaR0, que transforma funciones definidas en la malla gruesa

a funciones definidas en la malla fina y un operador de escalamiento RT
0 que transforma

funciones definidas en la malla fina a funciones definidas en la malla gruesa. Al usar

estos operadores, el sistema lineal (5.4) se convierte en un sistema lineal A0δ = b0, de

modo que uh ≈ R0δ se puedan calcular.

(2) Construcción de un precondicionador usando técnicas de descomposición de dominios:

para solucionar el sistema (5.4) se construye un precondicionador M−1. En este caso se

resuelve

M−1Au
(n+1)
h = M−1b(n+1).

La idea de esta construcción es que el nuevo sistema no dependa de h−2 ni de η. Una

técnica numérica muy conocida para construir precondicionadores es usar métodos de

descomposición de dominios como lo referencia [13].

A continuación se ilustra con más en detalle estas dos alternativas.

5.2. Método de elementos finitos multiescala

Sea τH una triangulación de Ω en elementos finitos (triángulos, cuadriláteros, etc.). A esta

partición τH se le llama malla gruesa. Suponga que la malla gruesa se puede resolver a

través de una triangulación fina τh como lo ilustrado en la Figura 5.1. Sea ϕi la funciones

base del espacio de elementos finitos estándar V h = Q1(τh) (que es el espacio de funciones

bi-lineales por partes con respecto a la triangulación τh). La aproximación por elementos

finitos estándar en la malla fina esta dada como uh =
∑

i α
h
i ϕi que genera el sistema lineal

Ahuh = bh.

Sea R0 una matriz (u operador) que transforma funciones definidas en la malla gruesa a

funciones definidas en la malla fina. Se usa la aproximación

uh ≈ R0δ, (5.5)
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Figura 5.1: Cuadŕıcula de malla gruesa y fina.

donde δ ∈ RM , M � n. Aqúı M denota la dimensión del espacio de funciones asociado a la

malla gruesa y n denota la dimensión del espacio de elementos finitos de la malla fina.

Se puede usar, en particular, el operador R0 = [ψ1, ψ2, . . . , ψN ] conformada por los vectores

ψi (funciones base multiescala, las cuales son funciones de elementos finitos de la malla

fina). Al remplazar (5.5) en el sistema lineal fino se obtiene que δ debe satisfacer el sistema

sobrederterminado

AhR0δ = bh.

Para resolver el sistema se multiplica por RT
0 (operador de escalamiento) a ambos lados de

la igualdad para obtener

RT
0A

hR0δ ≈ RT
0 bh.

Denotemos por A0 = RT
0A

hR0. Si b0 = RT
0 bh, podemos obtener los coeficientes δ resolviendo

el siguientes sistema lineal,

A0δ = b0.

De [12] se plantea una forma de construir las funciones base multiescala. Para introducir

este método, sea {xi}Ni=1 los vértices de la malla gruesa τH y definimos la vecindad de los

nodos xi como

ωi =
⋃{

Ej ∈ τH
∣∣ xi ∈ Ej

}
,

donde Ej son los elementos de la triangulación τH . Sea χi una familia de funciones que

particiona la unidad subordinada a las vecindades ωi. Se define entonces los vectores ψi de
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la matriz R0 como

ψi,` = χiϕ`, (5.6)

donde ϕ` es una función con dominio ωi que representa la solución de malla fina. Una

representación de la construcción de estas funciones base en la malla gruesa τH esta dado

en la Figura 5.2.

Figura 5.2: Construcción de las funciones base ψi,` de la malla gruesa τH .

Al seguir el método de elementos finitos multiescala generalizados, los vectores locales ϕ`

son aproximaciones del problema de valores y vectores propios generalizados,

−div(κ∇ϕ) = λκϕ.

Se complementa este problema de vectores propios con condiciones de frontera de Neumann,

donde se usan solamente los vectores propios asociados a los menores valores propios λ`. En

[12] se muestra que el método de elementos finitos multiescala generalizado es adecuado para

aproximar soluciones a la ecuación de difusión en medio heterogéneos con alto contraste, en

comparación con algunos otros métodos multiescala que no muestran buen desempeño para

este tipo de problemas. Para mas detalles [17].

5.3. Método de descomposición de dominio

Los métodos de descomposición de dominio se refieren a una colección de técnicas que giran

en torno a dividir en subdominios de tal forma que combinando soluciones de problemas

en subdominios se puedan construir aproximaciones de las soluciones en el dominio origi-

nal. Tales métodos se han desarrollado principalmente para resolver ecuaciones diferenciales

parciales sobre regiones en dos o tres dimensiones. Sin embargo, se han explotado principios
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similares en otros contextos de la ciencia y la ingenieŕıa como lo observado en [15].

La idea original fué introducida por Hermann Schwarz, el cual estaba interesado en la exis-

tencia y unicidad del problema de Poisson. En situaciones más generales, H. Schwarz ideó

los siguientes métodos iterativos para resolver el problema de Poisson en una unión de geo-

metŕıas simples.

5.3.1. Método alternado de Schwarz

Para ilustrar la idea del método, considere el dominio Ω formado por la unión de un ćırculo

Ω1 y un rectángulo Ω2, como se observa en la Figura 5.3, de esta forma, el problema de

Poisson con condición de frontera de Dirichlet es




−∆u = f, en Ω,

u = g, en ∂Ω.
(5.7)

Ω

Ω1 Ω2

Figura 5.3: Dominio Ω formado por la unión de ćırculo Ω1 y rectángulo Ω2.

La idea es dividir el problema de Poisson (5.7) en




−∆u1 = f, en Ω1,

u1 = g1, en ∂Ω1,
(5.8)

y 


−∆u2 = f, en Ω2,

u2 = g2, en ∂Ω2.
(5.9)

De tal forma que siguiendo estos cuatro pasos, Schwarz verificó convergencia en el dominio

Ω:
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(1) Resolver (5.8) al completar g1 arbitrariamente en ∂Ω1.

(2) Resolver (5.9) al usar la solución del paso (1) para completar los datos de frontera.

(3) Resolver (5.8) al usar la solución de (5.7) para completar el dato de frontera.

(4) Iterar hasta convergencia.

Como caso particular, para ilustrar este método, considere el problema de la ecuación de

Poisson (5.7) en una dimensión espacial con Ω = [0, 1], f = 0 y condición de frontera

Dirichlet u(0) = 0, u(1) = 1, esto es




−u′′ = 0, en Ω,

u(0) = 0, u(1) = 1, en ∂Ω.
(5.10)

Sea Ω1 = [0, 0.6] y Ω2 = [0.4, 1] una división de Ω como lo observado en la Figura 5.4.

Al considerar el problema (5.10) con dominio Ω2, esto es




−u′′2 = 0, en Ω2,

u2(0.4) = 0, u2(1) = 1 en ∂Ω2.
(5.11)

La solución de (5.11) permite encontrar el dato de frontera faltante u1(0.6) cuando el pro-

blema se presenta en el dominio Ω1, es decir,




−u′′1 = 0, en Ω1,

u1(0) = 0, u1(0.6) = solución de (5.11), en ∂Ω1.
(5.12)

Iterativamente se puede determinar convergencia por el método de Schwarz cuya primera

iteración es dada en la Figura 5.4.

5.3.2. Método en paralelo de Schwarz

Otro forma que implementó Schwarz para resolver problemas con uniones de geometŕıas

simples es el denominado método en paralelo de Schwarz. Este método consiste en resolver

iteradamente los siguientes dos pasos:

(1) Resolver los problemas de Poisson (5.8) y (5.9) al mismo tiempo en paralelo, de tal

forma que las soluciones u1 y u2 respectivamente de los problemas se tiene que

v = B1u1 +B2u2.

Aqúı, B1 y B2 son extensiones por cero fuera del dominio Ω1 y Ω2, respectivamente.
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Figura 5.4: Primera iteración del método alternado de Schwarz para el problema (5.10).

(2) Implementar nuevamente (1) y usar v para completar datos de frontera.

Considere el problema de Poisson en una dimensión espacial con Ω = [0, 1], f = 1 y condición

de frontera Dirichlet homogénea u(0) = 0, u(1) = 0, esto es




−u′′ = 1, en Ω,

u(0) = 0, u(1) = 0, en ∂Ω.
(5.13)

Al implementar el método de elementos finitos al problema de Poisson (5.13), la solución

numérica se define en el sistema lineal Aα = b.

Como en el ejemplo del método anterior, se divide el dominio Ω en Ω1 y Ω2 con elementos

en común, como lo observado en la Figura 5.5.

Al aplicar el método de Schwarz en paralelo se resuelve al mismo tiempo la ecuación (5.13)

con diferentes fronteras, es decir,




−u′′1 = 1, en Ω1,

u1(0) = 0, u1(0.6) = 0, en ∂Ω1,
(5.14)

y 


−u′′2 = 1, en Ω2,

u2(0.4) = 0, u2(1) = 0, en ∂Ω2.
(5.15)
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Figura 5.5: Primera iteración del método en paralelo de Schwarz para el problema (5.13).

Al aplicar el método de elementos finitos, las soluciones numéricas están dadas por los sis-

temas A1α1 = b1 y A2α2 = b2 de los problemas (5.14) y (5.15) respectivamente.

Observe que la matriz del problema de Poisson (5.13) se cambia para resolver iterativamente

matrices más pequeñas de tamaño aproximadamente la mitad, como en este caso A1 y A2

de los problemas (5.14) y (5.15), y lo mismo ocurre para el vector b, con vectores b1 y b2.

Además el método esta asociado a una malla donde los nodos definen las funciones base, de

modo que los nodos de la matriz A del problema (5.13) son los mismos nodos y funciones

base que están en los subdominios, por consiguiente la matriz A contiene como submatrices

las matrices de los subdominios, en este caso A1 y A2. El mismo caso ocurre sobre b.

Para las soluciones α1 y α2, definidas por el método de elementos finitos, se define el primer

paso de el método en paralelo de Schwarz, esto es,

v = B1α1 +B2α2.

Observe que al definir los sistema lineales de los problemas (5.14) y (5.15), de la forma

α1 = A−1
1 b1 y α2 = A−1

2 b2 respectivamente, y multiplicar BT
i (operador de restricción) se

tiene

v = B1α1 +B2α2 =
(
B1A

−1
1 BT

1 +B2A
−1
2 BT

2

)
b.

Se puede considerar B1A
−1
1 BT

1 + B2A
−1
2 BT

2 como un precondicionador de la matriz A, esto
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es,

M−1 = B1A
−1
1 BT

1 +B2A
−1
2 BT

2 .

La construcción del precondicionador permite retomar la idea en resolver (5.4), es decir,

Au
(n+1)
h = b(n+1),

a través del siguiente sistema con precondicionador

M−1Au
(n+1)
h = M−1b(n+1), (5.16)

donde la complejidad computacional depende ahora de cond(M−1A) (condición de la matriz

M−1A) y se espera que cond(M−1A) sea mejor que la condición de la matriz A.

Para resolver el sistema (5.16) con precondicionador, aplicado a través del método en paralelo

de Schwarz, se hace necesario un método iterativo que permita resolver los sistemas resul-

tantes. Uno de los métodos iterativos más conocido es el denominado método de Richardson,

la cual define la siguiente formula:

u
(n+1)
h = u

(n)
h + λ̃M−1r(n),

donde λ̃ es un parámetro que permite definir más rápidamente la convergencia y r(n) =

b− Au(n)
h se define como el residuo. El algoritmo esta dado de la siguiente forma

1. Iniciar r(0) = b− Au(0)
h .

2. Iterar n = 1, 2, . . . , hasta convergencia

z(n) = M−1r(n) [precondicionador],

u
(n+1)
h = u

(n)
h + λz(n),

r(n) = b− Au(n)
h .

Otro método iterativo que permite resolver (5.16) es el método del gradiente conjugado con

precondicionador presentado en el Anexo B.

Por otro lado, al considerar el método en paralelo de Schwarz para varios subdominios, el

precondicionador se define como

M−1
1 b =

N∑

i=1

BiA
−1
i BT

i b.
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Observe que Ai = BiAB
T
i corresponde a una parte de la matriz grande A y están definidos

por los nodos que están dentro del subdominio. Esta condición es conocida como método

aditivo de un nivel de Schwarz. Es de mencionar que entre más subdominios se presenta más

lenta es la convergencia.

Al considerar la malla gruesa del dominio para obtener un mejor precondicionador, se tiene

M−1
2 b = M−1

1 b+R0A
−1
0 RT

0 b, (5.17)

donde el primer término del lado derecho es el precondicionador de un nivel, es decir, M−1
1 b,

mientras que el segundo corresponde a la corrección dada por la malla gruesa. Esta última

parte se define por el método de elementos finitos multiescala; dado en la Sección 5.2. Este

método arriba es referido como el método aditivo de dos niveles de Schwarz.

Teniendo en cuenta este último método, en [13] se determina que para problemas eĺıpticos

cond(M−1
2 A) ≤ CΛ

(
1 +

H2

δ̂2

)
,

la cual C es una constante, δ̂ es un subreposición, H es el diámetro de la vecindad ωi y

Λ = máx
1≤i≤Ns

1

λLi+1

,

donde en la vecindad ωi se usan los vectores propios {ϕ`} asociados a los menores valores

propios {λ`} para 1 ≤ ` ≤ Li. Observe que CΛ no depende del contraste η si se toma

suficientes valores propios.

5.4. Simulación del modelo de Fisher en medio difusivo

heterogéneo con el método aditivo de dos niveles

clásico

Nos referimos al método aditivo de dos niveles clásico cuando el segundo nivel no usa fun-

ciones base multiescala, en este caso las funciones base de la malla gruesa corresponden a

polinomios bi-lineal.

Consideremos el problema de Fisher (5.2) con las siguientes condiciones: sea el dominio

Ω = [0, 1]× [0, 1] y una triangulación 10×10 subdominios cuadrados iguales. Dentro de cada

subdominio se presenta una triangulación a escala fina 10× 10 cuadrados, como se observa
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en la Figura 5.1. El coeficiente difusivo isotrópico κ(x) correspondiente a un coeficiente con

fondo uno y alto η, dada en la Figura 5.6. Condición de frontera de Dirichelt homogénea y

condición inicial u0(x) = exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
.

Figura 5.6: Coeficiente κ(x).

Se utiliza el método iterativo del gradiente conjugado con precondicionador, dado en el

Anexo B, para solucionar el sistema (5.16) con precondicionador dado en el método de dos

niveles clásico de Schwarz.

La Figura 5.7, para un coeficiente κ(x) con contraste η = 100, presenta soluciones numéricas

que convergen en forma homogénea con un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 en los

tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para n = 3 y n = 10 pasos de tiempo respectivamente.

De forma similar, para contraste η = 100, la Figura 5.8, presenta soluciones numéricas que

convergen en forma homogénea con un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.001 en los

tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para n = 30 y n = 100 pasos de tiempo respectivamente.

La Figura 5.9, para un coeficiente κ(x) con contraste η = 102, presenta soluciones numéricas

que convergen en forma heterogénea con un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 en los

tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para n = 3 y n = 10 pasos de tiempo respectivamente.

De forma similar, para contraste η = 102, la Figura 5.10, presenta soluciones numéricas que

convergen en forma heterogénea con un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.001 en los
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tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para n = 30 y n = 100 pasos de tiempo respectivamente.

De forma similar al análisis de las figuras anteriores con coeficiente κ(x) y contraste η = 102,

la Figura 5.11 con contraste η = 104 y Figura 5.13 con contraste η = 106, muestran solucio-

nes numéricas que convergen en forma heterogénea con un tamaño de intervalo de tiempo

∆t = 0.01 en los tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para n = 3 y n = 10 pasos de tiem-

po respectivamente. La Figura 5.12 con contraste η = 104 y la Figura 5.14 con contraste

η = 106, muestran soluciones numéricas que convergen en forma heterogénea con un tamaño

de intervalo de tiempo ∆t = 0.001 en los tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para n = 30 y

n = 100 pasos de tiempo respectivamente.

La Figura 5.15 y 5.16 muestra el número de condición para cada paso de tiempo n = 10 y

n = 100 de tamaño ∆t = 0.01 y ∆t = 0.001 respectivamente en un tiempo final T = 0.1

para los diferentes casos de contraste η.

La Tabla 5.1 muestra el número de iteraciones de las simulaciones, dadas por el método del

gradiente conjugado con precondicionador, para cada paso de tiempo n con un tamaño de

intervalo de tiempo ∆t = 0.01 y ∆t = 0.001 hasta un tiempo final T = 0.1, definidas para

los diferentes casos de contraste η.

η ∆t n pasos de tiempo iteraciones
100 0.01 10 21− 23
100 0.001 100 33− 36
102 0.01 10 60− 61
102 0.001 100 56− 57
104 0.01 10 134
104 0.001 100 134− 144
106 0.01 10 202− 204
106 0.001 100 226− 232

Tabla 5.1: Número de iteraciones del método iterativo del gradiente conjugado con precon-
dicionador de las soluciones numéricas del problema de Fisher (5.2) con el método aditivo
de dos niveles clásico para diferentes contrastes η, tamaño de intervalos de tiempo ∆t y n
pasos de tiempo.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.7: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en
la Figura 5.6 para η = 100, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.01 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 3 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 10 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.8: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en la
Figura 5.6 para η = 100, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.001 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 30 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 100 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.9: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en
la Figura 5.6 para η = 102, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.01 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 3 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 10 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.10: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en
la Figura 5.6 para η = 102, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.001 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 30 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 100 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.11: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en
la Figura 5.6 para η = 104, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.01 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 3 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 10 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.12: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en
la Figura 5.6 para η = 104, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.001 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 30 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 100 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.13: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en
la Figura 5.6 para η = 106, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.01 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 3 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 10 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.14: Solución u(x, t) del problema de Fisher (5.2), coeficiente κ(x) representado en
la Figura 5.6 para η = 106, tamaño de intervalos de tiempo ∆t = 0.001 y diferentes n pasos
de tiempo. (a) Solución inicial con n = 0 en T = 0. (b) Todas las aproximaciones u(n) con
n = 3 hasta T = 0.03. (c) Todas las aproximaciones u(n) con n = 10 hasta T = 0.1. (d)
Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.15: Número de condición de dos niveles clásico de las soluciones aproximadas del
problema de Fisher (5.2) con tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 y n = 10 pasos de
tiempo. (a) η = 100. (b) η = 102. (c) η = 104. (d) η = 106.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.16: Número de condición de dos niveles clásico de las soluciones aproximadas del
problema de Fisher (5.2) con tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.001 y n = 100 pasos de
tiempo. (a) η = 100. (b) η = 102. (c) η = 104. (d) η = 106.
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La Tabla 5.2 muestra el número de condición de las simulaciones, para cada paso de tiempo

n con un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 y ∆t = 0.001 hasta un tiempo final

T = 0.1, definidas para los diferentes casos de contraste η.

η ∆t n pasos de tiempo número de condición
100 0.01 10 6.88− 6.92
100 0.001 100 54.6− 55.4
102 0.01 10 29.31978− 29.31981
102 0.001 100 71.8− 73
104 0.01 10 2729.327− 2729.332
104 0.001 100 6063.0861− 6063.0867
106 0.01 10 2.72743585× 105 − 2.7274361× 105

106 0.001 100 6.050610153× 105 − 6.050610159× 105

Tabla 5.2: Número de condición del problema de Fisher (5.2) con el método aditivo de dos
niveles clásico para diferentes contrastes η, tamaño de intervalos de tiempo ∆t y n pasos de
tiempo.

Concluimos que el número de iteraciones y el número de condición del sistema lineal precon-

dicionado se mantiene estable en el tiempo, pero esta aumenta drásticamente al aumentar

el contraste en el coeficiente. Recuerde que el algoritmo usado es el de gradiente conjugado

precondicionado. Sin precondicionador el número de condición es todav́ıa peor. Esto torna a

este tipo de aproximaciones imprácticas para este tiempo de aplicaciones. Se requiere enton-

ces usar método iterativos especialmente diseñados para problemas de alto contraste como

los presentados en la Sección 5.3.

A continuación presentamos el comportamiento de estos métodos.

5.5. Simulación del modelo de Fisher en medio difusivo

heterogéneo con el método aditivo de dos niveles

multiescala

Las condiciones del problema de Fisher (5.2), necesarias para la simulación, se presentan

de forma análoga a la sección anterior. El dominio Ω = [0, 1] × [0, 1] con una triangulación

10×10 subdominios cuadrados iguales y dentro de cada subdominio se presenta una triangu-

lación a escala fina 10×10 cuadrados, como se observa en la Figura 5.1. Coeficiente difusivo

isotrópico κ(x) correspondiente a un coeficiente con fondo uno y alto η, dada en la Figura 5.6.

Condición de frontera de Dirichelt homogénea y condición inicial u0(x) = exp
(
−x2

1

h2 − x2
2

h2

)
.
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Se utiliza el método iterativo del gradiente conjugado con precondicionador, dado en el

Anexo B, para solucionar el sistema (5.16) con precondicionador dado en el método de dos

niveles de Schwarz multiescala.

La Figura 5.17 muestra el número de iteraciones de las soluciones aproximadas para cada

paso de tiempo n = 10 de tamaño ∆t = 0.01 en un tiempo final T = 0.1 para los diferentes

casos de contraste η.

De forma análoga al análisis de la figura anterior, la Figura 5.18 muestra el número de

iteraciones de las soluciones aproximadas para cada paso de tiempo n = 100 de tamaño

∆t = 0.001 en un tiempo final T = 0.1 para los diferentes casos de contraste η.

La Figura 5.19 y 5.20 muestra el número de condición para cada paso de tiempo n = 10 y

n = 100 de tamaño ∆t = 0.01 y ∆t = 0.001 respectivamente en un tiempo final T = 0.1

para los diferentes casos de contraste η.

La Tabla 5.3 muestra el número de iteraciones de las simulaciones, dadas por el método del

gradiente conjugado con precondicionador, para cada paso de tiempo n con un tamaño de

intervalo de tiempo ∆t = 0.01 y ∆t = 0.001 hasta un tiempo final T = 0.1, definidas para

los diferentes casos de contraste η.

η ∆t n pasos de tiempo iteraciones
100 0.01 10 20− 22
100 0.001 100 25− 29
102 0.01 10 61
102 0.001 100 50− 52
104 0.01 10 37− 38
104 0.001 100 43− 47
106 0.01 10 39− 40
106 0.001 100 44− 49

Tabla 5.3: Número de iteraciones del método iterativo del gradiente conjugado con precon-
dicionador de las soluciones numéricas del problema de Fisher (5.2) con el método aditivo
de dos niveles multiescala para diferentes contrastes η, tamaño de intervalos de tiempo ∆t
y n pasos de tiempo.

La Tabla 5.4 muestra el número de condición de las simulaciones, para cada paso de tiempo

n con un tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 y ∆t = 0.001 hasta un tiempo final

T = 0.1, definidas para los diferentes casos de contraste η.
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η ∆t n pasos de tiempo número de condición
100 0.01 10 6.95− 7
100 0.001 100 51− 54
102 0.01 10 29.42634− 29.42637
102 0.001 100 71.4− 72.4
104 0.01 10 9.6355− 9.6362
104 0.001 100 55.345− 55.365
106 0.01 10 9.670025− 9.670055
106 0.001 100 55.633− 55.639

Tabla 5.4: Número de condición del problema de Fisher (5.2) con el método aditivo de dos
niveles multiescala para diferentes contrastes η, tamaño de intervalos de tiempo ∆t y n pasos
de tiempo.

Concluimos que el número de iteraciones del gradiente conjugado y el número de condición

del sistema lineal precondicionado se mantiene estable en el tiempo, pero presenta una

reducción significativa comparado con la sección anterior, como se puede observar en la

Tabla 5.3 en comparación con la Tabla 5.1 y la Tabla 5.2 con la Tablas 5.4.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.17: Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar
de dos niveles multiescala de las soluciones aproximadas del problema de Fisher (5.2) con
tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 y n = 10 pasos de tiempo. (a) η = 100. (b) η = 102.
(c) η = 104. (d) η = 106.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.18: Número de iteraciones del método del gradiente conjugado con precondicionar
de dos niveles multiescala de las soluciones aproximadas del problema de Fisher (5.2) con
tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.001 y n = 100 pasos de tiempo. (a) η = 100. (b)
η = 102. (c) η = 104. (d) η = 106.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.19: Número de condición de dos niveles multiescala de las soluciones aproximadas
del problema de Fisher (5.2) con tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.01 y n = 10 pasos
de tiempo. (a) η = 100. (b) η = 102. (c) η = 104. (d) η = 106.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.20: Número de condición de dos niveles multiescala de las soluciones aproximadas
del problema de Fisher (5.2) con tamaño de intervalo de tiempo ∆t = 0.001 y n = 100 pasos
de tiempo. (a) η = 100. (b) η = 102. (c) η = 104. (d) η = 106.



Caṕıtulo

6 Conclusiones y Comentarios Fi-

nales

En este trabajo se consideran aproximaciones numéricas eficientes de la ecuación de reac-

ción-difusión en dos dimensiones en medios heterogéneos. La ecuación de reacción-difusión se

discretiza combinando un esquema temporal con el método de elementos finitos en la variable

espacial. Se muestra mediante ejemplos numéricos que para obtener buenas aproximación

las mallas de elementos finitos deben resolver todas la variaciones del coeficiente, es decir,

el tamaño t́ıpico de un elemento finito debe ser tal que el coeficiente heterogéneo no vaŕıe

mucho dentro del elemento. Esto implica que para métodos numéricos con difusión impĺıcita

el sistema lineal que debe ser planteado para avanzar en el tiempo, es de una dimensión

muy grande. En este caso también tenemos la complicación adicional que las variaciones del

coeficiente y el contraste presente en el mismo afectan negativamente el número de condición

de este sistema lineal. Requerimos aśı de técnicas iterativas especiales para resolver estos

sistemas.

En esta tesis se usan métodos iterativos que combinan ideas de descomposición de dominio

con ideas de elementos finitos multiescala para la solución eficiente de estos problemas. Es-

tos métodos fueron propuestos por [12, 13] y han sido usados en diferentes aplicaciones que

resultan en aproximar la solución de una ecuación con una parte difusiva importante en un

medio heterogéneo de alto contraste. En esta tesis mostramos como estas técnicas pueden

ser usadas para aliviar el tiempo computacional de una ecuación de reacción-difusión en

medios heterogéneos con múltiples escalas y alto contraste. Se implementaron los métodos

presentados para una adaptación del modelo de Fisher para medios heterogéneos en donde

el término difusivo homogéneo se cambio por uno difusivo heterogéneo dejando el término

de reacción igual al del modelo original. Se observaron buenos resultados en términos del
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número de iteraciones y número de condición estimado de los operadores precondicionados.

En este trabajo también se presentaron de forma detallada todos los conceptos matemáticos

relacionados a las ecuaciones de reacción-difusión y a su aproximación numérica en medios

homogéneos y heterogéneos.

Este trabajo puede considerarse como punto de partida para varias investigaciones futuras.

Mencionamos algunas de ellas.

En términos de diseño de métodos numéricos, en este trabajo sólo se consideraron medios

isotrópicos heterogéneos. En un futuro se podŕıa experimentar con los métodos propuestos

para problemas en medios ortotrópicos y anisotrópicos. Se pueden considerar problemas con

coeficientes de difusión con variación temporal, en este caso se debe analizar si en algunos

pasos de tiempo se debe re-calcular los espacios de elementos finitos multiescala. También se

pueden considerar sistemas de ecuaciones de reacción-difusión y ver la eficiencia de los pre-

condicionadores o la posibilidad de construir un precondicionador para todas las ecuaciones

del sistema.

Aqúı sólo consideramos discretizaciones temporales sencillas que en algunos casos de modelos

de reacción-difusión pueden ser menos preferidas con relación a otros métodos sofisticados

más estables en el tiempo. En este sentido creemos que, mientras se mantenga la difusión

impĺıcita, estos precondicionadores deben tener un desempeño como el mostrado en este

trabajo.

En cuanto a aspectos teóricos, mencionamos que muchos cuestiones relacionadas al análisis

de ecuaciones de reacción-difusión en medios homogéneos esta apenas siendo extendida para

medios heterogéneos. Ver por ejemplo el trabajo [1]. Aśı mismo, para métodos de discreti-

zación temporal, se puede considerar un análisis de diferentes métodos que presenten más

estabilidad en el tiempo en torno a este trabajo. También se puede considerar el análisis

de los métodos propuestos siguiendo los lineamientos presentados en [12, 13]. En particular,

se pueden considerar formas más eficientes de construir los espacios de elementos finitos

multiescala.
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Apéndice

A Métodos de Discretización Tem-

poral

Los siguientes métodos, seguido de [19], permiten discretizar la variable temporal en una

ecuación diferencial parcial. Estos métodos se presentan como alternantes a los métodos de

Euler expĺıcito e impĺıcito usados en este trabajo.

A.0.1. Método Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son generalizaciones de la fórmula de Euler (3.14), definida

como ui+1 = ui+∆tf(ti, ui), en la cual el valor de la función f se reemplaza por un promedio

ponderado de valores de f en el intervalo ti ≤ t ≤ ti+1, es decir, una fórmula t́ıpica de Runge-

kutta que requiere dos evaluaciones de funciones por paso tiene la forma

ui+1 = ui + ∆t (w1k1 + w2k2 + . . .+ wmkm)︸ ︷︷ ︸
promedio ponderado

. (A.1)

Las ponderaciones wi, i = 1, . . . ,m en (A.1) son constantes, por lo que en general se pide

que su suma sea igual a uno, es decir, w1k1 +w2k2 + . . .+wmkm = 1, y cada ki es la función

f evaluada en un punto seleccionado (u, t) para el cual ti ≤ t ≤ ti+1.

Se define como orden del método al número m, es decir, a la cantidad de términos que se

usan en el promedio ponderado.

Un primer caso se denomina Runge-Kutta de primer orden. Si m = 1, entonces se toma

w1 = 1 y la ecuación (A.1) resulta

ui+1 = ui + ∆tk1. (A.2)
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Igualando esta fórmula al desarrollo de Taylor de orden 1 de la función u(t), alrededor del

punto ti, y calculado en el punto ti+1 se tiene

u(ti+1) ∼= u(ti) + u′(ti)∆t. (A.3)

Teniendo en cuenta que ui ∼= u(ti), se presenta que k1 = f(ti, ui), obteniendo aśı la fórmula

de Euler ui+1 = ui + ∆tf(ti, ui). Por lo tanto, se dice también que el método de Euler es un

método de Runge-Kutta de primer orden.

Considere el caso Runge-Kutta de segundo orden m = 2, como

ui+1 = ui + ak1 + bk2, (A.4)

donde

k1 = ∆tf(ti, ui),

k2 = ∆tf(ti + α∆t, ui + φk1).
(A.5)

Las constantes a, b, α, φ se determinan, de manera que (A.4) coincida con el desarrollo de la

serie de Taylor u de orden más alto posible. Para ello, al usar un desarrollo de Taylor para

funciones de dos variables, se tiene que

f(ti + α∆t, ui + φk1) = f(ti, ui) + [α∆tft + φk1fu]i

+

[
α2(∆t)2

2
ftt + α∆tφk1ftu +

φ2k2
1

2
fuu

]

i

+O((∆t)3),
(A.6)

donde el sub́ındice i indica que todas las derivadas están evaluadas en el punto (ti, ui).

Multiplicando ∆t en (A.6) y teniendo en cuenta la expresión de k1, se obtiene

k2 = ∆tf(ti + α∆t, ui + φk1) = ∆tf(ti, ui) + ∆t [α∆tft + φ∆tffu]i

+

[
α2(∆t)2

2
ftt + α∆tφhfftu +

φ2(∆tf)2

2
fuu

]

i

+O((∆t)4).

(A.7)

Agrupando los términos de (A.7) por las potencias de ∆t, y reemplazando en la expresión

(A.4) el valor de k1 y k2, se tiene
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ui+1 = ui + a∆tf(ti, ui)+

+ b

(
∆tf(ti, ui) + (∆t)2 [αft + φffu]i + (∆t)3

[
α2

2
ftt + αβfftu +

φ2f 2

2
fuu

]

i

+O((∆t)4)

)
.

(A.8)

Por otro lado, se hace un desarrollo de Taylor de orden tres,

u(ti+1) = u(ti) + ∆tu′(ti) +
(∆t)2

2
u′′(ti) +

(∆t)3

6
u′′′(ti) +O((∆t)4),

= u(ti) + ∆tf(ti, ui) +
(∆t)2

2
f ′(ti, ui) +

(∆t)3

6
f ′′(ti, ui) +O((∆t)4).

(A.9)

Al aplicar regla de la cadena para las derivadas de f , se tiene

u(ti+1) = u(ti)+∆tf(ti, ui)+
(∆t)2

2
(ft + ffu)i+

(∆t)3

6

(
ftt + 2ftuf + fuft + ff 2

u

)
+O((∆t)4).

(A.10)

Observe que al comparar las expresiones (A.8) y (A.10), e igualando los coeficientes de ∆t

y (∆t)2, se tiene

a+ b = 1,

bα = bφ =
1

2
.

(A.11)

Sucede que se tienen cuatro incógnitas, pero tres ecuaciones, con lo que queda un grado de

libertad en la solución del sistema dado en (A.11). Se trata de usar este grado de libertad

para hacer que los coeficientes de (∆t)3 en las expresiones (A.8) y (A.10) coincidan. Esto

obviamente no se logra para cualquier f . Hay muchas soluciones para el sistema (A.11), una

de ellas es

α = φ = 1,

a = b =
1

2
.

(A.12)

Se obtiene aśı la siguiente fórmula, del método de Runge-Kutta de orden dos:

k1 = ∆tf(ti, ui),

k2 = ∆tf(ti + ∆t, ui + k1),

ui+1 = ui +
1

2
(k1 + k2).

(A.13)

Este método tiene un error local de O((∆t)3), y global de O((∆t)2). Observe que se debe

evaluar, en este caso, dos veces la función en cada iteración.
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De la misma manera que se realizó para orden m = 2, se puede derivar fórmulas de Runge-

Kutta de cualquier orden. Una de las más populares, y más utilizada por su alta precisión,

es la de orden cuatro.

Si m = 4, se obtiene la siguiente fórmula,

k1 = ∆tf(ti, ui),

k2 = ∆tf

(
ti +

∆t

2
, ui +

1

2
k1

)
,

k3 = ∆tf

(
ti +

∆t

2
, ui +

1

2
k2

)
,

k4 = ∆tf (ti + ∆t, ui + k1) ,

ui+1 = ui +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4).

(A.14)

Esta fórmula tiene un error de truncamiento local de O((∆t)5), y un error global de O((∆t)4).

A.0.2. Método multipasos

Se conocen como métodos multipasos a aquellos que emplean la aproximación en más de uno

de los puntos de malla precedentes para determinar la aproximación en el punto siguiente.

El método de Euler o de Runge-Kutta se conocen como método de un paso, dado que la

aproximación de la solución en el punto i+ 1 de la malla se obtiene con información prove-

niente de la aproximación obtenida en el punto i.

Un método multipasos de p pasos para resolver el problema de valor inicial (3.6) es aquel

método cuya ecuación de diferencias para obtener la aproximación wn+1 en el punto tn+1 de la

malla definida por {tn = a+ n∆t, n = 1, . . . , N}, con ∆t = (b− a)/N , puede representarse

por medio de la siguiente ecuación, donde p es un entero mayor que uno:

wn+1 =

p∑

i=0

aiwn−1 + ∆t

p∑

i=−1

bif(wn−1, tn−i), (A.15)

para n = p − 1, p, . . . , N − 1, donde ∆t = (b − a)/N , a0, a1, . . . , ap y b−1, . . . , bp son cons-

tantes, y se especifican los valores iniciales w0 = α0, w1 = α1, w2 = α2, . . . , wp−1 = αp−1. Se

toma generalmente de la condición inicial el valor w0 = u0 y los demás valores necesarios

para iniciar el método se obtienen con un método de Runge-Kutta u otro método de un paso.

Cuando b−1 = 0, el método es expĺıcito, ya que la ecuación (A.15) de manera expĺıcita de-
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termina el valor de wn+1 en función de los valores previamente determinados.

Cuando b−1 6= 0, el método es impĺıcito, ya que en la ecuación (A.15), wn+1 se encuentra

en ambos lados, quedando especificado sólo impĺıcitamente. En la implementación de un

método impĺıcito, como se observo en el método de Euler impĺıcito, se debe resolver la ecua-

ción impĺıcita para wn+1. No es evidente que siempre se pueda resolver esta ecuación, ni

que siempre se obtenga una solución única para wn+1. En caso que no se pueda resolver la

ecuación, se deberá recurrir a algún método de aproximación de ecuaciones no lineales como

el método de punto fijo.

Según como se eligen los coeficientes ai y bi en la fórmula (A.15), resultan distintas fórmu-

las multipasos. Veamos ahora los métodos de Adams, estas proveen fórmulas de métodos

multipasos propiamente dicho, porque utilizan información en más de un punto previo de la

malla.

A.0.3. Métodos de Adams

La fórmula general de los métodos multipasos está dada por (A.15). Se puede demostrar que

esta fórmula da el valor exacto para u(tn+1) cuando u(t) es un polinomio de grado menor o

igual a k si se cumplen las siguientes restricciones de exactitud:

P∑

i=0

ai = 1,

P∑

i=0

(−i)Pai + j
P∑

i=−1

(−i)j−1bi = 1 para j = 1, 2, . . . , k.

(A.16)

Las restricciones de exactitud dadas en (A.16) suelen ser llamadas restricciones de consisten-

cia. Los métodos numéricos multipasos dados por (A.15) que cumplen la condición (A.16)

se dicen consistentes. Para un polinomio dado de grado k, estas restricciones pueden ser

satisfechas por una amplia variedad de posibilidades. Muchas familias de métodos han sido

desarrolladas predefiniendo algunas de las relaciones entre los coeficientes.

La familia de los métodos de Adams, por ejemplo, está definida mediante la asignación del

valor cero a los coeficientes a1, a2, . . . , ap de la fórmula (A.15), quedando sólo el coeficiente a0,

que deberá tomar el valor uno para cumplir con la primera de las restricciones de consistencia
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(A.16), y se toma p = k − 1. Aśı, la fórmula de los métodos de Adams, queda reducida a:

xn+1 = xn + ∆t
P∑

i=−1

bif(xn−i, tn−i). (A.17)

Los métodos de Adams, dados por la fórmula (A.17), pueden ser clasificados en dos grupos,

expĺıcitos o impĺıcitos, según como se haga la elección del coeficiente b−1.

La clase de los métodos expĺıcitos de Adams, también llamados métodos de “Adams-Bashforth”,

se obtiene haciendo b−1 = 0 y los restantes bi, se obtienen aplicando la segunda restricción

de consistencia de (A.16), tomando p = k − 1:

k−1∑

i=0

(−i)j−1bi =
1

j
para j = 1, . . . , k. (A.18)

En forma matricial, el sistema dado en (A.18) resulta:




1 1 1 · · · 1

0 −1 −2 · · · −(k − 1)

0 1 4 · · · [−(k − 1)]2

...
...

...
. . .

...

0 (−1)(k−1) (−2)(k−1) · · · [−(k − 1)](k−1)







b0

b1

b2

...

bk




=




1

1/2

1/3
...

1/k



. (A.19)

Seleccionando el valor de k deseado (y consecuentemente, el orden p que es igual a k − 1) y

resolviendo el sistema (A.19), se obtienen los restantes coeficientes bi de la fórmula (A.18),

para obtener la fórmula de el método de Adams-Bashforth de orden p.

La versión impĺıcita de los métodos de Adams, llamados métodos de “Adams-Moulton”,

se obtiene con b−1 6= 0 y los restantes bi, se obtienen aplicando la segunda restricción de

consistencia de (A.16) (p = k − 2):

k−2∑

i=−1

(−i)j−1bi =
1

j
para j = 1, . . . , k. (A.20)
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En forma matricial, el sistema dado en (A.20) resulta:




1 1 1 1 · · · 1

1 0 −1 −2 · · · −(k − 1)

1 0 1 4 · · · [−(k − 1)]2

...
...

...
...

. . .
...

1 0 (−1)(k−2) (−2)(k−2) · · · [−(k − 1)](k−2)







b0

b1

b2

...

bk




=




1

1/2

1/3
...

1/k



. (A.21)

Seleccionando el valor de k deseado (y consecuentemente, el orden p que es igual a k − 1) y

resolviendo el sistema (A.21) se obtienen los restantes coeficientes bi de la fórmula (A.20),

para obtener la fórmula de el método de Adams-Moulton de orden p.

Se dan a continuación los métodos de Adams-Bashforth de cuatro pasos, y el de Adams-

Moulton de tres pasos.

A.0.4. Método de Adams-Bashforth de cuatro pasos

Se calculan los valores iniciales w0 = u0, w1 = u1, w2 = u2, w3 = u3 (con el método de

Runge-Kutta), y se aplica la fórmula:

wi+1 = wi +
∆t

24
[55f(ti, wi)− 59f(ti−1, wi−1) + 37f(ti−2, wi−2)− 9f(ti−3, wi−3)] . (A.22)

Los coeficientes de la ecuación (A.22) se obtienen al resolver el sistema dado en (A.19) para

p = 4.

El error local de truncamiento |wi–u(ti)| en el método de Adams-Bashforth de cuatro pasos

está dado por la expresión:

τi+1 =
251

720
u(4)(µi)(∆t)

4, (A.23)

para algún µi ∈ [ti−3, ti+1]. Es decir, este método es del orden de (∆t)4.

A.0.5. Método de Adams-Moulton de tres pasos

Se calculan los valores iniciales w0 = α0, w1 = α1, w2 = α2 (con el método de Runge-Kutta),

y se aplica la fórmula:

wi+1 = wi +
∆t

24
[9f(ti+1, wi+1) + 19f(ti, wi)− 5f(ti−1, wi−1) + f(ti−2, wi−2)] . (A.24)

Los coeficientes de la fórmula (A.24), se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones dado

en (A.21).
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El error local de truncamiento |wi–u(ti)| en el método de Adams-Moulton de tres pasos está

dado por la expresión:

τi+1 = − 19

720
u(4)(µi)(∆t)

4 (A.25)

para algún µi ∈ [ti−2, ti+1]. Es decir, este método también es del orden de (∆t)4. Por ello se

comparan siempre los resultados de aplicar el método de Adams-Bashford de n + 1 pasos,

contra el método de Adams-Moulton de n pasos.
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B Método del Gradiente Conjuga-

do con Precondicionador

El método del gradiente conjugado permite resolver sistemas con precondicionador. Para

ello se usa la idea general de el método del descenso, dado en [18].

Considere el sistema Ax = b, donde la matriz A es simétrica definida positiva N × N ,

el vector dado b ∈ RN , y el vector incógnita x ∈ RN . Observe que resolver el sistema es

equivalente a minimizar el funcional

q(x) =
1

2
〈Ax, x〉 − 〈x, b〉.

Su gradiente viene dado por ∇q(x) = Ax− b. Al aplicar un método de descenso se obtiene

una sucesión de puntos en RN que tendrán como objetivo aproximar el punto de mı́nimo

x ∈ RN . Si y ∈ RN es uno de esos puntos dados, se define el residuo

r = b− Ay,

y si x es la solución de sistema Ax = b el residuo se anula. La sucesión xk que el método de

descenso proporciona puede definirse como se sigue:

xk+1 = xk + αkrk,

donde rk = b−Axk, siendo αk una constante que se elige de modo que el funcional q decrezca

lo más posible.

Por tanto, el método de descenso, a partir del punto xk de la iteración anterior, trasciende en
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la dirección del residuo, dado que se trata de la dirección de máxima pendiente del funcional.

Con el objeto de elegir el valor más adecuado de αk se calcula q(xk+1), la cual se obtiene

q(xk+1) = q(xk)− αk 〈rk, rk 〉+
α2
k

2
〈Ark, rk 〉.

Para obtener el valor óptimo de αk, se impone la condición ∂q/∂αk = 0 para obtener

αk =
〈rk, rk 〉
〈Ark, rk 〉

=
|rk|2

〈Ark, rk 〉
. (B.1)

De la ecuación anterior se deduce

rk+1 = rk − αkArk, (B.2)

la cual permite actualizar el valor del residuo sin tener que computarlo según su definición.

Observe que de (B.1) y (B.2) se tiene

〈rk+1, rk 〉 = 〈rk, rk 〉 − αk 〈Ark, rk 〉 = 0.

Esto significa que el residuo es siempre ortogonal al paso anterior. De modo que en el

método del descenso, la dirección de avance es siempre ortogonal a la del paso previo, lo

cual es coherente con el hecho de descender lo más posible en cada paso. Por consiguiente,

q(xk+1) = q(xk)− 1

2

|rk|2

〈Ark, rk 〉
, (B.3)

la cual confirma que el funcional q decrece. De manera iterativa, el algoritmo del método del

descenso puede escribirse como

1. Iniciar r0 = b− Ax0.

2. Iterar k = 1, 2, . . . , hasta convergencia

αk =
|rk|2

〈Ark, rk 〉
,

rk+1 = rk − αkArk,

xk+1 = xk + αkrk.

(B.4)

El método del gradiente conjugado es una de las maneras más habituales de acelerar la
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convergencia del método del descenso. En este caso se elige la siguiente iteración:

xk+1 = xk + αk [rk + γk(xk − xk−1)] , (B.5)

donde los parámetros αk y γk se deben determinar.

Observe que de (B.5), el nuevo cambio de posición xk+1 − xk es la combinación del residuo

rk que es la dirección de pendiente máxima y el cambio de dirección en el paso anterior de

modo que

xk+1 = xk + αkpk,

donde

pk = rk + γk(xk − xk−1) = rk + γkαk−1pk−1 = rk + βk−1pk−1.

Se obtiene aśı

xk+1 = xk + αkpk,

rk+1 = rk − αkApk,

pk+1 = rk+1 + βkpk

(B.6)

donde el vector pk se denomina dirección de búsqueda. Para determinar αk, βk y p0, se debe

cumplir nuevamente que q(xk+1) sea mı́nimo. Al optimizar el valor de αk se obtiene

αk =
〈pk, rk 〉
〈pk, Apk 〉

. (B.7)

De este modo

q(xk+1) = q(xk)− 〈pk, rk 〉2

2 〈pk, Apk 〉
. (B.8)

De esta forma se observa que r0 es una buena elección de p0 pues garantiza el decrecimiento

del valor de q. Al combinar (B.7) con la segunda identidad de (B.6) se obtiene

〈pk, rk+1 〉 = 〈pk, rk 〉 − αk 〈pk, Apk 〉 = 0. (B.9)

Observe que de (B.9) y de la tercera identidad de (B.6) se tiene

〈pk+1, rk+1〉 = 〈rk+1, rk+1 〉 − βk 〈pk, rk+1 〉 = |rk+1|2. (B.10)

Como p0 = r0 se deduce que

〈pk, rk 〉 = |rk|2, para todo k ≥ 0,
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y por lo tanto,

αk =
|rk+1|2

〈pk, Apk 〉
, (B.11)

y

q(xk+1) = q(xk)− |rk|
2 〈pk, Apk 〉

. (B.12)

En vista de (B.12), se debe elegir pk de modo que 〈pk, Apk 〉 fuese mı́nima de modo que

〈pk, Apk 〉 = 〈rk, Ark 〉+ 2βk−1 〈rk, Apk−1 〉+ β2
k−1 〈pk−1, Apk−1 〉.

Por tanto, la elección óptima de βk−1 es

βk = − 〈rk+1, Apk 〉
〈pk, Apk 〉

.

De este modo

〈pk+1, Apk 〉 = 〈rk+1, Apk 〉+ βk 〈pk, Apk 〉 = 0,

y por consiguiente

〈pk+1, Apk 〉 = 0.

Esto significa que las sucesivas direcciones de búsqueda verifican una condición de conjuga-

ción. Por otra parte,

〈pk, Apk 〉 = 〈rk, Apk 〉+ βk+1 〈pk−1, Apk 〉 = 〈rk, Apk 〉,

y por tanto

〈rk+1, rk 〉 = 〈rk, rk 〉 − αk 〈Apk, rk 〉 = 〈rk, rk 〉 − αk 〈pk, Apk 〉 = 0. (B.13)

Esto permite reescribir βk. En efecto,

〈rk+1, rk+1 〉 = 〈rk+1, rk 〉 − αk 〈rk+1, Apk 〉 = −αk 〈rk+1, Apk 〉,

y por tanto

βk =
1

αk

|rk+1|2

〈pk, Apk 〉
=
|rk+1|2

|rk|2
.

El método del gradiente conjugado puede entonces reescribirse del modo siguiente:

1. Iniciar p0 = r0 = b− Ax0.
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2. Iterar k = 0, 1, 2, . . . , hasta convergencia

αk =
|rk|2

〈pk, Apk 〉
,

βk =
|rk+1|2

|rk|2
,

rk+1 = rk − αkApk,

pk+1 = rk+1 − βkpk,

xk+1 = xk + αkpk.

(B.14)

El método del gradiente conjugado se puede modificar para resolver el sistema Ax = b con

precondicionador M−1 donde M debe ser simétrica definida positivo igualmente que A. Dado

que en general M−1A no es simétrica, para poder aplicar el método del gradiente conjugado

usamos la sustitución x̂ = M1/2x para obtener

M−1/2AM−1/2x̂ = M−1/2b. (B.15)

La matriz Â = M−1/2AM−1/2 es simétrica y definida positiva. Al escribir b̂ = M−1/2b, se

obtiene el sistema

Âx̂ = b̂. (B.16)

Al aplicar el método del gradiente conjugado (B.14) a (B.16) con

xk = M1/2x̂k, pk = M1/2p̂k, rk = M−1/2r̂k,

los coeficientes

αk =
|rk|2

〈pk, Âpk 〉
=

〈
M−1/2r̂k,M

−1/2r̂k
〉

〈M1/2p̂k, (M−1/2AM−1/2)M1/2p̂k〉
=
〈M−1r̂k, r̂k〉
〈p̂k, Ap̂k〉

,

βk =
|rk+1|2

|rk|2
=
〈M−1/2r̂k+1,M

−1/2r̂k+1 〉
〈M−1/2r̂k,M−1/2r̂k 〉

=
〈M−1r̂k+1, r̂k+1 〉
〈M−1r̂k, r̂k 〉

,

y la dirección descendiente p̂0 que es derivado por p0 = r0 la cual implica M1/2p̂0 = M−1/2r̂0,

de modo que p̂0 = M−1r̂0. Se tiene entonces el siguiente algoritmo de el método del gradiente

precondicionador:

1. Iniciar r̂0 = b̂− Âx̂0, z0 = M−1r̂0 y p̂0 = z0.
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2. Iterar k = 0, 1, 2, . . . , hasta convergencia

zk = M−1r̂k (Precondicionador),

αk =
〈zk, r̂n 〉
〈p̂k, Ap̂k 〉

,

βk =
〈zk+1, r̂k+1 〉
〈zk, r̂k 〉

,

r̂k+1 = r̂k − αkp̂k,

p̂k+1 = zk + βkp̂k,

x̂k+1 = x̂k + αkp̂k.

(B.17)
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