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Resumen

Titulo: Pares coherentes generalizados de polinomios ortogonales en dos varia-
bles

En este trabajo nos centraremos en la obtencion de pares xj-coherentes de polinomios or-
togonales en varias variables a partir de un sistema de polinomios ortogonales escogido
inicialmente, concepto introducido en [2§] de 2019 por Francisco Marcelldn, Misael Marria-
ga, Teresa Pérez y Miguel Pinar, mediante el uso de programacion en el software Wolfram
Mathematica.

Palabras clave: polinomios ortogonales; pares coherentes; varias variables, programacion.

Abstract

Title: Generalized coherent pairs of orthogonal polynomials in two variables

In this work we will focus on obtaining x;-coherent pairs of orthogonal polynomials in several
variables from an initially chosen system of orthogonal polynomials, a concept introduced
in [28] of 2019 by Francisco Marcellan, Misael Marriaga, Teresa Pérez and Miguel Pinar, by
using programming in Wolfram Mathematica software.

Keywords: orthogonal polynomials; coherent pairs; several variables; programming.
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Introduccion

El presente trabajo tiene como principal objetivo la obtencién de pares xp-coherentes de
polinomios ortogonales en varias variables a partir de un sistema de polinomios ortogona-
les escogido inicialmente, concepto que se introdujo muy recientemente en [28] de 2019 por
Francisco Marcellan, Misael Marriaga, Teresa Pérez y Miguel Pinar. Esta busqueda de pa-
res se hace con el propésito de poder tener una mejor comprension del comportamiento de
dichos pares y asi, para estudios posteriores, poder proponer y demostrar nuevos resultados
o extensiones como ocurrié en el caso univariado. Para lograr una mejor estructuracién y
comprension de los conceptos y resultados presentados se ha decidido dividir este trabajo
en 5 capitulos, que a continuaciéon enunciaré hablando brevemente de sus contenidos y del
principal objetivo de cada uno de ellos.

El capitulo 1, Marco Historico, es un recuento histérico, en el cual se presentan tanto las
fechas como los hechos que llevaron al estudio de los polinomios ortogonales en una variable y
en varias variables. El objetivo de este capitulo es mostrar la importancia que han tenido los
polinomios ortogonales en el campo de las aplicaciones y es el por qué consideré importante
hacer un estudio en los polinomios de varias variables ya que es un campo que ain tiene
bastante por explorar.

El capitulo 2, Marco Teorico, es una introduccién a la teoria general de polinomios or-
togonales tanto en una como en varias variables. En él se introducen conceptos como la
ortogonalidad, los funcionales lineales, las relaciones de recurrencia a tres términos, los po-
linomios clasicos y mas; este capitulo tiene como objetivo permitir que el lector tenga una
buena contextualizacién de los conceptos, y en particular, en el caso de varias variables, al
ser un tema denso, se pueda tener un buen entendimiento de los conceptos que se emplearan
durante el trabajo.

El capitulo 3, Estado del Arte, esta dedicado a presentar los resultados que han sido obteni-
dos hasta el momento en el estudio de pares coherentes de polinomios ortogonales de una y
varias variables. Este trabajo de grado se centra, en particular, en el estudio de la relacién
de xj,-coherencia presentada en la seccién de pares coherentes de varias variables de este
capitulo.

El capitulo 4 muestra el trabajo realizado para la obtencién de pares xi-coherentes, el cual
incluye un repositorio en el que se presentan algunos ejemplos obtenidos programando en
un software matemético y que, contrastados con la teoria obtenida en [2§], garantizan que
dicha programacion es correcta y por ende aplicable para la obtencién de nuevas familias de
polinomios xj-coherentes.



VII

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones junto con algunos problemas que
quedan abiertos después de la elaboracion de este trabajo.
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1 Marco Historico

Para iniciar se realizara una breve introduccion histérica acerca de los polinomios ortogonales
en una y varias variables, con el fin de establecer la importancia del tema. Esta informacién
es presentada de una forma mas completa por Renato Alvarez en [1] (para el caso de una
variable), y por Charles Dunkl y Yuan Xu en [II] y por Ivdn Area en [3] (para el caso de
varias variables).

1.1. Polinomios ortogonales clasicos

Los polinomios Jacobi, Legendre, Laguerre y Hermite son conocidos en la actualidad como
polinomios ortogonales clésicos, los cuales tienen ciertas caracteristicas comunes dentro de
las cuales se resalta un tipo de ecuacion diferencial de segundo orden.

1.1.1. Polinomios de Legendre

La primera aparicién de los polinomios de Legendre se encuentra en un articulo publicado en
1785 titulado Sur [’attraction des sphéroides homogeénes [27], donde Adrien-Marie Legendre
(1752-1833) trabajando con el problema de la buisqueda de las componentes de las fuerzas de
atraccion gravitacional entre cuerpos no esféricos, demostré un teorema que establece que,
si se conoce el valor de la fuerza de atraccién de un cuerpo de revolucion homogéneo en un
punto exterior situado en su eje, entonces se conoce en todo punto exterior. Resultado que
le permitié reducir el problema al estudio de la componente radial

P(r,0,0) /// (r=r)Cosy e gapddar,
— 2rr' cosy + 7"’2)

donde cosy = cosf cosf' + senfsen @’ cos @'

Esto que llevé a Legrende a una solucion de la forma (conocida como la funcion de las curvas
meridianas)

AT = 2n — I
P(r,0,0) = _WZ n ?Pgn(COS O)TTn/OZ R*"3(0') Py, (cos 0') sin(6)de)

72 2n —
n=0
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donde R(#') es el valor de 7’ en un valor 6 y las funciones Ps(z), Py(z), ... son polinomios
de cos~y, conocidos actualmente como polinomios de Legendre, cuya expresion es:
Cn—1!'] , nn-1) n(n—1)(n —2)(n — 3)

Py(x) = "2 g — —— L gn? L
(z) TR T s S S e D ey

Dos anos més tarde, en 1787, Legendre presenté algunas propiedades de las funciones Py, (z),
entre las cuales estan:

= los polinomios son ortogonales
1
/ Q(2°) Py (w)dx = 0, grado @ < m,
0

= los polinomios satisfacen la expresion

o ~ n(n=2)...(n—2m+2)
/0mPzn(x)dx_(n+1)(n+3)...(2n+2m+1)’ n < 2m,

de la cual se concluye la propiedad de ortogonalidad

B 1
C 4m+1

n,ms

/01 Py, (2) Popp () dx

siendo 0y, ,,, el stmbolo de Kronecker definido por

{1, n=m
5nm: )
’ 0, n#m

= los ceros de los polinomios son reales, distintos entre si, simetricos respecto al origen y
menores en valor absoluto que 1.

En 1793, Legendre introdujo:
= los polinomios de grado impar,

= la nocién general de ortogonalidad

1
2
Pn Pm d:—dnma
| P@Pu@ae = 5255,

» la ecuacién diferencial lineal que satisfacen los polinomios P, (x)

(1 —2*) P! (x) — 2zP.(z) +n(n + 1)P,(z) = 0,
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» y los también conocidos polinomios asociados de Legendre P (x) que se expresan de
la forma
Pr(z) = (1= 2*)"2P" (x),

donde P{™ (x) representa la m-ésima derivada de P,(x), los cuales son soluciones de
la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas al aplicar el método de separacion de
variables.

Finalmente, otro de los principales resultados fue presentado por Olinde Rodrigues (1794-
1851), quien en Mémoire sur l’attraction des sphéroides publicado en 1826, presenta una
formula que permite expresar los polinomios de Legrende de la forma

1 a1
~ 2npl dx™

Po(x)

Y

conocida actualmente como formula de Rodrigues.

1.1.2. Polinomios de Hermite

Al parecer, su primera aparicién fue en 1810, considerados por Laplace (1749-1827) quien
en su tratado Mécanique céleste los utilizé en problemas asociados a la teoria de las proba-
bilidades. Luego, en 1859, el ruso Pafnuti Lvovich Chebyshev (1821-1894) realiz6 un estudio
detallado de estos en su articulo Sur le développement des fonctions d une seule variable
[41]. Pero, los polinomios de Hermite fueron atribuidos principalmente a Charles Hermite
(1822-1901) quien en 1864 en su ensayo Sur un nouveau développement en série des fonctions
[16], interesado en el desarrollo de series de funciones en R de la forma:

logré los siguientes resultados:
» construir los polinomios H,(z) a partir de la expresién

2
dte * 2

dx™ =e” Hn<x>’

formula anédloga a la de Rodrigues, mediante la cual se obtuvo la expresion

n(n —1 n!
¥ n*2_|_..._|_

(1) Hala) = (20" + o

(2x)n72k SR

» deducir la relacién de recurrencia
Hyp1(z) +22H, () + 2nH,—1(z) =0, n>1,

con Hyo(x) =1, H_1(x) =0,
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= plantear la ecuacién diferencial lineal que satisfacen los polinomios

H)(z) — 2zH) (z) + 2nH,(z) = 0,
= y comprobar la ortogonalidad

/ Hy(2)Hy ()e ™ da = 2"n)/T6 .

1.1.3. Polinomios de Laguerre

Estos polinomios deben su nombre a Edmond Nicolds Laguerre (1834-1886), pero estos ya
eran parcialmente conocidos por Niels Henrik Abel (1802-1829) y Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813), aunque al igual que en el caso anterior, Chebyshev fue el primero en realizar
un estudio detallado de estos en su articulo de 1859 [41] y que posteriormente continué el
matematico ruso Konstantin Aleksandrovich Posse (1847-1928) en 1873. El caso general para
a > —1 fue estudiado por Yulian Vasilevich Sojotkin (1842-1827) en 1873, y no fue hasta
1879 que Laguerre los introduce, para el caso particular « = 0, cuando trabajaba con la
integral fxoo et~ 1dt mediante el uso de fracciones continuas.

Como resultado de esta investigacion Laguerre demuestra que

% ot bu(2) o et
—dt = "1 2>~ 1" dt
/x = L )/x 1

donde los polinomios L, (x) satisfacen la ecuacién diferencial lineal

el (z) + (1 — )L, (x) + nL,(z) = 0.
Junto a este resultado, Laguerre presenté resultados como:

la forma general de los polinomios, resultado obtenido mediante el uso de series de

potencias

’(n—1)? 2(n—1)%...(n—k+1)?
Ln(g;):x”_p,fxn1+%x”2+...+n (n ) kl(n +1) Rl

la relacion de recurrencia que cumplen

L1 (%) — (v +2n+ 1)Ly (7) + n*L, 1 (z) = 0,

la ortogonalidad
o r 1
L, (x) Ly (z)e *dx = fn+1)

b,
0 .

y que los ceros de L, (x) eran reales, no negativos y simples.
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En 1880, Nikolai Yakovlevich Sonin (1849-1915) continuando con el estudio sobre los poli-
nomios con « > —1, presenta una relacion de ortogonalidad mas general

I'(n+a+1)

nl 5n,m7

/ L& (z) LS (x)e *dx =
0
junto con la generalizacion de la cuacion diferencial

2(Ly(2))" + (o + 1 — ) (Ly) () + nLy(z) = 0,

razén por la cual a los polinomios L%(z) también se les conoce como polinomios Laguerre-
Sonin.

1.1.4. Polinomios de Jacobi

Esta familia de polinomios es introducida por Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) como
una generalizacion de los polinomios de Legendre a partir de la funciéon hipergeométrica
de Gauss, pero sin ningin interés en sus posibles aplicaciones (como si lo fueron las fami-
lias anteriores, las cuales aparecieron de algiin modo relacionadas con aplicaciones fisicas o
matematicas). Dicha ecuacién diferencial hipergeométrica es

(1 —z)y" + [y — (a+ B+ 1)zly — afy =0,

cuya solucién es de la forma:

2 F1 <

Ademas, Jacobi, en su articulo péstumo de 1859, Untersunshungen tiber die Differentialglei-

x Oz(a+1) BB+1)
L.y L-2-(y)(y+1)

) = Plaginle) =1+ 5

chung de hypergeometrischen Reihe [1§], define los polinomios

Pgﬁ(x):F(n—l—oszl) (—n,n+a+ﬁ+1'1_$)’

T+ )n! 2! a+1 2

y para ellos demostré la ortogonalidad en el intervalo [—1, 1], para a > —1 y 8 > —1, dada
por:

207 M (n+ a+ 1)I'(n+ 8+ 1)
2n+a+ B+ (n+a+ B+ n! ™™

1
/ P8 () P8 () =
1

1.2. Padres de la teoria de polinomios ortogonales

La teoria general sobre polinomios otrogonales nace debido a la estrecha relacion que tienen
los polinomios tanto con las ecuaciones diferenciales como con la teoria de aproximacién (en
particular, por su relacién con las fracciones continuas), tal como lo vimos en las seccion 1.1.
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Para iniciar, la relacién existente entre los polinomios ortogonales y la teoria de las fracciones
continuas fue principalmente trabajada por Thomas Jan Stieltjes Jr. (1856-1894), quien
consideré las fracciones continuas (conocidas actualmente como fraccién continua de Stieltjes

o S-fraccién)
1

C1Z + 1
Co +

Csz 4 ...+
Con, +
Con+1% + .
con la condicién ¢ > 0 (k= 1,2,...). Fraccién que mediante un cambio de variable se puede
transformar en la J-fraccién

Qg
2 Y
a
zZ — bo — ! a2
z — bl — 2 a2
-1
Z — bg — ... L a2
Z = bn—l - =
z—b, —
2 _ _
con aj = 1/cy, bp = —1/(c1c9) y
1 1 1
aizf, b, = — — , n=12....
Con—1C5,Con+1 ConCon+1 Con4+1Can+2

En la cual, si suponemos que a; = 0, para todo k > n+ 1 entonces obtendremos una funcién

racional f,(x) de la forma
(1)

- i pn—l
ful@) = a1 pn(2)’

(z) son soluciones de la relacién de recurrencia a tres

(1)

donde los polinomios p,(z) y p,.,

términos
2 (2) = apy1rn1(2) + barn(2) + aprp-1(2), n >0,

con las condiciones iniciales r_1(z) = 0, ro(2) = 1 y r_1(2) = 1, ro(z) = 0, respectivamente.

La teoria general de las S-fracciones cuando ¢, > 0, para todo k, fue desarrollada por
Stieltjes en su famoso ensayo Recherches sur les fractions continues [37] (trabajo que también
represent6 el primer estudio dedicado a la naciente teoria general de polinomios ortogonales)
publicado péstumamente en dos partes en 1894 y 1895, ensayo en el cual

= mostrd que los polinomios p,(z) formaban una sucesién de polinomios ortonormales
(SPO), o sea, que la sucesiéon de polinomios {p,}, con grado de p, igual a n era tal
que

/ P (@) pm(2)dp(z) = 6, n,m=0,1,2,...,
0
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donde 9, ,,, es el simbolo de Kronecker y p una medida positiva soportada en [0, co).

= Demostré que en estos polinomios todos los ceros eran reales y simples, y ademas que

(1)

los ceros de p,, entrelazaban con los ceros de p,,”; y con los de p,_.

= A partir de la relacién de recurrencia y para el caso de las J-fracciones, demostré que
existia un funcional £ lineal y positivo tal que, L(p,p») = 0 para n # m, resultado
que puede ser interpretado como una versién primitiva del hoy conocido Teorema de
Favard, presentado por Chihara en [6] como

Teorema 1 (Teorema de Favard (1935)). Supongamos que una sucesion de polino-
mios {py,}, satisface una relacion de recurrencia a tres términos de la forma

Tpn () = any1Pns1 () + bppn() + anpn_1(x), n >0,

con agr1 > 0y b, € R (k= 0,1,2,...) y las condiciones iniciales p_1(x) = 0 y
po(z) = 1. Entonces, existe un funcional de momentos L tal que es cuasi-definido
y {pn} es su correspondiente SPO si y solo si, a, # 0; mientras que L es definido
positivo si y solo si b, es real y a, > 0.

= Introduce lo que se conoce actualmente como problema de momentos: dada una suce-
sién {i,},, encontrar una medida p(z) tal que p, = [ z,dp(z).

» Plantea una extension de la integral de Riemann (la integral de Riemann-Stieltjes) que
le permitié un tratamiento mas general de la ortogonalidad.

Otros trabajos que deben ser destacados son los del matematico ruso Pafnuti Lvovich
Chebyshev, el cual estudi6 una gran cantidad de problemas relacionados con los polino-
mios ortogonales, llegando a ellos al tratar de resolver problemas aplicados. Por ejemplo, en
1854 en su memoria Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes [40],
Chebyshev llegé al problema de la mejor aproximacién polinémica mediante sus investiga-
ciones sobre algunos mecanismos que transformaban la energia de rotacion en energia de
traslaciéon. En estas memorias, Chebyshev plante6 el problema de encontrar la mejor apro-
ximacion polinémica uniforme de una funcién continua f, o sea, dada la funciéon continua f
definida en cierto intervalo (a,b), encontrar dentro del conjunto P,, de todos los polinomios
de grado a lo sumo n, el polinomio p,, de grado n tal que el maximo de | f(z)—p,(x)| sea mini-
mo en dicho intervalo. De esa manera introdujo los hoy conocidos polinomios de Chebyshev
de primera especie T, (x), los cuales son la solucién al problema extremal de encontrar los
polinomios ménicos p,(x) = 2™+ - - tales que méx |p, ()| en el intervalo [—1, 1] sea minimo.
Estos polinomios forman un sistema ortogonal con respecto a la funcién peso 1/y/1 — 22y

coinciden con los polinomios de Jacobi P, 3 2
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Chebyshev también estudio el problema de momentos y férmulas de cuadratura e introdu-
jo la primera familia de polinomios discretos: los llamados polinomios discretos de Chebysheuv.

Es por estas razones que tanto a Stieltjes como a Chebyshev se les considera los padres de la
teoria de polinomios ortogonales. Teoria que queda consolidada en 1939 con la aparicion de
la monografia Orthogonal Polynomials [39] de Gabor Szegd. Monografia en la cual, aparte
de presentar una teoria general sobre polinomios ortogonales, se incluyen gran cantidad de
resultados sobre las familias cldsicas y se inicia la teoria de Szegd de polinomios sobre la
circunferencia unidad.

1.3. Funciones generatrices

Las funciones generatrices permitieron descubrir muchas familias de polinomios ortogonales.
Teniendo en cuenta que la funcién generatriz de la sucesiéon de polinomios {F,}, es una
funcién F de dos variables que se puede representar mediante una serie infinita de la forma

Flz,w) = Z an Py (z)w",

n=0

donde la sucesién {a,}, es conocida.
Las funciones generatrices ya eran conocidas por Jacobi quien demostré que para los poli-
nomios P%?(x), se verificaba

00 5 2a+[3
P n o_
> B (@ RI—w+ R +w+R)P

n=0

donde R = v/1 — 2wz + w?. Andlogamente, para los polinomios de Laguerre y Hermite se
tienen las expresiones

i r ( ) e—mw/(l—w)
s = ————
n _ a+1’

o (1 —w)

- 1 n 2zw—w?
> HHn(x)w =e ,

respectivamente.
En 1934, J. Meixner consideré el problema de determinar todos los sistemas de polinomios
ortogonales cuyas funciones generatrices tuvieran la forma

Aw)e®6™) = ifn(x)w”, A(w) = i a,w", G(w) = ignw", (1-1)
n=0 n=0 n=1

donde ag # 0, g1 # 0y f, son polinomios de grado n con coeficientes principales (n!)"tagg?.
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De aqui en adelante, y sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que ay = g = 1y que P,
son los polinomios P, (z) = n!f,(z). Meixner probé que a la sucesién {P,}, le corresponde
una funcion generatriz de la forma si y solo si, los polinomios {P,}, satisfacen una
relacion de recurrencia de la forma

Poii(a) = [¢ — (dn + f)|Pa(2) = n(gn + ) Pus(), n #0, (1-2)

donde g # 0, g + h > 0. Ademas demostré que existian cinco clases distintas de polinomios
ortogonales que cumplian la condicién ((1-1]), a saber:

» Los polinomios de Hermite (d = f = g = 0).

Los polinomios de Laguere (d # 0, d*> —4g =0, f = (h + g)g%).

Los polinomios discretos de Charlier (d # 0, g = 0, f = h/d), polinomios introducidos
por Charlier en 1905 para estudios relacionados con mediciones astrondmicas.

Los polinomios discretos de Meixner (d*—4g > 0, f = (2(g+h))/(d+p), p = \/d? — 4g).

Los polinomios discretos de Meixner de segunda especie o polinomios de Meixner-
Pollaczek (d* —4g < 0).

1.4. Teoremas de caracterizacion

Las propiedades mas importantes en la teoria de los polinomios ortogonales son los teoremas
de caracterizacion, es decir, los teoremas que nos indican las principales propiedades que
caracterizan a las familias clasicas de polinomios ortogonales.
Una de las primeras caracterizaciones hace referencia a la propiedad comin que tiene las
tres familias clasicas de polinomios ortogonales (Hermite, Laguerre y Jacobi) y es la ecuacion
diferencial de segundo orden que satisfacen. En 1929, S. Bochner demostré que los tnicos
polinomios ortogonales que satisfacian una ecuacion diferencial del tipo
d> d B

a(:c)@Pn(x) + T(:c)%Pn(x) + A\ P (z) =0,
donde o y 7 son polinomios de grado a lo sumo 2 y exactamente 1, respectivamente, y A, es
una constante, eran los polinomios clésicos, o sea, los polinomios de Jacobi (¢ (z) = (1—x?)),
Laguerre (o(x) = x) y Hermite (o(z) = 1) y, los polinomios de Bessel (presentados en 1949
por H. L. Krall y O. Frink en su articulo A new class of orthogonal polynomials [25] y les
dieron el nombre por su relacién con las funciones de Bessel) (o(x) = 2?).

Otra caracterizacion presentada por Sonin quien, en 1887, probd que los 1inicos polinomios
ortogonales que satisfacen la propiedad de que sus derivadas P! también eran ortogonales
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eran los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite. Esta propiedad fue trabajada nueva-
mente en 1935 por W. Hahn quien consideré también los polinomios de Bessel y ademés,
dos anos maés tarde, presenté en [I5] un resultado més general: si la sucesion de polinomios
ortogonales {P,}, era tal que la sucesion de sus k-ésimas derivadas {Pék)} , para cierto
k € N, también era ortogonal, entonces {P,}, era alguna de las sucesiones Zle polinomios
ortogonales cldsicos.

Una tercera caracterizacién fue propuesta por F. Tricomi quien conjeturd y parcialmente
demostré que solo los polinomios ortogonales clasicos se podian expresar en términos de una
formula tipo Rodrigues

B, d"
p(x) dz™

Po(z) = [p(z)o"™ ()], n =1,
donde p es una funcién no negativa en cierto intervalo y ¢ es un polinomio independiente de
n. Esta caracterizacion que fue completamente demostrada por Cryer en 1969.

Otra caracterizacion nos dice que los inicos polinomios ortogonales, respecto a una funcién
peso p, que son solucién de la ecuacion diferencial de Pearson

[p(z)o(z)) = 1(x)p(z), grado o < 2,grado 7 =1,

son los polinomios clésicos (Jacobi, Laguerre y Hermite). Caracterizacién probada por Hilde-
brandt en 1931. Gracias a llevar esta ultima caracterizacion al espacio dual de los funcionales,
F. Marcellan y J. Petronilho lograron obtener una forma unificada de probar todas las ca-
racterizaciones, ademas de poder proponer otras caracterizaciones nuevas no solo para los
polinomios clasicos, sino también para el caso “discreto”.

1.5. Polinomios ortogonales en varias variables

Los primeros estudios acerca de polinomios ortogonales en varias variables se remontan a
1926, donde P. Appell y J. Kampé de Fériet en su libro Fonctions Hypergéométriques et
Hypersphériques [2] presentaron algunas propiedades de las generalizaciones de polinomios
de Hermite a varias variables.

En 1935, Zernike y Brinkman [43] introdujeron los polinomios en el disco los cuales permitie-
ron evaluar la imagen puntual de un sistema éptico aberrado teniendo en cuenta los efectos
de la difraccion.

Posteriormente, Proriol en su articulo [36] de 1957 introdujo los polinomios ortogonales
en una regién triangular (simplex) los cuales fueron aplicados para resolver la ecuacién de
Schrodinger para el atomo de helio. Polinomios que también fueron trabajados de forma in-
dependiente por Karlin y McGregor en [20] de 1964 y [21] de 1975 donde se tomé un enfoque
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relacionado a aplicaciones en genética.

En ese mismo ano (1957), Koornwinder en su trabajo Two-variable analogues of the classical
orthogonal polynomials [22], analiz6 andlogos de dos variables de los polinomios ortogonales
clasicos, ademds presenté un método general de generacion de polinomios ortogonales de dos
variables a partir de polinomios ortogonales de una variable; este es probablemente el primer
estudio sisteméatico acerca de los polinomios ortogonales en dos variables. Este método tam-
bién fue presentado por Dunkl y Xu en su texto Orthogonal Polynomials of Several Variables
[11].

Los trabajos en polinomios ortogonales multivariados a partir de ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden fueron presentados:

» En 1967, por Krall y Sheffer [26], quienes estudiaron el problema de encontrar todas
las funciones propias polinémicas de operadores diferenciales lineales de segundo orden
en dos variables que tienen coeficientes polinémicos de grado igual al orden de la
derivada bajo ciertas restricciones adicionales relacionadas con su simetrizabilidad y la
ortogonalidad de sus funciones propias; ademas clasificaron todas las formas normales
posibles de los operadores que satisfacian las propiedades requeridas.

» En 1974, por Engelis [12], quien proporcioné una lista detallada de ecuaciones diferen-
ciales parciales lineales de segundo orden para las cuales los polinomios ortogonales en
dos variables son soluciones. Esta fue posteriormente estudiada y descrita por Suetin
[38] en 1998.

La relacién de tres términos y el teorema de Favard en varias variables fueron estudiados
por primera vez en 1982 por Kowalski [23], [24], en el que se usé la notacién vectorial en la
forma zP,, = (x,PT ... z4PT).

La estructura de polinomios ortogonales en orden lexicografico, més que en orden lexicografi-
co graduado, fue estudiada en 2006 por Delgado, Geronimo, Iliev y Marcelldn en [§].

En 2010, Barrio, Pena y Sauer en su articulo [5] presentaron una relacién de recurrencia de
tres términos para el calculo de polinomios ortogonales ménicos multivariables, junto con
una aplicacién de estas férmulas para evaluar series finitas de dichos polinomios. El calculo
de algunas matrices en las relaciones de tres términos para polinomios ortogonales de dos
variables fue presentado en 2012 por Area, Godoy, Ronveaux y Zarzo en [4].
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2.1. Polinomios Ortogonales en una variable

Denotaremos por I1¢ el subespacio lineal de polinomios con coeficientes reales en d variables
de grado total a lo mas n y II* = |J, -, II% como el espacio lineal de polinomios con coefi-
cientes reales en d variables. En partim_llar, cuando d = 1, escribiremos simplemente I1,, y II.
A continuaciéon daremos algunos conceptos generales de polinomios ortogonales en una va-
riable, los cuales tomaremos de [6].

Consideremos un funcional lineal ¢ en el espacio dado II. Denotamos por (U, p) la accién
del funcional U sobre un polinomio p € II, e introducimos la sucesion {u,},., de momentos
asociados a el funcional U, donde u,, = (U,x2™), n € N. Con lo cual, si consideramos un
polinomio p,(z) € II de la forma p,(z) = >_,_, cxa* entonces:

n n

U, pn(z)) = <L{,chxk> = ch(u,xk) = chuk.

k=0 k=0

Ademas, definiremos la derivada distribucional y el producto izquierdo por un polinomio
¢(x) € II del funcional lineal & como dos nuevos funcionales lineales DU y ¢U, respectiva-
mente, tales que:

(DU, p(x)) = — U, p'(x)), p(r) €11,

(oU, p(z)) = U, d(x)p(x)), p(z) € IL.

Decimos que el funcional lineal U es cuasi-definido o regular si las submatrices principales
de la matriz de Hankel H = (u;y;);';— son no singulares. En tal caso existe una sucesién de
polinomios ménicos {P,}, -, tal que:

1. deg(P,) = n.
2. (U, P,(x)P(2)) = Kybpm, con K, #0, n,m € N.

Se dice entonces que {P,}, -, es una sucesion de polinomios ortogonales monicos (SPOM)
con respecto al funcional lineal U.

Como consecuencia inmediata, se tiene que {P, }_, resulta ser una base para el espacio II,,.
También, decimos que el funcional U es definido positivo si (U, p?) > 0, para todo p € II,
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con p # 0. En este caso, existe una medida positiva de Borel u con soporte en la recta real,
tal que:

<U,p>=/pdu, pell
R

Ademds, tenemos que { P, }, -, es una SPOM con respecto a un funcional lineal cuasi-definido
U si y solamente si existen sucesiones de nimeros reales {c, },>0 ¥ {\n}n>0, con A, # 0, para
cada n € N, tales que:

zP,(z) = Pyi1() + cnPo(x) + APy ().

Esta ecuacién es llamada la relacion de recurrencia a tres términos (RRTT).

En este estudio de polinomios ortogonales son de interés aquellos que se llaman clasicos y
semi-clasicos, los cuales se definirdn a través de su funcional de momentos como sigue:

Un funcional lineal cuasi-definido U se dice cldsico si existen polinomios ¢ y v no nulos, con
¢ € Il ménico y deg(y)) = 1, tales que se verifica la ecuacién

D($U) + U = 0. (2-1)

Dicha ecuacion se denomina ecuacién distribucional de Pearson asociada al funcional clédsico
U. Dentro de los resultados de los polinomios clasicos es importante mencionar que si U es

n(2)

clasico, {pn(x)} es su correspondiente SPO, ¢,(x) = = y V = ¢U con ¢ el polinomio
n

definido en la ecuacion distribucional,

Pn(®) = Guy1 (@) + b (2) + Cngpn—1(x),
donde b, = @p -1y € = Gpp—2 con

0 = Wpu(a)gm(2))
V(@)

Si en la relacién (2-1)) debilitamos las condiciones sobre los polinomios, obtenemos una ge-

neralizacién del concepto de funcional clésico. Para ello, consideremos ¢(x) = apz® + - - -y
Y(x) = bzt + - - - dos polinomios de grados k > 0 y [ > 1, respectivamente. Diremos que
(¢,1) es un par admisible si se satisface alguna de las siguientes condiciones:

1. k—1#1.
2. Si k—1 =1, entonces nay # b, para todo n € N.

Con lo cual, diremos que un funcional lineal cuasi-definido U es semi-cldsico si existe un par
admisible de polinomios (¢, 1) con ¢ ménico y deg(y)) > 1, tales que se verifica (2-1)).
Decimos ademas, que el funcional semi-clasico U es de clase s si:

s=min{t € N: 3(¢,v) € Xy, t = maz {deg(¢ — 2),deg(v —1)}},

siendo Xy = {(¢,v): (¢,¢) es par admisible con ¢ moénico y D(¢U) + YU = 0}.
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2.2. Polinomios ortogonales en dos variables

Ahora hablaremos de algunas nociones bésicas para el trabajo en polinomios ortogonales en
dos variables, las cuales se tomaron de [11] y [13].

Para el trabajo en polinomios de dos variables se usardn monomios de la forma " *y* con
n>0y0<k<nydonde n es llamado el grado total del monomio. Asi, un polinomio

p(z,y) en dos variables es una combinacién lineal de monomios de la forma:

P(z,y) = z”: iaijxi_jyj, a;; € R.

i=0 j=0

El grado de este polinomio estd dado por el mayor de los grados totales de los monomios
tales que a;; # 0. Recordando la notacién mencionada en la seccion , denotamos por 112
el espacio de polinomios bivariados con coeficientes reales y para cada n > 0, II2 denota el
subespacio de II? generado por

n—1

{17'r7y7"'7xn7x y?"‘?xyn717yn}'

Se define la base canénica {X,}, -, de I12, como la coleccién de vectores columna de tamario
(n+1) x 1 de la forma,

y de esta manera cada polinomio p € I1? de grado n puede ser representado como
plzy) = CiX,
k=0

donde Cj, es una matriz de tamano 1 x (k 4 1) con entradas reales.

Dada {P,,.(7,y) : 0 < m < n} una base de T2, definimos un sistema de polinomios (SP)
como la sucesion de vectores columnas {IP,}, -, cuyas entradas son polinomios linealmente
independientes de grado total n, -

]P)n = (Pn,O(x> y)v Pn,l(xa ?/), s 7Pn,n($a y))T 9

donde T representa la transpuesta. Como consecuencia directa, el conjunto de entradas de
todos los polinomios {P,},~,, es una base para I12. Ademss, para cada n > 0, el vector P,
puede ser escrito como

P, =G"X, + G X, 1 + - + G2X,,
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donde G* es una matriz de tamafio (n + 1) x (k + 1) con entradas reales que se conoce
como matriz de coeficientes, y GI' es no singular y es llamado coeficiente lider del polinomio
P,. E1 SP {P,}, -, es llamado sistema de polinomios monicos (SPM), si el coeficiente lider

C) = I,4+1, donde I,,4; representa la matriz identidad de tamano n + 1.

Dada una sucesién de nimeros reales {j, x } podemos definir un funcional lineal &/ como

n,k>0
U, 2"y = i .

Para el funcional lineal U, se definen las derivadas distribucionales parciales por:

(OWld, p(,y)) = — (U, Op(x,y)), Vp € I1%,

para k=162, donde 0y =0, =0/0, y O» = 0, = 0/0,.
Como un SP {]P’n = (Poo(z,y), Pui(z,y), - -, Pun(x, y))T} , es una base algebraica para
n>0

I1%, entonces existe una base en el espacio dual (IT?)*
{uh7k:0§k§h},

tal que:
<uh,k> Pn,m(aja y)> = 6h,n5k,m-

Esta base dual podemos escribirla como una sucesién de vectores de la forma
Un = (un,Oa T >un,n>7 n Z O;
que satisfacen la condicién de dualidad

<un,07 Pm,0> U <un,0> Pm,m)
(U,,P},) = : : = {
<un,n> Pm,0> T <un,n7 Pm,m)

0, mn#m,

]n-‘rl’ n=rm,

donde 0 es la matriz cero de tamano adecuado e I, es la matriz identidad de tamano n+ 1.
Esta sucesién de vectores de funcionales lineales {U,, }, ., se dice que es la base dual asociada
al SP {P,.}, -

Diremos que un SP {P,},-, es un sistema de polinomios ortogonal (SPO) con respecto a un
funcional lineal U si, para_n, m € N:

0, n#m
]P;n]P)T — ) )
wren ={

donde 0 es la matriz cero de tamano adecuado y H,, es una matriz real simétrica y no singular
de tamano (n+1) x (n+1). Cuando cada matriz H, es diagonal, decimos que {P,},~, es un
sistema mutuamente ortogonal. Si en esta definicién anterior consideramos que {Pn}n;o es un
SPM, entonces diremos que este es un sistema de polinomios ortogonales monicos (S_POM).
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Decimos que un funcional lineal U es cuasi-definido o reqular si existe un SPO asociado a
este, y al igual que en el caso de una variable, U es definido positivo si (U, p*) > 0, para todo
p € 112 con p # 0. Otros resultados que se extienden de los resultados de una variable son la
relacion de recurrencia a tres términos y el teorema de Favard presentados por Dunkl y Xu
en [II] de la siguiente forma

Teorema 2 (Relacién de recurrencia a tres términos (RRTT)). Dada una SPO
{Pn},50, para cada n > 0, existen matrices Gp; @ (n+1) X (n+1), Hyi: (n+1) x (n+2)
y Foi:(n+1)xn tales que

xi]P)n,k: = Gn,ipn,k + Hn,ipn—&-l,k + Fn,iPn—l,ky 1 S l S 27 (2_2)
donde P_y =0y F_,; =0 . Mds aun, el rango de H,; esn+1 y el de F,; esn.

Teorema 3 (Teorema de Favard). Sea {P,}, -, una sucesion de polinomios. SiP,, satisfa-
ce la RRTT (2-2), entonces existe un funcional lineal U cuasi-definido para el cual {Pn}nzo
es su correspondiente SPQO.

Una de las maneras de determinar SPO en dos variables, esta dada por el producto de
polinomios ortogonales de una variable de la siguiente forma. Dados u® y v dos funcionales
cuasi-definidos univariados que actiian sobre las variables x y y, respectivamente, definimos
el funcional de momento bivariado w por

(w,p(z,y)) = W™, (0, p(z,y))), pell

el cual es un funcional de momentos cuasi-definido. En efecto, si {pn(2)}n>0 ¥ {¢n(¥) }n>0
son SPO con respecto a u® y a v respectivamente, entonces la sucesién {Pym(z,y):0<
m < n,n > 0}, donde

Pn,m(xay) = pnfm<x)Qm(y)a 0<m< n,
constituye un sistema ortogonal con respecto a w. De hecho,
<W, Pn,mPh,k> = hn—mhmén,hém,kv

donde
hn*m = <u(x)7pgb—m($)>7 hm = <U(y)7 qzn(y»a O S m S n.

Un funcional de momentos U cuasi-definio se dice cldsico, si existen polinomios ax(z,y),
b(x,y), dip(x,y), k = 1,2, tales que U satisface una ecuacién matricial tipo Pearson como
sigue:
{ 81(G1U)+82(6U) :d12/{ det( (L{,al) <L{,b>
01 (bU) + Oa(asld) = dold U,b) U,as
donde deg(ag(x,y)) < 2, deg(b(z,y)) < 2y deg(dy(z,y)) = 1.
Si para el funcional de momentos U cuasi-definido existen polinomios ax(x, y), b(x, y), di(x, y),

> ) £0, (2-3)
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k = 1,2, que satisfacen (2-3) con deg(a(x,y)) > 0, deg(b(z,y)) > 0y deg(dp(z,y)) > 1,
diremos que el funcional es semi-cldsico.
Por otro lado, para n > 0, definimos las matrices

10 0] 0 0] 1 0
Lii=|01 0] 0|, Lio={0]01 0],
0 0 110 0] 0 1
de tamano (n + 1) X (n + 2), y las matrices
1 0] 0 0] 10 0
n 1 1
Qn,l = 0 .o 0 | 0 ) Qn,2 = 0 | 0 5 0 ) (2_4>

n—1 1

0 0 1] 0 0 [ 00 -

de tamano n x (n+ 1). Con lo cual tenemos que
v X, = L1 X4,
w yX, = L2 X041,
» 0Q,10,X,, =X,_1, donde 0y = 0, = 9/0,,
n Q,00:X,, =X,_1, donde 0, = 9, = 0/0,.

Podemos construir un par de SPM asociado con cada derivada parcial de un SP dado. En
efecto, para un SP {P,}, ., definimos:

P = Q11 (C) T O Prs B = Qr12(Cpt) 7 0oPri s

n

donde C’Zill es el coeficiente lider de P11 ¥ 41,1, 25412 estan dadas por (2-4)).
En particular, si {P,},., es un SPM entonces,

IP’S) =Q11,101Png1 y ]P)g) = Q4120541 (2-5)

Ademés, para k = 1,2, si consideramos los SP {P,}, <, {]P’%k)} , v sus correspondientes
- n>0

bases duales {U,}, o, ¥ {U%k)} , podemos establecer que
- n>0

KUY = U, 1Tiig,

donde I';, 1, son matrices reales de tamafio (n+2) x (n + 1).
Finalmente, diremos que un funcional lineal U cuasi-definido es D-cldsico, si este es clasico
y satisface una ecuacién de la forma

O (ax(z, y)U) = di(z,y)U,

para k = 1,2, donde ag(z,y) v di(x,y) son polinomios de grado menor igual a 2, e igual a

1, respectivamente.
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Teorema 4. Para un funcional lineal cuasi-definido U con SPOM asociado {Pn}nzo yk=1
o k =2 fijo, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ok(ak(z,y)U) = dp(z,y)U.
2. Para cada n > 0, existen matrices cuadradas reales AP de tamario n + 1 tales que:

akﬁiﬁbn + dkak]P)n = Aglk)]P)n,

donde mngo(A,(f)) =n, paran > 0.

3. UY = ap(z,y)U es cuasi-definido y {P%k)} es su correspondiente SPOM.

n>0

4. Ezisten matrices reales My, n > 1, y Nyg, n > 2, de tamanos (n+1) xn y (n+1) x
(n — 1) respectivamente, tales que:

P, =P® + M, PY, + N, PP, >

n—22
Aqui {]P’%k)} es el SPM definido en (2-5).
n>0

Si este resultado se tiene para k = 1y k = 2, entonces es equivalente al caracter D-clasico
para U.



3 Estado del Arte

3.1. Pares coherentes de polinomios ortogonales en una
variable

El primer trabajo realizado sobre los pares coherentes de polinomios ortogonales en una
variable fue presentado en 1991 por Iserles, Koch, Ngrsett y Sanz-Serna en [17], en donde se
considera el producto interno de Sobolev

(p,q) = /R p(x)q(z)dpo(z) + A / P (2)q (x)dp (), (3-1)

R

con fig, 17 medidas de Borel positivas con soporte en la recta real, A € R* y p, ¢ € II.
El par de medidas (1, pt1) se llamard par coherente si las correspondientes SPOM { P, (z)},,>0

v {Qn () }n>0 satisfacen

P ia(z) P, ()

= —= >1 -2
Qn(x) n+1 _'_bnl n , =21, (3 )

con b, # 0, para n > 0.
Si se tiene esta coherencia, entonces la SPOM {S,,(z; A) },>0 asociada al producto interno de

Sobolev (3-1)) y la SPOM {P,},>0 asociada a pg satisfacen

n

S5 A) + an—o(N)Sp—1(z;X) = Py(z) + 1bn_2Pn_1(a:), n>2, (3-3)

n —

para algunos a,(\) € R, n € N.
El par de medidas (pg, 1) se llamara par coherente simétrico si las medidas son simétricas (es
decir, invariantes bajo la transformacién « — —zx) y las correspondientes SPOM { P, () },>0

v {Qn () }n>0 satisfacen
Qnia(z) = e Cpo1——=, n>1,
n n

con ¢, # 0 paran > 0.
Trabajando con estas definiciones de coherencia y coherencia simétrica se logré:

1. Obtener propiedades de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev asociados
al producto (3-1). Este resultado fue presentado por Meijer en [34] de 1993, donde
ademas, presenté algunos ejemplos para pares coherentes y pares coherente simétricos.
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2. Asumiendo {P,(z)},>0 una SPOM cldsica dada, se logré caracterizar todas las SPOM
{@Qn(x)}n>0 v todas las sucesiones de pardmetros {b,},>o de modo que satisfacieran
(3-2). Trabajo que iniciaron Iserles, Koch, Ngrsett y Sanz-Serna en [I7] considerando
familias clasicas definidas positivas y que extendieron Marcellan y Petronilho en [30].

3. Asumiendo {Q,(z)},>0 una SPOM clasica dada, se caracterizaron todas las SPOM
{P.(2)}n>0 v todas las sucesiones de pardmetros {b, },>0 de modo que satisfagan (3-2]).
Resultado que obtuvieron en 1995 Marcelldn y Petronilho en [30].

4. Asumiendo { P,(x) },>o una SPOM dada, encontrar {b, },>¢ tal que la sucesiéon {Q,(x) }n>o
dada en sea ortogonal. Reciprocamente, dado una SPOM {Q,,(z)},>0, encontrar
{bn}n>0 tal que la sucesion {P,(z)},>o dada en sea ortogonal. Ademas, se logrd
obtener la coherencia en los casos simétricos como consecuencia de la coherencia usual
en términos del proceso de simetrizacion. Resultados que fueron presentados en 1995
por Marcellan, Petronilho, Peréz y Pinar en [31].

5. Mostrar que si U y V son dos funcionales lineales cuasi-definidos correspondientes a
las medidas p y p1 respectivamente, y si (pg, f41) es un par coherente, entonces ambos
funcionales son semi-clasicos y el funcional U resulta ser una modificacién racional de
V. Resultado que presentaron Marcellan, Pérez y Pinar en 1995 en [29].

6. Presentar una caracterizacion de los pares coherentes y pares coherentes simétricos.
En particular se prueba que si (po, ¢t1) es un par coherente o par coherente simétrico,
entonces alguno de los dos funcionales asociados (U 6 V) es cldsico. También se de-
terminan todos los posibles pares coherentes y pares coherentes simétricos de medidas
positivas con soporte en la recta real. Trabajo que presenté Meijer en 1997 en [35].

Por otro lado, la nocién méas general de par coherente fue introducida en 2014 por M.N. de
Jesus, F. Marcellan, J. Petronilho y N.C. Pinzén-Cortés en [19] como sigue:

Un par de funcionales lineales regulares (U,)) se dice que es un par (M, N)-coherente de
orden (m, k) si sus correspondientes familias de polinomios ortogonales moénicos { P, () },>0
y {Qn(2) }n>o satisfacen una relacién de estructura

M N
> @iy @) =D binQl (@), n=0, (3-4)
=0 =0

donde M, N, m y k son enteros no negativos, {a; }n>0, 0 <7 < M,y {bin}n>0, 0 <i <N,
son sucesiones de ntiimeros complejos tales que ap,, # 0sin > M, by, #0sin > N,y
ip =bip=0s17>n,y p(m) indica la derivada m-ésima de p.

Cuando k£ = 0, (U, V) se denomina un par (M, N)-coherente de orden m, y cuando (m, k) =
(1,0), (U, V) se dice que es un par (M, N)-coherente.

A partir de esta nocién de coherencia se tienen los siguientes resultados:
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» La relacién (M, N)-coherente de orden (m, k) permite establecer que los funcionales
lineales estan relacionados por una expresion de tipo racional.

= Se prueba que el caracter semiclésico de los funcionales lineales ¢/ y V es una condiciéon
necesaria para la condicién de (M, N)-coherente de orden (m, k) del par (U, V), siempre
que se m # k.

= Considerando un producto interno tipo Sobolev definido en el espacio de polinomios
IT, como

(P ) = / p(@)a(x)dpol) + A / P (@)™ (@) d(x),  pgell,

donde X es un real positivo, m es un entero positivo y (uo, p1) es un par (M, N)-
coherente de orden m de medidas positivas de Borel soportadas en un subconjunto
infinito de la recta real, lo que significa que las SPOM {P,(z)}n>0 v {@n(x)}n>0 con
respecto a fig ¥ j1, respectivamente, satisfacen una relacién de estructura como (3-4))
con k = 0, se muestra cémo calcular los coeficientes de los desarrollos de Fourier
de funciones en espacios de Sobolev apropiados, en términos de la SPO de Sobolev

{Sn(fm /\)}TLZO-

» Se demuestran propiedades adicionales para los casos particulares cuando (U, V) es un
par (1,0) 6 (1, 1)-coherente de orden m, 6 cuando uno de los funcionales lineales es un
par (M, N)-coherente de orden (m, k) es clasico.

Finalmente, la nocién de par coherente de funcionales lineales regulares también fue ex-
tendida a la teoria de polinomios ortogonales en la circunferencia unidad y a la teoria de
polinomios ortogonales de una variable discreta como se puede ver en [14], [33] y [32].

3.2. Pares coherentes generalizados de polinomios
ortogonales en una variable

Posteriormente, se presenta una generalizacion tanto a la nocién de par coherente, como a
la nocién de par coherente simétrico en [9], dada por Delgado y Marcellan de la siguiente
manera;

Un par coherente generalizado es una pareja de funcionales lineales cuasi-definidos (U, V)
para los cuales las correspondientes SPOM, {P,}, <, ¥ {Qn}, > estan relacionadas mediante
la expresién: - -

B(x)

Qule) + 0 1Qp () = T2

siendo b, # 0 para todo n € N. Un par coherente simétrico generalizado es una pareja de

+ bn—l

, n>1, (3-5)

funcionales lineales simétricos cuasi-definidos (U, V), para los cuales existen sucesiones de
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nimeros reales {s,},~o ¥ {Un},>0, con u, # 0 para todo n > 0, de modo que se verifica la
relacion:

! 7/z+2($) P ()
+ = —= } n > _
Qn+1 (x) Snlenfl(x) n 9 Up—1 n , 1 17 (3 6)

donde {P,},~o ¥ {@n},,> son las correspondientes SPOM de los funcionales lineales simétri-
cosU yV re_spectivameglte. A partir de estas nociones de coherencia, se obtienen algunas
relaciones entre los funcionales cuasi-definidos ¢ y V presentadas en [9] y en [7] como sigue:
Si (U, V) es un par coherente generalizado entonces:

1. Para cualquier n € N, los funcionales estan relacionados por
Dr,) V] + ¢pild =0,
con 7, un polinomio moénico de grado n y ¢,,41 un polinomio de grado a lo mas n + 1.

2. Existen polinomios A(z), B(x), C(z) con deg(A(x)) = 2, deg(B(z)) < 4y deg(C(x)) <
3, tales que

Alx)V = Ba)U,
- C(2)V = B(z)DU,
» A(z)DY = C(z)U.

z)

Estos resultados les permitieron obtener caracterizaciones de los funcionales como:

» Si el polinomio A(x) tiene un cero doble & € R, entonces U es semi-cldsico de clase
menor o igual que 1. Ademas, existe un polinomio ¢(z) de grado a lo sumo 3 de modo
que:

(z =&V = o(z)U.
Los pares coherentes que satisfacen esta condicion se llaman pares coherentes genera-
lizados del tipo 1.

= Si el polinomio A(z) tiene dos ceros simples, & # &, entonces V es semi-cldsico de
clase menor o igual que 1. Ademds, existe un polinomio ¢(z) de grado a lo sumo 3 de
modo que

P()U = (x =€)V, con& € {&, &}

Los pares coherentes que satisfacen esta condicion se llaman pares coherentes genera-
lizados del tipo II.

Ademas, Delgado y Marcellan:

= en [9]

1. Obtuvieron todos los pares de medidas coherentes generalizados (j, it1), donde
to v p1 son las medidas de Borel asociadas a U y V respectivamente.
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2. Mostraron que ([3-5)) es una consecuencia de suponer (3-3)) cierta para medidas de
Borel positivas g v fi1.

= en [10]
1. Proporcionaron ejemplos de pares coherentes simétricos generalizados (U, V).
2. Mostraron que si U y V son definidos positivos y po y g1 son sus respectivas
medidas de Borel positivas simétricas entonces (3-6)) es una condicién necesaria
para:

1
n 1”Um,2Pn,1, n Z 27

Sn+1(.§6; >\) + dan()\>Snfl(x; >\) = Pn+1 +

donde {d,,(\)},>0 es una sucesion real no nula y {S,(z;\)},>0 es la SPOM aso-
ciada al producto interno de Sobolev (3-1)).

Si el par (U, V) es un par coherente simétrico generalizado entonces:

1. Para el caso de polinomios de grado par en (3-6)) tenemos que para todo m € N, existen
constantes Ay, € R tales que para los polinomios 79, () = Qom () + Aay, se verifica

D[TQmV} + 902m+1u = 07 m Z 17

con (Po,,+1 un polinomio impar de grado 2m + 1.

Y para el caso de polinomios de grado impar en tenemos que para todo m € N,
existen constantes As,,11 € R tales que para los polinomios re, 11(2) = Qomi1(z) +
Aogmi1Q1(x) se verifica

D[roms1V] + @omiad =0, m > 1,
con Py, 1o UN polinomio par de grado 2m + 2.
2. Existen polinomios A(x), B(x), C(x), con A(x) un polinomio par de grado 4, B(x)

un polinomio impar de grado menor o igual que 5 y C(z) un polinomio par de grado
menor o igual que 6 tales que

» A(z)DY = B(x)U,
» B(z)V =C(x)DV,
w 2C(2)U = zA(x)V.

Estos resultados permitieron obtener una caracterizacion de los funcionales lineales simétricos
como:

= Si el polinomio A(z) tiene dos pares de ceros diferentes, A(x) = 2(z* — (?)(2? — (3),
con (2 # (2, entonces V es semi-clasico de clase menor o igual que 2, y se satisface la
igualdad

vp(0)U = x(2* — )V,

donde ¢ es un polinomio par de grado a lo sumo 4y ¢ € {(1, (2}
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3.3. Pares coherentes de polinomios ortogonales en dos
variables

La nocién de coherencia en la teoria de polinomios ortogonales de dos variables fue presentada
en 2019 en [28] como sigue:

Sea k =1 o k = 2 fijo. Dados dos SPM {P,,},,>0 ¥ {Qn.x}n>0, decimos que constituyen un
par xp-coherente parcial si satisfacen la relacion

Qui = Pg(";:) + MagBL 4 NPy, > 1, (37)
@O,k - ]PJO ’

donde {P"},20 = {1405y buzo, con Qi dado por 24) y My, para n > 1, Ny,
n > 2, son matrices reales de tamano (n+ 1) x ny (n+ 1) x (n — 1), respectivamente.
Si en esta relacion

» N, =0 paran > 2, se dice que forman un par xj-coherente parcial estandar.
» M, =0 paran > 1, se dice que forman un par xy-coherente parcial simétrico.

Cuando {P,}n>0 ¥ {Qnx}n>0 son SPOM con respecto a los funcionales lineales regulares U
v Vi, v satisfacen , diremos que (U, V) es un par zy-coherente parcial de funcionales
de momentos.

A partir de esta relaciéon de coherencia parcial, se logra establecer que:

1. Silos SPM {P,},>0 ¥ {Qn 4 }n>0 constituyen un par xj-coherente parcial entonces sus
correspondientes bases duales {U,, },>0, {Vaitn>o ¥ la base dual {U%k)}nzo asociada
al SPM {P%k)}nzo, satisfacen, paran >0y k =1, 2:

- UP = Voo xNotok + Vag1xaMppi ko + Vi,
= _Un—l—lrn-i-l,k = 8k(Vn+2,an+2,k + Vn+1,an+1,k + Vn,k:)7
donde N, y M,  son las matrices dadas por (3-7) y I's41x es una matriz real de
tamano (n +2) x (n+1).
2. Silos SPOM {P,},>0 ¥ {Qnk }no constituyen un par z;-coherente parcial entonces:

a) Los correspondientes funcionales lineales cuasi-definidos U y Vj, satisfacen, para
n > 0:

u U7(1k) - Cn+2,k(x7 Z/)Vka
u Bn—f—l,k’(w? y)u = 876(@71-1—2,16(37’ y)vk)a

donde B, 11 es un vector polinomial de tamafio 1 x (n 4+ 1) de gradon+ 1y
Cit2 es un vector polinomial de tamafio 1 x (n + 1) de grado n + 2.
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b) Para los correspondientes funcionales U y Vg, existen polinomios ay(x,y), di(z,y),

M, y), pr(T,y), anlw,y) y 0k(w,y) con deglax) < 4, deg(dy) = 3, deg(Ae) < 2,
deg(pk) < 4, deg(ay) = 8 y deg(dy) = 7 tales que:

. U = Me(z,9) Vg,

v O (ag(z,y)Vi) = di(z,y) Vi, es decir, Vi es un funcional lineal semi-clasico,
= ax(2,y)U = pr(x,y)Vi,

» O (ag(z,y)U) = 0(z,y)U, es decir, U es un funcional lineal semi-clésico.

¢) Si rango(M; ) = rango(Nax) = 0, entonces M, ;, =0, n > 1y N, =0, n > 2.
Con lo cual,

d) SilU es D-clasico, es decir, {]P’y(lk)}nzo es SPO, entonces rango(N, ;) =n—1,n > 2
si y solamente si deg(\,) = 2.
Por otra parte, rango(Nyx) = 0, n > 2, rango(M, ;) = n, n > 1 si y solamente
si deg(A\g) = 1.

Si las SPOM {P,, }n>0 ¥ {Quk }n>0 constituyen un par xj-coherente estandar entonces:
= En el resultado (2.a) el vector polinomial C,, 45 es de grado total n + 1.

» En el resultado (2.) se tiene que deg(ay) < 3, deg(dy) < 2, deg(A) < 1, deg(px) < 2,
deg(ag) < 6y deg(dy) < 4.

Finalmente, se define la coherencia completa como sigue:

Sea (U, V) un par de funcionales cuasi-definidos y supongamos que existen dos polinomios
no nulos 0y (z,y) y 02(x, y) tales que los funcionales V; = 6,V y V, = 65} son cuasi-definidos.
Decimos que (U, V) es un par coherente completo si (U, V1) y (U,Vs) son ambos pares xj-
coherentes parciales, para k =1, 2.

Bajo estas condiciones, decimos que U es auto-coherente si:

U=V =V =DV,
con lo cual, la relacién de coherencia (3-7)) es:
P, = P® + M, PP, 4+ N Py > 1 (3-8)

Ademas, se logré establecer que un funcional lineal cuasi-definido U es auto-coherente si y
solamente si U es D-clasico.
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Para la obtencién de colecciones de polinomios ortogonales Q,, , que sean pares xj-coherentes
de sucesiones de polinomios ortogonales P, conocidos, haremos uso de la deficinién de z;-
coherencia, para k =1, 2,

Qup =P + My By + NoslBs, n> 1, (4-1)

. ,

Qo = Py,
donde M, y N, son matrices de tamafio (n+ 1) x n'y (n+ 1) x (n — 1) respectivamente.
Esta ecuacién nos permitird determinar los polinomios Q,, x de forma que ({P,},{Qux}) es
un par xg-coherente. También tendremos en cuenta la relacion de recurrencia a tres términos,
parai =12y k=1,2,

Ii@n,k = Gn,i@n,k + Hn,i@n+1,k + Fn,i@n—Lka (4'2)

donde G, ;, Hy; y F,; son matrices de tamano (n+1) X (n+1), (n+1) x (n+2) y (n+1) xn
respectivamente. Ademas, el rango de H,; es n + 1 y el de F),; es n. Esta relacién, nos
permitird garantizar que los polinomios {Q,, ; } obtenidos sean ortogonales, como se presento
en la seccién 2.2

El proceso realizado para determinar los polinomios {Q,  } mediante el uso del software

n>0?
Wolfram Mathematica [42], cumplio los siguientes pasos:

1. Iniciamos con la eleccién de una sucesion de polinomios ortogonales {IP,}, -, conocida.
2. Calculamos la sucesién de polinomios {IP’&L )} como se define en ([2-5]).
n>0

3. Expresamos los polinomios {Q,, 1 }

uso de la ecucacién (4-1J).

4. Ya que esta sucesién de polinomios a calcular debe ser ortogonal, implementamos la

>0 €0 términos de las matrices M, ;. y IV, x haciendo

relacién de recurrencia a tres términos (4-2)), la cual al ser satisfecha, garantiza que la
sucesion {Q,, x} es ortogonal.

5. Resolvemos para cada n las ecuaciones obtenidas, teniendo en cuenta las condiciones
para el rango de las matrices H,,; y F,, ;.

6. Finalmente, con las matrices halladas en el paso anterior, determinamos la sucesién de
polinomios buscada.
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Debemos tener en cuenta que para cada n, el sistema de ecuaciones obtenido esta constitui-
do por n + 1 ecuaciones y (n + 1)(5n + 4) incégnitas, el cual cuenta con infinitas soluciones
y por ello puede obtenerse diversas colecciones de polinomios ortogonales que sean pares
coherentes para la sucecion considerada inicialmente.

Como ejemplo de la metodologia mencionada anteriormente, consideraremos los polinomios

ortogonales de dos variables obtenidos del producto de polinomios ortognonales clasicos de

una variable, los cuales por los resultados presentados en [28] son auto-coherentes, es decir,

satisfacen la ecuacion (3-8]).

Sean {p,,(z)},50 ¥ {¢n(¥)},>o dos SPOM clésicos, con sus funcionales ¢ y V, respectivamen-
Pt (2)

te. Como se menciono en la seccién , si consideramos los polinomios P,(x) 1
n

/
B qn+1(y) ot . les b — B P ~ o~
Qn(y) = R existen numeros reales b, = appn_1, Cn = Anp-2, by = Apn_1, Cn = Appn—2

+1
tales que:
po(z) = Py(x) + by Py1(x) + ¢y Pya(x), n> 2,
Qn(y) - Qn(y) +EnQn—1(y) + gnQn—Q(y)a n 2> 27
(U, puPr) (V4 Qm)
donde anm ="ty P2y ¥ = v,y

Si para n > 0, definimos los polinomios bivariados como se define en la seccion

R(z,y) = pn-m(@)gm(y), 0<m <n,
entonces el sistema de polinomios dado por
R (2,y) = (Ruo(z,9), R (2,Y), - Run(,y))",
es ortogonal y ademas auto-coherente, y por lo tanto satisface la ecuacion

R, = R® + M, R® + 0, RY, k=12

n—1 n—2
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donde

b, 0 0 0 0 0
0 b, 0 by 0 0

Mn,l - : ) Mn,? - O b2 O )
0 0 by : :
0 0 0 0 0 by

y (4-3)

¢, O 0 0 O 0
0 ch1 0 0 0

Nn,l - 0 0 e ) Nn,2 - 0 ’6"2 0
0 0 0 :
0 0 0 0 O Cn

Conocido este resultado, nuestro objetivo es usar el método presentado al inicio de este
capitulo y obtener la misma conclusién. Luego de su programacién y de ser aplicada a
algunos ejemplos principales se puede garantizar, de acuerdo a la teoria mencionada an-
teriormente, que dicha programacién es correcta y por ende, aplicable a otras familias de
polinomios ortogonales bivariados.

A continuacion presentamos los resultados obtenidos de la programacién para el caso de
productos de polinomios Jacobi-Jacobi (seccién 4.1) y Jacobi-Laguerre (seccién 4.2); resul-
tados adicionales y que complementan el trabajo realizado pueden revisarse en los siguientes

enlaces:

= Laguerre-Laguerre: https://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortes0/Published/

EjemploLaguerrexLaguerre.nb

» Jacobi-Hermite:
https://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortesO0/Published/EjemploJacobiXHermite.

nb

4.1. Producto de polinomios Jacobi-Jacobi

Para este ejemplo se consideraron las siguientes familias de polinomios de Jacobi de la forma

) = S (1= ) () P (1= (4 ),
S v

B an!Kn(l —y) (1 + y)_éw ((1 — y)'y"'"(l + y)é-i-n) :


https://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortes0/Published/EjemploLaguerrexLaguerre.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortes0/Published/EjemploLaguerrexLaguerre.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortes0/Published/EjemploJacobiXHermite.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortes0/Published/EjemploJacobiXHermite.nb
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IF'2n+a+p5+1)

donde £,

F2n+~vy+0+1)

2T (n+a+B+1) " 2pll(n4+~v+4+0+1)

En este caso, se considerén pardametros « = 1, § = 1/2, v = 1/2 y 6§ = 0, con los cua-

les se obtuvo la familia de polinomios ortogonales {R,(z,v)}

cuyos primeros miembros

n>0?
son:
( 3, 2% _ 290 _ 21
Q21 1 x2+52 6 s
1 11 33 2 7oy 2Ty 4 2z (Y
(1) T+ oy LT YL Y+ 5T 5 T3 T 1%
’ 1) YT5TTT5 o] p2p2w 1w g2 2y 17 |0
YyTs g2y 1 Y 9 63 T 7 T 63 141
9 o3 3, 87 Ty _ 23
L Y 13— 143 — 429
4 | 423 _ 22222 282 215 3\
237 +319 | 32 323"‘41997
3 2y ozt ozt 29y 29x 27y 27
xr ygt 5 +25 4'2252 5 325 T 357
2,2, 2%y 17z ay® | dwy 34w Ty? 4y | 1T
YT+ =5 . 637_'_ n T 9. 69, 33 201 Taor | (-
3 4 3xy” TSy 23, y® 4 3yT TSy 23
YT+ T 13, ‘é§92+ 712;’_ 91 1001 _ 3003
4, 4y 66y° 124y | 827
Y+ 37 85 1105 T 12155 J
4.1.1. Autocoherencia

Iniciamos usando la ecuacion de la RRTT (4-2) para determinar las matrices G, ;, Hp; y

F, i, para 1

1,2, que satisfacen la RRTT para los polinomios R,,, teniendo en cuenta

que deseamos concluir la auto-coherencia, estas matrices serian las mismas matrices que
satisfacen la RRTT (4-2) para los polinomios Q,; tanto para k& = 1 como k = 2. Las

matrices obtenidas son:

4
1120
32 4719
{liul}n>1:= ( 147 ) , 0
= 0
0
\
4576
18515 1;260 0
0 42959 1;14
0 0 Sior
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

B0 0
147
0O 0 0
20
0 0
1 0o o0
0 0
0 0
0 0

0 55625 1120
4719 )

0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 47o19 32
147
0 0 0 0
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(
5 —= 0 0 % 01 0
_ 9 0 55 0 _ 1 0
G =2 (1) (7 L )| 0 -3 0 ) 5
0 7 0 0 _1 0 0 7
\ 7 0 0 0
—L 0 0 0 0
- 0 0 0 0 207 7,
0 1 0 0 0 -5 0 0 0
S 0 0 — 0 0
0 0 —x 0 0 , 1
77 0 o o0 o0 -
0 o o0 o0 -% v
7 0 0 0 0 0
( 1
Looy (000N [0 Y000
{Hp1}tn>0 = (1 0), 1010 0],
0 0 00 10 00100
\ 00010
L0000 0 1000000 )
010000 01 00O0O0O0
001000 001 0O0O00O0
000100 " O 001000 | ’
000010 00 0O0T1O00O0
00 0O0O0T1DP0 )
(
0 0 0 AE)S 0 0
R A W I I N I P
{Fn,Q}nZIZ (ﬁ )7 175 0 ) 1(7)5 1600 0 ) 0 6237 0
175 o 1600 6237 0 0 2352
6237 0 0 2352 9295
\ 9295 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 48
L 0 0 0 0 175 16%0 00 0
0 om0 oo g 0 0 e 23%2 0 0
6237
o o 2 g o |2 Y ws O 0
0 0 92095 8912 0 0 0 27555 0
27455 0 0 0 0 48400
0 0 0 0 48400 102717
192717 0 0 0 0 0

|©©©
3=

o O O o O

|~

o O O

6912
27455

o O O O

e}

10816
43125
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>1 =

ecuacion de coherencia (4-1|) y las matrices anteriormente calculadas. Al hacerlo las matrices
{Mn,l}n

Ahora procedemos a calcular las matrices M, v N, para k = 1,2 haciendo uso de la

calculadas son:
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( _ 1792
_ 320 16575
4719 0
{Nn,l}nZZZ 0 ; 0
0 0
\
2816
"~ 18515 0 0
0 _'igggg 0
7
o0 -2
0 0 0
0 0 0
0 0 0
(
0 0 O
{Mn,Q}nZIZ (i ), % 0 R
45 0 %
\
o 0 0 0 O
= (8) 0 0 0
0 1= fl 0 0
0 0 57 0 0
00 0 3= 0
00 0 0 =
(
0
0 0
{Nn,Q}n22 = 0 ) 640
_ 640 T 6237
6237 0
\
0 0 0
0 0 0
4
— 00
0 -3 90
4608
0 0 27455
0 0 0

5760
0 42959
_ 3% 0
4719
0 ’ 0
X 0
0
O A
0
0
I )
4719
0
O Vs
0 0 0
L0 0
0 & 0 |
0 0 3=
0 0 0
£ 00
0 & g
o o 2
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0
0
0 _ 640
0 ) 6237
131 0
9295 0
0
0
0
O )
0
35200
192717 V

0 0
1792
" 16575 220
0 —&e |-
0 0
0 0
0O 0 0 0
= (8) 0 0
0o &% 0 0 |,
0 0 2= 0
0 0 0 =
0 0 )
0 0
0 0
0o 0 |,...p,
6
57 g O
0 15z 204
0 0 2 )
0 0
0 0
0 0 ,
1344
- 9295 4?608
0 27455

Se puede ver que estas matrices cumplen la condicién dada en la ecuacién (4-3)), y que ademds
al calcular los primeros miembros del sistema de polinomios {Q,, x }n>0, como se muestra a
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continuacion, coinciden con los polinomios R,
( 3, 22 29z 27
2T T° + 565 5
1 11 33 2 22 | 2wy | 22 Ty _ 7
ara k= 1 (1) T+7 oy 4T LY L TY+F T T 5 e
p - 9 _|_l I y 5 7 35 ) $2+@ 17x+_+2_y_£ I
YyTs T Yy 9 63 T 7 T 63 da1
9 63 34 3y Ty 23
L Y 13~ 143 4290
4 4x3 2222 28z | 215 )
T+ 19 323 323 T 4199
wy __2927y_29_x_ﬂ_ 27
x y;l— +% +2 55T 35 T T T 3
2,,2 xy_l?w wy? | Awy 34z Ty My | 17
oY+ 63 T 1 T o9 693, 33 297 toagr | (0
393y _ Thxy 23z Y 3y Ty 23
xy’ + FER + 7 j’ 91 ~ 1001 _ 3003
4 4y 66y° 124y 827
Y+ 7 85 1105 T 12155 J
( 3, 22 _ 29z _ 27
p21 2 T X + 5., 6 s
1 11~ 33 2y 4 2o Ty
ara k=2, ¢ (1) v +24¥ 4 1 $y+ -+ TE T B T
P — 4 ) +l ) Ty 5 7 35 ) T +2xy 17z+_2+2_y_1_7 )
Yyrs 2, 2 _ 17 Yy 63 T 7 T 63 1t
9~ 63 3 43y _ Toy _ 23
\ Y 13 7~ 143~ 429
4 4 4z® 22222 28z | 215 )
T+ BRSNS B = + 199
x? y 2 ry 29z _ 27y 27
Py+H+E 3 5,7 g5 T a5 T T T 5
2,2 Qw_y_lh 2zy doy 3z yT 14y 17
7Y+ 9, 6375+ n T 9, 693," 33 W1 Uo7 |0
xy_ vy 23z 4 y® , 3yT by 23
zy’ + 143~ 429 + % + 5T — 1001 — 3003
4 4y 66y2 124y 827
Y+ 37 85 1105 T 12155 J
Para mas detalle, dirigirse ahttps://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortes0/Published/

EjemploJacobiXJacobi.nb.

4.1.2. x,-coherencia

Para este caso, debido a que no conocemos ninguna de las matrices involucradas, tanto en la
coherencia (4-1)) como en la RRTT (4-2), procedemos a plantear y resolver los sistemas de
ecuaciones obtenidos en términos de los coeficientes de M,, x, Ny i, Fri, G ¥ Hp i, que como

se mencioné anteriormente, son sistemas de (n + 1)(5n + 4) incégnitas y n + 1 ecuaciones.

Debido a la complejidad de los sistemas de ecuaciones obtenidos, se decidié trabajar con

la x1-coherencia (para el otro caso, se trabaja de manera equivalente) y ademds suponemos

que la matriz G, ; era la matriz identidad de orden n + 1; cabe aclarar que G,,; podria ser

cualquier otra matriz, lo cual cambiaria el resultado. Con este supuesto se procede a resolver

los sistemas de ecuaciones generados, obteniendo los siguientes resultados:
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= Paran =1,

32
O
—12 15 1 00 01 0
M= 11 My, = 6 _12 H{{ = =
1,1 (_g)7 2,1 5 %6 Y 171 (0 1 O)’ 1,2 (O O 1
0 _20
9
- Fa(11
Noi= | Fyi(2 11§3+ 2114215(2 ;) _2 F, = Fia(1,1)
; 14 10" 2,1\~ 143 ’ ) —F2,1(2,1)—}—(1)F271(2,2)+% )

F51(3,1) + 15 F2a1(3,2)

1 96
P (TEHEY R g

—F(3,1) — 2 F,1(3,2) + &

= Paran =2,

60 o9
S 0 1000 0100
M3,1: 05 58 12 s H271: 01 00 s HQ’QZ 0010 s
I 0010 0001
o o0 -3

junto con condiciones para las matrices N3 1, F51 ¥ Fho en términos de los coeficientes
de las matrices [, ;.

» Para n = 3, en este punto se observa que las matrices H,, ; tienen un comportamiento

de la forma
10 0 0 010 . 0
0 1 0 0 00 1. 0
Hn 1= s Hn,2 = . )
0 0 10 00O 1

por lo cual se procede a asignar dichos valores a todas las matrices H, ;. Ademas se
generan condiciones para Ny, F31y F32 y se obtiene,

-% 0 0 0
-3 B 00
Myy=| 0 -3 -2 0
o o0 -2 -3
o o o -2

= Paran > 4, los sistemas de ecuaciones generados se vuelven muy grandes y la capacidad
de computo del equipo con el que se contaba no lograba solucionarlo, por lo cual se
procedi6 a tomar algunos fijos y de esta manera poder generar algunos miembros del
sistema de polinomios buscado.
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Realizado esto, los miembros obtenidos hasta este momento son:

(
3 _ 9,2 237x _ 1280y , 2897
2oy A9 z® —3a% + T3 471949"" 4719
r—1 143 Py —a? =2y + 2z — T+ %
{1}, N\ wy—x—y+1 |, 2 2 | 3y , 43 )
y—1 2 _ o 1 ry T —2xy+x—y + = + =
o S_3yt+ 4+
L Yy Y 9 9
4 _ A3 4 234159022 _ 146944xy | 185492w | 1322496y* | 146944y | 1123216759 )
L 4° + Z5o0a57 04809 105963 1 1738165 | 5214495 1 1287080265

3, o 2 .3, 39922 | 53wy | 683z , 25y _ 1997
Ty — 317y Zx + %1 39 T 663 ;'9’239 02619
2,2 _ 9,2, _ 522 _ o2 100 497 | 98y | 35
a:g 2x°y - 2xy” + dxy + C 1%3—{—143—1—143 e
_ 45z 3 9 |, 437zy | 166z .3 , 2Ty 1241y | 9575
5y T LY = 3wy 4+ =55t + g — ¥+ Tor T Toze T amsid

_ 10522 140zy | 35z 4 4.3 10242 1280y 113
T3 T TV A+ Tt s 22308 J

Para ver el resultado y proceso con mas detalle, puede dirigirse al enlace: https://www.
wolframcloud.com/obj/juan.cortesO/Published/EjemploGeneral.nb

4.2. Producto de polinomios Jacobi-Laguerre

Para este ejemplo, se consideré una familia de polinomios tipo Jacobi y otra de polinomios
tipo Laguerre de la forma
()" "

(e.8) — _ )@ -8 _\atn B+n
P ) = g (L= ) (L )P (L= ) (14 1)),

n

g dr
07 ) = (1)"y e ()
Y
2
donde k,, = 2n+atf+1) )
2l (n+a+ B+ 1)
En este caso, se usaron los parametros a = 0, § =2y 7 = 1/2, con los cuales se obtuvo la

familia de polinomios ortogonales {R,,(z,y)},~,, cuyos primeros miembros son:

( 3 3z 3z 3
422 1 :U_42_14+28
_1 3 15 2, _ 3z Ty — ¥y 4 1
(1) x gy B _u 3 LY — =5 3 TT— 1511
’ 3 > Y= 371 |> 2 _5 e _y? | by _ 15 |
Y=2 2 _ gy 4 15 vy i e T
Yy Y 1 3 21y 105y 105

A N

3 2
x2y2—5x22;)y+¥—%+10?—%2—%—%%—%1 .
y' = 18y° + B9 — B4 52 )

Como estudiaremos una relaciéon de autocoherencia en (4-1)), los SPO involucrados {Q,, 1},
{Qn2} v {Py,} son el SPO {R,} ya calculado. Por lo tanto, obtenemos las matrices G,,;, Hy;
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y Fhi, i = 1,2, usando la ecuaciéon de RRTT (4-2)) que deben satisfacer los polinomios R,,.

Las matrices obtenidas son:
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Ahora procedemos a calcular las matrices M, , y N, para k = 1,2 haciendo uso de la

ecuacion de autocoherencia (4-1) y las matrices anteriormente calculadas. Al hacerlo las
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matrices obtenidas son:

PRI

000O0O0O0

1 0000O0
020000
003000
000400
000050
000O0O0®6

)

00 0O0O

10000
02000
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00005
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{Nn,Z}nZQ =

\

o O O

o O O O

o O O O
o O O O O
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S O O o o o

O O O O O O

o O O o o O

Ve

matrices que cumplen la condicién dada en la ecuacién (4-3), y que ademas al calcular
los primeros miembros del sistema de polinomios {Q, x}n>0, K = 1,2, como se muestra a

continuacion, coinciden con los polinomios R,
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Mas detalles en,

https://www.wolframcloud.com/obj/juan.cortesO/Published/EjemploJacobiXLaguerre.

nb

_ 35y | 945
2 + 16 J
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5 Conclusiones y problemas abiertos

Para finalizar, se presentaran algunas conclusiones del desarrollo de este trabajo, y algunos
problemas que quedan abiertos luego de la elaboracién de este.

5.1. Conclusiones

Durante la elaboracién de este trabajo se presentaron diversas problematicas, las cuales con-
sidero relevantes mencionarlas, ya que pueden ser de ayuda para posteriores estudios.

Para iniciar, se intento realizar un estudio mas formal de la coherencia, pero durante este
intento se observé que habia una gran dificultad al momento de abordar el estudio, y por
ende, se planted y se enfocé el trabajo a un estudio de la obtenciéon de ejemplos, que nos
permitiera tener una mejor comprension de la relacién de coherencia en los polinomios de
dos variables y de ésta manera poder, como problema futuro, analizar y formalizar una ge-
neralizacion de la nocién de x-coherencia.

Posteriormente, durante la programacion en el software, se presentaron problemas como fal-
ta de capacidad de la maquina, esto debido a que los sistemas de ecuaciones a analizar son
grandes y la computadora con la que se contaba no lograba dar solucién a estos sistemas para
valores de n > 3. Como intento para solucionar este problema, se hicieron consideraciones
respecto a los valores de las matrices de la relacién de recurrencia a tres términos, F,, ;, G, ;,
H, ;, como por ejemplo que fueran matrices diagonales, algunas con filas de cero, o, valores
semejantes entre el caso n y el n — 1 (estas se tomaron basados en los ejemplos del caso de
la auto-coherencia). Lastimosamente, estas consideraciones no lograron disminuir en gran
medida la cantidad de variables, pero si permitié un analisis de valores de n superiores.

Al momento de trabajar con estos sistemas y las consideraciones tomadas bajo el limitante
mencionado, se intentd fijar inicialmente algunos valores para las matrices F,,;, Gy y Hy,,
pero esto hizo que en algunos momentos se obtuvieran sistemas que no tuvieran solucién;
por ello, se descarté esta idea y se decidio tomar valores fijos solamente en casos donde la
capacidad de computo nos limitara y de este modo poder simplificar las ecuaciones y lograr
avanzar.

Otra dificultad surgié al momento de intentar “automatizar” el método, es decir, realizar la
programacion de modo que el programa solucionara el sistema de ecuaciones y de manera
automatica fuera realizando el reemplazo de los valores obtenidos. Esto solo se obtuvo para
el caso de la auto-coherencia, pero no para los demas, lo cual hace que la programacion
dependa de una persona que tome los valores que se obtienen en la soluciones y haga las
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sustituciones manualmente.

Finalmente, mas alla de los diversos inconvenientes por los que se pasaron durante el de-
sarrollo del trabajo, podemos decir que la programacién realizada, como se observé en el
capitulo anterior y bajo las condiciones mencionadas, nos permite la obtencion de familias
de polinomios zj,-coherentes a partir de alguna familia de polinomios ortogonales escogida
inicialmente.

5.2. Algunos problemas abiertos

Luego de la realizacion de este trabajo, nos quedaron los siguientes problemas que pueden
ser revisados en trabajos posteriores:

» Elaboraciéon de un software que permita determinar de manera sistematica pares -
coherentes dado un sistema de polinomios ortogonales.

= Generar un cédigo que permita estudiar una posible relacion de x-coherencia genera-
lizada para el caso de dos variables.

= Plantear y formalizar, si la hay, una generalizacién de la relacién de xp-coherencia en
dos variables, de manera similar a la que existe para la coherencia en el caso de una
variable.
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