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Resumen

En este trabajo se presenta una visiéon general y simulacién de un modelo de tréafico vehicu-
lar. Este describe la dindmica de un solo vehiculo que se desplaza a través de una secuencia
de semaforos que se enciende y se apaga con una frecuencia especifica. El modelo incluye
tres modos dinamicos: acelerado, desacelerado y nulo. Ademas se muestra la descripcion del
modelo matematico utilizado para simular el sistema. La simulaciéon se desarrollé bajo un
esquema basado en eventos e implementado en Matlab. En cuanto al andlisis numérico, se
construy¢ diferentes diagramas de bifurcacion variando el ciclo del semaforo. Como principal
resultado se evidencian los efectos del ciclo del semaforo en el comportamiento dinamico del
sistema.

Dependiendo de la configuracion de los parametros se pueden implementar estrategias de
optimizacién. Por ejemplo, el fenémeno de ola verde el cual permite reducir el tiempo de
viaje y el consumo de combustible del vehiculo dado que minimiza el nimero de paradas,
durante el recorrido sobre la via.

Palabras clave: Modelo suave a trozos; trafico vehicular; analisis numérico; bifurcacio-

nes; caos.
Abstract

In this paper we present an overview of a vehicular traffic model and its simulation. This
model is characterized by a single vehicle traveling through a sequence of traffic lights that
turn on and off with a specific frequency. The model includes three main dynamical modes,
accelerated, decelerated and null state. We will show the description of the mathematical
modeling used to simulate the system. The simulation was developed under an event driven
strategy and implemented in Matlab. Regarding to the numerical analysis, we built different
bifurcation diagrams where the parameter under variation is the cycle of traffic lights. As a
principal result, we evidence the effects of the cycle of traffic lights in the dynamical behavior
of the system.

Depending on the configuration of the parameters can be implemented optimization strate-
gies. For example, the green wave phenomenon which reduces travel time and fuel consum-
ption due the vehicle minimizes the number of stops along the route.

Keywords: Piecewise smooth model; vehicular traffic; numerical analysis; bifurcations;

chaos.
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1. Introduccion

De cada seis seres humanos que habitan en el planeta, tres viven en ciudades y dos de
ellos pertenecen a paises en desarrollo. La poblacién urbana total se estima en 3.100 millo-
nes (1.000 millones en 1960 y 2000 millones en 1985). Segun estimaciones de las Naciones
Unidas la tasa de crecimiento de la poblacién urbana total es de 1.9 por ciento anual. El
continuo crecimiento de las ciudades origina demandas crecientes sobre la infraestructura
social requeridas para atender las necesidades comunes. La disponibilidad de una adecuada
infraestructura de transporte urbano que permita movilizar a personas y bienes de modo
digno, econémico y rapido se integra en el grupo de necesidades bésicas.

Este problema de movilidad es compartido por casi todas las ciudades del mundo, dado que
la creciente motorizacion y extension del uso de automovil privado genera dificultades en
la movilizacién en las ciudades, asi como costos sociales en el campo ambiental y de acci-
dentalidad. En las ultimas décadas, las fuentes moéviles han contribuido o incrementado los
problemas de contaminacién como consecuencia de los gases que se emiten por los tubos
de escape. Los principales contaminantes lanzados por los automdéviles son: monodxido de
carbono (CO), 6xidos de nitrégeno (NOx) e hidrocarburos no quemados (HC). Por ejemplo,
en el nivel mundial se estima que hacia el ano 2015 las zonas urbanizadas causaran el 80 por
ciento de las emisiones de COs. [47].

La contribucién de los vehiculos a la contaminacion ambiental es debida a la combustion de
estos que generan gran cantidad de gases contaminantes, entre los cuales se tienen:

s Dioxido de azufre: Cada 3000 litros de gasolina quemada por un vehiculo contamina
el aire con 7,5K g de este gas, el cual ocasiona danos en los pulmones y otras partes
del sistema respiratorio [I].

» Monoéxido de carbono: De cada 1.000 litros de gasolina quemada por los automovi-
les, resultan casi 375K g de mondxido de carbono expelidos a la atmédsfera. Cuando una
persona constantemente respira monéxido de carbono se crea un estado de intoxicacién
permanente, algunos sintomas de intoxicaciéon son nauseas, debilidad, dolor de cabeza
y mareos [1].

» Hidrocarburos y 6xidos de nitrogeno: Estos gases son producto de la combustién
incompleta, su principal fuente son los motores de los automoviles. La causa es que cada
vez que se aumenta o disminuye la velocidad de un automévil, se reduce la eficiencia
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de la maquina provocando una combustién incompleta, problema que es mucho mas
frecuente en las ciudades mas transitadas. El humo producido por los automéviles
contiene cerca de 200 distintos hidrocarburos, el biéxido de nitrégeno es nocivo para
los pulmones y constituye una causa importante de irritacién de los ojos, el d6xido
nitrico disminuye la capacidad de la sangre para transportar oxigeno [1J.

Ademas la congestién vehicular fuera de contribuir a la contaminacién del aire también pro-
duce contaminacion actstica que cada dia es mas frecuente en las zonas mas transitadas.
Esto se debe a que movilizarse en algunas ciudades no es tarea facil, dado que la oferta
de la infraestructura no cubre las necesidades de la gran demanda hacia dicha oferta. Esa
desigualdad produce los efectos que estan padeciendo hoy en dia las ciudades de Colombia.
Las consecuencias mas graves de la congestion vehicular son la reduccién de la movilidad, el
aumento tanto del consumo de energia como de la contaminacién, ademas de la pérdida de
tiempo. Una de las causas de esta congestion vehicular es la falta de sincronizacién de los
automéviles; de un lado y la frecuencia de cambio de los seméaforos, de otro [35].

Colombia ha implementado diferentes estrategias con el fin de mejorar el flujo vehicular pero
a pesar de los esfuerzos, el problema aun persiste. Ademas se ha observado a lo largo de
la historia, que el flujo vehicular se ha ido incrementando constantemente, mientras que los
recursos proporcionados para el desarrollo de la infraestructura vial han sido limitados, esto
se ha reflejado en situaciones donde el volumen de transito en uno o mas puntos de una
via excede el volumen maximo que puede pasar por ellos. Por lo tanto, el control de tréafico
inteligente se convertird en una herramienta muy importante en el futuro, para controlar la
congestién vehicular y beneficiar asi, la calidad de vida de las personas, el medio ambiente
y la economia, ya que en una ciudad donde no exista una buena movilidad, se aumentara de
manera alarmante el nivel de estrés de los conductores y sus peatones, ademas se dispa-
rard los indices de contaminacién.

Supdngase una avenida sin intersecciones la cual mueve r carros en un lapso de tiempo, la
contaminacién sera proporcional a r. Pero si sobre dicha avenida se construye una inter-
seccion con seméaforos, por la cual, cruzan igualmente r vehiculos en el mismo tiempo, la
contaminacién en la zona no serd proporcional a 2r, sino mucho mayor, ya que detener los
autos en los semaforos implica mayor consumo de gasolina cada vez que se frena y se arranca
nuevamente. Por lo anterior, y por los retrasos que ocasionan a los conductores, antes de
considerar los seméforos como elementos de control que proporcionan seguridad y movilidad
al flujo vehicular, se debe también considerarlos como los responsables de la mala circulacién
vehicular y el aumento de la contaminacién cuando son mal ubicados y/o mal configurados
[35].

Si al aumento del parque automotor en las ciudades se le suma el mal funcionamiento de
herramientas como el semaforo, entonces la problematica serd cada vez mas compleja. En
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virtud a la gran problematica de movilidad que enfrentan las ciudades colombianas, nace la
necesidad de realizar estudios tedrico-practicos que permitan plantear modelos matematicos
que describan los sistemas de trafico vehicular y, con ellos, se obtengan fundamentos cientifi-
cos con el objetivo de proponer posibles estrategias que ayuden a mejorar el flujo vehicular.
Por esta razén esta investigacion pretende estudiar la influencia de los semaforos en términos
de su ubicacion y parametros de configuracion en el flujo vehicular.

De lo anterior se concluye que para comprender el comportamiento complejo de los sistemas
de trafico vehicular, es necesario conocer la influencia del sistema de semaforizacién en un
solo automévil. Por esta razén esta investigacion propone modelar la dindmica de un solo
vehiculo que viaja a través de una secuencia de seméforos de dos estados (verde y rojo),
con base en el modelo propuesto por Toledo [66]. Este tipo de modelos matemé&ticos podrian
servir de apoyo para comprender la influencia de los semaforos en el comportamiento del
flujo vehicular para plantear estrategias basadas en la configuracion de los seméforos, que
permitan optimizar el tiempo de desplazamiento sobre una via y el consumo de combustible.

1.1. Estado del arte

Existe diversos estudios realizados en modelacién de trafico vehicular, algunos de estos es-
tudios se mencionan a continuacién:

un gran problema que ain persiste desde el siglo veinte, es como organizar el trafico vehicular
en las ciudades. A mediados de los cincuenta Lighthill y Whitham utilizaron el método de
las ondas cinematicas para pronosticar el comportamiento del flujo en diferentes tipos de
cruces en una via, esta teoria de ondas se ha utilizado para encontrar la regién de mayor
congestién vehicular, a lo largo de una calle principal con cruces peatonales. [43].

Posteriormente, Kai Nagel and Michael Schreckenberg introducen un modelo autémata dis-
creto estocastico para simular el trafico en una autopista, aplicando el método Montecarlo.
Las simulaciones de este modelo muestran una transicion del flujo de trafico a ondas de
(inicio-parada) con incremento de la densidad vehicular. Este modelo se basa en la relaciéon
parabdlica entre el flujo ¢ y la densidad p, dicha relacién tiene a la velocidad como tercera
variable. Esta ecuacion es considerada como una de las mas importantes en el analisis de
trafico vehicular y a menudo es escrita asi: ¢ = pv. Dado que la velocidad es un pardmetro
que puede variar debido a diferentes aspectos en una via, entonces en este modelo autéomata
se determinaron diferentes familias de curvas segin los supuestos y las leyes que lo rigen [50].

En el 2004, Toledo construye un modelo en el cual se considera un solo vehiculo moviéndose a
través de una secuencia de semaforos de dos tiempos, con un periodo especifico, la contribu-
cién importante de este trabajo es que la dinamica no trivial depende de la aceleracion finita
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y a la capacidad de frenado de los vehiculos para un conjunto de pardmetros [66]. Debido
al desarrollo complejo que presentan los sistemas de trafico en un trabajo posterior Toledo,
Cerda y Munoz en el 2007, plantean estrategias de control, basadas en la sincronizacion de
los semaforos, estas estrategias permitieron demostrar que los sistemas de transito fueran
menos cadticos. Ademds, en este trabajo se analizé un fenémeno muy interesante como lo
es la resonancia en términos del tiempo de viaje, la velocidad y el consumo de combustible.
Un resultado importante del modelo de Toledo aplicando las estrategias de control es que el
comportamiento cercano a la resonancia no depende de la aceleracion finita y la capacidad
de frenado del vehiculo. En este modelo determinista de Toledo se estudié la resonancia
para un solo vehiculo viajando a través de una autopista y se demostré que la resonancia
era un comportamiento universal independiente de la geometria de la via para el caso de la
estrategia de la ola verde. [65]

En el 2009, Varas y Cornejo investigaron si el comportamiento universal estudiado por To-
ledo cercano a la resonancia persiste cuando varios carros interactiian sobre una misma via.
Para conocer el comportamiento de esta dinamica hicieron uso de un modelo autémata celu-
lar, ademéas encontraron que para la ola verde, la ley de escala critica de la velocidad media
permanece incluso en la separacion aleatoria entre los semaforos y no es dependiente de la
densidad. La independencia de la densidad del carro es interrumpida cuando las perturba-
ciones aleatorias son consideradas en la velocidad del auto. Las perturbaciones aleatorias
en la velocidad también tienen el efecto de dejar el sistema en un estado emergente, donde
los carros se mueven en grupos, pero con una velocidad media la cual es independiente del
cambio de los semaforos.[70].

Una nueva exploracion, en el 2010, se le hace al comportamiento cadtico y no trivial del
modelo propuesto por Toledo. Se muestra que el comportamiento no trivial surge incluso
en la regiéon no caodtica debido a la existencia de trayectorias periddicas que tienen multiple
periodo, donde esta dindmica microscopica no puede ser observada en un modelo autémata
celular tradicional. Para realizar el analisis del comportamiento cadtico y de la dinamica
no trivial, encontraron la regiéon cadtica, la cual se define como la regién del diagrama de
bifurcacién donde se puede estimar un exponente de Lyapunov positivo. Para caracterizar
la regién caodtica del modelo propuesto por Toledo, encontraron los limites de la region en la
cual ocurre el comportamiento cadtico y la dinamica no trivial y calcularon numéricamen-
te los exponentes de Lyapunov. Al realizar el proceso anterior concluyeron que cuando se
incrementa la capacidad de frenado, la region cadtica aumenta su tamano en el espacio de
pardmetros y cuando se incrementa la capacidad de frenado tres veces o mas que la capaci-
dad de aceleracién se obtiene caos. [72]

Es importante mencionar algunos trabajos que incluyen los buses del transporte publico y
conocer su dinamica cuando interactiian con los semaforos. Wei-neng Huang en el ano 2008,
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estudié la distribucién del tiempo de un bus interferido por el funcionamiento de los seméafo-
ros. En este trabajo se demuestra que la distribucion del tiempo-avance puede ser modificado
de manera significativa mediante un semaforo cercano y se concluye que el tiempo promedio
de avance de un bus transmite poca informacién a los pasajeros para estimar el tiempo de
su llegada [76]. Villalobos, en su tesis doctoral, estudia el caos en sistema de transito, en
uno de sus modelos considera un bus viajando a través de una secuencia de semaforos con
la posibilidad de parar entre los seméforos a recoger o a dejar pasajeros, en una parada fija.
Este modelo es una buena representacién del Sistema de Bus Répido (Bus Rapid Transit),
debido a que las vias que usan los buses de este sistema no interactian con otros vehiculos.
[73]. Un esquema de control hibrido para sistemas de tréfico en autopistas es trabajado por
Sacone y Siri, en el 2011, el cual es caracterizado por la combinacién del tiempo conducido y
la dindmica de los eventos de conduccién con el objetivo de reducir el fenémeno de congestién
en las autopistas [58].

Debido a la gran congestion que ocurre en las ciudades de Colombia, vale la pena mencionar
algunas investigaciones que se han realizado en algunas de estas ciudades. Por ejemplo, se ha
intentado modelar el flujo vehicular de la ciudad de Bogoté, dado que su sistema de transpor-
te es realmente congestionado y cadtico. Algunos de estos trabajos que modelan diferentes
escenarios de su sistema de transporte son de L.E Olmos, J.D Munoz, en el 2004. En los
cuales para conocer el comportamiento del flujo vehicular, proponen un modelo autémata
celular que reproduce el comportamiento experimental de la dindmica vehicular incluyendo
tres elementos, el primero es el espacio que usa el conductor para decidir si acelera o frena
frente a cierta situacion. Es decir, la histéresis entre la aceleracién y el frenado, el segundo
elemento es el tiempo que el automévil toma para alcanzar el proximo valor de velocidad,
este permite encontrar el tiempo de retraso en la aceleracion, tercero y ultimo es el tiempo
de reaccién de frenado instantaneo debido a que el carro de adelante frena de manera inespe-
rada. [52]. Ademds estos autores en un trabajo posterior construyen dos modelos autématas
celulares, el primero para una via de un solo carril en la cual viajan carros particulares y, en
el segundo se considera una autopista de dos carriles y trafico mezclado, es decir, vehiculos
particulares y buses. Como resultado de estos modelos se obtuvieron los diagramas de flujo
y densidad los cuales fueron comparados con datos experimentales. Estos modelos muestran
que la causa de que haya un flujo alto son los pequenos espacios que los conductores bogo-
tanos mantienen con el vehiculo de adelante, incluso en velocidades altas [53].

En el ano 2007, Salcedo, Pedraza y Hernandez, presentan el diseno de un modelo de trafi-
co vehicular, el cual examina el trafico existente en una via principal de Bogotd, a través
de una serie de semaforos, en este modelo se implementan algunas estrategias de control
sincronizando el tiempo de duracién y de desfase de los semaforos. Lo importante en este
trabajo es la utilizacién de Sistemas de Inferencia Difusa Basados en Redes Adaptativas [59].
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1.2. Estrategias implementadas para los sistemas de
transito

Durante los anos 90 las principales ciudades de América Latina emprendieron grandes pro-
gramas con el objetivo de mejorar la dindmica del flujo vehicular. Una de las estrategias fue
la construccién de grandes autopistas, vias urbanas, sistemas de semaforizacién, que llevaron
a mejorar la infraestructura vial, pero la insuficiencia de los impactos obtenidos a través de
esta nueva infraestructura, condujo a que se implementaran nuevas estrategias como el Sis-
tema de Bus Rapido (Bus Rapid Transit "BRT”), en 1995 se construyé el primer ramal de
la ciudad de Quito. Desde el 2000 la instalacién y operacion de estos sistemas ha registrado
una gran expansion, que comprende TransMilenio en la ciudad de Bogota, (1998); el siste-
ma Interligao” Sao pablo, Brasil (2003), el BRT de México (diseiado para complementar el
metro), el Megabts de Pereira (2006), en Guayaquil (2006), Guatemala (2007), En el 2009
entré en operacion el sistema Masivo Integrado de Occidente " MIO”, en Santiago de Cali.
También en diciembre de 2009 se puso en funcionamiento, en forma pre-operativa en Buca-
ramanga, Metrolinea y, por ultimo, el Metroplus el 22 de diciembre de 2011 en la ciudad de
Medellin.

En estos ultimos anos, cientificos norteamericanos y rumanos han desarrollado un modelo
informatico basado en informacién real que atribuye inteligencia a los semaforos para opti-
mizar la gestion del trafico. De esta forma han comprobado que se reduce un 28 por ciento
del tiempo de espera en los cruces en hora punta y un 6,5 por ciento las emisiones de C'Os
[49].

Otras estrategias implementadas son las ciclo rutas, puentes peatonales en puntos estratégi-
cos, restricciones sobre el uso de automéviles privados en las horas pico y un gran nimero de
campanas en favor de una mejor cultura civica. Sin embargo, a pesar de todas estas estra-
tegias, la congestién del trafico continia y sigue produciendo una serie de efectos negativos
en la poblacién.

Adicionalmente, vale la pena mencionar otro tipo de estrategias que se han utilizado en busca
de dar posibles soluciones a la problematica de la congestion vehicular, entre las cuales se
encuentran:

1. Estrategias de tiempo fijo: Mediante el uso de registros historicos de flujo vehicular
y densidad vehicular, las estrategias de tiempo fijo son ajustadas a periodos de tiempos
largos donde los parametros se asumen constantes. A continuaciéon se muestran las
principales herramientas y/o algoritmos utilizados bajo las estrategias de tiempo fijo
56, (54]:

= Control de intersecciones aisladas con tiempos fijos: En esta estrategia, los tiem-
pos en verde y de la fase son optimizados con base en registros historicos del
trafico. Los ejemplos mas conocidos de este tipo de estrategias son el SIGSET
(programa en fortran) y el SIGCAP. El primero busca minimizar el tiempo total
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de espera en una interseccién [3] y, el segundo busca maximizar la capacidad de
la interseccién [4].

= Control coordinado de intersecciones con tiempo fijo: Estas estrategias son las mas
utilizadas al rededor del mundo debido a su buen desempeno en condiciones de
no saturacion. Ademads no requieren instrumentacion para medir el estado de las
redes en tiempo real; entre los ejemplos mas comunes de este tipo de estrategia se
tienen, en MAXBAND y UTCS, los cuales procuran maximizar el ancho de banda
de las avenidas principales. Cabe mencionar que el MAXBAND es la encargada
de introducir la denominada ola verde, la cual consiste en maximizar el ntimero
total de vehiculos que logren atravesar la mayor cantidad de seméaforos a lo largo
de una via a una velocidad determinada.

2. Estrategias de control sensibles al trafico: A diferencia de las estrategias de tiem-
po fijo, en estas estrategias se ejecuta su logica de actuacién con base en mediciones
de trafico vehicular en tiempo real. De igual forma estas estrategias se dividen en dos:
Control sensible al trafico de intersecciones aisladas: entre las estrategias mas relevan-
tes de esta categoria se encuentra el denominado método de intervalos de vehiculos
y su version evolucionada MOVA. La diferencia entre estas dos versiones es que la
primera incrementa el tiempo de verde cada vez que se detecta un vehiculo dentro de
un intervalo critico; y la segunda realiza con una periodicidad determinada, un anélisis
de costos y beneficios sobre la decisién de cambiar de fase en la interaciéon actual o en
la siguiente [56].

3. Control sensible al trafico de intersecciones coordinadas: en el caso de las estrategias
centralizadas, la informacién recopilada por el sistema de sensores es enviada a un
centro de control de trafico urbano, donde es procesada para calcular los tiempos
6ptimos. Estos tiempos son entonces enviados a cada controlador de seméforos [56].

1.3. Modelado matematico del flujo vehicular

La parte mas dificil al usar las matematicas para estudiar una aplicacion es la conversion de
los fenomenos de la vida real al formalismo matemético. Por lo general esto es complicado
porque implica la conversién de hipdtesis imprecisas en férmulas precisas. La modelacién
no es facil, lo importante es recordar que el estudio de un sistema dindmico conlleva varias
etapas, las cuales se resumen en los siguientes enunciados:

s [dentificar el sistema real de interés.

= Construir un sistema modelo que represente de manera simplificada el sistema real de
interés, su dinamica y sus interacciones principales que determinan el comportamiento
dindmico.
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» Establecer las suposiciones necesarias que permitan la formulacién de un modelo (ami-
gable) y viable en su aplicacién, que represente de manera apropiada las propiedades
fundamentales que se quieren estudiar.

= Evaluar el sistema modelo y sus predicciones con relacion a las caracteristicas y pro-
piedades del sistema real [14].

Es conveniente anotar que los modelos no se deben confundir con la realidad, ya que ellos
representan solo una vision simplificada del sistema fisico real. Estos solo incluyen un con-
junto de variables que caracterizan de manera completa el estado del sistema, incorporan
parametros de control y dan una regla de transformacién de estados del sistema como una
operacién que genera datos de salida a partir de datos de entrada.

Existe muchas aproximaciones matematicas que intentan modelar el flujo de trafico vehicular
en términos de alguna de sus caracteristicas. Gracias al caracter estocastico y multivariable
del trafico vehicular se han desarrollado modelos de este flujo de diferentes formas. A partir
de alli, se determiné que el flujo puede tener diferentes enfoques: macroscépico, mesoscopico
y microscépico y que, en general, todos los modelos deben ser regidos por las mismas varia-
bles fundamentales: velocidad, densidad y flujo, y por relaciones o ecuaciones entre dichas
variables [51].

1.3.1. Modelos microscopicos

Estos modelos, presentan la escala m&as pequena para el acercamiento al andlisis de los
sistemas de trafico urbano. Ademads estos buscan describir el comportamiento de un ser
humano al volante de un automdévil cuando es influenciado por los diferentes estimulos y
obstéculos tipicos de una via [56, [35]. Algunos modelos microcépicos son:

= Modelos del carro siguiente: Busca estudiar el comportamiento de un vehiculo
con respecto del vehiculo que va adelante [20]. Por ejemplo el modelo de Gipps, el
cual estima la respuesta del vehiculo siguiente basado en el supuesto de que cada
conductor establece limites a su aceleracién y desaceleracion. Ademads, asume que el
conductor del vehiculo siguiente no sobrepasa la velocidad crucero y cuando la consigue,
inmediatamente su aceleracién se hace cero [27].

= Modelos de la General Motor: En general, trabajan con un solo principio: Res-
puesta = funcién (Sensibilidad, Estimulo).
La Respuesta esta siempre representada por la aceleracion o desaceleraciéon del vehicu-
lo siguiente y el estimulo por la velocidad relativa entre el vehiculo precedente y el

vehiculo siguiente. La diferencia entre este tipo de modelos esta en como se representa
la sensibilidad [35].
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» Modeling traffic through a sequence of traffic lights: Todelo, en el ano 2004,
introduce un modelo de trafico microscopico, basado en el comportamiento cinemaético,
que consta de un solo vehiculo que se desplaza a través de una secuencia de semaforos
que se encienden y apagan con una frecuencia especifica [66].

= Modelos autéomatas celulares: Los mas reconocidos son los modelos de Kai Nagel,
Michael Schreckenberg, M. Bando, M. Fukui y Y. Ishibashi [38, [34] 50].

= Algoritmo genéticos y modelos autémata celular: Sanchez, J. se presenta en
[60] una metodologia para la optimizacién de los ciclos de un seméforo en una red de
trafico. Se disena un modelo de trafico microscopico y se usa ademas un autémata
celular. Con esta teoria los vehiculos se consideran como entidades unidimensionales,
las calles se ejemplifican como un conjunto de puntos; en cada punto solo puede haber
un vehiculo en cada instante de tiempo. Para alcanzar una solucién del problema
se representa el estado de los semaforos mediante un cromosoma, que tiene longitud
variable en funcién del periodo de tiempo que se quiera optimizar, aunque se supone
que ese periodo de tiempo representa un ciclo base que se repite indefinidamente.
Este cromosoma estd compuesto por valores enteros que representan qué seméaforo
estd abierto en el cruce en cada momento. Los resultados obtenidos con esta codificacién
y el simulador descrito muestran que aparte de ser una forma valida, permite optimizar
varias intersecciones al mismo tiempo, lo que reduce los tiempos de calculo con respecto
a otras soluciones.

= Modelo de Conservaciéon vehicular: Especialmente disenado para simulacion de
flujo en autopistas de varios carriles. Se basa en la ecuacién de conservacién vehicular

).

1.3.2. Modelos macroscoépicos

Este tipo de modelos es apropiado para aplicaciones de gran escala donde las principales
variables de interés se encuentran relacionadas con las caracteristicas del flujo [56]. Ademaés
se enfocan en captar las relaciones globales del flujo de trafico, tales como velocidad de los
vehiculos, flujo vehicular y densidad de trafico. Por su naturaleza son modelos continuos
que hacen uso extensivo de ecuaciones diferenciales. Incluye a los modelos de gases cinéticos
y los hidrodinamicos. Helbing, Treiber y Pipes son algunos de los investigadores de mayor
renombre en esta area. Dentro de los modelos macroscopicos existen modelos puramente
empiricos, denominados modelos de capacidad y nivel de servicio, que renuncian al plantea-
miento preciso de ecuaciones diferenciales y se limitan a establecer relaciones empiricas entre
las principales variables bajo control del disenador [51].

Algunos modelos macroscépicos son:
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= Modelos de asignacién de equilibrio

e Equilibrio del usuario: Un sistema gobernado por este modelo, asignara a
los usuarios rutas hasta encontrar un equilibrio, de manera tal que para cada
usuario, una vez todas las rutas estén asignadas, serd imposible cambiar su ruta,
sin incrementar el costo del viaje [46].

e Modelo de optimizaciéon del sistema: Busca minimizar el tiempo total de
viaje de toda la red, implica que cada usuario debe respetar una ruta asignada
(no necesariamente la mejor) por el sistema, de manera tal que la optimizacién
se lleve a cabo [46].

= Modelo lineal de B. D. Greenshields: Consiste en la linealizacién de un conjunto
de datos obtenido por el investigador, donde se establecen las diferentes relaciones
parabdlicas, no solo entre la densidad y el flujo, sino también entre la velocidad y el
flujo y una relacién lineal decreciente entre la velocidad y la densidad [30].

= Modelo logaritmico de H. Greenberg: Este es uno de los modelos que apoyado
en la analogia del flujo vehicular con el flujo hidrodinamico, tuvo mas resonancia en la
ingenieria y el estudio del trafico. De la combinacién y discretizacion de las ecuaciones
de movimiento y continuidad de fluidos compresibles, aplicadas al flujo vehicular, se
obtienen las principales ecuaciones. Se debe anotar que el modelo, tiene gran nivel de
validez especialmente en flujos congestionados, pero que falla en condiciones de flujo
libre [35] 29].

» En [41], adaptan el modelo clasico LWR. Lighthill- Whitham-Richards, en una versién
continua, el cual es aplicado a un sistema de redes. Para esto se realizaron varias adap-
taciones especificas del modelo basico: introduccion de flujos parciales, posiblemente
flujos no homogéneos en los enlaces y el modelado de interseccion. Como resultado de
estos cambios se obtuvo un modelo macroscépico de flujo de trafico de primer orden.
Ademas, se discutieron tres diferentes enfoques de modelado y se demostré que los tres
tipos de modelos estan relacionados y compatibles con los modelos de flujo de enlace.

» Una de las principales variables de interés en los modelos macroscépicos es la dinamica
de flujos. Por esta razén en [12] se considera un modelo matemético para flujos en re-
des viales, este modelo se basa en las leyes de conservacion, donde las redes viales son
estudiadas como graficas compuestas por arcos que se encuentran en algunos nodos
que corresponden a los cruces, las cuales juegan un papel importante. De hecho las
interacciones ocurren en los cruces y el problema aqui es indeterminado. La aproxi-
macién de las leyes de conservacion a lo largo de los arcos se lleva a cabo mediante el
uso de métodos conservadores, como el esquema clasico de Godunov. Los problemas de
Riemann se resuelven por medio de un algoritmo de simulaciéon que procesa cada in-
tercesion. Ademas, se presenta el algoritmo y su aplicacién para algunos casos simples
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y para partes de una red urbana.

» En [16], se hace referencia a un modelo de dindmica de fluidos para el flujo del tréfico
vehicular en una red vial la cual la definen como un conjunto de calles con cruces, donde
consideran una sola ley de la conservacion, deducida de la conservacion del nimero de
automéviles en una red de vial. El problema de evolucién esta indeterminado en los
cruces, por consiguiente se eligieron algunas reglas fijas para la distribucion del trafico y
un criterio de optimizacion para el flujo. Ademas se probaron la existencia de soluciones
para el problema de Cauchy y mostraron que la dependencia continua de Lipschitz de
los datos iniciales no se mantiene en general, pero se sostiene bajo ciertos supuestos.

» En [I1], se propone una discretizacién basada en Godunov de un sistema hiperbélico
de las leyes de conservacion con flujo discontinuo, para modelar el flujo vehicular en
una red. Cada ecuacién describe la evolucién de la densidad de vehiculos que tienen
una trayectoria en comun a lo largo de la red. Se muestra que el algoritmo selecciona
automaticamente una solucién admisible en los cruces, por lo tanto, los procedimientos
especiales externos (por ejemplo, la maximizacién del flujo a través de un método de
programacion lineal) usualmente empleando la teoria cldsica no es necesario debido a
que los usuarios no tienen que tratar explicitamente con la dindmica del vehiculo en el
cruce. Por 1ultimo, el codigo numérico puede ser implementado en minutos.

» En [15], se aborda el problema de la regulacion del trafico vehicular, es decir, dada una
interseccion con algunas entradas y algunas salidas, es preferible regular el flujo a través
de un semaforo o por medio de una rotonda?. El objetivo de este articulo fue entender
qué solucién tiene un mejor rendimiento desde el punto de vista de la cantidad total
de vehiculos que pasan por el cruce. Para hacer frente a este problema se considerd un
modelo de dindmica de fluidos para el flujo de trafico en una red vial. El modelo es
el propuesto en [26] y se aplica para el caso de cruces con seméforos y con rotondas.
Primero consideramos el tiempo del seméaforo como control y determinamos los flu-
jos asintdticos. Segundo, extendemos y completamos el modelo de [26] introduciendo
algunos pardmetros de la via. También en este caso se determiné el comportamiento
asintotico. Se comparo los resultados de las dos soluciones. Por ltimo, se concluye que
la eleccion es preferible, segin el nivel de trafico y la necesidad de control, y le damos
indicaciones sobre la manera de ajustar el tiempo del semaforo y rotonda de acuerdo
a los parametros de la via.

= Un modelo para la formacién y evoluciéon de los atascos de trafico: En este
articulo se realizé y analizé un modelo de flujo de trafico, que describe la formacion y
la dinamica de los atascos vehiculares. De este analisis se obtuvo el comportamiento
dindmico particular de grupos (o atascos de tréfico[§].
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Modelo exponencial de R. T. Underwood: La formulaciéon de este modelo busca
representar mas fielmente el comportamiento del flujo libre. Es mas usado para modelar
autopistas y avenidas o carreteras urbanas, donde se presenta mas este fenémeno. Tiene
mucha aceptacién en condiciones de flujos no congestionados [6§].

Modelos macroscépicos que incluyen flujo de peatones

En este documento se hace un acoplamiento usando el modelo clasico macroscépico
de Lighthill-Whitham-Richards para flujos de trafico vehicular y para el flujo de pea-
tones se usa el modelo de Hughes. Este nuevo modelo es investigado numéricamente,
asumiendo diferentes situaciones fisicas, donde los peatones y los vehiculos interactian
entre si[9].

En [10] se discute el acoplamiento de flujo de tréfico con el movimiento de los peatones.
Primero revisaron el acoplamiento del modelo Lighthill-Whitham para el tréfico en
carretera y el modelo de peatones Hughes que se presenta en [9]. Ademds trabajaron
diferentes escenarios numeéricos e investigaron dicha interaccién entre ambas dinamicas.
También un enfoque especial le dieron a la colocacion de cebras o paso para los peatones
de tal manera que se facilitara el paso de ellos a través de una calle concurrida.

En este articulo [55] se presenta una nueva clase de modelos macroscépicos para flujo
de peatonales, donde cada individuo se supone que se mueve hacia un objetivo fijo. La
ecuacion resultante es una ley de conservacion con un flujo no local. Cada ecuacién en
esta clase genera un semigrupo de Lipschitz de soluciones y es estable con respecto a
las funciones y parametros que la definen. Por otra parte, las propiedades cualitativas
como la acotacion de la densidad de peatones fue demostrada. Ademads, presentan mo-
delos especificos y sus propiedades cualitativas son mostradas a través de integraciones
numéricas.

Es importante mencionar que la teoria de control y optimizacién es utilizada en algunos
modelos macroscépicos. Por ejemplo :

e En [24], se realiza un enfoque de optimizacién discreta para redes de suministro
de gran escala basado en ecuaciones diferenciales parciales. En este trabajo se
introduce un problema de control éptimo continuo gobernados por ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales que modelan las cadenas de suministro sobre
redes viales. Finalmente, investigaron propiedades numéricamente del modelo y
obtuvieron resultados numéricos para un ejemplo del mundo real.

e Un problema de control 6ptimo de seméforos es analizado en [2]. Este consiste,
en que conocidas las tasas de llegada y de salida de vehiculos en un cruce, para
un entero N dado, y un tiempo inicial ty, se calcula una sucesién tq,....ty de
instantes de cambio de las luces de los seméforos 6ptima bajo un criterio. El
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criterio a considerar se expresa por medio de un funcional objetivo el cual es el
que se desea minimizar.

e Igualmente, en [31] se consideran dos modelos para el flujo de tréfico sobre redes
viales donde el flujo es controlado en los nodos de la red. Para la optimizacién
analitica y numérica del control, el conocimiento del gradiente del funcional ob-
jetivo fue de gran utilidad. Determinaron el gradiente de dos maneras: prime-
ro, obtuvieron las ecuaciones adjuntas para el modelo de red de flujo de tréfico
continuo y segundo encontraron las ecuaciones adjuntas para el modelo discreto.
Ademas, presentaron algunos ejemplos numéricos para la soluciéon de un problema
de control éptimo para una red en particular de flujo vehicular.

e Wann-Ming Wey en [74] controla una interseccién aislada aplicando técnicas ba-
sadas en la teoria de control de sistemas lineales para resolver el problema del
modelo lineal de trafico. La contribucion principal de este articulo es el desarrollo
de una metodologia para aliviar la congestion recurrente en la interseccién aislada,
causada por la alta demanda del transporte, usando la tecnologia existente.

e En [19], se analiza un problema de control éptimo de seméaforos para un cruce
de dos carreteras con los dos sentidos de circulacion. Se expone primero, un mo-
delo exacto y aciclico que describe la evoluciéon de las longitudes de las colas en
cada carril como una funcion del tiempo y de los instantes de cambio. También
se expone la forma de determinar una sucesién switching subdptima para este
sistema.

e Smith, M. J. en [62] argumenta el uso de senales de respuesta de la capacidad de la
red (en vez del total de gastos de viaje) como criterio del control. La capacidad de
la red se maximiza si las seniales funcionan para igualar la densidad de trafico en
las zonas mas ocupadas de la red. Este es otro ejemplo de optimizaciones locales
multiples en vez de una optimizacion global.

e Se presenta un nuevo modelo para las redes de trafico vehicular [33], con base
en una descripcion detallada de las intersecciones. Para obtener las condiciones
adecuadas en las uniones, se introducen ecuaciones que describen varios carriles y
estos. El nuevo modelo resultante se compara con modelos actualmente conocidos
para redes de flujo de trafico. Finalmente, el modelo es utilizado para la simulacion
y optimizacion de redes.

» En [7], se presenta una revisién y andlisis critico de la literatura matemética en la
modelizacion de los fenémenos de trafico y multitud de vehiculos. El estudio de los
modelos se realizd a las escalas de representacion y los marcos matematicos que se
utilizan para el enfoque de modelado. El documento también hace referencia a la
dificultad que presenta el modelado de sistemas complejos, el cual consiste en grandes
sistemas de individuos que interactiian de una manera no lineal, donde una de las
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dificultades es el hecho de que estos sistemas son dificiles de modelar a un nivel global
o macroscopico cuando es basado solo en la descripcion de la dinamica de los elementos
individuales. La revision se concluye con un analisis critico centrado en perspectivas de
investigacién que se centraron en el desarrollo de una estrategia de modelado unificado.

1.3.3. Modelos mesoscépicos

Son una aproximacion de una mezcla de algunas caracteristicas de los modelos macrocéspi-
cos y microcépicos. Los modelos mesoscopicos (cinéticos) definen una funcién que expresa
la probabilidad de que un vehiculo a determinada velocidad se encuentre en cierto tiempo
en determinada posicién [51].

= Un ejemplo de este tipo de modelos fue propuesto por Klar, A; Rascle, M; Materne, T,
en el ano 2002. En este trabajo establecen una conexiéon entre un modelo microscépico
de seguimiento al lider basado en ecuaciones diferenciales ordinarias y una semidis-
cretizaciéon de un modelo continuo macroscépico con base en la ley de conservacion.
También se muestra rigurosamente que, al menos en el caso homogéneo, el modelo
macroscopico puede ser visto como el limite de la discretizacion de tiempo del modelo
microscopico con el aumento en el niimero de vehiculos, con una escala en el espacio y
el tiempo para el cual la densidad y la velocidad se mantienen fijas [39)].

= En ano 2001, Helbing, D. hace una revisién de los principales enfoques de modelado
de tréfico de vehiculos y peatones en [32]. En este articulo Helbing trabaja con datos
empiricos y hace una formulacién de un modelo que influyen caracteristicas micro -
macro, para el modelado de sistemas de muchas particulas auto-impulsado que incluye
los sistemas de espin.

Debido al interés de esta investigacion, es importante mencionar algunos trabajos realizados
que incluyen el sistema de semaforizacion.

= El uso del semaforo es una de las estrategias de control de trafico méas populares que
se han adoptado para la gestién de la demanda y reducir la congestion. Pero si no se
disena adecuadamente dara lugar a demoras y aumento del tiempo de viaje excesivo.
Por lo tanto, las senales deben ser disenadas con base a la teoria del flujo de trafico
que requiere un buen conocimiento del sistema de transito. En [71] propusieron un
esquema de control con base en un modelo macroscépico para el trafico de la India. En
este modelo consideraron la densidad del tréafico y la velocidad como variables de estado
para caracterizar el sistema y el esquema de control desarrollado regula la densidad
dentro de las vias.

» En [2§] realizaron un estudio a las redes de flujo de trafico vehicular incluyendo seméfo-
ros en las intersecciones. Mateméaticamente consideraron un modelo de trafico dinamico
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no lineal, donde los semaforos se modelaron por medio de funciones constantes a trozos
para las senales rojas y verdes. El problema de control consistié en encontrar configu-
raciones (stop and go), las cuales dependen del volumen del tréfico presente. Ademés
proponen una estrategia de solucion numérica y muestran los resultados computacio-
nales.

» Un algoritmo de busqueda rapida para la sincronizaciéon éptima de la senal de un
seméforo en las intersecciones sobresaturados individuales es propuesto en [42]. Tam-
bién ilustran la eficiencia del algoritmo con un ejemplo numérico de la literatura.

» Salcedo [59] propone un modelo de semaforizacién inteligente para la ciudad de Bogota,
basado en el modelo microscodpico de trafico vehicular de Toledo [66]. Este modelo
describe el comportamiento cinematico de un solo vehiculo que viaja a través de una
secuencia de seméaforos que encienden y apagan con una frecuencia especifica y analiza
un grupo de vehiculos que viajan a través de una secuencia de semaforos que presenta
distancias variables entre ellos. El controla los seméforos para mantener la velocidad
maxima de la corriente vehicular permitida en la via.

» Espinosa en [22] desarrollé un controlador de trafico difuso, que dispone de un algo-
ritmo de vision artificial, el cual contabiliza el ntimero de automoviles presentes en
imégenes, captadas por camaras que estan ubicadas estratégicamente y en respuesta,
proporciona la secuencia de acciones que optimizan el flujo vehicular, haciendo que
opere de manera auténoma, centralizada y eficiente. Cabe destacar que en la aplica-
cién del algoritmo, obtuvieron una disminuciéon del 20 por ciento en los tiempos de
retraso para cada vehiculo, ademas de demostrar su rapida adaptabilidad y eficiencia
a los cambios propios del trafico vehicular.

= Debido a los embotellamientos en la ciudad de Bogotd, Rogelez en [57] describe un pro-
totipo de un sistema de semaforizacion inteligente que controla los tiempos de ilumina-
cién verde, roja y amarilla de los seméaforos, con el objetivo de minimizar la congestion
vehicular de la ciudad. El sistema aprende cémo se comporta el trafico y sabe coémo
condicionarlo con base en los algoritmos genéticos. Para esto realiza un seguimiento
continuo del flujo vehicular y con esta informacion crea las primeras generaciones de
tiempos para los semaforos. Luego revisa cudles tiempos se adaptaron mejor al siste-
ma, es decir, aquellos que minimizaron el trafico y, finalmente, a través del cruce y la
mutacién que provee el método de aprendizaje de los algoritmos genéticos que simulan
un proceso evolutivo, controla el trafico de la ciudad y ayuda a minimizar los tiempos
de recorrido del sistema de transporte masivo Transmilenio.

= Jiménez y Sarmiento determinaron una propuesta metodoldgica con variables claves
para desarrollar sobre un corredor vial arterial con trafico interrumpido un sistema
adaptativo de control y optimizacién del trafico, SACOT, que ajuste el funcionamiento
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de los semaforos en tiempo real de acuerdo con el nimero de vehiculos que llegan a un
cruce, medidos en términos de densidad vehicular, y cuyos datos son procesados On
Line, esta propuesta fue aplicada a la ciudad de Medellin[36].

A continuacién se hace una breve descripcién de cada capitulo de esta investi-
gacion:

En el capitulo 2, (Modelo matemdtico para un solo vehiculo), se realiza la descripcién del
modelo suave a trozos Ec.(2-I]), mediante el cual se describe la dindmica de un solo vehiculo
que se desplaza a través de una secuencia de seméaforos que se enciende y se apaga con una
frecuencia especifica. Ademads se obtuvo la normalizacién del modelo suave a trozos Ec.(2=5]).
También se muestra el diagrama de transiciéon de estados Fig.(2=4]) utilizado para simular el
sistema. Esta simulacién se desarrollo utilizando una de las principales estrategias para inte-
gracién numérica de soluciones de sistemas suaves a trozos que es bajo un esquema basado
en eventos e implementado en Matlab.

En el capitulo 3, (Andlisis de simulaciones numéricas), se realizé la descripcién y la com-
paraciéon de cuatro modelos, los cuales fueron obtenidos al variar los parametros del sistema
Ec.([2=1) que describe la dindmica de un solo vehiculo y la funcién (2=3) que modela el
semaforo:

1. Modelo I: describe la dinamica de un sélo vehiculo que viaja sobre una via, donde
la distancia entre seméaforos es fija L, = L. Ademas los semaforos tienen la misma
frecuencia de cambio, es decir, w, = w, el mismo ciclo 7,, = T y un desfase nulo,

wn = 0.

2. Modelo II: en este modelo modifico el parametro L,; es decir, se considerard la
distancia entre seméaforos consecutivos diferente. Ademas la funcion que modela el
semaforo tendra un desfase nulo y el ciclo T}, del n-ésimo seméaforo serd diferente, dado
que este parametro depende de la distancia de cada tramo como lo ilustra la Ec. (2-7]).

3. Modelo III: para este modelo se considerard distancias fijas entre semaforos consecu-
tivos; es decir L, = L y el desfase ¢, de la senal de cada seméforo sera diferente de
cero, ademas el ciclo del semaforo sera igual para todos, T,, = T.

4. Modelo IV: este modelo es el mas proximo a la realidad porque se supone que las dis-
tancias entre seméforos consecutivos son diferentes, el desfase de la senal del seméforo,
v # 0y el ciclo de cada seméforo T, serd diferente como lo indica la Ec. (2=7).

Ademas se efectiio un estudio numérico a cada modelo y se realizaron los respectivos dia-
gramas de bifurcaciones variando el ciclo normalizado del seméaforo. En estos diagramas se
aprecian fenomenos suaves y no suaves debido a la naturaleza no suave del sistema.
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En el capitulo 4, Estabilidad, se realizé un analisis de estabilidad para la 6rbita 1T-periodica
y 2T-periodica del Modelo I, descrito anteriormente.

En el capitulo 5 se realizé una aproximacion del consumo de combustible del Modelo I, don-
de se considera un sélo vehiculo que viaja sobre una via que tiene n semaforos los cuales
conmutan al mismo tiempo y estan separados por una distancia fija entre ellos. El célculo de
combustible se realizé para la 6rbita 1T-periodica, 2T-periodica y la ola verde de este modelo.

Finalmente, en el capitulo 6 se incluyen las conclusiones de este proyecto de investigacion.
En los anexos se realiza una breve revision de la teoria de control especialmente del Principio
del mdzimo de Pontryagin y de la condicion necesaria de primer orden en el Calculo
de Variaciones que es conocida como la ecuacion diferencial de Fuler-Lagrange, permite
solucionar algunos problemas de optimizacion.

Por 1ltimo, se propone algunos trabajos futuros relacionados con las teorias dadas y otros
que pueden ser solucionados con otras herramientas.



2. Modelo matematico para un solo
vehiculo

Las grandes ciudades del mundo presentan muchas dificultades y entre ellas se puede destacar
el flujo vehicular que la mayoria de veces no esta sincronizado y produce un caos general; esto
da la sensacién de un trafico congestionado casi a toda hora. La comision de comunidades
europeas, en su publicacién El libro Verde [21], sobre el impacto del trasporte en el medio
ambiente, define la congestiéon como un fenémeno temporal del cardcter recurrente y de
duracion variable, debido al desequilibrio entre la oferta, la demanda y la capacidad de
infraestructura y de transporte, es decir, la congestiéon se produce en un lugar y en un
momento determinado, en los cuales la demanda del trafico excede a la capacidad de las
vias.

Cuando un area urbana tiene una gran congestién vehicular, disminuye las condiciones favo-
rables de vida en general de sus ciudadanos y produce una serie de efectos negativos como:

Pérdida del tiempo de los automovilistas y pasajeros, lo que se traduce en coste de
oportunidad, aumentando actividad no productiva para la mayoria de la gente.

= Retrasos, lo cual puede resultar en la hora atrasada de llegada al empleo, a las reunio-
nes, y las actividades educativas, lo que al final resulta en pérdida de negocios, medidas
disciplinarias u otras pérdidas personales.

» Incapacidad para predecir con exactitud el tiempo de viaje, lo que lleva a los conduc-
tores la asignacion de mas tiempo para viajar, y destinacién de menos tiempo para
actividades productivas.

= Desperdicio de combustible que aumenta la contaminacién en el aire y las emisiones
de dioxido de carbono, que puede contribuir al cambio climatico, debido al aumento

de aceleracién y frenado de los vehiculos.

= El desgaste de los vehiculos como consecuencia de aceleracién y frenado, lo que hace
mas frecuente la necesidad de reparaciones y reemplazos.

= Kl estrés de las personas por la congestion vehicular.
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2.1. Descripcion del modelo

Para realizar esta investigacion y comprender el comportamiento complejo de interacciéon
entre varios vehiculos, es necesario conocer la dindamica de un solo vehiculo. Por este motivo
se hace uso del modelo microscépico unidimensional de trafico vehicular de Toledo [66]. Este
modelo ideal es con base al comportamiento cinemético de un tnico vehiculo que viaja a
través de una secuencia de n seméforos, los cuales presentan dos estados (rojo y verde) y
estan separados entre si una distancia L,,.

El modelo unidimensional de Toledo [66], supone que un automdvil viaja sobre una tra-
yectoria recta con una aceleracion constante que tiene una secuencia de semaforos como se
observa en la Fig.(2=1]). Ademads el vehiculo cumple con las condiciones del movimiento rec-
tilineo uniformemente acelerado. Luego, bajo los supuestos anteriores un automovil durante
un trayecto de viaje puede presentar uno o varios de los siguientes comportamientos:

= Aceleracion positiva a, hasta que el vehiculo alcance la velocidad de crucero o velocidad
maxima vp,qz-

» Velocidad constante v,,,,, cuando la aceleracién es cero.

= Desaceleraciéon —a_ hasta que el vehiculo se detiene.

Ampliando la descripcién presentada por Toledo [66], se describen dos estados més, como
sigue:

= Detenido en el semaforo, cuando éste se encuentre en rojo.

s Desaceleraciéon —a_ sin detenerse y acelerar de nuevo.

| 1 1 |
\ L, 1 L, 1 L, i

Figura 2-1.: Secuencia de semaforos

Es de notar que v,,4:, a4 v a_ son positivas. a; y a_ son utilizados para denotar los estados
de aceleracién y desaceleracion, respectivamente, donde ay # a_. ademds v(t) representa la
velocidad del vehiculo en el tiempo t.

Bajo estas condiciones, la dinamica para el automovil se representa por las siguientes ecua-
ciones:
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(
a1 O(Vpmae — v), si acelera

— =< —a_0O(v), si desacelera (2-1)

\ 0, siv=00v="Vnaw

donde O es la funcion de Heaviside, la cual impide que la velocidad v del mévil sea superior
a la maxima e inferior a cero.

0, siv<0
O(v) =
1, siv>0.

Para aclarar la afirmacién anterior, primero se encuentra ©(v,,., — v), es decir,
Oa sl Umax S v

O(Vmae — V) =

1, Sl Upae > 0.

luego, al utilizar la funcion de Heaviside en la Ec.(2-I)), el sistema puede ser expresado asi:

0 si acelera y vmae < v
du a, si acelera y vpap > v

—a_ si desacelera yv > 0

\ 0 si desacelera 'y v <0

Al observar la primera y tltima rama de la Ec.(2-2), se concluye que la funcion de Heaviside,

. . v . , . . , .
permite asignar un valor nulo a — cuando la velocidad v del mévil sea superior a la maxima

dt

e inferior a cero.

Respecto a los seméforos, Toledo [66] utiliza una funcién periddica para modelar su com-
portamiento, dado que un semaforo requiere de un periodo de tiempo para pasar de una luz
a otra, ademas dicha funcion debe permitir diferenciar los dos estados considerados para el
semaforo que son la [uz verde y luz roja. Luego una funcién que cumple las dos caracteristicas
anteriores es:

f(t; wn, pn) = sen(wnt + @) (2-3)
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para modelar los estados del n-ésimo seméaforo (luz verde y luz roja) se considera las siguientes
condiciones:

1. Sila funcién f(t;wp, on) = sen(w,t + ¢,) > 0 entonces el seméforo se encontrard en
verde.

2. Si sen(w,t + p,) < 0 entonces el semaforo se encontrard en rojo.

donde

or

oo es la frecuencia de cambio del n-ésimo seméaforo.
n

W, =

s T,,: es el ciclo del n-ésimo semaforo. Es decir, el tiempo que demora la luz verde en
volver a ser verde.

0, es el desfase del n-ésimo seméaforo, el cual permite que la serie de semaforos se
coordinen de tal manera que se obtenga un flujo continuo del trafico sobre la via.

Estos parametros seran utilizados para estudiar y determinar la influencia de los semaforos
en la dindamica del vehiculo.

2.1.1. Distancia de Seguridad

vmagc__

dr

L

Figura 2-2.: Distancia de Seguridad

Cuando el vehiculo se aproxime al n-ésimo semaforo con velocidad v, el conductor debe tomar
la decision de frenar o no, dependiendo de la senal del seméforo siguiente. Haciendo uso de la
Fig. (2=2), se define la distancia de seguridad como ds = L — d,, la cual garantiza que cuan-
do el conductor frena el auto llegue al semaforo con velocidad cero, donde L es la distancia
entre dos seméaforos y d, es la distancia recorrida que lleva el vehiculo hasta que decide frenar.

La distancia de seguridad o distancia de frenado, es aquella distancia que requiere un vehiculo
que viaja a una velocidad v para detenerse. Determinar la distancia de seguridad es necesario
para optimizar la seguridad de los vehiculos, el trazado de vias y el diseno de senalizaciones
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[5]-

Bajo las condiciones anteriores y por la Ec.(2=1]), el mévil se desplaza sobre una trayectoria
recta estando sometido a una aceleracion o desaceleraciéon ambas constantes. Luego, haciendo
uso de una de las ecuaciones del movimiento rectilineo uniformemente acelerado (MRUA),

v} = 2a(z — z0) + 1]

se tiene que la distancia de seguridad es dada por:

U2

max

® 2a_

Obsérvese el punto P = (d,, Umaz ), en la Fig.(2=2]), significa que el vehiculo lleva una veloci-
dad méxima v,,,, cuando éste alcanza la posicién d,.; ademés el punto P, = (L, 0) indica que
el vehiculo tiene una velocidad nula cuando se encuentra junto al semaforo el cual esta ubi-
cado en la posicion L.

Haciendo uso de los puntos P; y P, se calcula la pendiente de la recta que pasa por ellos.

—Umax —Umazx

m —

“L—d. d,

luego, haciendo uso del punto P, = (L, 0) y la pendiente m, la ecuacién de dicha recta es:
v=m(d— L) (2-4)

donde v y d son la velocidad y la distancia del automévil respectivamente.

Con base en las ecuaciones del MRUA y utilizando la Fig (2=2]) se encuentran dos condiciones:

» La primera para la velocidad crucero v,,q,.
= La segunda aplicada al ciclo del n-ésimo semaforo T,,.

Para determinar dichas condiciones, se llamard primera parte de la Fig (2=2]) al segmento
de recta con pendiente positiva a,, segunda parte al segmento de recta con pendiente nula
y tercera al segmento de recta con pendiente negativa —a_. Ademas en esta primera parte
se considerara que el vehiculo se encuentra en estado acelerado, dado que inicio su recorrido
con una aceleracién constante positiva a, hasta alcanzar la velocidad maxima v,,,,. Y para
la tercera parte se considera que el vehiculo se encuentra en estado desacelerado dado que el
vehiculo disminuyendo su velocidad hasta detenerse junto al seméforo.

Luego, utilizando una de las ecuaciones del MRUA

v} = 2a(x — o) + Vg

para cada una de las situaciones anteriores se tiene:
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2

: ) : v
» La distancia recorrida durante el estado acelerado es 2%

a+

2

» De igual manera, para el estado desacelerado, la distancia recorrida es %

a_

Luego, con el fin de que el vehiculo alcance la velocidad méxima o crucero antes del punto de
seguridad P; = (d,, Uymaz), debe cumplirse que la distancia recorrida en el estado acelerado
mas la distancia recorrida el estado desacelerado debe ser menor o igual a la distancia entre
dos semaforos consecutivos, es decir:

2 2
Umax ‘l‘ ,Uma:c < L
2a 2a_

Ademas con el propdsito de que el semaforo no permute tan rapido, es decir, que no cambie de
rojo a verde innecesariamente, debe encontrarse el tiempo transcurrido en el estado acelerado
y en el estado desacelerado. De manera similar que la anterior se hace uso de otra de las
ecuaciones del MRUA

vy =at + v
y se encuentra los tiempos correspondientes para cada estado:

'Uma:c

. es el tiempo que transcurre en el estado acelerado.
A+

Umam

. es el tiempo que el vehiculo viaja durante el estado desacelerado.
a_

Luego, el ciclo del n-ésimo seméforo 7;, debe cumplir la siguiente condicion:

’ Uma:v Umam
T, > max (—, — .

a a_

2.2. Normalizacion del modelo

Para facilitar la comprension del comportamiento de un vehiculo que viaja a través de una
secuencia de n semaforos se realizard una normalizacién del modelo de la seccién anterior vy,
de esta manera se facilitaran los cédlculos, dado que se reducen parametros y se eliminan las
unidades del sistema.

Para encontrar una versién normalizada del modelo presentado en la Ec.(2=1]), se definen las
variables normalizadas como se muestra en la Tabla.(2=1])
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Tabla 2-1.: Variables Normalizadas

Velocidad u= ” !
. . d
Distancia Yy = T
Ti ot
iempo T = T
Tiempo crucero 1T, = .

Ahora, haciendo uso de las nuevas variables normalizadas presentadas en la Tabla (2=1]) se
obtiene el modelo normalizado que se muestra en la Ec.(2=5)).

(
ALO(1 —u), si acelera

du

—_— = _ 1 2-
17 A_O(u), si desacelera (2-5)

0, si u es nula o maxima
\

Donde © es la funciéon de Heaviside y los nuevos pardmetros adimensionales se definen asi:

A+ - 2 5 A_ - D) . (2—6)

Lo anterior es la normalizacién de las ecuaciones que describen el comportamiento del vehicu-
lo, por lo tanto es necesario normalizar las condiciones que describen al semaforo. Para rea-
lizar dicha normalizacién se utiliza la Tabla(2=1]) y se define un nuevo pardmetro llamado
ciclo normalizado del n-ésimo seméforo asi:

Ty, = w1
Luego, el n-ésimo seméaforo cumple las siguientes condiciones:
1. Se encontrard en verde, si la funcién sen(T,T + ¢,) > 0.

2. Se encontrara en rojo, si sen(Ts, 7 + p,) < 0.
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Utilizando el ciclo normalizado del n-ésimo semaforo Ty, = w,1. vy w, = %—“, donde T, es el
n
ciclo del n-ésimo semaforo. Es importante, resaltar la importancia de la ecuacién:

2rL,
T, = _Mn (2-7)

TSTL/UTI’L[L'E
la cual permitira obtener el ciclo del n-ésimo semaforo en unidades de tiempo.
De igual manera que se realizé la normalizacion de la Ec.(2-1]), es necesario normalizar las

condiciones sobre la velocidad maxima o crucero y el ciclo del seméforo de la seccién anterior,
entonces se tiene que:

2 2 2 2
3 Ymaz Umaz Umazr _ _L Umazr _ _L 1 1
1. Si pa T oat < L donde il vl i el v entonces A ta < 2.
3 4 Ymaz Ymaz Ymaz __ L Ymaz __ L
2. Si T, > max( maz  Yma ) donde mer = goe— y “me = o enfonces T,y >

mzix(ﬁ, A%)

Por lo tanto, al cumplirse las desigualdades anteriores se tiene que el automoévil alcanzara la
velocidad maxima u = 1 antes del punto de seguridad y los seméforos no conmutaran tan
rapido.
También es importante encontrar la normalizacién de la ecuacion (2-4)

v=m(d— L)
donde v y d son la velocidad y la distancia del automévil respectivamente, usando las nuevas
variables normalizadas se tiene que:

2a_L

max

utilizando el pardmetro A_, dado en la Ec.([2=6]), entonces la ecuacién de la recta normalizada
es:

u=—-2A_(y—1) (2-8)

donde u y y son la velocidad y la distancia del automévil normalizadas respectivamente.

Con el objetivo de ilustrar lo expuesto anteriormente, se muestra la Fig.([2=3]), que representa
la dindmica de un automévil viajando a través de una secuencia de tres semaforos equidis-
tantes los cuales conmutan al mismo tiempo.

En la Fig.(2=3]), se muestra la velocidad normalizada del vehiculo en linea continua gruesa,
la posicién normalizada en linea discontinua y la senal del seméforo sen(7s7) en linea con-
tinua delgada, donde ¢,, = 0, la fase w,, = w. Por lo tanto el ciclo del semaforo normalizado
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45 5 55 6 6.5 7

Figura 2-3.: Diagrama de Referencia del modelo (2=5)

es Ty, = T, = 1,2; lo cual indica, que el ciclo normalizado es el mismo para los tres semaforos.

Bajo las condiciones anteriores, el vehiculo inicia su recorrido con posicién normalizada y = 0
y velocidad normalizada u = 0. El vehiculo tiene una aceleracién constante positiva hasta
alcanzar la velocidad maxima permitida v = 1, como lo muestra la linea continua gruesa.
Es importante aclarar que la posicion normalizada, linea discontinua aumenta su valor hasta
alcanzar el valor maximo y = 1 el cual indica que el vehiculo ha llegado al siguiente semaforo.
Por esta razén, ésta tiene un reseteo como se observa en la Fig(2=3]). Esto ocurre debido a
la normalizacion de la variable.

Después de que el vehiculo alcanza la velocidad maxima u = 1, permitida en la via se man-
tiene en ella, hasta que entre a la zona de seguridad o distancia de seguridad y a su vez el
semaforo al que se esta aproximando encuentre en rojo, por eso debe frenar y la velocidad
normalizada disminuye.

Lo anterior, se observa en la Fig(2=3]) cuando la funcién seno toma valores negativos como lo
indica la linea delgada. El conductor se ve obligado a desacelerar, reduciendo su velocidad,
como lo muestra la linea continua gruesa. Pero debe acelerar de nuevo dado que la senal del
semaforo cambi6 a verde, dado que la funcién seno es positiva y, por esta razon el conductor
debe incrementar la velocidad hasta alcanzar el valor maximo permitido.

Nuevamente, el vehiculo continta su viaje pero se ve forzado otra vez a disminuir la veloci-
dad hasta detenerse ya que el segundo seméforo se encuentra en rojo y el automovil llego a



2.3 Descripcion del modelo suave a trozos para un sélo vehiculo 27

la distancia de seguridad. El carro permanece durante cierto tiempo con velocidad cero, esto
lo confirma la linea discontinua dado que la posicién es nula durante el tiempo de espera.
Cuando la senal del semaforo pasa a verde, es decir, la funciéon seno esta en el semiciclo
positivo el vehiculo inicia nuevamente su recorrido.

Finalmente, se resalta el circulo sobre la linea discontinua que indica la posicién del vehiculo
en el instante que el semaforo cambia de verde a rojo. Conocer esta posicién es fundamental
dado que el vehiculo no puede cruzar el seméaforo. Ademéds esta informacién es importante
ya que con ella se construiran los diagramas de bifurcacién.

2.3. Descripciéon del modelo suave a trozos para un soélo
vehiculo

En sistemas suaves a trozos la interaccion de conjuntos invariantes con las fronteras de
cambio, con frecuencia producen bifurcaciones que en ningin caso aparecen en los sistemas
suaves. Estas son conocidas como bifurcaciones inducidas por discontinuidad. Mientras que
las cascadas de doblamiento de periodo son comunes en sistemas suaves, en los sistemas
suaves a trozos las orbitas periddicas pueden experimentar lo que se denominan secuencias
de adicién de periodo o de transicién directamente al caos. [75]

Es importante resaltar que la dinamica del sistema se puede representar utilizando un sistema
suave a trozos. En este modelo se presentan tres eventos o estados, los cuales dependen de
la aceleracion; y seran llamados asi:

s Estado acelerado.
s Estado nulo.
» Estado desacelerado.

Para realizar una descripcién adecuada de cada evento, partiendo de la Ec.(2-H), se realiza
un cambio de variable, representando el sistema en variables de estado 1 = vy, y 72 = u
donde y y u son la posicion y la velocidad normalizadas del vehiculo respectivamente en un
tiempo normalizado 7.

De esta manera se define el siguiente sistema, que va a cambiar dependiendo de que condi-
ciones se cumplan.

1:1 = T2
(2-9)
I:Q = A
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donde z; y x5 son la distancia y velocidad del vehiculo respectivamente, ademdas X = (x1, z3),
es el vector de estados. El parametro A se encontrard en términos de la aceleracion, como
lo indica la Ec.(2=6]), la cual cambiara dependiendo en qué estado se encuentre el vehiculo.
Haciendo uso del sistema (2=9)), se tiene que cada estado dindmico puede expresarse de la
siguiente manera:

Estado acelerado

Este estado ocurre cuando el conductor aumenta la velocidad del vehiculo de forma constante;
es decir, el automovil tiene una aceleracion constante y positiva hasta que alcanza la velocidad
de crucero permitida sobre la via. De esta manera el sistema queda como sigue:

le = X9
(2-10)
1:2 = A+@(1 — 1'2)

Estado nulo

Durante el recorrido de una via un automdévil puede presentar en dos situaciones diferentes
una aceleracién nula, entonces el estado nulo se divide en dos modos.

1. Ocurre cuando el vehiculo alcanza la velocidad maxima permitida en la via. Por esta
razén se debe mantener en esta velocidad; es decir, que su aceleracion es nula. Luego
el sistema de ecuaciones queda determinado asi:

le = X9
(2-11)
Ty =10

2. Cuando el vehiculo se encuentra en reposo en la posicion de un semaforo, esperando a
que éste cambie a verde. Bajo estas condiciones se tiene que el sistema de ecuaciones
asociado es:

(2-12)

Estado desacelerado

Cuando la evolucién del sistema esté en modo desacelerado, es porque el vehiculo se ve
forzado a disminuir su velocidad de forma constante, debido a que el semaforo se encuentra en
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rojo. Es decir, el vehiculo presenta una aceleracion constante negativa. Luego las ecuaciones
asociadas a éste estado son:

213:1 = X9
(2-13)
1:2 = —A_@(l’g)

2.4. Esquema numérico

Las principales estrategias para la integraciéon numérica de soluciones de sistemas suaves a
trozos son los esquemas basados en eventos [69] y los de paso de tiempo fijo. El primero
se basa en una formulacién hibrida, mientras que el segundo se inspira en la solucién de
problemas con variables complementarias. Para el esquema basado en eventos, bajo el cual
se realiza la integracién numérica para este caso de estudio, se tienen tres modos dindmicos:
estado acelerado, nulo y desacelerado.

A continuacion se muestra la descripcién del algoritmo y las condiciones necesarias que se
tienen en cuenta para simular los sistemas Ec.([2-10)-(2-13)). Con ayuda de la Fig.(2-4]) se
obtiene una descripcion del Diagrama de Transicién de Estados DTE, donde cada estado se
denota como en la Tabla (2=2]).

Tabla 2-2.: Estados

Estado de Transicion Notacion

Estado inicial S;
Estado nulo S,
Estado acelerado Sy
Estado desacelerado S_
Condicién no valida Non valid

Para realizar la descripcion del algoritmo, lo primero que se considera son las condiciones
iniciales C;,, C;y, C;_, las cuales se encontraran usando la Ec[2-8

u=—-2A_(y—1)
Estas condiciones permiten seleccionar el estado siguiente al estado inicial S;.

= Si se satisface que 2o — 1 =0y 1 —y — M% > 0, se cumple la condicién Cj,, luego el
estado cambia a S,,.
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Figura 2-4.: Diagrama de Transicion de Estados.
m Sil—x9 >0y —2A_ 121 — x5+ 2A_ > 0, entonces se satisface C;,, por lo tanto el
estado siguiente seria S.
s Si se cumple que —2A_x; — x5 + 2A_ = 0, entonces el estado cambia a S_.

s Size — 1 <0, entonces el estado pasa a condicion no valida.

Cuando el sistema estd en S, las condiciones para cambiar a otro estado son:
w Sizy =0y sen(T,sT + ¢,) > 0, entonces se satisface C,, y el estado siguiente es S.

w Si—2A 12y — 29+ 2A_ =0y sen(TnsT + pn) < 0, entonces se cumple C,_ y el estado
cambia a S_.

Cuando el sistema estd en S, las condiciones para cambiar a otro estado son:
= Si se satisface que x5 — 1 = 0, entonces se cumple C, y el estado cambia a S,,.

w Si—2A 21— 29 +2A_ =0y sen(T,s7 + ¢,) < 0, entonces se cumple C, _ y el estado
cambia a S_.

Cuando el sistema estd en S_ las condiciones para cambiar a otro estado son:
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» Sixze =0y sen(T,sT + ¢,) < 0, entonces se satisface C_, y el estado siguiente es S,,.

w Si—2A 11 —29+2A_ =0y sen(T,s7+ p,) > 0, entonces se satisface C_, y el estado
siguiente es S,.

2.5. Simulaciones numéricas

Con base en los trabajos de Toledo [66] y Villalobos [72], el primer propdsito de esta seccion,
es comprender el comportamiento de un vehiculo cuando se considera que todos los seméafo-
ros presentan distancias fijas, y tienen la misma frecuencia de cambio con un desfase nulo;
es decir, L, = L, ¢ =0, w, = w, T,, =T de esta manera el ciclo normalizado T,,s = T} es el
mismo para todos los n seméaforos.

En esta seccidén se mostraran una serie de simulaciones numéricas del modelo suave a trozos
(2=5)). Con el propésito de describir y entender la dindmica de un vehiculo, se iniciard este
analisis variando el ciclo del semaforo normalizado T, y los deméas parametros seran fijos,
los cuales fueron tomados de fuentes secundarias [73] y se muestran en la Tabla.(2=3]).

Tabla 2-3.: Parametros del Modelo

Frecuencia de cambio w = 2%
Desfase o =10
Distancia entre semaforos L =200m
Velocidad méxima Umax = 14dm/s
Aceleracion positiva ay = 2m/s>
Aceleracién negativa a_ = 6m/s>

De la Ec.(2=0) y usando los valores de la Tabla .(2=3)) se tiene que:

4 _2m . 200m 100
T sz T (14m/s)2 T 49

4 L Gm 200m 300
T 82 7 (14m/s)2 49
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2.5.1. Diagrama de bifucacion

Una bifurcacién es un cambio de tipo topoldgico del sistema dindmico, el cual ocurre a me-
dida que un parametro cambia [40].

Un diagrama de bifurcacién es una representacion grafica que permite determinar la relacion
entre parametros del sistema y el tipo de soluciones que puede presentar dicho sistema [40].
Por esta razon es importante que en esta investigacién se aborde este tipo de representaciones
graficas, dado que ellas permitirdan explicar la dindmica no trivial y cadtica que se presenta
en el sistema de trafico vehicular de estudio.

Distancia Normalizada

Figura 2-5.: Diagrama de Bifurcacion

Para realizar el diagrama de bifurcacién Fig.(2=5)), se utilizo el modelo ec.(@5). Este se
construy6 variando el ciclo normalizado del seméaforo, Ty, = Ty, la igualdad ilustra que este
parametro sera el mismo para todos los seméaforos, éste se grafica a lo largo del eje horizontal
y, en el eje vertical, se muestra la posiciéon normalizada del automovil.

En este diagrama de bifurcacién se observan diferentes fenémenos, que indican la riqueza
dindmica del sistema; tales como fractalidad, periodos multiples, doblamientos de periodo,
caos, entre otros.

En la Fig.(2-5]), cuando el ciclo normalizado del seméforo T toma valores en el intervalo
[0.7,1.0] se observan unas lineas que se van acumulando a medida que Ty se acerca al valor
de uno, de esta manera se observan érbitas con multiples periodos. Luego, cuando 75 > 1.0
aparece una orbita de periodo uno y a medida que T, se va incrementando se presenta un
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doblamiento de periodo hacia el caos, donde éste comportamiento cadtico es truncado y
aparece nuevamente una orbita de periodo dos y finalmente una orbita de periodo uno.

Es importante resaltar también que en la Fig.(2=5]) se observa bifurcaciones suaves y no sua-
ves. Por ejemplo cuando 1.0 < T < 1.1 se tiene una bifucacién suave y cuando 1.3 < T, < 1.4
se observa una bifucacion no suave.

2.5.2. Evolucién en el tiempo

Antes de observar las graficas de la evolucion en el tiempo de las variables de estado, es
importante resaltar la siguiente tabla (2=4]), dado que relaciona los pardmetros ciclo norma-
lizado T} con el ciclo T, y el tiempo en verde de un semaforo. Recuérdese que las distancias
entre semaforos consecutivos es la misma, es decir, L, = L. Luego por la Ec.(2-1)

2w L,

TS Umax

T,
se tiene que el ciclo de todos los semaforos de la secuencia es la misma. Ademas de la funcién

[2-3) que modela el semaforo se tiene que el semiciclo positivo es igual al semiciclo negativo,
por lo tanto, el tiempo en verde es igual al tiempo en rojo.

Tabla 2-4.: Ciclos

Ciclo normalizado  Ciclo del seméaforo (seg) Tiempo en verde (seg)

0.05 1795.15 897.57
0.1 897.576 448.78
0.2 448.788 224.39
0.5 179.515 89.75
0.9 99.7306 49.86
1.0 89.776 44.88
1.2 74.798 37.39
1.4 64.112 32.05

Al observar la Tabla (2=4]), cuando 7} es cercano a cero el tiempo en verde del seméaforo es
grande. Ejemplo, para Ty = 0.05 el tiempo en verde es de casi 15 minutos lo cual no tendria
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sentido configurar un seméforo con un ciclo 7,, = 30min. Por tanto, se analizaran las érbitas
para T's = 1.4, T's = 1.2 y valores alrededor de T's = 1.0.

En la Fig.(2-6]) se encuentra el retrato de fase de la velocidad normalizada vs la distancia
normalizada del automovil, cuando el ciclo normalizado del seméforo es T, = 1.4. La inter-
pretaciéon de este retrato de fase debe hacerse en contra de las manecillas del reloj, donde
la velocidad normalizada del vehiculo se grafica a lo largo del eje horizontal y, la distancia
normalizada, en el eje vertical.
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Figura 2-6.: Retrato de Fase. Para T, = 1.4

La Fig.([2=7]) muestra la evolucién en el tiempo de las variables de estado donde la velocidad
normalizada se representa con la linea continua gruesa, la posicion normalizada con la linea
discontinua y la senal del semaforo con la linea continua delgada, ademas los circulos indican
la posicion del vehiculo en el instante que el semaforo cambia de verde a rojo.

las Fig.(2=6]) y Fig.(2=7]), se obtuvieron para el ciclo normalizado Ty = 1.4, y usando la
Ec.([2=7) se tiene que el ciclo de todos los seméforos es T' &~ 64.11s, lo cual indica que el
semaforo se encontrarda 32.05s en verde y 32.05s en rojo.

Comparando el diagrama de bifurcaciéon Fig.([2=5]) con las Fig.([2=6l2-7]), se tiene que para
T, = 1.4 se observa una érbita de periodo uno. Esto se puede verificar en la Fig.(2=7]), con
ayuda del circulo, el cual permite visualizar la posicién normalizada del vehiculo en el ins-
tante que el semaforo conmuta; es importante destacar, que la posicién siempre es la misma
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10.5 11 115 12 125 13 135 14 145

Figura 2-7.: Evolucion en el Tiempo. Para Ty, = 1.4

en cada tramo del recorrido y que el vehiculo se detiene en cada semaforo dado a que ellos se
encuentran en rojo como lo indica la funcién seno. Respecto al retrato de fase Fig.(2=6]) se
observa un ciclo limite, donde la trayectoria se cierra en el trayecto de viaje de un semaforo
a otro.

Para entender un poco mejor lo expuesto anteriormente, se realizard un paralelo entre las
Fig.([2=6]) y Fig.(2-7)). Primero que todo al ubicarse en la condicién inicial X, = (0,0) del
retrato de fase Fig.(2=6]) se tiene que el vehiculo se encuentra justo en el seméforo con ve-
locidad normalizada © = 0 y posicién normalizada y = 0. Luego, la posicion normalizada se
va incrementando a medida que la velocidad normalizada alcanza su valor méximo u = 1.

Un comportamiento similar se presenta en la Fig.(2-7]), el vehiculo se encuentra con veloci-
dad normalizada v = 0 y posicién normalizada y = 0. En el instante que el semaforo pasa a
verde el auto inicia su recorrido. A medida que el tiempo se va incrementando, la velocidad
y la posicion lo hacen también, hasta alcanzar el valor maximo de la velocidad. Esta variable
de estado permanece en este valor maximo durante determinado tiempo mientras la posicién
va aumentando. Este tiltimo comportamiento se observa en el segmento de recta vertical del
retrato de fase debido a que la coordenada en el eje horizontal permanece fija en u = 1.

Continuando con el recorrido en la Fig.(2=6), la velocidad normalizada empieza a disminuir
mientras que la posicién normalizada se aproxima a su valor méaximo y = 1. Esto muestra
que el vehiculo se esta acercando al semaforo siguiente, pero la velocidad decrece rapidamen-
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te a cero, lo cual indica que ha llegado al semaforo y se encuentra en rojo.

En el esquema de evolucién temporal se aprecia un comportamiento similar debido a que
el vehiculo disminuye su velocidad ya que la funciéon seno es negativa y el auto se ve for-
zado a detenerse porque el seméforo permanece en rojo y por esa razon la posicién decrece
rapidamente del valor maximo al valor minimo indicando que el vehiculo se encuentra en la
posicién de un nuevo semaforo.

Lo anterior confirma la existencia de la érbita de periodo uno para el pardametro de bifurca-
cién en Ty = 1.4 observada en el diagrama de bifurcacién Fig.(2=5]). Ademas, se confirmé en
el retrato de fase Fig.(2=6) que la trayectoria se cierra en un solo periodo como lo ilustra la

Fig.([2=17).
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Velocidad Normalizada
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Figura 2-8.: Retrato de Fase. Para Ty, = 1.2

De manera similar que al caso anterior, se hara una comparacion entre el diagrama de bifur-
cacién Fig.(2-5]) y las Fig.(2-8]2-9)), cuando el ciclo normalizado del seméforo toma el valor
de Ty = 1.2, y usando la Ec.(2=7)) se tiene que el ciclo de todos los seméforos es de T' &~ 74.798s.

En la Fig.(2-5]), cuando el ciclo normalizado del seméaforo toma el valor de Ty = 1.2, se obser-
va una érbita de periodo dos. En la Fig.(2-9)), los circulos muestran la posicién normalizada
del vehiculo en el instante en que el semaforo cambia de verde a rojo, y ésta coincide cada
dos semaforos, ademds el vehiculo se ve obligado a parar cada dos seméforos, todo esto es
una evidencia de la existencia de la orbita de periodo dos.
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Figura 2-9.: Evolucion en el Tiempo. Para T, = 1.2

En la Fig.(2=9]) se aprecia que el vehiculo inicia su recorrido hasta alcanzar la velocidad
maxima permitida como lo ilustra la linea continua gruesa, permanece en este estado du-
rante un tiempo, después se ve forzado a disminuir la velocidad debido a que el seméaforo
estd en rojo, y el automdévil estd muy cerca al seméforo dado que la linea discontinua, la cual
representa la posicién, se estd aproximando a su valor maximo. Pero este comportamiento
es interrumpido debido a que el semaforo conmuta y por esa razon el conductor acelera de
nuevo hasta alcanzar la velocidad maxima.

Un comportamiento similar ocurre al acercarse al siguiente seméaforo pero aqui si se ve for-
zado a detenerse, dado que el vehiculo alcanzé el semaforo y éste continuaba en rojo. Al
comparar el retrato de fase Fig[2-8 con la grafica de evolucion en el tiempo Figl2-9] como se
hizo en el caso anterior, se puede verificar que la érbita se cierra cuando el vehiculo ha reco-
rrido dos tramos del recorrido, recuerdesé que un tramo es el recorrido entre dos semaforos
consecutivos.

Al observar las Fig.(2-10) hasta la Fig.(2=13]), se aprecia el incremento del periodo de las
orbitas a medida que el ciclo normalizado del seméaforo 7T se aproxima a uno. Y se observa
que entre més cercano sea T, a uno el vehiculo logra pasar mas seméforos en verde con su
velocidad méaxima, permitiendo que el tiempo de viaje a través de la secuencia de seméaforos
sea menor.

Usando la Ec.(2=7)) cuando el ciclo normalizado es Ty = 1.0, el ciclo del semaforo es aproxima-
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Figura 2-10.: Evolucién en el Tiempo. Para T's = 0.9

Figura 2-11.: Evolucién en el Tiempo. Para T's = 0.95

damente a T = 89.75s, de esta manera cada seméaforo permanece en verde aproximadamente
44.875s. En el retrato de fase Fig.(2=14]) se observa un segmento de recta vertical, el cual
indica que la velocidad normalizada permanece constante mientras la posicién varia; es decir
que el vehiculo viaja a través de la via con su maxima velocidad. Esto se puede confirmar
en la Fig.(2=15]), la linea continua gruesa permanece en su valor maximo; es decir, que el
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Figura 2-13.: Evolucién en el Tiempo. Para T's = 0.981

vehiculo mantiene su velocidad méaxima y logra cruzar todos los seméforos en verde, este
comportamiento es conocido como ola verde.

Se definira ola verde al efecto producido en una via donde los semaforos estan en un sincro-
nismo tal que los vehiculos que circulan por ella siempre encuentran luz verde.



40

2 Modelo matematico para un solo vehiculo

Distancia Normalizada

0.9

0.8

0.7

0.6

05

0.4

0.3

0.2

0.1

0.2 0.4

0.6 0.8

1
Velocidad Normalizada

12 14

Figura 2-14.: Retrato de Fase. Para T's = 1.0

1.6

18

Figura 2-15

.. Evolucién en

el Tiempo

.ParaTs=1.0




3. Analisis de simulaciones numéricas

En el capitulo anterior, se realizé un estudio numérico del modelo normalizado Ec.(2=5)).
Este modelo describe la dindmica de un sélo vehiculo que viaja sobre una via que tiene n
semaforos, donde se consideré que todos los semaforos presentan distancias fijas, es decir,
L, = L. Ademés, la funcién que modela el seméforo fue sen(7Ts7); esto indica que todos
los seméaforos tienen la misma frecuencia de cambio, w, = w, el mismo ciclo Ty, = T y un
desfase nulo, ¢,, = 0.

El propésito de este capitulo es modificar los supuestos del modelo normalizado ec.(2=5])
del capitulo anterior, al cambiar algunos parametros del modelo y, de esta manera, generar
nuevos casos de estudio. Con estos nuevos modelos, se haran escenarios de comparacién entre
los modelos para observar como los parametros afectan la dinamica del vehiculo.

Para todos los escenarios de comparacién a manera de ejercicio, se considera un vehiculo
que viaja a través de una secuencia de 20 semaforos, el cual cumple las condiciones del mo-
vimiento rectilineo uniformemente acelerado.

Es importante mencionar que en todos los casos de estudio se considerara que el ciclo nor-
malizado Ty, = T, de esta manera no importa la posicién del n-ésimo semaforo que su ciclo
normalizado sera el mismo para todos ellos, lo que realmente variara serd el ciclo 7;, ya que
éste es dependiente de la distancia entre semaforos consecutivos L,,, como lo ilustra la Ec.
([2-7) la cual permitird obtener el ciclo 7,, de cada semaforo en unidades de tiempo:

T — 2r L.,

TS Umam

A continuacién se hace una descripcion de cada modelo de estudio, al variar los parametros
del sistema:

1. Modelo I: describe la dindmica de un sélo vehiculo que viaja sobre una via, donde la
distancia entre seméaforos es fija L, = L. Los semaforos tienen la misma frecuencia de
cambio, w, = w, el mismo ciclo T,, = T y un desfase nulo, ¢,, = 0.

2. Modelo II: se modificara el parametro L,,; es decir, se considerara la distancia entre
semaforos consecutivos diferente. La funcion que modela el semaforo tendra un desfase
nulo y el ciclo T}, del n-ésimo semaforo serd diferente, dado que este parametro depende
de la distancia de cada tramo como lo ilustra la ec. (2-1).
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3. Modelo III: se trabajard con distancias fijas entre semaforos consecutivos; es decir
L, = L y el desfase ,, de la senal de cada semaforo sera diferente de cero, ademas el
ciclo del seméaforo sera igual para todos, T,, =T

4. Modelo TV: éste es el mas proximo a la realidad porque se supone que las distancias
entre semaforos consecutivos son diferentes, el desfase de la senal del seméaforo, ¢ # 0
y el ciclo de cada seméaforo T}, sera diferente como lo indica la Ec. ([2=7)).

3.1. Primer escenario

En esta seccidn, se mostraran una serie de simulaciones numéricas, para comparar la dinamica
de un vehiculo que viaja sobre una via con distancias fijas entre los seméforos, (Modelo I);
con la dindmica de un vehiculo que viaja por una via donde las distancias entre los seméaforos
son diferentes, (Modelo II).

3.1.1. Esquema numérico

Con el propdsito de comparar estos dos modelos, se considerara el parametro de bifurcacion
Ty, el ciclo normalizado del semaforo y los demés parametros seran fijos. Estos valores fueron
tomados de fuentes secundarias [73] y son mostrados en la Tabla (B=1).

Tabla 3-1.: Parametros del Modelo 1

Frecuencia de cambio Wy, = ?F—’TL
Ciclo T, = %
Desfase o, =10
Distancia entre seméaforos L =200m
Velocidad méaxima Umax = 14m/s
Aceleracién positiva ay = 2m/s?
Aceleracién negativa a_ = 6m/s?

En el modelo II, el valor de los pardmetros estard dado por la Tabla ([B8=1]) y la distancia
entre semaforos consecutivos se muestran en la Tabla (3=6]).
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Se aclara que cada dato en la Tabla(B8=6]), representa la distancia entre dos seméforos consecu-
tivos dada en metros, las cuales fueron tomadas como ejemplo para realizar las simulaciones.
Como se esta modelando una via que tiene 21 semaforos entonces se requiere 20 distancias
consecutivas, como lo muestra la siguiente tabla.

Tabla 3-2.: Distancia entre Semaforos Consecutivos

165 215 205 200 190 125 210 180 185 200
165 215 205 200 190 125 210 180 185 200

Diagramas de Bifurcacion

En las Fig.(2=1)) y Fig.([2=2]) se tiene como parametro de bifurcacién el ciclo normalizado del
semaforo T, que se grafica a lo largo del eje horizontal y, en el eje vertical, se muestra la
distancia normalizada del automévil en los diferentes ciclos del seméforo.

En estos diagramas se observan diferentes fenémenos, que indican la riqueza dindmica de los
modelos I y II, tales como fractalidad, periodos muiltiples, doblamientos de periodo, caos,
entre otros.

En la Fig.([3=1]), cuando 7 toma valores entre 0.7 y 1 se observan unas lineas, que se van
acumulando a medida que Ty se acerca al valor de uno, y de esta manera se pueden obser-
var multiples periodos. Luego, cuando 7T, > 1 aparece una orbita de periodo uno. Después
cuando el ciclo del seméforo se va incrementando, se presenta un doblamiento de periodo
hacia el caos. Este comportamiento cadtico es truncado y aparece nuevamente una orbita de
periodo dos y finalmente una 6rbita de periodo uno.

En la Fig.([3=2), cuando el ciclo normalizado T, toma valores entre 0.7 y 1.0 sucede un
fenémeno muy similar al diagrama de bifurcacién de la Fig.(3=1]) del modelo I; es decir, en
este intervalo aparecen unas lineas que se estan acumulando a medida que T, se acerca al
valor de uno.

Al comparar el diagrama de bifurcacién del modelo II con el modelo I, como lo ilustran las
Fig.(3=3)) y Fig.(3=4)), se puede apreciar que cuando T's > 1, la dindmica del vehiculo en
los dos modelos son diferentes. En la Fig.(8=3]), se observan algunas 6rbitas periddicas las
cuales ya no se encuentran en el diagrama de bifurcacion para el modelo II como lo ilustra
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Distancia Normalizada

Distancia Normalizada

Figura 3-2.: Diagrama de Bifurcacién Modelo II

la Fig.(3=4]).

Por ejemplo, las érbitas de periodo uno de la Fig.(3=3]) indican que la posicién normalizada
del vehiculo siempre era la misma en cada tramo del trayecto de viaje en el instante que el
semaforo conmuta de verde a rojo, donde se considera que un tramo es el recorrido entre
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Ts

Figura 3-3.: Diagrama de Bifurcacién Modelo I

Distancia Normalizada

1.05 11 115 12 1.25 13 1.35

Figura 3-4.: Diagrama de Bifurcacion Modelo 11

dos semaforos consecutivos, lo cual no ocurre en el modelo II. Ademads, se puede apreciar
que, al igual que las 6rbitas de periodo uno las orbitas de periodo dos desaparecieron de la
Fig.([3-4). Estas 6rbitas indican, para el modelo I, que la posicién del vehiculo se repite cada
dos tramos del trayecto de viaje. En el diagrama de bifurcaciéon del modelo II Fig. (8=4]), en
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lugar de dichas érbitas de periodo dos, aparecen érbitas de periodos multiples donde este
fenémeno ocurre debido a que en nuevos casos de estudio (Modelo II) se consideran distan-
cias diferentes entre seméforos consecutivos como lo muestra la Tabla(3=6]).

Evolucién en el Tiempo

Con el objetivo de visualizar mejor la dinamica de vehiculo, se realiza una serie de simula-
ciones en el tiempo de los modelos I y 1I.

Las Fig.([3-5]) y Fig.(3=6]) muestra la evolucién en el tiempo de las variables de estado para
los modelos I y II respectivamente, donde la velocidad normalizada se representa con la linea
continua gruesa; la posicién normalizada, con la linea discontinua, y la senal del seméforo con
la linea continua delgada. Ademas, los circulos indican la posicién normalizada del vehiculo
en el instante que el semaforo cambia de verde a rojo.

= - |- — b= |- — ]

14.5 15 155 16 16.5 17 175 18

Figura 3-5.: Evolucion en el Tiempo. Modelo I, Ty = 1.35

Cuando el ciclo normalizado Ty = 1.35, en el diagrama de bifurcacién Fig.(3=1]) se observa
una orbita de perfodo uno. Con ayuda del circulo de la Fig.(3=5]) se visualiza la posicién
normalizada del vehiculo en el instante en que el semaforo conmuta de verde a rojo. Es
importante hacer notar que la posicién siempre es la misma en cada semaforo. En la Fig.(3=6])
no se presenta el fenémeno anterior. En este caso, cuando T, = 1.35, en el diagrama de
bifurcacién Fig.(3=2)) se observa una drbita de periodo multiple. Por esta razon, la posicion
del vehiculo en el instante en que el seméaforo cambia de verde a rojo es diferente en los
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Figura 3-6.: Evolucion en el Tiempo. Modelo II, Ty = 1.35

tramos del trayecto a lo largo de la via.

3.2. Segundo escenario

En este segundo escenario, se realiza una comparacion del modelo I con el modelo III. Es
importante resaltar que no siempre los semaforos, en una via, conmutan al mismo tiempo.
Por esta razon se introduce un desfase ¢,, # 0, en el modelo III. De esta manera, la senal del
seméaforo serd sen(TsT+¢, ), luego el desfase de la senal de cada seméforo es diferente de cero.

Toledo en el 2007 [65], propone modelar el desfase de la senal del seméaforo como:

n
L,,w

Pn = — (3—1)

me1 Vola

Este valor del pardmetro ¢, fue propuesto con el fin de obtener una ola verde; es decir, la
serie de seméaforos se coordinan para permitir un flujo continuo del trafico sobre la via.

En esta seccién se pretende estudiar la dinamica de un vehiculo que viaja a través de una
sucesion progresiva de luces verdes, que es movida con una velocidad de ola, v,,, y encontrar
el valor de los parametros que hacen que el vehiculo se detenga el menor niimero de veces en
las intersecciones. Esto en la préactica es de gran utilidad, ya que si se logra sincronizar los
semaforos y obtener una ola verde, se permitird un mayor volumen de trafico y se reducira el
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tiempo de viaje, el ruido y el consumo de energia, entre otros beneficios, debido a que el
niumero de veces que el vehiculo se ve forzado a parar sobre la via es mucho menor.

3.2.1. Esquema numérico

En esta subseccién, se mostraran una serie de simulaciones numéricas, de la dinamica de un
vehiculo que viaja por una via, donde la distancia entre los seméforos son fijas y el desfase de
la senal de cada seméforo, es dada por la Ec.(3=I]), (Modelo III). Con estas simulaciones se
hard una comparacion de la dinamica de un vehiculo que viaja sobre una via con distancias
fijas entre los seméforos y desfase de la senial de cada seméforo, ¢, = 0, (Modelo I). Con
esta informacion se analizard si los parametros del modelo influyen en la dinamica vehicular.

Para las simulaciones, se usardn los valores de las Tablas ([B=1) y (B=3]), ademés el valor
que toma el nuevo pardmetro vy, llamado la velocidad de la ola se muestran en la ([8=4),
recuérdese que v, es la velocidad con la que viaja la luz verde a través de la secuencia de
semaforos.

Tabla 3-3.: Parametros del Modelo III

Frecuencia de cambio wy, =&
Ciclo T = T27TL
sUmazx
_ nLw
Desfase 0, = —nw
Vola

Distancia entre seméaforos L =200m

Velocidad méaxima Umax = 14m/s
Aceleracién positiva ay = 2m/s?
Aceleracién negativa a_ = 6m/s?

El parametro velocidad de la ola v,,, tomara valores al rededor de la velocidad maxima
permitida sobre la via. Como el valor maximo de la velocidad normalizada es u = 1 entonces
Voo tendra valores al rededor de uno, como lo muestra la Tabla (3=4]).
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Tabla 3-4.: Velocidad de la Ola

Voo 093 099 1.01 1.07

Diagrama de Bifurcacion

En la Fig.([3=7), se tiene como parametro de bifurcacion el ciclo normalizado del seméforo
T, el cual se grafica a lo largo del eje horizontal y, en el eje vertical, se muestra la posicién
normalizada del automovil.

Distancia normalizada

Figura 3-7.: Diagrama de Bifurcaciéon Modelo 111

En la Fig.(3=7]), se observa una nube de puntos, de esta manera no se puede percibir la exis-
tencia de érbitas peridédicas como si ocurrié en el diagrama de bifurcaciéon del modelo I (3=T]).

La diferencia del modelo III respecto al modelo I, es que el desfase ¢,, es diferente de cero.
Para el modelo III ¢,, = —%. Este parametro tiene una gran influencia en la dinamica del
vehiculo, lo cual se observa z;lacomparar las Fig.([3-7)) y Fig.(3-1]), dado que existen una gran
diferencia entre los diagramas de bifurcacién de los dos modelos estudiados.
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Evolucién en el Tiempo

En las siguientes figuras se muestra la evolucién en el tiempo, donde la velocidad normali-
zada se representa con la linea continua gruesa.

La serie de simulaciones para los modelos I y III se hard con el objetivo de comparar y
observar la influencia de los semaforos en la dindmica vehicular al variar sus parametros
tales como el ciclo normalizado del semaforo Ty y el desfase ¢,,.

08—

02—

Figura 3-8.: Evolucion en el Tiempo Modelo III. Para T, = 1.0 y vy, = 1.07

Es importante resaltar que en los modelos I 'y III las representaciones gréficas Fig. (8=8]),Fig.(3=9]))
y Fig.([3=10Q]) fueron obtenidas para un valor del ciclo normalizado del seméaforo Ty = 1.0 y
las distancias entre los semaforos son fijas e iguales para los dos modelos.

En la Fig.(3-8]), cuando la velocidad de la ola y el ciclo normalizado del seméforo toman va-
lores Ty, = 1.0 y vy, = 1.07 respectivamente, se observa que la linea continua gruesa, la cual
representa la velocidad normalizada del vehiculo, toma el valor de cero en cuatro momentos.
Ello indica que el vehiculo se ve forzado a parar en cuatro ocasiones durante el recorrido.
En la Fig.(3-9) los pardmetros toman los valores de v,, = 0.93 y T, = 1.0, se observa que el
vehiculo se ve forzado a parar una sola vez en todo el recorrido. Ademas, en las Fig.(3=8]) y
Fig.([3=9)) se aprecia que la velocidad del vehiculo durante todo el trayecto tomé diferentes
valores a la velocidad méxima; mientras que en la Fig.(3=10]) se tiene que para el mismo
valor de T, = 1.0 el vehiculo se ve forzado a parar una soéla vez y recorre toda la secuencia
de seméforos con velocidad maxima.
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Figura 3-9.: Evolucion en el Tiempo Modelo III. Para Ty, = 1.0 y v, = 0.93

Figura 3-10.: Evolucién en el Tiempo Modelo I, T; = 1.0

El fenémeno ocurrido en las Fig.(3=10) y Fig.(3=9]) se conoce como ola verde.

En el modelo III, cuando la velocidad de la ola toma valores alrededor de uno, v,, = 1.01
Y Voia = 0.99 y el ciclo del seméforo es Ts = 1.0, se observa en las Fig.([3=11)) y Fig.([3=12)
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Figura 3-12.: Evolucién en el Tiempo Modelo III. Para Ty = 1.0 y vy, = 0.99

que el vehiculo tiene un comportamiento similar al modelo I como lo muestra la Fig. (3=10]).

El fenémeno ocurrido en las gréaficas (3=10)),(3=9), (3=11)) y Fig.([3=12) se conoce como ola

verde, éste permite reducir los tiempos de viaje, dado que el niimero de paradas del vehiculo
a través de la via es menor, por lo tanto la ola verde es una herramienta importante en la
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administracion del trafico vehicular.

De las comparaciones anteriores, se observa que el parametro velocidad de la ola v, tiene
una gran influencia en la dinamica del vehiculo, dado que dependiendo de su valor se obtiene
o no la ola verde.

De la observacion anterior, nace el siguiente interrogante: jsi se conservan los valores del
parametro v, alrededor de uno, se podra obtener ola verde variando el ciclo normalizado
del semaforo?. Para dar respuesta a esta pregunta se analizaran las siguientes simulaciones.

Figura 3-13.: Evolucién en el Tiempo Modelo III. Para T, = 1.35 y vy, = 1.01

Al comparar las figuras Fig.(3=1118-13)) y Fig.([3-12I3-14)) del modelo III, se tiene que el
valor del parametro v,;, se conserva pero el ciclo del semaforo cambia de T, = 1.0 a Ty = 1.35.

En las Fig.(3=13I3-14)) se aprecia que la ola verde que se genera bajo el valor de los pardme-
tros dados desaparece en las Fig(8-1118-12]), lo cual indica que el ciclo normalizado T} tiene
una gran influencia sobre el sistema.

En el modelo I se observé en la Fig.([3=10) que, cuando el ciclo normalizado del seméforo
toma el valor de Ty = 1.0, se presenta el fenémeno de ola verde, el cual se perdi6 en el modelo
I1I para algunos valores de la velocidad de la ola v,;,. La pregunta que nace a raiz del analisis
anterior es: jpara qué valores del parametro v, el vehiculo se detiene el menor ntimero de
veces en las intersecciones cuando el ciclo normalizado del semaforo es T, = 1.07.

En las Fig.(3-1I5l3-16)) se grafica a lo largo del eje horizontal el parametro velocidad del la
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~

Figura 3-14.: Evolucién en el Tiempo Modelo III. Para Ty = 1.35 y v = 0.99

ola vy, v en el eje vertical se muestra el nimero de paradas del automoévil durante todo el
recorrido.

10— -

NUmero de paradas

0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 13 14
Velocidad de la ola

Figura 3-15.: Ntimero de Paradas del Modelo III. Para Ty = 1.0

Para dar respuesta a la pregunta anterior se observan las Fig.(3-15l[3-16]). Por ejemplo, el
rectangulo indica que cuando los parametros velocidad de la ola y el ciclo normalizado del
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14

12— L] —

10— —

NUmero de paradas

0 | | | | | | | |
0.6 0.7 0.8 0.9

1
Velocidad de la ola

Figura 3-16.: Numero de Paradas del Modelo III. Para T, = 1.35

semaforo toman los valores de v,, = 0.8 y T, = 1.0 respectivamente, el vehiculo se detiene
en nueve ocasiones durante el recorrido a través de la via, ademas si vy, = 1.0y Ty = 1.0 el
vehiculo se detiene una sola vez, para este caso de estudio el automévil se detiene el menor
nimero de veces en todo el recorrido. Lo cual trae grandes beneficios dado que se reduce el
consumo del combustible, debido a que el nimero de veces que el vehiculo se ve forzado a
frenar hasta detenerse es minimo.

Cuando el ciclo normalizado del seméaforo toma el valor de Ty = 1.35 se tiene que cuando
Vota = 1.1, el vehiculo para una séla vez, como lo ilustra el circulo en la Fig.([3=16]); y si
Voia = 1.3, el vehiculo se detiene en ocho ocasiones durante el recorrido.

Del analisis anterior se puede concluir que al configurar los parametros del semaforo se logra
minimizar el nimero de paradas del vehiculo sobre la via, lo cual trae grandes beneficios para
el conductor dado que con esto es posible ahorrar tiempo de viaje y se reduce el consumo
del combustible en el trayecto de viaje.

3.3. Tercer escenario

En las secciones anteriores se han analizado dos escenarios que llevaron a tres modelos; esto
se ha realizado con el objetivo de analizar como los parametros del seméforo y la distancia
entre ellos influyen en el comportamiento de un vehiculo que viaja a través de una via en
una ciudad. Con el propdsito de obtener un modelo que se aproxime a la realidad se realiza
este tercer escenario.
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En esta seccion se estudiara el cuarto modelo, en el cual se considerara una via donde la
distancia entre seméaforos consecutivos no es fija y el desfase de la senal de cada semaforo
dado por :

n

U
m—1 ola

donde L,, es la distancia entre semaforos consecutivos, w es la frecuencia del n-ésimo semaforo

Y Uolq €s la velocidad con la que viaja la luz verde.

3.3.1. Esquema numérico

En esta subseccién, se mostraran una serie de simulaciones numeéricas, para comparar el mo-
delo II con el modelo IV. El modelo II describe la dindmica de un vehiculo que viaja por
una via donde la distancia entre los semaforos no es fija y la senal de cada seméforo es dada
por sen(Ts7). El propésito de comparar estos dos modelos, es observar como el pardmetro
v, influye en el comportamiento del vehiculo.

Para realizar las simulaciones del modelo IV, se usaran la Tabla.(3=5]) y la distancia entre
semaforos es dada por la Tabla(3=6]). Ademas,

n
L,,w

Pn = —

U
m=1 ola

y para el modelo II se usaran las mismas tablas pero ¢,, = 0.

Tabla 3-5.: Parametros del Modelo IV

Frecuencia de cambio Wy, = %—:
Ciclo T, = 1“2:—5121-
Desfase Pn == e %
Velocidad méaxima Umax = 14m/s
Aceleracién positiva ay = 2m/s?
Aceleracién negativa a_ = 6m/s?

Se aclara que cada dato en la Tabla(3=6]), representa la distancia entre dos seméforos consecu-
tivos dada en metros. Las cuales fueron tomadas como ejemplo para realizar las simulaciones.
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Como se esta modelando una via que tiene 21 seméaforos entonces se requiere 20 distancias
consecutivas, como lo muestra la siguiente tabla.

Tabla 3-6.: Distancia entre Semaforos Consecutivos

165 215 205 200 190 125 210 180 185 200
165 215 205 200 190 125 210 180 185 200

Diagrama de Bifurcacion

En la Fig.([3=17)) se tiene como pardametro de bifurcacion el ciclo normalizado del seméforo
T, el cual se grafica a lo largo del eje horizontal y, en el eje vertical, se muestra la posicién
normalizada del automoévil.

Distancia Normalizada

Figura 3-17.: Diagrama de Bifurcaciéon modelo IV

En el diagrama de bifurcacién Fig.(3=17)) del modelo IV se observa una nube de puntos,
esto muestra una diferencia con el diagrama de bifurcacién del modelo 1T Fig.(3=2]). Por
ejemplo, las érbitas periddicas de la Fig.(8=2]), desaparecen en la Fig(8=17). Esto indica que
el desfase considerado ¢, = —>"" _, f}z;:" es un parametro de gran influencia en la dindmica

del vehiculo del modelo IV. Este comportamiento es muy similar a lo ocurrido en el segundo
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escenario de la seccién anterior donde se compararon los diagramas de bifurcaciéon de los
modelos I y III.

Evolucién en el Tiempo

En las siguientes figuras se muestra la evolucién en el tiempo de las variables de estado, donde
la velocidad normalizada se representa con la linea continua gruesa, la distancia normalizada
con la linea discontinua y la senal del semaforo con la linea continua delgada. Ademas, los
circulos indican la posicion del vehiculo en el instante que el seméforo cambia de verde a rojo.

Las siguientes simulaciones en el tiempo permiten realizar una comparacion entre los mode-
los I 'y IV.

08—

06—

04—

02—

Figura 3-18.: Evolucién en el Tiempo Modelo II, T = 1.0

En el modelo II se observa en la Fig.([3=18]), que cuando el ciclo del seméforo T = 1.0 se
obtiene una ola verde, y esto se garantiza debido a que la velocidad es cero una sdla vez,
lo cual indica que el conductor se detuvo antes de pasar el segundo semaforo, pero después
logra cruzar toda la secuencia con la velocidad maxima permitida. Pero en la Fig.(3=19)
correspondiente al modelo IV, se tiene que el vehiculo se ve forzado a detenerse en dos oca-
siones; una antes del séptimo seméforo y otra antes del semaforo quince. Ademas, el vehiculo
viaja por toda la via variando su velocidad, lo que no ocurrié en el modelo II.
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Figura 3-19.: Evolucién en el Tiempo Modelo IV, T, = 1.0 y vy, = 1.0

El diagrama de bifurcacién Fig.([8=17)) y las figuras de evolucién en el tiempo Fig.(3-18))
y Fig.(8=19)) ilustran que el desfase de la senial del semaforo tiene una influencia fuerte en
la dindmica del vehiculo. Ademads, se tiene que el parametro ¢, se encuentra en términos
de la velocidad de la ola v,, y, dependiendo del valor que tome, permite que la secuencia
progresiva de luces verde se mueva mas rapido o mas lento.

Como se observo en la seccién anterior y en ésta, la velocidad de la ola v, y el ciclo norma-
lizado del semaforo T tienen una gran influencia en la dinamica del vehiculo. En la practica,
es de gran utilidad sincronizar los seméaforos y asi obtener una ola verde que permita reducir
el tiempo de viaje. A continuaciéon se mostraran una serie de simulaciones numeéricas que
permitan conocer el nimero de paradas sobre una via dependiendo del valor que tomen los
parametros Ts v Uolq.

En las Fig.(3-2013-21]) se grafica, a lo largo del eje horizontal el parametro velocidad de la
ola v, y, en el eje vertical, se muestra el nimero de paradas del automoévil durante todo el
recorrido.

Se observa en la Fig.(3=20) que cuando el ciclo normalizado del semaforo toma el valor de
T, = 1.0 y la velocidad de la ola toma valores cercanos a 0,9, el vehiculo para una sola
vez; mientras en la Fig.(3=21]) cuando el ciclo normalizado del seméaforo es Ty = 1.35 y la
velocidad de la ola toma valores entre 0.93 y 1.0, el vehiculo para en dos ocasiones durante
el recorrido a través de la secuencia de semaforos.
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NUmero de paradas
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Figura 3-20.: Numero de Paradas del Modelo IV. Para T, = 1.0
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Figura 3-21.: Namero de Paradas del Modelo IV. Para T, = 1.35

Ademas, obsérvese también, que cuando v, toma valores cercanos a 0,9 y a 1,0 el vehiculo se
detiene el menor niimero de veces. Pero cuando el ciclo del seméforo tomo valores diferentes
a uno, se aumenta el nimero de paradas. La pregunta que nace con esto es: jpara qué valores
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del ciclo normalizado T hacen que el vehiculo se detenga el menor niimero de veces en las
intersecciones con seméforos cuando la velocidad de la ola v,;, toma valores alrededor de
uno?.

Dar respuesta a la pregunta anterior es de gran importancia porque al conocer el valor de
los parametros T y vy, se podria configurar los semaforos y de esta manera se podria tener
un mejor control sobre las variables de estado que describen la dindmica del vehiculo.

Para dar respuesta a la pregunta se hard uso de la Fig.([8=22]) la cual permite conocer el
nimero de veces que el vehiculo se detiene durante el recorrido debido a la configuracion
de los parametros v,, y Ts, los cuales hacen que el semaforo se encuentre en rojo. En la
Fig.([3-22) se grafica a lo largo del eje X el pardmetro velocidad de la ola v,,, en el eje
Y el ciclo normalizado T del semaforo, y en el eje Z se muestra el nimero de paradas del
automoévil durante todo el recorrido a través de la secuencia de semaforos.

12

10 @

Numero de paradas
o

Ciclo Normalizado Velocidad Ola

Figura 3-22.: Numero de Paradas Modelo IV

La elipse sobre la Fig.([3=22]) resalta el punto P, = (0.7,1.2,10), el cual indica que cuando
Voia = 0,7y T, = 1.2 el vehiculo se detiene en todo el recorrido en diez ocasiones, lo cual no es
beneficioso para el conductor porque toda la secuencia tiene 20 seméforos y de estos se esta
deteniendo en la mitad de ellos. El cuadrito sobre la misma figura indica que si vy, = 0.9 y
T, = 1.1 el vehiculo se ve forzado a detenerse una sola vez, lo cual es mas beneficioso para el
conductor ya que logra cruzar toda la secuencia de semaforos deteniéndose el menor niimero
de veces y con esto se podra reducir el tiempo de viaje y el consumo del combustible durante
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el trayecto de viaje.

Es importante resaltar que conocer el valor de los parametros del semaforo es de gran utilidad
dado que si se logra sincronizar los semaforos, se podra obtener una ola verde que permita
minimizar el nimero de paradas de un vehiculo a lo largo de un recorrido sobre una via.



4. Estabilidad

Las Fig.(4=1]) y Fig.(d=2]) dan una visualizacién del espacio de soluciones del modelo estu-
diado en el capitulo 2.

Debido a la periodicidad de las soluciones en la Fig.(d=1l), el eje X representa la distancia
recorrida por el vehiculo d. Esta toma valores en el intervalo [0, L], donde L es la distancia
entre dos semaforos consecutivos. A lo largo del eje Y se grafica el tiempo t. Esta variable
toma valores en el intervalo [0,7], donde T es el ciclo del seméforo. Por ltimo, el eje Z
representa la velocidad v del vehiculo. La cual toma valores en el intervalo [0, vy

(Y

A

Umax

- N

Figura 4-1.: Dominio de soluciones

Igualmente, debido a la periodicidad de las 6rbitas en la Fig.(4=2]), el eje X representa la
distancia recorrida por el vehiculo d. Esta toma valores en el intervalo [0, L], donde L es la
distancia entre dos semaforos consecutivos. A lo largo del eje Z se grafica la velocidad v del
vehiculo. La cual toma valores en el intervalo [0, V.-

Como se puede observar las Fig.(4=1]) y Fig.(d=2)) son dos perspectivas diferentes del dominio
de soluciones pero ellos son topolégicamente equivalentes.
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Figura 4-2.: Dominio de soluciones

La estabilidad de una orbita de un sistema dindmico auténomo describe si érbitas cercanas
perturbadas en las condiciones iniciales, permanecen en la vecindad de la 6rbita o se alejaran
de ella[40].

En este capitulo, se realizard un analisis de estabilidad para una érbita 1T-peridédica y 2T-
periddica. Estas ébitas fueron encontradas en el modelo estudiado en el capitulo dos, el cual
describe la dindmica de un solo vehiculo que viaja sobre una via que tiene n semaforos,
donde se consideré que todos los semaforos presentan distancias fijas, es decir, L, = L. La
funcién que modela el semaforo fue sen(7s7), esto indica que todos los semaforos tienen la
misma frecuencia de cambio, w, = w, el mismo ciclo 7T,, = T" y un desfase nulo, ¢, = 0.

En el capitulo 2, se realizo la descripcién del modelo suave a trozos ([2=5) para un sélo vehicu-
lo. También se obtuvo el diagrama de bifurcacién (2=5]) donde se resaltada que para el valor
del ciclo normalizado Ty = 1,4 se obtenia una ébita de periodo uno y para T, = 1,2 se obser-
vaba una o6rbita de periodo dos y sus respectivas representaciones graficas son las Fig.(2-7))

y Fig.(2=9).

Ademsds se ilustro que el modelo (2=5]) presenta tres situaciones, las cuales dependen de la
aceleracion, es decir, estado acelerado, estado nulo con velocidad maxima 6 cero y estado
desacelerado, donde esto fue explicado detalladamente por las ecuaciones (2-111),[2-12) y
(2=13)) respectivamente para cada estado.

s Estado Nulo: es debido a que el automovil durante el recorrido puede presentar en
dos situaciones una aceleracién nula, por esta razon este estado se divide en dos modos:
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1. Som: ocurre cuando el vehiculo alcanza la velocidad maxima permitida en la via,
razon por la cual se debe mantener en esta velocidad, es decir, que su aceleracion
es nula.

2. Sp: cuando el vehiculo se encuentra en reposo en la posicion de un semaforo,
esperando a que éste cambie a verde.

» Estado Acelerado (5, ): ocurre cuando el conductor aumenta su velocidad de forma
constante; es decir, el automdvil tiene una aceleraciéon constante y positiva a, hasta
que alcanza la velocidad de crucero permitida sobre la via.

» Estado Desacelerado (S5_) : cuando el vehiculo se ve forzado a disminuir su velocidad
de forma constante, debido a que el semaforo se encuentra en rojo, es decir, el vehiculo
presenta una aceleracién negativa —a_.

Para representar las orbitas que se estudiaran, se adoptara la notacién explicada anterior-
mente y resumida en la Tabla (4=1]), la cual dependera del estado en que se encuentre el
vehiculo:

Tabla 4-1.: Estados del Sistema

Estado Notacion
Estado Nulo v =0 So
Estado Nulo v,z Som
Estado Acelerado Sy
Estado Desacelerado S_

4.1. Orbita 1T-periddica

Usando la Fig.(2=7)) y la notacién de la tabla (4=1l), se obtiene la Fig.(4=3]), la cual es
representacion grafica para la 6rbita 1T-periddica para el modelo (2=5)).
De la Fig.([@=3]) y haciendo uso de la Tabla (4=1Il), la érbita 1T-periédica se denota como

1TS+SOmS7SO'
Primero que todo es importante aclarar la notacién utilizada en la Fig.(4=3)):

. xgz): la posicion final en el i-ésimo tramo.
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Figura 4-3.: Orbita 1T periédica

. xg): la velocidad final en el i-ésimo tramo.

0 C ,
. xg ): posicion inicial de la trayectoria.

0 . e .
. xé ): velocidad inicial de la trayectoria.
donde i = 1,2, 3,4. Ademas, se considera un tramo a una parte de la trayectoria en la cual
se conserva un estado. Por ejemplo, el primer tramo en la Fig.(4=3]) inicia cuando el vehiculo
icién 2\ locidad 23 i do el vehiculo ti 1
presenta una posicion ;' y una velocidad x,° y termina cuando el vehiculo tiene una velo-
cidad maxima v,,,, v se encuentra en la posicié xg ). De esta manera la érbita 1T-periodica
tiene cuatro tramos, dado que ocurren cuatro cambios de estado.

Para determinar la posicion y la velocidad final x§4) y xgl) respectivamente, en el cuarto

L. .. L. 0 0 .
tramo en términos de las condiciones iniciales xg ) y xé ) , es necesario hacer uso de las ecua-

ciones del movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

vy =at + v (4-1)

v} = 2a(z — o) + 1] (4-2)
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1
Ty = §at2 + vot + z9 (4-3)

En la Fig.(4=3]) se observa que en el cuarto tramo el automévil se encuentra en el estado
nulo (Sp), es decir, el vehiculo se encuentra en reposo por lo tanto

2 = 2

a:éA‘) = 93%3) .

Para determinar estas incégnitas es necesario conocer la posicién y la velocidad final de cada
tramo.
L . 1 .
Para encontrar la posicién final en el primer tramo :)sg ) se utilizan las Ec.(@33)) y Ec. (1)
212 (0)
(Vmaz — %5)

2)Umaz — T 0

—
—
~—
|
—_

donde el tiempo de viaje en el primer tramo es:

(0)
Umaz — T
= ez 2

a+
Utilizando la Ec.(4=1]) es posible encontrar la posicién final x§2) del segundo tramo luego:
I§2) = xgl) + Umazto (4_5)

donde el tiempo de viaje en el segundo tramo ¢, es una incognita.
Por 1ltimo se tiene que la posicién final xf’) en el tercer tramo esta dada por:

$§3) _ ZE% + Umaz (4—6)

y asi reemplazando la Ec.([4=4)) y Ec.(@=3]) en Ec.(4=6]) y al considerar el tiempo de viaje en
el tercer tramo como t3 = “2e= se tiene que:

(v — :)3(0)> ’ (0) 2

maxr 2 'Uma:c —x ,Uma:c

2 = ) T2 4 O g aats + (4-7)
2a+ a+ 20,_

De la Ec.(4=1), se observa que la posicién final en el tercer tramo xf’) depende de las condi-
ciones iniciales :Ego), atéo) y el tiempo de viaje en el segundo tramo t,. De esta manera xf’) se

puede expresar como una funcién asi:

0= Aty 40, )



68 4 Estabilidad

Dado que la Ec.([@=1) depende del tiempo de viaje del segundo tramo, es necesario encontrar
a tg.

Como la distancia entre semaforos consecutivos es L, = L, entonces ésta puede expresarse

COo1mo:
2

I — (1) ant Uimaz
Il _I_ v 2 _I_ 2@_

1 (1) U2
to = L — _ _maxr
2 VUrmaz ( 1 2a_

y sustituyendo :zgl), el tiempo de viaje del segundo tramo queda determinado asi:

donde

ty = —— Zmaz.
2 1
Vpmax 2a a, 2a_

De la ecuacién anterior se observa que el tiempo de viaje del segundo tramo depende de
x§°>, :zéo), por lo tanto, es posible expresarlo como una funcién en términos de las condiciones
iniciales

ty = k(z\", z).
Ademas, al observar la Fig.(4=3]) y dado que el vehiculo se detuvo al terminar el tercer tramo,
la velocidad final en el tercer tramo es:

Como el interés de esta seccion es estudiar la estabilidad de la érbita 17, g, 5_s,, €s necesario
encontrar la matriz Jacobiana:

0x§3) 0x§3)

ax(o) o (0)
J p—
! 03:13) arz?’)

8x§0) 8:650)
Para encontrar las derivadas parciales de primer orden, se debe tener en cuenta que xf” =
h(ts, xgo), xéo)) y ty = l{:(xgo), xéo)), por lo tanto:
02" 0x) Oty | 0af”
8x§0) Oty 8x§0) 8:650)

y las derivadas parciales son:

(4-8)

3
8x§ ) .
8t2 max
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o, 1
8$§0) B Umazx
3
8x§ ) _q
0

&zg )

Al reemplazar las derivadas en la Ec.(d=8)) se tiene que:

8x§3) B
Ol 0.
Oy
oz®
De igual manera se encuentra ﬁ donde:
Lo
oxY 0¥ 0xlY oty o
@~ 5.0 " 5t A0 (4-9)
Ox, Oxs ty Oxy
y las derivadas parciales son:
8x§3) _ Umaz — xéo) n Vmaz — 2x§0)
8:550) a+ Gy

Ota 1 (Umam - :z:go) Vmaz — 2x§0))

ox

81’50) Umazx a4 a4
3
8:65 ) .
at2 max
luego
3
8x§ ) _0
5 .
&Eg )
oz oz
Como xés) = 0, las derivadas parciales son % =0y % = 0.
1 Ly

Reemplazando las derivadas parciales encontradas en la matriz Jacobiana se tiene:

Como la matriz Jacobiana es la matriz nula entonces hay dos valores propios cero asociados
a Ji, esto significa que la érbita 17, g5 g, es superestable [63], 25, [17].

Pedro Lind [44], dice que para un mapa M-dimensional discreto, si el producto de los valores
propios de la matriz jacobiana del mapa, es nulo entonces la érbita periodica es superestable.
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4.2. Orbita 2T-periddica

Usando la Fig.([2=9]) y la notacién de la tabla (4=1l) se obtiene la Fig.(4=4]), ésta es la repre-
sentacion grafica de la érbita 2T-periddica para el modelo (2-5).

R

Figura 4-4.. Orbita 2T-Periédica

Nuevamente, teniendo en cuenta los estados observados sobre la Fig.(4=4]) y haciendo uso de
la Tabla (4=1), la érbita 2T-periddica se denota como 27T, ... 5 S, SomS-—So-
Recuérdese que:

. xgl): la posicion final en el i-ésimo tramo.

. xéi): la velocidad final en el i-ésimo tramo.

0 o ,
. xg ); posicion inicial de la trayectoria.

. xgo): velocidad inicial de la trayectoria.

donde i = 1,2,3,4,5,6,7, la 6rbita 2T-periddica tiene siete tramos, dado que ocurre siete
cambios de estado.

Nuevamente, como en la seccion anterior es necesario determinar la posicion y la velocidad

, . 7 7 . , . .. . e .
final en el séptimo tramo :)sg ) y :)sg ) respectivamente, en términos de las condiciones inicia-

0 0 . . . e
les xg ) y xé ); para esto es necesario hacer uso de las ecuaciones del movimiento rectilineo
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uniformemente acelerado.

En la Fig.(d=4)) se observa que en el séptimo tramo el automdvil se encuentra en el estado

nulo (Sp); es decir, el vehiculo se encuentra en reposo por lo tanto

20 = 4©

xg) _ xgs)

Para determinar estas incognitas es necesario conocer la posicion y la velocidad final de cada

tramo.
La posicion final en el primer tramo estd dado por:

2
_ .0
(Umax Ty ) @ I — Z'éo) )

m_ L

1’1 -

a+
donde el tiempo de viaje en el primer tramo es:

v _ 0

max 2

tl e —
a4

La posicién final en el segundo tramo esta dado por:

xgz) = 55’51) + Umaxt2

El tiempo de viaje en el segundo tramo es
to =T —t; — t3

—Umaz

(
donde T es el ciclo del semaforo y t3 = =2

—a—

Para el tercer tramo de viaje la posicion final xf’) es:

2
3)
x(3) _ x(2) B 1 (ZII’Q - Umam) . xg3)

! ! 2 a— s a—

— Umaz

(4-10)

(4-11)

(4-12)

Haciendo uso de las Ec.([@=I04=11]), se tiene que la Ec.([4=I12]) en términos de las condiciones

iniciales esta dada por:

2
(0))
(Umax - xQ _ (0)
+ ZL’(O) Umazx ) + ng)

3 _ 1
2 CL+ 2 CL+

LL’l —

. 2
xé3) —vmaz> wg3)

—I—'Umax(T -t — tg) — %<a77 — Umazx ;i}maz

(4-13)
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De igual manera la velocidad final xég), en este mismo tramo, esta determinada por:

2
<x§3)> = —2a_ (xf’) - x§2)> + V2 (4-14)

La posicion final en el cuarto tramo x§4) y en el quinto tramo :17&5) estan dadas por:

e
:)3&4) = + :)3&3)

2a+

$§5) = 5(754) + Vrmazts

Dado que se esta trabajando con una 6rbita 2T-periddica y con ayuda de la Fig.(4=4]), se

tiene que:
2

2L = 2V 4 vyt + 202,
2a_

luego, el tiempo de viaje en el quinto tramo t; estd dado por:
2
(3)
1 Vi — (25) Y (3

2L —
Umaz 2(1;_,. 2a_

ts =

Ahora, reemplazando la Ec.(d=13)) en ts, se tiene:

2 2
2 e — () L0 )
tr = 1 9 _ Umaz (sz ) B 'Ur2nam . 1 (Umax Ty ) _ ;U(O)M B I(O)
Umazx 26L+ 2a_ 2 ay 2 s 1
(4-15)
x(a)_vmaw ’ SC(3)—1)
_Urja:c (Umam(T - tl - t3) - %“tzif) - Umax%)
Finalmente, en el sexto tramo la posicion final x§6) esta determinada por:
2 2
(6) U2 U%@ax - (lég)) U?%lax — (;)jég)>
= — ma:(:t 4_16
B 20 Fomets 2a4 * 2a_ + ( )
1)7211az_<xgo)>2 RN (O BN C .
%ar T Umaz T — 7’“‘; 2y T2 tmer ) 4 o

como el vehiculo se detiene al final del sexto tramo, la velocidad final es:
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El objetivo de esta seccion es determinar la estabilidad de la érbita 27, g,,.5_ 5. 5o,.5_ S, Para
esto es necesario encontrar la matriz Jacobiana:

0x§6) 0x§6)
Ty = 8:6%2 8:6%2

Oxs’  0xy

argo) 03:50)

Para encontrar los valores propios asociados a Js, se deben encontrar las respectivas deriva-

das: " ©
0 0

como xéG) = 0, luego xfo) =0y % =0.
0xy Oxs

Para encontrar las componentes de la primera fila de .Jy, se calcularan por medio de la
siguiente expresiones:

02\ (029 [ ots 92\
© o | T 50 (4-17)
Oy Ot Oy O0x;
8x§6) 8:656) ots 8:656)
© o | T o (4-18)
Oy, Ots Oy, s
Usando las Ec.(4=15)) y Ec.(d=10]), se encuentran las derivadas:
03:&6)
(9t5 = Umazx
ots 1
8x§0) Umax
8x§6) B
o) 1
Ox;

Reemplazando, las respectivas derivadas en Ec(4=17)

oa 1
1 = Unaz (_ ) +1

0
8LU§ ) Umaz

luego,
8x§6)
0
&zg )
Derivando nuevamente las Ec.(d=13]) y Ec.(4=16]) respecto a atéo)

Ots 1 (vmax - xgo) Unaz — 2:550))

=0

8;650) B 'Uma:c

a4 a4
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817%6) _ _2$§O) + Umazx
8x§0) a ay

Por lo tanto, reemplazando las respectivas derivadas en Ec(4=18]) se tiene:

&rgﬁ) _ Umag
8x§0) ay

De lo anterior, la matriz Jacobiana J; queda determinada asi:

Umax
0

J2 = a4
0 0

Como se pretende estudiar la estabilidad de la orbita, es necesario encontrar los valores
propios asociados a .Jy, para esto se resuelve la ecuacién caracteristica

det(Jy — M) =0,

luego
A =0

Por lo tanto, la matriz jacobiana .J, tiene dos valores propios nulos, lo cual indica que la
érbita 27, 5,55, Soms_ S, €S superestable [18] [47].

El hecho de que las érbitas 1T-peridédica y 2T-periddica sean superestables indican que las
soluciones del sistema, bajo pequenas modificaciones en las condiciones iniciales, no difieren.

Es importante resaltar la diferencia entre una érbita estable y una orbita superestable con
relacion a la tasa de convergencia. El libro Ezploring chaos:Theory and experiment [18],
establece que una oOrbita estable tiene una tasa de convergencia lineal y, en una érbita
superestable la tasa de convergencia es cuadratica.



5. Consumo de combustible

El interés de este nuevo capitulo es realizar una aproximacién del consumo de combustible
del modelo estudiado en el capitulo dos; donde se considera un sélo vehiculo que viaja sobre
una via que tiene n seméaforos, que presentan distancias fijas entre ellos, es decir, L, = L.
Ademas, la funcién que modela el seméaforo es sen(T,7); esto indica que todos los seméaforos
tienen la misma frecuencia de cambio y el mismo ciclo, w, = w, T, = T respectivamente, y
un desfase nulo, ¢,, = 0.

Para realizar la aproxiamacion de combustible se utilizaran dos conceptos béasicos de la fisica,
trabajo y energia, recuérdese que estos estan intimamente ligados. En primer lugar, cuando
se realiza un trabajo sobre un cuerpo, se le transfiere una cierta cantidad de energia que se
manifiesta en el movimiento, por lo que se habla de energia cinética. En segundo lugar, el
trabajo neto realizado por la fuerza neta que actiia sobre un cuerpo es igual al cambio de
energfa cinética, es decir, a la diferencia de la energfa cinética final y la inicial[61].

Es importante recordar que el vehiculo viaja sobre una trayectoria recta donde se cumplen
las condiciones del movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

5.1. Energia-trabajo

El consumo de combustible es afectado principalmente por las condiciones atmosféricas, el
nimero de paradas, las aceleraciones y la velocidad promedio del vehiculo [4§].

Para este trabajo de investigacion se supone que el mévil se desplaza sobre una trayectoria
recta estando sometido a una aceleracién o desaceleracién ambas constantes, por esta razon
no se tendra en cuenta las condiciones atmosféricas. Especialmente se realizara el calculo del
consumo de combustible para la érbita 1T-periddica, 2T-periddica y finalmente para la Ola
verde, donde estas ébitas fueron encontradas en el modelo estudiado del capitulo dos.

En primer lugar se considera la potencia instantanea P, como la porcién de trasferencia de

enegia F en el tiempo ¢ [61, [64].
dE
P=—
dt
Si una fuerza externa se la aplica a un objeto y si el trabajo invertido por esta fuerza en el

objeto en el intervalo de tiempo At es AW, la potencia promedio durante ese intervalo es

AW
P;m"om = Tt
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ademas la potencia instantanea es el valor limite de la potencia promedio a medida que At

tiende a cero:
AW dW
P= lim =

At—0 At N W

donde dW representa el valor infinitesimal del trabajo invertido. Ademads se tiene que

dW:?.@;?.?
dt
donde

. ?: el vector fuerza.

= U el vector velocidad.
En consecuencia, la potencia instantanea se escribe

P = dE _F.7
dt
luego,

ty
E = E(0) +/ Fuodt

to

ty: tiempo final del trayecto.

to: tiempo inicial del trayecto.

F: el médulo del vector fuerza.

v: el médulo del vector velocidad.

= {: tiempo.

Segtn [65], el consumo del combustible C' puede ser estimado como:

ty
C':/ Fudt

to

Es importante aclarar que se considerara la fuerza de friccién F., la cual es opuesta al mo-
vimiento, no se considerard fuerzas externas como la resistencia aerodinamica y se omite
también la energia gastada debido a fricciones internas en el mecanismo del vehiculo.

A continuacién se realiza una descripcién de las fuentes de disipacién en el movimiento
del vehiculo; las cuales dependeran del estado (acelerado, nulo y desacelerado) en que se
encuentre el vehiculo. Para representar los estados del vehiculo, se adoptara la notacién
explicada en el capitulo anteriormente y resumida en la Tabla (4=1).
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1. Cuando el vehiculo inicie el recorrido con velocidad inical vy y el conductor acelere
hasta alcanzar la velocidad méxima o crucero permitida sobre la via, el cambio de
enegia cinética se calcula asi:

2 2
MU o o muy

E,, =
+ 2 2

2. Recuérdese, que la fuerza de rozamiento es estimada como:
Fr=pumg

donde
= 1 es el coeficiente de friccidén cinético.
= m: la masa del vehiculo.
= g: la gravedad.

por lo tanto, si el vehiculo recorre una distancia x, libre de paradas, el trabajo realizado
que se opone a la fuerza de rozamiento y suponiendo un coeficiente de rozamiento u
constante en toda la via, esta determinado por:

W, = F,x,.

3. Si el vehiculo viaja con una velocidad maxima hasta alcanzar la distancia de seguridad
y el semaforo se encuentra en rojo entonces el conductor se ve obligado a frenar hasta
llegar a la velocidad minima v,,;,; por lo tanto la energia perdida mientras desacelera
es:

4. Cuando el vehiculo se encuentre en reposo junto al semaforo esperando la luz verde, el
consumo del combustible en reposo C, se considerara nulo.

Con lo anterior, se procede a calcular el consumo del combustible para la 6rbita 1T-periddica,
2T-periddica y la Ola verde para el modelo bajo los supuestos nombrados anteriormente.

5.2. Consumo de combustible para una o6rbita
1T-periddica

En la Fig.(5=1l), se observa la representacion grafica de una érbita 17, g,,.s_s, para el modelo
de estudio.

Para calcular el consumo de combustible del vehiculo aplicado a la érbita 175, g, 5_s,, se
hara por medio de los estados (acelerado, nulo y desacelerado). Para este caso, sélo basta
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Figura 5-1.: Orbita 1T-Periédica

calcular y sumar la energia de cada estado y de esta manera se tendria una aproximacion del
consumo de combustible entre dos semafos consecutivos. Al multiplicar el valor encontrado
por el nimero de trayectos n—1 se obtendra el total de combustible gastado durante el viaje,
donde n es el numero de semaforos, ademas se considera que un trayecto es el recorrido entre
dos seméforos consecutivos.

En la érbita 1T-periédica ocurre cuatro cambios de estado.

Estado acelerado S,

El vehiculo se encuentra en reposo con velocidad inicial vy = 0 y posiciéon inicial zo = 0 he
inicia su recorrido con una aceleracién a, hasta alcanzar la velocidad maxima v,,.,, entonces
la enegia en este estado, se expresa asi:

Para encontrar la distancia recorrida x,; durante este estado se utiliza una de las ecuaciones
del MRUA,

v} = 2a(z — z0) + 1)
por lo tanto

Tr1 =
2a+

luego, el trabajo que se opone a la fuerza de rozamiento es:

Wi = Foa,.
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luego, el consumo de combustible en este estado es aproximadamente:

mu?

C—l-:%—i_Frxrl

Estado nulo S,

En este estado el vehiculo viaja con la velocidad méxima permitida sobre la via, siendo esta
constante, luego su aceleracién es nula. Luego solo se considerara el trabajo provocado por
la fuerza de rozamiento asi:

C'Om = Wr2 = pmgxy2,

v2 v2
, — L _ max max
2 <2a+ * 2a_ )

donde

Estado desacelerado S_

Ocurre cuando el conductor se ve obligado a frenar el vehiculo hasta detenerse, dado que
encuentra el semaféro en rojo. Como la fuerza de rozamiento es opuesta a la direccion del
movimiento y el automdévil esta siendo frenado entonces no se considerara un trabajo por
F,.. De esta manera la energia cinética seria:

Estado nulo S,

Como el vehiculo se encuentra en reposo entonces el consumo del combustible es proporcional
al tiempo de espera junto al semaforo, es decir, Cy = At. donde ¢, es el tiempo que espera el
conductor hasta que el semaforo pasa a verde y A es la constante de proporcionalidad. Pero
el consumo de combustible se considera casi nulo, es decir, Cy ~ 0.

Combustible total

De lo anterior, se tiene que el consumo de combustible total es la suma del consumo en cada
estado, es decir,
CrCy+Cop+C_+Cy

luego, el consumo de combustible total entre dos seméforos consecutivos es:

mU2 2

muv
C ~= mazx FT’ . mazx 5-1
—y T et — (5-1)

donde la distancia que recorre el vehiculo sin detenerse es x, = x,1 + x,2.
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Como el objetivo es encontrar el consumo de combustible gastado durante el recorrido a
través de la secuencia de n semaforos para la érbita 1T-periddica, entonces se multiplica la
Ec.(5-I)) por el nimero de trayectos n — 1.

Luego, el consumo total de combustible durante todo el viaje esta dado por:

2 2
Cr=(n—1) (mva + R+ m“;“) (5-2)

5.2.1. Consumo de combustible normalizado

Con el fin de eliminar las unidades y el pardmetro m (masa del vehiculo) de la Ec.(B5=1)), es
necesario encontrar el consumo de combustible normalizado, para esto primero se define el
consumo de combustible libre de paradas C}.

Considérese que el consumo de combustible libre de paradas es:

2
MUnaz

Cl = (n— 1)LFT + T

donde (n — 1)L es la distancia total del recorrido y % es la energia empleada desde el

reposo hasta alcanzar la velocidad méxima .
Reemplazando en la expresion anterior, la fuerza de rozamiento por F,. = umg, se tiene que:

2
Cir=m (,ug(n — 1)L+ Umﬁ) : (5-3)
Para normalizar el consumo de combustible se define una nueva variable normalizada como:

Cr

C, =—

Ci

donde C7r es el consumo de combustible total del recorrido.

Luego, haciendo uso de la Ec.(5-2) y del consumo libre de paradas C; Ec.(5-3)) se tiene que
el consumo de combustible normalizado se define como:

1 mu? mu?
Cn —— _ 1 max Fr , max

donde C),; sera llamado consumo de combustible normalizado para la érbita 1T-periodica.

5.3. Consumo de combustible para una érbita
2T-periodica

En la Fig.(5-2]), se observa la representacién gréfica de una o6rbita 2T-periddica para el
modelo con los supuestos nombrados anteriormente.
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S()m SOm,

Figura 5-2. Orbita 2T-Periédica

Para calcular el consumo de combustible del vehiculo utilizando la érbita 27, g, 5 5. SomS_ S5
se hard por medio de los estados (acelerado, desacelerado y nulo). Para este caso, solo basta
calcular y sumar la energia de cada estado y de esta manera se tendria una aproximacion
del consumo de combustible entre tres seméafos consecutivos.

Para entender mejor el porque de tres semaforos, obsérvese la Fig.(5-2)) donde la distancia
normalizada se representa con la linea discontinua. Cuando la distancia es nula indica que
el vehiculo se encuentra junto a un semaforo y cuando toma el valor maximo ilustra que el
vehiculo ha llegado al siguiente seméforo. Por ejemplo, en la Fig.([5=2]) se observa que en dos
periodos la distancia es nula en tres ocasiones y maxima en dos. Por lo tanto, en este caso
se tiene tres seméforos consecutivos.

Para la orbita 2T-peridédica ocurre siete cambios de estados del vehiculo, para calcular el
consumo de combustible en cada estado se hara uso de los términos explicados en la seccién

sec. (B.10).

Estado acelerado S,

El vehiculo se encuentra en reposo con velocidad y posicion iniciales vg = 0y g = 0
respectivamente he inicia su recorrido con una aceleracién a, hasta alcanzar la velocidad
mMaxima v,.;, entonces haciendo uso de las ecuaciones del MRUA, se tiene que la distancia
recorrida durante este estado es dada por:
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luego, el consumo de combustible en este estado es aproximadamente:

mu?

C—i-:%_l_Frxrl

Estado nulo S,

Para este estado el vehiculo viaja con velocidad méxima constante donde su aceleracion es
nula, luego solo se considerara el trabajo debido por la fuerza de rozamiento:

C'Om = Wr2 = Frxr2
donde x5 = Un4.te, ademas los tiempos de viaje t;, con i=1,2,3 son definidos asi:

= Tiempo de viaje en el primer tramo ¢; = %

= Tiempo de viaje en el segundo tramo to =T — t; — t3

= Tiempo de viaje en el tercer tramo t3 = Ymin—Umaz

—a_

donde T es el ciclo del semaforo, ademas en el tercer tramo el vehiculo se ve forzado a
frenar dado que el semaforo se encuentra en rojo como lo indica la funcién seno entonces se
denotara a v,,;, como la velocidad minima que llega el vehiculo en el instante que el semafo
conmuta a verde y el conductor acelera de nuevo. Ademas el tiempo total empleado desde
que inicia el recorrido hasta que termina el tercer tramo es un periodo 7' como se observa

en la Fig.([5-2).

Estado desacelerado S_

Ocurre cuando el conductor se ve obligado a frenar el vehiculo hasta llegar a la velocidad
minima v,,;,. Como la fuerza de rozamiento actUa encontra del movimiento y el auto esta
siendo frenado entonces no se considrara el trabajo ejercido por F,.. De esta manera el trabajo
neto es igual al cambio de la energia cinética

2 2
MU 0w — U

Co=W, = 5 .

Estado acelerado S,

Como el vehiculo se ve obligado a acelerar de nuevo dado que el seméforo retorno a verde y
alcanza la velocidad maxima, ademas la distancia recorrida durante este estado es:

v2 o — 2

max min

Tra =
2a+

luego, el consumo de combustible en este estado es aproximadamente:

mov?  —muv?

C_|_ — max 5 min + Frxrzl
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Estado nulo S,

Nuevamente, de la Figl5-2] se observa que el vehiculo alcanza la velocidad méxima constante,
por lo tanto el trabajo en funcion del rozamiento es:

C10m = WT’5 = FT’xT5

donde
Tps = 2L — (xrl + Zpo + T3 + xr4)

2

2
v .=, . . . . .
y xp3 = —minmer e la distancia recorrida en el tercer tramo, las otras distancias fueron

encontradas en los estados anteriores.

Estado nulo S,

Como el vehiculo se encuentra en reposo entonces el consumo del combustible se conside-
rara nulo Cy = 0.

Combustible total

De lo anterior, se tiene que el consumo de combustible total entre los tres seméaforos conse-
cutivos es la suma del consumo en cada estado,

va 2 2 2 2

muv ] i
¢~ % + Frxrl + Frxr2 + - 2 4+ - 2 =+ FT’xrél + FrxTS (5_4)

Como el objetivo es encontrar una expresion que represente el consumo de combustible
gastado durante todo el recorrido a través de la secuencia de n semaforos para la érbita
2T-periddica, se debe tener en cuenta que un vehiculo completa un trayecto cuando ha
atravesado tres semaforos consecutivos, y esto hace que la expresién general del consumo de
combustible para esta orbita 2T-periédica dependa de que si el nimero de semaforos n, es
par o impar.

» Para comprender mejor lo que ocurre cuando n es impar, observe la Fig(5=2]). Luego,
si el nimero de semaforos es impar, es decir, n = 2k + 1 donde k es el niimero de
trayectos, entonces el consumo de combustible total se expresa como:

2 2 2 2 2
muv muv muv,; muv muv,;
~ max max min max min
CT(impar) ~ k (72 + Frxrl + Frx/,-Q + B + B + FTZL’?«4 + FTZL’T5

(5-5)

» Para entender mejor lo que ocurre cuando n es par, observe la Fig.(5-4))

)
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Figura 5-3.: Orbita 2T-Periddica, n par

Si n es par puede ser expresado asi n = (2k 4+ 1) + 1 donde k es el nimero de trayectos
entonces el consumo de combustible total se expresa como:

2 2 2 2 2
muv muv ; ;
C (par) ~ k ( maz Frxrl Frxr2 maz min maz min Frxr4 Frxr5)

2 2 2 2 2
muv muv muv_ . muv muv_ .
( 2max Frxrl Frxr2 maz min maz min )

5.3.1. Consumo de combustible normalizado

Con el fin de eliminar las unidades y el pardmetro m (masa del vehiculo) del consumo to-
tal de combustible para la érbita 2T-periodica, se hara el mismo proceso que en la secciéon
sec.(0.2)). Para esto se utilizara la Ec[5-3]) que se refiere al consumo libre de paradas C;.
Como la expresion general del consumo de combustible para la érbita 2T-peridédica depende
de que si el nimero de semaforos n, es par o impar. Por esta razé se realizara dos normali-
zaciones.

» Si el nimero de semaforos es impar, se utiliza la Ec.(5-5]), de estd manera el consumo
de combustible normalizado se expresa asi

C1T(impar’)

Ci

Cn (impar) —
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= Si el nimero de semaforos es par, el consumo de combustible normalizado es

CT(paT’)

Ch(par) = i

5.4. Consumo del combustible para la ola verde

En la Fig.([5=4]), se observa la representacién grafica de una Ola verde.

Figura 5-4.: Ola Verde

Para calcular el consumo de combustible del vehiculo cuando ocurre el fenémeno de Ola
verde, se debe tener en cuenta que el conductor se detiene una séla vez durante el viaje y
que el resto del recorrido logra cruzar todos los semaforos con la velocidad maxima permitida.

Obsérvese en la Fig.(5=4)) que el vehiculo inicia su recorrido pero se ve forzado a detenerse en
el siguiente semaforo dado que éste se encuentra en rojo como lo indica la funcién seno. Luego
espera un tiempo hasta que la luz verde aparece y asi seguir con su recorrido a través de la
via. Entonces para este caso basta con calcular el consumo de combustible gastado hasta que
inicia de nuevo su viaje y sumarle el consumo gastado en el resto de la secuencia de seméaforos.

» Para la primera parte, se calcula el consumo de combustible gastado entre los dos
primeros seméforos, el cual es similar al calculado en la seccién sec. (5.2])
Por lo tanto, el consumo de combustible gastado entre los dos primeros semaforos esta

determinado por:

2 2
MUnaz 4 Fr'rr 4 m’UQma:c

4 5

Q
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Donde z, = z,1 + 2,2, ademas

Lr1 =

2 2
v v
T — L _ max + max
2 ( 2a;  2a_ )
» Para el resto del recorrido, es importante observar en la Fig.(5=4)) que el vehiculo solo

presenta dos estados Sy y Sy, luego el consumo de combustible Cy esta determinado

por:

mu?

Cy~ = 4 Fy(n —2)L

Por lo tanto, el consumo de combustible total para la Ola verde puede expresarse como:

Cr=C+Cy

5.4.1. Consumo de combustible normalizado

Nuevamente, con el fin de eliminar las unidades y el parametro m (masa del vehiculo) de la
Ec.(5-2), es necesario encontrar el consumo de combustible normalizado.
Recuérdese que el consumo de combustible libre de paradas es:

02
Cr=m <,ug(n - 1)L+ %) :

Luego, haciendo uso del consumo de combustible total para la Ola verde y del consumo libre
de paradas Cj, se define el consumo de combustible normalizado como:

1 [ mv? muv? muv?
Cnv max Ly max tr(; max . 2
__Cl< 5 + Fx —|—72 +m +72 + F.(n — )l/)

donde C,, sera llamado consumo de combustible normalizado para la Ola Verde.



6. Conclusiones

Se ha presentado un esquema de modelado y simulacién suave a trozos para un sistema de
trafico. Para simular este sistema es necesario conocer las ecuaciones que describen su flujo
en cada estado y las condiciones en las fronteras de transicion entre los estados dinamicos.
Con esta informacién y los diagramas de bifurcaciéon es posible simular un amplio rango
de fenémenos que este tipo de sistemas exhiben. Ejemplo de ello son los comportamientos
periddicos, bifurcaciones suaves y no suaves e incluso caos que se reflejan en los diagramas
de bifurcacién.

Desde el punto de vista de la teoria de bifurcaciones, los resultados presentados en este docu-
mento son una herramienta tutil para mejorar el modelo, de manera que, en trabajos futuros
se desarrollen estrategias de control con el propdsito de alcanzar dinamicas especificas como
la ola verde.

Se eligié un marco adecuado para modelar y simular el sistema. Donde el ciclo del semaforo
es un parametro importante como se evidencia en los diagramas de bifurcacién. Por lo ante-
rior, cuando el ciclo del semaforo es préximo a uno, la ola verde aparece, de esta manera el
tiempo de viaje es menor, dado que logra recorrer toda la secuencia de seméaforos en verde.
Asi es posible implementar estrategias de optimizacion basadas en el ciclo del semaforo.

Los beneficios para el sistema de trafico vehicular que se discutieron en este documento,
inicialmente, son la reduccion en el tiempo de viaje y en el consumo del combustible debido
a la configuracién de los seméforos, bajo la condicién de un ciclo de seméaforo que minimice el
numero de paradas en un trayecto, en investigaciones futuras, estudiar el efecto de posibles
combinaciones entre los valores de los pardmetros que definen el sistema.

El anélisis numérico realizado, ha permitido ver los efectos de la fase del semaforo. Donde
este, es un parametro representativo del sistema, el cual aproxima el modelo a la dinamica
real que se utiliza en los sistemas de trafico de las ciudades. Y muestra como una adecuada
configuracion del mismo, genera y desaparece secciones de ola verde.

Es importante resaltar que una configuracion adecuada de los semaforos, permite optimizar el
tiempo de desplazamiento de un vehiculo. De donde, una reduccién en el niimero de paradas
podria reducir el consumo de combustible y con ello sus efectos sobre el medio ambiente.
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En la primera etapa, el trabajo se enfocé en el desarrollo de rutinas numéricas para simular
el sistema dinamico no suave, siendo el principal objeto de estudio de esta investigacion. Y
con estas simulaciones numéricas se obtuvieron soluciones periddicas, bifurcaciones suaves
y no suaves, fractalidad, hasta caos, son por mencionar algunos de los fenémenos que se
hicieron evidentes.

En la segunda parte del trabajo, se realizé un analisis de estabilidad de dos tipos de érbitas
periddicas, las cuales resultaron siendo superestables. El hecho de que las 6rbitas 1T-periodi-
ca y 2T-periddica sean superestables indican que las soluciones del sistema, bajo pequenas
modificaciones en las condiciones iniciales, no difieren.

Finalmente, se realizé6 una aproximacion del consumo de combustible, mediante el uso de
un conjunto de herramientas de la mecanica clasica. Este cédlculo se hizo para tres tipos
de soluciones que son: la orbitas 1T-periddica, 2T-periédica y la ola verde. Y con esto se
evidencié, que cuando aumenta el numero de paradas de un vehiculo a través de una via
el consumo de combustible también aumenta. Por esta razén configurar los semaforos para
obtener una ola verde trae grandes beneficios para el conductor como son la reduccién en el
tiempo de viaje y en el consumo de combustible, dado que el niimero de paradas es minimo.



A. Anexo: Trabajos futuros

A continuacion se presentaran algunas técnicas y propuestas de investigacion que permitiran
extender este trabajo desde diferentes aspectos.

En primer lugar se hara una breve introducion a la teoria de control, segundo se hablara de
la ecuacion de Euler- Lagrange para problemas de optimizacion y por ultimo se propondran
algunos problemas de investigacion.

A.1. Control Optimo

El desarrollo de la teoria del control 6ptimo se inici6 en la década de los cincuenta, motiva-
dos especialmente por problemas aeroespaciales. Los ingenieros se interesaron en problemas
de controlar un sistema gobernado por un conjunto de ecuaciones diferenciales. En algunos
problemas aeroespaciales grandes ahorros en el costo se podrian obtener con una pequena
mejora en el rendimiento de modo que una operacién 6ptimo se convirtié en una técnica
muy importante [37].

La teoria de control éptimo es una herramienta matematica muy util que puede ser utilizada
en la toma de decisiones que involucran problemas fisicos, biolégicos, econémicos, entre otros.
Por ejemplo: si se desea controlar la trayectoria de una nave espacial, con condicién inicial
x(ty), para lograr una condicién final x(ts), el estado del sistema x(-) podria representar la
posicién y velocidad de la nave y el control u(-) representar la la fuerza o aceleracién necesaria
para lograr tal objetivo. Con esta formulacién, este ejemplo representa un problema para
la Teoria de Control, la cual hace énfasis en el analisis sobre las condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de los controles adecuados, y su computabilidad, asi como
también de la existencia, unicidad, y estabilidad de la trayectoria que garantice el logro de
dicho objetivo. Ahora bien, si ademas se desea lograr tal propdsito en un tiempo minimo,
o con el minimo uso de combustible, entonces este es un problema de control 6ptimo. En
tal caso, se quiere minimizar una funcional que depende del estado del sistema y del control
llamada funcional de costo [23].

Otro ejemplo, puede ser encontrar el porcentaje de la poblacién que debe ser vacunada para
minimizar el ntimero de infectados de una poblacion y el costo de implementacién de la
vacuna.
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A.1.1. Problema de control 6ptimo

Un problema de control 6ptimo tipico se plantea con tres elementos basicos. El primero de
ellos es un sistema dindmico que describe la situacion a investigar

X = ), u(t)
Donde z(t) € 2, C R" son las variables de estado y u(t) € Q, C R™ es el vector de controles,
de este modo, el segundo elemento importante en el planteamiento del problema de control
es el conjunto u de todos los controles admisibles; generalmente este conjunto se define por
medio de restricciones sobre el vector de controles u(t). Finalmente, debe plantearse una
funcién a maximizar o minimizar J(x(t), u(t)). Generalmente J describe los costos (directos
e indirectos) de aplicar los controles sobre el sistema con el fin de llevarlo al estado final
deseado, por tal razdon se le conoce cono funcién o funcional de costos [67].
Si un control u* es tal que minimiza la funcional de costo J, es decir, si J(x(t), u*) < J(x(t), u)
V u(t) € Q, entonces u* se denomina control éptimo [23].
En el calculo clasico de variaciones hay tres problemas de optimizacién llamados problema
de Bolza, problema de Lagrange y problema de Mayer [TT).

= Problema de Mayer: el funcional de costos es de la forma:

J(@(t), u(t)) = h(x(r),T)

sujeto al sistema dinamico
W~ falt),u(t)

con condiciones iniciales z(0) = zo y condiciones en la frontera x(7) = .

= Problema de Lagrange: el funcional de costos tiene la siguiente forma:

sujeto al sistema
LR CORT)
dt ’

con condiciones iniciales x(0) = xy y condiciones en la frontera z(7) = z,.

= Problema de Bolza: al hacer una combinacién de las dos formas anteriores, se tiene
que la funcion de costos es de la forma:

sujeta al sistema
2 — fat).u)
dt ’

con condiciones iniciales (0) = zo y condiciones en la frontera x(7) = x, [67, [45].
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Condiciones necesarias para la optimalidad de un problema de control éptimo fueron ob-
tenidas por Pontryagin, Boltyanskii y Gamkrelidze. A estas condiciones necesarias se le ha
llamado Principio de Pontryagin [77].

A.1.2. Principio del maximo de Pontryagin

Dado el siguiente problema de control, donde el funcional de costos es de la forma:

sujeto al sistema
dz
L ()

con condiciones iniciales x(0) = xy y condiciones en la frontera z(7) = z, donde u(t) € €2,

El principio establece, bajo ciertas condiciones para f y el conjunto de controles §2,, que
si u* es un control éptimo y x* es la solucién del sistema dindmico que corresponde a u*,
entonces existe una constante o < 0 y una funcién vectorial n € R" tales que la pareja (o, 7)
no es idénticamente nula, 7 es absolutamente continua y

d
d_:f] - _H:c ($*>U*>>77)
dx* * %

= _Hn (ZIZ' , U 777)

H (z*,u*,n) = mazyeq {H (x,u,n)}

donde H es el hamiltoniano dado por:
H(%UW) = Ug(x,u,t) +77 ' f(l',U)

con 7 - f que denota el producto interior de n con f. El problema de control 6ptimo se llama
singular si el determinante det(Hnn) se anula en todo punto a lo largo de la trayectoria
optima, en caso contrario se dice no singular. En particular si el Hamiltoniano es lineal
con respecto a una o méas de las funciones componentes del control, entonces dicho problema
resulta ser singular. La funcién n(t) = (11(¢), ..., 7,(t)) es llamada vector de variables adjuntas
y determinan el sistema adjunto dado por

dx*
t

= _Hn (.CL’*, U*7 TI)
. Una interpretacion de

H (ZL'*, u”, 77) = MaTyecq {H (l’, u, 77)} (A'l)
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es que para todo tiempo t, el valor u* del control 6ptimo debe maximizar el valor del ha-
miltoniano sobre todo valor admisible u € €,. Es importante observar que si u* cae en €2,

entonces de se deduce que,
Hu(x,u,n) = 0)

Por lo tanto, resolviendo este sistema de ecuaciones es posible determinar el control éptimo
u*. Con lo que se tiene hasta ahora, es posible resolver el problema de contorno,

( dr .
E = f(x,u )
L/
t x
x(0) = xo,
L (7)) = p(x(1))

Dado un problema de optimizacién
mind (a(0)su(t)) = ha(r),7) + | glalt)su(t)d
0

sujeto al sistema dindmico o f(x(t),u(t)) y tal que x(7) se encuentra en algin conjunto
objetivo G(xz(7)), se tiene que la condicién de transversalidad estd dada por
k
(1) = Vh(z(r)) + Y cigila(r))

i=1

La funcion h es conocida como costo terminal.

A continuacién se desarrolla un ejemplo donde se aplica la teoria de control 6ptimo explicada.

Ejemplo

Minimizar el funcional de costos

J(x,u,t) :/04u2(t)+:c(t) dt

sujeto a:
dz
R t
o = u(®)
z(0) =0
x(4) =1
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Para la aplicacién del Principio del maximo se define la variable adjunta A € R y el Hamil-
toniano

H=u*+z+ M

0H
luego, se calcula la condicién de primer orden e 0, la cual permite determinar el control

s u
optimo.
0OH
— =2u+XA=0
ou
por lo tanto,
) =2
U = ——.
2
. . . C . . o\
La ecuacién adjunta esta definida en el principio del maximo como 7 0w de esta
x
manera se tiene:
O\
-
dt

resolviendo esta ecuacién diferencial se encuentra la variable adjunta
ANt)=k—t

para alguna constante k.
Reemplazando la variable A(¢) en u*, el control éptimo queda definido as:

Luego, se reemplaza u* en la ecuacion diferencial

dx
R
o7 = ult)
y se resuelve.
Por lo tanto
‘(1) 2kt N
x =———+c
4 2

donde c es una constante.
Haciendo uso de las condiciones de frontera z(0) = 0y x(4) = 1, se tiene que c =0y k = 2,

por lo tanto
2t -3
*t - _ -
W) = =
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0 tf

ﬁ
L

Figura A-1.: Perfil de velocidad

Propuesta

Construir un problema de control, donde se defina un funcional de costos J que permita
encontrar un perfil de velocidad 6ptimo v*(¢) que minimice el tiempo de viaje y/o el consumo
de combustible de un vehiculo, cuando éste recorre una distancia L sobre una via. Ver

Fig.(A-1))

A.2. Optimizacion

El calculo de variaciones surgio a finales del siglo XV I1 y se convirtié en una rama solida de
las matematicas, sélida y rigurosa con los trabajos de Fuler (1707 —1783) y Lagrange (136 —
1813). Euler en 1744 publica su libro Método de bisqueda de lineas curvas on propiedades
de madximo o minimo, o la resolucion del problema isoperimétrico tomado en su sentido mds
amplio. En este trabajo se generalizo los problemas estudiados por los hermanos Bernoulli
(en particular, el de la braquistrécona), ademés encuentra la conocida ecuacién diferencial
de FEuler-Lagrange que resulta la condicidon necesaria de primer orden en el Calculo
de Variaciones. Pese a la practicidad del método, éste tenia cierta falta de rigor pero esta
situacion cambié en 1755 como consecuencia de la propuesta en comin de ideas por parte
de Euler y Lagrange [13]
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A.2.1. Ecuacion de Euler Lagrange

Problema de optimizacion
Sea f(x) una funcién real y de clase C? donde ty < z < t;. Entonces dado el funcional

t1
J:/ f(x,:c,t) dt
to
donde % = z, se debe encontrar aquella funcién (trayectoria) *(t), con primera y segunda
derivadas continuas en [t, t1], verificando z*(ty) = x¢ y x*(t1) = x1, siendo x¢ y x; dados
para que el funcional J alcance su maximo o el valor minimo.

Entonces para resolver el problema de optimizacién anterior se sugiere en [6], aplicar el
teorema de condicion necesaria de primer orden conocida como Fcuacion de Euler-Lagrage

la cual se define asi:
of _d (9f\,
Or dt \ oz

donde la solucién debe cumplir z(ty) = xo v x(t1) = ;1.
Es importante tener claro lo siguiente:

= si se pretende maximizar el funcional J, el integrando f (m, x, t) debe ser una funcion

céncava en alguna vecindad. [13].
= si quiere minimizar f (1’, x, t) debe ser una funcién convexa en alguna vecindad. [13].

= El proceso de maximizar puede usarse de forma andloga al proceso de minimizar, basta
observar que min(J(-)) = —max(J(-)) [6].

Ejemplo

A continuacién se desarrolla un problema de optimizacién con el objetivo de resolverlo usando
la ecuacion de Euler-Lagrange, bajo los siguientes supuestos:

= La inyeccion total de energia debido a la aceleracion del vehiculo desde el reposo hasta

alcanzar la velocidad v es E,. = %mvz.

= Si el vehiculo recorre una distancia L libre de paradas, el trabajo realizado que se opone
a la fuerza de rozamiento y suponiendo un coeficiente de rozamiento p constante en toda
la via, esta determinado por: W,. = F,x,, donde la fuerza de rozamiento es F'r = umg.

= El motor del vehiculo es modelado como si fuera una banda elastica, la cual impulsa
el vehiculo. luego la energia potencial eldstica es £, = %kvz, donde k es la constante
de elasticidad.

s No se considera la resistencia aerodinamica.
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Luego, usando los supuestos anteriores se propone minimizar el funcional definido asi:

tr /1 1
J = / (—va + —ka? — F,a:) dt
o \2 2

sujeto a
do _
at "
z(0) =0
ZL’(tf) =L
Donde

= z(1): es la posicién del vehiculo en el tiempo t.
= v(t): es la velocidad del vehiculo en el tiempo t.
» s tiempo final empleado para recorrer una distancia L.

» 2(0) =0y z(tf) = L son las condiciones de frontera.

Entonces para resolver el problema de optimizacién anterior se sugiere en [6], aplicar el
teorema de condicion necesaria de primer orden conocida como Fcuacion de Euler-Lagrage
la cual se define asi:

of d [0f
2 _ (=) =0
Or dt \ oz
de . )
Como pri x=wvy Fr = umg, se tiene que:

. 1 .2 1
f (x,x,t) =ome + §kx2 — pumgr =0

Calculando las respectivas derivadas, la respectiva Fcuacion de Euler-Lagrage es:

2

x
mﬁ—kxjtumgzo

con condiciones de frontera z(0) =0y z(ty) = L
La ecuacion resultante es lineal de segundo orden con coeficientes constantes, luego la solucién
general se expresa asi:

k k
x(t) = ¢y exp <\/ Et> + coexp (—\/ Et> + 'Mng

Para calcular las constantes ¢; y ¢y se hace uso de las condiciones de frontera z(0) = 0y
T (t f) = L.
Al derivar la solucién z(t) con respecto al tiempo se obtiene la velocidad del vehiculo:
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Propuesta

Construir un problema de optimizacion, donde se defina un funcional de costos J que per-
mita encontrar un perfil de velocidad que minimice el tiempo de viaje y/o el consumo de
combustible de un vehiculo, cuando éste recorre una distancia L sobre una via. Donde se mo-
dele la fuerza de avance proporcionada por el motor del vehiculo y se considere la resistencia
aerodinamica.

A.3. Otras propuestas

= Modelar la dindmica de un sélo vehiculo que viaja a través de una secuencia de seméafo-
ros de tres estados (verde, amarillo y rojo) los cuales estdn separados entre si una
distancia L,,. Con base en el modelo propuesto en esta investigacion.

= Modelar el comportamiento de un sélo vehiculo que viaja a través de una secuencia de
semaforos de tres estados (verde, amarillo y rojo) donde se incluyan pasos peatonales.

= Modelar y estudiar el comportamiento entre varios vehiculos, cuando estos viajan a
través de una secuencia de semaforos de tres estados (verde, amarillo y rojo) los cuales
estan separados entre si una distancia L,,.

= Dada una interseccion con algunas entradas y salidas, construir dos modelos para
estudiar el trafico vehicular. El primero, cuando se considera que en las intersecciones
hay semaforos y otro cuando se incluye una rotonda. Ademaés realizar una comparacion
entre los modelos y determinar cual de estos dos mecanismos es preferible para abordar
la regulacién del trafico.

s Realizar y analizar un modelo de flujo de trafico usando redes. Por ejemplo, donde se
considere que los nodos son las intercesiones entre las vias. Ademas donde en algunos
cruces se considere o no la existencia de un seméfor.
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