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RESUMEN

TITULO: PROPUESTA METODOLOGICA PARA LA ENSENANZA DE LAS
SECCIONES CONICAS EN EL GRADO DECIMO DE LA INSTITUCION
EDUCATIVA VILLAS DE SAN IGNACIO DE BUCARAMANGA

AUTOR: CALDERON GUALDRON William Eduardo

PALABRAS CLAVE: Conicas, Parabola, elipse, Hipérbola, Niveles de Van-

Hiele, Aprendizaje.

Esta propuesta metodolégica intenta mostrar una forma de ensefar las
secciones conicas en un ambiente didactico que se basa en que el estudiante
aprenda haciendo. Por ello, se presentan actividades para que el estudiante
explore y descubra caracteristicas de las figuras que él construird y, en didlogo

con sus compafieros y el docente, construya su propio conocimiento.

Para lograr este proceso se empled como referente tedrico el modelo de Van-
Hiele el cual se caracteriza al tener dos secciones, una de las cuales es
descriptiva, en ella se observan niveles de razonamiento en los cuales el
estudiante aumenta su capacidad de razonamiento matematico, para avanzar
en cada uno de ellos. La otra parte nos da a los maestros las pautas para que
nuestros estudiantes avancen de un nivel a otro, estas pautas se conocen como

Fases de Aprendizaje.



SUMMARY

TITLE: Proposed methodology for teaching conic sections in grade ten of school
Villas de San Ignacio de Bucaramanga

AUTHOR: CALDERON GUALDRON William Eduardo

KEY WORDS: Conics, Parabola, Ellipse, Hyperbola, Van Hiele Levels,
Learning.

This methodological proposal aims to show a way to teach the conical sections
in a didactic environment which is based on learning by doing. For this reason, a
set of activities are presented to the student in order for them to explore and
discover characteristics of the shapes that he/she will build and, by dialoguing
with his/her classmates and the teacher, his /her own knowledge would be built.

In order to reach this process, Van-Hiele model was used as a theoretical
benchmark which characterizes for having two sections, one of them is
descriptive. In it, reasoning levels are observed which make the student to
increase his/her mathematical reasoning capacity in order to advance in each on
these reasoning levels. The other part gives to teachers the guidelines so that
our students go from one level to another. These guidelines are called Learning

phases.
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INTRODUCCION

La ensefianza y el aprendizaje de las matematicas son objeto de interés e
investigacion para un verdadero docente por lo cual el docente en su rol de
investigador debe preocuparse por las dificultades de los estudiantes durante el
aprendizaje de las nociones mateméticas por lo que este trabajo se enfoca en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de la Geometria Analitica, en particular las

secciones conicas y sus ecuaciones, de estudiantes de décimo grado.

El investigador, a la fecha, suma como docente del grado décimo mas de diez
afos y durante este tiempo siempre dejé este tema para las ultimas semanas
del afio escolar y, por cuestiones del mismo tiempo, lo llevaba al aula
enfatizando en el aspecto algebraico, separandolo de la parte geométrica. De
dicha experiencia se tuvo que los estudiantes se rigieron mecanicamente a
seguir algoritmicos que solo favorecian la memorizacién de férmulas sin tener

claridad sobre lo que son y para qué sirven.

Asi, con el objetivo de superar esa realidad escolar, se realizaron guias de
aprendizaje que favorecieran la exploracion para que el estudiante descubriera
las caracteristicas de las figuras que estudiaba y, en interaccion con sus
compafieros y con el docente, construyera su propio conocimiento. Finalmente,
las guias aplicadas tienen como referente tedrico el modelo de Van-Hiele el cual
permiti6 que los estudiantes experimentaran un aprendizaje por medio de
experiencias que los motivaran a conocer los constructos geométricos que le
dan significado a las ecuaciones de segundo grado que representan a las

conicas.



CAPITULO 1

LA OBRA GEOMETRICA DE APOLONIO DE PERGA

El juego y la belleza estan en el origen de una gran parte de las matematicas.
Si los matematicos de todos los tiempos se lo han pasado tan bien jugando

y contemplando su juego y su ciencia, ¢por qué no tratar de aprenderla

y comunicarla a través del juego y de la belleza?

Miguel de Guzman

Durante el primer siglo de la época Helenistica hubo tres matematicos que se
encontraban por encima de todos los demas de su tiempo, incluso por encima
de la mayoria de los matematicos de todos los tiempos. Estos matematicos
fueron Euclides, Arquimedes y Apolonio. Sus obras son las que han
determinado que se denomine Edad de Oro de las mateméticas griegas al
periodo que va del 300 a.C. al 200 a.C.

Aungue el centro de la actividad matematica era Alejandria, Apolonio (al igual
gue Arquimedes) no nacié en Alejandria sino en Perga (ciudad situada en el
noroeste de Asia Menor). Pero probablemente estudié en Alejandria con los
sucesores de Euclides e incluso llegd a ensefiar en su universidad. Durante una
época de su vida, vivié en Pérgamo, ciudad que contaba con una universidad y
biblioteca de gran importancia, sélo superadas por las de Alejandria. Se cree
gue vivio entre los afios 262 y 190 a.C. Gran parte de su obra ha desaparecido;
por ello, hay mas preguntas sin respuestas sobre Apolonio y su obra que acerca

de Euclides o Arquimedes.

Sin embargo conocemos los titulos de algunas de sus obras (mas de veinte)
gracias a los comentarios posteriores que realizo Papus y a la presencia de seis

de sus trabajos en una recopilacion de las matematicas alejandrinas, conocida
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como El Tesoro del Analisis. Entre sus obras podemos destacar muy
especialmente los ocho libros dedicados al estudio de las cénicas, conocidos
como Las Conicas. Dicho tratado fue considerado como el corpus mas
completo que recogia los conocimientos sobre tales curvas de toda la
antigiiedad. Papus escribio varios teoremas sobre él, Sereno realizé un
comentario, al igual que Hypatia, y Eutocio quien prepard una edicion de los
primeros cuatro libros en el siglo VI d.C y redactdé un comentario sobre ellos.

Con el pasar de los siglos el rastro de los ocho libros de Apolonio se perdio, de
tal modo que su legado ha llegado hasta nosotros de diversas formas; sélo los
cuatro primeros libros se conservan en griego. El octavo desaparecio en su
totalidad pero gracias a la traduccién al arabe de los libros VI y VII que realizara
Thabit Ibn Qurra, se conservaron los siete primeros. Todos ellos fueron
traducidos al latin en los siglos XVI y XVII por Johanms Baptista Memkus en
1537 y Abraham Echellensis y Giacomo Alfonso Borelli en 1661.

Asi, dichos libros contienen 387 teoremas bien demostrados, algunos conocidos
por matematicos anteriores a Apolonio pero la mayoria de ellos inéditos. En
cuanto a la elaboracién de Las Conicas sabemos que, residiendo en Alejandria,
Apolonio fue visitado por un gedbmetra llamado Naucrates y, a peticion de este
altimo, escribié un apresurado borrador de Las Coénicas en ocho libros. Mas

tarde ya en Pérgamo, perfeccion6 y pulio el contenido de su obra.

Por su parte, el profesor Miguel de Guzman en el afio 2002 (apud Garcia, 2008
p. 3), en la seccion dedicada a Apolonio, sugiere, en términos actuales, el
siguiente indice de la obra:

i. Modos de obtencion y propiedades fundamentales de las conicas.

ii. Diametros, ejes y asintotas.

iii. Teoremas notables. Propiedades de los focos.

iv. Numero de puntos de interseccion de las cénicas.

12
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v. Segmentos de maxima y minima distancia. Normal, evoluta, centro de
curvatura.

vi. Igualdad y semejanza de las secciones conicas.

vii. Relaciones métricas sobre diametros.

vii. Se desconoce su contenido (tal vez problemas sobre diametros

conjugados.)

Segun el profesor José Manuel Gonzélez Rodriguez, en su texto Apolonio de
Perga: Las secciones conicas (1992, p. 359) refiere que “Apolonio en su primer
libro muestra como primera medida la definicion del cono circular recto tal como

la conocemos en la actualidad. Esto es:

Si una linea recta de longitud “y” que pasa siempre por un punto fijo se hace
mover sobre la circunferencia de un circulo que no esta en el mismo plano que
el punto dado, de tal manera que pase sucesivamente por todos los puntos de
dicha circunferencia, entonces la recta movil describira la superficie de un cono
doble.

Ademas nos proporciona algunas definiciones tales como:

A la recta “y” se le llamara generatriz del cono, al punto fijo vértice, y a la recta
trazada desde el vértice al centro del circulo se llamaré eje como lo podemos
apreciar en la siguiente grafica”.

—— Generatriz

Figura 1. Cono doble
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La historia cuenta que Apolonio fue el primero en basar la teoria de las tres
secciones conicas en secciones de un mismo cono circular, recto u oblicuo v,
posiblemente siguiendo una sugerencia de Arquimedes, fue el primer
matematico que introdujo los nombres de elipse, pardbola e hipérbola, en
conexién con las secciones de un cono cortado por un plano. Boyer (1986, pag.

195) brinda una idea del porque se utilizaron estos términos:

Las palabras “elipse, parabola, e hipérbola” no eran nuevas en absoluto ni
acufiadas para la ocasion sino que fueron adaptadas a partir de un uso anterior,
debido quiza a los pitagéricos en la solucién de ecuaciones cuadraticas por el
método de aplicacion de areas. “Ellipsis”, que significaba una deficiencia, se
utilizaba cuando un rectdngulo dado debia de aplicarse a un segmento dado
resultaba escaso en un cuadrado. Mientras que la palabra “hipérbola” (de
avanzar mas alla) se adapto6 para el caso en que el area excedia del segmento
dado, y por ultimo la palabra “parabola” (de colocar al lado o comparar) indicaba
gue no habia ni deficiencia ni exceso.

Apolonio, al igual que sus predecesores, obtuvo las conicas intersecando un
cono dado con planos apropiados asi la circunferencia es la curva cerrada que
se genera al cortar la superficie cénica con un plano que forma un angulo de

90° con el eje, como lo podemos apreciar en el grafico siguiente:

, Generatriz

Figura 2. La Circunferencia

Como se puede apreciar en la siguiente figura, la elipse es la figura cerrada
gue se genera al intersecar el cono con un plano que forma un angulo superior

al angulo que forma la generatriz del cono y su eje, e inferior a 90° con este.

14
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Generatriz

2<90°

Figura 3. La Elipse

Mientras que la parabola es la curva abierta que se genera al intersecar el
cono con un plano que forma un angulo igual al angulo que forma la generatriz
del cono y su eje, es decir la generatriz y el plano son paralelos, como lo

podemos apreciar en el grafico siguiente:

Generatriz

Figura 4. La Parabola

Y, finalmente, la hipérbola es la curva abierta que se genera al intersecar el
cono con un plano que forma un angulo inferior al angulo que forma la

generatriz del cono y su eje, y mayor o igual a 0° (véase la Figura 5).
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B< A

Generatriz /

Figura 5. La Hipérbola

El profesor Pifieiro (1998, p. 231) afirma que:

‘Los métodos de Apolonio son tan semejantes, en muchos aspectos, al
planteamiento analitico moderno que su obra se ha considerado a menudo
como una anticipacién de la geometria de Descartes en unos 1800 afios. No
hay diferencias esenciales entre el uso de un sistema de coordenadas
(Descartes) y el sistema de Apolonio que media las distancias a lo largo del
didmetro a partir del punto de tangencia (abscisa) y los segmentos paralelos a
la tangente interceptada por el diametro y la curva (ordenada). Las relaciones
gue encuentra Apolonio entre abscisas y ordenadas (sintomas de la curva) no
son otra cosa que formas retéricas de las ecuaciones analiticas de las curvas
consideradas”.

Finalmente, las relaciones que encontr6 Apolonio entre abscisas y ordenadas
(sintomas de la curva) no son otra cosa que formas retoricas de las ecuaciones
analiticas de las curvas consideradas. Esta idea tendria que esperar XIX siglos,
cuando Descartes y Fermat crean la Geometria Analitica con la introduccion de

los sistemas de coordenadas®.

! Steine en 1832 llamo a este tipo de geometria “Geometria Sintética” para distinguirla de la
geometria hecha con el auxilio de coordenadas, mas cominmente llamada Geometria Analitica.

16



CAPITULO 2

LA OBRA GEOMETRICA DE RENE DESCARTES

Uno de los mayores avances en el estudio de las conicas se dio en el siglo XVII,
gracias al filosofo y matematico francés René Descartes, quien de una manera
prodigiosa logro fusionar el lenguaje algebraico y la geometria, es decir cred lo
gue en adelante llamaremos Geometria Analitica. Como resultado de este
descubrimiento, Descartes logré probar que todas las conicas se pueden
describir mediante ecuaciones de segundo grado. Respecto a esto, Urbaneja

(2001) menciona:

“En el siglo XVI René Descartes (1596-1650) retoma el andlisis de estas curvas
de una forma ingeniosa, donde establece un puente para transitar entre la
geometria y el algebra, lo que permite asociar curvas con ecuaciones, a base
de aplicar el andlisis algebraico de Vieta a las problemas de lugares
geométricos de Apolonio, definidos en un sistema de coordenadas, por una
ecuacion indeterminada en dos incognitas, llamada la ecuacion de la curva,
implicitamente resume sus propiedades geométricas, las cuales se pueden
determinar mediante calculos algebraicos”.

Para poder entender facilmente la relacion entre las secciones conicas de
Apolonio y las expresiones algebraicas de Descartes esta el Teorema de
Dandelin que viene a ser el puente entre las cénicas de Apolonio y las conicas

de Descartes; el teorema versa asi:

"Sea un cono circular recto y una esfera tangente. Todo plano tangente a la
esfera corta al cono segun una conica, cuyo foco es el punto de contacto de la
esfera con el plano, siendo la directriz la traza del citado plano con el que
contiene el circulo de contacto del cono con la esfera”.

El autor Navales (2008 mencionado por Pérez 2012) expresa de forma un poco
mas clara este teorema para las diferentes secciones conicas, de la siguiente

manera:
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“‘Dada una superficie cénica y un plano que la secciona formando una conica,
siempre se puede dibujar una o dos esferas (una en caso de la parabola como
se verd) tangentes interiores a la superficie cénica y al plano de corte. Los
puntos de tangencia de las esferas (o esfera) con el plano de corte, son los
focos(o el foco) de la conica, y las circunferencias interseccion de las esferas
con la superficie coénica hacen que los planos que pasen por dichas
circunferencias, corten al plano de corte en dos rectas (una en la parabola) que
son las directrices de la conica”.

Bernal (2012) ofrece una ilustracidon de lo anterior que favorece la comprension

del teorema. Veamos el caso de la parabola:

Figura 6. Teorema de Dandelin en la parabola

Figura 7. Abatimiento de la parabola

Para el caso de la Elipse:
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Figura 8. Teorema de Dandelin en la elipse Figura 9. Abatimiento de la elipse

Las Figuras 10 y 11 corresponden al caso de la Hipérbola:

Figura 10. Teorema de Dandelin en la Figura 11. Abatimiento de la hipérbola
hipérbola

Segun Puerta (2006), una conica es el lugar geométrico de todos los puntos
(x,y) del plano cartesiano tales que su distancia a un punto fijo, llamado foco,

dividida por su distancia a una recta fija, llamada directriz, es una constante
positiva, e, llamada excentricidad de la conica. Sie =1 la conica se denomina

pardbola, si e < 1 la conica se denomina elipse y si e >1 la conica se denomina

hipérbola.
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2.1 LA PARABOLA

Charles H. Lehmann (1990) define una parabola como el lugar geométrico de
un punto que se mueve en un plano de tal manera que su distancia de una
recta fija, situada en el plano, es siempre igual a su distancia de un punto fijo
del plano que no pertenece a la recta. El punto fijo F se llama foco y la recta fija
| se llama directriz de la parabola. La definicion excluye el caso en que el foco
esta sobre la directriz. Las rectas que unen cualquier punto de la curva con el

foco, se denominan radios vectores, o simplemente vectores.

Directriz ) /

Figura 12. La Parabola

Para Puerta (2006), las ecuaciones canonicas de la parabola son de la forma:

1 . . ., —a? ..
x = |—=|y? donde la directriz tiene por ecuacion x = — c = ——, la excentricidad
4c y C

es e =§= 1 y el foco es (¢, 0) este tipo de pardbola se llamara pardbola

horizontal; en la Figura 13 se observa que el foco se encuentra sobre el eje de
las abscisas de donde la ecuacion serd x = 4cy? , las coordenadas del foco se

localizan en (c,0) y la recta directriz x = —c.
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-+ X

Parabola horizontal ‘

Figura 13. Parabola Horizontal

. ., ., 1 o e s
A continuacion se prueba la ecuacién x = [E] y? utilizando la definicion que

nos proporciona Lehmann:

Distancia del punto P al foco— |PF |

Distancia del punto P a la directriz —|PL]|

se tiene que |PF| = |PL|

De acuerdo con las coordenadas del punto P(x,y) y las coordenadas
del foco que se localizan el eje de las equis (c,0) y la ecuacién de la

directriz x = —c, se tiene que
|PF| =/ (x —c)? + y?
|PL| = |x + c|

Por la definicion se tiene que

JEx =02 +y2=|x+c|
(x—c)>+y2=(x+c¢)?
Luego de simplificaciones

Y este resultado corresponde a la ecuacion de la parabola con vértice en el
origen y foco en el eje de las abscisas en este caso se llamara parabola
horizontal.
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Puerta (ibidem) también presenta el caso y = [4—161 x% donde la directriz tiene por
ecuacion y = —c , la excentricidad es e = 2 =1, es decir c=a, y el foco es

(0, ¢) lo cual corresponde a la parabola vertical como se puede apreciar en la

Figura 14.

— <

P(x,y)

i

-« -+ X

.

Figura 14. Parabola Vertical

La prueba la podemos realizar de dos formas distintas, como primera medida
utilizando la definicion que nos proporciona Puerta(2006), un punto P(x,y)

pertenece a la parabola si satisface:

distancia de (x,y)al punto fijo(0,c)
distancia de (x,y) alarectay = —c ¢

Ja=0Z+y—o?
JE—02+ -2
V2 + =)’ = (02 + (v + )
x*+ (-0 =0+ +0)?
x2+y2 = 2yc+c? =y%+ 2yc +c?

x% = 4yc
Ahora utilizando la definicion que nos proporciona Lehmann,

Distancia del punto P al foco— |PF |
Distancia del punto a la directriz— |PL]|
Se tiene que |PF| = |PL|
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De acuerdo a las coordenadas del punto P(xy) y las coordenadas del
foco que se localizan sobre de las equis (c,0) y la ecuacién de la
directriz x = —c se tiene que |PF| = /(x + 0)2+(y — ¢)?

|PL| = |y + c|, por definicion se tiene

JFFO= = ly+e

Luego de simplificaciones

x2—4yc =0
~x? =4cy

Una de las variantes de las anteriores posiciones de la pardbola respecto a su
ubicacion en el plano cartesiano, es cuando el vértice de la parabola no se
encuentra en el origen de coordenadas si no en un punto (h, k), entonces la

ecuacion de la parabola esta representada por:
(x — h)* = 4c(y — k)
(y — k)?> = 4c(x — h)

A continuaciébn se verificaran las mismas aplicando la definicion que
proporciona Lehmann: Para el caso (x —h)? = 4c(y — k), llamada parébola

horizontal con vértice en el punto V(h, k) y foco en F(h + c, k):

Y directriz
Y A

Figura 15. Pardbola Horizontal con vértice (h, k)
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Se parte de que

Va—(h+c)?+y—k?=x—-(h—0)|
(x—(h+)*+(@y—-k?=x-(h—c)?
x2=2x(c+h)+(h+c)?*+(y—k)>=x*-2x(h—c)+ (h—c)?
x% —2xc —2xh+ (h+c)? + (y — k)? = x? — 2xh + 2xc + h? — 2hc + ¢?

Simplificando se obtiene:

—2xc + 2hc + (y — k)? = 2xc — 2hc
(v — k)? = 2xc — 2hc + 2xc — 2hc
(v — k)? = 4xc — 4hc
~(y—k)?2 =4c(x —h)

Para el caso de la Figura 16, la ecuacion corresponde a (y — k)? = 4c(x — h)
con vertice en el punto V(h, k) y foco F(h,k—c) es la llamada parédbola

vertical.

.
>

directriz

» X
- »

Figura 16. Parabola Vertical con vértice (h, k)

Finalmente, utilizando la definicion de Lehman, se tiene que:

V=12 + = (k+c)? =1y = (k-0
x-m*+ G-+’ =-(k-0)

24



PROPUESTA METODOLOGICA PARA LA ENSENANZA DE LAS SECCIONES CONICAS EN EL GRADO
DECIMO DE LA INSTITUCION EDUCATIVA VILLAS DE SAN IGNACIO DE BUCARAMANGA

(x—h)?+y*=2yk+c)+ (k+c)* =y*—2y(k—c) + (k —c)?
(x — h)? 4+ y? — 2yk — 2yc + k? + 2kc + ¢? = y? — 2yk + 2yc + k? — 2kc + ¢?

Simplificando se obtiene:

(x — h)? = 2yc — 2kc + 2yc — 2kc
x —h)? = 4yc — 4kc
(x — h)? = 4yc — 4k
s~ (x—h)? =4c(y — k)

2.2 LA ELIPSE

Lehmann define la elipse como el lugar geométrico de un punto que se mueve
en un plano de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de
ese plano es siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los

puntos.

directriz

eje focal

directriz

Figura 17. Elipse

A los dos puntos fijos F y F* se les llama focos. La recta I que pasa por los
focos, eje focal. El eje focal corta a la elipse en otros dos puntos V;yV,

llamados vértices de la elipse, el segmento que une los vértices se llama eje
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mayor, el punto medio de este segmento “c” sera el centro de la elipse. La
recta perpendicular al eje mayor y que pasa por el punto medio se llama eje

menor y corta a la elipse en dos puntos 4, y A,.

Para Puerta (2006), las ecuaciones canoénicas de la elipse son de la forma
2 2
Z—2+i—2= 1 (elipse horizontal) donde las directrices tienen por ecuaciones

a? .. c .
x=1— la excentricidad es e=-, a’ = c?+b?y los focos tienen por

cordenadas: (c,0)y (—c,0), como se puede apreciar en la Figura 19.

directriz o directriz
(0.b) p(xy)
" w {-c,0) Fic0) ) "
2 2
X y L e
2T =1 (0-b)
a? — a_z
X = _? x= c

Figura 18. Elipse horizontal

A continuacién se obtendra la ecuacion que presenta Puerta (2006),
La ecuacion de la recta directriz la podemos probar asi:
Sea x = k la recta directriz, entonces se cumple que,

distancia de (x,y)al Foco

distancia de (x,y) a la recta directriz

V. € eli ViF a—c 1
- — = " =
1 € elipse V.D e T g€ (D
. VoF c—(—a)
Vz € ellpse - VZ_D =e k——(—a) =e (2)
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(MDa—-c=ek—ea

(2)a+c=ek+ea

2a =2ek - e=

Ll IS

Restando (2)-(1): 2c=2ea—>e= 2

Por la definicion tenemos que un punto P(x,y) pertenece a la elipse si satisface:

distancia de (x,y)al punto fijo(c,0) c
:e:—
2
distancia de (x,y) alarecta x = aT a
Es decir,
JG-P+ -7 ¢
2 2 a
a? 5
[7—96] +-y)
2,2 2
c®la
2 2
x—c) 'ty =—|——x
( ) +y azlc l
2 4 2
ct|a 2a“x
2 2 2 2
x* —2xc+c*+ = |—— +x
) P c l
c2
x2+c2+yz=a2+;x2
Z_i 2+ 2 _ 42 __ A2
Xt —Gxtty=at-c
2 _ .2
a‘—c
2 2 _ 2 _ .2
I 22 lx +y“=a“—c

Como tenemos que a? = c? + b2

bZ
lﬁl x2 + y2 — b2

xZ yZ
2 =l
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Este mismo resultado lo podemos obtener al observar que en la Figura 18 se
cumple

F'P + PF = 2a

Aplicando la férmula de la distancia obtenemos que:

\/(x—c)z+(y—0)2+\/(x+c)2+(y+0)2=2a
\/(x+c)2+(y+0)2=2a—\/(x—c)2+(y—0)2

V& +0)?+(=02) = 2a—yx—c)*+ - 072>
x% + 2xc + c2 + y? = 4a® — 4a([(x — )2 + y2) + x% — 2xc + % + y?
4a(\/(x — )2+ y% ) = 4a? — 4xc
a(/(x —c)2+y%2)=a%—xc

luego de simplificaciones y dividiendo la igualdad entre el producto
a?(a? — c?)

yZ

+——=1
aZ aZ_CZ

Teniendo en cuenta que a? > c? se puede asegurar que a*—c? >0 de

2 2
donde hacemos b? = a? — ¢? para obtener finalmente: % + z—z =1.
Una variante que se puede tener es cuando el centro de la elipse horizontal no
es el origen de coordendas si no un punto (h, k) como en la Figura 19 se

aprecia:

Y

P(x,y)

Vihk) |

kL _____. Vich-a, k)4 ®FTh-ckh--0---F(h+c k- Va(h+ak

ac 5

Figura 19. Elipse horizontal de centro (h, k)
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La elipse horizontal centrada en (h, k) se obtiene de la centrada en (0, 0)
mediante una traslacion, es decir, mediante un cambio de coordenadas:
x=x"+h
y=y +k

donde la ecuacidon canoOnica sera:

(x—h)? (y—k)?
a? + b2

Otra forma que presenta Puerta (2006) para la ecuacion canonica de la elipse

2
Y
a2

2
es +’;—2= 1 (elipse vertical) donde las directrices tienen por ecuaciones

2
y = ia?; la excentricidad es e = 2 a’ =c?+b? y los focos tienen por
cordenadas: (0,c)y (0,—c) como se puede apreciar en la Figura 20.

a? T
;V:—

directriz

Vi (0,a)

F(0.c)

(b,0)

V,(0.-a)

y=—— directriz

Figura 20. Elipse vertical de centro (0, 0)

Nuevamente se comprobara la ecuacién correspondiente a la elipse vertical,

veamos:

F'P+ PF=2a
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JO =02+ (x =02+ +c)2+ (x +0)2=2a
JO+)2+ (x+0)2=2a—(y—c)?+ (x—0)2
WO+ +(x—0)2)? = 2a—y(y—c)* + (x - 0)?)?
y2+2yc+c2+x2=4a2—4a(\/m)+ y? = 2yc + c? + x?
4a(\/(y —c)? +x% ) = 4a® — 4yc
a(y—c)? +x? )=a®—yc
a’(y? — 2yc + c? + x?) = a* — 2a’yc + y?*c?
a?y? + a®c? + a’x? = a* + y?c?

yZ(aZ _ CZ) + a2x2 — aZ(aZ _ CZ)

Dividiendo la igualdad entre el producto a?(a? — c?)

y2 xZ B

a2 + a? —c? 1

Teniendo en cuenta que a? > ¢* podemos asegurar que a? —c? >0 de
2 2

. X
donde hacemos b? = a® — ¢? para obtener finalmente: Z—Z t o= 1.

Al igual que en el caso de la parabola horizontal, la parabola cuyo eje mayor es
paralelo al eje y también puede estar en un centro (h, k) como se aprecia en la
Figura 21:

Wih kta)

Figura 21. Elipse vertical de centro (h, k)

Finalmente, una forma de ver este resultado es notar que la elipse vertical
centrada en (h, k) se obtiene de la centrada en (0, 0) mediante una traslacion,

es decir, mediante un cambio de coordenadas
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x=x"+h

y=y'+k

donde la ecuacion de la elipse vertical con centro en (h, k) es:

G-k = _

a? b2 1

2.3 LA HIPERBOLA

Para Lehmann (1989), una hipérbola es un lugar geométrico de un punto que se
mueve en el plano de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos del plano, llamados focos, es siempre igual a una

cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos.

Algunas caracteristicas de la hipérbola son que consta de dos ramas diferentes
de longitud infinita, y posee los siguientes elementos: dos focos F y F’ una
recta que une los focos llamada eje focal la cual toca a la hipérbola en dos
puntos V; y V, a llamados vértices. El punto medio del segmento que forman
ViyV,se denota ¢ es el centro de la hipérbola, las rectas que son

perpendiculares al eje focal son las rectas directriz (ver Figura 22).

directriz sl o

directriz

Figura 22. Hipérbola
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Para Puerta (2006), la siguiente ecuacion canonica corresponde a la hipérbola
horizontal (Figura 23):

2 2

Xy

@ pz -t

)

2
cuyas directrices tienen por ecuacion x = ia?. La excentricidad es e =§
c? = a® + b? y los focos tienen por cordenadas: (0,c)y (0,—c) como se puede
apreciar en la figura.

- . _az a
Directrices x=—— x=—
[

F s

ﬁ@@m
e
(0.c)

o-afv, |6 7

X=—-a xXx=a

Figura 23. Hipérbola horizontal de centro (0, 0)

Al igual que con las conicas anteriores, se mostrara el proceso para obtener la
ecuacion de la hiperbola, en la Figura anterior podemos observar que la rama
de la derecha se obtiene cuando PF - F'P = 2a y la rama de la izquierda cuando

F'P - PF = 2a. Es decir se tiene que:

|PF — PF'| = 2a

Aplicando la férmula de la distancia se obtiene que:

JE+0)?2+ @ +0)2=2a++/(x—c)?+ (y — 0)2
WE+02+(—0)2)2=Q2a+/(x—c)*+ (y— 0)2)?
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x2+2xc+c?+y?=4a’+4a(\/(x —c)2+y2)? + x? — 2xc+ c? +y?
4a(y/(x — )2 +y2 )% = —4a® + 4xc
(ay/(x — )2 +y2 )2 = xc — a?
a?(x? — 2xc + c¢? + y?) = a* — 2a®xc + x?c?
a’x? + a®c? + a?y? = a* + x%c?
x2(c? — a?) — a?y? = a?(c? — a?)

Dividiendo la igualdad entre el producto a?(c? — a?)

xZ yZ

I a——
a? c2 — q?

Teniendo en cuenta que c? > a? entonces c¢? —a? > 0 de donde se tiene
2 2
b% = c% — a? y por ende %—Z—z= 1.
Este mismo resultado lo podemos obtener utilizando la definicion que nos
proporciona Puerta (2006), Un punto P(x,y) pertenece a la hipérbola si
satisface:
distancia de (x,y)al punto fijo(c,0)

. . a?
distancia de (x,y) a larecta x = v

c
e =—: donde b? + a? = ¢?
a

Asi queda al lector realizar la prueba.

Finalmente, si el centro de la hipérbola horizontal no es el origen si no el punto
(h, k) como se aprecia la Figura 24 entonces la ecuacion canonica se

transforma en:

x—h? —k? _

a? b2 1
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Figura 24. Hipérbola horizontal de centro (h,k)

Asi, queda al lector realizar la respectiva verificacion de la ecuacion anterior.
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CAPITULO 3

LA OBRA DE DINA Y PIERRE VAN HEILE

Han sido numerosas las investigaciones que se han realizado acerca del
modelo de Van Hiele, destacandose las ultimas tres décadas por una gran
produccion y difusién del modelo en los idiomas inglés y castellano. La mayoria
de investigaciones iniciales se enfocaron a evaluar y describir el nivel de
razonamiento en geometria de los estudiantes a través del disefio de diferentes

test y entrevistas, sugiriendo formas de evaluar y de caracterizar los niveles.

Los esposos Van Hiele, a partir de su experiencia como docentes de
matematicas, elaboraron un modelo que trata de explicar cdmo puede un
profesor ayudar a sus alumnos para que mejoren su razonamiento. Asi, este
modelo explica, desde una perspectiva cognitiva, como se desarrolla el
pensamiento geométrico de los estudiantes, y desde una perspectiva didactica
la manera como el profesor puede guiar este desarrollo para alcanzar niveles

de razonamiento superiores.

El modelo de Van Hiele estd formado por dos componentes: los niveles de
razonamiento, que describen la forma como los estudiantes razonan la
geometria cuando efectian diversas actividades para un tema, desde el
razonamiento intuitivo hasta el razonamiento abstracto formal y las fases de
aprendizaje, que ayudan al profesor a organizar las actividades para que sus
estudiantes puedan avanzar de un nivel de razonamiento al inmediatamente
superior.

Los autores Jaime y Gutiérrez (1990, p. 305) describen las ideas centrales del

Modelo de Van Hiele de la siguiente manera (véase la Figura 25):
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Se pueden encontrar
diferentes niveles de
perfeccion en el

razonamiento

Un estudiante sélo

podra comprender

aquellos conceptos

que correspondan a
su nivel de

Siuna nocion
matematica no
puede ser
presentada a un
estudiante de
acuerdo a su nivel
actual de
razonamiento

No se puede ensefiar
a una persona a
razonar de
determinada
manera. Pero si se
puede, mediante

actividades
disefiadas para ello,
ayudarla a que lo
LET-CH

geomeétrico de los

L razonamiento
estudiantes.

geométrico.

geomeétrico entonces
se debera esperar a
que alcance el
adecuado para
abordarla.

Figura 25. Ideas centrales del Modelo de Van Hiele desde Jaime y Gutiérrez (1990)

El modelo se realiz6 inicialmente a nivel escolar. Sin embargo en la actualidad
se ha aplicado el modelo en Universidades de Moscu, USA, Espafa, Holanda, y
de ahi han surgido propuestas y tesis de aplicacién del modelo en la ensefianza

de logaritmos, de la geometria analitica e incluso de la fisica.

3.1 NIVELES DE RAZONAMIENTO

Los niveles de razonamiento son etapas de desarrollo intelectual y cognoscitivo
por las cuales todo estudiante atraviesa para lograr un mayor razonamiento.
Asi, estos representan los distintos tipos de razonamiento geométrico de los
estudiantes a lo largo de su formacion en los cursos de matematicas que va
desde el razonamiento intuitivo de los nifios de transicion hasta el formal y
abstracto de los estudiantes universitarios. De acuerdo con este modelo, si el
estudiante es dirigido por instrucciones adecuadas avanza a través de los cinco

niveles de razonamiento.
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NIVEL5: Rigor

NIVEL 4: Deduccién
Formal

NIVEL 3:
Clasificacion

NIVEL 1:
Reconocimento

Figura 26. Niveles de razonamiento del modelo Van Hiele

Es importante sefalar que segun este modelo, se determina el nivel de
aprendizaje de un estudiante no tanto por lo que puede resolver o hacer, sino

por la forma cdmo se expresa y la forma cémo razona.

Para facilitar la comprensién de los niveles, se usara como ejemplo el caso de
las figuras geométricas. A continuacion se presentan cada uno de los cinco
niveles y algunas de las caracteristicas que identifican a los estudiantes que se

encuentran en ese nivel, esto desde Mata (2006, p. 28)

Nivel 1: De visualizacion o reconocimiento
« Perciben las figuras geométricas en su totalidad, de manera global, como
unidades, dando en ocasiones caracteristicas que no corresponden a
las descripciones que hacen.
&« Hace referencias a prototipos externos para describir las figuras; por
ejemplo, dicen que un cuadrado es como una ventana.
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Usan propiedades imprecisas para ordenar, comparar, describir o
identificar figuras geométricas; por ejemplo, dicen que los triAngulos
tienen tres puntas.

Perciben las figuras como objetos individuales, es decir no son capaces
de ver las caracteristicas de una figura a otra de su misma clase.

Solo describen el aspecto fisico de las figuras; el reconocerlas
diferenciarlas, o clasificarlas se basa solo en semejanzas o diferencias
fisicas globales entre ellas.

La mayoria de veces al describir las figuras se basan en su semejanza
con otros objetos (no necesariamente geométricos) que conocen, Yy
comunmente utiliza frases como “se parece a...”, “tiene forma de...”.

No reconocen claramente las partes que componen las figuras ni sus

propiedades geométricas o matematicas.

Este nivel no es exclusivo de los estudiantes de corta edad, en él se clasifican

todos aquellos que solo poseen conceptos nuevos y es por esto que es el nivel

de menor estancia de los estudiantes.

Nivel 2: de andlisis

)

Se dan cuenta de que las figuras geométricas estan formadas por
pedazos o elementos los cuales describen y enuncian sus propiedades,
pero de manera informal.

Como muchas definiciones en Geometria se elaboran a partir de
propiedades, los estudiantes no pueden elaborar definiciones.
Observando las figuras pueden reconocer algunas propiedades y
experimentado con ellas pueden generalizar.

No hacen clasificaciones formales, solo relacionan unas propiedades con

otras, basandose en algunas partes o elementos de las figuras.

Manejan un vocabulario méas formal que en el nivel anterior.
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+ Consideran que la geometria es experimental, y por lo tanto, observan
una variedad de figuras, miden, prueban y concluyen a partir de sus

experiencias.

Nivel 3: de Ordenacién o clasificacion
En este nivel el estudiante cambia la forma de percibir las figuras geométricas,
ahora puede verlas como un conjunto de elementos que cumplen algunas

propiedades, para realizar un pequefio razonamiento matematico.

% En este nivel inicia la capacidad de razonamiento matematico formal
de los estudiantes: son capaces de reconocer que unas propiedades
se deducen de otras y de describir esas implicaciones, pero aun no
pueden hacer demostraciones formales.

& Pueden entender una demostracion explicada por el profesor u
observada en un libro, pero no pueden construirla por si mismos.

& Pueden realizar razonamientos deductivos informales, sobre todo si
conocen algunas reglas l6gicas como la de transitividad.

% Usan representaciones graficas como una forma de justificar sus
deducciones.

« Pueden identificar propiedades que en conjunto tipifican a unas
figuras descartando a otras.

« ldentifican conjuntos minimos de propiedades que caracterizan a una
familia de figuras.

& En sus razonamientos logicos hacen uso de las definiciones

usandolas correctamente.

Al estar en el nivel los estudiantes ya habran adquirido la habilidad de conectar
l6gicamente diversas propiedades de la misma o diferente figura. AUn no
alcanzan a tener la capacidad para realizar la demostracibn completa de un

teorema.
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Nivel 4: De deduccion formal

En este nivel los estudiantes pueden hacer demostraciones formales de las
propiedades que ya habian realizado informalmente en los niveles anteriores,

asi como descubrir y probar nuevas propiedades mas complejas.

&« Las demostraciones tienen sentido y reconocen su necesidad como
Unica forma de verificacion de la tesis.
Realizan conjeturas y buscan verificar la veracidad de las mismas
Pueden construir demostraciones, compararlas y criticarlas.
Aceptan la existencia de definiciones equivalentes, aceptando la
posibilidad de llegar al mismo resultado desde distintas premisas y
pueden demostrar su equivalencia.
Dan argumentos deductivos formales.
Pueden comprender la estructura axiomatica de las matematicas.
Comprende la utilidad de términos no definidos, axiomas y teoremas.
 Piensan en las mismas cuestiones que en los niveles anteriores pero

ahora buscan justificaciones y elaboran criterios, argumentos y razones.

Es claro que los estudiantes que han adquirido este nivel, logran tener un alto
nivel de razonamiento logico, tienen una vision globalizadora de las

Matematicas.

Nivel 5: De rigor

Es el dltimo nivel, y a pesar que se ha hecho hincapié de que los niveles no
estan relacionados con la edad, se asume que es un nivel propio del nivel
universitario o profesional. Continuando con la ejemplificacion de los poligonos,
estos son indicadores de lo que esta en capacidad de hacer un estudiante en
este nivel:

& Puede prescindir de cualquier soporte grafico o concreto para lograr la

deduccion de nuevos conceptos.
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& Puede utilizar mas de un sistema axiomatico, analizarlo y compararlo,
asi pueden usar propiedades de la geometria euclidiana en la
geometria analitica.

& Puede pasar de una geometria a otra.

En sus trabajos los Van Hiele enfatizan en la idea que “el paso de un nivel a
otro depende mas de la ensefianza recibida que de la edad o madurez”, es
decir, dan una gran importancia a la organizacion del proceso de ensefianza-
aprendizaje asi como a las actividades disefiadas y los materiales utilizados.
Sin embargo algunos estudios han mostrado que la poblacion estudiantil media
no alcanza los dos ultimos niveles, es por ello que esta investigacion se centrd
en llevar a los estudiantes hasta el nivel tres. Para ello, se realizaron
actividades de graduacion y organizacion de las acciones que debe realizar un
estudiante para adquirir las experiencias que le lleven al nivel superior de
razonamiento teniendo en cuenta que los Van Hiele caracterizan el aprendizaje
como el resultado de la acumulaciéon de la cantidad suficiente de experiencias

adecuadas, esto a través de cinco fases que se muestran en la Figura 27.

3.2 FASES DEL MODELO

* Orientacion

e Integracion

* Informacion e Orientacion « Explicitacion
dirigida

libre

Figura 27. Fases del modelo Van Hiele
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Las caracteristicas principales de cada una de las fases son las siguientes
(Jaime y Gutiérrez, 1990):

FASE 1: PREGUNTAS/INFORMACION

Esta fase es oral y mediante preguntas, se debe tratar de determinar el punto
de partida de los estudiantes, lo que algunos autores llaman los conocimientos
previos sobre el tema que se va a tratar, y el camino a seguir de las actividades
siguientes. Se puede realizar mediante un test o preguntas individuales
utilizando actividades del nivel de partida. Cabe sefialar que muchas veces el
nivel no lo marca tanto la pregunta coma la respuesta, es decir, disefiamos una
pregunta pensando en un nivel concreto y, la respuesta recibida, puede sefalar

un nivel distinto del pensado inicialmente.

FASE 2: ORIENTACION DIRIGIDA

Teniendo en cuenta los pre-saberes del estudiante, es aqui donde méas toma
importancia la capacidad didactica del profesor pues los autores Van Hiele,
desde su experiencia sefialan que el rendimiento de los estudiantes no es
bueno si no existen una serie de actividades concretas, bien secuenciadas,
para que los estudiantes descubran, comprendan, asimilen, apliquen, etc., las
ideas, conceptos, propiedades, relaciones, entre otras, que seran motivo de su

aprendizaje en ese nivel.

FASE 3: EXPLICACION (EXPLICITACION)

Es una fase de interaccion (intercambio de ideas y experiencias) entre
estudiantes y en la que el papel del docente se reduce a corregir el lenguaje de
los estudiantes conforme a lo requerido en ese nivel. La interaccion entre
estudiantes es importante ya que les obliga a ordenar sus ideas, analizarlas y

expresarlas de modo comprensible para los demas.
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FASE 4: ORIENTACION LIBRE

En esta fase el estudiante se enfrenta a actividades mas complejas
fundamentalmente referidas a aplicar lo anteriormente adquirido, tanto respecto
a contenidos como al lenguaje necesario. Estas actividades deberan ser lo
suficientemente abiertas, lo ideal son problemas abiertos para que puedan ser
abordables de diferentes maneras o puedan ser de varias respuestas correctas
conforme a la interpretacion del enunciado. Esta idea les obliga a una mayor
necesidad de justificar sus respuestas utilizando un razonamiento y lenguaje

cada vez mas pulido.

FASE 5: INTEGRACION

En esta fase, no se trabajan contenidos nuevos sino que se sintetizan los ya
trabajados. Se trata de que los estudiantes adquieran una vision general de los
contenidos y métodos que tienen a su disposicion, relacionando los nuevos
conocimientos con otros campos que hayan estudiado anteriormente. El
profesor puede fomentar este trabajo proporcionando comprensiones globales,
sin que estas comprensiones le aporten nuevos conceptos o propiedades al
estudiante. Debe ser una acumulacién, comparacion y combinacién de cosas

gue el estudiante ya conoce.

Finalmente, una vez superada esta fase los estudiantes han alcanzado un
nuevo nivel de conocimientos y estan listos para repetir las fases de

aprendizaje en el nivel inmediatamente superior.
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CAPITULO 4

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES DE
LA PROPUESTA DIDACTICA

Segun los Estandares Bésicos de Competencias el estudio de las secciones
conicas se plantea para los grados décimo o undécimo en el pensamiento
espacial y sistemas geométricos. El Ministerio de Educacion Nacional en los
Lineamientos Curriculares (1998, pag. 39) sostienen que “las investigaciones de
Van Hiele y de los psicologos soviéticos muestran que el paso de un nivel a otro
no es automatico y es independiente de la edad. Muchos adultos se encuentran
en un nivel 1 porque no han tenido oportunidad de enfrentarse con experiencias

que les ayuden a pasar al nivel 2.

Sin embargo, algunos estudios han mostrado que la poblacion estudiantil media
no alcanza los dos ultimos niveles, especialmente el del rigor, pues exige un
nivel de cualificacion matematico elevado, y que no hay mucha diferencia entre
estos dos niveles” (adelante, en la Figura 28 se presentan los tres niveles y los

descriptores respectivos).

De este modo, la propuesta didactica estar4 centrada en lograr que los
estudiantes de grado décimo de la institucién educativa Villas de San Ignacio de
Bucaramanga alcancen los tres primeros niveles de razonamiento que
proponen los esposos Van Hiele. Asi, participaron como muestra de la
investigacion 18 estudiantes cuyas edades oscilaban entre 14 y 18 afios y que

no tenian conocimientos previos sobre las conicas.
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N IVE L 1 * Reconoce las curvas en el espacio como la interseccion de dos superficies.

* Reconoce las conicas como la interseccion de un cono de dos hojas con un plano.
* Reconoce las conicas mediante una construccion mecanica.
* Reconoce las conicas como envolvente de rectas tangentes.

. .
ReconOCI m le nto * |dentifica figuras semejantes a las conicas de diferentes contextos.

N lV E L 2 * Determina los elementos importantes de las conicas (focos, vértices, centro, ejes y
directrices)
sl s * Determina las caracteristicas geométricas de las conicas (simetria, relacion entre los
An a l ls l s focos y un punto y excentricidad)
N IV E I_ 3 * Identifica las propiedades suficientes para definir las conicas de forma sintética.

o Utiliza propiedades geométricas para determinar los elementos de las conicas.

» Conociendo la excentricidad construye, con reglay compas, cualquier conica, y
distingue sus caracteristicas mas importantes.

Clasificacion

Figura 28. Indicadores para la secuencia didactica de Secciones Cdnicas para los
niveles 1, 2 y 3 del modelo Van Hiele

Bernal (2011) afirma que “para aplicar este sistema en la ensefianza
aprendizaje de las conicas es necesario establecer una serie de descriptores de
cada uno de los niveles estudiados, que permitan el descubrimiento de esos a

partir de las actividades de los estudiantes”.

De este modo, las actividades que se implementaron para el desarrollo de la
unidad didactica, se realizaron tratando de aplicar cada uno de los niveles, asi

como de las fases gue se presentan a continuacion:

PRIMERA FASE: INFORMACION

En esta fase inicial, mediante un dialogo con los estudiantes, deseaba
determinar el conocimiento previo que tenian sobre el tema, para lo cual se les
dio una hoja blanca donde debian graficar las figuras geométricas que

recordaban (ver Figura 29). Posteriormente, se realizé una charla sobre la

45



PROPUESTA METODOLOGICA PARA LA ENSENANZA DE LAS SECCIONES CONICAS EN EL GRADO
DECIMO DE LA INSTITUCION EDUCATIVA VILLAS DE SAN IGNACIO DE BUCARAMANGA

historia de las conicas, y su aplicacidén en la actualidad, los nombres que tiene

cada una de ellas sin mencionar férmulas o parte algebraica.

B o [N

Figura 29. Figuras geométricas conocidas por los estudiantes

SEGUNDA FASE: ORIENTACION DIRIGIDA

En esta fase permitio el reconocimiento de las cénicas y para ello fue necesario
gue los estudiantes llevaran plastilina para construir un cono y a la vez realizarle
cortes con un bisturi a distintos angulos para obtener las coénicas.
Posteriormente en parejas unieron sus conos para modelar con plastilina la
conica faltante: la hipérbola. A cada corte que realizaron debian trazar el

contorno o perimetro en la hoja blanca que llevaban como portafolio.

Figura 30. Estudiantes descubriendo las Cdnicas con plastilina y bisturi
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La actividad tuvo por objetivo familiarizar al estudiante con las conicas y lograr

un aprendizaje significativo a través del recurso fisico. Asi, los estudiantes,

mediante la experiencia, apreciaron que el tipo de curva que se obtiene al cortar

un cono circular recto con un plano depende de si el plano pasa o no por el

vértice del cono y de la relacion entre el angulo, 0 < a < g de inclinacién del

plano respecto al eje del cono y el angulo, 0 < < g de inclinacion de la recta

generatriz del cono respecto del eje. Se pudieron apreciar los siguientes casos:

v

Un punto, concretamente el vértice del cono, si cortamos con un plano
que pasa por el vérticey B < a < %

Dos rectas secantes, si cortamos con un plano que pasa por el vértice y
0<a<p

Una recta doble, si cortamos con un plano que pasa por el vértice y
a=p

Una elipse, si cortamos con un plano que no pase por el vértice del cono

yB<acs % En particular, si cortamos con un plano perpendicular al eje

del cono (a = 2), se obtiene una circunferencia.
2

Una parabola, si cortamos con un plano que no pase por el vértice y sea
paralelo a una generatriz, a = 8

Una hipérbola, si cortamos con un plano que no pase por el vértice y
0<a<p

Figura 31. . Contornos de los cortes al cono
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TERCERA FASE: EXPLICACION (EXPLICITACION)

Con el fin de reconocer las conicas en la vida cotidiana se pidio a los
estudiantes llevar periddicos y revistas para recortar y clasificar las figuras
geométricas de acuerdo a lo que se trabajo en la clase anterior.

Como se esperaba, el trabajo realizado en las dos etapas anteriores permitié en
los estudiantes comprender y diferenciar, desde su construccion, las conicas
pues se les presentaron, tal cual indica el modelo de Van Hiele, de manera
adecuada a su nivel de razonamiento esto les permiti6 jugar con las
representaciones mentales que se lograron para alcanzar el objetivo de esta

fase (ver Figura 32).

Figura 32. Conicas en el ambiente, recortes de los estudiantes
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CUARTA FASE: ORIENTACION LIBRE

Para la actividad de esta fase se les pidi6 a los estudiantes que llevaran
elementos como compas, una cinta o cuerda, hojas blancas y regla con el
objetivo de trazar las cénicas de diversas formas, una de ellas es el doblado de
papel, una propuesta metodoldgica sencilla, con la que se puede apreciar tanto
interactividad con conceptos geométricos como su visualizacion, de una manera
natural que facilita el proceso de ensefianza y de aprendizaje de la geometria.
Al respecto, Royo (2002) menciona “el ejercicio de doblar papel se puede usar
con fines pedagdgicos para estudiar e ilustrar la geometria elemental plana. La
clave radica en interpretar geométricamente qué se esta haciendo cuando se
dobla el papel” (p. 186).

Otro autor quien ha trabajado la relacién entre el doblado de papel y las
matematicas es Johnson (1975). El afirma que todo profesor de matematicas
debe estar interesado por mejorar la comprensiéon de sus estudiantes; una de
las formas de cumplir con esta tarea es utilizando los sistemas de doblado de
papel. Por lo tanto, este autor establece que “el plegado de papel no soélo
simplifica el aprendizaje de las matematicas, sino que mejora también la

comprension y la apreciacion” (p. 7).

Santa y Jaramillo, 2010, p. 343 proponen, una serie de axiomas para el
doblado de papel, con los cuales es posible realizar gran cantidad de

construcciones, estos son:

Axioma 1: Dados dos puntos P; y P,, se puede hacer un doblez que pasa a
traves de ellos.

Axioma 2: Dados dos puntos P; y P,, al hacer coincidirlos, se puede hacer un
doblez, que vendria a ser la mediatriz del segmento que une estos puntos.
Axioma 3: Dadas dos lineas L; y L,, se puede hacer un doblez que pone a L,

sobre L,.
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Axioma 4: Dado un punto P, y una linea L;, se puede hacer un doblez que
pone a L; sobre si misma y pasa por P;, tal doblez resulta perpendicular a la
recta y contiene al punto P;.

Axioma 5: Dados dos puntos P, y P,, y una linea L,, se puede hacer un doblez
que pone a P, sobre L, y pasa por P,.

Axioma 6: Dados dos puntos P; y P, , y dos lineas L, y L,, se puede hacer un
doblez que pone a P, sobre L,y a P, sobre L,

Axioma 7: Dados un punto P, y dos lineas L, y L,, se puede hacer un doblez

perpendicular a L, que ponga el punto P; sobre lalinea L,.

Con base en los axiomas del doblado de papel es posible construir las
secciones conicas y definirlas como lugares geométricos. Asi lo mencionan
diferentes autores como Row (1966), Johnson (1975), Del Rio (1996), Ibafiez
(2002), Czwienczek (2009), entre otros.

En primera instancia se construyo la pardbola. Para construir la parabola con
doblado de papel, “hay que partir de una recta y un punto exterior doblando de
modo que este punto pase por todos los puntos de la recta” (Del Rio, 1996, p.
156). Entre mas dobleces mejor se observaba el lugar geométrico (ver Figura
33).

Figura 33. Construccion de la parabola
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La anterior construccion permite llegar a la definicion de la paradbola como lugar

geomeétrico, de la siguiente forma:

Tome P el foco de la parabola y L su directriz (P fuera de L). Ahora tobmese Q
un punto cualquiera sobre la directriz y haga coincidir con P. Llame K a ese
doblez que se formé cuando se aplicd el axioma 2. Al aplicar el axioma 4, se
puede hacer un doblez perpendicular a L y que pase por el punto Q. Este
doblez se corta con el doblez K en el punto R. Note que el segmento PR es
congruente con el segmento RQ (por ser K la mediatriz del segmento PQ,

axioma 2).

Figura 34. Definicion de parabola (Santa 2011 P. 96)

Luego, se puede afirmar que la parabola es “el lugar geométrico de los puntos
gue equidistan de un punto fijo llamado foco y una linea recta llamada directriz”
(Zill y Dewar, 1992, p. 486).

Si T es el punto de interseccion de la mediatriz y el segmento PQ, entonces el
angulo TRQ es igual al angulo TRP, que resulta ser la importante propiedad de
reflexion de las parabolas ya que la mediatriz de PQ resulta ser tangente a la
parabola en R, punto de la conica y ademas tal mediatriz contiene la altura del

triangulo PRQ, que es isosceles.
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Paralelamente, los estudiantes tomaron los datos necesarios para verificar las

propiedades de la cénica, tal cual se visualiza en la Figura 34 que sigue:

T

Figura 35.Verificacion de las propiedades de la
parabola a través de datos

Para la construccion de la Elipse se les dio la siguiente indicacion
Recorte un circulo de papel de cualquier radio e indique el centro del mismo.

Marque en el interior de dicho circulo un punto P que sea distinto de su centro

O. Como se vera mas adelante O y P seran los focos de la elipse.
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Figura 36. Construccion de la elipse (Santa 2011 P. 92)

La anterior construccion permite llegar a la definicion de la elipse como lugar

geomeétrico, de la siguiente forma:

Sean O y P como se menciono anteriormente, tbmese N cualquier punto de la
circunferencia. Hagase dos dobleces: Uno que pase por Py N, y otro por Ny O.
Luego se hace el doblez que corresponde a la mediatriz de N a P, hasta

interceptarlo con el doblez que pasa por N y O. Tal punto de interseccion

llAmese M.
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Figura 37. Definicion de elipse
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Con base en la visualizacion de la figura, sumar OM + MP seria lo mismo que
sumar OM + MN y el resultado seria r, donde r es el radio de la circunferencia
inicial con la que se empezo la construccidon. Luego, se puede afirmar que la
elipse “es el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos, llamados focos, es una constante” (Zill y Dewar, 1992, p.
494).

Sean Sy T los puntos donde la mediatriz de NP toca la circunferencia entonces
el angulo TMO es igual al &ngulo SMN, por ser opuestos por el vértice, y el
angulo PMS es igual al &ngulo SMN por ser el triAngulo NMP isdsceles. Luego
el angulo PMS es igual al angulo TMO, que es la importante propiedad de
reflexion de las elipses, ya que TS resulta ser tangente a la elipse en el punto M

(propiedad que no es tan facil de probar con las definiciones basicas).

De igual forma se tomaron datos con la regla para verificar las propiedades de

la elipse numéricamente.

Figura 38. Verificacion de las propiedades
de la elipse a través de datos
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Finalmente, la hipérbola se construyé mediante un circulo y punto fuera de ély
siguiendo el mismo proceso que en la elipse.

La construccion de la hipérbola inicia con el dibujo de una circunferencia

(Ibafiez, 2002) con centro O y radio r, en una hoja de papel de forma

rectangular. Posteriormente, se ubica un punto P, diferente de O, exterior a

dicha circunferencia y se realizan dobleces que surgen de llevar puntos de la

circunferencia sobre el punto P (aplicacion sucesiva del axioma 2). Se vera que
Oy P resultan ser los focos de la hipérbola.

Cuando se finalizan todos los dobleces, Ibafiez (2002) afirma que la hipérbola

se forma como la “envolvente de una familia de rectas tangentes” (p. 34).
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Figura 34. Construccion de la Hipérbola (Santa y Jaramillo 2010 p. 357)

La anterior construccion permite llegar a la definicién de la hipérbola como lugar
geomeétrico, de la siguiente forma:

Sean O y Q escogidos como se dijo anteriormente. Tdmese Q cualquier punto
sobre la circunferencia. Sea M el punto donde se intersecan el diametro que

pasa por el segmento QO y la mediatriz del segmento PQ (doblez formado por
la aplicacion del axioma 2)
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N

MASOo OO

Figura 35. Construccion de la Hipérbola (Santa y Jaramillo 2010 p. 357)

Con base en la visualizacion de la figura, realizar la operacion QM — MO seria
lo mismo que realizar la operaciéon PM — MO, dado que PM es congruente con
QM, por el segundo axioma. El resultado seria r, donde r es el radio de la
circunferencia inicial con la que se empezé la construcciéon. Luego, se puede
afirmar que la hipérbola es “el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de

distancias entre dos puntos fijos llamados focos es constante” (Zill y Dewar,
1992, p. 502).

Si T es el punto de interseccién de la mediatriz de PQ con la circunferencia, es
claro que el angulo PMT es igual al angulo PMQ ya que el triangulo PMQ
resulta ser isosceles y TM es perpendicular a QP.

Nuevamente, esta es la importante propiedad de las hipérbolas que tampoco es

tan facil de probar.

Otro de los métodos usados en la construccion de las conicas se dio usando
compas eliptico (cordel y lapiz) con el cual, al tensar la cuerda que se encuentra

sujeta del foco o focos e ir recorriendo con el lapiz, se puede construir cualquier
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conica. En esta actividad el estudiante descubrid todos los elementos de las
conicas, tales como los focos, los ejes focales, vértices, la distancia entre los

focos (lado recto); en fin cada, uno de los elementos y la relacion entre ellos.

El estudiante, a partir de las graficas construidas, sacO conclusiones y las
compartio con los comparferos y, de este modo, al finalizar la actividad los

estudiantes estaban listos para la fase siguiente.
QUINTA FASE: INTEGRACION

En esta fase el estudiante revisé y unifico los elementos que conforman las
conicas y sus relaciones, todo esto condujo a un nuevo sistema de
conocimientos. En esta fase se sacaron conclusiones de lo hecho en la fase
anterior y se reviso el proceso que llevo a las mismas. Una vez culminada esta
fase los estudiantes alcanzaron un nuevo nivel de conocimiento y estuvieron

preparados para reiniciar el proceso en el siguiente nivel del modelo planteado.
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CONCLUSIONES

Esta propuesta didactica permite destacar que el modelo de Van Hiele
aplicado en la ensefianza de las secciones conicas le permite al estudiante
efectuar un aprendizaje por medio de experiencias que previamente han
sido construidas y revisadas por el docente para garantizar que los
estudiantes con buena comprension sobre la tematica fortalezcan y
continden potenciando su conocimiento y, a su vez, facilite la comprensién
de los elementos geométricos a los estudiantes que tienen dificultades en el

aprendizaje de la Trigonometria.

La experiencia permitié observar que cuando los profesores presentamos la
tematica abordada de forma tradicional exponiendo las cénicas como un
“manojo” de propiedades y férmulas, no apreciamos la riqueza que tenemos
frente a nosotros en las aulas de clase ya que al aplicar este modelo de
enseflanza nuestros estudiantes, con sus palabras, expresan las
caracteristicas que corresponden a cada lugar geométrico debido a los
hallazgos que la experiencia les proporciona al trabajar con materiales
elementales como la cuerda y el lapiz, la regla y el compas, o simplemente
con el doblado de papel, descubren la parte axiomatica. Ademas, cada uno
trabaja a su ritmo y no al ritmo del docente.

El trabajado desarrollado en el aula de clase permiti6 observar una
motivacion de trabajo en el estudiante, observando diversién en el aula,
pasar ratos mas amenos donde se aprendia y se divertia; el aula se convirtio
en una clase donde no hubo temor de comunicar los hallazgos a los
comparferos o al docente a quien veian mas como un guia del proceso
educativo que como la persona que le debe dar una nota al saber si adquirié

un conocimiento o no.
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INSTITUCION EDUCATIVA VILLAS DE SAN IGNACIO Fecha de
GUIA DE TRABAJO DECIMO GRADO TRIGONOMETRIA Emision:
SECCIONES CONICAS — IV periodo OCTUBRE DE
2012

Docente: William Eduardo Calderén Gualdrén

5 fo: Version 01
Especialista En Educacién Matematica U.I.S ersion 0

Objetivo: Explorar cortes en un cono y un cilindro para determinar las figuras
planas cuyos bordes corresponden a las curvas circunferencia, elipse, parabola
e hipérbola, identificandolas en diferentes contextos.

Materiales: Plastilina, bisturi, hoja de blog, escuadra, periodicos,
Actividades
1. En una hoja de blog dibuje las figuras geométricas que usted conoce.

2. Con plastilina construya un cilindro, o trae el que te quedo
del rollo de papel higiénico, a continuaciébn con el bisturi
realice cortes a diferentes angulos y en la hoja blanca trace el
contorno o perimetro de cada una de las figuras obtenidas
producto de los cortes efectuados.

3. Con plastilina construya un cono, a continuacién con el bisturi
realice cortes a diferentes angulos y en la hoja blanca trace el
contorno o perimetro de cada una de las figuras obtenidas producto
de los cortes efectuados.

4. Por parejas unan los conos por la punta y realicen un corte vertical
con él bisturi, tracen el contorno en la hoja blanca.

x

Responda Q

a. ¢Cuantos diferentes tipos de figuras observas en los cortes realizados al
cilindro?
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b. ¢Cuantos diferentes tipos de figuras observas en los cortes realizados al
cono?

c. Completa la tabla

FIGURAS OBTENIDAS DE LA FIGURAS OBTENIDAS DE LA
INTERSECCION DE UN PLANO Y UN INTERSECCION DE UN PLANO Y UN
CILINDRO CONO

d. Figura obtenida al cortar dos conos verticalmente.

e. Dé nombre de cada una de las figuras obtenidas en los literales c y d.

f. Cada uno debe socializar los resultados y las conclusiones de la actividad.

5. Recortar y clasificar figuras del periddico o revistas en donde se observen las
diferentes figuras que encontrd producto de los cortes al cono y al cilindro con
Su respectivo nombre.
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INSTITUCION EDUCATIVA VILLAS DE SAN IGNACIO Fecha de

GUIA DE TRABAJO DECIMO GRADO TRIGONOMETRIA Emision:
SECCIONES CONICAS — IV periodo OCTUBRE DE
2012

Docente: William Eduardo Calderén Gualdrén

, b Versién 01
Especialista En Educacién Matematica U.I.S ersion 0

Objetivo: Reconocer las conicas como una construccion mecanica, 0 como una
envolvente de rectas tangentes.

Materiales: Hoja de blog o papel transparente, colores, escuadras, cordel,
lapiz, compas.

CONSTRUCCION No 1

Pasol. En la hoja blanca Trace una linea recta
(preferiblemente de forma horizontal) y llamela directriz, Foco
ponga un punto fuera de ella y llAmelo Foco, tome varios
puntos sobre la linea (10 o méas), como se puede apreciar en
la figura, y llévelos al punto que llamamos Foco doblando la
hoja, marcando el doblez muy bien, entre mas puntos tomes |oiectriz
mejor, esto hara que la figura que estamos construyendo se
pueda observar con mayor claridad. ¢Qué nombre recibe la \

figura que acabas de construir?

directriz

Paso 2. Dobla la hoja de tal forma que el doblez sea perpendicular a la directriz
y el Foco queda en el doblez, esta recta se llama eje de simetria.
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¢, Qué propiedad tiene el eje de simetria?

¢, Qué nombre recibe el punto donde se corta la figura formada y el eje de
simetria?

Paso 3. Dobla la hoja de tal forma que el doblez este sobre el Foco y sea
perpendicular al eje de simetria. ¢(Qué nombre recibe este segmento que se
encuentra dentro la figura formada?

CONSTRUCCION No 2

Necesitamos una cuerda que tenga la misma longitud que el lado mayor de la
escuadra. Vamos afijar la cuerda mediante chinches al extremo de la escuadra
y el foco (F) como lo muestra la figura. Con el lapiz tensar la cuerda,
manteniéndolo siempre junto al lado de la escuadra. Comienza a moverlo,
deslizando sobre la cuerda, manteniéndola tensa, a la vez que marcas con el
lapiz sobre el papel. A la vez debe deslizar la escuadra sobre la directriz. Desde
un extremo al foco habras obtenido la mitad de la figura. Si pasas ahora al otro
lado del foco y repites la misma operacion obtendras la otra mitad de la figura.

chinche

chinche

Directriz

Realiza tres construcciones mas de una parabola utilizando cualquiera de las
dos construcciones y con ellas completa cuatro tablas como la siguiente:

Puntos | Distancia del punto al | Distancia del punto
de la foco a la directriz

. d(Punto,F,)
Parabola d(Punto, F d(Punto,D i el Al 4
(Punto, F) (Punto, D) d(Punto,D)
_ d(Plr F)
P d(P,,F) = d(P,, D) = ¢ = 4P, D)
_ d(PZ'F)
P, d(P,,F) = d(P,,D) = ¢~ 4P, D)
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_ d(P3'F)
P d(P, F) = d(P;, D) = TN )
_ d(P4, F)
P, d(P,,F) = d(P;, D) = VTN )
_ d(PSJF)
Ps d(Ps, F) = d(Ps,D) = ¢~ 4P, D)
_ d(P6'F)
Ps d(Ps, F) = d(Ps, D) = ¢ = 4, D)
_ d(P7, F)
P, d(P,, F) = d(P,, D) = TN )

¢De acuerdo con la informacién de las tablas, como puedes definir una
parabola?

CONSTRUCCION No 3

Paso 1. En la hoja blanca utilizando el compas
construya una circunferencia, marque el centro de
dicha circunferencia y llamelo Focol, marque
algunos puntos sobre la circunferencia, tome otro
punto dentro de la circunferencia y llamelo Foco2,
(como se observa en la figura) doblando la hoja
lleve los puntos de la circunferencia sobre el foco2
realice los dobleces bien marcados. Entre mas
puntos tomes mejor, esto hara que la figura que
estamos construyendo se pueda observar con
mayor claridad.
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CONSTRUCCION No 4

En la hoja blanca coloca dos chinches los
cuales sujetan los extremos de un trozo de
cuerda, cuya medida es mayor que la
distancia entre los chinches, tensando la
cuerda con un l4piz realiza un recorrido y
observa la figura que se forma. ¢ Cuél es?

chinche chinche

Realiza cuatro construcciones de la elipse, con cualquiera de los métodos de
construccion, con las figuras construidas debes llenar cuatro tablas como la
siguiente:

Puntos | Distancia del punto al | Distancia del punto

gﬁp;ae d(ﬁigx«g) J’E'JZZ?S?S) d(Punto,fa) + d(Punto.Fy)
Py d(P,Fq) = d(P,, Fp) = d(P,,F1) + d(P,, F3) =
P, d(P,Fq1) = d(P,, Fp) = d(P;,F1) + d(P,,F;) =
Py d(Ps, Fq) = d(Ps, F2) = d(P3,F1) + d(P3, F3) =
Py d(Py, Fq) = d(Py, F,) = d(Py, F1) +d(Py, F2) =
Ps d(Ps, Fq) = d(Ps, F,) = d(Ps,F1) + d(Ps, F;) =
Pe d(Ps, Fq) = d(Ps, F2) = d(Ps, F1) + d(Ps, F2) =
Py d(P;, Fq) = d(P;, Fp) = d(P;,F1) + d(P;,F3) =

¢,Que la propiedades se pueden apreciar segun las tablas realizadas?

Paso 2. Con cada una de las cuatro graficas construida traza un segmento que
pase por el focol y foco2 y toque a la conica en sus extremos. ¢ Qué propiedad
tiene el segmento que atraviesa la figura construida? ¢ Qué nombre recibe dicho
segmento? Traza la mediatriz del segmento que construyo en el paso anterior,
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y que corte la figura obtenida. ¢Qué nombre recibe dicho segmento? ¢Qué

nombre recibe el punto donde se cortan los dos segmentos que acabas de
trazar?

Halla el cociente entre la distancia del centro al foco y la distancia del centro al
vértice.

¢, Qué puedes concluir?

CONSTRUCCION No 3

Foco?
Paso 1. En la hoja blanca utilizando el compas *

construya una circunferencia, marque el centro de
dicha circunferencia y llAmelo Focol, marque algunos
puntos sobre la circunferencia, tome otro punto fuera
de la circunferencia y llamelo Foco2, lleve los puntos
de la circunferencia sobre el foco2 y realice los
dobleces bien marcados. Entre mas puntos tomes
mejor, esto hara que la figura que estamos
construyendo se pueda observar con mayor claridad.
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Realiza cuatro construcciones de la hipérbola, con cualquiera de los métodos

de construccion, con las figuras construidas debes llenar cuatro tablas como la
siguiente:
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Puntos | Distancia del punto al | Distancia del punto
de la foco uno al foco dos Valor absoluto
Hipérbola d(Punto, F,) d(Punto, F,) |d(Punto, Fy) — d(Punto, F)|

Py d(P, Fq) = d(P, Fp) = |d(Py,F1) — d(Py, F3)| =
P, d(P,, Fq) = d(P,, Fz) = |d(P;, Fq) — d(P;, Fp)| =
Py d(P3, Fq) = d(Ps, Fp) = |d(Ps, F1) — d(Ps, F3)| =
Py d(Py, Fq) = d(Py, Fp) = |d(Py, F1) — d(Py, F2)| =
Ps d(Ps,Fq) = d(Ps, Fz) = |d(Ps, F1) — d(Ps, F3)| =
Pe d(Ps, Fq) = d(Ps, F2) = |d(Ps, F1) — d(Ps, F2)| =
P, d(P;,Fq) = d(P;, Fp) = |d(P;,F1) — d(P7,F3)| =

¢Segun la propiedad que se aprecia en la tabla, como definirias una
hipérbola?¢ Que propiedades cumple?

Halla el cociente entre la distancia del centro al foco y la distancia del centro al
vértice.

¢, Qué puedes concluir?
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