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Capitulo 1

Introduccion

Capturar una imagen en una fotografia de manera exacta es imposible, puesto
que existen factores tecnoldgicos, humanos e incluso ambientales que lo impiden.
Algunas de estas causas son el movimiento de la camara o del objeto, problemas
de enfoque, rafagas inesperadas de viento y una calidad imperfecta del aparato. El
resultado de todas estas degradaciones hace que la imagen (fotografia) sea tan sélo
una aproximacion de la escena.

La restauracion de imagenes consiste en recuperar de la mejor manera posible la
imagen original a partir de su correspondiente imagen degradada y del conocimiento
a priori de las causas de la degradacién. Esto que implica el uso de métodos para
deshacer la degradacion impuesta, la cual no puede realizarse de manera perfecta,
pero las mejoras son posibles en algunas circunstancias. El problema de recuperar una
imagen borrosa es conocido con el nombre de deblurring. Este aparece con frecuencia
en ciencias y areas tecnoldgicas, tales como la 6ptica, la medicina, la astronomia, y es
crucial para detectar las tendencias y caracteristicas importantes por ejemplo como
las de un planeta lejano, o algunos tejidos microscépicos.

Hoy en dia las aplicaciones relacionadas con el deblurring de imagenes varian
desde nuevas facilidades incorporadas a camaras digitales comerciales hasta la intro-
duccion de nuevos algoritmos en el campo de la tele-medicina, en la que se realiza
un diagnostico de imagenes tomadas a grandes distancias y que sufren degradaciones
tanto en la comunicacién como en la compresion de informacién.

Los problemas con el Telescopio Espacial Hubble [17] son un ejemplo de la im-
portancia de este tema. Antes de que fueran solucionados los problemas de su espejo
principal, descubiertos dias después de su inauguracién en 1990, la 6ptica de las
imédgenes producidas por Hubble no se aproximaban al potencial del telescopio (ver
figura 1.1), y una misién de reparacién inmediata no era posible. La planeacién y
ejecucion de la mision para corregir el problema tardo 3 anos debido a lo que implica
hacer reparaciones a 560,000km de la superficie terrestre y los elevados costos que



esto conlleva. Durante este tiempo métodos matematicos(deblurring entre otros) fue-
ron utilizados para reparar algunas distorsiones causadas por la dptica y el resultado
gener6 imagenes de alta calidad.

Figura 1.1: Imagen captada por Hublee e imagen restaurada

Otro campo donde juegan un papel muy importante las técnicas de deblurring es
en la restauracién de fotografias provenientes de camaras de seguridad y control de
trafico en autopistas donde las distorsiones provienen especialmente por movimientos
muy rapidos del objeto a fotografiar. Es interesante mencionar el uso del deblurring en
la computacién forense, en particular el aporte que hizo la restauraciéon de imagenes
para aclarar un homicidio en 2005. Este ejercicio fue desarrollado por el profesor
Michael Black del IMA y los estudiantes de uno de sus cursos usando variados métodos
matematicos para mejorar las imagenes de pésima calidad tomadas por una camara
de seguridad [3].

Figura 1.2: ITmagen de camara de seguridad

El objetivo central de este trabajo consiste en estudiar la técnica de regularizacion
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de Tihkonov para la soluciéon numérica del problema de restauracion de iméagenes
borrosas, el cual se modela mediante la ecuacién integral de primera clase

4(z) = / K (2, 9)f(y)dy (L1)

donde Q = [0,a] x [0,b] C R? f : Q — R es una funcién cuyos valores son las
intensidades de gris de la imagen real en cada coordenada y = (y1,y2) € €2, la funcién
g : 2 — R representa la imagen capturada por la camara y el dispositivo de grabacién
se modela mediante el kernel K(z,y).

Especialmente estamos interesados en estudiar dificultades tedricas y practicas del
problema de deblurring desde un punto de vista continuo (Problema en dimensién
infinita) y discreto (Problema en dimensién finita). Més atin analizar e implementar
los diferentes modelos (nucleos) k(z,y) de difuminacién de imagenes, toda vez que
estos son los que causan que el problema se clasifique como un problema mal propuesto
y su conocimiento son parte primordial en la restauracién de la imagen borrosa.

Desde el punto de vista numérico consideraremos las técnicas de regularizacion de
truncamiento espectral y Tihkonov, donde la seleccién del parametro de regularizacién
se hara por medio de técnicas clasicas tedricas y heuristicas. Se compararan resultados
al experimentar con diversas versiones del problema de difuminado, en las que se
varia el tipo de distorsion, se mezclan distorsiones y se intenta resolver el problema
de deblurring sin previo conocimiento de la distorsién. Los aportes de este trabajo
son: se conectan los conceptos de andlisis funcional y analisis numérico relacionados
con el deblurring, se estudian casos donde ocurren dos procesos de difuminado en una
imagen y se obtiene su restauracién, que no son usuales en la literatura. Se analiza
un caso real donde no se conoce el difuminado y a partir de sus resultados numéricos
se infieren pautas para la obtencion de la imagen restaurada.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 2 se hace un
breve recorrido por los conceptos netamente matematicos en los cuales se enmarcan los
problemas inversos, que seran de utilidad a lo largo del escrito. El capitulo 3 contiene
una completa descripcién del modelo de restauracién de una imagen borrosa, haciendo
énfasis en sus dificultades. Las técnicas de regularizacién usadas para solventar dichas
dificultades se tratan en el capitulo 4. Mientras que en el capitulo 5 se desarrollan
experimentos de restauracién de distintos difuminados y se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Preliminares Matematicos

2.1. Problemas inversos

La resolucién de problemas inversos se ha desarrollado como una importante area
de estudio dentro de la matematica aplicada por su aporte a la resolucion de pro-
blemas reales de las ciencias aplicadas. Estos aparecen desde en el procesamiento de
imégenes en biomedicina y geofisica hasta modelos de flujo de aguas subterraneas; ver
2] [15] [10] [24] [7] [25]. En estas aplicaciones el objetivo es estimar algunos atributos
desconocidos que son de interés, a partir de mediciones que se relacionan indirec-
tamente a dichos atributos. Por ejemplo, en tomografias médicas computarizadas lo
que se quiere es obtener imagenes estructurales del cuerpo a partir de mediciones que
se hacen rayos X que se pasan a través del cuerpo[18]. En el modelado de flujos de
aguas subterraneas, la idea es estimar ciertos parametros del material de un acuifero
desde mediciones de presién de un fluido que que se sumerge en el acuifero [21].

Comenzaremos caracterizando a los problemas inversos de la siguiente manera:

Definicién 2.1 Sean X e Y espacios normados y A : U — V un operador tal que
Ap = f, conp € X e f € Y. El problema directo consiste en calcular la respuesta
f ante una entrada o, mientras que en un problema inverso debe determinarse la
entrada ¢ que produce una cierta respuesta f.

2.2. Problemas mal propuestos

Un problema en matematicas se dice bien propuesto, en el sentido de Hadamard,
si se cumplen las siguientes requerimientos para éste

= El problema tiene solucion.



= La solucién del problema es tnica.

= La solucién depende de manera continua respecto a los datos.

La tultima propiedad indica que a pequenos cambios en los datos del problema se
obtendra también una pequenia variacién en la solucién(estabilidad). Si un problema
no satisface alguna de éstas condiciones, se dice que el problema es mal propuesto
[12].

Es posible precisar este concepto por medio de la siguiente definicién

Definiciéon 2.2 Sean X y Y espacios normados con U C X y V C Y. Dado un
operador A : U — V, la ecuacion

Ap=f

es llamada bien propuesta si A es biyectivo y el operador inverso A=t : V. — U es
continuo. De otra manera la ecuacion se dice mal propuesta.

Los problemas inversos son en general mal propuestos, particularmente inestables.
La existencia y la unicidad de la solucién dependen solo de los espacios X, Y y
del operador A. La estabilidad, en cambio, depende también de las consideraciones
topoldgicas del problema, como las normas que se escojan para X y para Y.

Desde el punto de vista de las aplicaciones la propiedad de estabilidad de un problema
es de vital importancia, si este no la posee, los errores en la medicién de los datos y de
los métodos numéricos usados para encontrar la solucion, hacen que dicha solucion
numérica no tenga ninguna relacion con la solucién exacta, de tal manera que es
deseable tener estabilidad.

2.3. Operadores compactos y mal condicionados

Muchos de los problemas mal propuestos en las aplicaciones estan relacionados
con operadores compactos.

Definicién 2.3 Un operador lineal A : X — Y, donde X yY son espacios norma-
dos, es compacto si y solo si la imagen de cualquier conjunto acotado es un conjunto
relativamente compacto.

El gran inconveniente que tiene resolver problemas cuyo modelo matematico es dado
por ecuaciones del tipo Ap = f, donde A es un operador compacto, se resume en el
siguiente teorema y cuya prueba se encuentra en [13].



Teorema 2.1 Sean X y Y son espacios normados y A : X — Y un operador lineal
compacto, entonces el operador inverso A~! no puede ser continuo, a menos que la
dimension de X sea finita. Lo que es equivalente a decir que la ecuacion

Ap= (2.1)

es mal propuesta si X no es de dimension finita.

Dada la gran complejidad que tienen los problemas préacticos, es necesario recurrir
al tratamiento numérico de estos para resolverlos [25] [12], es asi que en general nos
vemos enfrentados a grandes sistemas lineales de ecuaciones (version discreta de (2.1))
de la forma .

Appn = fn (2.2)

donde Ay es una matriz m x n, f, es el vector de datos m x 1 y ¢ es el vector
incognita n x 1.

A simple vista puede parecer que resolver (2.2) es una tarea trivial, pero esto no es
asi, ver ejemplo 1, pues la discretizacién hereda la propiedad de discontinuidad del
operador inverso en su discretizacién, haciendo que el problema numérico sea alta-
mente inestable [8] [13]. Formalicemos esto con el concepto de nimero de condicién
de una matriz.

Definicién 2.4 Para cada norma submultiplicativa || - ||, el valor de
cond(A) = ||| |A"|

se llama el nimero de condicion de la matriz (no singular) A con respecto a la norma
| - ||. Si consideramos || - ||2 norma espectral tenemos que

V )\maz
V >\mzn

cond(A)y = || Al [A7 |2 =

donde Mgz Y Amin SO0 valores propios de AUA.

El ntimero de condicién de una matriz no singular A satisface cond(A) > 1, ademés
éste es una medida de la sensibilidad de la solucién de una ecuacién de la forma
Ay = f a cambios introducidos en f y en A. Cuando cond(A) es cercano a 1 decimos
que la matriz A esta bien condicionada, lo anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Sea A € R™™" una matriz no singular con inversa A~ y sea
A=A+ AA

la matriz A influenciada por una perturbacion AA tal que ||[A7Y|||A™!' — Al < 1.
Suponiendo que ¢ y ¢° = o + A son las respectivas soluciones de las ecuaciones

Ap=f A = f?



donde f° = f 4+ Af. Entonces

le* — ¢l . cond(4) [\\f5—f\\ A= 4]

[ p—ryey £ ) R i 4]

Demostracion: La prueba se encuentra en [16].

Si en el resultado anterior, suponemos que A% = A, no hay variacién en A, obte-
nemos

[¥° = ¢]

< cond(A)
el

7 = 71l
I1£1

que nos dice que la variacion en la solucion ¢ esta acotada por la variaciéon en los
datos f amplificado por cond(A). Asi es deseable que dicho factor sea pequeno.
Podemos concluir entonces que un sistema lineal con un niimero de condicién cercano
a 1 es estable, mientras que un niimero de condicién mucho més grande que 1 indica
inestabilidad.

2.4. Operadores y ecuaciones integrales

Teorema 2.3 Sean G C R™ un conjunto no-vacio, compacto y Jordan medible que
coincide con la clausura de su interior, K : G x G — C wuna funcion continua.
Entonces el operador lineal A : C(G) — C(G) definido por

= / K(s,t)p(t)dt seG
@

es llamado un operador integral con kernel continuo K. Este es un operador acotado
Yy compacto.

Demostracion: La prueba se encuentra en [13].

Por lo tanto si consideramos la ecuacién integral de Fredholm de primer tipo es

/G K (s, )o(t)dt = f(s) e (2.3)

donde la funcién ¢(t) es desconocida, el kernel K y el lado derecho f son funciones
dadas, entonces de los teoremas 2.1 y 2.3 la ecuacién (2.3) es un problema inverso
mal propuesto y su discretizacién sera un sistema lineal mal condicionado.



Ejemplo 1 Resolvamos la ecuacion integral unidimensional

1

1
/ (2 + ) ho(t)dt = [(1 1?3 - 33] sel0,1] (2.4)

0

con solucion exacta ¢(t) = t.
Si se discretiza mediante la regla de cuadratura del punto medio dividiendo en forma
uniforme el intervalo [0, 1] en n subintervalos de amplitud 1/n y tomando los puntos
medios en cada uno de ellos se tienen los siguientes valores :

0++ 1
tlz n:—

2 2n
_i+i
2T 9 om
t_%lJr%_?J—l
T o

La férmula de aproximacion de (2.4) es

n

S (s + £)50lt)At = 5 [+ ) - 5],

j=1

Como At; = L y tomando ¢(t;) = x; y b; = 3 [(1 +52)2 — s?}, se obtiene el sistema
lineal Az = b

1 n
=N s+ ) = b i=1,...,n (2.5)
n

=1

con 1
A= (g = {502 + 29 |,

Al calcular la matriz A para distintos valores de n y tomando s también en el
intervalo [0,1] con el mismo paso de t para simplificar los cdlculos se obtienen los
valores de la tabla 2.1. El error del problema inverso corresponde a la diferencia
entre la aproximacion del vector b, calculada por medio de la solucion T para cada n,
y el vector b exacto: Hg— bH = ||Az — b]|.

Después de resolver el sistema lineal por eliminacion de Gauss, se obtienen los resul-
tados que se ilustran en las grdficas de la figura 4.1.
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| n | cond(A) | Error problema inverso

4 ] 3,8x10° 0,008
6 | 7.4x10* 0,02
10 | 1,9 x 1010 2,03
15 | 5,5 x 10" 1,9 x 10*
20 | 2,5 x 10'7 1,2 x 10°
50 | 1,8 x 10" 1,2 x 10°
100 10" 7.1 x 10*
200 | 3,6 x 10" 1,3 x 10°
1000 | 6,7 x 10% 1,4 x 107

Tabla 2.1: Resultados del problema

a) n=10 b) n=15
1 15
0.8
06 ol
o) o)
0.4
0.5}
0.2
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t
c) n=20 d) n=100
400 2000
200 10001
o, o,
-200 -1000 1
-400 -2000
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1: Gréaficas de la aproximacién de la solucién ¢(t) = t.

En ellos se ve claramente como se va perdiendo la solucion en el caso del problema
inverso a medida que crecen los valores de n. La distorsion en los valores de la funcion
o(t) se manifiestan incluso para valores relativamente pequenios de n. En particular
podemos ver que cuanado n = 15 se ven algunos valores lejanos de la identidad. Se
esperaria que si aumentamos el tamano de n a 20, éstos valores se acercaran mas a
la solucion, sin embargo, vemos que la solucion es mas distorsionada.
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2.5. Descomposicion en valores singulares - SVD

Antes de introducir el concepto de valor singular de un operador es conveniente
mencionar el siguiente resultado de analisis funcional, referente al espectro de opera-
dores compactos autoadjuntos [14].

Teorema 2.4 Sean X un espacio de Hilbert y A : X — X un operador compacto
autoadjunto, no nulo. Entonces todos los valores propios de A son reales, A tiene por
lo menos un valor propio distinto de cero y a lo mas un conjunto contable de valores
propios que se acumulan solamente en cero. Todos los espacios propios N(A — A)
correspondientes a valores propios \ distintos a cero son de dimension finita y los
espacios propios correspondientes a distintos valores propios son ortogonales.

Si ordenamos la sucesion de valores propios {\,} distintos de cero de A como

M| > Ao > | A > - -

y denotamos por P, : X — N(\,I — A) al operador de proyeccion ortogonal sobre
el espacio propio correspondiente a A,. Entonces

A= i AP,
n=1

en el sentido de convergencia normada.

Denotando por Q : X — N(A) al operador de proyeccion ortogonal sobre el espacio
nulo N(A). Entonces

p=> Pup+Qp (2.6)
n=1

Para todo ¢ € X.

Definicién 2.5 Sean X y Y espacios de Hilbert, A : X — Y un operador lineal
compacto y A* 'Y — X su operador adjunto. La raices cuadradas no negativas de
los valores propios del operador autoadjunto no negativo compacto AA* : X — X,
son llamadas los valores singulares de A.

Obsérvese, entonces que la descomposicion en valores singulares de un operador
A, no es mas que la aplicacién del teorema 2.4 a el operador AA*[13].

Teorema 2.5 Si{u,} denota la sucesion de valores singulares no nulos del operador
lineal compacto A, repetidos de acuerdo a su multiplicidad, es decir, de acuerdo a la
dimension de los espacios N(u2l — AA*). Entonces existen sucesiones ortonormales

{v.} en X y{g,} enY, tal que

Ay = nGn A% g = finVn (2.7)
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para todo n € N.
Para cada ¢ € X se tiene la descomposicion en valores singulares

= (0, ) + Q¢ (2.8)
on el operador de proyeccion ortogonal @ : X — N(A); Ademds
Ap =" (0, Yn) gn (2.9)
n=1

Cada sistema (fin, Yn, gn), 1 € N con estas propiedades es llamado un sistema singular
de A. Cuando ezisten solo un nimero finito de valores singulares, las series (2.8) y
(2.9) degeneran en sumas finitas.

Demostracion: Supongamos que {7,} denotan la sucesién ortonormal de vectores
propios de A*A, es decir,

A* Ay, = 12, (2.10)
y definamos una segunda sucesién ortonormal por

Gn = iAyn (2.11)

n

Claramente, desde la anterior igualdad se obtiene A~v, = u,g,, parte izquierda de
(2.7). Al reemplazar esta ecuacién en (2.10)

A" (Hngn) = bV
pnA" G = 15
ATgn = pinVn
Obteniendo asi la parte derecha de (2.7). Por tanto el sistema (f, Yn, gn), 7 € N,

satisface (2.7).
Aplicando la expansion (2.6) al operador compacto autoadjunto A*A tenemos

©= Z(p%%—l—@go Para todo ¢ € X.
n=1
donde @ denota el operador proyeccién ortogonal de X en N(AA*). Seap € N(AA*),
entonces (Ay, AY) = (P, A*AY) = 0, por lo que N(AA*) = N(A). Asi hemos

demostrado (2.8).
Si aplicamos el operador A en ambos lados de (2.8)

Ap =AY (0, 1)1 + AQp) = Y (¢, Yn)Avn = §:unw'%
n=1 n=1
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que es (2.9).1

La version del teorema 2.5 para matrices, operadores lineales en espacios de di-
mension finita, es el siguiente [23]:

Teorema 2.6 Sea A una matriz (compleja) de tamarno m xn, con rango r. A admite
una descomposicion

A=USV*. (2.12)

Donde U y V' son matrices cuadradas ortogonales de tamano m X m y n X n respec-
tivamente, y ¥ es una “matriz diagonal”de tamano m X n, con la siguiente forma

Z:ﬁ)) 8}, D = diag(o1,09,...,0,), op>09>...>0,>0
Donde 01,09, . ..,0, son los valores singulares de A. Las columnas u; de U son llama-

dos vectores singulares por izquierda, mientras que las columnas v; de V' son llamados
vectores singulares por derecha.
La relacion (2.12) es llamada descomposicion en valores singulares de A.
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Capitulo 3

Imagenes borrosas

3.1. Formalizacién del problema

Podemos considerar una fotografia como una funcién f(z1,z,) de un conjunto
acotado Q C R? en R, donde € representa generalmente un rectdngulo de la forma
0, a] x [0, b] y los valores de la funcién describen los niveles de grises o de intensidad de
color que posee la fotografia. Dado que en una foto pueden ocurrir cambios drasticos
de color (alto contraste), la funcién f no puede ser considerada en general como
continua; por lo cual es razonable suponer que f sea L*-integrable sobre €. Esto nos
permitirda hacer un amplio uso de las propiedades de espacio de Hilbert.

En general un proceso de borrado o difuminado se asocia a una transformacion
K de tipo lineal tal que g = K|[f], donde f y g representan las imagenes real y
borrosa respectivamente. Es de notar, que el proceso de borrado es el mismo sin
importar la posiciéon del punto de la fotografia donde éste ocurre, en otras palabras
K es invariante al desplazamiento o sea que para cualquier desplazamiento a € R2,

g(x) = K[f(z)] implica g(z —a) = K[f(z — a)]

para cualquier punto f(x) de la imagen. Esta caracteristica de invarianza espacial,
nos permite:

1. Realizar la difuminacién en cada uno de los puntos de la imagen de manera
independiente, es decir, haremos difuminacién localizada mediante una funcién
de propagacién puntal PSF (point spread function) que denotaremos por k(x).

2. Superponer cada uno de los resultados, obteniendo la imagen borrosa en su
totalidad. Lo que matematicamente se describe como la convolucién [19]

KUf) = b * f(z) = / ko — )£ (9)dy. (3.1)

R2
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Maés atun tomando x €  fijo en (3.1), definimos un funcional lineal L, : f — K[f](x),
que podemos identificar por k(z,-). Ademads si k(x,-) es localmente integrable sobre
), de la teorfa de distribuciones se tienen que

Lalf] = (k). [()) = / ke, y) () dy, req. (3.2)

Q

Por consiguiente, la imagen borrosa g producida por una difuminacion lineal de una
fotografia f se obtiene al evaluar L, en f, es decir

/Q Kz, ) f(y)dy = g(x). (3.3)

Esta ecuacién es una ecuacién integral de Fredholm de primer tipo y en nuestro caso
modela la difraccion de la luz desde la fuente al propagarse a través de un medio
como la atmodsfera o defectos en aparatos épticos como telescopios o microscopios. La
imagen continua g representa una densidad de energia, con unidades de energia por
unidad de drea o, equivalentemente, nimero de fotones por unidad de érea [6].

Frecuentemente para capturar la imagen se usa un aparato conocido por camara
CCD. Este consiste de una arreglo de rectdngulos disjuntos llamados pizeles, €);;,
0<i<n,—1,0<75<mn,—1, en el cual los fotones caén y son contados. La energia
captada en un elemento individual del arreglo (pixel) es entonces modelada por

9ij = / g(x)dz. (3.4)
Qi
Un buen modelo discreto puede obtenerse dividiendo la regiéon de integracion {2 como
la unién de los pixeles €;; [25], para luego aplicar la regla de cuadratura del punto
medio a (3.3) y (3.4). Si suponemos que el drea de cada 2;; tiene area Az x Ay y
(xi,y;) denota su punto medio. Entonces la discretizacion de (3.3) es

Ng—1 nyfl

SN k(@ y), (@ y) F (20, 90)) AxAy = g, (3.5)

pn=0 v=0
Escribiendo (3.5) en forma matricial, tenemos el sistema lineal de N x N (N = n;n,),
Ax =10 (3.6)
donde:

» El vector o = f;; representa la imagen real.

» El vector b = g;; representa la imagen difuminada. Para ser mas precisos b =
bezacta + €, la imagen digital difuminada del modelo b es la imagen difuminada
ideal mas un ruido agregado causado por posibles defectos en el CCD que
captura la imagen y la cuantizacién, cuando la imagen difuminada se representa
por un numero relativamente pequeno de bits en un computador [25][6].
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= La matriz A representa el difuminado que toma lugar en el proceso de cap-
turar la imagen exacta y obtener la imagen borrosa. En la siguiente seccién
estudiaremos la estructura de la matriz de difuminado A.

3.2. Dificultades del problema

El problema de restauracién de una imagen borrosa, consiste en encontrar la
imagen real f a partir de la la imagen borrosa g y el nicleo k(z,y). Solucionar dicho
problema inverso no es una tarea facil, puesto que el nicleo k(z, y) es cominmente una
funcién continua, haciendo que el operador integral (3.2) sea un operador compacto y
por lo tanto su inverso sera un operador no continuo. Esto provoca que la solucién sea
altamente sensible a pequenas perturbaciones de g(z) las cuales en la préactica siempre
estan presentes como los errores de almacenaje digital o de operacion mecanica.

Desde el punto de vista numérico algunas de las complicaciones que entran en
juego son:

» Fl sistema discreto (3.6) que aparece a partir de (3.3) por su aproximacién
mediante reglas de cuadratura, hereda la mala propiedad de la no continuidad
del operador inverso de L,[f] [12]. Es decir estamos tratando con matrices muy
mal condicionadas y por lo cual los errores de punto flotante, como los errores de
aproximacién de las reglas de cuadratura, tienen gran influencia en la solucion.

= Los sistemas discretos a tratar son de tamanos muy grandes. Por ejemplo para
una foto digital de 256 x 256 pixeles de resolucién se tendran 65536 incognitas;
lo que hace necesario realizar un cuidadoso manejo matricial de los datos del
problema [8].

Si intentamos solucionar (3.6) de manera sencilla, usando métodos cldsicos como
eliminacion de Gauss-Jordan o inversion directa tenemos que

Tsimple :A_lb (37)
T simple :Ail(bexacta + 6)
T simple :A_lbexacta + A_le
Tsimple =T + A_le
esto es, la imagen restaurada xgmpe esta compuesta por la imagen exacta y un error
causado por el ruido invertido A~'e. Si la imagen obtenida Tsimple €8 Visiblemente

inaceptable, serd por que el término de error contamina la imagen reconstruida (ver
figura 3.1).
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Figura 3.1: Arriba: Imagen borrosa. Centro: Imagen restaurada usando métodos clésicos. Abajo:
Imagen real.
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Un enfoque totalmente diferente para solucionar (3.6), es usar la descomposicién
en valores singulares descrita en la seccién 2.5. El uso de La SVD es conveniente
pues nos da un método indirecto para resolver Ax = b; ademds nos permite mani-
pular la solucién z para obviar en parte el aporte del ruido a ésta y estudiar el mal
condicionamiento de A. .

Si suponemos que todos los valores singulares de A son estrictamente positivos

AT = (Usvh) !
A*l — ((Vt)flzflUfl
At =Vt

Puesto que X es diagonal, su inversa X~! también es diagonal, con entradas Ui para
1=1,2,...,N.

Otra representacién de Ay A™1 es
A=UxV"
01 V1
A= |:U1 cee UN}
ON UN

t ¢
A =wuov] + - +unoNUy

N
t
A= g oU;
i=1
Similarmente
1
At = g — vl
; 0;
=1

Usar esta relacién, nos permite observar que la solucién xgmpe dada en (3.7) puede
escribirse como

Tsimpte =A'D (3.8)
Tgimpte =V I U

Zsimpe =V 5 U (begacta + €)

Tsimpte =VE " Ulbeggera + VI 'U'e

N1 N1
_ tb t
Lsimple = —V;U;Degacta + —v;u,e
=1 Ji i Ji

N

t t

o uibexacta u;e

Lsimple = o v; + o (%
N——

19



El término marcado con * es la contribucion a la solucion del error generado por el
ute . .
~— son los coeficientes de expansion de los vectores base v;.
3
Para entender como este término de error contamina la solucion, es necesario resal-
tar las siguientes propiedades que generalmente se dan en problemas de restauracion

de imagenes borrosas [6] [19] [8]:

ruido e y las cantidades

» Las componentes |ule| son pequetios y aproximadamente del mismo orden para
1=1,...,N.

= Los valores singulares o; decaen hasta ser valores muy cercanos a cero. Esto
implica que la condicién cond(A) = - sea muy grande. Confirmando que la

solucion es muy sensible a perturbaciones y errores de redondeo.

= Los vectores singulares v; correspondientes a los valores singulares pequetios
tipicamente representan altas frecuencias de informacién. Es decir cuando se
incrementa ¢ los vectores v; tienden a tener mas cambios de signos.

Es asi, que de las propiedades anteriores podemos deducir que mientras ¢ aumenta,
los valores ule/o; se incrementan magnificando la contribucién de altas frecuencias
de informacién a la solucion.

Esto explica los resultados insatisfactorios obtenidos por medio del uso de métodos
clésicos para solucionar el sistema (3.6) y que observamos en el ejemplo de la figura
3.1.

3.3. La matriz de difuminado

Como se mencioné en la seccién anterior el nicleo k(z,y) modela el proceso de
difuminado que sufre la imagen real al tomar una foto bajo condiciones como: el
movimiento del objeto a fotografiar o de la cdmara, el desenfoque de los lentes de la
camara o efectos atmosféricos y que constituye la causa primordial de que el problema
sea mal propuesto. Entonces conocer que tipo de difuminado es uno de principales
paso para poder restaurar una imagen a partir de la imagen borrosa, En esta seccion
se describira matematicamente dichos tipos de borrado asi como su discretizacion.

3.3.1. Funcioén de propagacién puntual

Cuando se toma una fotografia y ocurre un difuminado, la intensidad de cada
pixel en la imagen real se propaga sobre sus pixeles vecinos. Como ilustracién visual
a esto, supongamos que la imagen real es totalmente negra excepto por un pixel de
alta intensidad, que llamaremos punto fuente. A continuacién tomamos una fotografia
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Figura 3.2: Izquierda: Imagen real con un tinico punto fuente. Derecha: su correspondiente
fotografia borrosa.

borrosa de nuestra imagen. La funcién que describe el difuminado producido desde el
punto fuente se denomina funcion de propagacion puntual o con sus siglas en ingles
PSF.

Matematicamente, la imagen real con tinico punto fuente es un vector unitario, x = e;,
que hace parte de la base canénica de R". El proceso de capturar la imagen real =
es entonces equivalente a calcular

Ax = Ae; =: columna i-esima de A.

Asi, si este proceso se repite para e;, con i = 1,..., N podemos construir la matriz A;
sin embargo en la practica esto es imposible, debido al gran nimero de imagenes con
unico punto fuente necesarias para representar una imagen arbitraria. Por ejemplo
para una foto digital de 256 x 256 pixeles de resolucion se tendran 65536 iméagenes
con unico punto fuente. Una alternativa distinta a ésta, es analizar la funcién PSF
explotando las propiedades de invarianza y linealidad del difuminado, permitiendo
representar la funcion PSF como una matriz P, tipicamente de tamano mucho menor
que la fotografia, pero que contiene toda la informacién acerca del proceso de difu-
minado de la imagen.

En muchos casos la matriz de PSF puede describirse analiticamente, por tanto P
puede resumirse mediante una funcion explicita, obtenida mediante experimentacion.
Las funciones PSF de los difuminados mas frecuentes en la préactica se describen a
continuacion:

Movimiento horizontal. Distribuye la luminosidad de un punto fuente en una
linea horizontal, con r pixeles, de manera uniforme. Es decir que cada elemento no
nulo en la PSF P tiene magnitud r~!. Lo mismo ocurre para el difuminado vertical.
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Aparato fuera de foco. Distribuye la luminosidad de un punto fuente a través de

un circulo.
e (=GR
Pii =Y 0 En otro caso.

donde (h, k) es la posicién central de P y r es el radio de difuminado.

Difuminado por turbulencia atmosférica. Se describe mediante una funcién
Gaussiana bidimensional y los elementos de matriz P estan dados por

., 1 i—n] s> p?] ' [i—h
Pum P T2 =k |0 3] Li—k

donde los pardmetros s, sy v p determinan la amplitud y la orientacion de la PSF,
cuyo centro esta en la posicién (h, k) en P. La funcién Gaussiana decae exponencial-
mente mientras se aleja del centro.
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Difuminado de un Telescopio astronémico. Se describe mediante una funcién
llamada Moffat y los elementos de matriz P estan dados por

_ -8
14 i—h)" 52 p? "li—h
— k| [p* s j—k

De manera similar a la funcién Gaussiana, los pardmetros s;, so y p determinan la
amplitud y la orientacion de la PSF, El parametro adicional 3 > 0 controla el decai-
miento de la PSF, el cual es asintoticamente mas lento que la PSF Gaussiano.

Si p = 0 en el difuminado Gaussiano y Moffat, entonces las funciones de propa-
gacion puntual son simétricas horizontal y verticalmente.

Pij =

Podemos construir la matriz A columna por columna localizando los elementos de
P en las posiciones apropiadas, aunque es un trabajo tedioso. Para calcular la imagen
borrosa b pixel por pixel(dada la imagen real =) deberiamos calcular

N
bi=cb=cilAz=  (elA) = Z Qi T,
k=1

Fila i-esima de A

es decir, cada pixel b; es una suma ponderada de si mismo y sus pixeles vecinos en la
imagen real. Los pesos son los elementos de las filas de A, que como sabemos son los
elementos de la PSF P.

Del anterior analisis concluimos que cada pixel b; es una suma ponderada de sus
vecinos, donde los pesos son los elementos de P. Este tipo de operacion es conocida
en matematicas y procesamiento de imagenes como convolucién bidimensional.

Ejemplo 2 Sean X y P la image real y la PSF respectivamente

1 11 1
X=|111 P= |4
1 11 7

00 Wy N

3
6
9
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donde la PSF esta centrada en las posicion (2,2) (Marcada en color).

Para calcular el pizel en la posicion (i,j) de la imagen borrosa B, debe hacerse la
version discreta de la convolucion (3.3). La forma grifica de hacerlo es girar a los
elementos de P de derecha a izquierda y luego de abajo hacia arriba como se muestra
a continuacion

8 7
5 4
2 1

NoRe) NGV

2 1
5 4 T Giro  P°=
8 7

w o ©

1
4
7

0 Ly N

3 .
6 Giro P =
9

lo que es equivalente a girar 180° la PSF. Después, realizamos la convolucion su-
perponiendo el origen de P en cada componente de X. Esto de manera grafica es

asi que

12 21 16
B= |27 45 33
24 39 28

3.3.2. Condiciones de frontera

La propiedad que analizamos en el anterior ejemplo, nos revela una dificultad
potencial en los bordes de la imagen, donde la informacion de la imagen real que
rebasa la imagen capturada se desconoce. A manera de ejemplo tomemos un pixel b;
cercano al borde de la imagen borrosa. Como ya se discutié antes b; se obtiene de
una suma ponderada del pixel z; y sus pixeles vecinos, algunos de los cuales podrian
haber estado fuera de campo de vision de la camara. Hasta ahora hemos ignorado
este fendmeno, sin embargo un buen modelo para imégenes borrosas debe tenerlo en
cuenta.
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La técnica méas comun para tratar con esta informacion faltante en el borde es
ha-cer ciertas suposiciones acerca del comportamiento de la imagen real fuera del
borde de la imagen capturada. Cuando estas suposiciones se usan en el modelo de
difuminado, diremos que estamos imponiendo condiciones de frontera en la recons-
truccion.

A continuacién se describen algunas condiciones de frontera que pueden ser ex-
presadas en forma matricial:

Condiciéon de frontera trivial. Se hace la suposicion més simple posible, la
imagen real fuera del borde es negra, es decir consiste de ceros. Una representacién
grafica de esto es

0 0 O
Xext - 0 X 0
0 0 O

donde X,.,; es la imagen real extendida y las submatrices 0 representan un bor-
de de elementos nulos. Esta condicion de frontera es una buena opcién cuando la
imagen borrosa proviene de un ambiente con fondo negro, como algunas fotografias
astronomicas. Desafortunadamente este supuesto causa gran cantidad de alteraciones
en la reconstruccién de iméagenes que no tienen dicho fondo.

Si se ignoran las condiciones de frontera al crear la matriz de difuminado A en el
modelo, se esta suponiendo este tipo de condicién de frontera de manera implicita.

Condicion de frontera peridédica. Se supone que la imagen se repite en todas
direcciones. Su representaciéon gréafica es

X X X
Xzt = | X X X
X X X

Esta condicion de frontera es la mas utilizada en la restauracién de imégenes borrosas.

Condicion de frontera reflexiva. Se supone que la escena fuera de los limites
esta formada por imagenes espejo de la imagen capturada. El siguiente ejemplo ilustra
este supuesto

Ejemplo 3 Sea

4 3 3 4| 4 3

2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1

X = [3 4} entonces Xout = 13 3 4 4 3
4 3 3 4| 4 3

2 1 1 2 2 1]
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A continuacion se estudiaran las estructuras sobre la matriz de difuminado A, que
se generan al incluir en el modelo condiciones de frontera. Si agregamos condiciones de
frontera al proceso de convolucién bidimensional ilustrada en el ejemplo 2, obtenemos

la matriz de difuminado A con cierta estructura particular. Al denotar por

11 T12 T13 P11 P12 P13 b1 bz i3
X = |z21 T2 T23 P = |[pa p2 pos y B = |bu b b (3.9)
T31 T32 33 P31 P32 P33 bsi  bsa  bss

podemos darnos una idea general de estas estructuras para cada condicién de frontera.
Usando condiciones de frontera triviales, al rotar P tenemos

entonces al superponer

bi1 =0-p33+0-p32+0-pa;

P =

P33 P32
D23 D22
P13 P12

P31
P21
P11

bio=0-p33+0-p32+0-ps;

bi13=0-p33+0-p32+0-ps;

0 p23 + 11 - P22 + T12 - P21 211 - P23 + 12 - P22 + T13 - P21 T12 - P23 + 13 - P22 + 0 par
0 p13 + 221 - P12 + 222 - P11 21+ P13 + T22 - P12 + T23 - P11 Tz - P13+ X2z P12+ 0 pu
bor =0 p33 + 11 - P32 + T12 - P31 bao = 11 - P33 + T12 - P32 + T13 - P31 bag = T12 - P33 + 213 - p32 + 0 paa
0 pas + @21 - P22 + T2 - P21 T21 * P23 + T22 ' P22 + T23 P21 Tz - P23 + X23 - P22 + 0 - pa
0 p13 + 231 - pr2 + 232 - P11 231 ° P13 + 32 - P12 + 33 - P11 x32 - p13 + 33 - P12 + 0 p1a
bs1 = 0-p33 + T21 - P32 + T2 - P31 bz = T21 - P33 + a2 - P32 + Tz - P31 b3z = a2 3z + T2z P32+ 0 pa
0 p23 + x31 - P22 + 32 - P21 31 - P23 + 32 - P22 + X33 - P21 T32 - P23 + 33 - p22 + 0 - P21
0-p13+0-p12+0-pn 0-p13+0-p12+0-pn 0-p13+0-pi2+0-pn

Denotemos por z = VEC(X) el proceso de formar un vector x colocando las co-

lumnas de X una encima de otra de izquierda a derecha. Podemos escribir el difu-
minado de X causado por la PSF P para obtener B en términos de + = VEC(X) y
b=V EC(B) como sigue

pa2 pr2 0 [pa pun O 0 0 0 T11 b1
P32 P22 P12 | P31 P21 pu| 0 0 0 To1 ba1
0O p32 pa| 0 p3r pn| O 0 0O x31 b31
p23 P13 0 |p2 p2 0 |par puu O T12 bio
D33 P23 D13 | P32 P22 Pi2 | P31 P21 Pu Tog| = |be| & Az =0. (3.10)
O p33 pa3s| 0 p32 pao| O P31 pa T32 b3o
0 0 0 |[pa3 p3 0 |p p2 O 13 bi3
0 0 O | p3s3 p23 P13 | P32 P22 P12 To3 b3
| O 0 0 O p33 pa3| O p32 pao | [T33] _b33_
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Si una matriz tiene entradas constantes en cada diagonal, se dice que es una matriz
Toeplitz. La matriz A en (3.10) tiene una estructura Toeplitz por bloques, como
indican las lineas, y cada bloque es en si mismo una matriz Toeplitz. Una matriz con
esta estructura se denota con la sigla BTTB por su nombre en ingles(block Toeplitz
with Toeplitz blocks).

Una matriz Toeplitz en la cual cada fila es un desplazamiento ciclico de la fi-
la anterior, se llama matriz circular. Si de manera similar a lo anterior agregamos
condiciones de frontera periddicas al proceso de convoluciéon bidimensional con los
parametros en (3.9) y se vectorizan X y B, se obtiene un modelo lineal con la forma

P22 P12 P32 | P21 P11 P31 | P23 P13 P33 T11 b1
P32 P22 P12 | P31 P21 P11 | P33 P23 Pi3 Z21 ba1
P12 P32 P22 | P11 P31 P21 | P13 P33 P23 T31 b3
P23 P13 P33 | P22 P12 P32| P21 P11 P31 T12 bio
D33 P23 P13 | P32 P22 P12 | P31 P21 Pu Toa| = |bn| & Az =0b. (3.11)
P13 P33 P23 | P12 P32 P22 | P11 P31 P2 T32 b3o
P21 P11 P31 | P23 P13 P33 | P22 Pi2 P32 T13 bi3
P31 P21 P11 | P33 P23 P13 | P32 P22 P12 To3 b3
| P11 P31 P21 | P13 P33 P23 | P12 P32 P22 | |T33] _b33_

En este caso la matriz A en (3.11) es circular por bloques con bloques circulares o
BCCB.

Si una matriz tiene entradas constantes en cada anti-diagonal, se dice que es una
matriz Hankel. Por otro lado si la suposicion que hacemos sobre la difuminacion de
X en B es que las condiciones de frontera son de tipo reflexivo la estructura de la
matriz de borrado es mas compleja, A esta conformada por la suma de matrices
BTTB, BTHB, BHTB y BHHB, donde las siglas tienen el siguiente significado

BHHB: Hankel por bloques con bloques Hankel
BTHB: Toeplitz por bloques con bloques Hankel

BHTB: Hankel por bloques con bloques Toeplitz

la siguiente tabla resume las estructuras de la matriz de difuminado A, descritas
en esta seccién

] Condiciones de frontera \ Estructura de A ‘
Triviales BTTB
Circulares BCCB
Reflexivas BTTB+BTHB+BHTB+BHHB
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3.3.3. PSF separables

En algunos casos el difuminado sobre una imagen se puede separar en sus com-
ponentes horizontal y vertical. Si este es el caso, la matriz de la PSF P de tamano
n x n puede escribirse en la forma

[ri 72 e ]

donde r representa la componente horizontal del difuminado (es decir, el difunimado
a través de las filas de la imagen X), y c¢ representa la componente vertical del
difuminado (es decir, el difunimado a través de las columnas de la imagen X).

La estructura especial para la PSF P implica que la matriz de difuminado A tenga
una estructura por bloques de la forma

agq)Ac agg)Ac - agz)Ac
A=A ®A = ande oA o aiA
ag?Ac GE;) Ae oo aq(zQAc

donde A. es una matriz de m x m, y A, es una matriz de n X n con entradas
denotadas por ag-). Esta particular estructura, y el simbolo ® que define la operacion
que combina A. y A, en esta forma, es llamado producto Kronecker.

Las matrices A, y A. representan las convoluciones unidimensionales con filas y
columnas de la imagen X. Ademads, Ar y Ac heredan la estructura de la matriz de
difuminado A para distintas condiciones de frontera, descrita en la seccién (3.3.2).
En particular:

Condicion de frontera trivial. A, y A. son matrices Toeplitz.
Condicion de frontera periddica. A, y A. son matrices circulares.

Condicion de frontera reflexiva. A, y A. son matrices conformadas por la suma
de matrices BTTB, BTHB, BHTB y BHHB.

Para construir A, y A. a partir de la PSF P, es necesario encontrar los vectores
ry c. Esto se puede hacer al calcular mayor valor singular de P y su correspondiente
vector singular[§].
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Los productos de Kronecker tiene muchas propiedades importantes que pueden
ser explotadas al hacer calculos matriciales. La relaciéon matricial

Axr=b
es equivalente a la relacién
B=AXA!

donde x = VEC(X) y b = VEC(B). Puesto que las dimensiones de A, y A. son
relativamente pequenas respecto a las dimensiones de la imagen.

Si A, y A, son no singulares, la solucién de Az = (A, ® A.)xr = b se puede
representar como

X = A'BA!

haciendo su célculo eficiente y permitiendo usar menos recursos de memoria en el
almacenamiento de A.

La descomposicién SVD de A se puede calcular por medio de las descomposiciones
de A, y Ag; si

A, =UX V! A.=UX.V!

entonces

A=A QA = (Urzrvrt) &® (Uczcvct) = (Ur ® UC)(ZT ® ZC)G/; ® VC)t

La tultima factorizacién matricial, es esencialmente la descomposicién SVD de A,
excepto que esta no satisface el requerimiento que las entradas de la diagonal de
Y, ® 2. estén en orden no creciente.

Existen algoritmos especializados para el calculo de la descomposicién SVD de
la matriz de difuminado A que aprovechan las estructuras particulares ilustradas en
la 1dltima parte de esta secciéon y el tipo de PSF o difuminado en el problema. Es-
tos algoritmos se basan en: descomponer A como productos Kroneker, transformada
rapida de Fourier(FFT) y transformada discreta del coseno(DTC). Dado el caracter
esencialmente computacional de estas técnicas no se discutirdn a fondo en este escrito;
sin embargo se puede profundizar en estos detalles en [8] [25] [6].
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Capitulo 4

Atacando el problema

En el capitulo anterior se construyé el modelo para el problema de restaurar una
imagen borrosa. En particular, en la seccién (3.2) se demostré que el deblurring es un
problema mal propuesto del tipo Ay = f donde A es un operador compacto y se uso
la descomposicion en valores singulares para analizar las dificultades de inestabilidad
del problema.

En este capitulo se discutiran las técnicas matematicas que manejan adecuada-
mente dicha inestabilidad. Comenzaremos fijando criterios de existencia de la solucién
para el problema. El siguiente teorema expresa la solucion de la ecuacién de la forma
Ap = f, con A operador compacto, en términos de los valores singulares del operador
A, descritos en la seccién (2.5).

Teorema 4.1 (Teorema de Picard).
Sea A : X — Y un operador lineal compacto con sistema singular (fn, Yn, gn). La
ecuacion de primer tipo

Ap = f
es soluble si y solo si f pertenece al complemento ortogonal N(A*)t = A(X) y

[e.9]

1
Zlu—2|<f7gn>|2 <

n=1

En este caso la solucion esta dada por
=1
= u_<f’ )Y (4.1)
n=1""

Demostracion: La prueba se encuentra en [13].

30



El teorema de Picard muestra el caracter inestable de la ecuacién Ay = f. Si rea-
lizamos una perturbacién a f por f¢ = f+ g, al aplicar el teorema (4.1) obtenemos

Zui —Z ~(f:9n %Hrz ~(0m: 9n) 7

n= 1
_90+Z gmvgn
5
=@+ —n-
L
De tal manera que
5 Hs@+iv —cpH 2y
|¢* — ¢ _ o 1 | Al Y I
o= M +0gm = fI [ogmll  pallgmll — pn

entonces
1
i = ell = =17 = 11

Esta ecuacion nos muestra que la influencia del ruido de f en la solucién, es de-
terminada por la velocidad de decaimiento de los valores singulares. En particular
podemos decir que el problema es levemente mal propuesto si los valores singulares
decaen léntamente hacia 0 6 que es severamente mal propuesto si los valores singulares
decaen rapidamente hacia 0.

Desde el punto de vista discreto, en la seccién (3.2) se mostré que la matriz
de difuminado A de la discretizacion Az = b del proceso de borrado, admite una
descomposicion en valores singulares la forma

N

t

A= E oAU,
i=1

donde los valores o; son los valores singulares de A y el rango de A es igual al nimero
de valores singulares positivos, u; son los vectores singulares por izquierda, mientras
que v; son los vectores singulares por derecha. Ademas, si suponemos que todos los
valores singulares de A son estrictamente positivos, se tiene

A7l = Z —wul
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de donde

—1
T simple =A""D

N

— 1 tb

Tsimple = — U,

)

=1

N

utb

Tsimple = E U; (42)

i=1 &

En la practica, solo se puede esperar una restauracién aproximada de una imagen
borrosa b, si los coeficientes |utb| de (4.2) decaen (en promedio) méas réapido que los
correspondientes valores singulares o; [8]. Este requerimiento sobre la imagen b es
conocido como la condicién discreta de Picard. Esta condicién y (4.2) son la versién
discreta del teorema (4.1).

A pesar de que el teorema de Picard nos da la forma de la solucion de Ap = f.En
la seccién (3.2) se analizaron los deficiencias practicas que tiene la solucién Zgsimpie
de (4.2). Por lo tanto, es necesario usar mecanismos que nos ayuden a tratar con la
inestabilidad del problema.

4.1. Regularizacién

Las técnicas matematicas que permiten solucionar problemas mal propuestos sol-
ventando la inestabilidad que conllevan, reciben el nombre de métodos de regulariza-
cién. La idea fundamental de éstos es aproximar la solucion ¢ de la ecuacién Ap = f,
sabiendo que el lado derecho puede ser una perturbacién f° de f, con un nivel de
error conocido

If=rl<s (4.3)

Asf al suponer que se de la perturbacién f?, es deseable construir una aproximacién
reasonable ¢? de la solucién ¢ de la ecuacién sin perturbar Ay = f. De hecho, nos
interesa que ésta aproximacién sea estable, es decir, queremos que ¢’ dependa de
manera continua de f°. Por tanto el objetivo de la regularizacién es encontrar un
operador lineal acotado R : Y — X que aproxime el operador inverso no acotado

A1 [13).

Definicién 4.1 Sean X y Y espacios normados y un operador A : X — Y lineal
acotado. Entonces una familia de operadores lineales acotados R, : Y — X, a > 0,
con la propiedad de convergencia puntual

limg, 0 RoAp = ¢, peX, (4.4)
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es llamada un esquema de reqularizacion para el operador A, con pardmetro de requ-
larizacion «.

Un esquema de regularizacién aproxima la solucion ¢ de Ap = f por la solucién
regularizada % = R,f°. Ademds. es importante resaltar que la expresién (4.4) es
equivalente a decir que R,f — A~'f, cuando a — 0, para todo f en el rango del
operador A.

El siguiente teorema ilustra algunas propiedades que no pueden ser cumplidas por
esquemas de regularizacion para operadores compactos

Teorema 4.2 Sean X y Y espacios normados, A : X — 'Y un operador lineal com-
pacto, y dim(X) = oo. Entonces dado un esquema de regularizacion para A, los
operadores R, no pueden ser acotados uniformemente con respecto a o, y los opera-
dores R, A no pueden converger en norma al operador identidad cuando o — 0.

Demostracion: La prueba se encuentra en [13].

Del anterior teorema observamos que si ¢ = R, f° es la solucién regularizada de
Ay = f entonces el error de aproximacién se puede escribir como

lea = ¢l = | Raf* = &l
= [|[Raf’ = Raf + Raf — ¢||
<|[Ra(f* = H|| + Rt — ¢l
<Rl ||(f* = D+ 1 RaAe — ¢

asi, de (4.3) tenemos que
oo = @|| < ONIRall + [|RaAp — |- (4.5)

La desigualdad (4.5) indica que el error de aproximar ¢ con ¢’ esta compuesto por
un término J ||R,| que muestra la influencia del ruido ¢ en los datos y el error de
aproximacion ||R,A¢@ — ¢l|. Serfa por tanto deseable que el error de aproximacién
tendiera a 0; para lo cual, por (4.4), deberfamos escoger « suficientemente cercano a
0. Sin embargo, si A satisface las condiciones del teorema (4.2), y & — 0 entonces
|R.|| se incrementa sustancialmente pues como dijimos antes R,f — A~'f para
todo f en el rango del operador A; es decir, el operador R, es bastante parecido al
operador no acotado A~!. Por tanto si escogemos a cercano a 0, el termino § || R, ||
serd la amplificacién del posiblemente pequeno error 9.

Luego, para conseguir una buena exactitud en la aproximacién ¢? de ¢ necesita-
mos un « pequeno. Por otro lado, la estabilidad requiere un « grande. Entonces, la
escogencia del valor para « es vital, por lo cual el mejor valor para «, es aquel que
minimiza la parte derecha de (4.5)(ver figura 4.1).
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error 1\

Eto!al

Eapmx

Edata

Figura 4.1: Eaprox =9 HRaHy Edata = HRaASO - SOH y Etotal - Eapro:r + Edata .
Esquemas de regularizacion

Como se menciono anteriormente, el teorema de Picard nos permite observar el
grado de mal condicionamiento del problema Ay = f, con A operador compacto,
proviene de la rapidez de convergencia de los valores singulares a 0. Esto sugiere
intentar regularizar la ecuacién por amortiguamiento o filtramiento de los factores
1/py, grandes en la solucién de Picard (4.1), manteniendo la solucién ¢ lejos de la
influencia de éstos.

Teorema 4.3 Sea A : X — Y un operador inyectivo, lineal y compacto, con sistema
singular (fn, Yo, gn), n € N, y sea

¢ (0,00) x (0, |A]) = R
una funcion acotada, tal que para todo o > 0 existe una constante positiva c(a) con

lp(a, h)| < e(a)h Yy lim, o ¢(a, h) =1 para 0<h<|A|

Entonces el operador lineal acotado R, :Y — X, a > 0, definido por

[e.9]

Raf P= Z iﬁb(%ﬂnﬂf, gn>7n f ey

n=1 """

describe un esquema de regqularizacion con ||Ry| < c(a).
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Demostracion: La prueba se encuentra en [13].

Un esquema de regularizacién desde el punto de vista discreto es usar una funciéon
de amortiguamiento ¢ apropiada en la solucién (4.2) y transformarla en la solucién

filtrada

i (4.6)

N ulh
T = Z ¢(04, O—i)O_L'U
i=1

7

Ahora vamos a describir algunos de los esquemas de regularizacién cléasicos.

4.1.1. Truncamiento espectral

En la seccién (3.2) se concluyo que para el caso del deblurring mientras los térmi-
nos en la suma (4.2) aumentan, los coeficientes utb/o; se incrementan magnificando
la contribucién de altas frecuencias (cambios fuertes de intensidad) de informacién a
la solucion, las cuales contienen gran cantidad de ruido. De tal manera que es apenas
l6gico pensar en truncar la suma. Esto se produce al definir

1, i=1,...k
o(k, o) _{ 0, i=m+1,...N.

en (4.6). El parametro k es llamado pardmetro de truncamiento y éste determina
el nimero de términos que se mantienen en la solucion regularizada. Esta idea es
formalizada en el siguiente teorema por medio de un esquema de regularizacion,
llamado truncamiento espectral.

Teorema 4.4 Sea A : X — Y un operador inyectivo, lineal y compacto, con sistema
singular (fn, Yn, gn), n € N. Entonces, el truncamiento espectral

Hn Zﬂm m

describe un esquema de regqularizacion con ||R,|| < 1/24/c.
Demostracion: La prueba se encuentra en [13].

Ejemplo 4 En la siguiente figura se muestra algunos ejemplos del uso de (4.6 ) en la
reconstruccion de una imagen borrosa. Podemos notar que cuando k se incrementa,
mas términos son incluidos en la espansion SVD, y por tanto, mds componentes con
altas frecuencias son agregados a la reconstruccion. El valor pequeno de k = 500 se
escogio deliberadamente, para mostrar el efecto de subsuavizar la solucion, mientras
que el valor grande de k = 3500 muestra el efecto de sobresuavizar la reconstruccion
con demasiada influencia de frecuencias altas y componentes de ruido.
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Imagen real Imagen borrosa

Truncamiento en k=500 Truncamiento en k=2000

Truncamiento en k=3500

Figura 4.2: Restauracién de movimiento horizontal y vertical (r = 10) con ruido de
%0,5

4.1.2. Regularizacién de Tikhonov

Esta técnica de regularizacién clasica, toma un enfoque distinto del truncamiento.
El siguiente teorema nos da una interpretacion de la regularizacién de Tikhonov como
un minimizador, en la cual se conserva el error residual ||Ap, — f|| pequeno y es
estabilizado por el término de penalizacién « ||pa||-

Teorema 4.5 Sean X yY espacios de Hilbert, A : X — Y un operador lineal acotado
y sea > 0. Entonces para cada f €Y existe un unico ¢, € X tal que

1Apa = fII* + alleall” = faex {40 — FII* + o lol*} (4.7)

El minimizador ¢, esta dado por la solucion unica de la ecuacion
(af + A"A)p, = A*f (4.8)

y depende continuamente de f.
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Puesto que nuestro interés es resolver el sistema Ax = b, A € R™*"™, b € R" con
A mal condicionada, aplicaremos el método de regularizacién de Tikhonov desde el
punto de vista discreto, que consiste en resolver el problema de minimization para
xr € R"

Minimizar To(x) = ||Az — b||3 + ||| con a > 0.
Veamos ahora que para cada a > 0 existe un unico z, € R" tal que
To(zo) < T,o(x) para todo x € R".

Dado que A admite una descomposicién en valores singulares A = UXV? con U €
R™™ vy V e R™™ matrices ortogonales, entonces definimos

ut o
o= [o 7]
la cual es ortogonal y por lo tanto ||z||5 = ||Qz||5. Asf,
Az — b]||”
2 2 -
Tile) = s =i+ el = | |2
Clfot 0] [Az =]
Lo vt ax )
| [UtAz — ute]||)?
L Vi )
Al sustituir y = U y 2 = V'z, obtenemos
Uiz —yl|I* |22 -]
TM:H[ o y} :H[ o y] = ISz — yl3 + a |23
2 2
es decir

T.(2) = Z(yl —032)* + aZzE

i=1

Para minimizar T, (x), calculamos el gradiente e igualamos a 0

o1, 0T, 0T,
T, = . = 0.
VTa(z) (5Z1 "oy 5zn) 0
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Luego, tenemos para cada i =1,...,n

—20;(y; — 042i) + 2az; = 0
oY — ofzi +az; =0
Oi

5= ———Ui
o+ o?

Como y = U'b, z = V'z y siendo v; la i-esima columna de V, de lo anterior se tiene

n

i i t
Ty =Vz= E V2 = E Vi——— Y = E V; 5U;b
, , o+ o o+ o
=1 i=1 7 7
n

i=1

0;
Ty = E 2viu§b
a—+o

i=1 i

n 2 ty
xazz % 2% ;. (4.9)

parll? +0; o;

Desde luego este enfoque de minimization del Teorema 4.5 coincide con la definicién
de regularizacién general introducida en el Teorema 4.3 y dada en la ecuacién (4.6),
Zo = Ty para el caso discreto, donde la funcién de amortiguamiento es

o2

¢(047Uz') = -

a+o?

Teorema 4.6 Sea A : X — Y wun operador lineal compacto. Entonces para cada
a > 0 el operador al + A*A tiene una inversa acotada. Ademds, si A es inyectiva
entonces

Ry = (al + A*A) T A*
describe un esquema de reqularizacion con ||Ra|| < 1/2y/a.

Demostracion: La prueba se encuentra en [13].

4.2. Seleccién del parametro de regularizacién

Antes cuando se discutié la desigualdad (4.5) se hizo énfasis en la importancia de
la escogencia adecuada del pardmetro de regularizacion. Esta escogencia debe generar
un balance entre exactitud de la solucién y estabilidad, generalmente basada en una
combinacion de buena heuristica y del conocimiento del ruido en la observacion. Para
una estrategia de regularizacién es de esperar que la solucién regularizada ¢, converja
a la solucién exacta ¢, cuando el error en los datos tiende a cero. A continuacién
expresemos este requerimiento en la siguiente definicién.

38



Definicién 4.2 Sea ¢ el nivel de error tal que Hf — f‘;H < 6, donde f° es una per-
turbacion de f de la ecuacion Ap = f. Entonces una estrategia de escogencia del
pardmetro a = «(0) de un esquema de reqularizacion R, que depende de § y posible-
mente de f°, se llama regular si para todo f € A(X) y fo €Y se tiene

Roa f° — A7, 5 — 0.

Asi que serd deseable que las estrategias de escogencia del pardmetro de regularizacién
que utilicemos sean regulares.

Dentro de las estrategias de regularizacién se suele distinguir entre a priori y
a posteriori. Una escogencia a priori de «a se basa en alguna informacién sobre las
propiedades de la solucién exacta, que usualmente en la practica no estan disponibles.
Por otro lado, una escogencia a posteriori de o se basa en algunas consideraciones
acerca del nivel de error ¢ en los datos; lo que es mas practico.

A continuacion se hard una breve descripcion de algunos de los métodos de esco-
gencia del parametro de regularizaciéon mas importantes.

4.2.1. Criterio de discrepancia

Una estrategia a posteriori natural esta dada por el principio de discrepancia o
del residuo. Esta se basa en la consideracién de que en general para datos f erroneos
en Ap = f el error residual HAgoi — f‘SH no debe ser menor que la exactitud en la
medicion de f. Es decir, el parametro o debe ser escogido de tal forma que

|AR.f* = f°|| = 76 v 1L

En particular, el siguiente teorema, que se encuentra en [13], muestra que el criterio
de discrepancia es una estrategia de escogencia de « regular.

Teorema 4.7 Sea A : X — Y un operador inyectivo, lineal y compacto, con rango
denso. Ademds, supongamos que f € A(X) y f° € Y satisfacen Hf — f5|| < con
0 > 0. Entonces, para el método de regqularizacion por truncamiento espectral existe
un entero m = m(9, f°) tal que satisface

[ AR f* = f°[| = 79 v> 1

R f® — A7, 6 — 0.
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Demostracion: La prueba se encuentra en [13].

La versién discreta de lo anterior es, que teniendo una buena estimacion de d, el
error en la observaciéon b, el parametro de regularizacion debe ser escogido tal que la
norma del residual ||b — Az ;|| sea aproximadamente 6. Es decir, debemos escoger
una solucion regularizada @ s, tal que

16— Awguell = 7 (4.10)

donde v > 1 es un numero real predeterminado, usualmente escogido en el intervalo
2,5].Ver [8].

En este punto es 1til obtener formulas para la norma de la solucién filtrada y el
error residual que este genera. A partir de la ecuacién (4.6) tenemos

9 N utb N Utb
||1L’fut||2 = <1’fz'lt,$filt> = 2@?%2%?%
1= Jj=

7

S () (o

y recordando que los vectores v; forman una base ortonormal

2 il utb 2
||xfm||2=2(¢i (;,) . (411)

i=1

Por otro lado, si suponemos que todos los valores singulares de A son no nulos, la
solucién ingenua puede ser escrita en forma matricial como

T simple :A_lb = VZ_IUtb.
Similarmente, la solucién filtrada
Ty =VOXUD.

Donde ® es una matriz diagonal que esta conformada por los valores de filtrado ¢;.
De tal manera que

1b— Az || = ||b — A(VOET'UD)||
= (I — Avex~'up)||
= |1 —UsV'Ves~'U")b||
= ||(I —Uses~'U")b||
|(UU" = Usox~U")b||
|U(I —Eox)U'||
|(1 = Ses~ U
|1 =@y
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es decir,

|b— Amfilt”i = ”([ - CI>)Utb”;
N

1o — Azguely = D (1~ 6:)uib)? (4.12)

i=1

La ultima igualdad nos muestra que la norma del error residual ||b— Aa:filtH;
es una funcion no creciente monoétona de k, el pardmetro de regularizacién en el
truncamiento espectral. Luego, podemos intentar incrementar sisteméticamente el
valor de k en (4.12) hasta estar cerca de satisfacer (4.10).

En el caso de la regularizacion de Tihkonov tenemos dos posibles enfoques rela-
cionados con el criterio de discrepancia:

= Similarmente al truncamiento espectral, a partir de (4.12) se puede notar que
la norma del residual ||b — Ax filt||; es una funcién no decreciente monétona del
parametro de regularizacién en Tihkonov. Luego, podemos intentar disminuir
sistematicamente el valor de a en (4.12) hasta estar cerca de satisfacer (4.10).

= Se puede mostrar ademads que el parametro o puede obtenerse al resolver F'(«) =
0, para

Fa) = ||b— Azl - 6?

donde x, esta dado por (4.9) [13]. Para ello , puede implementarse el método
de Newton usando las igualdades:

Fa) = |Ibll; = 8% = 23 A" — o [|zall; — 67
dry’ dzy"
Flla) = — [ === | Alp — 2_9q [ 222
@)=~ (G ) A el — 20 (2 )

y para asegurar la convergencia puede usarse como valor inicial para la iteracion

14138

0:—

lol; =&

En el criterio de discrepancia la solucion regularizada converge a la solucién exacta
cuando el error en los datos tiende a cero, pero esta informacion generalmente no
esta disponible. Incluso con una estimacion correcta de 0 la solucién regularizada
suele estar sobre suavizada, es decir, x;; estd compuesto por menos componentes de
las optimas[8][13].
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4.2.2. Validacién cruzada generalizada - GCV

En contraste al criterio de discrepancia, el pardmetro escogido con GCV no de-
pende de ningiin conocimiento a priori acerca del ruido sobre los datos b.

Este método de escogencia del parametro de regularizacion se basa en el principio
que si omitimos un valor en los datos b, entonces una buena solucién s, debe ser
capaz de predecir correctamente el dato intencionalmente omitido. Este proceso se
hace repetidamente omitiendo distintos valores en b, para luego cruzar y validar los
distintos resultados (para méas detalles ver [5]). El pardmetro de regularizacién se
escoge de tal forma que las predicciones de b sean tan buenas como sea posible.

Después de una cantidad considerable de manipulacién matricial, es posible mos-
trar que de acuerdo a este principio, que el mejor pardmetro para los métodos de
filtramiento espectral que minimiza el funcional GCV dado por

(I — AVOEUb|
[traza(I — AVOX-1U) ]2

G(a) = (4.13)

donde « es el pardmetro de Tikhonov o el niimero de terminos k del truncamiento
espectral.

Podemos evaluar el denominador de (4.13) como

traza(l — AVOX U = traza(l — UXV'VOX U
= traza(UU" — US®L'UY)
=traza(U(I — 2O HUY)

= traza((U'U)(I — 2®%71))
= traza(l — LOX 1)

= traza(l — ®)

de donde

N
traza(l — AVOL'U') = N =) 4.
=1
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Asi, usando (4.12) tenemos que

(I — AVOXU)b|2

Gla) = [traza(l — AVOX-1UY))?
i —177tp\ (|2
Gla) = |b—A(VOX~1UD)||,
[traza(l — AVOX-1UY))?
Gy = b= vl
[traza(l — AVOL-1UY)]?
N

1
G(a) = 5 > (1= ¢i)ujd).
N - o ;

Considerando los métodos de regularizacion especificos:

GCV para truncamiento. En el caso de truncamiento, la expresién para G(k)
puede ser simplificada como

N
1
G(k) = (u;)*.
[N —k]? i;l
Puesto que G(k) es una funcién discreta, el pardmetro de truncamiento k es en-
contrado por medio de evaluar G en kK = 1,2,..., N — 1, y elegir el indice que la
minimice.

GCYV para Tikhonov. En el caso de Tikhonov G(«) puede simplificarse como

2
N

Gla) = ZN% Z{%r

i=1 o24a? =1

Puesto que G(«) es una funcién continua, el parametro de regularizacién « puede
encontrarse mediante métodos clésicos de minimization.

Para el método de seleccion GCV, la solucion regularizada no converge necesa-
riamente a la solucion exacta cuando ¢ tiendo a cero, es decir, el método GCV no es
una estrategia regular de escogencia del pardmetro de regularizaciéon. Otra dificultad
de GCV es que la gréfica de G puede ser demasiado plana cerca del minimizador,
asi que los métodos numéricos tienen dificultad para encontrar un buen valor para «

).

4.2.3. L-curva

La L-curva es la grafica de la norma de la solucién regularizada ||z ;|| contra
la correspondiente norma del residual ||b — Az ;|| en escala logaritmica, para cada

43



uno de un conjunto de valores del parametro de regularizacién a(o k). El nombre del
método proviene de la forma de letra L, que frecuentemente tiene la grafica, como se
puede ver en la siguiente figura:

L-curva

107 ¢

10°F

I,

10

0

10"

llAx-bl,

Figura 4.3: L-curva tipica.

Intuitivamente, la mejor escogencia para el parametro de regularizacién o debe
ser el valor en la esquina de la L, pues para valores mayores que este, ||b — Az || se
incrementa rapidamente y ||z ;|| decrese lentamente, mientras para valores menores
que este, ||z || se incrementa rdpidamente sin mucho decresimiento en [|b — Az ]|

En la préctica, solo es necesario calcular algunos puntos de la L-curva, y la esquina
de la curva puede ser localizada mediante la estimacion del punto con mayor curvatura
[9]. En lo que se refiere al costo computacional del célculo de un punto de la L-curva
es de 3N multiplicaciones y sumas, y N diviciones usando las expresiones (4.11) y
(4.12). Es asi que para el caso de una imagen de 256 x 256 el costo seria de 1792

operaciones por punto.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

En este capitulo presentaremos los resultados numéricos obtenidos al restaurar
imagenes borrosas. Primero ilustraremos como crear imagenes borrosas artificiales
que nos serviran de imégenes de prueba para probar los esquemas de regularizacién
de Tikonov y truncamientos y la selecciéon de parametros de regularizacién. Se consi-
deraran diferentes de tipo de difuminado y se analizan su solucion. en base a la teoria
analizada en los capitulos anteriores. Finalmente resolvemos un problema real, donde
se reconstruye una imagen borrosa real donde el nicleo de difuminado no se conoce.

5.1. Creando una Imagen de Prueba Realista

Las imagenes borrosas de prueba son frecuentemente creadas artificialmente, al
hacer borrosa una imagen real conocida usando una PSF dada. Después, valores
aleatorios se suman a los valores de los pixeles de la imagen borrosa para simular el
error en los datos.

Es preciso recordar que la PSF propaga la intensidad de luz de un pixel a una
pequena area alrededor de dicho pixel; cada pixel de la imagen borrosa B es una suma
ponderada de si mismo y sus pixeles vecinos en la imagen real X (ver seccién 3.3.1).
Para crear una imagen borrosa a partir de una fotografia, tenemos una dificultad
potencial en los bordes de la imagen (ver seccién 3.3.2), donde la informacién de la
imagen real que rebasa la imagen capturada se desconoce. La manera de solucionar
esto es ejecutar la operacién de borrado sobre toda la imagen y luego tomar B y X
como partes centrales de las imagen real y borrosa totales. El paso final es agregar
algo de ruido a la imagen distorcionada que modele la perdida de informacién en
la captura y la digitalizacién de una fotografia. Esto puede hacerse adicionando pe-
quenas perturbaciones aleatorias a la imagen borrosa. Por ejemplo, usando la funcién
randn de MATLAB, podemos agregar un poco de ruido Gaussiano.
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Consideremos la imagen de parte superior de la figura (5.1) como imagen de prueba
y la parte inferior su correspondiente imagen borrosa generada por la aplicacién de
una PSF de fuera de foco con » =9 y condicién de frontera periddica.

Figura 5.1: Imagen ejemplo.

La figura (5.2) muestra imagenes de 52 x 111 extraidas de las imagenes de la figura
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