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imágenes borrosas
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3. Imágenes borrosas 15

3.1. Formalización del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2. Dificultades del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3. La matriz de difuminado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.3.1. Función de propagación puntual . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.3.2. Condiciones de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3.3. PSF separables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4. Atacando el problema 30

4.1. Regularización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.1.1. Truncamiento espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.1.2. Regularización de Tikhonov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Caṕıtulo 1

Introducción

Capturar una imagen en una fotograf́ıa de manera exacta es imposible, puesto
que existen factores tecnológicos, humanos e incluso ambientales que lo impiden.
Algunas de estas causas son el movimiento de la cámara o del objeto, problemas
de enfoque, ráfagas inesperadas de viento y una calidad imperfecta del aparato. El
resultado de todas estas degradaciones hace que la imagen (fotograf́ıa) sea tan sólo
una aproximación de la escena.

La restauración de imágenes consiste en recuperar de la mejor manera posible la
imagen original a partir de su correspondiente imagen degradada y del conocimiento
a priori de las causas de la degradación. Esto que implica el uso de métodos para
deshacer la degradación impuesta, la cual no puede realizarse de manera perfecta,
pero las mejoras son posibles en algunas circunstancias. El problema de recuperar una
imagen borrosa es conocido con el nombre de deblurring. Éste aparece con frecuencia
en ciencias y áreas tecnológicas, tales como la óptica, la medicina, la astronomı́a, y es
crucial para detectar las tendencias y caracteŕısticas importantes por ejemplo como
las de un planeta lejano, o algunos tejidos microscópicos.

Hoy en d́ıa las aplicaciones relacionadas con el deblurring de imágenes vaŕıan
desde nuevas facilidades incorporadas a cámaras digitales comerciales hasta la intro-
ducción de nuevos algoritmos en el campo de la tele-medicina, en la que se realiza
un diagnostico de imágenes tomadas a grandes distancias y que sufren degradaciones
tanto en la comunicación como en la compresión de información.

Los problemas con el Telescopio Espacial Hubble [17] son un ejemplo de la im-
portancia de este tema. Antes de que fueran solucionados los problemas de su espejo
principal, descubiertos d́ıas después de su inauguración en 1990, la óptica de las
imágenes producidas por Hubble no se aproximaban al potencial del telescopio (ver
figura 1.1), y una misión de reparación inmediata no era posible. La planeación y
ejecución de la misión para corregir el problema tardo 3 años debido a lo que implica
hacer reparaciones a 560,000km de la superficie terrestre y los elevados costos que
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esto conlleva. Durante este tiempo métodos matemáticos(deblurring entre otros) fue-
ron utilizados para reparar algunas distorsiones causadas por la óptica y el resultado
generó imágenes de alta calidad.

Figura 1.1: Imagen captada por Hublee e imagen restaurada

Otro campo donde juegan un papel muy importante las técnicas de deblurring es
en la restauración de fotograf́ıas provenientes de cámaras de seguridad y control de
tráfico en autopistas donde las distorsiones provienen especialmente por movimientos
muy rápidos del objeto a fotografiar. Es interesante mencionar el uso del deblurring en
la computación forense, en particular el aporte que hizo la restauración de imágenes
para aclarar un homicidio en 2005. Este ejercicio fue desarrollado por el profesor
Michael Black del IMA y los estudiantes de uno de sus cursos usando variados métodos
matemáticos para mejorar las imágenes de pésima calidad tomadas por una cámara
de seguridad [3].

Figura 1.2: Imagen de cámara de seguridad

El objetivo central de este trabajo consiste en estudiar la técnica de regularización
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de Tihkonov para la solución numérica del problema de restauración de imágenes
borrosas, el cual se modela mediante la ecuación integral de primera clase

g(x) =

∫

Ω

K(x, y)f(y)dy (1.1)

donde Ω = [0, a] × [0, b] ⊂ R2, f : Ω → R es una función cuyos valores son las
intensidades de gris de la imagen real en cada coordenada y = (y1, y2) ∈ Ω, la función
g : Ω → R representa la imagen capturada por la cámara y el dispositivo de grabación
se modela mediante el kernel K(x, y).

Especialmente estamos interesados en estudiar dificultades teóricas y prácticas del
problema de deblurring desde un punto de vista continuo (Problema en dimensión
infinita) y discreto (Problema en dimensión finita). Más aún analizar e implementar
los diferentes modelos (núcleos) k(x, y) de difuminación de imágenes, toda vez que
estos son los que causan que el problema se clasifique como un problema mal propuesto
y su conocimiento son parte primordial en la restauración de la imagen borrosa.

Desde el punto de vista numérico consideraremos las técnicas de regularización de
truncamiento espectral y Tihkonov, donde la selección del parámetro de regularización
se hará por medio de técnicas clásicas teóricas y heuŕısticas. Se compararán resultados
al experimentar con diversas versiones del problema de difuminado, en las que se
varia el tipo de distorsión, se mezclan distorsiones y se intenta resolver el problema
de deblurring sin previo conocimiento de la distorsión. Los aportes de este trabajo
son: se conectan los conceptos de análisis funcional y análisis numérico relacionados
con el deblurring, se estudian casos donde ocurren dos procesos de difuminado en una
imagen y se obtiene su restauración, que no son usuales en la literatura. Se analiza
un caso real donde no se conoce el difuminado y a partir de sus resultados numéricos
se infieren pautas para la obtención de la imagen restaurada.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 2 se hace un
breve recorrido por los conceptos netamente matemáticos en los cuales se enmarcan los
problemas inversos, que serán de utilidad a lo largo del escrito. El capitulo 3 contiene
una completa descripción del modelo de restauración de una imagen borrosa, haciendo
énfasis en sus dificultades. Las técnicas de regularización usadas para solventar dichas
dificultades se tratan en el capitulo 4. Mientras que en el capitulo 5 se desarrollan
experimentos de restauración de distintos difuminados y se presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Preliminares Matemáticos

2.1. Problemas inversos

La resolución de problemas inversos se ha desarrollado como una importante área
de estudio dentro de la matemática aplicada por su aporte a la resolución de pro-
blemas reales de las ciencias aplicadas. Éstos aparecen desde en el procesamiento de
imágenes en biomedicina y geof́ısica hasta modelos de flujo de aguas subterráneas; ver
[2] [15] [10] [24] [7] [25]. En estas aplicaciones el objetivo es estimar algunos atributos
desconocidos que son de interés, a partir de mediciones que se relacionan indirec-
tamente a dichos atributos. Por ejemplo, en tomograf́ıas médicas computarizadas lo
que se quiere es obtener imágenes estructurales del cuerpo a partir de mediciones que
se hacen rayos X que se pasan a través del cuerpo[18]. En el modelado de flujos de
aguas subterráneas, la idea es estimar ciertos parámetros del material de un acúıfero
desde mediciones de presión de un fluido que que se sumerge en el acúıfero [21].

Comenzaremos caracterizando a los problemas inversos de la siguiente manera:

Definición 2.1 Sean X e Y espacios normados y A : U −→ V un operador tal que
Aϕ = f , con ϕ ∈ X e f ∈ Y . El problema directo consiste en calcular la respuesta
f ante una entrada ϕ, mientras que en un problema inverso debe determinarse la
entrada ϕ que produce una cierta respuesta f .

2.2. Problemas mal propuestos

Un problema en matemáticas se dice bien propuesto, en el sentido de Hadamard,
si se cumplen las siguientes requerimientos para éste

El problema tiene solución.
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La solución del problema es única.

La solución depende de manera continua respecto a los datos.

La última propiedad indica que a pequeños cambios en los datos del problema se
obtendrá también una pequeña variación en la solución(estabilidad). Si un problema
no satisface alguna de éstas condiciones, se dice que el problema es mal propuesto
[12].
Es posible precisar este concepto por medio de la siguiente definición

Definición 2.2 Sean X y Y espacios normados con U ⊆ X y V ⊆ Y . Dado un
operador A : U −→ V , la ecuación

Aϕ = f

es llamada bien propuesta si A es biyectivo y el operador inverso A−1 : V −→ U es
continuo. De otra manera la ecuación se dice mal propuesta.

Los problemas inversos son en general mal propuestos, particularmente inestables.
La existencia y la unicidad de la solución dependen solo de los espacios X, Y y
del operador A. La estabilidad, en cambio, depende también de las consideraciones
topológicas del problema, como las normas que se escojan para X y para Y .
Desde el punto de vista de las aplicaciones la propiedad de estabilidad de un problema
es de vital importancia, si este no la posee, los errores en la medición de los datos y de
los métodos numéricos usados para encontrar la solución, hacen que dicha solución
numérica no tenga ninguna relación con la solución exacta, de tal manera que es
deseable tener estabilidad.

2.3. Operadores compactos y mal condicionados

Muchos de los problemas mal propuestos en las aplicaciones están relacionados
con operadores compactos.

Definición 2.3 Un operador lineal A : X −→ Y , donde X y Y son espacios norma-
dos, es compacto si y solo si la imagen de cualquier conjunto acotado es un conjunto
relativamente compacto.

El gran inconveniente que tiene resolver problemas cuyo modelo matemático es dado
por ecuaciones del tipo Aϕ = f , donde A es un operador compacto, se resume en el
siguiente teorema y cuya prueba se encuentra en [13].
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Teorema 2.1 Sean X y Y son espacios normados y A : X −→ Y un operador lineal
compacto, entonces el operador inverso A−1 no puede ser continuo, a menos que la
dimension de X sea finita. Lo que es equivalente a decir que la ecuación

Aϕ = f (2.1)

es mal propuesta si X no es de dimension finita.

Dada la gran complejidad que tienen los problemas prácticos, es necesario recurrir
al tratamiento numérico de estos para resolverlos [25] [12], es aśı que en general nos
vemos enfrentados a grandes sistemas lineales de ecuaciones (version discreta de (2.1))
de la forma .

Ahϕh = fh (2.2)

donde Ah es una matriz m × n, fh es el vector de datos m × 1 y ϕh es el vector
incognita n× 1.
A simple vista puede parecer que resolver (2.2) es una tarea trivial, pero esto no es
aśı, ver ejemplo 1, pues la discretización hereda la propiedad de discontinuidad del
operador inverso en su discretización, haciendo que el problema numérico sea alta-
mente inestable [8] [13]. Formalicemos esto con el concepto de número de condición
de una matriz.

Definición 2.4 Para cada norma submultiplicativa ‖ · ‖, el valor de

cond(A) = ‖A‖ ‖A−1‖
se llama el número de condición de la matriz (no singular) A con respecto a la norma
‖ · ‖. Si consideramos ‖ · ‖2 norma espectral tenemos que

cond(A)2 = ‖A‖2 ‖A−1‖2 =

√
λmax√
λmin

donde λmax y λmin son valores propios de AtA.

El número de condición de una matriz no singular A satisface cond(A) ≥ 1, además
éste es una medida de la sensibilidad de la solución de una ecuación de la forma
Aϕ = f a cambios introducidos en f y en A. Cuando cond(A) es cercano a 1 decimos
que la matriz A esta bien condicionada, lo anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Sea A ∈ Rn×n una matriz no singular con inversa A−1 y sea

Aδ = A + ∆A

la matriz A influenciada por una perturbación ∆A tal que ‖A−1‖ ‖A−1 − A‖ < 1.
Suponiendo que ϕ y ϕδ = ϕ + ∆ϕ son las respectivas soluciones de las ecuaciones

Aϕ = f Aδϕδ = f δ

8



donde f δ = f + ∆f . Entonces

∥∥ϕδ − ϕ
∥∥

‖ϕ‖ ≤ cond(A)

1− cond(A)
‖Aδ−A‖
‖A‖

[∥∥f δ − f
∥∥

‖f‖ +

∥∥Aδ − A
∥∥

‖A‖

]

Demostración: La prueba se encuentra en [16].

Si en el resultado anterior, suponemos que Aδ = A, no hay variación en A, obte-
nemos

∥∥ϕδ − ϕ
∥∥

‖ϕ‖ ≤ cond(A)

[∥∥f δ − f
∥∥

‖f‖

]

que nos dice que la variación en la solución ϕ esta acotada por la variación en los
datos f amplificado por cond(A). Aśı es deseable que dicho factor sea pequeño.
Podemos concluir entonces que un sistema lineal con un número de condición cercano
a 1 es estable, mientras que un número de condición mucho más grande que 1 indica
inestabilidad.

2.4. Operadores y ecuaciones integrales

Teorema 2.3 Sean G ⊆ Rm un conjunto no-vació, compacto y Jordan medible que
coincide con la clausura de su interior, K : G × G → C una función continua.
Entonces el operador lineal A : C(G) → C(G) definido por

(Aϕ)(s) =

∫

G

K(s, t)ϕ(t)dt s ∈ G

es llamado un operador integral con kernel continuo K. Este es un operador acotado
y compacto.

Demostración: La prueba se encuentra en [13].

Por lo tanto si consideramos la ecuación integral de Fredholm de primer tipo es

∫

G

K(s, t)ϕ(t)dt = f(s) s ∈ G (2.3)

donde la función ϕ(t) es desconocida, el kernel K y el lado derecho f son funciones
dadas, entonces de los teoremas 2.1 y 2.3 la ecuación (2.3) es un problema inverso
mal propuesto y su discretización será un sistema lineal mal condicionado.
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Ejemplo 1 Resolvamos la ecuación integral unidimensional

∫ 1

0

(s2 + t2)
1
2 φ(t)dt =

1

3

[
(1 + s2)

3
2 − s3

]
s ∈ [0, 1] (2.4)

con solución exacta φ(t) = t.
Si se discretiza mediante la regla de cuadratura del punto medio dividiendo en forma
uniforme el intervalo [0, 1] en n subintervalos de amplitud 1/n y tomando los puntos
medios en cada uno de ellos se tienen los siguientes valores :

t1 =
0 + 1

n

2
=

1

2n

t2 =
1
n

+ 2
n

2
=

3

2n
...

tj =
j−1
n

+ j
n

2
=

2j − 1

2n

La fórmula de aproximación de (2.4) es

n∑
j=1

(s2
i + t2j)

1
2 φ(tj)∆tj =

1

3

[
(1 + s2

i )
3
2 − s3

i

]
.

Como ∆tj = 1
n

y tomando φ(tj) = xj y bi = 1
3

[
(1 + s2

i )
3
2 − s3

i

]
, se obtiene el sistema

lineal Ax = b

1

n

n∑
j=1

(s2
i + t2j)

1
2 xj = bi i = 1, . . . , n (2.5)

con

A = {aij} =

{
1

n
(s2

i + t2j)
1
2

}
.

Al calcular la matriz A para distintos valores de n y tomando s también en el
intervalo [0, 1] con el mismo paso de t para simplificar los cálculos se obtienen los
valores de la tabla 2.1. El error del problema inverso corresponde a la diferencia
entre la aproximación del vector b, calculada por medio de la solución x̃ para cada n,

y el vector b exacto:
∥∥∥b̃− b

∥∥∥ = ‖Ax̃− b‖.
Después de resolver el sistema lineal por eliminación de Gauss, se obtienen los resul-
tados que se ilustran en las gráficas de la figura 4.1.
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n cond(A) Error problema inverso

4 3,8× 103 0,008
6 7,4× 104 0,02
10 1,9× 1010 2,03
15 5,5× 1015 1,9× 104

20 2,5× 1017 1,2× 105

50 1,8× 1019 1,2× 105

100 1019 7,1× 104

200 3,6× 1019 1,3× 106

1000 6,7× 1020 1,4× 107

Tabla 2.1: Resultados del problema

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

φ(t)

a) n=10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

t

φ(t)

b) n=15

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−400

−200

0

200

400

t

φ(t)

c) n=20

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−2000

−1000

0

1000

2000

t

φ(t)

d) n=100

Figura 2.1: Gráficas de la aproximación de la solución φ(t) = t.

En ellos se ve claramente como se va perdiendo la solución en el caso del problema
inverso a medida que crecen los valores de n. La distorsión en los valores de la función
φ(t) se manifiestan incluso para valores relativamente pequeños de n. En particular
podemos ver que cuanado n = 15 se ven algunos valores lejanos de la identidad. Se
esperaŕıa que si aumentamos el tamaño de n a 20, éstos valores se acercaran más a
la solución, sin embargo, vemos que la solución es más distorsionada.
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2.5. Descomposición en valores singulares - SVD

Antes de introducir el concepto de valor singular de un operador es conveniente
mencionar el siguiente resultado de análisis funcional, referente al espectro de opera-
dores compactos autoadjuntos [14].

Teorema 2.4 Sean X un espacio de Hilbert y A : X −→ X un operador compacto
autoadjunto, no nulo. Entonces todos los valores propios de A son reales, A tiene por
lo menos un valor propio distinto de cero y a lo más un conjunto contable de valores
propios que se acumulan solamente en cero. Todos los espacios propios N(λI − A)
correspondientes a valores propios λ distintos a cero son de dimension finita y los
espacios propios correspondientes a distintos valores propios son ortogonales.
Si ordenamos la sucesión de valores propios {λn} distintos de cero de A como

|λ1| ≥ |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · ·
y denotamos por Pn : X −→ N(λnI − A) al operador de proyección ortogonal sobre
el espacio propio correspondiente a λn. Entonces

A =
∞∑

n=1

λnPn

en el sentido de convergencia normada.
Denotando por Q : X −→ N(A) al operador de proyección ortogonal sobre el espacio
nulo N(A). Entonces

ϕ =
∞∑

n=1

Pnϕ + Qϕ (2.6)

Para todo ϕ ∈ X.

Definición 2.5 Sean X y Y espacios de Hilbert, A : X −→ Y un operador lineal
compacto y A∗ : Y −→ X su operador adjunto. La ráıces cuadradas no negativas de
los valores propios del operador autoadjunto no negativo compacto AA∗ : X −→ X,
son llamadas los valores singulares de A.

Obsérvese, entonces que la descomposición en valores singulares de un operador
A, no es más que la aplicación del teorema 2.4 a el operador AA∗[13].

Teorema 2.5 Si {µn} denota la sucesión de valores singulares no nulos del operador
lineal compacto A, repetidos de acuerdo a su multiplicidad, es decir, de acuerdo a la
dimension de los espacios N(µ2

nI − AA∗). Entonces existen sucesiones ortonormales
{γn} en X y {gn} en Y , tal que

Aγn = µngn A∗gn = µnγn (2.7)
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para todo n ∈ N.
Para cada ϕ ∈ X se tiene la descomposición en valores singulares

ϕ =
∞∑

n=1

〈ϕ, γn〉γn + Qϕ (2.8)

on el operador de proyección ortogonal Q : X −→ N(A); Además

Aϕ =
∞∑

n=1

µn〈ϕ, γn〉gn (2.9)

Cada sistema (µn, γn, gn), n ∈ N con estas propiedades es llamado un sistema singular
de A. Cuando existen solo un número finito de valores singulares, las series (2.8) y
(2.9) degeneran en sumas finitas.

Demostración: Supongamos que {γn} denotan la sucesión ortonormal de vectores
propios de A∗A, es decir,

A∗Aγn = µ2
nγn (2.10)

y definamos una segunda sucesión ortonormal por

gn :=
1

µn

Aγn (2.11)

Claramente, desde la anterior igualdad se obtiene Aγn = µngn, parte izquierda de
(2.7). Al reemplazar esta ecuación en (2.10)

A∗(µngn) = µ2
nγn

µnA
∗gn = µ2

nγn

A∗gn = µnγn

Obteniendo aśı la parte derecha de (2.7). Por tanto el sistema (µn, γn, gn), n ∈ N,
satisface (2.7).
Aplicando la expansion (2.6) al operador compacto autoadjunto A∗A tenemos

ϕ =
∞∑

n=1

〈ϕ, γn〉γn + Qϕ Para todo ϕ ∈ X.

donde Q denota el operador proyección ortogonal de X en N(AA∗). Sea ψ ∈ N(AA∗),
entonces 〈Aψ, Aψ〉 = 〈ψ, A∗Aψ〉 = 0 , por lo que N(AA∗) = N(A). Aśı hemos
demostrado (2.8).
Si aplicamos el operador A en ambos lados de (2.8)

Aϕ = A

∞∑
n=1

〈ϕ, γn〉γn + A(Qϕ) =
∞∑

n=1

〈ϕ, γn〉Aγn =
∞∑

n=1

µn〈ϕ, γn〉gn
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que es (2.9).¥
La version del teorema 2.5 para matrices, operadores lineales en espacios de di-

mension finita, es el siguiente [23]:

Teorema 2.6 Sea A una matriz (compleja) de tamaño m×n, con rango r. A admite
una descomposición

A = UΣV ∗. (2.12)

Donde U y V son matrices cuadradas ortogonales de tamaño m×m y n× n respec-
tivamente, y Σ es una ”matriz diagonal”de tamaño m× n, con la siguiente forma

Σ =

[
D 0
0 0

]
, D = diag(σ1, σ2, . . . , σr), σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0

Donde σ1, σ2, . . . , σr son los valores singulares de A. Las columnas ui de U son llama-
dos vectores singulares por izquierda, mientras que las columnas vi de V son llamados
vectores singulares por derecha.
La relación (2.12) es llamada descomposición en valores singulares de A.
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Caṕıtulo 3

Imágenes borrosas

3.1. Formalización del problema

Podemos considerar una fotograf́ıa como una función f(x1, x2) de un conjunto
acotado Ω ⊂ R2 en R, donde Ω representa generalmente un rectángulo de la forma
[0, a]×[0, b] y los valores de la función describen los niveles de grises o de intensidad de
color que posee la fotograf́ıa. Dado que en una foto pueden ocurrir cambios drásticos
de color (alto contraste), la función f no puede ser considerada en general como
continua; por lo cual es razonable suponer que f sea L2-integrable sobre Ω. Esto nos
permitirá hacer un amplio uso de las propiedades de espacio de Hilbert.

En general un proceso de borrado o difuminado se asocia a una transformación
K de tipo lineal tal que g = K[f ], donde f y g representan las imágenes real y
borrosa respectivamente. Es de notar, que el proceso de borrado es el mismo sin
importar la posición del punto de la fotograf́ıa donde éste ocurre, en otras palabras
K es invariante al desplazamiento o sea que para cualquier desplazamiento a ∈ R2,

g(x) = K[f(x)] implica g(x− a) = K[f(x− a)]

para cualquier punto f(x) de la imagen. Esta caracteŕıstica de invarianza espacial,
nos permite:

1. Realizar la difuminación en cada uno de los puntos de la imagen de manera
independiente, es decir, haremos difuminación localizada mediante una función
de propagación puntal PSF (point spread function) que denotaremos por k(x).

2. Superponer cada uno de los resultados, obteniendo la imagen borrosa en su
totalidad. Lo que matemáticamente se describe como la convolución [19]

K[f ] = k ∗ f(x) :=

∫

R2

k(x− y)f(y)dy. (3.1)
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Más aún tomando x ∈ Ω fijo en (3.1), definimos un funcional lineal Lx : f → K[f ](x),
que podemos identificar por k(x, ·). Además si k(x, ·) es localmente integrable sobre
Ω, de la teoŕıa de distribuciones se tienen que

Lx[f ] := 〈k(x, ·), f(·)〉 =

∫

Ω

k(x, y)f(y)dy, x ∈ Ω. (3.2)

Por consiguiente, la imagen borrosa g producida por una difuminación lineal de una
fotograf́ıa f se obtiene al evaluar Lx en f , es decir

∫

Ω

k(x, y)f(y)dy = g(x). (3.3)

Esta ecuación es una ecuación integral de Fredholm de primer tipo y en nuestro caso
modela la difracción de la luz desde la fuente al propagarse a través de un medio
como la atmósfera o defectos en aparatos ópticos como telescopios o microscopios. La
imagen continua g representa una densidad de enerǵıa, con unidades de enerǵıa por
unidad de área o, equivalentemente, número de fotones por unidad de área [6].

Frecuentemente para capturar la imagen se usa un aparato conocido por cámara
CCD. Este consiste de una arreglo de rectángulos disjuntos llamados pixeles, Ωij,
0 ≤ i ≤ nx− 1, 0 ≤ j ≤ ny − 1, en el cual los fotones caén y son contados. La enerǵıa
captada en un elemento individual del arreglo (pixel) es entonces modelada por

gij =

∫

Ωij

g(x)dx. (3.4)

Un buen modelo discreto puede obtenerse dividiendo la región de integración Ω como
la unión de los pixeles Ωij [25], para luego aplicar la regla de cuadratura del punto
medio a (3.3) y (3.4). Si suponemos que el área de cada Ωij tiene area ∆x × ∆y y
(xi, yj) denota su punto medio. Entonces la discretización de (3.3) es

nx−1∑
µ=0

ny−1∑
υ=0

k((xi, yj), (xµ, yυ))f((xµ, yυ))∆x∆y = gij (3.5)

Escribiendo (3.5) en forma matricial, tenemos el sistema lineal de N×N (N = nxny),

Ax = b (3.6)

donde:

El vector x = fij representa la imagen real.

El vector b = gij representa la imagen difuminada. Para ser más precisos b =
bexacta + e, la imagen digital difuminada del modelo b es la imagen difuminada
ideal más un ruido agregado causado por posibles defectos en el CCD que
captura la imagen y la cuantización, cuando la imagen difuminada se representa
por un número relativamente pequeño de bits en un computador [25][6].
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La matriz A representa el difuminado que toma lugar en el proceso de cap-
turar la imagen exacta y obtener la imagen borrosa. En la siguiente sección
estudiaremos la estructura de la matriz de difuminado A.

3.2. Dificultades del problema

El problema de restauración de una imagen borrosa, consiste en encontrar la
imagen real f a partir de la la imagen borrosa g y el núcleo k(x, y). Solucionar dicho
problema inverso no es una tarea fácil, puesto que el núcleo k(x, y) es comúnmente una
función continua, haciendo que el operador integral (3.2) sea un operador compacto y
por lo tanto su inverso será un operador no continuo. Esto provoca que la solución sea
altamente sensible a pequeñas perturbaciones de g(x) las cuales en la práctica siempre
están presentes como los errores de almacenaje digital o de operación mecánica.

Desde el punto de vista numérico algunas de las complicaciones que entran en
juego son:

El sistema discreto (3.6) que aparece a partir de (3.3) por su aproximación
mediante reglas de cuadratura, hereda la mala propiedad de la no continuidad
del operador inverso de Lx[f ] [12]. Es decir estamos tratando con matrices muy
mal condicionadas y por lo cual los errores de punto flotante, como los errores de
aproximación de las reglas de cuadratura, tienen gran influencia en la solución.

Los sistemas discretos a tratar son de tamaños muy grandes. Por ejemplo para
una foto digital de 256× 256 pixeles de resolución se tendrán 65536 incógnitas;
lo que hace necesario realizar un cuidadoso manejo matricial de los datos del
problema [8].

Si intentamos solucionar (3.6) de manera sencilla, usando métodos clásicos como
eliminación de Gauss-Jordan o inversión directa tenemos que

xsimple =A−1b (3.7)

xsimple =A−1(bexacta + e)

xsimple =A−1bexacta + A−1e

xsimple =x + A−1e

esto es, la imagen restaurada xsimple esta compuesta por la imagen exacta y un error
causado por el ruido invertido A−1e. Si la imagen obtenida xsimple es visiblemente
inaceptable, será por que el término de error contamina la imagen reconstruida (ver
figura 3.1).
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Figura 3.1: Arriba: Imagen borrosa. Centro: Imagen restaurada usando métodos clásicos. Abajo:
Imagen real.
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Un enfoque totalmente diferente para solucionar (3.6), es usar la descomposición
en valores singulares descrita en la sección 2.5. El uso de La SVD es conveniente
pues nos da un método indirecto para resolver Ax = b; además nos permite mani-
pular la solución x para obviar en parte el aporte del ruido a ésta y estudiar el mal
condicionamiento de A. .

Si suponemos que todos los valores singulares de A son estrictamente positivos

A−1 = (UΣV t)−1

A−1 = ((V t)−1Σ−1U−1

A−1 = V Σ−1U t

Puesto que Σ es diagonal, su inversa Σ−1 también es diagonal, con entradas 1
σi

para
i = 1, 2, . . . , N .

Otra representación de A y A−1 es

A = UΣV t

A =
[
u1 · · · uN

]



σ1

. . .

σN







v1
...

vN




A = u1σ1v
t
1 + · · ·+ uNσNvt

N

A =
N∑

i=1

σiuiv
t
i

Similarmente

A−1 =
N∑

i=1

1

σi

viu
t
i

Usar esta relación, nos permite observar que la solución xsimple dada en (3.7) puede
escribirse como

xsimple =A−1b (3.8)

xsimple =V Σ−1U tb

xsimple =V Σ−1U t(bexacta + e)

xsimple =V Σ−1U tbexacta + V Σ−1U te

xsimple =
N∑

i=1

1

σi

viu
t
ibexacta +

N∑
i=1

1

σi

viu
t
ie

xsimple =
N∑

i=1

ut
ibexacta

σi

vi +
N∑

i=1

ut
ie

σi

vi

︸ ︷︷ ︸
∗

.
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El término marcado con ∗ es la contribución a la solución del error generado por el

ruido e y las cantidades
ut

ie

σi
son los coeficientes de expansión de los vectores base vi.

Para entender como este término de error contamina la solución, es necesario resal-
tar las siguientes propiedades que generalmente se dan en problemas de restauración
de imágenes borrosas [6] [19] [8]:

Las componentes |ut
ie| son pequeños y aproximadamente del mismo orden para

i = 1, . . . , N .

Los valores singulares σi decaen hasta ser valores muy cercanos a cero. Esto
implica que la condición cond(A) = σ1

σN
sea muy grande. Confirmando que la

solución es muy sensible a perturbaciones y errores de redondeo.

Los vectores singulares vi correspondientes a los valores singulares pequeños
t́ıpicamente representan altas frecuencias de información. Es decir cuando se
incrementa i los vectores vi tienden a tener más cambios de signos.

Es aśı, que de las propiedades anteriores podemos deducir que mientras i aumenta,
los valores ut

ie/σi se incrementan magnificando la contribución de altas frecuencias
de información a la solución.

Esto explica los resultados insatisfactorios obtenidos por medio del uso de métodos
clásicos para solucionar el sistema (3.6) y que observamos en el ejemplo de la figura
3.1.

3.3. La matriz de difuminado

Como se mencionó en la sección anterior el núcleo k(x, y) modela el proceso de
difuminado que sufre la imagen real al tomar una foto bajo condiciones como: el
movimiento del objeto a fotografiar o de la cámara, el desenfoque de los lentes de la
cámara o efectos atmosféricos y que constituye la causa primordial de que el problema
sea mal propuesto. Entonces conocer que tipo de difuminado es uno de principales
paso para poder restaurar una imagen a partir de la imagen borrosa, En esta sección
se describira matemáticamente dichos tipos de borrado aśı como su discretización.

3.3.1. Función de propagación puntual

Cuando se toma una fotograf́ıa y ocurre un difuminado, la intensidad de cada
pixel en la imagen real se propaga sobre sus pixeles vecinos. Como ilustración visual
a esto, supongamos que la imagen real es totalmente negra excepto por un pixel de
alta intensidad, que llamaremos punto fuente. A continuación tomamos una fotograf́ıa
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Figura 3.2: Izquierda: Imagen real con un único punto fuente. Derecha: su correspondiente
fotograf́ıa borrosa.

borrosa de nuestra imagen. La función que describe el difuminado producido desde el
punto fuente se denomina función de propagación puntual o con sus siglas en ingles
PSF.
Matemáticamente, la imagen real con único punto fuente es un vector unitario, x = ei,
que hace parte de la base canónica de RN . El proceso de capturar la imagen real x
es entonces equivalente a calcular

Ax = Aei =: columna i-esima de A.

Aśı, si este proceso se repite para ei, con i = 1, . . . , N podemos construir la matriz A;
sin embargo en la práctica esto es imposible, debido al gran número de imágenes con
único punto fuente necesarias para representar una imagen arbitraria. Por ejemplo
para una foto digital de 256 × 256 pixeles de resolución se tendrán 65536 imágenes
con único punto fuente. Una alternativa distinta a ésta, es analizar la función PSF
explotando las propiedades de invarianza y linealidad del difuminado, permitiendo
representar la función PSF como una matriz P, t́ıpicamente de tamaño mucho menor
que la fotograf́ıa, pero que contiene toda la información acerca del proceso de difu-
minado de la imagen.
En muchos casos la matriz de PSF puede describirse anaĺıticamente, por tanto P
puede resumirse mediante una función expĺıcita, obtenida mediante experimentación.
Las funciones PSF de los difuminados más frecuentes en la práctica se describen a
continuación:

Movimiento horizontal. Distribuye la luminosidad de un punto fuente en una
linea horizontal, con r pixeles, de manera uniforme. Es decir que cada elemento no
nulo en la PSF P tiene magnitud r−1. Lo mismo ocurre para el difuminado vertical.
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Aparato fuera de foco. Distribuye la luminosidad de un punto fuente a través de
un circulo.

pij =

{
1

πr2 (i− h)2 + (j − k)2 ≤ r2;
0 En otro caso.

donde (h, k) es la posición central de P y r es el radio de difuminado.

Difuminado por turbulencia atmosférica. Se describe mediante una función
Gaussiana bidimensional y los elementos de matriz P están dados por

pij = exp

(
−1

2

[
i− h
j − k

]t [
s2
1 ρ2

ρ2 s2
2

]−1 [
i− h
j − k

])

donde los parámetros s1, s2 y ρ determinan la amplitud y la orientación de la PSF,
cuyo centro esta en la posición (h, k) en P. La función Gaussiana decae exponencial-
mente mientras se aleja del centro.
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Difuminado de un Telescopio astronómico. Se describe mediante una función
llamada Moffat y los elementos de matriz P están dados por

pij =

[
1 +

[
i− h
j − k

]t [
s2
1 ρ2

ρ2 s2
2

]−1 [
i− h
j − k

]]−β

De manera similar a la función Gaussiana, los parámetros s1, s2 y ρ determinan la
amplitud y la orientación de la PSF, El parámetro adicional β > 0 controla el decai-
miento de la PSF, el cual es asintóticamente más lento que la PSF Gaussiano.

Si ρ = 0 en el difuminado Gaussiano y Moffat, entonces las funciones de propa-
gación puntual son simétricas horizontal y verticalmente.

Podemos construir la matriz A columna por columna localizando los elementos de
P en las posiciones apropiadas, aunque es un trabajo tedioso. Para calcular la imagen
borrosa b pixel por pixel(dada la imagen real x) debeŕıamos calcular

bi = et
ib = et

iAx = (et
iA)︸ ︷︷ ︸

Fila i-esima de A

x =
N∑

k=1

aikxk

es decir, cada pixel bi es una suma ponderada de si mismo y sus pixeles vecinos en la
imagen real. Los pesos son los elementos de las filas de A, que como sabemos son los
elementos de la PSF P.

Del anterior análisis concluimos que cada pixel bi es una suma ponderada de sus
vecinos, donde los pesos son los elementos de P. Este tipo de operación es conocida
en matemáticas y procesamiento de imágenes como convolución bidimensional.

Ejemplo 2 Sean X y P la image real y la PSF respectivamente

X =




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 P =




1 2 3
4 5 6
7 8 9



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donde la PSF esta centrada en las posición (2,2)(Marcada en color).
Para calcular el pixel en la posición (i, j) de la imagen borrosa B, debe hacerse la
version discreta de la convolución (3.3). La forma gráfica de hacerlo es girar a los
elementos de P de derecha a izquierda y luego de abajo hacia arriba como se muestra
a continuación




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 ←−−

Giro Px =




3 2 1
6 5 4
9 8 7


 ↑ Giro Pª =




9 8 7
6 5 4
3 2 1




lo que es equivalente a girar 180◦ la PSF. Después, realizamos la convolución su-
perponiendo el origen de P en cada componente de X. Esto de manera gráfica es

aśı que

B =




12 21 16
27 45 33
24 39 28


 .

3.3.2. Condiciones de frontera

La propiedad que analizamos en el anterior ejemplo, nos revela una dificultad
potencial en los bordes de la imagen, donde la información de la imagen real que
rebasa la imagen capturada se desconoce. A manera de ejemplo tomemos un pixel bi

cercano al borde de la imagen borrosa. Como ya se discutió antes bi se obtiene de
una suma ponderada del pixel xi y sus pixeles vecinos, algunos de los cuales podŕıan
haber estado fuera de campo de visión de la cámara. Hasta ahora hemos ignorado
este fenómeno, sin embargo un buen modelo para imágenes borrosas debe tenerlo en
cuenta.
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La técnica más común para tratar con esta información faltante en el borde es
ha-cer ciertas suposiciones acerca del comportamiento de la imagen real fuera del
borde de la imagen capturada. Cuando estas suposiciones se usan en el modelo de
difuminado, diremos que estamos imponiendo condiciones de frontera en la recons-
trucción.

A continuación se describen algunas condiciones de frontera que pueden ser ex-
presadas en forma matricial:

Condición de frontera trivial. Se hace la suposición más simple posible, la
imagen real fuera del borde es negra, es decir consiste de ceros. Una representación
gráfica de esto es

Xext =



0 0 0
0 X 0
0 0 0




donde Xext es la imagen real extendida y las submatrices 0 representan un bor-
de de elementos nulos. Esta condición de frontera es una buena opción cuando la
imagen borrosa proviene de un ambiente con fondo negro, como algunas fotograf́ıas
astronómicas. Desafortunadamente este supuesto causa gran cantidad de alteraciones
en la reconstrucción de imágenes que no tienen dicho fondo.
Si se ignoran las condiciones de frontera al crear la matriz de difuminado A en el
modelo, se esta suponiendo este tipo de condición de frontera de manera impĺıcita.

Condición de frontera periódica. Se supone que la imagen se repite en todas
direcciones. Su representación gráfica es

Xext =



X X X
X X X
X X X




Esta condición de frontera es la más utilizada en la restauración de imágenes borrosas.

Condición de frontera reflexiva. Se supone que la escena fuera de los limites
esta formada por imágenes espejo de la imagen capturada. El siguiente ejemplo ilustra
este supuesto

Ejemplo 3 Sea

X =

[
1 2
3 4

]
entonces Xext =




4 3 3 4 4 3
2 1 1 2 2 1
2 1 1 2 2 1
4 3 3 4 4 3
4 3 3 4 4 3
2 1 1 2 2 1



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A continuación se estudiaran las estructuras sobre la matriz de difuminado A, que
se generan al incluir en el modelo condiciones de frontera. Si agregamos condiciones de
frontera al proceso de convolución bidimensional ilustrada en el ejemplo 2, obtenemos
la matriz de difuminado A con cierta estructura particular. Al denotar por

X =




x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


 P =




p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33


 y B =




b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


 (3.9)

podemos darnos una idea general de estas estructuras para cada condición de frontera.
Usando condiciones de frontera triviales, al rotar P tenemos

Pª =




p33 p32 p31

p23 p22 p21

p13 p12 p11




entonces al superponer

b11 = 0 · p33 + 0 · p32 + 0 · p31 b12 = 0 · p33 + 0 · p32 + 0 · p31 b13 = 0 · p33 + 0 · p32 + 0 · p31

0 · p23 + x11 · p22 + x12 · p21 x11 · p23 + x12 · p22 + x13 · p21 x12 · p23 + x13 · p22 + 0 · p21

0 · p13 + x21 · p12 + x22 · p11 x21 · p13 + x22 · p12 + x23 · p11 x22 · p13 + x23 · p12 + 0 · p11

b21 = 0 · p33 + x11 · p32 + x12 · p31 b22 = x11 · p33 + x12 · p32 + x13 · p31 b23 = x12 · p33 + x13 · p32 + 0 · p31

0 · p23 + x21 · p22 + x22 · p21 x21 · p23 + x22 · p22 + x23 · p21 x22 · p23 + x23 · p22 + 0 · p21

0 · p13 + x31 · p12 + x32 · p11 x31 · p13 + x32 · p12 + x33 · p11 x32 · p13 + x33 · p12 + 0 · p11

b31 = 0 · p33 + x21 · p32 + x22 · p31 b32 = x21 · p33 + x22 · p32 + x23 · p31 b33 = x22 · p33 + x23 · p32 + 0 · p31

0 · p23 + x31 · p22 + x32 · p21 x31 · p23 + x32 · p22 + x33 · p21 x32 · p23 + x33 · p22 + 0 · p21

0 · p13 + 0 · p12 + 0 · p11 0 · p13 + 0 · p12 + 0 · p11 0 · p13 + 0 · p12 + 0 · p11

Denotemos por x = V EC(X) el proceso de formar un vector x colocando las co-
lumnas de X una encima de otra de izquierda a derecha. Podemos escribir el difu-
minado de X causado por la PSF P para obtener B en términos de x = V EC(X) y
b = V EC(B) como sigue




p22 p12 0 p21 p11 0 0 0 0
p32 p22 p12 p31 p21 p11 0 0 0
0 p32 p22 0 p31 p21 0 0 0

p23 p13 0 p22 p12 0 p21 p11 0
p33 p23 p13 p32 p22 p12 p31 p21 p11

0 p33 p23 0 p32 p22 0 p31 p21

0 0 0 p23 p13 0 p22 p12 0
0 0 0 p33 p23 p13 p32 p22 p12

0 0 0 0 p33 p23 0 p32 p22







x11

x21

x31

x12

x22

x32

x13

x23

x33




=




b11

b21

b31

b12

b22

b32

b13

b23

b33




⇔ Ax = b. (3.10)
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Si una matriz tiene entradas constantes en cada diagonal, se dice que es una matriz
Toeplitz. La matriz A en (3.10) tiene una estructura Toeplitz por bloques, como
indican las ĺıneas, y cada bloque es en si mismo una matriz Toeplitz. Una matriz con
esta estructura se denota con la sigla BTTB por su nombre en ingles(block Toeplitz
with Toeplitz blocks).

Una matriz Toeplitz en la cual cada fila es un desplazamiento ćıclico de la fi-
la anterior, se llama matriz circular. Si de manera similar a lo anterior agregamos
condiciones de frontera periódicas al proceso de convolución bidimensional con los
parámetros en (3.9) y se vectorizan X y B, se obtiene un modelo lineal con la forma




p22 p12 p32 p21 p11 p31 p23 p13 p33

p32 p22 p12 p31 p21 p11 p33 p23 p13

p12 p32 p22 p11 p31 p21 p13 p33 p23

p23 p13 p33 p22 p12 p32 p21 p11 p31

p33 p23 p13 p32 p22 p12 p31 p21 p11

p13 p33 p23 p12 p32 p22 p11 p31 p21

p21 p11 p31 p23 p13 p33 p22 p12 p32

p31 p21 p11 p33 p23 p13 p32 p22 p12

p11 p31 p21 p13 p33 p23 p12 p32 p22







x11

x21

x31

x12

x22

x32

x13

x23

x33




=




b11

b21

b31

b12

b22

b32

b13

b23

b33




⇔ Ax = b. (3.11)

En este caso la matriz A en (3.11) es circular por bloques con bloques circulares o
BCCB.

Si una matriz tiene entradas constantes en cada anti-diagonal, se dice que es una
matriz Hankel. Por otro lado si la suposición que hacemos sobre la difuminación de
X en B es que las condiciones de frontera son de tipo reflexivo la estructura de la
matriz de borrado es más compleja, A esta conformada por la suma de matrices
BTTB, BTHB, BHTB y BHHB, donde las siglas tienen el siguiente significado

BHHB: Hankel por bloques con bloques Hankel

BTHB: Toeplitz por bloques con bloques Hankel

BHTB: Hankel por bloques con bloques Toeplitz

la siguiente tabla resume las estructuras de la matriz de difuminado A, descritas
en esta sección

Condiciones de frontera Estructura de A

Triviales BTTB
Circulares BCCB
Reflexivas BTTB+BTHB+BHTB+BHHB
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3.3.3. PSF separables

En algunos casos el difuminado sobre una imagen se puede separar en sus com-
ponentes horizontal y vertical. Si este es el caso, la matriz de la PSF P de tamaño
n× n puede escribirse en la forma

P = crt =




c1

c2
...

cm




[
r1 r2 · · · rn

]

donde r representa la componente horizontal del difuminado (es decir, el difunimado
a través de las filas de la imagen X), y c representa la componente vertical del
difuminado (es decir, el difunimado a través de las columnas de la imagen X).

La estructura especial para la PSF P implica que la matriz de difuminado A tenga
una estructura por bloques de la forma

A = Ar ⊗ Ac =




a
(r)
11 Ac a

(r)
12 Ac · · · a

(r)
1n Ac

a
(r)
21 Ac a

(r)
22 Ac · · · a

(r)
2n Ac

...
...

...

a
(r)
n1 Ac a

(r)
n2 Ac · · · a

(r)
nnAc




donde Ac es una matriz de m × m, y Ar es una matriz de n × n con entradas
denotadas por a

(r)
ij . Esta particular estructura, y el simbolo ⊗ que define la operación

que combina Ac y Ar en esta forma, es llamado producto Kronecker.

Las matrices Ar y Ac representan las convoluciones unidimensionales con filas y
columnas de la imagen X. Además, Ar y Ac heredan la estructura de la matriz de
difuminado A para distintas condiciones de frontera, descrita en la sección (3.3.2).
En particular:

Condición de frontera trivial. Ar y Ac son matrices Toeplitz.

Condición de frontera periódica. Ar y Ac son matrices circulares.

Condición de frontera reflexiva. Ar y Ac son matrices conformadas por la suma
de matrices BTTB, BTHB, BHTB y BHHB.

Para construir Ar y Ac a partir de la PSF P , es necesario encontrar los vectores
r y c. Esto se puede hacer al calcular mayor valor singular de P y su correspondiente
vector singular[8].
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Los productos de Kronecker tiene muchas propiedades importantes que pueden
ser explotadas al hacer cálculos matriciales. La relación matricial

Ax = b

es equivalente a la relación

B = AcXAt
r

donde x = V EC(X) y b = V EC(B). Puesto que las dimensiones de Ar y Ac son
relativamente pequeñas respecto a las dimensiones de la imagen.

Si Ar y Ac son no singulares, la solución de Ax = (Ar ⊗ Ac)x = b se puede
representar como

X = A−1
c BA−t

r

haciendo su cálculo eficiente y permitiendo usar menos recursos de memoria en el
almacenamiento de A.

La descomposición SVD de A se puede calcular por medio de las descomposiciones
de Ar y Ac; si

Ar = UrΣrV
t
r Ac = UcΣcV

t
c

entonces

A = Ar ⊗ Ac = (UrΣrV
t
r )⊗ (UcΣcV

t
c ) = (Ur ⊗ Uc)(Σr ⊗ Σc)(Vr ⊗ Vc)

t.

La última factorización matricial, es esencialmente la descomposición SVD de A,
excepto que esta no satisface el requerimiento que las entradas de la diagonal de
Σr ⊗ Σc estén en orden no creciente.

Existen algoritmos especializados para el cálculo de la descomposición SVD de
la matriz de difuminado A que aprovechan las estructuras particulares ilustradas en
la última parte de esta sección y el tipo de PSF o difuminado en el problema. Es-
tos algoritmos se basan en: descomponer A como productos Kroneker, transformada
rápida de Fourier(FFT) y transformada discreta del coseno(DTC). Dado el carácter
esencialmente computacional de estas técnicas no se discutirán a fondo en este escrito;
sin embargo se puede profundizar en estos detalles en [8] [25] [6].
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Caṕıtulo 4

Atacando el problema

En el caṕıtulo anterior se construyó el modelo para el problema de restaurar una
imagen borrosa. En particular, en la sección (3.2) se demostró que el deblurring es un
problema mal propuesto del tipo Aϕ = f donde A es un operador compacto y se uso
la descomposición en valores singulares para analizar las dificultades de inestabilidad
del problema.

En este caṕıtulo se discutirán las técnicas matemáticas que manejan adecuada-
mente dicha inestabilidad. Comenzaremos fijando criterios de existencia de la solución
para el problema. El siguiente teorema expresa la solución de la ecuación de la forma
Aϕ = f , con A operador compacto, en términos de los valores singulares del operador
A, descritos en la sección (2.5).

Teorema 4.1 (Teorema de Picard).
Sea A : X → Y un operador lineal compacto con sistema singular (µn, γn, gn). La
ecuación de primer tipo

Aϕ = f

es soluble si y solo si f pertenece al complemento ortogonal N(A∗)⊥ = A(X) y

∞∑
n=1

1

µ2
n

|〈f, gn〉|2 < ∞

En este caso la solución esta dada por

ϕ =
∞∑

n=1

1

µn

〈f, gn〉γn (4.1)

Demostración: La prueba se encuentra en [13].
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El teorema de Picard muestra el carácter inestable de la ecuación Aϕ = f . Si rea-
lizamos una perturbación a f por f δ = f +δgm, al aplicar el teorema (4.1) obtenemos

ϕδ =
∞∑

n=1

1

µn

〈f δ, gn〉γn =
∞∑

n=1

1

µn

〈f, gn〉γn +
∞∑

n=1

1

µn

〈δgm, gn〉γn

= ϕ +
∞∑

n=1

δ

µn

〈gm, gn〉γn

= ϕ +
δ

µn

γn.

De tal manera que

∥∥ϕδ − ϕ
∥∥

‖f δ − f‖ =

∥∥∥ϕ + δ
µn

γn − ϕ
∥∥∥

‖f + δgm − f‖ =

∥∥∥ δ
µn

γn

∥∥∥
‖δgm‖ =

‖γn‖
µn ‖gm‖ =

1

µn

entonces

∥∥ϕδ − ϕ
∥∥ =

1

µn

∥∥f δ − f
∥∥ .

Esta ecuación nos muestra que la influencia del ruido de f en la solución, es de-
terminada por la velocidad de decaimiento de los valores singulares. En particular
podemos decir que el problema es levemente mal propuesto si los valores singulares
decaen léntamente hacia 0 ó que es severamente mal propuesto si los valores singulares
decaen rápidamente hacia 0.

Desde el punto de vista discreto, en la sección (3.2) se mostró que la matriz
de difuminado A de la discretización Ax = b del proceso de borrado, admite una
descomposición en valores singulares la forma

A =
N∑

i=1

σiuiv
t
i ,

donde los valores σi son los valores singulares de A y el rango de A es igual al número
de valores singulares positivos, ui son los vectores singulares por izquierda, mientras
que vi son los vectores singulares por derecha. Además, si suponemos que todos los
valores singulares de A son estrictamente positivos, se tiene

A−1 =
N∑

i=1

1

σi

viu
t
i
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de donde

xsimple =A−1b

xsimple =
N∑

i=1

1

σi

viu
t
ib

xsimple =
N∑

i=1

ut
ib

σi

vi (4.2)

En la práctica, solo se puede esperar una restauración aproximada de una imagen
borrosa b, si los coeficientes |ut

ib| de (4.2) decaen (en promedio) más rápido que los
correspondientes valores singulares σi [8]. Este requerimiento sobre la imagen b es
conocido como la condición discreta de Picard. Ésta condición y (4.2) son la versión
discreta del teorema (4.1).

A pesar de que el teorema de Picard nos da la forma de la solución de Aϕ = f .En
la sección (3.2) se analizaron los deficiencias practicas que tiene la solución xsimple

de (4.2). Por lo tanto, es necesario usar mecanismos que nos ayuden a tratar con la
inestabilidad del problema.

4.1. Regularización

Las técnicas matemáticas que permiten solucionar problemas mal propuestos sol-
ventando la inestabilidad que conllevan, reciben el nombre de métodos de regulariza-
ción. La idea fundamental de éstos es aproximar la solución ϕ de la ecuación Aϕ = f ,
sabiendo que el lado derecho puede ser una perturbación f δ de f , con un nivel de
error conocido

∥∥f − f δ
∥∥ ≤ δ. (4.3)

Aśı al suponer que se de la perturbación f δ, es deseable construir una aproximación
reasonable ϕδ de la solución ϕ de la ecuación sin perturbar Aϕ = f . De hecho, nos
interesa que ésta aproximación sea estable, es decir, queremos que ϕδ dependa de
manera continua de f δ. Por tanto el objetivo de la regularización es encontrar un
operador lineal acotado R : Y −→ X que aproxime el operador inverso no acotado
A−1 [13].

Definición 4.1 Sean X y Y espacios normados y un operador A : X −→ Y lineal
acotado. Entonces una familia de operadores lineales acotados Rα : Y −→ X, α > 0,
con la propiedad de convergencia puntual

ĺımα→0 RαAϕ = ϕ, ϕ ∈ X, (4.4)
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es llamada un esquema de regularización para el operador A, con parámetro de regu-
larización α.

Un esquema de regularización aproxima la solución ϕ de Aϕ = f por la solución
regularizada ϕδ

α = Rαf δ. Además. es importante resaltar que la expresión (4.4) es
equivalente a decir que Rαf → A−1f , cuando α → 0, para todo f en el rango del
operador A.

El siguiente teorema ilustra algunas propiedades que no pueden ser cumplidas por
esquemas de regularización para operadores compactos

Teorema 4.2 Sean X y Y espacios normados, A : X → Y un operador lineal com-
pacto, y dim(X) = ∞. Entonces dado un esquema de regularización para A, los
operadores Rα no pueden ser acotados uniformemente con respecto a α, y los opera-
dores RαA no pueden converger en norma al operador identidad cuando α → 0.

Demostración: La prueba se encuentra en [13].

Del anterior teorema observamos que si ϕδ
α = Rαf δ es la solución regularizada de

Aϕ = f entonces el error de aproximación se puede escribir como
∥∥ϕδ

α − ϕ
∥∥ =

∥∥Rαf δ − ϕ
∥∥

=
∥∥Rαf δ −Rαf + Rαf − ϕ

∥∥
≤

∥∥Rα(f δ − f)
∥∥ + ‖Rαf − ϕ‖

≤ ‖Rα‖
∥∥(f δ − f)

∥∥ + ‖RαAϕ− ϕ‖
aśı, de (4.3) tenemos que

∥∥ϕδ
α − ϕ

∥∥ ≤ δ ‖Rα‖+ ‖RαAϕ− ϕ‖ . (4.5)

La desigualdad (4.5) indica que el error de aproximar ϕ con ϕδ
α esta compuesto por

un término δ ‖Rα‖ que muestra la influencia del ruido δ en los datos y el error de
aproximacion ‖RαAϕ− ϕ‖. Seŕıa por tanto deseable que el error de aproximación
tendiera a 0; para lo cual, por (4.4), debeŕıamos escoger α suficientemente cercano a
0. Sin embargo, si A satisface las condiciones del teorema (4.2), y α → 0 entonces
‖Rα‖ se incrementa sustancialmente pues como dijimos antes Rαf → A−1f para
todo f en el rango del operador A; es decir, el operador Rα es bastante parecido al
operador no acotado A−1. Por tanto si escogemos α cercano a 0, el termino δ ‖Rα‖
será la amplificación del posiblemente pequeño error δ.

Luego, para conseguir una buena exactitud en la aproximación ϕδ
α de ϕ necesita-

mos un α pequeño. Por otro lado, la estabilidad requiere un α grande. Entonces, la
escogencia del valor para α es vital, por lo cual el mejor valor para α, es aquel que
minimiza la parte derecha de (4.5)(ver figura 4.1).
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Figura 4.1: Eaprox = δ ‖Rα‖, Edata = ‖RαAϕ− ϕ‖ y Etotal = Eaprox + Edata .

Esquemas de regularización

Como se menciono anteriormente, el teorema de Picard nos permite observar el
grado de mal condicionamiento del problema Aϕ = f , con A operador compacto,
proviene de la rapidez de convergencia de los valores singulares a 0. Esto sugiere
intentar regularizar la ecuación por amortiguamiento o filtramiento de los factores
1/µn grandes en la solución de Picard (4.1), manteniendo la solución ϕ lejos de la
influencia de éstos.

Teorema 4.3 Sea A : X → Y un operador inyectivo, lineal y compacto, con sistema
singular (µn, γn, gn), n ∈ N, y sea

φ : (0,∞)× (0, ‖A‖) → R

una función acotada, tal que para todo α > 0 existe una constante positiva c(α) con

|φ(α, h)| ≤ c(α)h y ĺımα→0 φ(α, h) = 1 para 0 < h ≤ ‖A‖

Entonces el operador lineal acotado Rα : Y → X, α > 0, definido por

Rαf : =
∞∑

n=1

1

µn

φ(α, µn)〈f, gn〉γn f ∈ Y

describe un esquema de regularización con ‖Rα‖ ≤ c(α).
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Demostración: La prueba se encuentra en [13].

Un esquema de regularización desde el punto de vista discreto es usar una función
de amortiguamiento φ apropiada en la solución (4.2) y transformarla en la solución
filtrada

xfilt =:
N∑

i=1

φ(α, σi)
ut

ib

σi

vi (4.6)

Ahora vamos a describir algunos de los esquemas de regularización clásicos.

4.1.1. Truncamiento espectral

En la sección (3.2) se concluyo que para el caso del deblurring mientras los térmi-
nos en la suma (4.2) aumentan, los coeficientes ut

ib/σi se incrementan magnificando
la contribución de altas frecuencias (cambios fuertes de intensidad) de información a
la solución, las cuales contienen gran cantidad de ruido. De tal manera que es apenas
lógico pensar en truncar la suma. Esto se produce al definir

φ(k, σi) =

{
1, i=1,. . . ,k;
0, i=m+1,. . . ,N.

en (4.6). El parámetro k es llamado parámetro de truncamiento y éste determina
el número de términos que se mantienen en la solucion regularizada. Esta idea es
formalizada en el siguiente teorema por medio de un esquema de regularización,
llamado truncamiento espectral.

Teorema 4.4 Sea A : X → Y un operador inyectivo, lineal y compacto, con sistema
singular (µn, γn, gn), n ∈ N. Entonces, el truncamiento espectral

Rmf : =
∑

µn≥µm

1

µn

〈f, gn〉γn

describe un esquema de regularización con ‖Rα‖ ≤ 1/2
√

α.

Demostración: La prueba se encuentra en [13].

Ejemplo 4 En la siguiente figura se muestra algunos ejemplos del uso de (4.6 ) en la
reconstrucción de una imagen borrosa. Podemos notar que cuando k se incrementa,
más términos son incluidos en la espansión SVD, y por tanto, más componentes con
altas frecuencias son agregados a la reconstrucción. El valor pequeño de k = 500 se
escogió deliberadamente, para mostrar el efecto de subsuavizar la solución, mientras
que el valor grande de k = 3500 muestra el efecto de sobresuavizar la reconstrucción
con demasiada influencia de frecuencias altas y componentes de ruido.
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Imagen real Imagen borrosa

Truncamiento en k=500 Truncamiento en k=2000

Truncamiento en k=3500

Figura 4.2: Restauración de movimiento horizontal y vertical (r = 10) con ruido de
%0,5

4.1.2. Regularización de Tikhonov

Esta técnica de regularización clásica, toma un enfoque distinto del truncamiento.
El siguiente teorema nos da una interpretación de la regularización de Tikhonov como
un minimizador, en la cual se conserva el error residual ‖Aϕα − f‖ pequeño y es
estabilizado por el término de penalización α ‖ϕα‖.

Teorema 4.5 Sean X y Y espacios de Hilbert, A : X → Y un operador lineal acotado
y sea > 0. Entonces para cada f ∈ Y existe un único ϕα ∈ X tal que

‖Aϕα − f‖2 + α ‖ϕα‖2 = ı́nfα∈X

{‖Aϕ− f‖2 + α ‖ϕ‖2} (4.7)

El minimizador ϕα esta dado por la solución única de la ecuación

(αI + A∗A)ϕα = A∗f (4.8)

y depende continuamente de f.
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Puesto que nuestro interés es resolver el sistema Ax = b, A ∈ Rm×n, b ∈ Rn con
A mal condicionada, aplicaremos el método de regularización de Tikhonov desde el
punto de vista discreto, que consiste en resolver el problema de minimization para
x ∈ Rn.

Minimizar Tα(x) = ‖Ax− b‖2
2 + α ‖x‖2

2 con α > 0.

Veamos ahora que para cada α > 0 existe un único xα ∈ Rn tal que

Tα(xα) ≤ Tα(x) para todo x ∈ Rn.

Dado que A admite una descomposición en valores singulares A = UΣV t con U ∈
Rm×m y V ∈ Rn×n matrices ortogonales, entonces definimos

Q =

[
U t 0
0 V t

]

la cual es ortogonal y por lo tanto ‖x‖2
2 = ‖Qx‖2

2. Aśı,

Tα(x) = ‖Ax− b‖2
2 + α ‖x‖2

2 =

∥∥∥∥
[
Ax− b

αx

]∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥
[
U t 0
0 V t

] [
Ax− b

αx

]∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥
[
U tAx− U tb

αV tx

]∥∥∥∥
2

2

Al sustituir y = U tb y z = V tx, obtenemos

Tα(z) =

∥∥∥∥
[
U t(UΣV t)x− y

αz

]∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥
[
Σz − y

αz

]∥∥∥∥
2

2

= ‖Σz − y‖2
2 + α ‖z‖2

2

es decir

Tα(z) =
m∑

i=1

(yi − σizi)
2 + α

n∑
i=1

z2
i

Para minimizar Tα(x), calculamos el gradiente e igualamos a 0

∇Tα(z) =

(
δTα

δz1

,
δTα

δz2

, . . . ,
δTα

δzn

)
= 0.
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Luego, tenemos para cada i = 1, . . . , n

−2σi(yi − σizi) + 2αzi = 0

σiyi − σ2
i zi + αzi = 0

zi =
σi

α + σ2
i

yi.

Como y = U tb, z = V tx y siendo vi la i-esima columna de V , de lo anterior se tiene

xα = V z =
n∑

i=1

vizi =
n∑

i=1

vi
σi

α + σ2
i

yi =
n∑

i=1

vi
σi

α + σ2
i

ut
ib

xα =
n∑

i=1

σi

α + σ2
i

viu
t
ib

xα =
n∑

i=1

σ2
i

α + σ2
i

ut
ib

σi

vi. (4.9)

Desde luego este enfoque de minimization del Teorema 4.5 coincide con la definición
de regularización general introducida en el Teorema 4.3 y dada en la ecuación (4.6),
xα = xfilt para el caso discreto, donde la función de amortiguamiento es

φ(α, σi) =
σ2

i

α + σ2
i

.

Teorema 4.6 Sea A : X → Y un operador lineal compacto. Entonces para cada
α > 0 el operador αI + A∗A tiene una inversa acotada. Además, si A es inyectiva
entonces

Rα = (αI + A∗A)−1A∗

describe un esquema de regularización con ‖Rα‖ ≤ 1/2
√

α.

Demostración: La prueba se encuentra en [13].

4.2. Selección del parámetro de regularización

Antes cuando se discutió la desigualdad (4.5) se hizo énfasis en la importancia de
la escogencia adecuada del parámetro de regularización. Esta escogencia debe generar
un balance entre exactitud de la solución y estabilidad, generalmente basada en una
combinación de buena heuŕıstica y del conocimiento del ruido en la observación. Para
una estrategia de regularización es de esperar que la solución regularizada ϕα converja
a la solución exacta ϕ, cuando el error en los datos tiende a cero. A continuación
expresemos este requerimiento en la siguiente definición.
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Definición 4.2 Sea δ el nivel de error tal que
∥∥f − f δ

∥∥ ≤ δ, donde f δ es una per-
turbación de f de la ecuación Aϕ = f . Entonces una estrategia de escogencia del
parámetro α = α(δ) de un esquema de regularización Rα, que depende de δ y posible-
mente de f δ, se llama regular si para todo f ∈ A(X) y f δ ∈ Y se tiene

Rα(δ)f
δ → A−1f, δ → 0.

Aśı que será deseable que las estrategias de escogencia del parámetro de regularización
que utilicemos sean regulares.

Dentro de las estrategias de regularización se suele distinguir entre a priori y
a posteriori. Una escogencia a priori de α se basa en alguna información sobre las
propiedades de la solución exacta, que usualmente en la práctica no están disponibles.
Por otro lado, una escogencia a posteriori de α se basa en algunas consideraciones
acerca del nivel de error δ en los datos; lo que es más práctico.

A continuación se hará una breve descripción de algunos de los métodos de esco-
gencia del parámetro de regularización más importantes.

4.2.1. Criterio de discrepancia

Una estrategia a posteriori natural esta dada por el principio de discrepancia o
del residuo. Ésta se basa en la consideración de que en general para datos f erróneos
en Aϕ = f el error residual

∥∥Aϕδ
α − f δ

∥∥ no debe ser menor que la exactitud en la
medición de f . Es decir, el parámetro α debe ser escogido de tal forma que

∥∥ARαf δ − f δ
∥∥ = γδ γ ≥ 1.

En particular, el siguiente teorema, que se encuentra en [13], muestra que el criterio
de discrepancia es una estrategia de escogencia de α regular.

Teorema 4.7 Sea A : X → Y un operador inyectivo, lineal y compacto, con rango
denso. Además, supongamos que f ∈ A(X) y f δ ∈ Y satisfacen

∥∥f − f δ
∥∥ ≤ δ con

δ > 0. Entonces, para el método de regularización por truncamiento espectral existe
un entero m = m(δ, f δ) tal que satisface

∥∥ARmf δ − f δ
∥∥ = γδ γ ≥ 1.

y

Rmf δ → A−1f, δ → 0.
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Demostración: La prueba se encuentra en [13].

La versión discreta de lo anterior es, que teniendo una buena estimación de δ, el
error en la observación b, el parámetro de regularización debe ser escogido tal que la
norma del residual ‖b− Axfilt‖ sea aproximadamente δ. Es decir, debemos escoger
una solución regularizada xfilt tal que

‖b− Axfilt‖ = γδ (4.10)

donde γ > 1 es un número real predeterminado, usualmente escogido en el intervalo
[2, 5].Ver [8].

En este punto es útil obtener formulas para la norma de la solución filtrada y el
error residual que este genera. A partir de la ecuación (4.6) tenemos

‖xfilt‖2
2 = 〈xfilt, xfilt〉 =

〈
N∑

i=1

φi
ut

ib

σi

vi,

N∑
j=1

φj

ut
jb

σj

vj

〉

=
N∑

i=1

N∑
j=1

φiφj

(
ut

ib

σi

)(
ut

jb

σj

)
〈vi, vj〉

y recordando que los vectores vi forman una base ortonormal

‖xfilt‖2
2 =

N∑
i=1

(
φi

ut
ib

σi

)2

. (4.11)

Por otro lado, si suponemos que todos los valores singulares de A son no nulos, la
solución ingenua puede ser escrita en forma matricial como

xsimple =A−1b = V Σ−1U tb.

Similarmente, la solución filtrada

xfilt =V ΦΣ−1U tb.

Donde Φ es una matriz diagonal que esta conformada por los valores de filtrado φi.
De tal manera que

‖b− Axfilt‖ =
∥∥b− A(V ΦΣ−1U tb)

∥∥
=

∥∥(I − AV ΦΣ−1U t)b
∥∥

=
∥∥(I − UΣV tV ΦΣ−1U t)b

∥∥
=

∥∥(I − UΣΦΣ−1U t)b
∥∥

=
∥∥(UU t − UΣΦΣ−1U t)b

∥∥
=

∥∥U(I − ΣΦΣ−1)U tb
∥∥

=
∥∥(I − ΣΦΣ−1)U tb

∥∥
=

∥∥(I − Φ)U tb
∥∥
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es decir,

‖b− Axfilt‖2
2 =

∥∥(I − Φ)U tb
∥∥2

2

‖b− Axfilt‖2
2 =

N∑
i=1

((1− φi)u
t
ib)

2 (4.12)

La última igualdad nos muestra que la norma del error residual ‖b− Axfilt‖2
2

es una función no creciente monótona de k, el parámetro de regularización en el
truncamiento espectral. Luego, podemos intentar incrementar sistemáticamente el
valor de k en (4.12) hasta estar cerca de satisfacer (4.10).

En el caso de la regularización de Tihkonov tenemos dos posibles enfoques rela-
cionados con el criterio de discrepancia:

Similarmente al truncamiento espectral, a partir de (4.12) se puede notar que
la norma del residual ‖b− Axfilt‖2

2 es una función no decreciente monótona del
parámetro de regularización en Tihkonov. Luego, podemos intentar disminuir
sistemáticamente el valor de α en (4.12) hasta estar cerca de satisfacer (4.10).

Se puede mostrar además que el parámetro α puede obtenerse al resolver F (α) =
0, para

F (α) = ‖b− Axα‖2
2 − δ2

donde xα esta dado por (4.9) [13]. Para ello , puede implementarse el método
de Newton usando las igualdades:

F (α) = ‖b‖2
2 − δ2 − xt

αAtb− α ‖xα‖2
2 − δ2

F ′(α) = −
(

dxα

dα

t)
Atb− ‖xα‖2

2 − 2α

(
dxα

dα

t)
xα

y para asegurar la convergencia puede usarse como valor inicial para la iteración

α0 =
‖A‖2

2 δ

‖b‖2
2 − δ

.

En el criterio de discrepancia la solución regularizada converge a la solución exacta
cuando el error en los datos tiende a cero, pero esta información generalmente no
esta disponible. Incluso con una estimación correcta de δ la solución regularizada
suele estar sobre suavizada, es decir, xfilt está compuesto por menos componentes de
las optimas[8][13].
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4.2.2. Validación cruzada generalizada - GCV

En contraste al criterio de discrepancia, el parámetro escogido con GCV no de-
pende de ningún conocimiento a priori acerca del ruido sobre los datos b.

Este método de escogencia del parámetro de regularización se basa en el principio
que si omitimos un valor en los datos b, entonces una buena solución xfilt debe ser
capaz de predecir correctamente el dato intencionalmente omitido. Este proceso se
hace repetidamente omitiendo distintos valores en b, para luego cruzar y validar los
distintos resultados (para más detalles ver [5]). El parámetro de regularización se
escoge de tal forma que las predicciones de b sean tan buenas como sea posible.

Después de una cantidad considerable de manipulación matricial, es posible mos-
trar que de acuerdo a este principio, que el mejor parámetro para los métodos de
filtramiento espectral que minimiza el funcional GCV dado por

G(α) =
‖(I − AV ΦΣ−1U t)b‖2

2

[traza(I − AV ΦΣ−1U t)]2
. (4.13)

donde α es el parámetro de Tikhonov o el número de terminos k del truncamiento
espectral.

Podemos evaluar el denominador de (4.13) como

traza(I − AV ΦΣ−1U t) = traza(I − UΣV tV ΦΣ−1U t)

= traza(UU t − UΣΦΣ−1U t)

= traza(U(I − ΣΦΣ−1)U t)

= traza((U tU)(I − ΣΦΣ−1))

= traza(I − ΣΦΣ−1)

= traza(I − Φ)

de donde

traza(I − AV ΦΣ−1U t) = N −
N∑

i=1

φi.
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Aśı, usando (4.12) tenemos que

G(α) =
‖(I − AV ΦΣ−1U t)b‖2

2

[traza(I − AV ΦΣ−1U t)]2

G(α) =
‖b− A(V ΦΣ−1U tb)‖2

2

[traza(I − AV ΦΣ−1U t)]2

G(α) =
‖b− Axfilt‖2

2

[traza(I − AV ΦΣ−1U t)]2

G(α) =
1[

N −∑N
i=1 φi

]2

N∑
i=1

((1− φi)u
t
ib)

2.

Considerando los métodos de regularización espećıficos:

GCV para truncamiento. En el caso de truncamiento, la expresión para G(k)
puede ser simplificada como

G(k) =
1

[N − k]2

N∑

i=k+1

(ut
ib)

2.

Puesto que G(k) es una función discreta, el parámetro de truncamiento k es en-
contrado por medio de evaluar G en k = 1, 2, . . . , N − 1, y elegir el ı́ndice que la
minimice.

GCV para Tikhonov. En el caso de Tikhonov G(α) puede simplificarse como

G(α) =


 1∑N

i=1
1

σ2
i +α2




2
N∑

i=1

[
ut

ib

σ2
i + α2

]2

.

Puesto que G(α) es una función continua, el parámetro de regularización α puede
encontrarse mediante métodos clásicos de minimization.

Para el método de selección GCV, la solución regularizada no converge necesa-
riamente a la solución exacta cuando δ tiendo a cero, es decir, el método GCV no es
una estrategia regular de escogencia del parámetro de regularización. Otra dificultad
de GCV es que la gráfica de G puede ser demasiado plana cerca del minimizador,
aśı que los métodos numéricos tienen dificultad para encontrar un buen valor para α
[8].

4.2.3. L-curva

La L-curva es la gráfica de la norma de la solución regularizada ‖xfilt‖ contra
la correspondiente norma del residual ‖b− Axfilt‖ en escala logaŕıtmica, para cada
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uno de un conjunto de valores del parámetro de regularización α(o k). El nombre del
método proviene de la forma de letra L, que frecuentemente tiene la gráfica, como se
puede ver en la siguiente figura:

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
0

10
1

10
2

10
3

|| A x − b ||
2

 ||
 x

 ||
2

L−curva 

Figura 4.3: L-curva t́ıpica.

Intuitivamente, la mejor escogencia para el parámetro de regularización α debe
ser el valor en la esquina de la L, pues para valores mayores que este, ‖b− Axfilt‖ se
incrementa rapidamente y ‖xfilt‖ decrese lentamente, mientras para valores menores
que este, ‖xfilt‖ se incrementa rápidamente sin mucho decresimiento en ‖b− Axfilt‖.

En la práctica, solo es necesario calcular algunos puntos de la L-curva, y la esquina
de la curva puede ser localizada mediante la estimación del punto con mayor curvatura
[9]. En lo que se refiere al costo computacional del cálculo de un punto de la L-curva
es de 3N multiplicaciones y sumas, y N diviciones usando las expresiones (4.11) y
(4.12). Es aśı que para el caso de una imagen de 256 × 256 el costo seria de 1792
operaciones por punto.

44



Caṕıtulo 5

Resultados Numéricos

En este capitulo presentaremos los resultados numéricos obtenidos al restaurar
imágenes borrosas. Primero ilustraremos como crear imágenes borrosas artificiales
que nos servirán de imágenes de prueba para probar los esquemas de regularización
de Tikonov y truncamientos y la selección de parámetros de regularización. Se consi-
deraran diferentes de tipo de difuminado y se analizan su solución. en base a la teoŕıa
analizada en los caṕıtulos anteriores. Finalmente resolvemos un problema real, donde
se reconstruye una imagen borrosa real donde el núcleo de difuminado no se conoce.

5.1. Creando una Imagen de Prueba Realista

Las imágenes borrosas de prueba son frecuentemente creadas artificialmente, al
hacer borrosa una imagen real conocida usando una PSF dada. Después, valores
aleatorios se suman a los valores de los pixeles de la imagen borrosa para simular el
error en los datos.

Es preciso recordar que la PSF propaga la intensidad de luz de un pixel a una
pequeña area alrededor de dicho pixel; cada pixel de la imagen borrosa B es una suma
ponderada de si mismo y sus pixeles vecinos en la imagen real X (ver sección 3.3.1).
Para crear una imagen borrosa a partir de una fotograf́ıa, tenemos una dificultad
potencial en los bordes de la imagen (ver sección 3.3.2), donde la información de la
imagen real que rebasa la imagen capturada se desconoce. La manera de solucionar
esto es ejecutar la operación de borrado sobre toda la imagen y luego tomar B y X
como partes centrales de las imagen real y borrosa totales. El paso final es agregar
algo de ruido a la imagen distorcionada que modele la perdida de información en
la captura y la digitalización de una fotograf́ıa. Esto puede hacerse adicionando pe-
queñas perturbaciones aleatorias a la imagen borrosa. Por ejemplo, usando la función
randn de MATLAB, podemos agregar un poco de ruido Gaussiano.
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Consideremos la imagen de parte superior de la figura (5.1) como imagen de prueba
y la parte inferior su correspondiente imagen borrosa generada por la aplicación de
una PSF de fuera de foco con r = 9 y condición de frontera periódica.

Figura 5.1: Imagen ejemplo.

La figura (5.2) muestra imágenes de 52×111 extráıdas de las imágenes de la figura
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