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3.1.1. Hamiltoniano en segunda cuantización . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.1.2. Diagonalización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2. Hamiltoniano del polaritón-excitónico en campo magnético . . . . . . . . 34
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B.1. Geometŕıa del problema bidimensional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63





1

Introducción

El estudio de la interacción radiación materia en sistema semiconductores ha sido de gran

interés, debido a su importancia en el entendimiento fundamental de los sistemas de estado

sólido, aśı como su potencial aplicación en el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas. Propiedades

tales como: foto-conductividad, capacidad de emisión de luz, fenómenos electro-ópticos y

efectos nolineales, son algunas de las propiedades relevantes que se presentan en estos sis-

temas. El descubrimiento del acople fuerte entre fotones confinados en una microcavidad

y excitones en el material marcó el inicio de nuevas ĺıneas de investigación. En especial el

acople producido entre excitones en pozos cuánticos con el campo electromagnético fue de

gran importancia para lograr la condensación de Bose-Einstein de polaritones [1, 2, 3], donde

fenómenos como superfluidez y vorticidad [4] han sido encontrados.

El estudio mecánico cuántico de la interacción entre el sistema semiconductor-fotón, supone

una dificultad considerable en las teoŕıas recientes, debido al carácter Columbiano que pre-

senta la interacción entre los portadores de carga. En este trabajo, se investigan teóricamente

las principales propiedades de la luz emitida por un sistema microcavidad-pozo cuántico en

la presencia de un campo magnético externo, usando una teoŕıa completamente cuántica

que incluye la interacción exacta de Coulomb entre las part́ıculas cargadas y la interacción

radiación materia entre complejos de pares correlacionados y fotones de la cavidad.

Planteamiento del problema

En el presente trabajo, se pretende desarrollar un modelo teórico para describir el problema

de los portadores de carga en un pozo cuántico inmerso en una microcavidad, interactuando

con un modo de luz confinado y en presencia de un campo magnético perpendicular al plano

de la cavidad. El principal objetivo desarrollado en esta tesis consiste en obtener el espectro

de fotoluminiscencia emitido por este sistema, empleando el formalismo de los sistemas fini-

tos.

Nuestro sistema f́ısico está conformado por un pozo cuántico de GaAs con enerǵıa de gap

Eg = 1500meV y ancho de 10nm [5], colocado dentro de una microcavidad de longitud 3λ/2

en la posición del antinodo del modo de luz de más baja enerǵıa. El sistema es bombeado

ópticamente de forma no resonante con un láser sobre el reflector de Bragg superior y la

información de la emisión proveniente del pozo inmerso en la cavidad se recolecta de la ra-

diación que se propaga hacia afuera del sistema.

Nuestro modelo teórico emplea el formalismo de segunda cuantización para describir el sis-

tema mostrado en la figura (0.1). La interacción de Coulomb entre las part́ıculas cargadas
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Figura 0.1.: Esquema del sistema f́ısico.

bajo la acción del campo magnético se formula de manera exacta, permitiéndonos generar

estados correlacionados de N pares. Por su parte, la interacción con la luz se incluye a través

de los hamiltonianos de interacción dipolar y de auto-interacción, para dar cuenta de los

estados polaritónicos.

Los efectos disipativos que sufre el sistema, se modelan a través de la ecuación maestra para

el operador densidad. En este formalismo, se incluyen los mecanismos de pérdida de fotones

a través de los espejos de la microcavidad y bombeo incoherente de polaritones. Finalmente,

se calcula el espectro de fotoluminiscencia con ayuda del teorema de regresión cuántico.



1. Estado del arte

1.1. Kira et al. (1998)

En este trabajo [6], los autores desarrollan la teoŕıa hamiltoniana de los procesos de lumi-

niscencia para el sistema de microcavidad-pozo cuántico, a través de una teoŕıa cuántica

de muchos cuerpos. Tal teoŕıa incluye la interacción de la luz con los portadores de carga

correlacionados a través de la interacción de Coulomb. Para investigar el espectro de lumi-

niscencia y absorción de los pozos cuánticos, se desarrolla la dinámica de los valores medios

de las correlaciones de los operadores de fotones y polarización microscópica, dando lugar a

las denominadas ecuaciones de luminiscencia de los semiconductores:

i~
∂

∂t
〈b†qh−kek+q‖〉 =

(
εk,q‖ − ~ωq − iγ

)
〈b†qh−kek+q‖〉+

(
fek+q‖

+ fhk − 1
)

Ωk,q + fhkf
e
k+q‖

Ωq
SE

∂

∂t
〈b†q,q‖bq′,q‖〉 = i

(
ωq − ωq′

)
〈b†q,q‖bq′,q‖〉+

1

~
∑
k

[
Fq〈bq′e†k+q‖

h†−k〉+ Fq′〈b†qh−kek+q‖〉
]

∂

∂t
fek = −2

~
∑
q,q‖

Re
[
d∗cvFq〈b†q,q‖h−k−q‖ek〉

]
+
∂

∂t
fek|rel +

∂

∂t
fek|SBE

∂

∂t
fhk = −2

~
∑
q,q‖

Re
[
d∗cvFq〈b†q,q‖h−kek+q‖〉

]
+
∂

∂t
fhk |rel +

∂

∂t
fhk |SBE

A través de la solución de este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas y el hecho de

que la luminiscencia se puede calcular como el cambio en el tiempo del número de fotones

emitidos en la dirección del vector de onda q, los autores calculan la dependencia de la emisión

en función del tiempo, aśı como el comportamiento de esta en el estado estacionario. Sus

resultados se calculan para un pozo cuántico de 8nm de ancho, radio de Bohr a0 = 12.5nm

y enerǵıa de ligadura del excitón de 4.2meV. Los resultados se muestran en la figura (1.1)
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Figura 1.1.: Evolución temporal de la luminiscencia del pozo cuántico con (ĺınea continua)

y sin correlación de Coulomb (ĺınea discontinua). En la figura de la izquierda,

se muestran las ocupaciones de electrones y huecos en función del tiempo.

El origen del pico excitónico en el espectro, proviene de la contribución del término de

correlación de Coulomb a la recombinación electrón-hueco asistida por fotones. Este resultado

muestra que el pico excitónico se obtiene sin incluir poblaciones correlacionadas de excitones

en el modelo.

1.2. Deveaud, et al. (2014)

Los autores de este trabajo [7] presentan un estudio experimental de las principales propie-

dades que exhiben los polaritones excitónicos en una microcavidad semiconductora plana en

presencia del campo magnético. La muestra experimental consiste de una cavidad de GaAs

de tamaño λ, puesta entre dos reflectores de Bragg de AlAs/GaAs. Inmerso en la cavidad se

encuentra un pozo-cuántico de longitud 8nm, posicionado en el antinodo del campo eléctri-

co confinado. La frecuencia excitónica encontrada en el material es de 1.484eV. El campo

magnético se aplica de forma paralela al eje de crecimiento de la heteroestructura. Esta se

conoce como la configuración de Faraday.
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En la figura (1.2) se muestra el comportamiento del espectro de emisión con resolución an-

gular, para distintos valores del campo magnético. Los resultados muestran que: la enerǵıa,

las poblaciones y el ancho de ĺınea de las ramas polaritónicas, se modifican con el campo

magnético.

Figura 1.2.: Fotoluminiscencia con resolución angular para los valores de campo magnético:

0T, 5.0T, 7.5T, 14.0T.

El primer efecto importante del campo magnético es la modificación de las enerǵıas de excitón

y por tanto las enerǵıas del polaritón. En la figura (1.2), se observa un corrimiento de las

enerǵıas de los estados polaritónicos hacia el azul a medida que el campo magnético aumenta.

Este comportamiento aparece debido al cambio en la enerǵıa de ligadura de Coulomb que

sufren los excitones en el material. Estos resultados experimentales se contrastan con el

modelo de osciladores acoplados [8]:

H =

(
Ex(B) ~Ω/2

~Ω/2 Ec(k‖)

)
(1.1)

Donde Ex(B) es la enerǵıa del excitón en función del campo magnético, Ω es la frecuencia

de Rabi y Ec es la enerǵıa de los modos de la cavidad. Las autoenerǵıas de este modelo son

las ĺıneas punteadas de la figura (1.2).

Los efectos del campo magnético también son notorios en la amplitud de interacción entre
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Figura 1.3.: Cambio en la enerǵıa de excitón (azul) y resonancias fotónicas (verde) por

efectos del campo magnético.

los portadores de carga y el modo de luz (frecuencia de Rabi). Este hecho se debe al cambio

que sufre la fuerza de oscilador a medida que aumenta el campo magnético, tal como se

muestra la figura (1.4).

Figura 1.4.: Fuerza de oscilador como función del campo magnético.

Este comportamiento es el resultado de la competencia entre la interacción de Coulomb y la

enerǵıa de ciclotrón que se presenta en el sistema, cuando se modifica el campo magnético.

Para amplitudes de campo bajas, la interacción de Coulomb domina la enerǵıa de ciclotrón

manteniendo sin perturbar la función de onda del excitón. El caso contrario ocurre cuando

el campo magnético es alto, ya que en esta región los efectos de confinamiento producidos

por el campo son notoriamente fuertes, produciendo una contracción en la función de onda

de excitón y por lo tanto el crecimiento de la fuerza de oscilador [9, 10].
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Otros aspectos como el comportamiento de la separación Zeeman, el cambio en la desin-

tońıa excitón-cavidad y el comportamiento del ancho de ĺınea, también se estudian en esta

referencia.

1.3. Matuszewski et al. (2015)

En este trabajo [11] se presenta una descripción anaĺıtica del comportamiento de los excitones

en un pozo cuántico y en presencia de un campo magnético externo. La propuesta consiste

en considerar el modelo simplificado de un electrón y un hueco interaccionando a través del

potencial de Coulomb en la aproximación de masa efectiva, además, se asume que el ancho

del pozo cuántico es lo suficientemente delgado para considerar solamente una sub-banda en

la dirección z para electrones y huecos. Bajo estas consideraciones, el modelo hamiltoniano

se escribe como:

H = Hex +Hh +He (1.2)

Con las definiciones:

Hν = − ~2

2mν

∂2

∂z2ν
+ Vν − µBgνSν (1.3)

Hex = − ~2

2mµ

[
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
− ρ2

4L2

]
+
L2
z

2µ
+

~
2ηL2

Lz (1.4)

− e2

4πεε0
√
ρ2 + (ze − zh)2

(1.5)

En donde Vν es el potencial de confinamiento producido por el pozo cuántico, µB el magnetón

de Bohr, gν es el factor giromagnético, L es la longitud magnética, µ−1 = m−1e + m−1h ,

η−1 = m−1e −m−1h y Lz la componente z del momento angular para electrones y huecos.

Debido a que las soluciones anaĺıticas de este hamiltoniano no son fáciles de encontrar, los

autores emplean el método variacional para hallar la enerǵıa del estado base del excitón. La

función de prueba elegida corresponde a la función de onda 3D del excitón con un parámetro

que depende impĺıcitamente del campo magnético [12]. Esto es:

ψ(ρ, ze, zh) =

√
2

π

1

a(B)
e−ρ/a(B)Ue(ze)Uh(zh) (1.6)
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Donde Uν(zν) es la función de onda de confinamiento del estado base para electrones y huecos

en la dirección z y a(B) es el radio de Bohr del excitón. Usando esta función de onda se

calcula el valor esperado del hamiltoniano (1.5) y se minimiza respecto al parámetro a. El

resultado es la siguiente ecuación integral:

1− 3

8

( a
L

)4
=

8µ

~2

∫ ∞
0

ρρ
(

1− ρ

a

)
e−2ρ/a

e2

4πεε0

∫ ∫
dzedzh

U2
eU

2
h√

ρ2 + (ze − zh)2
(1.7)

Esta expresión contiene la información de la correlación de Coulomb entre los estados de

electrón y hueco. Debido a la complejidad de esta ecuación, se realiza una expansión en

polinomios de cuarto orden en el lado derecho de esta expresión. Esta aproximación permite

encontrar el estimado de la enerǵıa del estado base del sistema, además de parámetros f́ısicos

tales como: el radio de Bohr del excitón en función del campo magnético y la frecuencia de

Rabi. Los resultados se muestran en la figura (1.5).

Figura 1.5.: Enerǵıa de excitón en función del campo magnético para un pozo cuántico de

InGaAs.



2. Marco teórico

2.1. Hamiltoniano de la electrodinámica clásica

El sistema semiconductor está compuesto por iones positivos ópticamente no activos y elec-

trones de valencia cargados negativamente que se mueven alrededor de los iones, por lo

tanto, para describir las propiedades f́ısicas del sistema es necesario tomar como punto de

partida la descripción hamiltoniana de la electrodinámica clásica y luego utilizar el proceso

de cuantización canónica, asociando las variables canónicamente conjugadas del hamilto-

niano (coordenada generalizada, momento canónicamente conjugado) a operadores y llegar

al formalismo cuántico. En la siguiente sección, se presenta una breve descripción del modelo

hamiltoniano de los portadores de carga dentro de un semiconductor y las consecuencias de

la elección del gauge electrodinámico dentro del mismo.

El lagrangiano de un sistema de N cargas puntuales acopladas a un campo electromagnético

se escribe como [13]:

L =
N∑
i=1

[
1

2
mj ṙ

2
j +Qj ṙj ·A(rj, t)−Qjφ(rj, t)

]
+
ε0
2

∫
d3r
[
E2(r, t)− c2B2(r, t)

]
(2.1)

Donde mj es la masa de la carga Qj que se encuentra en la posición rj, A(rj, t) es el potencial

vector y φ(rj, t) el potencial escalar. Para mantener las expresiones reducidas, el término de

enerǵıa del campo electromagnético se ha escrito en términos de las densidades del campo

eléctrico y magnético por simplicidad. Los campos eléctrico y magnético se relacionan con

los potenciales a través de las siguientes relaciones:

E(r, t) = −Ȧ(r, t)−∇φ(r, t) (2.2)

B(r, t) = ∇×A(r, t) (2.3)
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En la expresión del lagrangiano (2.1) se identifican tres tipos de contribuciones:

L = LP + LI + LF (2.4)

LP corresponde al término de enerǵıa cinética de las part́ıculas, LF es el lagrangiano del

campo electromagnético y LI el lagrangiano de interacción entre las part́ıculas y el campo.

Adicionalmente, se pueden identificar los pares de coordenadas y velocidades generalizadas

de las part́ıculas (rj, ṙj) y los campos (Aj(r), Ȧj(r)), (φ(rj), φ̇(rj)).

Teniendo en cuenta la información anterior, los momentos canónicamente conjugados del

sistema se calculan como:

pk ≡
∂L
∂ṙk

= mkṙk +QkA(rk) (2.5)

ΠA(r) ≡ δL
δȦ(r)

= ε0(Ȧ(r) +∇φ(r)) = −ε0E(r) (2.6)

Πφ(r) ≡ δL
δφ̇(r)

= 0 (2.7)

Aqúı pk es el momento canónicamente conjugado a la posición del portador de carga rk, ΠA

es el momento canónicamente conjugado al potencial vector A(rk) y Πφ el momento asociado

al potencial escalar φ(r), estos dos últimos definidos a través de la derivada funcional. En

esta expresión se ha supuesto la separación de variables de las coordenadas y el tiempo para

los campos y los potenciales.

El hamiltoniano del sistema se encuentra al realizar la transformación de Legendre:

H =
∑
i

pi · ṙi +

∫
d3r[ΠA(r) · Ȧ(r) + Πφ(r)φ̇(r)]− L (2.8)

Teniendo en cuenta las definiciones de los momentos canónicamente conjugados y la expre-

sión del lagrangiano, el hamiltoniano del sistema de cargas interaccionando con un campo

electromagnético se escribe como:



2.1 Hamiltoniano de la electrodinámica clásica 11

H =
∑
j

1

2mj

(pj −QjA(rj))
2 +Qjφ(rj) + ε0

∫
d3rE(r) · ∇φ(r)

+
ε0
2

∫
d3r
[
E(r)2 + c2B(r)2

]
(2.9)

Debido a que el momento asociado a φ es cero, este no aporta información relevante a la

dinámica del sistema, por lo cual es posible remover esta coordenada del hamiltoniano. Para

esta tarea es necesario fijar el gauge electrodinámico y expresar el potencial escalar a través

de la solución expĺıcita de las ecuaciones de Maxwell.

En el gauge de Coulomb (∇ · A = 0), el potencial escalar se sustituye por la interacción

de Coulomb entre pares de part́ıculas cargadas, removiendo su dependencia expĺıcita del

hamiltoniano, esto es:

H =
∑
j

1

2mj

(pj −QjA(rj))
2 +

1

2

∑
i 6=j

V (ri − rj)

+
ε0
2

∫
d3r
[
E(r)2 + c2B(r)2

]
(2.10)

Donde el potencial V (ri−rj) es la interacción de Coulomb entre part́ıculas puntuales descrita

por:

V (ri − rj) =
QiQj

4πε0|ri − rj|
(2.11)

Debido a la complejidad de la estructura del material semiconductor, el formalismo esbozado

anteriormente debe ser complementado para incluir los efectos generados por la estructura

cristalina del material. Los iones presentes en el sistema aportan contribuciones de enerǵıa

cinética e interacción electrostática con los electrones libres, lo que implica una descripción

f́ısica lo suficientemente compleja. El hamiltoniano que incluye las contribuciones de los iones

en el modelo se expresa como:

H =
∑
j

1

2Mj

(Pj −QjA(Rj))
2 +

∑
i,j

V (ri −Rj) +
1

2

∑
i 6=j

V (Ri −Rj) (2.12)
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Donde aparecen los términos de enerǵıa cinética de los iones, interacción electrón-ión e

interacción ión-ión. En esta expresión, las variables mayúsculas Rj y Pj hacen referencia a

la coordenada espacial y momento de los iones, respectivamente.

Bajo ciertas condiciones experimentales, solamente un subconjunto de los electrones en el

sólido interaccionan fuertemente con los campos electromagnéticos transversales, de tal forma

que es necesario separar las contribuciones del conjunto restante de electrones y iones que

son principalmente pasivos, para reducir los grados de libertad del problema. Estos términos

se incluyen en el modelo como contribuciones de fondo independientes de la frecuencia que

no llevan a absorción de la luz.

Debido a que los iones son extremadamente masivos comparados con los electrones móviles,

su masa se considera infinita y por tanto se asume que permanecen en reposo. Este hecho

está fundamentado en la aproximación de Born-Oppenheimer cuando el sistema se encuentra

a temperatura cero, en caso contrario, se consideran las vibraciones de los iones inducidas

por efectos térmicos, dando lugar a la interacción entre fonones y electrones.

Figura 2.1.: Esquema del modelo dieléctrico del sistema semiconductor. a.) Esquema de

los electrones moviéndose en la red de iones polarizables. b.) La descripción

aproximada reemplaza los átomos polarizables por un medio continuo con un

ı́ndice de refracción efectivo.

La suposición de los iones en reposo reduce considerablemente la complejidad del problema,

pero no tiene en cuenta que los electrones de capas internas se separan respecto a este en

presencia de un campo eléctrico, generando aśı una polarización en los iones. Estos efectos

se incluyen de forma fenomenológica al modelo a través del ı́ndice de refracción efectivo

n(r). Teniendo en cuenta estas consideraciones f́ısicas, el modelo hamiltoniano del sistema

semiconductor se puede escribir como:
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H =
∑
j

{
1

2mj

[pj −QjA(rj)]
2 + U(rj)

}
+
∑
i<j

QiQj

4πε0ε|ri − rj|

+
ε0
2

∫
d3r
[
n2(r)E(r)2 + c2B(r)2

]
(2.13)

Donde se ha usado el gauge de Coulomb generalizado ∇ · [n2(r)A(r)] = 0 y además se ha

ignorado la contribución de la interacción de Coulomb entre iones [14]. El término U(rj) es

el potencial periódico generado por la red cristalina (segundo término de la ecuación (2.12)

), proveniente de la interacción electrón-ion.

2.2. Microcavidad semiconductora

Una microcavidad semiconductora es un dispositivo capaz de confinar luz en alguna región

del espectro electromagnético. Está constituida por un par de reflectores de Bragg (DBR),

es decir, una sucesión de materiales semiconductores que cambian su ı́ndice de refracción

en forma periódica con un espesor de un cuarto de la longitud de onda de la luz incidente

(λ/4) y un material intermedio (separador) con espesor (nλ/2), donde n es un número

entero. Según sea el contraste entre los ı́ndices de refracción de los materiales alternantes, el

modo de luz confinado en la estructura tendrá un comportamiento distinto, modificando la

atenuación del campo dentro del reflector, aśı como el número de anti-nodos del campo en

la cavidad [15]. En las interfaces de los materiales semiconductores la luz se refleja, dando

lugar a interferencia destructiva que crea una banda de paso para la transmisión, por lo que

los DBRs actúan como espejos altamente reflectantes cuando la longitud de onda de la luz

se encuentra en esta región.

En un sistema multicapa, el campo eléctrico se puede calcular utilizando el método de matriz

de transferencia [16], donde las amplitudes del campo en cada capa se relacionan a través

del siguiente problema matricial:

[
AN+1

BN+1

]
=

[
M11 M12

M21 M22

] [
AN
BN

]
= M

[
AN
BN

]
(2.14)

Con A y B las amplitudes de las ondas planas que describen el campo eléctrico y M la

matriz de transferencia de amplitudes entre capas del sistema. De forma expĺıcita, la matriz
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Figura 2.2.: Esquema de una microcavidad semiconductora, conformada por dos DBRs λ/4

con 14 y 16.5 pares de capas de GaAlAs/AlAs y un material intermedio se-

parador de tamaño λ. En negro se muestra el perfil de intensidad del modo

de luz confinado en la estructura, calculado usando el método de matriz de

transferencia.

M posee la información de la reflectividad y la transmitividad del sistema [17]:

M =
1

TN,1

(
1 RN,1

RN,1 1

)
(2.15)

Donde RN,1 y TN,1 son el coeficiente de reflexión y transmisión a través de N-capas de la

estructura, respectivamente. El espectro de reflectividad muestra la respuesta del sistema

en función de la longitud de onda, por tanto es posible determinar la frecuencia de los

modos confinados, verificando la condición de reflectividad nula. En las figuras (2.2, 2.3) se

muestran los perfiles de intensidad de los modos confinados en una heteroestructura para

distintos valores de la longitud de la cavidad y el espectro de reflectividad de una cavidad

de tamaño 3λ/2, respectivamente.
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Figura 2.3.: Espectro de reflectividad del sistema mostrado en la figura 2.2. En la figura se

muestra el valor de la longitud de onda del modo fundamental de la cavidad.

Este cálculo se realizó usando el método de matriz de transferencia.

2.3. Cuantización del campo electromagnético

La contribución de enerǵıa del campo electromagnético libre expresada en el tercer término

de la ecuación (2.13), puede ser cuantizada usando el formalismo de cuantización canónica,

en donde se asocian operadores a las coordenadas generalizadas y sus respectivos momentos

canónicamente conjugados, que cumplen relaciones de conmutación canónica:

[X̂, P̂ ] = i~ (2.16)

En el caso de campos electromagnéticos, este proceso lleva el hamiltoniano a la forma de un

conjunto de osciladores amónicos en los operadores posición y momentum que oscilan con

diferente frecuencia ωq. Una descripción más interesante proviene de la descomposición en

modos del campo, donde el vector potencial magnético se expande en la base de automodos

del campo EM.

En una cavidad plana vaćıa1, los campos electromagnéticos cumplen con la ecuación de onda

sin fuentes:

1Una microcavidad semiconductora sin medios activos (pozos, alambres o puntos cuánticos )
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[
∇2 − n2(r)

c2
∂2

∂t2

]
A0(r, t) = 0 (2.17)

En esta expresión n(r) es el ı́ndice de refracción efectivo de los materiales semiconductores

que componen la heteroestructura y A0 el vector potencial magnético. Si la composición de

los materiales es principalmente homogénea y la extensión transversal es grande comparada al

ancho de las capas, el ı́ndice de refracción se considera constante en cada capa y dependiente

de la posición a lo largo del eje de la cavidad (n(z)). Esta suposición implica que los modos en

la dirección perpendicular al eje de la cavidad son ondas planas, mientras que en la dirección

paralela se genera un modo confinado. Bajo estas consideraciones f́ısicas, las soluciones a la

ecuación de Helmholtz asociada al problema (2.17), tienen la forma:

Uqσ(r) =
1√
S

uqσ(z)eiq‖·r‖ (2.18)

Donde aparecen las contribuciones separadas de los modos de luz en el plano y en la dirección

z como producto de la separación de variables del problema y los ı́ndices (σ,q) indican

la dirección de polarización y el vector de onda de los modos, respectivamente. El vector

potencial para un campo arbitrario se puede expandir en la base de auto-modos (2.18)

como:

Â(r) =
∑
qz ,q‖

√
~

2ε0ωq

1√
S

[
uq(z)eiq‖·r‖ b̂q + h.c.

]
(2.19)

Donde S es el volumen de normalización y b̂q es el operador de aniquilación de fotones del

modo q, el cual obedece relaciones de conmutación bosónica:

[b̂qσ, b̂
†
q′σ′ ]− = δq,q′δσ,σ′ (2.20)

Teniendo en cuenta las relaciones que cumplen los campos (2.3), el hamiltoniano del campo

electromagnético libre se escribe como:



2.4 Modelo hamiltoniano de los portadores de carga en el pozo cuántico (QW) 17

ĤEM =
ε0
2

∫
d3r[n2(z)E2(r) + c2B2(r)] =

∑
q

~ωq

(
b†qbq +

1

2

)
(2.21)

Donde ωq es la frecuencia del fotón perteneciente al modo con vector de onda q y se ha

incluido de manera impĺıcita el ı́ndice de polarización.

2.4. Modelo hamiltoniano de los portadores de carga en

el pozo cuántico (QW)

Los portadores de carga dentro del QW se mueven bajo la acción del potencial periódico

generado por la interacción con los iones de la red cristalina, esta periodicidad hereda una

simetŕıa de traslación a las funciones de onda de las part́ıculas, que a diferencia del caso

del material en bloque, no satisfacen plenamente el teorema de Bloch2. Esto se debe a que

existe confinamiento de los electrones en la dirección z del QW, por lo cual el factor de

onda plana envolvente sólo es válido para las coordenadas en el plano, mientras que en la

dirección de crecimiento aparece una nueva contribución asociada al confinamiento. En vista

de que el QW es una estructura mesoscópica, es decir, su ancho es grande comparado a la

escala de la celda unitaria, pero pequeño comparado con la extensión en el plano, entonces

la aproximación de función envolvente es válida [18]:

φλ,k‖(r) = ζn,λ(z)
1√
S
eik‖·r‖uλ(k‖ ' 0, r) (2.22)

Siendo ζn,λ la función de onda de confinamiento del electrón en la dirección z para la banda λ

y uλ la función periódica de Bloch, la cual se asume en el punto de alta simetŕıa Γ (k‖ = 0) del

cristal. Esta aproximación da lugar a una contribución de enerǵıa en la dirección z, descrita

por la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para una part́ıcula confinada en un

pozo con masa efectiva mλ:

2El teorema de Bloch se satisface en el plano del QW, donde la función de onda de los electrones presenta

simetŕıa de traslación, por lo cual aparece un factor de función envolvente correspondiente a una onda

plana [18].
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[
− ~2

2mλ

∂2

∂z2
+ Uλ

conf(z)

]
ζn,λ(z) = ελ,nζn,λ(z) (2.23)

Con ελn los niveles de enerǵıa cuantizados de los electrones en la dirección z para la banda

λ y Uλ
conf(z) el potencial de confinamiento. En la aproximación de función envolvente, la

enerǵıa de los electrones en el QW se escribe como:

ελ,nk‖
= ελk‖=0 + ελn +

~2k2
‖

2mλ

(2.24)

Donde ελk‖=0 es la enerǵıa en el punto Γ del electrón en la banda λ y el último término es

la contribución de enerǵıa de onda plana. En el caso de semiconductores de gap directo, las

excitaciones tienen lugar principalmente entre dos bandas electrónicas (banda de valencia

y banda de conducción). Para mantener esta fenomenoloǵıa, se asume que el sistema se

encuentra en el régimen de confinamiento fuerte, es decir que los niveles de sub-banda en la

dirección z están suficientemente separados, de tal forma que los electrones permanecen en

el nivel más bajo de confinamiento n = 1.

En la aproximación de dos bandas λ = (v, c), la enerǵıa de los electrones de Bloch en el QW

toma la forma:

εck‖ = Egap + εc,n=1 +
~2k2

‖

2mc

(2.25)

εvk‖ = εv,n=1 +
~2k2

‖

2mv

(2.26)

Donde se ha redefinido el cero de enerǵıa de tal forma que la banda de valencia queda con

enerǵıa cero y la banda de conducción con enerǵıa igual al gap del material. Las masas que

aparecen en las ecuaciones (2.25)-(2.26) provienen de considerar la aproximación de bandas

parabólicas en el punto de simetŕıa Γ donde ocurre la transición electrónica.

Teniendo en cuenta los resultados de las secciones previas, el hamiltoniano de interacción de

los electrones en un QW con un campo de luz, se expresa como:
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Figura 2.4.: Diagrama de bandas del GaAs en bloque sin incluir efectos de esṕın-órbita,

calculado usando el método del pseudo-potencial emṕırico [19]. En la figura

de la izquierda se muestran la zona reducida de Brillouin para el GaAs y un

acercamiento en la región de interés (ROI), donde las excitaciones electrónicas

tienen lugar.

Ĥ = ĤEM +
N∑
j=1

{
1

2mj

[pj −QjA(rj)]
2 + U(rj)

}
+

N∑
i<j

V (|ri − rj|) (2.27)

En donde rj y pj son los operadores de posición y momento canónico de la part́ıcula j-eśima

con carga Qj, U(rj) es el potencial periódico de la red y V (|ri − rj|) es la interacción de

Coulomb entre los electrones. El término de enerǵıa cinética proporciona las contribuciones

de interacción del campo y las part́ıculas p ·A y el término A2. Para remover la dependencia

expĺıcita del término cuadrático y mostrar de forma clara la información contenida en el

hamiltoniano (2.27), se usa la siguiente transformación unitaria [20, 21]:

O → ÛOÛ † Û = eT̂ (2.28)

T̂ = − i
~

N∑
j=1

Qjrj ·A(rj) (2.29)
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Donde el operador Û cumple las siguientes relaciones de conmutación:

[rj, Û ]− = 0 (2.30)

[pj, Û ]− = i~
∂T̂ (rj)

∂rj
e−T̂ (2.31)

Usando la relación (2.28), los operadores de part́ıculas y campos se transforman como:

r̃j = ÛrjÛ
† = rj (2.32)

p̃j = ÛpjÛ
† = pj +QjA(rj) + ÛQjrj ·

∂A

∂rj
Û † (2.33)

˜̂
bq = Û b̂qÛ

† = b̂q +
i

~

√
~

2ε0ωq

N∑
j=1

Qjrj ·U∗q(rj) (2.34)

En este resultado la transformación para los operadores de posición y momento se realiza

empleando las relaciones de conmutación (2.30, 2.31), mientras que en el caso del operador

aniquilación de fotones se emplea el procedimiento mostrando en el anexo A.

Considerando que la variación espacial del campo en la escala de la celda unitaria es pequeña,

es decir, que la longitud de onda de la luz es mucho más grande que el tamaño de la celda

unitaria del semiconductor, el tercer término de la ecuación (2.33) es despreciable. Bajo estas

consideraciones, el hamiltoniano (2.27) se convierte en:

Ĥ =
∑
q

~ωq

(
b̂†qb̂q +

1

2

)
+

N∑
i

[
p2
i

2mi

+ U(ri)

]
+

N∑
i<j

V (|ri − rj|)

− 1

ε0

∑
j

Qjrj ·D(rj) +
1

2ε0

∑
q,i,j

[Qiri ·U∗q(ri)][Qjrj ·Uq(rj)] (2.35)

Con D(rj) el operador de desplazamiento eléctrico definido a través de la expansión en los

modos del campo:
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1

ε0
D(r) =

∑
q

i

√
~ωq

2ε0

1√
S

[
uq(z)eiq‖·r‖ b̂q − h.c.

]
(2.36)

La transformación unitaria revela el carácter dipolar de la interacción entre los electrones y

el campo de luz, aśı como una nueva contribución a la enerǵıa proveniente de la interacción

dipolo-dipolo. Esta transformación no afecta la dinámica de los operadores involucrados en

el sistema ni las propiedades del operador hamiltoniano.

Debido al carácter fermiónico de los electrones es pertinente utilizar un tratamiento de segun-

da cuantización, donde el hamiltoniano se escribe en términos de operadores de creación y

aniquilación que mantienen la información de la estad́ıstica de las part́ıculas. Eligiendo como

base para la expansión de los operadores de campo las funciones de onda en la aproximación

de función envolvente (2.22), el hamiltoniano del sistema toma la forma:

Ĥ = ĤEM + Ĥ0 + ĤV + ĤD + ĤDIP (2.37)

Con los operadores de campo definidos como [22]:

Ψ̂ =
∑
λ,k‖

ϕλ,k‖(r‖, z)âλ,k‖ =
∑
λ,k‖

1√
S
ζλ(z)eik‖·r‖uλ(r)âλ,k‖ (2.38)

[âν,q‖ , â
†
λ,k‖

]+ = δν,λδq‖,k‖ (2.39)

El hamiltoniano contiene las siguientes contribuciones:

Enerǵıa cinética (Ĥ0): Este término contiene la enerǵıa de uni-part́ıcula en la aproxi-

mación de masa efectiva; en esta el problema del electrón en un potencial periódico se

transforma en el de una part́ıcula libre que se mueve en un medio con masa efectiva

(mλ). Adicionalmente, para evitar describir la dinámica de todos los electrones de la

banda de valencia, únicamente se consideran las vacancias de carga que dejan los elec-

trones al ser promovidos a la banda de conducción. Estas forman una cuasi-part́ıcula

(huecos) con masa efectiva negativa y carga positiva. Bajo estas consideraciones, el

hamiltoniano H0 toma la forma:
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Ĥ0 =
∑
k‖

(ε
(h)
k‖
h†k‖hk‖ + ε

(e)
k‖
e†k‖ek‖) (2.40)

Con (hk‖ , ek‖) los operadores de aniquilación de electrones y huecos con momento k‖

y ε
(e,h)
k‖

sus respectivas enerǵıas dadas por (2.25)-(2.26).

Interacción radiación materia (ĤD): El tercer término del hamiltoniano (2.35) repre-

senta la interacción dipolar entre los modos del campo de luz confinado en la micro-

cavidad y los portadores de carga en el QW. En segunda cuantización este término

muestra de manera expĺıcita la conservación del momento lineal en el plano debido

a la simetŕıa traslacional del material. En la aproximación de onda rotante [23] este

término se escribe como:

ĤD =
∑

qz ,q‖,k‖

igq(hk‖ek‖+q‖ b̂
†
qz ,q‖
− e†k‖+q‖

h†k‖ b̂qz ,q‖) (2.41)

Con b̂qz ,q‖ el operador de aniquilación de fotones del modo q y gq las constantes de

interacción dipolar con cada modo q, definidas como:

gq =

√
~ωq

2ε0
dcv(q‖)

∫ −Lc/2
−Lc/2

dzζ∗c (z)uq(z)ζv(z) (2.42)

En esta expresión aparece la integral de superposición del modo de la cavidad y el

elemento de matriz de dipolo del material dcv(q‖) :

dλν ≡ 〈λ|Qr|ν〉 =
1

Ω0

∫
d3ru∗λ(r)Qruν(r) (2.43)

Donde se ha tenido en cuenta la separación de escalas [24], de forma tal que las integra-

les en el elemento de matriz se asumen separables. Adicionalmente, se ha considerado

polarización lineal de los modos de luz. Entonces, el producto punto entre el dipolo y

el vector desplazamiento eléctrico da lugar a la siguiente contribución escalar:
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dcv(q‖) = cos(θq‖)||dcv|| (2.44)

Con θq el ángulo de incidencia de la luz. El hamiltoniano HD involucra dos procesos:

• Absorción: un fotón con enerǵıa ~ωq resonante con la enerǵıa del gap del material,

es absorbido por un átomo de tal manera que promueve un electrón de la banda

de valencia con momento ~k‖ a la banda de conducción con momento ~(k‖+ q‖),

dejando un hueco en la banda de valencia con momento ~k‖.

• Emisión: un electrón en la banda de conducción con momento ~(k‖ + q‖) se

recombina con un hueco con momento ~k‖, emitiendo un fotón con enerǵıa ~ωq.

Estos procesos se esquematizan en la figura (2.5). Es importante destacar que la con-

servación del momento total no se satisface debido al rompimiento de la simetŕıa de

traslación en la dirección z. Esta es una caracteŕıstica de los sistemas de baja dimen-

sionalidad i.e. (puntos cuánticos, alambres cuánticos, pozos cuánticos).

Figura 2.5.: Esquema de los procesos de transición interbanda.

Interacción dipolo-dipolo (ĤDIP): Este término contiene la información de la auto-

enerǵıa de dipolo. Teniendo en cuenta las consideraciones del ı́tem anterior, este término

se escribe como:
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ĤDIP =
∑

k‖,p‖,q‖

gDIP
q (e†k‖+q‖

hp‖ep‖+q‖h
†
k‖

+ hk‖e
†
p‖+q‖

h†p‖ek‖+q‖) (2.45)

Donde la constante de interacción está dada por:

gDIP
q =

dcv(q‖)d
∗
cv(q‖)

2ε0n2S

∫
dz(ζ∗c (z)ζv(z))2 (2.46)

En donde n es el ı́ndice de refracción del material, ε0 es la constante de permitividad

eléctrica del vaćıo y S es la constante de normalización proveniente del término de onda

plana. Los procesos involucrados en este hamiltoniano se muestran en la figura(2.6).

Figura 2.6.: Esquema de los procesos involucrados en el hamiltoniano ĤDIP.

Este término representa una interacción de intercambio entre portadores de carga en

distintas bandas.
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Interacción de Coulomb (ĤV ): Este término describe la interacción de Coulomb entre

pares de part́ıculas cargadas i.e. (electrones y huecos). Esta interacción intercambia el

momento entre dos de las part́ıculas, manteniendo la conservación del momento en el

plano. Este hamiltoniano se escribe como:

ĤV =
1

2

∑
k‖,k′‖,k′′‖

Vk′′‖ (e
†
k‖+k′′‖

e†k′‖−k′′‖ek′‖ek‖ + h†k′‖h
†
k‖
hk‖+k′′‖hk′‖−k′′‖

− 2e†k‖+k′′‖
h†k′‖hk′‖−k′′‖ek‖) (2.47)

Donde Vk′′‖ es la amplitud de interacción de Coulomb, expresada como:

Vk′′‖ =
e2

2εε0|k′′‖|

∫
dzdz′ζ∗c (z)ζv(z)ζ∗c (z′)ζv(z

′)e−|k
′′
‖ ||z−z

′| (2.48)

Este término del hamiltoniano es responsable de la correlación entre los estados de

electrón y hueco que dan lugar a los excitones en el material.





3. Sistema hamiltoniano: Modelo finito

3.1. Excitones en el QW en presencia de campo

magnético

Basados en la teoŕıa esbozada brevemente en la sección anterior, el hamiltoniano que des-

cribe el sistema de N electrones en el QW bajo la acción de un campo magnético externo

perpendicular (sin incluir el esṕın ) se escribe como:

Ĥ =
N∑
j=1

{
1

2mj

[pj −QjA(rj)]
2 + U(rj)

}
+

1

4πεε0

N∑
i<j

1

|ri − rj|
(3.1)

Donde ri, pi son la coordenada espacial y momento del electrón i, U el potencial periódico

de la red cristalina, A el vector potencial magnético y ε0, ε son la permitividad del vaćıo y

relativa del material, respectivamente. En la aproximación de masa efectiva y considerando

que los portadores de carga están en k‖ = 0, este hamiltoniano toma la forma:

Ĥ =
N∑
i=1

1

2me

[Pei +QA(rei)]
2 +

Q2

4πεε0

N∑
i<j

1

|rei − rej |
+ V(zei)

+
N∑
i=1

1

2mh

[Phi −QA(rhi)]
2 +

Q2

4πεε0

N∑
i<j

1

|rhi − rhj |
+ V(zhi)

− Q2

4πεε0

N∑
i<j

1

|rei − rhj |
(3.2)



28 Sistema hamiltoniano: Modelo finito

Con re(h), Pe(h) la posición y momento de los electrones y huecos, m(e),h sus respectivas

masas efectivas y V(ze(h)) el potencial de confinamiento en la dirección z debido al QW. En

este punto se han considerado los huecos como nuevas part́ıculas en el modelo a cambio de

describir las propiedades de todos los electrones de la banda de valencia.

Empleando el gauge simétrico para el potencial vector de electrón y hueco A(e),h = 1
2
B×re(h),

con B = Bêz, el hamiltoniano toma la forma:

H =
N∑
i=1

1

2me

(
P2
ei

+QBl(z)ei +
Q2B2

4
r2ei

)
+

Q2

4πεε0

N∑
i<j

1

|rei − rej |
+ V(zei)

+
N∑
i=1

1

2mh

(
P2
hi
−QBl(z)hi +

Q2B2

4
r2hi

)
+

Q2

4πεε0

N∑
i<j

1

|rhi − rhj |
+ V(zhi)

− Q2

4πεε0

N∑
i<j

1

|rei − rhj |
(3.3)

La inclusión del campo magnético genera un nuevo término de enerǵıa potencial de confina-

miento con la forma de un pozo parabólico en el plano para electrones y huecos, aśı como

la aparición de la dependencia expĺıcita de la componente z del momento angular de las

part́ıculas y sus respectivas frecuencias de ciclotrón:

ωe(h)c =
QB

me(h)

(3.4)

Definiendo las coordenadas adimensionales:

r‖ → lBr‖ z → Lz (3.5)

P‖ →
~
lB

P‖ Pz →
~
L
Pz (3.6)

Donde lB =
√

2~/QB es la longitud magnética y L el ancho del QW. El hamiltoniano se

transforma en:



3.1 Excitones en el QW en presencia de campo magnético 29

H =
~ωec
2

N∑
i=1

[
P2
‖ei

2
+

r2‖ei
2

+ lei

]
+

~2

2meL2

N∑
i=1

P 2
zei

2
+ V(zei)

+
~ωhc

2

N∑
i=1

[
P2
‖hi

2
+

r2‖hi
2
− lhi

]
+

~2

2mhL2

N∑
i=1

P 2
zhi

2
+ V(zhi)

+
Q2

4πεε0lB

N∑
i<j

1√
|r‖ei − r‖ej |2 + α2(zei − zej)2

+
Q2

4πεε0lB

N∑
i<j

1√
|r‖hi − r‖hj |2 + α2(zhi − zhj)2

− Q2

4πεε0lB

N∑
i,j

1√
|r‖ei − r‖hj |2 + α2(zei − zhj)2

(3.7)

Donde expĺıcitamente aparece el parámetro de escala adimensional α = L/lb, el cual propor-

ciona información del carácter tridimensional del sistema.

3.1.1. Hamiltoniano en segunda cuantización

La elección de las funciones base para realizar el proceso de segunda cuantización, usualmente

se hace teniendo en cuenta la f́ısica del problema de las part́ıculas sin interacción. En nuestro

sistema la elección más adecuada corresponde a los niveles de Landau para la descripción

del problema en el plano, es decir, el problema del electrón libre bajo la acción de un campo

magnético perpendicular y las funciones de onda de confinamiento del QW en la dirección

z. Con esto en mente, la función de onda en unidades adimensionales se escribe como:

φj(r) = Cnj ,|lj |r
|lj |e−

r2

2 L|lj |nj
(r2)eiljθ cos (πz) Cnj ,|lj | =

√
2nj!

π(nj + |lj|)!
(3.8)

En donde L
|lj |
nj son los polinomios asociados de Laguerre, Cnj ,|lj | es la constante de normali-

zación de las funciones de onda y se ha considerado que los electrones y huecos solamente

pueden ocupar el estado de más baja enerǵıa en la dirección z. Los estados bidimensionales

etiquetados por el ı́ndice i se representan en la notación de Dirac como:
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|i〉 = |ni, li〉 (3.9)

Con nj el número cuántico radial y lj la componente z del momento angular. En la figura

(3.1) se muestra el ordenamiento de la base de niveles de Landau.

Figura 3.1.: Esquema del ordenamiento de los niveles de Landau. a.) números cuánticos

(lj, nj) de los primeros 9 estados, considerando 3 capas con tres estados, b.)

ordenamiento general de los estados distribuidos en tres capas.

Debido a que se considera un pozo cuántico lo suficientemente delgado para que los porta-

dores de carga permanezcan en el estado base en la dirección z, la enerǵıa de los estados

3D (3.8) sufren un corrimiento energético constante que nos permite emplear el mismo or-

denamiento de la base 2D. Usando la base de funciones (3.8), el hamiltoniano de pares en

segunda cuantización se escribe como:

ĤX =
∑
i=1

[
T (e)
i (B)e†iei + T (h)

i
(B)h†

i
hi

]
+
β(B)

2

∑
ijkl

〈ij|V QW|kl〉h†
i
h†
j
hlhk (3.10)

+
β(B)

2

∑
ijkl

〈ij|V QW|kl〉e†ie†jelek − β(B)
∑
ijkl

〈ij|V QW|kl〉e†ih†jhlek (3.11)

Donde los ı́ndices sin barra simbolizan los números cuánticos correspondientes a los estados

de electrón (|i〉 = |ni, li〉) y los estados con barra corresponden a los números cuánticos

de hueco (|i〉 = |ni,−li〉), β(B) = Q2/4πεε0lB es la amplitud de interacción de Coulomb,

T (e)
i (B) y T (h)

i (B) son las enerǵıas de uni-part́ıcula dadas por:
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T (e)
i (B) = Egap +

~ωec(B)

2
(2ni + |li|+ li + 1) +

~2π2

2meL2
(3.12)

T (h)
i (B) =

~ωhc (B)

2
(2ni + |li| − li + 1) +

~2π2

2mhL2
(3.13)

Y los elementos de matriz de Coulomb se definen como:

〈ij|V QW|kl〉 =

∫ ∫
d3rd3r′φ∗i (r)φ∗j(r

′)
1

|r− r′|φl(r
′)φk(r) (3.14)

Una descripción detallada de la derivación de este cálculo se muestra en el anexo B.

3.1.2. Diagonalización

En la base de niveles de Landau se construye la base de los pares electrón-hueco como el

producto directo de determinantes de Slater para ambos tipos de part́ıculas, esto es:

|i〉 = |Se〉 ⊗ |Sh〉 (3.15)

Donde Se, Sh representan los determinantes de Slater para electrones y huecos en la repre-

sentación número de ocupación. Debido a que el electrón y hueco tienen momento angular

igual en magnitud y opuesto en signo y que lz es una cantidad conservada, estos estados se

construyen de tal manera que cumplen con la condición de momento angular total igual a

cero.

Para realizar la diagonalización del hamiltoniano (3.11) se ha empleado una base de 60 esta-

dos distribuidos en 3 niveles de Landau y se ha realizado el truncamiento con referencia a la

enerǵıa de los estados base en cada caso con número de pares fijos. El sistema que conside-

ramos es un QW semiconductor de GaAs con un ancho de L = 10nm. Se ha fijado la enerǵıa

del gap a 1.5eV, las masas efectivas de electrón y hueco me = 0.0665m0, mh = 0.235m0 y la

amplitud de interacción β = 2.89
√
B meV/

√
T. En la figura (3.2) se muestra el comporta-

miento en función del campo magnético de la amplitud de interacción de Coulomb y de la

longitud magnética.
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Figura 3.2.: Comportamiento de la amplitud de interacción de Coulomb y la longitud

magnética en función del campo magnético.

La amplitud de interacción β y la longitud magnética lB presentan un comportamiento no-

lineal con el campo magnético y mantienen una relación de proporción inversa entre ellas.

Este hecho muestra que el efecto del campo magnético es modificar la longitud t́ıpica del

sistema en el plano, acercando o alejando los portadores de carga y por tanto modificando

la amplitud de interacción entre estos. Debido al carácter tridimensional del sistema la

contribución en z de la interacción también se ve modificada por el campo magnético, en

vista de la dependencia inversa que presenta el parámetro adimensional α con lB.
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Figura 3.3.: Enerǵıa de excitón en función del campo magnético aplicado.

En la figura (3.3) se muestra la enerǵıa del estado base del hamiltoniano de un par como
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función del campo magnético externo. En la región de campos magnéticos bajos la enerǵıa de

correlación de Coulomb compite con la enerǵıa de ciclotrón, produciendo un crecimiento no

lineal en la enerǵıa de excitón. Para campos magnéticos altos la dependencia lineal con B de

la enerǵıa de ciclotrón supera la enerǵıa de interacción, produciendo una dependencia lineal

de la enerǵıa. Este resultado presenta buena concordancia con los obtenidos en la referencia

[11]. En ambos casos la diferencia energética Ex(14T)−Ex(2T) es aproximadamente 6meV.
E(
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Figura 3.4.: Niveles multiexcitónicos de más baja enerǵıa en el QW para B = 3T.

En vista de que el hamiltoniano (3.11) conmuta con el operador número de pares, esto es:

[
H,

1

2

∑
i

(e†iei + h†ihi)

]
−

= 0 (3.16)

Es posible diagonalizar el problema con un número de pares fijo. En la figura (3.4) se pre-

sentan los niveles multiexcitónicos de más baja enerǵıa para B = 3T, es decir, la enerǵıa

de los estados base para cada caso con el número de part́ıculas fija. La ĺınea punteada con

pendiente 4 es el escalamiento energético de los determinantes de Slater e indica que la con-

dición de resonancia para el sistema es ~ω ≈ 4meV [25].

Por otro lado, en la figura (3.5) se muestra el comportamiento de los elementos de matriz de

Coulomb con la forma 〈i, j, |V QW(α)|i, j〉 y 〈i, j, |V QW(α)|j, i〉 para i = 20 y algunos valores

del parámetro α. Estos términos son conocidos como elementos de transición directa y de

intercambio [26], los cuales corresponden a las contribuciones relevantes de la interacción de

Coulomb en el hamiltoniano (3.11). En esta figura, se muestra el efecto que tiene el campo

magnético sobre la amplitud de la interacción de Coulomb. Para α→ 0 el sistema tiene un

comportamiento bidimensional (L→ 0 ó lB →∞). En esta región la interacción de Coulomb
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toma su valor máximo, mientras que al aumentar el campo magnético la competencia entre la

longitud magnética y la longitud del QW causa la disminución de la amplitud de interacción.
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Figura 3.5.: (Panel superior) Elementos de matriz de Coulomb de transición directa de la

forma 〈i, 20, |V QW(α)|i, 20〉. (Panel inferior) Elemento de matriz de intercambio

de la forma 〈i, 20, |V QW(α)|20, i〉.

3.2. Hamiltoniano del polaritón-excitónico en campo

magnético

Una vez estudiado el comportamiento de los portadores de carga en presencia del campo

magnético, se incluye la interacción entre un modo de luz confinado en la microcavidad y

los pares electrón-hueco al modelo. Este hamiltoniano se escribe como:

H = ĤX + (Egap + ~ω)b†b+ g(B)
∑
i

{b†hiei + e†ih
†
ib}

+ gDIP(B)
∑
ij

[e†ihjejh
†
i + hie

†
jh
†
jei] (3.17)
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Donde ĤX es el hamiltoniano que describe los excitones en el QW bajo la acción del campo

magnético, b es el operador de aniquilación de fotones, Egap + ~ω la enerǵıa de los fotones

del modo confinado, g(B) es la frecuencia de Rabi y gDIP(B) es la amplitud de interacción

dipolo-dipolo. En este modelo, se tienen en cuenta las siguientes consideraciones:

En la microcavidad se considera el acople radiación-materia con el modo fundamental

de la luz, argumentando que los demás modos están suficientemente separados en

enerǵıa, de tal forma que el sistema de pares se encuentra en resonancia con este. El

modo es descrito por un estado de Fock con n fotones |n〉, cuya enerǵıa está medida

respecto al gap del material.

En = n(Egap + ~ω) (3.18)

El término ~ω representa la desintońıa de la enerǵıa de los fotones respecto al gap del

material.

El término de interacción radiación-materia acopla electrones y huecos con fotones

siguiendo la regla de selección ∆l = ±1 [27], es decir, un electrón de la banda de valencia

con momento angular lz = −3/2 transita a la banda de conducción con momento

resultante lz = −1/2, dejando un hueco con lz = 1/2. Este proceso es mediado por un

fotón con momento angular lz = 1.

Se ha empleado la aproximación de onda rotante, ignorando los términos b†e†ih
†
i y bhiei,

como es usual para estos sistemas. Este hecho produce que el hamiltoniano conserve

la variedad de excitación.

La frecuencia de Rabi presenta dependencia expĺıcita del campo magnético debido al

cambio en la longitud efectiva que sufre el sistema. Al aumentar el campo magnético

los portadores de carga tienden a estar más cerca, por lo cual el tamaño del excitón

se reduce. Este hecho causa que el elemento de matriz de dipolo cambie su magnitud

y que la amplitud de la fuerza de oscilador aumente [28, 29]. En nuestro sistema se

considera el siguiente modelo para la frecuencia de Rabi1:

1Ajuste de los resultados experimentales de la referencia [7]
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g(B) = 2.7386 + 0.537
√
B (3.19)

El hamiltoniano (3.17) preserva la variedad de excitación, esto quiere decir que el número

de part́ıculas del sistema es una cantidad conservada.

N̂pol = b†b+
1

2

∑
i

(e†iei + h†ihi) (3.20)

Este hecho implica que el hamiltoniano (3.17) se puede diagonalizar en la base de los au-

toestados del operador N̂pol, es decir, la base de estados con el número de polaritones fijo.

Entonces, la base de estados desnudos se escribe como el producto directo |Se〉|Sh〉|n〉, con

las condiciones:

∑
i∈Se

lzi = −
∑
i∈Sh

lzi Npol(|Se〉|Sh〉|n〉) = Nfotones +Npares = N (3.21)

3.2.1. Diagonalización

En la base de estados desnudos con Npol fijo, se construye el operador hamiltoniano y pos-

teriormente se lleva a cabo el proceso de diagonalización, empleando el método de Lanczos

[30]. El resultado de la diagonalización son los estados con la forma:

|I〉 =
N∑

Se,Sh,n

C(I)Se,Sh,n
|Se〉|Sh〉|n〉 (3.22)

Donde C(I)Se,Sh,n
son las componentes del autovector I y N es el tamaño de la base. Este

proceso se realiza para Npol variando entre 0 y Nmax
pol , fijando el número máximo de pares

empleados en la construcción de la base a Nmax
pares = 9.

Fijando el número de polaritones, se calculan las enerǵıas de transición del sistema como:
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∆E = EN
2 − EN

1 (3.23)

Donde la etiqueta N indica la variedad de excitación fija y los ı́ndices 1, 2 se refieren a las

enerǵıas del estado base y el primer excitado, respectivamente.

En la figura (3.6) se muestran las enerǵıas de excitación del sistema en función del número

de polaritones (sin incluir el término dipolo-dipolo del hamiltoniano (3.17)) para distintos

valores del campo magnético. En los resultados se muestra que las enerǵıas de excitación

crecen de forma proporcional a la ráız cuadrada del número de polaritones, con constante de

proporcionalidad cercana a dos veces la amplitud de interacción radiación-materia 2g [31].

Para validar nuestros resultados, en cada caso se ha pintado el valor de referencia correspon-

diente ∆EB = 2g(B)
√
Npol. En los tres casos, el escalamiento de la enerǵıa de excitación

tiende a la recta con pendiente 1/2 para valores grandes del número de polaritones, sin em-

bargo, cuando este valor es cercano al número de pares máximo empleado en la construcción

de la base (Npar = 9), las enerǵıas se separan de la recta de referencia.
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Figura 3.6.: Escalamiento de la enerǵıa de excitación en función del número de polaritones.

Para este cálculo hemos fijado ~ω = 4meV y gDIP = 0. La ĺınea punteada en

cada panel representa el escalamiento de referencia.
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En la figura (3.7) se muestran las contribuciones de los estados de la base desnuda con

número de pares fijo al estado base de polaritón, es decir, la suma de las probabilidades en

cada sector con número de pares fijo. En cada caso se considera condiciones de resonancia y

campo magnético B = 3T . Al aumentar el valor del número de polaritones en el sistema, la

composición del estado base cambia, presentando un incremento en la mezcla de los estados

multiexcitónicos y los estados fotónicos. Para el caso de Npol = 1 las contribuciones al estado

base provienen de los estados de un fotón con cero pares y de los estados de un par con cero

fotones, mientras que en el caso de Npol = 1000 su composición exhibe una distribución de

contribuciones provenientes de los sectores de hasta 8 pares. La mayor probabilidad ocurre

alrededor de los estados de 4 pares, haciendo de este un polaritón principalmente fotónico.
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Figura 3.7.: Distribuciones de probabilidad para las funciones de onda de estado base para

Npol = 1, 6, 1000 con campo magnético B = 3T.
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Los sistemas f́ısicos reales poseen numerosos grados de libertad debido a que se encuentran en

contacto con reservorios, permitiendo el intercambio de enerǵıa y part́ıculas entre estos. En

contraste con los sistemas cerrados, la dinámica de los sistemas cuánticos abiertos no puede

ser representada en términos de una evolución temporal unitaria, por lo cual es apropiado

encontrar un modelo dinámico para el operador densidad del sistema.

Para incluir los efectos disipativos sobre el sistema, se considera la ecuación maestra para la

dinámica de la matriz densidad en la aproximación de Born y Markov [32].

d

dt
ρ =

i

~
[ρ,H] + Lκ(ρ) + LP (ρ) (4.1)

Donde H es el hamiltoniano de interacción entre los portadores de carga en el QW y el modo

de luz bajo la acción del campo magnético, Lκ(ρ) y LP (ρ) son los operadores de Lindblad

asociados a los procesos de pérdida de fotones a través de los espejos de la cavidad y bombeo

incoherente de polaritones [33]. El primero de estos términos proviene de considerar que los

reflectores de Bragg no son perfectos, es decir, su reflectividad no es del 100 %, por lo cual los

fotones pueden escaparse en la dirección de crecimiento de la cavidad. El segundo término

incluye efectos de bombeo a los estados vestidos1 del hamiltoniano (3.17) para garantizar una

población de fotones en el sistema distinta de cero. En este modelo, no se tienen en cuenta

los procesos de emisión espontánea debido a la baja relevancia que tienen en la emisión del

sistema.

Los operadores de Lindblad en la ecuación maestra (4.1) poseen la siguiente estructura:

Lκ(ρ) =
κ

2
(2bρb† − b†bρ− ρb†b) (4.2)

LP (ρ) =
∑
IJ

P

2
(2σ†IJ ρσIJ − σIJσ†IJ ρ− ρσIJσ†IJ ) (4.3)

1Estos son los autoestados del hamiltoniano con la interacción radiación materia.
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Donde el parámetro κ corresponde a la tasa de pérdida de fotones a través de los espejos

de la cavidad y P es la tasa de bombeo incoherente de polaritones. El término de bombeo

LP (ρ) está conformado por los operadores escalera, definidos como:

σIJ |I〉 = (|J 〉〈I|)|I〉 = |J 〉
σ†IJ |J 〉 = (|I〉〈J |)|J 〉 = |I〉 (4.4)

Donde Npol(J ) = Npol(I) − 1, es decir, los estados involucrados en los operadores escalera

pertenecen a variedades de excitación consecutivas, por tanto, la función de estos operadores

es subir o bajar el estado de tal forma que la transición cumple con la condición ∆Npol = ±1.

Este proceso también se tiene en el caso de los operadores de aniquilación y creación de

fotones, ya que al añadir o remover un fotón en el estado, impĺıcitamente cambia la variedad

de excitación en ±1.

Con el fin de resolver la dinámica de la matriz densidad, se emplea la base de estados vestidos

para obtener sus elementos de matriz. Teniendo en cuenta la relación de completez de la base

y la forma en que actúan los operadores escalera sobre los estados del sistema, se obtiene

el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales lineales acopladas para los elementos de

matriz:

d

dt
ρFI = − i

~
(EF − EI)ρFI + κ

∑
JK

〈F|b|J 〉ρJK〈K|b†|I〉

− κ

2

∑
JK

〈F|b†|J 〉〈J |b|K〉ρKI −
κ

2

∑
JK

ρFJ 〈J |b†|K〉〈K|b|I〉

+ δIFP
∑
J∈S−I

ρJJ −
P

2
ρIFNst(S

+
F )− P

2
ρIFNst(S

+
I ) (4.5)

En esta expresión ρFI = 〈F|ρ|I〉 son los elementos de matriz de ρ, EK son los autovalores

de enerǵıa del hamiltoniano (3.17), S+
K , S−K son los sectores de la base de estados vestidos

con número de polaritón Npol = Npol(K)− 1 y Npol = Npol(K) + 1, respectivamente y Nst es

el número de estados en cada sector.
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4.0.1. Elementos de matriz

El sistema de ecuaciones (4.5) involucra los elementos de matriz del operador de aniquilación

de fotones como ingrediente principal de la evolución de la matriz densidad; por tal razón,

es necesario establecer la estructura de la torre de estados vestidos a emplear. En nuestros

cálculos se han considerado los primeros 20 estados de más baja enerǵıa en cada sector con

número de polaritones fijo. En la figura (4.1) se muestra el ordenamiento de la base y se

esquematiza los procesos f́ısicos involucrados.

Figura 4.1.: Ordenamiento de la base de estados vestidos. Los procesos disipativos dan lugar

a transiciones verticales, mientras que los procesos hamiltonianos se dan entre

estados de la misma variedad.

Una vez definido las principales caracteŕısticas de la base del problema, se calculan los

elementos de matriz del operador b como:

〈I|b|J 〉 =
∑

Se,Sh,n

∑
S′e,S

′
h,n
′

C(I)∗S′e,S
′
h,n
′C(J )
Se,Sh,n

〈S ′e, S ′h, n′|b|Se, Sh, n〉

=
∑

Se,Sh,n

∑
S′e,S

′
h,n
′

C(I)∗S′e,S
′
h,n
′C(J )
Se,Sh,n

〈S ′e, S ′h|Se, Sh〉
√
nδn′,n−1 (4.6)

Este elemento de matriz es distinto de cero únicamente cuando la variedad del estado de

la derecha es mayor en uno respecto al de la izquierda. Esta información permite delimitar

las regiones del operador que tienen contribuciones distintas de cero. En la figura (4.2) se
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muestra la estructura del operador aniquilación de fotones y las regiones encargadas de las

transiciones entre sectores con número de polaritón fijo.
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Figura 4.2.: Elementos de matriz del operador aniquilación de fotones para B = 3T y

~ω = 4meV. Los recuadros indican cada una de las regiones de transición entre

variedades de excitación sucesivas.

En las regiones delimitadas por los recuadros se observa que los valores de mayor amplitud del

operador se distribuyen aproximadamente a lo largo de la diagonal de cada región, mientras

que fuera de ella las contribuciones son prácticamente nulas.

El mismo proceso se puede realizar para los operadores de electrones y huecos, sin embargo,

como veremos más adelante, será de mayor utilidad conocer los elementos de matriz del

operador número de pares (3.16), para estimar el valor esperado del número de polaritones

en el sistema. En la figura (4.3) se muestran las componentes diagonales del operador número

de pares usando el truncamiento Npol = 3.

4.1. Dinámica de la matriz densidad

La forma que presenta la ecuación maestra (4.5), sugiere el desacople de la dinámica de las

coherencias horizontales de las verticales [34], como producto de las conexiones que se esta-
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Figura 4.3.: Elementos diagonales del operador número de pares, para Npol = 3.

blecen entre los elementos de matriz de ρ, generadas por los procesos disipativos. A modo de

ilustración, si se considera la evolución del elemento de matriz (I,F) con Npol(I) = Npol(F),

las reglas dinámicas expresadas en (4.5) acoplan los elementos de matriz cuyos ı́ndices po-

seen la misma variedad de excitación, generando aśı un sistema cerrado de ecuaciones en la

misma familia de coherencias. Este resultado reduce considerablemente el tamaño del siste-

ma de ecuaciones diferenciales dependiendo del tipo de coherencias que se necesite conocer.

Para el caso del cálculo de observables como el número promedio de part́ıculas, la elección

corresponde a las coherencias horizontales, mientras que para el caso de las funciones de

correlación, como se especificará más adelante, se necesitarán las coherencias verticales.

En la figura (4.4) se esquematizan las conexiones establecidas entre los estados involucrados

en la dinámica por los efectos de los términos del operador Lκ.

Empleando el subconjunto de las coherencias horizontales, se construye el sistema reducido

de ecuaciones para la dinámica de la matriz densidad. El resultado corresponde al siguiente

problema matricial de ecuaciones diferenciales:

d

dt
ρ = Mρ (4.7)

Donde M es la matriz de evolución y ρ es el vector con las componentes de los elementos

de la matriz densidad. Este sistema puede integrarse directamente a través del proceso de

diagonalización de la matriz de evolución, esto es:
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Figura 4.4.: Conexiones entre los estados producidas por los términos disipativos. Cada

representación corresponde a un término del superoperador Lκ

ρ(t) = exp (Mt)ρ(0)

= V exp(Dt)V−1ρ(0) (4.8)

Donde V es la matriz de autovectores y D la matriz diagonal de autovalores de M.

Fijando las condiciones iniciales ρIJ (t = 0) = δI,1δJ ,1, se calcula la evolución de la matriz

densidad para los parámetros B = 3T , ~ω = 4meV, κ = 0.1ps−1 y P = 10−3ps−1. En

la figura (4.5) se muestra la evolución temporal de las poblaciones ρII correspondientes al

estado base de cada sector con Npol fijo, usando la condición de truncamiento Nmax
pol = 3.

En los resultados se evidencia la transferencia de población desde el estado base del sistema

hasta los estados excitados por causa del bombeo, además, el acceso del sistema a un estado

estacionario para tiempos grandes cuando los procesos disipativos y de bombeo se equilibran.

El número medio de polaritones en el sistema se calcula como:

〈Npol(t)〉 = Tr{ρ(t)N̂pol} =
∑
IJ

ρIK(t)
[
〈K|b†b|I〉+ 〈K|N̂par|I〉

]
(4.9)
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Donde los ı́ndices I,J pertenecen a las coherencias horizontales. En la figura (4.6) se muestra

la evolución del número de polaritones para el mismo conjunto de parámetros. En esta gráfica

se observa como el número medio de polaritones incrementa su valor en el tiempo hasta

alcanzar el valor asintótico 〈Npol〉 ≈ 1.4, indicando también la aparición de la saturación

del sistema por causas de un estado de equilibrio dinámico entre los procesos de pérdida y

bombeo.
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Figura 4.5.: Evolución de las poblaciones de estado base en cada sector con Npol fijo. En

este cálculo se fijó: B = 3T, ~ω = 4meV y Nmax
pol = 3.

4.2. Estado estacionario

Los procesos de emisión coherente y de bombeo incoherente de la ecuación (4.1) garantizan la

existencia de un estado estacionario bien definido, es decir, el comportamiento independiente

del tiempo de la solución del sistema. Formalmente esto se expresa como:

d

dt
ρ = Mρ = 0 (4.10)

Este sistema homogéneo de ecuaciones puede invertirse imponiendo la restricción de conser-

vación de la probabilidad y obtener de esta manera las soluciones no-triviales, esto es:
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Figura 4.6.: Evolución del número medio de polaritones en el sistema, utilizando las mismas

condiciones de la figura (4.5)

Tr{ρ} = 1→
∑
I

ρII = 1 (4.11)

En la figura (4.7) se grafican las distribuciones de las poblaciones de la matriz densidad del

sistema en el estado estacionario para tres valores de campo magnético (3T, 5T y 7T). Los

resultados muestran un incremento en las poblaciones de los estados base (recuadros negros)

de cada sector para Npol < 〈Npol〉 respecto a los demás estados en la misma variedad. Este es

un signo de la coherencia de la emisión proveniente de la transferencia de poblaciones desde

estados polaritónicos superiores al estado base. Por otro lado, los estados pertenecientes al

sector Npol > 〈Npol〉 presentan un comportamiento distinto, en donde todas las poblaciones

permanecen con un mismo valor en cada sector. Como hecho notable se encuentra que las

coherencias horizontales de la matriz densidad son al menos tres órdenes de magnitud más

pequeñas que sus poblaciones, lo cual permite reducir el problema matricial (4.10) a una

representación diagonal.

Las propiedades estad́ısticas del sistema se pueden analizar a través de la distribución de las

poblaciones del operador matriz densidad. En este caso la distribuciones obtenidas corres-

ponden a sistemas fuera del equilibrio termodinámico y como lo muestran los autores de la

referencia [35], la estad́ıstica de Tsallis [36, 37] reproduce las principales caracteŕısticas de

las distribuciones en este tipo de sistemas.

En la figura (4.8) se muestran los estados base de cada variedad de excitación extráıdos de

la figura (4.7). En los resultados se evidencia la aparición de una asimetŕıa a izquierda de

las distribuciones a medida que el campo magnético aumenta. Este comportamiento es una
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Figura 4.7.: Distribución de las poblaciones de la matriz densidad en el estado estacionario.

Los parámetros usados son: ~ω= 4meV, κ = 0.1ps−1 y P = 0.01ps−1. Los

cuadrados representan los estados base en cada sector.

consecuencia de los efectos de la interacción de Coulomb combinado con el favorecimiento

de la interacción radiación materia causados por el campo magnético. Como se espera el

corrimiento de las distribuciones produce una disminución en los valores medios del número

de polaritones en cada caso.

4.3. Espectro de foto-luminiscencia

Usando el teorema de Wiener-Khintchine [23] se calcula el espectro de emisión de los fotones

a través de los espejos de la microcavidad como:

S(ω) =
1

π
<
∫ ∞
0

dτe−iωτ 〈b†(t+ τ)b(t)〉 (4.12)
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Figura 4.8.: Distribución de las poblaciones de estado base en el estado estacionario para

cada sector con Npol fijo.

Esta expresión representa la transformada de Fourier de la función de correlación de primer

orden para los fotones. El cálculo de esta correlación implica el conocimiento de la evolución

temporal de los operadores de fotones en dos tiempos, lo cual incrementa el nivel de dificultad

del problema. En la siguiente sección se presenta la herramienta matemática para reducir la

complejidad de este, teniendo en cuenta la relación existente entre la evolución de la función

de correlación de primer orden y la evolución del valor esperado de los operadores de creación

y aniquilación.

4.3.1. Teorema de regresión cuántico

El teorema de regresión cuántico [23, 38, 39] enuncia que: si para algún conjunto de opera-

dores Ôj se satisfacen las reglas de evolución dinámicas:

d

dt
〈Ôj(t+ τ)〉 =

∑
k

Ljk〈Ôk(t+ τ)〉 (4.13)

Entonces, se cumple que:

d

dt
〈Ôj(t+ τ)Ô(t)〉 =

∑
k

Ljk〈Ôk(t+ τ)Ô(t)〉 (4.14)
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Donde L define las reglas de evolución en ambos problemas ( es decir, los coeficientes son los

mismos). Este resultado muestra que las condiciones de la dinámica son equivalentes en los

dos casos, pero con variables y condiciones iniciales diferentes. A continuación se presenta

una breve descripción de la aplicación de este teorema al modelo finito.

La evolución de la matriz densidad del sistema se expresa mediante los operadores de evo-

lución temporal como:

ρ(τ) = exp(−iHtotτ)ρ(0) exp(iHtotτ) (4.15)

En donde Htot es el hamiltoniano independiente del tiempo del conjunto sistema-reservorio

y ρ(0) es la condición inicial de la dinámica de la matriz densidad. Este resultado permite

calcular la evolución del valor medio del operador creación de fotones, como sigue:

〈b†(τ)〉 = Tr
{
b† exp(−iHtotτ)ρ(0) exp(iHtotτ)

}
(4.16)

Donde se ha empleado la imagen de Heisenberg para la evolución del operador. Este mismo

procedimiento se puede aplicar a la función de correlación de dos tiempos, obteniendo el

siguiente resultado:

〈b†(t+ τ)b(t)〉 = Tr
{

exp(iHtot(t+ τ))b† exp(−iHtotτ)b exp(−iHtott)ρ(0)
}

= Tr{b† exp(−iHtotτ)bρ(t) exp(iHtotτ)} (4.17)

Con este resultado se concluye que la dinámica de la función de correlación de dos tiempos

sigue las mismas reglas de evolución que el valor medio del operador creación de fotones,

pero con una condición inicial distinta. El resultado anterior se puede sintetizar como:

〈b†(t+ τ)b(t)〉 =
∑
I

〈I|g(τ ; t)b†|I〉 (4.18)

=
∑
IK

gIK(τ ; t)〈K|b†|I〉 (4.19)
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En esta ecuación se ha definido el operador g(τ ; t) = [bρ(t → ∞)](τ). Los elementos de

matriz 〈K|b†|I〉 tienen contribución no nula si sus ı́ndices cumplen con la relación Npol(I) =

Npol(K + 1), es decir, pertenecen al subconjunto de las coherencias verticales.

4.3.2. Función espectral

Con base en los resultados previos, se construye la función espectral como [40]:

S(ω, t) =
1

π
<
∫ ∞
0

dτe−iωτ
∑
IK

gIK(τ ; t)〈K|b†|I〉 (4.20)

Teniendo en cuenta que g(τ ; t) sigue la misma dinámica que la matriz densidad y que el ha-

miltoniano no depende expĺıcitamente del tiempo, se puede calcular la evolución del operador

g(τ ; t) como:

gIK(τ ; t) =
∑
n

CneλnτX
(n)
IK (4.21)

Donde los ı́ndices (I,K) denotan los elementos de matriz del operador g(τ ; t), X
(n)
IK son los

autovectores de la matriz de evolución para las coherencias verticales y λn sus respectivos

autovalores. Las condiciones iniciales para este problema son la solución al problema lineal:

gIK(0; t) =
∑
n

CnX(n)
IK =

∑
J

〈I|b|J 〉〈J |ρ(t)|K〉 (4.22)

Siendo t el parámetro que ı́ndica el tiempo en donde se tomará la condición inicial. En

nuestro caso nos interesa conocer las propiedades de emisión del estado estacionario, para

ello se calcula ρ en el ĺımite de t → ∞. Teniendo en cuenta estas consideraciones, las

condiciones iniciales asociadas a la ecuación (4.21) se reescriben como:
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∑
n

CnX(n)
IK = 〈I|b|K〉ρssKK (4.23)

Con ρssKK los elementos diagonales de la matriz densidad en el estado estacionario. Uniendo

estos resultados, la función espectral se escribe como:

S(ω) =
1

π
<
∑
n

∑
IK

〈K|b†|I〉CnX(n)
IK

∫ ∞
0

dτe(λn−iω)τ (4.24)

=
1

π
<
∑
n

∑
IK

〈K|b†|I〉CnX(n)
IK

λn − iω
(4.25)

Definiendo DIK,n = 〈K|b†|I〉CnX(n)
IK , el resultado anterior se puede escribir en la siguiente

forma:

S(ω) =
1

π

∑
n

∑
IK

[
DR
IK,n

λRn
(λIn − ω)2 + (λRn )2

+DI
IK,n

(λIn − ω)

(λIn − ω)2 + (λRn )2

]
(4.26)

Donde los supeŕındices R, I hacen referencia a las partes real e imaginaria de cada término.

Esta expresión de la función espectral revela que la forma de ĺınea de la emisión está compues-

ta por una combinación de partes Lorentzianas y términos dispersivos [41], cuyas posiciones

y parámetros de ensanchamiento vienen dados por λIn y λRn , pesados con los factores DR
IK,n,

DI
IK,n.

En la figura (4.9) se muestran los espectros de emisión estimulada del sistema para los

parámetros: κ = 0.1 ps−1 y P = 0.01 ps−1 en función del campo magnético externo. En la

estructura de los espectros se evidencia la aparición de un pico intenso asociado a la diferencia

energética de la transición entre estados polaritónicos superiores al estado base. El campo

magnético induce un corrimiento hacia el azul de las enerǵıas, efecto que se espera ya que la

componente excitónica del polaritón se ve afectada por el campo magnético, mientras que la

componente fotónica es independiente de este. En el panel inferior, se muestran los resultados

experimentales obtenidos por Ballarini et. al. [42] para un sistema de 5 pozos cuánticos de

AlGaAs embebidos en una microcavidad semiconductora 7λ/2 y en presencia de un campo

magnético externo en la configuración de Faraday.
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Figura 4.9.: (Panel superior) Espectro de foto-luminiscencia del pozo cuántico bajo la acción

del campo magnético externo. Las etiquetas Ex y LP señalan la enerǵıa de ex-

citón y la rama polaritónica baja, respectivamente. (Panel inferior) Resultados

experimentales obtenidos por Ballarini et. al. [42].
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Figura 4.10.: Intensidad de emisión en función del campo magnético.

La dependencia de la intensidad de emisión en función del campo magnético se muestra en

la figura (4.10). Para B = 3T la intensidad alcanza un valor máximo de I ≈ 0.75 y se reduce

a medida que el campo magnético aumenta hasta alcanzar un valor asintótico de I ≈ 0.4.

Este resultado sugiere que el campo magnético logra modificar los procesos de dispersión que

lleva a los polaritones hasta el estado base [7]. Por otro lado el ancho de ĺınea para campos

magnéticos cercanos a B = 2T presenta el menor ensanchamiento y a partir de alĺı crece

hasta alcanzar un valor aproximadamente uniforme.

Nuestro modelo presenta una buena concordancia cualitativa con los resultados experimen-

tales de la figura (4.9). En ambos casos se evidencia: el corrimiento al azul de las enerǵıas,

la modificación de la intensidad de emisión y el ensanchamiento de la forma de ĺınea, por

efectos del campo magnético. Sin embargo, debido a que nuestro modelo no tiene en cuenta

el esṕın de los portadores de carga, no es posible dar cuenta de fenómenos como la separación

Zeeman y el corrimiento diamagnético [43] que sufre el sistema.
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Conclusiones

En este trabajo se desarrolló un modelo teórico para calcular el espectro de fotoluminiscencia

del sistema microcavidad-pozo cuántico en la presencia de un campo magnético externo,

usando la teoŕıa de sistemas finitos. El modelo incluyó la interacción exacta de Coulomb

entre los portadores de carga y la interacción radiación materia con el modo de luz confinado.

Para dar cuenta de los procesos de emisión espontánea y bombeo incoherente de polaritones,

se empleó el formalismo de la ecuación maestra en la forma de Lindblad. Finalmente, los

espectros fueron calculados a través del teorema de regresión cuántico. A continuación se

presentan los principales resultados de este trabajo:

Las enerǵıas de excitón de estado base presentan un corrimiento hacia el azul al incre-

mentar el campo magnético. Este efecto es consecuencia de la reducción de la longitud

efectiva del sistema por efectos del confinamiento producido por el campo magnético y

la competencia que este fenómeno genera entre la enerǵıa de ciclotrón y la interacción

de Coulomb.

El incremento del campo magnético produce una disminución en la amplitud de in-

teracción de los elementos de matriz de Coulomb, como resultado de la competencia

entre la longitud magnética y el ancho del pozo cuántico. De forma equivalente, fijan-

do el valor del campo magnético y cambiando el ancho del pozo se obtiene la misma

fenomenoloǵıa.

Al variar el campo magnético, la enerǵıa de excitación presenta un crecimiento propor-

cional a la ráız cuadrada del número de polaritones con constante de proporcionalidad

2g(B).

La dinámica de la matriz densidad en la base de estados vestidos presenta una transfe-

rencia de poblaciones desde el estado base a los estados excitados, cuando se consideran

los procesos de emisión estimulada y bombeo incoherente de polaritones. Para tiem-

pos grandes el sistema alcanza un estado estacionario bien definido, marcado por la

saturación en el número medio de polaritones.

El aumento del campo magnético induce una asimetŕıa a izquierda en las distribuciones

de las poblaciones de la matriz densidad en el estado estacionario.

La emisión coherente de fotones y la interacción de Coulomb muestran ser responsables

de una alta ocupación del estado base polaritónico del sistema en el modelo cuántico
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disipativo.

El campo magnético genera el corrimiento hacia el azul de la posición de la ĺınea de

emisión debido a que este modifica la componente excitónica del polaritón.

La intensidad de la ĺınea de emisión disminuye a medida que el campo magnético

aumenta, presentando una mayor intensidad en regiones de campo magnético bajo y

alcanzando un valor aproximadamente constante para campos magnéticos altos.

Se ha empleado una teoŕıa cuántica intermedia de QD-QW para describir las propieda-

des de emisión del sistema, debido al confinamiento generado por el campo magnético

en el plano del QW.

Perspectivas

Explorar más a profundidad los efectos del término hamiltoniano de interacción dipolo-

dipolo sobre la emisión del sistema.

Analizar la estad́ıstica de la luz emitida por el sistema, a través de las funciones de

correlación de segundo orden para fotones.

Estudiar la estad́ıstica que presentan los operadores de polaritón en función del campo

magnético.

Incluir los efectos de la emisión espontánea en el modelo disipativo.

Considerar en el modelo la interacción entre excitones cargados y el modo de luz.



A. Anexo: Transformación unitaria del

operador aniquilación de fotones

En este anexo se presentan los detalles del proceso de transformación del operador bq definido

en la expresión (2.34). Para evaluar la transformación de similaridad, empleamos la siguiente

identidad [44]:

eT̂ Ôe−T̂ = Ô +
[
T̂ , Ô

]
−

+
1

2!

[
T̂ ,
[
T̂ , Ô

]
−

]
−

+ · · · (A.1)

Donde Ô es el operador a transformar, y T̂ es el operador definido como:

T̂ = − i
~

N∑
j=1

Qjrj ·A(rj) (A.2)

Usando la expansión en auto-modos del campo eléctrico para representar el vector potencial

magnético A(rj), el operador T̂ toma la forma:

T̂ = − i
~
∑
j

Qjrj ·
∑
q

√
~

2ε0ωq

[
Uq(rj)b̂q + U∗q(rj)b̂

†
q

]
(A.3)

=
∑
j,q

[
λj,q(rj)b̂q − λ∗j,q(rj)b̂

†
q

]
(A.4)

Donde hemos definido el factor:
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λj,q(rj) = − i
~

√
~

2ε0ωq

Qjrj ·Uq(rj) (A.5)

Esta sustitución nos permite escribir el operador unitario de la transformación, como el

operador de desplazamiento:

eT̂ = exp

(∑
j,q

[
λj,q(rj)b̂q − λ∗j,q(rj)b̂

†
q

])
(A.6)

Aplicando la propiedad (A.1), la transformación del operador b̂q toma la forma:

eT̂ b̂q′e
−T̂ = b̂q′ +

[
T̂ , b̂q′

]
−

+
1

2!

[
T̂ ,
[
T̂ , b̂q′

]
−

]
−

+ · · ·

= b̂q′ +
∑
j,q

[
λj,q(rj)b̂q − λ∗j,q(rj)b̂

†
q, b̂q′

]
−

= b̂q′ −
∑
j,q

[
λ∗j,q(rj)b̂

†
q, b̂q′

]
−

= b̂q′ −
∑
j,q

(
λ∗j,q(rj)

[
b̂†q, b̂q′

]
−

+
[
λ∗j,q(rj), b̂q′

]
−
b̂†q

)
= b̂q′ +

∑
j,q

λ∗j,q(rj)δq,q′

= b̂q′ +
∑
j

λ∗j,q′(rj) (A.7)

Donde se han tenido en cuenta las siguientes consideraciones:

Los operadores de fotones cumplen con la relación de conmutación bosónica: [b̂q, b̂
†
q′ ] =

δq,q′ .

Los operadores de fotones conmutan con los operadores de posición de las part́ıculas,

debido a que estos pertenecen a espacios de Hilbert distintos.
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Los conmutadores de orden superior se anulan, debido a que el conmutador
[
T̂ , b̂q′

]
simplemente depende del operador de posición.

Se ha empleado la propiedad: [Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ.

Finalmente, colectando los resultados anteriores, la transformación del operador aniquilación

de fotones toma la forma:

eT̂ b̂qe−T̂ = b̂q +
i

~

√
~

2ε0ωq

∑
j

Qjrj ·U∗q(rj) (A.8)





B. Anexo: Elementos de matriz de

Coulomb

Elementos de matriz de Coulomb

Siguiendo las ideas desarrolladas por Chakraborty et al. [45], el elemento de matriz de inter-

acción de Coulomb se puede escribir en términos de integrales de Fourier, como sigue:

〈ij|V |kl〉 ≡ V kl
ij =

1

(2π)6

∫
φ∗i (q1)φl(q1 − q)φ∗j(q2)φk(q2 + q)V (q)d3qd3q1d

3q2 (B.1)

Donde V (q) y φn(k) son las transformadas de Fourier del potencial de Coulomb V (r) y

las funciones de onda ψn(r), respectivamente. La ecuación (B.1) puede ser escrita de forma

precisa como integrales de convolución de la siguiente forma:

V kl
ij =

1

(2π)2

∫
Ci,k(q)Dj,l(q)V (q)d3q (B.2)

Donde:

Ci,k(q) =

∫
φ∗i (k)φl(k− q)d3k (B.3)

= (2π)2
∫
ψ∗i (r)ψk(r)e−iq·rd3r
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Dj,l(q) =

∫
φ∗j(k)φk(k + q)d3k (B.4)

= (2π)2
∫
ψ∗j (r)ψl(r)eiq·rd3r

= Ci,k(−q)

Puntos Cuánticos (QD)

Para puntos cuánticos bidimensionales, los elementos de matriz de coulomb pueden ser calcu-

lados en este formalismo, reemplazando ψj(r) por las funciones de onda de oscilador armóni-

co. Esto es:

ψj(r) = cnj ,|lj |r
|lj |e

−r2

2 L|lj |nj
(r2)eiljθ (B.5)

= Rn,l(r)e
iljθ (B.6)

Donde la coordenada radial es adimensional y cnj ,|lj | son las constantes de normalización de

la función de onda.

La ecuación (B.2) puede resolverse de manera anaĺıtica [46]; sin embargo en nuestro caso

solucionaremos el problema de forma numérica para extenderlo al caso 3D de manera directa.

Usando los resultados anteriores, podemos calcular las integrales de convolución, como sigue:

Ci,k(q) =

∫
Rni,li(r)Rnk,lk(r)ei(lk−li)θe−iq·rrdrdθ (B.7)

=

∫
Rni,li(r)Rnk,lk(r)ei(lk−li)θe−iqr cos(θq−θ)rdrdθ (B.8)

Integrando en θ se obtiene el siguiente resultado:

∫ 2π

0

dθeimθe−iqr cos(θq−θ) = 2πi−m(−1)meimθqJm(qr) (B.9)
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θq − θ

~q

~r

Figura B.1.: Geometŕıa del problema bidimensional.

Donde se ha definido m = lk − li y Jm es la función de Bessel de orden entero m. Este

resultado nos permite escribir Ci,k como:

Ci,k(q) = (2π)3i−m(−1)meimθq
∫ ∞
0

drRni,li(r)Rnk,lk(r)Jm(qr)r (B.10)

De manera análoga, se obtiene:

Dj,u(q) = (2π)3i−m
′
eim

′θq

∫ ∞
0

drRnj ,lj(r)Rnu,lu(r)Jm′(qr)r (B.11)

Reemplazando estos resultados en la ecuación (B.2), el elemento de matriz de Coulomb toma

la siguiente forma:

V k,u
i,j = i−(m+m′)(−1)m

∫
dqdθqqV (q)ei(m+m′)θq

∫ ∞
0

dr1Rni,li(r1)Rnk,lk(r1)r1Jm(qr1)∫ ∞
0

dr2Rnj ,lj(r2)Rnu,lu(r2)r2Jm′(qr2) (B.12)

Teniendo en cuenta que:

∫ 2π

0

dθqe
i(m+m′)θq = 2πδm,−m′ (B.13)



64 Anexo: Elementos de matriz de Coulomb

Y la propiedad de las funciones de Bessel: J−m = (−1)mJm, V k,u
i,j se convierte en:

V k,u
i,j = 2πδli+lj ,lk+lu

∫ ∞
0

dqqV (q)

∫ ∞
0

dr1Rni,li(r1)Rnk,lk(r1)r1J|lk−li|(qr1)

×
∫ ∞
0

dr2Rnj ,lj(r2)Rnulu(r2)r2J|lu−lj |(qr2) (B.14)

Esta expresión muestra de manera expĺıcita la conservación del momento angular del sistema.
Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier del potencial de Coulomb en coordenadas
polares tiene la forma V (q) = 2πκlB/q y el siguiente resultado:

∫ ∞
0

dqJm(qr1)Jm(qr2) =
Γ
(
1
2 +m

)
√
π

[
rm2
rm+1
1

2F1

({
1

2
,
1

2
+m; 1 +m

}
,
r22
r21

)
Θ(r1 − r2)

+
rm1
rm+1
2

2F1

({
1

2
,
1

2
+m; 1 +m

}
,
r21
r22

)
Θ(r2 − r1)

]
=

rm2
rm+1
1

Mm

(
r22
r21

)
θ(r1 − r2) +

rm1
rm+1
2

Mm

(
r21
r22

)
θ(r2 − r1) (B.15)

Donde 2F1 denota la función hipergeométrica Gaussiana y Θ la función de Heaviside. Además,

por simplicidad hemos definido el término:

Mm

(
r2b
r2a

)
=

Γ
(
1
2

+m
)

√
π

2F1

({
1

2
,
1

2
+m; 1 +m

}
,
r2b
r2a

)
(B.16)

El elemento de matriz de Coulomb para un punto cuántico bidimensional se calcula como:

V k,u
i,j =

κ

lB
(2π)2δli+lj ,lk+lu

∫ ∞
0

dr1Hi,k(r1)
1

r
|lu−lj |
1

∫ r1

0
dr2Hj,u(r2)r

|lk−li|+1
2 M|lu−lj |

(
r22
r21

)
+

∫ ∞
0

dr2Hj,u(r2)
1

r
|lk−li|
2

∫ r2

0
dr1Hi,k(r1)r|lk−li|+1

1 M|lk−li|

(
r21
r22

)
(B.17)

Donde hemos definido las funciones Hu,v(r) como:

Hu,v(r) = Rnu,lu(r)Rnv ,lv(r) (B.18)
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A continuación se muestran ejemplos del cálculo numérico de algunos elementos de Coulomb,

comparados con los obtenidos en [47]:

Elemento Numérico Anaĺıtico

〈1, 63|V |2, 62〉 -0.0783315 -0.0783321

〈10, 10|V |10, 10〉 0.433749 0.433749

〈10, 1|V |10, 1〉 0.000454015 0.00045401

Pozos cuánticos (QW)

En el QW los portadores de carga tienen movimiento en el plano y confinamiento en la

dirección perpendicular debido a las interfaces con la cavidad plan. El campo magnético

externo adicionalmente genera un confinamiento parabólico en el plano de QW, por lo cual

de manera efectiva existirá confinamiento de carácter tridimensional. Las funciones de onda

para nuestro sistema fueron definidas en la sección 2, como :

ψj(r) = Cnj ,|lj |r
|lj |e

−r2

2 L|lj |nj
(r2)eiljθ cos (πz) ; −1/2 < z < 1/2 (B.19)

= Rn,l(r)ξ(z)eilθ; Cnj ,|lj | =

√
2nj!

π(nj + |lj|)!
(B.20)

Donde se ha considerado de forma expĺıcita que los electrones permancen en el estado base

del pozo cuántico en la dirección z en vista de la alta separación energética entre éste y los

estados excitados. De manera totalmente análoga al caso del QD, encontramos que:

Ci,k(q) =

∫
Rni,li(r)Rnk,lk(r)ξ2(z)eimθe−i[qr cos(θq−θ)+qzz]rdrdθdz (B.21)

Teniendo en cuenta que:

∫ ∞
−∞

ξ2(z)e−iqzzdz =

∫ 1
2

− 1
2

cos2 (πz) e−iqzzdz =
4π2 sin

(
qz
2

)
4π2qz − q3z

(B.22)
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Y ∫ ∞
−∞

ξ2(z)eiqzzdz =

∫ 1
2

− 1
2

cos2 (πz) eiqzzdz =
4π2 sin

(
qz
2

)
4π2qz − q3z

(B.23)

Entonces:

Ci,k(q) =
(2π)6 sin

(
qz
2

)
(2π)2qz − q3z

i−m(−1)meimθq
∫ ∞
0

drrRni,li(r)Rnk,lk(r)Jm(qr) (B.24)

Dj,u(q) =
(2π)6 sin

(
qz
2

)
(2π)2qz − q3z

i−m
′
eim

′θq

∫ ∞
0

drrRnj ,lj(r)Rnu,lu(r)Jm′(qr) (B.25)

Luego

V k,u
i,j = 2π(−1)mi−(m+m′)

∫
dqqdθqdqzV (q)ei(m+m′)θq

(
(2π)2 sin

(
qz
2

)
(2π)2qz − q3z

)2

∫ ∞
0

dr1r1Rni,li(r1)Rnk,lk(r1)Jm(qr1)∫ ∞
0

dr2r2Rnj ,lj(r2)Rnu,lu(r2)Jm′(qr2) (B.26)

Donde encontramos nuevamente la relación de conservación del momento angular:

∫ 2π

0

ei(m+m′)θqdθq = 2πδm,−m′ (B.27)

En coordenadas ciĺındricas la transformada de Fourier adimensional del potencial de Coulomb

es:

V (q) =
4πα

q2z + α2q2
(B.28)

Donde α = L/lB es el parámetro de escala adimensional. Insertando el resultado anterior en

la expresión (B.26), es posible llevar a cabo la integración a lo largo de qz
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αQ2

εrlB

∫ ∞
0

dqz
4πq

α2q2 + q2z

(
(2π)2 sin

(
qz
2

)
(2π)2qz − q3z

)2

=
Q2

εrlB
χα(q) (B.29)

Donde hemos definido χα(q) como:

χα(q) =
π2[20α3π2q3 + 3α5q5 + 32π4(αq + exp(−αq)− 1)]

α2((2π)2q + α2q3)2
(B.30)

Por lo tanto, la forma final del elemento de Coulomb es:

V k,u
i,j =

Q2

εrlB
2πδli+lj ,lk+lu

∫ ∞
0

dqχα(q)

∫ ∞
0

dr1r1Rni,li(r1)Rnk,lk(r1)J|li−lk|(qr1)∫ ∞
0

dr2r2Rnj ,lj(r2)Rnu,lu(r2)J|lj−lu|(qr2)

o en forma más compacta:

V k,u
i,j =

Q2

εrlB
2πδli+lj ,lk+lu

∫ ∞
0

χα(q)λi,k(q)ηj,u(q)dq (B.31)

Donde :

λi,k(q) =

∫ ∞
0

dr1r1Rni,li(r1)Rnk,lk(r1)J|li−lk|(qr1) (B.32)

ηj,u(q) =

∫ ∞
0

dr2r2Rnj ,lj(r2)Rnu,lu(r2)J|lj−lu|(qr2) (B.33)

Para comprobar nuestro resultado, evaluamos el elemento de matriz de Coulomb en el ĺımite

bidimensional, esto es α = 0. Teniendo en cuenta que:

ĺım
α→0

χα(q) = π2 (B.34)

Entonces el correspondiente elemento de matriz de Coulomb es:
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V k,u
i,j =

Q2

εrlB
2π2δli+lj ,lk+lu

∫ ∞
0

dq

∫ ∞
0

dr1r1Rni,li(r1)Rnk,lk(r1)J|li−lk|(qr1)∫ ∞
0

dr2r2Rnj ,lj(r2)Rnu,lu(r2)J|lj−lu|(qr2)

Este resultado coincide con el elemento de matriz de Coulomb del punto cuántico bidimen-

sional [45].
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