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Resumen y Abstract IX

Resumen

Pruebas diagnosticas aplicadas a estudiantes de primer semestre en el Politécnico
Grancolombiano, Institucion Universitaria, arrojan resultados poco alentadores respecto
de nociones de dominio variacional, en particular, se aprecian serios inconvenientes en la
comprension del concepto de funcion, que es de suma importancia en diversas areas del
conocimiento que requieren de su aplicacion. Mediante este trabajo se hace una
propuesta did4ctica alternativa con el propésito de generar un ambiente propicio para la
comprension del concepto de funcién a través de la modelacion de situaciones reales,
con base en las caracteristicas y cualidades de los fendmenos, usando funciones
elementales y consecuente con el desarrollo historico y epistemoldgico. Con el fin de
tener una visibn mas amplia acerca de las distintas definiciones, se hace una revision
pausada del desarrollo de la nocién de funcion desde Euler hasta la teoria de conjuntos.

Palabras claves: cantidad, dependencia, funcion, modelacion, variable.

Abstract

Entry test applied to first semester students at Institucion Universitaria Politécnico
Grancololombiano, show that pupils struggle with the variations of domain notions
specially there can be noticed serious issues in the understanding of the concept of
function, which is applied in different areas of the knowledge, and therefore, relevant.
This paper presents an alternative didactic proposal which pretend to generate a proper
environment to promote the understanding of the concept of function by modeling real
solutions, based on the features of the phenomenon, using basic functions taking into
account the epistemological and historical development. In order to obtain a wider
perspective about the different definitions, a detailed review of the concept of function is
presented, from Euler to the Set Theory.

Keywords: amount, dependence, function, modeling, variable.
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Introduccion

La nocidn de funcion, catalogada como la mas importante herramienta en el desarrollo
del analisis matematico, se contempla hoy en dia como tema de estudio en todos los
programas de mateméaticas de primeros semestres a nivel superior, por ser fundamental
en diversas areas del conocimiento que requieren de su aplicacién, no s6lo como lectura
e interpretacion de graficos, sino porque se hace necesario determinar aproximaciones
sobre como varian ciertas magnitudes que dependen de otras.

A pesar de ser un tema de gran importancia, investigaciones referentes al aprendizaje de
funciones demuestran que los estudiantes presentan serias dificultades en su
compresion. Una de las causas del problema, esta relacionada en gran medida con la
ausencia del potencial modelizador de la nocidn de funcion, el excesivo hincapié en el
registro algebraico, la falta de articulacién entre registros, el oscurecimiento de los
elementos fundamentales de variabilidad y dependencia, y el trabajo descontextualizado,
tan frecuente en matematica (Rey, 2009). Las falencias usualmente se centran en la
misma forma de concebir la definicion, en sus diversas representaciones Yy en la
traduccién de una a otra. Otras investigaciones acerca de concepciones de los docentes
sobre ensefianza aprendizaje del tema, concluyen que los enfoques dados en ocasiones
no son los apropiados; generalmente se ensefia a partir de abstracciones y métodos
formales, con insistencia en lo algoritmico, desconociendo las primeras definiciones
dadas a través de la historia que tienen su origen en las nociones de variabilidad y
dependencia (Ruiz, 1998).

Teniendo en cuenta los antecedentes en mencion; a través de este trabajo se estructura
una propuesta did4ctica alternativa, no sin antes incursionar en la génesis del concepto
tratado en los dominios histérico y epistemoldgico.

En la antigliedad, los matematicos babil6nicos, intuitivamente ya manejaban la nocion de
funcién, aspecto que se aprecia en los estudios concretos de astronomia, cuando
recurrian a tablas de datos, interpolaciones y extrapolaciones en busqueda de
regularidades y proporciones. Los matematicos griegos manejaron también la nocion de
funcién a través de las proporciones que permitian comparar variables de la misma
naturaleza, luego el acercamiento de las matematicas a las ciencias naturales, permitio
relacionar cantidades variables a través de graficos en cuyas formas se observaba el
comportamiento de la variable dependiente. En el siglo XVIl, Descartes y Fermat
establecen conexiones entre la geometria y el &lgebra, dando los primeros pasos hacia
la geometria analitica, en la que se explicita la relacion de dependencia entre dos
cantidades variables y la nocion de funcidn se asocia a una curva que representa la
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trayectoria de puntos en movimiento. Euler, se encarga luego en el siglo XVIII de estudiar
la funcion como expresion analitica, aparece la nocion de funcién no continua, y Leibniz
emplea por primera vez la notacion “fx” para referirse a una funcion. Mas adelante,
Lagrange amplia la nocién de funcion al calculo, predominando el enfoque formal, en el
gue se entiende una funcibn como una combinacion de operaciones. A partir del
problema de la cuerda vibrante, Euler se ve en la necesidad de ampliar la nocion de
funcibn como una correspondencia arbitraria y finalmente; culminando el siglo XIX y
principios del siglo XX, se llega a la nocion de funcion como terna, trabajada desde la
teoria de conjuntos, de caracter meramente formal y matematico, alejada de las nociones
de variabilidad y dependencia y de problemas de fendmenos reales.

En este recorrido, también salen a la luz algunos obstaculos que retrasaron su evolucion
y se exponen los elementos y nociones que permitieron fortalecerlo, entre otros, el
concepto de cantidad abstracta o universal, inmerso en el marco disciplinar que evoca el
desarrollo de la nocion de funcion desde Euler hasta la teoria de conjuntos, teniendo en
cuenta los aportes previos de Descartes, Fermat, Newton y Leibniz.

Sin duda alguna, la mayor contribucion en la evolucién de la nocién de funcién se le
debe a las nociones de variabilidad y dependencia, elementos que permitieron a los
matematicos introducir en la matematica la cuantificacion de la causalidad, asi como la
estimacion de su efecto y el cambio de comportamiento de una magnitud en el tiempo.
Sin embargo, los textos y actividades escolares, sélo se remiten al concepto matematico
del dltimo siglo, desconociendo su génesis y evolucion.

Esta manera de introducir el estudio de las funciones actualmente, como una
correspondencia, desde un enfoque conjuntista, de acuerdo con los resultados que
arrojan las investigaciones consultadas (Ruiz, 1998; Rey, 2009; Mesa, 2007), no han
mostrado efectividad en el proceso de comprensién y apropiacién del concepto. En
muchas ocasiones se reduce a una férmula, sobre la cual se halla el dominio (sin
significado para el estudiante) y algunos elementos, concluyendo en una gréafica u otro
tipo de representacion o aplicaciébn. Se repiten unos cuantos ejemplos de forma
algoritmica lo cual conduce a ocultar el caracter modelador esencial en la solucién de
problemas de fenomenos reales.

Se presenta entonces una propuesta didactica, a partir de la interpretacién de la funcién
como modelo, que se usa como alternativa, para explicar, verificar o predecir situaciones
reales cercanas a la cotidianidad o fenbmenos de estudio propios de otras ciencias;
consecuente con el desarrollo histérico, teniendo en cuenta que la idea de funcién nace
precisamente del estudio de fendbmenos de cambio. Se proponen cinco talleres, para que
sean desarrollados por los estudiantes de primer semestre y con los que se pretende
generar un ambiente propicio para comprender el concepto de funcién, que permita
conocer y manipular los lenguajes de representacion (descripcion verbal, tabulacién,
gréafica, ecuacioén), pasar de uno a otro, y que conduzca posteriormente a distinguir las
caracteristicas de los modelos elementales de las funciones.

Con este trabajo se espera una vision mas amplia de las definiciones de funcién, no sélo
como correspondencia sino como dependencia entre variables.



1. Capitulo 1. Aspectos relevantes en la
historia de la génesis del concepto de
funcién

En la época antigua, civilizaciones de Egipto, Mesopotamia, China e India comienzan a
desarrollar implicitamente la nocién de funcion, esta se aprecia en la accién de contar
como una correspondencia entre un conjunto dado de objetos y una secuencia de
numerales.

Los babilonios (2.000 a.C-500a.C) quienes desarrollaron cosas importantes, en su intento
de perfeccionar el calendario, estudiaron los movimientos del sol, hicieron observaciones
directas de fenébmenos y establecieron relaciones aritméticas que les permitieron hacer
predicciones. Prueba de estos trabajos quedaron consignados en las tablillas
cuneiformes encontradas por arqueélogos, como la que se ilustra en la Figura 1-1

Figura 1-1: tablilla cuneiforme que muestra registro de observaciones de los babilonios.

blogeducativojoaquin.blogspot.cCOM

En este sentido se puede afirmar que en la antigiiedad se hicieron estudios sobre casos
concretos, relativos a la astronomia sin limitarse a la simple tabulacion de datos
empiricos, emplearon interpolaciones y extrapolaciones en busqueda de regularidades y
proporciones pero sin evidencia de algun tipo de generalizacion.

Mas tarde (500 a.C.-500 d.C.) durante la época de la cultura helénica, el esfuerzo por
solucionar problemas que no se podian resolver con regla y compéas, a saber, la
cuadratura del circulo (Anaxagoras), la duplicacién del cubo (Menecmo), genero la
creacion de diferentes curvas.
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Los griegos también estudiaron problemas que tenian implicita la nocién de funcion,
establecieron relaciones entre magnitudes geométricas variables, de la misma
naturaleza; es decir relacionaban areas con &reas, volumenes con volimenes, longitudes
con longitudes; con éstas hicieron calculos, hallaron centros de gravedad, desarrollaron
tablas de senos similares a las actuales y compilaron tablas de cuerdas de un circulo,
registrando la longitud de las cuerdas en funcion del angulo central correspondiente,
trabajos que se consideran como el comienzo de la trigonometria.

En la edad Media, la evolucion de la nocion de funcién se asocia al estudio del cambio,
en particular del movimiento (fendbmenos naturales como calor, luz, color, densidad,
distancia, velocidad). Surgen interrogantes acerca del ¢por qué? de los fendmenos
naturales conduciendo a que las ideas se desarrollen alrededor de cantidades variables
independientes y dependientes, sin llegar a concretar formulas. La nocion implicita de
funcion se refleja en la descripcion verbal de propiedades especificas o mediante la
representacion gréfica.

Los fundamentos filoséficos los buscan en las ideas de Aristoteles y Platon. Estos dos
filbsofos buscaban la causa de los cambios cualitativos del movimiento. Pero, mientras
gue para Platon las matematicas podian servir para definir la causa, para Aristoteles,
fisica y matematicas eran bien distintas, las matematicas eran la ciencia de la cantidad
abstracta, y las causas del cambio, segun él habia que buscarlas en las cosas
materiales. La historia nos va a mostrar que es unificando, fundiendo las dos
concepciones, como se van a poner las bases de la nocién de funcion. ( René de Cotret,
1985, p.58) (Ruiz, 1998)

En el siglo XIV, a Nicolas Oresme (1323-1382), se le atribuyen las primeras
representaciones geométricas de las cosas que varian, las cuales consiguio trasladando
al plano lo que hasta entonces habian hecho los geodgrafos sobre la esfera y
manteniendo los nombres de longitud y latitud, andlogamente llamadas en la actualidad
abscisa y ordenada respectivamente. Su objetivo era representar por una figura las
intensidades de una cualidad que depende de otra. Aqui es importante anotar que similar
al pensamiento griego, para Oresme la nocion de ndmero y de magnitud fueron
diferentes, la primera la asociaba al conjunto de unidades mientras que la segunda se
referia a lo medible. “Toda cosa medible, excepto los niUmeros, se puede imaginar como
una forma de cantidad continua”, afirmé Oresme.

En la forma de una figura, se esperaba observar el cambio de una cualidad, para ello,
inicialmente la extension del objeto la representé mediante un segmento horizontal y en
forma vertical segmentos que indicaban la intensidad de la cualidad en un punto
determinado y para representar el movimiento de un cuerpo como una unidad (todas sus
partes tienen la misma velocidad, pero su velocidad varia con el tiempo), horizontalmente
representd la duracion del movimiento y con segmentos verticales las velocidades
puntuales. En esta direccion, Oresme considera tres tipos de figuras ( D’hombres, 1987):

a. Uniformemente Uniformes. La figura que se obtiene es un rectdngulo, y se genera
cuando la velocidad es constante debido a que las intensidades son iguales,
indistintamente al tiempo que se tome. Figura 1.2 (a)

b. Uniformemente deformes. La figura que se obtiene es un triAngulo o un trapecio,
depende de la intensidad inicial de la cualidad. EI movimiento es uniformemente
acelerado, las lineas verticales crecen de manera uniforme. Figura 1.2 (b)
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c. Deformemente deformes. Movimiento de aceleracién y velocidad no uniforme, la figura
puede ser un semicirculo o una forma irregular. Figura 1.2 (c)

Figura 1-2: Representacion de la intensidad de una cualidad, segin Oresme (adaptacion.

Ruiz, 1998).

() (b) ()

Oresme no grafica curvas en un sistema de coordenadas, pero su obra se constituyd en
un paso importante para la invencion de la geometria analitica y en la introduccién del
movimiento en la geometria, aspecto no considerado en la matemética griega.

En los siglos XV y XVI predominé el desarrollo y perfeccionamiento del simbolismo
algebraico y la formacion de la trigopnometria como una rama independiente, aspectos
gue abonan el terreno para la simbolizacién futura de una funcién y el estudio de
funciones trigonométricas respectivamente.

En 1461, Miller (1436-1476), hizo diversas tablas de funciones trigonométricas, entre
ellas las que en el siglo XVIlI se denominarian tangente y cotangente. Galileo (1564-
1642) a diferencia de Oresme, empled la experimentacion ayudandose de instrumentos
de medida e incorporé el lenguaje de la teoria de las proporciones en su forma
homogénea, introdujo lo cuantitativo en las representaciones graficas donde antes solo
tenia cabida la forma cualitativa y, expreso las leyes, dando un sentido de variacién
directa o indirectamente proporcional. Los graficos de Galileo proceden de la experiencia
y de la medida. Las relaciones de causa efecto estan expresadas de forma cuantitativa
verificable (Ruiz, 1998).

A finales del siglo XVI, los trabajos de Chuquet con progresiones, condujeron a la
definicion de logaritmo lo cual contribuyé en la gestacién de la idea de funcién como
correspondencia entre la variable independiente y dependiente. Neper en cambio acudio
a la comparacién de movimientos para llegar a los logaritmos, dejando entrever el sentido
de la continuidad y una estrecha relacion entre nUmero y magnitud.

Otros trabajos que contribuyeron fuertemente al desarrollo del concepto de funcién
fueron: la extension del concepto de nimero al de nameros reales (Bombelli, Stifel),
puesto que para esa época ya eran aceptados como numeros los reales y los complejos;
la creacién del algebra simbdlica (Vieta, Descartes) propone el uso de letras para
representar las variables y el uso del algebra para tratar la igualdad y la proporcién entre
magnitudes, proceso de varios siglos que inicia con el algebra retérica (2000 a.C.- 1600
a.C.) donde los problemas se plantean en un lenguaje natural, seguido histéricamente
por el algebra sincopada en el que los textos siguen escritos en vernaculo pero se
emplean abreviaturas para algunos términos (Diofanto, siglo 1), también fueron
importantes los estudios del movimiento (Kepler, Galileo) del que ya se hizo mencion y la
union entre el algebra y la geometria ( Fermat, Descartes).
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Vieta escribe las magnitudes conocidas como consonantes B, D, etc. y las magnitudes
desconocidas como vocales A, E, etc. Descartes en cambio, usa las Ultimas letras del
alfabeto para las incognitas y las primeras para los coeficientes, de la misma manera
como las usamos actualmente.

Descartes usa el calculo de segmentos a cambio del algebra de magnitudes que usa
Vieta, dentro de sus grandes aportes esta el haber reducido areas y volumenes al
manejo de segmentos, la suma de dos segmentos es otro segmento, el producto de dos
segmentos es otro segmento, la division de dos segmentos es otro segmento. El es el
primero en utilizar x? y x3 para multiplicar longitud por longitud igual a longitud,
expresiones basicas en el algebra. Descartes y Fermat estudiaron respectivamente,
ecuaciones a través del significado de las curvas y el comportamiento de estas y sus
propiedades definidas por ecuaciones. La geometria analitica dio origen a una gama de
nuevas curvas en contraste con la escasez de curvas conocidas por los gedmetras
griegos, ahora una nueva curva se originaba por el simple hecho de obtener una nueva
ecuacion. En cuanto al método cartesiano, Descartes no habla de ejes, ni de abscisas, ni
de ordenada. Para la representacion de las curvas, escoge una recta, en posicion
horizontal, sefiala en ella un punto fijo; luego toma puntos en la curva, y a cada punto
asocia otro en la linea horizontal, analiza como cambia la distancia entre los puntos
correspondientes respecto a un punto fijo O. De esta manera la posicién de los puntos de
la curva quedaba especificada por los nimeros de las longitudes de los dos segmentos
determinados, tal como se muestra en la figura 1-3.

Figura 1-3: Correspondencia entre una ecuacion f(x,y) = 0 y los puntos (x,y) relativos a
dos ejes fijos perpendiculares que satisfacen la ecuacion® (Hernandez, 2002).

fx, =0

-

Descartes quien buscaba darle sentido al algebra por medio de la geometria fue quien
desarrollé la idea de introducir una funcién en forma analitica, fue el primero que puso en
claro que una ecuacion en x e y es una forma de mostrar una dependencia entre
cantidades variables, de modo que los valores de una de ellas pudiera calcularse a partir
de los correspondientes valores en la otra variable. Clasifica las curvas en “mecanicas” y
“‘geométricas”, dentro de las primeras estan la espiral y la cuadratriz y dentro de las

! Tanto para Fermat como para Descartes, las dos cantidades desconocidas en una ecuacion
eran segmentos lineales mas que ndmeros.
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segundas estan aquellas que pueden expresarse mediante una ecuacion algebraica, de
grado mixto, en x, €, y (concoide, cisoide). Ademas clasificé las curvas algebraicas segun
sus grados.

La clasificacion antes mencionada dio lugar a que Gregory realizara la distincion entre
funciones “algebraicas” y “trascendentes”. Este matematico del siglo XVII, defini6
“funcion” como:

Una cantidad que se obtiene de otras cantidades mediante una sucesion de operaciones
algebraicas o mediante cualquier otra operacién imaginable

El primer matematico en utilizar la palabra funciéon en 1692 fue Leibniz ( 1646-1716), con
esta palabra se refirié a cualquier cantidad que varia de un punto a otro de una curva, tal
como la longitud de la tangente, de la normal, de la subtangente y de la ordenada.
También introdujo las palabras, constante, variable, coordenadas y parametro en
términos de un segmento (nombres utilizados actualmente)

Tanto Leibniz como Newton contribuyeron fuertemente al desarrollo del concepto de
funcién. De Newton son conocidos sus tratados sobre fluxiones y sobre series infinitas.
En el primero concibe las cantidades matematicas como el movimiento continuo de un
punto que traza una curva, cada una de estas cantidades que aparece (variable) es un
fluente y su velocidad es una “fluxién”. La idea de funcidn era muy restringida, se reducia
a funciones analiticas inicialmente con base en lo que se podia expresar mediante una
ecuacion algebraica y posteriormente las desarrollables en serie de potencias.

En el siglo XVIII, Euler define constante y cantidad variable y precisa la definicion de
funcién como una expresion analitica. Se enfrenta entonces al problema de que si a toda
funcién le corresponde una curva también toda linea curva deberia representarse por una
funcion, en consecuencia, admite como funciones a las llamadas curvas mecanicas.
Distingue luego funciones “continuas”, no en el mismo concepto actual, se refiere a
aquellas que se representan por solo una ecuacion, y llama “discontinuas” a las curvas
mecanicas.

En este momento histérico, se continlan generando problemas que conectan la fisica y
la matemética y es de gran relevancia el problema de la cuerda vibrante [dada una
cuerda elastica con extremos fijos se la deforma de alguna manera inicial y se suelta
para que vibre], que consiste en determinar la funcién que describe la forma de la cuerda
en cada instante. El problema origina controversia entre Dalambert y Euler centrando la
discusion alrededor del significado de funcién. Dalambert entendia la funcién como
cualquier expresion analitica mientras que Euler la entendia como cualquier curva. Esta
discusion hace que el concepto de funcién evolucione y se cree una nocién mas general.

En el siglo XIX, después de los ultimos trabajos de Euler referentes a funciones
arbitrarias, Fourier hace grandes aportes acerca de series trigopnométricas, que seran
seguidos con trabajos acerca de numeros reales de Cauchy, Dedekin, Lobachevsky,
Riemman y Dirichlet, entre otros.

En cuanto a la representacion, para simbolizar la funcién se emplea la expresion f(x) o y.
En las representaciones graficas se emplean los ejes cartesianos, y aparecen los
diagramas de Venn con fines didacticos.
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Dirichlet (1805-1859) fue el primero en considerar la nocion de funcibn como una
“correspondencia arbitraria” y restringié explicitamente a un intervalo, el dominio de una
funcion. A partir de los trabajos de Dirichlet, el concepto de funcién adquiere un
significado independiente del concepto de expresion analitica.

A finales del siglo XIX y primeras décadas del siglo XX aparece la estructuracion
sistematica y logica de la teoria de conjuntos y se toma como base y fundamento de toda
la matematica.

La definicién de funcion sigue evolucionado a través de la historia, con los desarrollos en
el campo del analisis, algebra abstracta y de la topologia. En 1939 el grupo Bourbaki
formulé la definicion de funcion como un subconjunto especial de un producto cartesiano,
considerada con frecuencia en la ensefianza de funciones hoy en dia.



2. Capitulo 2. Desarrollo epistemologico

Al incursionar en el desarrollo histérico y epistemoldgico de la nocién de funcién se
logran identificar distintas etapas en su evolucion, de las que surge informacién relevante
para comprender no sélo las dificultades que tienen los estudiantes, sino para sugerir
metodologias alternativas a las usuales en las que se aborda la nocion desde las ultimas
concepciones. En este recorrido se destacan distintos estadios que han fortalecido su
evolucion y otros que se han considerado resistentes a su evolucion y generalizacion y
por tanto, pueden describirse como obstaculos epistemolégicos (Ruiz, 1998). También es
importante resaltar que en el mismo sentido en que evoluciona el concepto de funcién, se
aprecian cambios en su forma de representacion.

2.1 Andlisis Epistemologico del Concepto de Funcion

Luisa Ruiz (1998), asocia a la evolucion histérica de la nocion de funcién, siete
concepciones fruto de las problematicas abordadas en los distintos periodos historicos,
las invariantes® usuales y las distintas representaciones simbdlicas usadas:

2.1.1 Identificacion de regularidades

Desde la época prehelénica y durante varios siglos, se han asumido situaciones ligadas a
los fendbmenos naturales en cuyos estudios se incorporan magnitudes fisicas que
cambian. Se usan tablas para registrar medidas de cantidades, sobre las que se
consiguen relaciones entre cantidades de magnitudes variables, que permiten identificar
regularidades en fendbmenos sujetos al cambio

La invariante que se asocia a la caracterizacion de esta concepcion es el establecimiento
de regularidades entre las relaciones de causa y efecto.

2.1.2 Razbn o proporcion

Desde la matemética Helénica, hasta los mateméaticos como Oresme y Galileo, las
proporciones se emplearon para establecer relaciones entre magnitudes variables del
mismo tipo, pero posteriormente con la introduccion de igualdades en el algebra nace la
posibilidad de formular una relacion de dependencia entre variables. Se asocian

! En este contexto invariante se refiere a las concepciones que se mantienen durante un periodo
es decir no varian.
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situaciones relacionadas con magnitudes fisicas, en particular en el campo de la
geometria y la astronomia.

Las invariantes que caracterizan esta concepciébn son las relaciones de
conmensurabilidad entre magnitudes homogéneas.

2.1.3 Gréfica (vision sintética)

Debido a que en el siglo XIV, no se disponia aun de un continuo numérico para
representar el movimiento, Oresme utiliza la continuidad de los segmentos para
representar los cambios de la intensidad de magnitudes cualitativas y asi poderlos
describir, comparar y analizar la dependencia.

Las invariantes asociadas a esta concepcion son la proporcionalidad entre magnitudes y
la relacion de dependencia cualitativa representada por medio de una figura que describe
la cantidad de una determinada cualidad en relacién con otra de la cual depende. Ver
Figura 1-2.

2.1.4 Curva (analitico-geométrica)

Esta concepcion se da en situaciones que conectan problemas de la geometria y el
algebra (s.XVIIl). Descartes estudia las ecuaciones a través del significado de la curva,
mientras que Fermat estudia el comportamiento de estas y sus propiedades definidas por
ecuaciones. Nace la geometria analitica y con ella una amplia gama de nuevas curvas.
Se gesta la nocién de dependencia entre dos cantidades variables.

En cuanto al método cartesiano, Descartes no habla de ejes, ni de abscisas, ni de
ordenada. Para la representacion de las curvas, escoge una recta en posicion horizontal,
sefiala en ella un punto fijo O; luego toma puntos en la curva y a cada uno de estos
puntos asocia otro en la linea horizontal y analiza co6mo cambia la distancia entre los
puntos correspondientes respecto al punto fijo O. De esta manera, la posicion de los
puntos de la curva quedaba especificada por los nimeros de las longitudes de los dos
segmentos determinados.

Invariantes: Cuando una ecuacion contiene dos cantidades desconocidas, hay un lugar
correspondiente, y el punto extremo de una de estas cantidades describe una linea recta
o una linea curva (Descartes). Ver figura 1-3.

2.1.5 Expresion analitica

Descartes reduce areas y volimenes al manejo de segmentos obteniendo expresiones
bésicas del algebra, mas tarde Euler habla de expresion analitica, y Lagrange la ampliara
a toda expresion del calculo. Esta concepcién se da en situaciones meramente
matematicas asi como en situaciones externas a las matematicas como por ejemplo en
problemas de astronomia y fisica relacionadas con el estudio del movimiento curvilineo y
las fuerzas que lo afectan, este estudio continla con los trabajos mecanicistas y
geométricos de Newton y Leibniz (s. XVII) en los inicios del calculo infinitesimal y
contindia con los trabajos de Bernoulli, Lagrange y Euler ( s.XVII-XVIII).
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Representacion analitica (Leibniz, 1673):  f x=a, +a,x+a,X* + a,x> +...+a, X" +...

Invariantes: se identifican las cantidades variables con las expresiones analiticas: “una
funcién de una cantidad es una expresion analitica compuesta de cualquier manera que
sea, de esta cantidad y de numeros o cantidades constantes™

2.1.6 Correspondencia arbitraria: aplicacion

La discusion del problema de la cuerda vibrante (s. XIX) crea la necesidad de una nocién
mas general del concepto de funcion. Dirichlet (1805- 1859 ) fue el primero en considerar
la nocion de funcion como una “correspondencia arbitraria” y restringié explicitamente a
un intervalo, el dominio de una funcion. A partir de los trabajos de Dirichlet, el concepto
de funcion adquiere un significado independiente del concepto de expresién analitica.

En cuanto a la representacion, para simbolizar la funcién se emplea la expresion f(x) o y.
En las representaciones graficas se emplean los ejes cartesianos, y aparecen los
diagramas de Venn con fines didacticos.

Invariantes: Se llega a la nocién de correspondencia arbitraria: Si una variable y esta
relacionada con otra variable x, de tal manera que siempre que se atribuya un valor
numérico a x hay una regla segun la cual queda determinado un Unico valor de vy,
entonces se dice que y es una funcién de la variable independiente x.

2.1.7 Funcion como terna

En las primeras décadas del siglo XX, se llega a la determinacién de una funcién como
terna. Se llama funcién a la terna f = (A, B, G), en donde A, B, G son conjuntos que
verifican las condiciones siguientes:

i) G es un subconjunto del producto cartesiano X xY

ii) Para todo xen X existe un y,soloun yen Y, tal que (x,y) estaen G.

La nocion en mencidn se considera en cualquier dominio cientifico. En la representacion
se siguen empleando los ejes cartesianos y la notacion empleada es:

f= (A,B,G) es una funcion < G AxBAVxe A, Iye B tal que (x,y) € G.
(x,y), (x,z)eG:>y=z

Invariantes: La definicion y notacion en mencién.

% Permanece aun la idea de asignar la variacion a las “cantidades”. EI cambio de la ley analitica o
la existencia de leyes diferentes sobre dos intervalos o méas de su dominio, para Euler y sus
contemporaneos, determina una funcién, no continua que llamarian mixta (Ruiz, 1998)
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2.2 Obstaculos

Dentro de los obstaculos que se consideran de mayor incidencia en el desarrollo del
concepto de funcién estan:

2.2.1 Proporciones homogéneas

Los griegos consideraban el cambio y el movimiento como algo externo a las
matematicas y las proporciones solamente fueron empleadas para relacionar magnitudes
fisicas y del mismo tipo, con las que ataban el concepto de variabilidad. La igualdad
entonces, no tuvo cabida en estas razones, puesto que no estaban inmersas en la
matematica, concepcion que no permitié evidenciar la dependencia entre variables y se
extendi6 hasta la época de Oresme, Newton y Leibniz.

2.2.2 Disociacion entre magnitudes y niumeros

En el pensamiento griego los numeros eran objetos discretos mientras que las
magnitudes eran continuas. Este aspecto condujo a que las leyes fisicas no fueran vistas
como leyes matematicas. La dificultad se supera en el siglo XIX, cuando se extienden los
conjuntos numéricos al de numeros reales y se asocia a cualquier cantidad de una
magnitud una medida humérica.

2.2.3 Concepcion geométrica de las variables

El algebra geométrica que construyeron los griegos, en la que la suma y resta de
segmentos correspondia a otro segmento, la multiplicacion de dos segmentos x, y a un
rectangulo de lados x, y; el producto de tres segmentos a un paralelepipedo y la division
de dos segmentos sélo tenia sentido cuando la dimensién del dividendo era mayor a la
dimensién del divisor, se asume como un obstaculo hasta que Descartes y Fermat, tal
como se menciona en la resefia histérica, dan un giro, al considerar todas las
operaciones entre segmentos como otro segmento y de manera implicita se puede
establecer una relacion entre segmentos y numeros reales, lo que hace que el concepto
de variable adquiera otro significado.

2.2.4 Concepcion algebraica

En el siglo XVIII se llega a tener la idea de que las relaciones esenciales son aquellas
gue se describen por medio de expresiones algebraicas y ecuaciones. La definicion de
funcién de una cantidad variable como una expresion analitica compuesta de alguna
manera por esa cantidad variable y nimeros o cantidades constantes deja entrever una
clara dependencia entre expresion analitica y funcion, aspecto que se constituye en un
obstaculo puesto que las llamadas curvas mecanicas no se pueden tratar bajo este
andlisis, desvinculando las matematicas de la fisica. Poco después, Newton descubrio el
desarrollo de funciones en series infinitas de potencias, reduciendo significativamente las
restricciones de Descartes y posibilitando la representacion analitica de la mayoria de las
funciones estudiadas en esa época.
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Mas adelante el desarrollo de los niUmeros reales y la teoria de conjuntos eliminan esta
dificultad.

2.2.5 Concepcion mecéanica de una curva

Para Galileo, Torricelli, Roberbal o Newton, las curvas eran consideradas como
trayectoria de puntos en movimiento, lo cual significa que al concepto de funcién se le
asociaba a la nocion de curva y no se consideraba como un conjunto de puntos que
satisfacen las condiciones de una relacién funcional.






3. Capitulo 3. La nocion de funcion desde
Euler hasta la teoria de conjuntos

3.1 Desarrollo de la nocién de funcion desde Euler

En el siglo XVII, los matematicos se centraron en el estudio de las curvas y a partir de
estas, estudiaron la relacion entre cantidades geométricas variables, las cuales estaban
estrechamente relacionadas con la longitud de los segmentos. Newton en sus trabajos
relaciona por primera vez los conceptos de funcion y de variacion a través del calculo
fluxional pero la idea de funcion surge de Leibniz cuando estudia las curvas y el
problema de tangentes a través de la geometria y del calculo. A mediados del siglo
XVIIl, Leonhard Euler llega a la generalizacion a partir de los trabajos de Descartes,
Fermat, Newton y Leibniz, e introduce el concepto de cantidad abstracta o universal
como soporte para definir la nocion de funcion, sin hacer referencia a la geometria. Euler
trata en el primer tomo de su obra Introductio in Analysin infinitorum (1748) las
cantidades variables. En el primer capitulo del tomo 1 hace referencia a las funciones en
general y en el capitulo 1 del tomo 2 a las curvas en general, temas sobre los que se
hara un recorrido por tratarse de los aspectos esenciales que generaron la evolucion del
concepto de funcién que hoy en dia se estudia en las aulas universitarias.

3.1.1 Funciones en general

Inicialmente introduce los conceptos que hoy conocemos como constante y variable,
llamando a la primera, cantidad constante y a la segunda cantidad variable las cuales
define de la siguiente manera:

Una cantidad constante es una cantidad determinada la cual conserva siempre el mismo
valor. Es decir se refiere a los nUmeros y para su representacion usa las primeras letras
del alfabeto a, b, c, etc.

Una cantidad variable es aquella que no es determinada o es universal, comprende en
ella misma todos los posibles niimeros* y de todos los tipos, es decir es un género en el
cual estadn contenidas todas las cantidades determinadas. Se representan mediante las
Ultimas letras del alfabeto X, y, z, etc.

* Cuando Euler habla de todos los posibles nimero se refiere tanto a nUmeros reales como
complejos.
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Una cantidad variable es determinada cuando algun valor definido es asignado a esta,
puede ser sustituida absolutamente por todos los nimeros, positivos y negativos, enteros
y racionales, irracionales y transcendentales sin excluir el cero y los complejos.

De la misma manera, Euler define por primera vez una funcion de una cantidad variable
como: una expresion analitica compuesta de cualquier manera que sea, de esta cantidad
y de numeros o cantidades constantes. La expresion analitica cuyas cantidades que la
componen, excepto la variable z, son constantes. Son ejemplos de funciones en z:

a+4z: az-5z°: ba®>-3z%:;2°

. .. a —az .
No son funciones: z°; 1°: ———— se asumen como cantidades constantes.
a—=Zz

Aqui es necesario resaltar que las funciones, surgen de las operaciones (adicion,
substraccion, multiplicacion, division, potencias, raices), en las que se mantienen tanto
las cantidades variables como las cantidades constantes, esa es la razon por la cual las
Gltimas expresiones mencionadas no se asumen como funciones. Esto significa que las
constantes no entran dentro del concepto de funcién para Euler y las funciones son
expresiones (no ecuaciones) que contienen una cantidad variable.

Euler también plantea que cualquier expresién analitica es una funciéon y a su vez una
funcion de una cantidad variable en si sera una cantidad variable®.

Desde las definiciones anteriores, se puede entonces afirmar que la expresion 4 —z°
es una cantidad variable, lo cual implica que puede asumir cualquier valor numérico (real
o complejo) Esto tiene sentido puesto que se obtiene un nuamero real o complejo al
asignarle a z cualquier valor numérico, aun si no pertenece al intervalo [-2, 2] para los
cuales la cantidad variable es real.

Euler divide las funciones en algebraicas y transcendentales, en las primeras estan
aquellas que surgen de una operacién algebraica incluida la solucién de una ecuacion y
surgen de un namero finito de operaciones elementales mientras que las segundas
surgen mediante un nuamero infinito de operaciones elementales.

Las funciones algebraicas las subdivide, ademas, en los tipos de funciones que se
muestran en el diagrama 3-1.

Son ejemplos de funciones no irracionales de z:

2, 2
a +z
a+4z;, az-5z°; ——
a+z

Funciones irracionales de z:

® Podria decirse gue asume la funcién como una relacién entre cantidades variables. Alin no se
maneja la idea de imagen.
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a+.a’+4z*; (az—522)y3; bva?-3z°

Diagrama 3-1: Clasificacién de las funciones segun Euler.

-

Trractonales

Explicitas

Implicitas

FUNCIONES
ALGEBRAICAS

— No uracionales

Polinonual

Involucran

raices

La féormula general de la funcién polinomio de z es:

Defuudas por la
solucion de una
ecuacion

a+bz+cz’ +dz*+ ez + f2° + ...

La funcién racional de z se expresa:

a+bz+cz*+dz> + ezt + ..

a+PBz+yz?+0z2%+ ez +...

Otro concepto que introduce Euler es el relacionado con las funciones de un valor Unico
(univaluadas) y de mudltiples valores (multivaluadas), dentro de las primeras estan las
polinbmicas vy las racionales, puesto que al asignar una cantidad determinada a la
variable z, se obtiene un Unico valor; en la segunda se refiere a aquellas que para un
valor sustituido de la variable z la funcién determina varios valores. El analisis en este

ultimo caso se hace a través de una ecuacion de la forma:

Racional
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n n-1 n-2 n-3 n—4 _

P, Q, R, S, etc., cada una corresponde a una funciéon univaluada de z. Esto significa que
Z es entonces funcién implicita de z definida por la ecuacion 3-1 y si Z es una funcién
multivaluada de z, es porque, para cada valor de z se encuentran n valores de Z, donde
n es un entero positivo. De esta manera, se puede afirmar que, una funcién multivaluada
puede considerarse como una coleccion de funciones univaluadas.

Para mayor claridad, se consideran algunos casos particulares:

i) Z sera una funcién bivaluada de z si esta determinada por la ecuacién: Z- PZ+Q =0,
siendo P y Q funciones univaluadas de z, en tal caso:

1. [1
Z=ZP+ |=P?—
A VA

Es claro que, para cada valor definido de z, se obtiene un par de valores para Z, los
cudles pueden ser ambos reales, ambos complejos o la suma de ambos es igual a P y el
producto igual a Q. Ver figura 3-3

i) Una funcién trivaluada se origina a partir de la ecuacién cubica: Z3- PZ?+ QZ -R = 0,
Donde P, Q, R son funciones univaluadas de z. Esto significa que a un valor determinado
de z le corresponden tres valores de Z, los cuales pueden ser todos reales, o, uno real y
los otros dos complejos. Ver figura 3-4

En este estudio, Euler concluye que el exponente mayor de Z indica el nUmero de valores
correspondientes a cada valor de z. Ademas, si n es un niumero impar siempre habra por
lo menos un valor real de Z y si n es un nimero impar es posible que no haya valores
reales para Z.

Dentro de las categorias antes mencionadas, se relaciona también las funciones con
exponente racional de la forma:

m

a . .
P, m,n enteros y 3 irreducible

Si n es impar las asume como una funcién de valor Gnico, pero si n es par, se considera
como una funcién de dos valores.

® Nétese que 3-1 es una ecuacion funcional dado que P,Q,R, etc., son funciones univaluadas de z.
Cada valor determinado de z da origen a una Unica funcién definida por la ecuacién en mencién.
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En el articulo 16 del capitulo 1, se infiere con claridad la presencia de la relacién entre
dos variables, con el siguiente enunciado:

Siy es una clase de funcién de z, se puede decir que z serd una funcién de y

Si y es una funcién de z, de Unico valor o mdltiples valores, se puede escribir una
ecuacion para la cual y esté definida a través de z incluyendo cantidades constantes, de
la misma ecuacion, z puede ser definida a través de vy, y cantidades constantes. Desde
gue y sea una cantidad variable, z serd igual a una expresion compuesta de esa cantidad
variable y cantidades constantes, razén por la cual z serd una funcién de y. Por ejemplo

si y esta definida a través de z por la ecuacion: y3 = ayz—bzz, y serd una funcién de
trivaluada de z, mientras que z es una funcién de dos valores de y.

En el articulo 17, del capitulo 1, afirma que si x, e, y son ambas funciones de z,
entonces, y es también funcion de x, y, x funcién de y, y funcion de z, z funcioén de y, z
funcion de x. Es evidente que con las dos ecuaciones que se deben considerar
inicialmente, se conforme un sistema de ecuaciones en la cual una contiene ay, zy la
otra x, z y que al eliminar z, se obtenga una ecuacion en términos de X,y.

En el capitulo 1, Euler también se refiere a las funciones pares e impares asi como a sus
propiedades.

3.1.2 Curvas en general

Con base en la teoria de funciones tratada en el tomo 1, Euler construye la teoria
general de curvas, iniciando con el estudio de las coordenadas; para ello, hace énfasis
en la definicion de cantidad variable, considerada en general como una magnitud, que
en consecuencia contiene todas las cantidades determinadas, en forma similar hace
referencia a la forma de representacién geométrica. Considera la linea recta RS de
longitud indefinida (llamada eje o directriz), la cual se puede cortar en un namero
indeterminado de magnitudes, asociada intuitivamente a la cantidad variable. En primer
lugar, elige un punto A® en la linea RS y asocia a una cantidad determinada un intervalo
de esa magnitud cuyo punto inicial es este punto. De esta manera, una porcion de la
linea AP representa el valor determinado contenido en la cantidad variable. Ver figura 3-1

Figura 3-1: Representacion de abscisas segun Euler (traduccién 1990)

E’ Vs
n P j\ P s

" Euler, en su obra Introduction to Analysis of the Infinite, escrita en dos tomos, divide el texto en
capitulos y cada capitulo en articulos.
® Desde el punto A son medidos los valores de x, se llama origen de las abscisas
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a. Abscisa

Si X es una cantidad variable representada por la linea RS entonces un valor
determinado real de x puede ser representado por un intervalo de la linea RS. En
particular, si P es igual a A, el intervalo AP es vacio y representa el valor x=0.

El intervalo AP es llamado la abscisa, es decir las abscisas representan los valores
determinados de x.

b. Representacién de valores positivos y negativos

Si la linea recta se extiende indefinidamente en direccidn opuesta desde el punto A, los
valores negativos y positivos de x pueden ser representados. Los valores positivos se
representan con cortes de intervalos a la derecha del punto A y los valores negativos con
cortes de intervalos a la izquierda de A, ademas entre mas lejos este el punto P a
derecha de A, x sera mayor, representado por el intervalo AP, mientras que entre mas
lejano esté el punto P a la izquierda de A el valor de x ser& mucho més reducido. Si P es
idéntico a A, el valor de x es cero. Esa es la razon por la cual si P es movido a la
izquierda, los valores de x serdn menores que cero, es decir negativos, y los intervalos
AP que se cortan a la izquierda de A representan valores negativos de x y los intervalos
AP a la derecha de A son asignados por valores positivos. La direccion para representar
los valores positivos de x es arbitraria, pero independiente de la direccion elegida, la
direccion opuesta representara los valores negativos de X.

c. Representacion de una funcién de x (ordenada)

Si la linea recta indefinida representa la variable x, una funcion de x también puede
representarse. Sea y una funcién de x, por lo tanto y toma un valor determinado cuando
se le asigna a x un valor determinado. Recuérdese que a un valor determinado de x le
corresponde en la linea recta RAS un intervalo AP y una perpendicular PM, el intervalo
PM corresponde al valor de y (ordenada). Si el valor de y es positivo, entonces PM se
representara por encima de la linea RAS vy si es negativo el intervalo se representara por
debajo de esta linea. Ver figura 3-2.

Figura 3-2: Representacion de ordenadas segun Euler (traduccién 1990)

B~  \M
R Vad A | ] P
/E A P D\
g o
/ .
— \

Para todos los valores determinados de x sobre la linea RS, se podr4 trazar una
perpendicular PM que corresponde al valor de y. La forma de la funcion recta o curva
depende entonces de la unién de todos los puntos extremos de esas perpendiculares. De
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otra manera, para cada punto P, la perpendicular PM es determinada y el punto M esta
sobre la curva, cada punto de la curva se obtiene de esta manera y si un punto no esta
en la curva, es porque no esté definido por la funciéon. Para cada punto de la curva hay
un punto en la linea RS.

En el articulo 8, Euler dice que aunque diferentes curvas pueden ser descritas
mecanicamente como un movimiento continuo de un punto que “presenta a los ojos la
curva en su conjunto”, es mejor considerarla a partir de una funcién pues es mas apto el
tratamiento analitico y se adapta mas al célculo.

En el articulo 14, similar al pensamiento de Descartes, afirma que la naturaleza de una
curva es expresada por una ecuacion en dos variables x, y de los cuales x denota la
abscisa sobre el eje que tiene como origen el punto A, e, y es el ordinal perpendicular al
eje’. Las abscisas y las ordenadas en su conjunto son llamadas coordenadas
ortogonales.

En general, reduce el tratamiento de las curvas al de funciones. Divide las curvas entre
algebraicas y transcendentales. La curva la llama algebraica si la naturaleza de la curva
se puede expresar por una ecuacion algebraica en las coordenadas (también se suele
llamar geométrica) y la curva la denomina transcendental si su haturaleza es expresada
por una ecuacién transcendental en X, y 0 en una ecuacion en la cual y es igual a una
funcién transcendental de x. Esta es la principal divisién de las funciones continuas.

d. Tipos de curvas

= Continuas. Distinto al concepto que se tiene hoy en dia, Euler hacia referencia a este
tipo de curvas como aquellas que pueden ser expresadas como una sola funcion de
X.

= Discontinuas o mixtas. Son aquellas que requieren de varias partes, diferentes
funciones de x son requeridas en la expresion, se conforma de varias partes
continuas.

e. Funciones univaluadas y multivaluadas

Iniciando este capitulo, se definieron las funciones univaluadas y multivaluadas; vistas
ahora como curvas, una funcién univaluada es aquella para la cual un valor determinado
de X, genera un unico ordinal, es decir a cada abscisa le corresponde un Unico ordinal,
por consiguiente a cada punto en el eje le corresponde un Unico punto en la curva y si el
eje se extiende indefinidamente en ambas direcciones, entonces la curva también se
extiende indefinidamente en ambas direcciones. Para las curvas de funciones
multivaluadas a continuacion se muestran algunos casos.

° A diferencia del plano cartesiano que se conoce actualmente, en el que se utilizan dos ejes
ortogonales de referencia, aqui solo se utiliza un eje de referencia.
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Dada y*=2Py—-Q, y=P+,P’-Q (Py Q en funcién de x), para cada abscisa x

corresponden dos ordinales y, ya sean reales (P*> Q), o complejos (P?< Q). Si P?=Q los
dos ordinales coinciden. En la figura 3-3, se observa que los ordinales son complejos
entre ACy AE, en E los ordinales son iguales y en A los ordinales son reales diferentes.
La curva consiste de partes y tienen la propiedad de que en cada punto del eje hay una
perpendicular MM para el cual no corta la curva o la corta en dos puntos, excepto cuando
estos coinciden. Figura 3-3.

Si la funcién es trivaluada, definida por la ecuacién: y*—Py*+0Oy—R=0; P, Q, Ren
funcion de x, para cualquier valor de x, el ordinal y tiene tres valores con la caracteristica
de que todos son reales o0 solamente uno es real y los otros dos complejos. En este caso
cada ordinal corta la curva en tres puntos o en solamente uno excepto cuando dos o
incluso los tres puntos de interseccion coinciden. En las figuras 3-4-a y 3-4-b se muestran
curvas de este tipo, las cuales constan de una sola parte y dos partes respectivamente.

Figura 3-3: Representacion de funciones bivaluadas, segun Euler (traduccion 1990)
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En coherencia con la ecuacién cubica Z3- PZ?+ QZ -R = 0, para los que cada P, Q, R
(en funcién de z) generan una Unica ecuacion, se da el caso de que esta tenga una
solucion real y dos complejas (en la figura 3-4 corresponde a las abscisas con una sola
ordenada), 0, que las tres soluciones sean reales, en este caso corresponde a las
abscisas de la figura 3-4 con tres ordenadas; en particular, en la figura 3-4 (a) se observa
gue hay tres ordenadas con la misma abscisa AP.

Mediante el estudio de estas ecuaciones y curvas, Euler llega a la conclusién de que siy
es una funcion multivaluada o definida por una ecuacién de la forma y" entonces el
namero de valores reales de y sera n, n-2, n-4, n- 6, etc.

f. Cambio de coordenadas

Debido a la arbitrariedad del eje de coordenadas y el origen de las abscisas, habra un
namero infinito de ecuaciones que representan la misma curva. Por esta razon, se logra
obtener la misma curva de ecuaciones diferentes, aunque, diferentes curvas siempre
tienen ecuaciones distintas.

Euler muestra que dada la ecuacion de una curva, se puede encontrar respecto de otro
eje cualquiera y otro origen de abscisas, una ecuacion entre las coordenadas, que
expresa la naturaleza de la misma curva: se encontrara de esta manera todas las
ecuaciones que corresponden a la misma curva y sera asi mas facil juzgar la diversidad
de las lineas curvas por medio de las ecuaciones.

3.1.3 Funcion como una correspondencia arbitraria

El problema de la cuerda vibrante, relacionado con vibraciones infinitamente pequefias
de una cuerda finita, homogénea y fijada en sus dos extremos, trabajo de fisica-
matematica, muy significativo para Euler, conlleva a que generalice el concepto de
funcién con el fin de que existiera una correspondencia biunivoca entre las funciones y
las curvas. Recordemos que para Euler, las funciones discontinuas en general no se
pueden expresar analiticamente y por consiguiente la definicion dada inicialmente era
demasiado limitada para encontrar soluciéon a este problema. El tipo de funcion que
mediaba en la solucién de la ecuacion del problema de las cuerdas vibrantes, no estaba
necesariamente definido por expresiones analiticas, sino tal como lo expresara Euler por
un gréfico obtenido por el trazo libre de la mano. Ver figura 3-5

Figura 3-5: Representacion de una funcién arbitraria segun Euler (Adaptacion, Ruiz

1998)
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Euler se ve entonces en la necesidad de construir una nueva nocion de funcion de
manera mas general, vista como una correspondencia entre pares de elementos,
enunciandola como sigue:

Aquellas cantidades que dependen de otras, es decir, aquellas cantidades que
experimentan un cambio cuando otras cambian, se llaman funciones de estas
cantidades; esta definicion se aplica ampliamente e incluye todas las maneras en las
gue una cantidad puede estar determinada por otras. Si por lo tanto, x denota a una
cantidad variable, entonces todas las cantidades que dependan de x de cualquier manera
o estén determinadas por ella son llamadas funciones de ella.

3.2 Continuidad en la nocién de funcidn

La idea de funcion “mixta” o discontinua para Euler eran aquellas que no se podian
representar por una Unica expresion algebraica, se referia a aquellas funciones definidas
por expresiones analiticas distintas en regiones diferentes de un intervalo finito o
infinito™.

Cauchy en 1844, muestra que hay funciones de este tipo que se pueden representar por
una sola ecuacion, lo cual hace rebatible la discriminacion de Euler entre funciones
continuas y mixtas. En 1822, Fourier asegura que una serie trigpnométrica puede ser
usada para representar toda funciébn mixta, llegando finalmente a demostrar que
cualquier funcién y = f(x) se puede representar mediante una serie trigopnométrica, serie
gue se conoce hoy en dia con el nombre de serie de Fourier. Surge entonces un nuevo
interrogante: ¢en qué condiciones es convergente la serie trigpnométrica asociada a una
funcion dada?, esta crea entonces la necesidad de hacer una nueva mirada a la nocion
de funcion independiente de toda forma de expresion analitica.

Se proponen nuevas definiciones, a saber:

Cauchy (1827): Cuando unas cantidades variables estan ligadas entre ellas de tal
manera que, dando el valor de una de ellas, se puede deducir el valor de las otras,
concebimos de ordinario estas diversas cantidades expresadas por medio de una que
toma el nombre de variable independiente y las otras cantidades expresadas por medio
de la variable independiente son las llamadas funciones de esta variable.

Dirichlet en 1837 define funcién de una manera mas general: si una variable y esta
relacionada con otra variable x de tal manera que siempre que se atribuya un valor
numérico a x hay una regla segun la cual queda determinado un Unico valor de v,
entonces se dice que y es una funcién de la variable independiente x. Puso a prueba su
definicion con la siguiente funcién que es discontinua en todos los puntos:

¢, si x es racional o
f(x)= ¢,d dos reales distintos

d, si x es irracional

10 Hoy en dia llamadas funciones a trozos
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El ejemplo dado por Dirichlet, no es representable ni mediante una expresién analitica ni
tampoco mediante una grafica, se rompe entonces la idea de funcibn como expresion
analitica o curva, dando paso a la funcibn como una correspondencia entre variables.

Con definiciones como estas, mucho mas amplias y generales, se pierde el sentido
geométrico, conllevando a que el andlisis construya un nuevo marco tedérico que sustente
su propio rigor. De esta crisis nace la teoria de conjuntos.

3.3 Lanocion de funcion desde la teoria de conjuntos

A finales del siglo XIX nace la teoria de conjuntos con Cantor y comienza a tener una alta
incidencia en el desarrollo de las mateméticas. Su impacto se extiende al desarrollo de la
topologia, el algebra y el analisis funcional entre otros.

En cuanto a su influencia en la nocion de funcion, se llega a una definicién formal, como
una aplicacion, la cual predomina actualmente en los textos universitarios:

Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Una funcion f definida en un conjunto X y con
valores en Y es una ley mediante la cual se hace corresponder a cada elemento de X un
elemento de Y.

En 1939 el grupo de matematicos Nicolas Bourbaki, le imprime un caracter de mayor
formalidad, con la siguiente definicién:

Sean E y F dos conjuntos, gue pueden o no ser distintos. Una relacion entre un elemento
variable x de E y un elemento variable y de F, se llama relacién funcional en y, si para
todo x en E, existe un unico y en F el cual esta en la relacién dada con x. Damos el
nombre de funcioén a la operacién que, de esta forma, asocia a cada elemento x en E con
el elemento y en F que esta en relacién con x, se dice que y es el valor de la funcién en
el elemento X, y se dice que la funcién esta definida por la relacién dada. Dos relaciones
funcionales equivalentes determinan la misma funcién®*.

Son varios los esfuerzos por precisar aun mas la definicion. De estos resulta la funcién
como terna:

Se llama funcién a la terna f = (G, X, Y), en donde G, X, Y son conjuntos que verifican las
condiciones siguientes:

i) GcX xY

i) Para todo x € Xexiste uny, solo un yeVY, tal que (x,y) eG. G es la grafica de la
funcion f.

! Se pueden establecer algunas diferencias entre las definiciones dadas por Dirichlet y Bourbaki.
Dirichlet, asume la funcién como una correspondencia entre variables, se infiere que el dominio y
codominio se restringe al conjunto de nimeros reales, mientras que Bourbaki, se refiere a una
correspondencia entre dos conjuntos y el dominio y codominio no necesariamente son de
nameros reales.
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El dnico elemento y de Y tal que (x, y) €G se llama valor de la funcién f en x, y se utiliza
para designarlo y = f(X). Es evidente entonces que la grafica G es el conjunto de pares de
la forma (x, f(x) ) donde x € X, lo que esta de acuerdo con la idea intuitiva de funcién.

Ac X se le denomina conjunto de partida de f y a Y conjunto de llegada de f.
(Godement, 1971, p.63-64)

Mas adelante, Bourbaki llega a la definicion de funcion como un conjunto de pares
ordenados: Una funcion Gdel conjunto Gen el conjunto F se define como un
subconjunto especial del producto cartesiano ExF, esto es que satisface:
G c EXF es una funcion <(x,y)eG y (x,z)eG= y=z.

3.4 Sucesiones

Se hace un breve recorrido sobre este tema dado que estan inmersas nociones tales
como: variable discreta, patron®? y distintas formas de representacion, elementos que
constituyen una buena herramienta didactica para introducir la nocién de funcion.

La época de la matemética griega se caracterizO por estar estrechamente relacionada
con la geometria. Los mateméaticos no solo se preocuparon por profundizar en estos
estudios sino que también tuvieron presente aspectos estéticos y religiosos. Los
pitagoricos (siglo VI a.C.) trabajaron sucesiones a partir de los numeros figurados, esto
es, sucesiones de numeros representables geométricamente mediante una disposicion
de puntos, dentro de los que se destacan las sucesiones de nimeros poligonales a los
gue se les asocia formas geométricas a partir de puntos que semejan poligonos
regulares.

Mas adelante, Zen6n de Elea (495 a.C.- 430 a.C.), propuso cuatro problemas,
actualmente conocidos como las paradojas de Zendn. La segunda paradoja se refiere a
la carrera entre el héroe griego Aquiles y una tortuga a la que se le ha dado una ventaja
inicial, Zen6n argumentaba que Aquiles no podria alcanzar a la tortuga. Supongase que
Aquiles arranca en la posicion a; y la tortuga en la posicion t;, cuando Aquiles llega al
punto a,= t; la tortuga se encuentra mas adelante en la posicién t,, cuando Aquiles llega
a as= t,, la tortuga esta en t;. El proceso continda indefinidamente, de modo que la
tortuga siempre estara adelante. Ver representacion en la figura 3-6 (Stewart, 2008).

Sin duda alguna en esta paradoja esta implicita la nocion de sucesién, y la enésima

_ : ] 1
posicion de Aquiles, a, corresponde a laférmula: a, =— n=12,3,...
n

Figura 3-6: Representacion de la segunda paradoja de Zendn (Stewart, 2008)

a a as a4
Aquiles @ > 4 W *
Tortuga o » *

tl t2 t3
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Aunque los matematicos de esa época no llegan a generalizaciones relacionadas con las
sucesiones, en el siglo XVII Fermat deduce algunas propiedades y mas tarde se
convierten en interés de estudio de Pascal, Euler y Lagrange, pero solo hasta el siglo XIX
se obtienen las primeras demostraciones generales con Cauchy.

Actualmente, los textos universitarios que tratan el tema coinciden en definiciones,
inicialmente poco formales, para luego llegar a la nocién como funcién, lo cual permite
gue el lector estudiante haga una aproximacion de manera natural. A continuacién se
exponen algunas de estas.

La palabra sucesién se utiliza para designar un conjunto de cosas 0 sucesos dispuestos
en un orden. Si a cada entero positivo n esta asociado un nimero real a,entonces se
dice que el conjunto ordenado a,,a,,as,...,a,,.. define una sucesion infinita. Cada

término de la sucesién tiene asignado un entero positivo, de manera que se puede hablar
del primer término a,, del segundo término a, y en general del término a, (Apostol,

1988).

Un conjunto ordenado de numeros se llama una sucesion, en la sucesion
A={a,,a,,..a,,.}, a :primer nmero, a, :Segundo nimero,...a, : n—ésimondmero , el

nuamero a, que ocupa el n-ésimo puesto se llama el n-ésimo elemento o n-ésimo término

de la sucesi6n. La sucesion se nota abreviadamente A= {a,}. Asi una sucesién es una

funcién cuyo dominio es el conjunto N de todos los nimeros naturales, al nUmero natural
ne N le corresponde el n-ésimo término de la sucesion (Takeuchi, 1990).

En el lenguaje sencillo, una sucesion infinita a,,a,,a;,... €s un arreglo ordenado de

nameros reales, uno para cada entero positivo. Formalmente una sucesién infinita es una
funcién cuyo dominio e s el conjunto de enteros positivos y cuyo rango es el conjunto de
nameros reales. En algunos casos, se extiende el concepto permitiendo que el dominio
conste de todos los enteros positivos mayores o iguales a un entero especifico como por

ejemplo: b,,b,,... 0 ¢4,Cq,Cyp,... (Purcell, 2007).

Se puede considerar que una sucesion es una lista de nimeros escritos en un orden
definido: a,,a,,a,,...,a,,... El nimero a, recibe el nombre de primer término, a,es el

segundo término y, en general, a, es el n-ésimo término. Por tratarse de sucesiones

infinitas a, tiene un sucesor a Para todo entero positivo n hay un ndmero

n+l *
correspondiente a, por lo que una sucesion se puede definir como una funciéon cuyo
dominio es el conjunto de enteros positivos. Por lo regular se escribe a, en lugar de f(n)

para el valor de la funcién en el niamero n. La sucesion {al,az,a3,...} se denota
{a,} o {a,}7, (Stewart, 2008).
Dentro de la teoria de conjuntos se formaliza la definicion de sucesion en los ndmeros

reales como una funcidon especial del conjunto de los ndmeros naturales sobre el
conjunto de los nimeros reales (N en R), de la siguiente manera:
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Sea Ac R un subconjunto de nimero reales y f:N — A una funcién, es decir

para todo neN, existe f(n) y f(n)e A. Al conjunto {f(n)}gA se le llama una
sucesion en A.

Se afirma también desde la teoria de conjuntos que si f(n) € A, entonces f(n)=a,,y,
a, se le llama n-ésimo término de la sucesion.

Histéricamente una de las sucesiones mas reconocidas es la sucesion de Leonardo de
Pisa®™ (siglos, XIl y XIll) en la que esta implicita la nocién de recurrencia, actualmente
definida como sigue:

Una relacion de recurrencia para una sucesion {Xn} es una formula que permite obtener

cada elemento X, de la sucesion, a partir de cierto n, € N, en funcién de uno o més de
los términos que lo preceden™

Se propone entonces recurrir a la nocién de sucesion como un conjunto ordenado de
ndmeros para hacer una aproximacion al concepto de funcién. Desde este punto de vista,
el estudiante se vera en la necesidad de identificar patrones, describir y construir el
término genérico a través de una expresion algebraica, acciones estas que generan
procesos de abstraccion y de generalizaciéon, fundamentales no sélo en la comprensién
del concepto de funcidn sino en el desarrollo del pensamiento matematico.

13| lamada sucesion de Fibonacci {1,1, 2,3, 5,8,...}

* Ejemplos particulares de una relacién de recurrencia son la progresién aritmética en la que

a,=ap+dn (d constante) y la progresion geométrica en la que su elemento genérico es de la forma
n

an=aor .



4. Capitulo 4. La nocion de funcion en el aula
de clase

La tendencia actual en el aula de clase es dar prioridad a la nocién de funciébn como una
correspondencia entre dos variables o una correspondencia entre dos conjuntos. Se
plantea una definicion que, generalmente se respalda con ejemplos que parten del
registro algebraico, para luego obtener una tabla de datos que sirve como soporte para
construir la gréafica. Posteriormente, se estudian algunas generalidades™ y finalmente se
abordan las funciones elementales y se concluye con aplicaciones.

Prueba del enfoque dado al tema, se aprecia en las definiciones que se encuentran en
diversos textos universitarios, entre otras:

Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto D exactamente
un elemento, llamado f(x), de un conjunto E. (Stewart, 2008).

Una funcién f es una regla de correspondencia que asocia a cada objeto x en un conjunto
—denominado dominio- un solo valor f(x) de un segundo conjunto. (Purcell, 2007).

Una funcién es una regla que asigna a cada objeto de un conjunto A, exactamente un
objeto en un conjunto B. El conjunto A se denomina dominio de la funcién y el conjunto
de objetos asignados en B se denomina Rango. (Hoffman, 2001).

Intuitivamente consideramos que una cantidad y es una funcién de otra cantidad x si
existe una regla por medio de la cual se asigne un Unico valor a y para cada valor
correspondiente de x (Leithold, 1988).

Aunque éstas definiciones conforman solo una pequefia muestra de la manera como se
incursiona en el tema, con certeza, hay buena probabilidad de que gran parte de los
textos que se sugieren para el desarrollo de la materia, coincidan en abordar la nocion de
funcién de una manera formal, distanciada del desarrollo histérico y epistemolégico en el
gue los conceptos de variabilidad y cambio son los que constituyen su fundamento. En
muchos de estos, se observa también énfasis a través de ejemplos que incluyen
Gnicamente variables continuas®®, descartando la posibilidad de manipular variables

'* Dentro de las generalidades de funciones en una variable, se encuentran los conceptos de:
dominio, rango, ceros, imagen y pre-imagen.

'® Intuitivamente una variable es continua cuando su conjunto de referencia es el conjunto de los
ndmeros reales.
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discretas®’ sobre las que, su desarrollo histérico muestra una trascendencia significativa
en las llamadas sucesiones y progresiones, conceptos que juegan un papel importante
en la evolucién de la nocién de funcién. Segun Martinez (2008), Euler antes de definir
funcién define “término general” (1730-31) en un texto dedicado al estudio de las
progresiones como: una férmula que no solo involucra cantidades constantes sino
también otra cantidad no constante, digamos n, que da el orden o indice de los términos.

Uno de los objetivos de Luisa Ruiz (1998) en su investigacion es evaluar las
concepciones'® de los alumnos de secundaria sobre la nocién de funcién. En esa
direcciéon concluye que el sistema de ensefianza no promueve el estudio y andlisis de la
variabilidad de fenémenos sujetos al cambio, donde la funcién encontraria una especial
significacion estrechamente ligada a sus origenes epistemolégicos. Ademas concluye
que, dentro de las concepciones que tienen los estudiantes acerca de la nocion, estan: la
funcién como algoritmo de célculo, expresion algebraica, gréfica (construida a partir de
una férmula, ideograma (algebraico y grafico), correspondencia entre dos conjuntos
numeéricos y transformacion.

En patrticular, los resultados de las pruebas diagnosticas aplicadas a los estudiantes de
primeros semestres del Politécnico Grancolombiano, institucion universitaria muestran
gue hay concepciones similares a las mencionadas por Ruiz (1998) y se detectan
claramente falencias relacionadas con la competencia de dominio variacional, esencial
en la solucion de problemas en distintas areas del conocimiento. Dentro de las mayores
dificultades que presentan los estudiantes esté la traduccion de un tipo de representacion
a otra, especialmente cuando se trata de conseguir el modelo algebraico de una situacién
especifica a partir de la tabla, o la grafica.

Hacer una primera mirada a los objetos que cambian y como cambian, con seguridad
abren el camino para comprender la nocién de funcién. Vale la pena invertir parte del
tiempo para que los estudiantes afronten problemas de situaciones matematicas y extra-
matemadticas, iniciando con la manipulacién de variables discretas, de manera natural y
consecuente con el desarrollo histérico para luego pasar a lo continuo. Se trata de
fortalecer el concepto de variabilidad y dependencia, como ambientacién previa a la
nocion formal de funcién. En este sentido, se apuesta a la modelacién matematica, de la
cual se hablara en el siguiente capitulo, como herramienta para alcanzar tal fin.

" Intuitivamente una variable es discreta cuando su conjunto de referencia es el conjunto de los
nameros enteros.
'8 Accion de concebir. Formar o empezar a tener ciertas cosas en la mente
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5. Capitulo 5. Desarrollo didactico

Distintas definiciones de funcién se han generado a lo largo de varios siglos, y cada una
de ellas ha permitido resolver problemas de la época (Ruiz, 1998). En este largo trayecto
se observa con claridad que su génesis esta relacionada con el movimiento, y que los
esfuerzos iniciales se orientaron a dar respuesta a problemas relacionados con
fendmenos reales, privilegiando la nocibn como una dependencia, donde el tiempo
siempre es la variable independiente. Se emplea luego el calculo diferencial para estudiar
estos mismos problemas, dando paso a las expresiones analiticas y finalmente se llega a
la nocidén conjuntista que es la que se implementa actualmente con mayor fuerza en los
primeros semestres de educacién superior.

Las investigaciones revisadas en cuanto al aprendizaje de las funciones, hablan de las
dificultades que presentan los estudiantes, las cuales estan relacionadas, en primer
lugar, con el enfoque distanciado del andlisis de la variabilidad y de fenébmenos sujetos a
cambio, sin considerar sus origenes epistemoldgicos; en segundo lugar con los procesos
algoritmicos implementados que conllevan a considerar una funcién como una férmula
mecanica, a construir tablas sin significado, a hallar dominios como un simple requisito,
0, a graficar sin interpretar; y en tercer lugar con la carencia de una herramienta que
amplie la capacidad de visién, de precision, de representacion y traduccién de una a otra.

Explotar el caracter modelizador de la nocion de funcion en diversas situaciones, dando
cabida a un proceso mas dindmico, puede reducir esas dificultades y posibilitar un mejor
acercamiento a la nocion de funcién de tal manera que los estudiantes se encaminen
hacia la generalizacion y desarrollen un mejor pensamiento matematico. Para tal fin, se
empleara como soporte el diagrama de representacion (figura 5-1) en el que la
modelacion se usard como herramienta para este aprendizaje.

Los talleres que se proponen incluyen estas representaciones y tienen presente las
nociones de cambio, variabilidad y dependencia. Se inicia con el manejo de tablas, por
ser de facil interpretacion desde el punto de vista de una correspondencia (Azcarate,
1996) y se emplean variables discretas, cuyas instancias resultan (ver primera actividad
de cada taller) de la observacion de regularidades de figuras. Con estas actividades se
pretende un primer acercamiento a la notacion simbdlica, gréfica, nocion de variable
discreta, nocion de funcién mediada por la definicion de sucesion y la construccion de
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una férmula con base en la nocién de término general, que para sucesiones polinbmicas
resulta del andlisis de diferencias finitas™.

Diagrama 5-1 Representaciones usadas para obtener el modelo (adaptacion. Azcarate,
1996)

Tabla Grafica Ecuacidn

Modelo

En la actividad 5-2, ademas de obtener el modelo de la situacién planteada, se pretende
también analizar cémo incide la variacion de los parametros: a, b en la formula y en la
gréfica de la sucesion lineal (definicion 5-1). En la actividad 5-3, se da paso al manejo de
variables continuas y se espera encontrar diferencias entre una relacién lineal y una
relacion directamente proporcional asi como una aproximacion a la funcién a trozos. Las
actividades 5-6 y 5-7 fueron disefiadas en un contexto geométrico, dando prioridad a la
nocién de variacién asi como a distintas formas de representacién en los que se usan
elementos y propiedades de la geometria para construir el modelo matematico.

En los Ultimos talleres se sugiere una practica de ambientacion a las funciones
exponencial y de recurrencia. En cuanto a la primera, en la actividad 5-9 se retoman las
sucesiones para llegar a un modelo exponencial y observar el comportamiento grafico, en
la actividad 5-10 se induce la construccién de la funcién que modela la situacién a través
de la linealizacion de los datos suministrados en una tabla y en la actividad 5-11 se da
una ecuacion general para que a través de la informacion dada se establezcan relaciones
y se calculen las constantes que definen el modelo correspondiente. En cuanto a la
segunda, en la actividad 5-12, a través de la informacién que se extrae de la figura y de
calculos apropiados se hace una aproximacion al significado de variable implicita y en el
problema 5-13 se expone una situacion particular de la sucesion de Fibonacci para
encontrar la ecuacién general.

s { Xn} es una sucesion de numeros reales, se llama una sucesion de primeras diferencias a

la sucesion cuyo término enésimo esta definido por la igualdad
D,=X,,—X,, con n=0,123...

Si { Xn} y {Dln} son sucesiones de numeros reales y primeras diferencias respectivamente, se
llama una sucesion de k- diferencia a la sucesién dada por la relacibn de recurrencia:
D, =D, 414 —Dy4,s con n=0,1,2,3...; k el orden de la diferencia, k=2
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5.1 Modelacion

La matematica en la construccion de modelos

Segun Blomhoj (2004), un modelo matemético es una relacion entre ciertos objetos
matematicos y sus conexiones por un lado, y por el otro una situacion o fenébmeno de
naturaleza no matematica. Esto implica, en primer lugar, que cuando la matemética es
aplicada a una situacién extra-matematica, algun tipo de modelo matemético esti
involucrado explicita o implicitamente en ella. En segundo lugar, para que un alumno
experimente con un modelo matematico y sea capaz de reflexionar sobre las relaciones
existentes en é€l, es una precondicion epistemoldgica que este alumno sea capaz de
percibir la situacion o fendmeno modelado y la matematica en juego, como dos objetos
separados pero al mismo tiempo interrelacionados.

De acuerdo con este criterio®, en cada modelo se establece una estrecha relacion entre
la matematica y una situacion real. Usualmente se presentan situaciones que no son
faciles de analizar desde del punto de vista de tendencias y comportamientos, y es aqui
donde la matematica interviene con las relaciones y sus propiedades para comprender o
construir modelos, que permitan verificar los datos, predecir y explicar una realidad. La
modelacion se convierte entonces en una herramienta poderosa para motivar el
aprendizaje de las funciones, dado que a partir de situaciones matematicas o extra-
matematicas surge la necesidad de relacionar variables, generalizar y predecir, procesos
estos fundamentales en la comprension de la nocién de funcion.

Cuando se hace referencia a los modelos de funciones elementales, vienen a colacion
distintas formas de representacion como son una tabla de valores, una gréfica o una
férmula. A partir de la tabla, se logra construir facilmente una grafica mediante la cual se
puede hacer un reconocimiento del modelo, sin desconocer que la informacién es
insuficiente para precisar aspectos generales de la funcion; en el caso de los
comportamientos polinémicos, el concepto de diferencias (Huertas, 1996) es una buena
herramienta para acercarse con precision tanto al modelo como a la ecuacion. La gréfica
aunque nos brinda una visibn mas amplia y general que la tabla, sigue siendo una
aproximacion, con la caracteristica de que se pueden estimar valores de la variable
dependiente para valores especificos de la variable independiente, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, continuidad, periodicidad, etc. Si se conoce la ecuacion
general, se requiere del conocimiento algebraico para obtener los elementos o
parametros que definen el modelo. Una vez construida la férmula se logran con precision
los elementos que se estiman desde la grafica, pero sigue siendo la representacién mas
compleja y abstracta (Azcarate, 1996).

En los talleres que se proponen a continuacién, se pretende hacer un acercamiento a la
nocion de funcién como modelo, dando prioridad al concepto de variable, coherente con

% vale la pena diferenciar los conceptos de modelacién y modelizacion. El Gltimo es un proceso
mas general que incluye varias etapas previas a la modelacion, como son la formulacién del
problema que se obtiene mediante un proceso que permita identificar las caracteristicas de la
realidad percibida que serd modelizada, sistematizacion ( seleccién de los objetos relevantes y
relaciones), traduccion de los objetos y relaciones al lenguaje matematico, uso de métodos
matematicos, interpretacion y evaluacion de la validez del modelo ( Blomhoj, 2004)
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el desarrollo histérico y antagénico a la forma usual en el aula de clase de hoy en dia,
cuyas limitaciones se generan cuando se presentan las diferentes representaciones del
concepto de funcion, no siempre veraces y distanciadas de problemas de fenébmenos
reales imposibilitando el analisis del concepto de cambio a través de la nocion de
dependencia y variabilidad ( Ruiz, 1998).

La propuesta consiste en inducir el concepto de funcibn a través de problemas
matematicos y extra-matematicos, teniendo en cuenta el comportamiento de los valores
de una tabla, la grafica o la ecuaciébn y usando como herramienta la modelaciéon
matematica. Se espera crear el ambiente propicio para que en cursos posteriores se
llegue a su formalizacion, en contraposicion a lo que usualmente se hace, partiendo de la
formalizacién y la teoria de conjuntos se trabaja el concepto para llegar posteriormente a
la aplicacion.

5.2 Taller 1. Acercamiento a la funcién lineal

Se propone iniciar en un contexto discreto, de la tabla de datos a la férmula para luego
llegar a la ecuacion como modelo. En cuanto al modelo lineal, se hace énfasis en la
interpretacion y definicidn de los pardmetros teniendo presente la nocion de cambio.

5.2.1 Actividad 5-1

Obijetivos especificos:
= Determinar la regularidad (ley) que siguen los términos de la sucesién planteada.
= Aplicar la ley encontrada para hallar otros elementos de la sucesion.

= Usar diferencias para encontrar el valor real a que define el comportamiento lineal de
la forma X, =an+b

= Encontrar el elemento genérico

=  Emplear distintas formas de representacién de una sucesion

a. Observe las figuras, dibuje las dos figuras que siguen.
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b. Complete las tablas, si se sabe que n representa el lugar que ocupa la figura,
n=0,1,2,3,..., y, X, la cantidad de puntos de la figura (posicion n) en la ultima fila y tltima
columna ( sobre la linea roja).

n 0 1 2 7 22
Xn 1 3 15
Algunos elementos de esta sucesion son:
Notacion de elementos particulares En palabras
Xo =
X, = Numero de puntos de la figura de la
posicion 2 que cumplen la condicion
X7 =
X1 =

c. Empleando la definicion de diferencia®, complete las siguientes tablas:

Algunas diferencias Describir procedimiento en palabras
Dio=
Dy=
Dis =
Dig=
N 1 2 3 4
Xn 1 3
D1, 2

Definicion 5-1. Si la sucesion de las primeras diferencias es constante, el enésimo
término de la sucesion inicial, es de la forma: X, =an+b; n=0,1,23,...; dondeayb
son nameros reales fijos*.

?' Los elementos calculados mediante la férmula D, =X,.,—X,, con n=0,1,2,3...

conforman la sucesién llamada de primeras diferencias.
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d. Si b representa el punto inicial X, de la sucesion y a el cambio® que experimenta la
variable X,, cada vez que se aumenta una posicion, ¢cuéles son los valores de ay b
para esta sucesion? Justifique.

e. Utilizando los valores de a, b y n, calcule X5;, X
f. Halle el elemento genérico X,

g. ¢Se puede afirmar que la variable®* X, depende de la variable independiente n?
Explique.

h. En un plano cartesiano represente los elementos de esta sucesion. ¢ Tiene sentido
unir estos puntos?, ¢cudl es la naturaleza de estas variables?

i. ¢Quedan representados los valores de a 'y de b en esta grafica? Indiquelos.

5.2.2 Actividad 5-2

Obijetivos especificos:

= Determinar e interpretar los valores de a y b, en un contexto especifico, cuando la
relacion entre las variables (independiente y dependiente) es de tipo lineal,

X,=an+b

= Variando los parametros a y b, en el contexto del problema, hacer interpretaciones y
observar la incidencia tanto en la formula como en la grafica.

Si los costos totales de produccién C,, en pesos, de producir n cajitas decorativas se
comportan linealmente, significa que a partir de unos costos iniciales fijos b, los costos
totales varian en a pesos por cada cajita adicional producida.

a. Construya una tabla que relacione las variables C, y n, si los costos fijos son de
$30000 y cada vez que se produce una cajita adicional, los costos totales se aumentan
en $5000.

b. Construya un gréfico que represente la anterior situacion.

%2 Sj la sucesion tiene este comportamiento, se dice que es de tipo lineal y cada par de valores a,

b define una sucesién en particular.

3 Se define el cambio de la variable X, de una posicién k a una posicion j, j >k como la diferencia:
>§i - Xk j, k=0,1,2,3,...,n

¥ Intuitivamente una variable es una cualidad susceptible de asumir distintos valores. En términos
algebraicos es un simbolo (generalmente una de las Ultimas letras del alfabeto) mediante el cual
representa los elementos de un conjunto de referencia.
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c. ¢ Qué representa C,.; — C,?, ¢,cOmMo se comportan estas diferencias?, en el contexto
del problema, ¢ qué significa?

d. Para el caso dado, ¢cual es la férmula que determina los costos totales en funcion de
las cajitas que se producen?

e. Si se mantienen los costos fijos y los costos totales de producir una cajita adicional
ahora disminuyen en $5000, ¢cudl es la nueva férmula? y ¢cudl la nueva gréfica?
(sugerencia: construir una tabla).

f. Manteniendo los costos variables por unidad en $5000, y considerando que los costos
fijos son de $15000, complete la tabla y grafique. Escriba la nueva formula y verifique.

N 0 1 2 3 7 15

Cn

h. Compare las distintas graficas, escriba sus conclusiones.

5.2.3 Actividad 5-3

Definicion 5-2. Si X, X,,X;,... son valores de la variable X, y, V,,Y,, ¥;,... son valores
de la variable Y, se dice que la relacién entre las variables Y, X es directamente

proporcional si se cumple la relacion: 2 — i , o bien, y; =kx;paratodo j, j=1,2,3,...; k es

X

llamada constante de proporcionalidad.

Obijetivos especificos:

= Considerando incrementos no constantes de la variable independiente, determinar
valores especificos de la variable dependiente.

= A partir de los datos de la tabla, identificar los valores de los parametros ay b, en el
modelo lineal.

» Establecer diferencias entre una relacion lineal y una relacion directamente
proporcional.
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= Condicionar la variable independiente para construir una formula que contemple
todas las posibilidades.

Un ciclista hace un entrenamiento en una pista, en tres tramos, de la siguiente manera:
durante la primera hora y media avanza aumentando la velocidad en forma constante;
durante los siguientes 24 minutos mantiene la velocidad que alcanzo6 al finalizar la
primera parte y finalmente para terminar su entrenamiento disminuye la velocidad en
forma constante durante 30 minutos, hasta quedar quieto.

Tramo 1

a. La siguiente tabla suministra informacion acerca de la velocidad (Km/h) respecto al
tiempo t en horas, durante la primera parte del entrenamiento, complete la tabla.

T
Vi

0,2 0,4 0,8 1,1 15
8

oo

b. Determine si la velocidad se comporta linealmente respecto al tiempo. Explique el
criterio empleado.

c. ¢Cudl es la formula para encontrar la velocidad que lleva el ciclista en cualquier
instante?, ¢cual es la naturaleza de las variables V. y t?

d. ¢ Cudl es la velocidad del ciclista cuando ha transcurrido media hora?
e. ¢ Aproximadamente en qué momento el ciclista alcanza una velocidad de 38 km/h?

f. Si la formula es de tipo lineal, ¢ cual es el valor del parametro a y cémo se interpreta en
este contexto?

g. En este primer tramo es correcto afirmar que la velocidad es directamente proporcional
al tiempo?, explique. Si asi es ¢ cual es la constante proporcionalidad?

Tramo 2

Construya una tabla que relacione las variables en mencién para la segunda parte del
recorrido. Haga la prueba de diferencias de velocidades, ¢ qué concluye?

a. Construya una férmula para la segunda parte del recorrido.
b. ¢ Cual es el cambio en la velocidad? Explique.

c. En este segundo tramo ¢es correcto afirmar que la velocidad es directamente
proporcional al tiempo?, explique.
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Tramo 3

a. Construya una tabla y una férmula para la ultima parte del recorrido. Haga la prueba
de diferencias de velocidades, ¢qué concluye?

b. En este tramo ¢es correcto afirmar que la velocidad es directamente proporcional al
tiempo?, explique.

c. Indistintamente de los casos considerados, ¢,qué nombre le daria al parametro a? ¢ por
qué?

d. ¢Qué diferencias encuentra entre una relacién lineal y una relacion directamente
proporcional?

e. Haga un grafico que represente la velocidad en funcién del tiempo mostrando las tres
partes del entrenamiento. Escriba una formula que contemple todas las posibilidades.

5.3 Taller 2. Acercamiento a la funcidén cuadratica

Se inicia con el manejo de tablas de variables discretas, cuyas instancias se generan a
partir de la observacién de regularidades, para obtener luego el modelo y la férmula
general utilizando el concepto de cambio (diferencias). Se proponen también actividades
en un contexto geométrico, donde intervienen variables continuas, dando prioridad a la
nocién de variacién asi como a distintas formas de representacion que requieren de
propiedades de la geometria.

Definicion 5-3. Una sucesion polinomial cuadratica es aquella cuyo término enésimo
esta definido por la igualdad X, —an®+bn+c donde a, b, ¢ son nimeros reales
cualesquiera fijos, a=0.

Definicion 5-4. Si {Xn} es una sucesion de numeros reales, se llama una sucesion de

segundas diferencias® a las diferencias de la sucesion {D,,}. El término enésimo de esta
sucesion se nota {Dy.}.

5.3.1 Actividad 5-4

Objetivos especificos:

?* Caso particular de la definicién general: si { Xn} y {Dln} son sucesiones de nimeros reales y

primeras diferencias respectivamente, se llama una sucesion de k- diferencia a la sucesién dada
por la relacion de recurrencia: D,, =D, ,,., —D,;,, con n=0,1,23...; k el orden de la diferencia, k>2
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= Usar el concepto de diferencia para construir un modelo cuadratico

= Emplear la formula para calcular otros elementos de la sucesion

a. Dibuje las dos figuras siguientes

L

P P P
1 2 3
N 1 2 3 4 6 10
P, 1 5
D, 4
D2n

¢Qué diferencia hay entre las dos Ultimas sucesiones {Dln} y {DZn}? ¢De qué tipo son?

Si se sabe que {Pn} €s una sucesion cuadrética, ¢qué diferencias encuentra con la
sucesion lineal?

c. Para la sucesién {Pn} ¢cudl es el término enésimo P,? (sugerencia: plantee un
sistema de ecuaciones lineales con 3 ecuaciones, variando n en la foérmula:
P =an® +bn+c )®

d. Emplee la férmula para hallar P,q. Explique con palabras a que figura corresponde.

5.3.2 Actividad 5-5

Obijetivos especificos

= A partir de una tabla construir el modelo, y luego emplear el modelo para encontrar
otros datos.

= Emplear distintas formas de representacion

26
Cada terna (a, b, c) solucion de este sistema, genera una Unica sucesion cuadratica
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Un productor agricola, registré6 en una tabla las utilidades (en millones de pesos) de
producir y vender x toneladas de trigo.

Bultos de 1 2 3 4 5 6 7
trigo: x

Utilidades -1.6 6.6 14.6 22.4 30 37.4 44.6
en
millones
de pesos:
U(x)

a. Utillizando el criterio de las diferencias expuesto en el punto anterior, encuentre el
modelo (formula) que relaciona la utilidad total dependiendo de las toneladas de trigo.

b. Halle e interprete U(p) y U(70).

c. En el plano cartesiano dado, grafique la funcién de utilidad. Halle e interprete los
valores de x tales que U(x) = 0.

158
180

58

—48 -28 2a 48 (1] 80 100

-58

—-108

d. Estime el nivel de produccién y venta donde se obtiene la mayor utilidad.

5.3.3 Actividad 5-6
Obijetivo especifico

Desde el contexto geométrico, emplear el concepto de variacién y distintas formas de
representacion, y a partir de estas lograr deducir una férmula que relacione las variables
gue intervienen.
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a. Se desea que el perimetro de un rectangulo sea de 36 cm. Estime:

= Que pasa con el ancho del rectangulo mientras se disminuye el largo.

= Que ocurre con el area del rectangulo a medida que se disminuye el largo y se
aumenta el ancho.

b. Para una dimensiéon dada a del rectangulo, escriba la dimension b, el perimetro y el
area que corresponde.

Dimension: a Dimension: b Perimetro Area

15 16.5 36 24.75

» Trace una gréfica que evidencie la relacion entre la longitud a de un lado.

= De acuerdo con la informacién de la tabla y la gréfica, plantee un modelo matematico
que relacione el perimetro con la longitud a del rectangulo.

» Trace la grafica que evidencie la relacion entre la longitud a de un lado con el area
A del rectangulo correspondiente.

» Escriba la formula que relaciona el &rea del rectangulo con la dimensién a del
rectangulo.

5.3.4 Actividad 5-7
Obijetivo especifico:

Usar elementos y propiedades de la geometria para construir un modelo matematico.

Dado un triangulo equilatero, ABC, de lado 20 cm, al marcar un punto cualquiera P sobre
uno de los lados, se obtiene el rectangulo PQRS

C

/\
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a. Haga una gréfica que represente la variacion del &rea del rectdngulo segun la posiciéon
del punto P.
b. Encuentre una férmula que represente la variacion anterior.

5.4 TALLER 3. Acercamiento a funciones polindmicas

Objetivos especificos:
= Emplear el criterio de diferencias para encontrar un modelo polinémico.

» Dar una definicion general de la sucesion de diferencias {Dyn} a partir de una sucesiéon

{Xn}

Definicién 5-5. Una sucesién polinomial de grado k, es aquella cuyo término enésimo es
de laforma: X, =a,n" +a,_,n**+...+an+a,, a, nonulo.

5.4.1 Actividad 5-8

El crecimiento durante los primeros estadios de desarrollo de larvas de peces marinos es
influenciado por la disponibilidad de alimento adecuado posterior al agotamiento de vitelo
(Lasker, 1965)*". En la siguiente tabla se suministra informacién acerca de la tasa de
crecimiento (longitud L en milimetros) a la edad de t dias.

T 0 1 2 3 4 5
L(t) 0.7 2.0 2.8 3.2 3.3 3.2

a. Pruebe que estos datos corresponden a una sucesién polinomial de grado 3, para ello
construya las sucesiones de diferencia {Dln } {DZn } {D3n}.

b. Encuentre la férmula y determine los dias en que la larva aumenta su desarrollo o
disminuye su desarrollo.

c. ¢ Qué tipo de variables intervienen en el modelo?

d. Haga una conjetura general que relacione las sucesiones polinomiales de grado k con
las sucesiones de diferencias {D1n } {DZn } {DSH }{D,m}

21 http://www.calcofi.org/publications/calcofireports/v27/Vol 27 Quinonez Gomez.pdf. 1986
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5.5 TALLER 4. Acercamiento a la funcion exponencial

Para estudiar las caracteristicas del modelo exponencial se proponen tres problemas. En
el primero se parte de la observacion de regularidades en una secuencia de figuras para
obtener la formula y la gréafica, en el segundo, se usa el concepto de linealizacion para
obtener el modelo algebraico y grafico, y en el tercero se espera que a través de la
ecuacion dada y la informacion suministrada en una tabla de datos se construya el
modelo y se interpreten las constantes calculadas.

5.5.1 Actividad 5-9

Objetivos especificos:

= Por medio de la observacion de la secuencia de las figuras y la regularidad que se
establezca a través de la tabla de datos, determinar el elemento genérico.

= Estudiar el comportamiento de una relacién exponencial.

a. Completar la tabla relacionando la cantidad de triangulos blancos, con la posicién que
ocupa la figura.

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3
Cartilla matematicas. Politécnico Grancolombiano, 2011

Posicion 1 2 3 4 5 6
Cantidad de

triangulos 1 3

blancos

b. Analizar y responder:

= ;Qué tipo de niumeros y cantidades se usaron?

» Encuentre la formula que relaciona la cantidad de triangulos blancos con la posicion
gue ocupa la figura.
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= Utilizar la anterior relacion para determinar X, ¢ qué representa esta cantidad?
= ¢ Qué nombre recibe este tipo de sucesién? ¢512 pertenece a esta sucesion?
Justifique.

c. Construya una grafica que relacione las variables

5.5.2 Actividad 5-10

Objetivos especificos

= Obtener un modelo exponencial que relacione las variables que intervienen en el
problema.

» Usar el concepto de logaritmo para obtener una linealizacibn de los datos y
finalmente determinar el modelo exponencial.

Definicién 5-6. Dos variables x, y se relacionan exponencialmente si y = a* a real
positivo, vy, a # 1

La siguiente tabla suministra informacion acerca de un experimento realizado en el
laboratorio para reproducir la ley de Torricelli [Se toma un recipiente con un volumen
determinado de agua, se hace un agujero en el fondo. Se toman los tiempos de
vaciado]®®

Unidades de
Volumen 1 2 3 4 5
Tiempo de
vaciado (seg) 29,33 51,68 68,42 86 103,27

a. Realice una grafica del tiempo de vaciado respecto al volumen. ¢Cual es el
comportamiento de esta grafica?

b. Bajo el supuesto de que los datos se ajustan a un modelo exponencial®®, se sugiere
hacer una linealizacién, que consiste en considerar los logaritmos de los datos
experimentales y a partir de estos encontrar la funcién lineal para luego obtener el
modelo exponencial. Construya la tabla de logaritmos y halle el modelo lineal, corrobore
con una grafica.

%8 El experimento se realizé directamente en el laboratorio, considerando un orificio de 3.5 mm de
diametro en la parte inferior de la botella y considerando diferentes volimenes de llenado. La tabla
muestra solo algunos de los registros del experimento.

# Se recomienda utilizar papel semi-logaritmico para representar los datos experimentales,
corroborar la linealizacion y validar el modelo.
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c. ¢Cudl es la expresion exponencial que relaciona el tiempo de vaciado con el volumen
del llenado cuando el diametro del orificio permanece constante?

5.5.3 Actividad 5-11

Objetivos especificos:

» Usar la informacion de la tabla para encontrar los elementos necesarios que definen
el modelo del rendimiento de un atleta.

=  Encontrar nuevos datos.

= Interpretar las constantes del modelo.

Desde el momento en que un atleta efectta el primer paso hasta el momento en el cual
ya no puede incrementar mas su velocidad de carrera, es considerada la fase més
importante en el rendimiento de un deportista. Esta determinado que cuanto mas larga es
la capacidad de aceleracién, tanto mejor es el registro del deportista. De acuerdo con
andlisis matematicos (Henry y Trafton 1951), la curva de la velocidad en una carrera de
100 m, tiene un comportamiento exponencial de la forma:

V)=V, (1-e"), k<0

La siguiente tabla registra los datos de la velocidad de un atleta en el instante t, en una
carrera de los 100 metros llanos.

Tiempo en segundos: t (seq) 4 8 10.5

oo

Velocidad en el instante t 8.4 10.9

(m/seq)

a. Construir el modelo para este atleta.
b. Si este atleta hizo su carrera en 10.5 seg, ¢a qué velocidad llegé a la meta?

c. Interprete la constante k. en el contexto del problema.
d. ¢ Cudl es la naturaleza de las variables que intervienen en el problema?

e. ldentifique la variable dependiente y el conjunto de valores donde queda definida.



Capitulo 5 47

5.6 TALLER 5. Acercamiento a funciones de recurrencia

Con este taller se propone un primer acercamiento a la nocién de variable implicita
mediada por las ecuaciones de recurrencia. Con el primer problema, en un contexto
geométrico, se espera obtener el modelo y con el segundo problema se espera ademas
de construir el modelo, determinar cdmo cambia cuando se hacen cambios en las
variables que intervienen.

5.6.1 Actividad 5-12

Obijetivos especificos:
= Distinguir el significado de variable implicita.

= Encontrar un modelo para la situacion planteada.

En la siguiente figura, la longitud de los catetos del tridngulo rectangulo OAB, son iguales
y cada uno mide una unidad. A partir de este se ha construido la figura, de tal manera
gue todos los triangulos que la conforman son rectangulos y la medida del cateto externo
es igual para todos.

a. Halle X4, X5, X

b. Halle X;..1. ¢ Qué diferencia encuentra entre este término y los que se habian calculado
en talleres anteriores?
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c. Consulte acerca de la definicién de una ecuacién de recurrencia y confrontela con el
ejercicio.

5.6.2 Actividad 5-13

Objetivos especificos:

= Encontrar el modelo de recurrencia para la situacion planteada.

= Al hacer cambios en las variables, determinar como se afecta el modelo.

Un granjero compra una pareja de conejos adultos. Un mes mas tarde tiene tres conejos.
Al mes siguiente tiene cinco. En general, el granjero nota que el nUmero de conejos en su
criadero esta dado por la siguiente tabla:

Mes 1 2 3 4 5
NUmero 2 3 5 8 13
Conejos

a. Si el comportamiento de la poblacién de los conejos no cambia, hallar la férmula para
la cantidad de conejos X, en el mes n.

b. ¢ Para cuantos conejos, el granjero debe comprar comida en el décimo mes?

c. Suponiendo que el comportamiento general de una poblaciébn de conejos sigue el
comportamiento mencionado, construya una tabla si el granjero en vez de comprar una
pareja, compra dos parejas y después de un mes tiene 8 conejos. Hallar la nueva
férmula. ¢ En qué cambio el nuevo modelo? Explique.



6. Capitulo 6.
Conclusiones y recomendaciones

6.1 Conclusiones

A través de los documentos histéricos revisados, se puede constatar que la nocién de
variable antecede a la nocion de funcién, considerdndose esta ultima, inicialmente como
una relacién entre variables, luego como cantidades que dependen de una variable y
finalmente como correspondencia entre variables o como correspondencia entre
conjuntos. Actualmente la nocion mas empleada para introducir el concepto de funcién
es la de correspondencia, enfoque meramente matematico que se desliga de fenémenos
reales y elimina su potencial modelizador, convirtiéndose en la causa de mayor
incidencia en las dificultades para la comprension de la nociébn por parte de los
estudiantes.

Al hacer un acercamiento al concepto de funciébn por medio de la modelacion de
situaciones reales cercanas a la cotidianidad, se torna consecuente con el desarrollo
histérico, se convierte en un tema de interés y conduce a obtener una vision mas amplia
de las definiciones construidas en los ultimos siglos. El desarrollo de los talleres conduce
a crear un ambiente propicio para la comprensién del concepto de funcion, su simbologia
y diferentes lenguajes de representacion, distanciado de procesos algoritmicos tan
usuales en las aulas de clase de hoy en dia.

Sin duda alguna, se hace necesario que los docentes, responsables de orientar las
materias de matematicas incursionen en la historia y epistemologia de las nociones que
se involucran en los programas académicos, puesto que en estos se encuentra la
respuesta a muchas de las dificultades que presentan los estudiantes en la
conceptualizacion matematica. Es hora de afrontar los errores didacticos que persisten
afios tras afios, con cientos de estudiantes y sobre quienes generalmente recae la
culpabilidad.

6.2 Recomendaciones

Por ser el concepto de funcion uno de los mas importantes en la historia de las
matematicas, merece toda su atencion desde el punto de vista did4ctico. Su carécter
modelador y su utilidad como herramienta para solucionar problemas matematicos y
extra-matematicos dotan de significado la nocién y permiten potenciar la competencia de
pensamiento variacional.

La propuesta didactica que se presenta en este trabajo, se recomienda ejecutarla en un
primer curso a nivel superior, con la intencion de que los estudiantes manipulen procesos
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concernientes a la modelacion mateméatica como herramienta para la comprensién de la
nocion de funcién y de la misma manera logren generalizaciones que permitan el
desarrollo del pensamiento matemético. Con este se espera crear un ambiente propicio
para que en futuros cursos se logren comprender definiciones mas abstractas.
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