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Resumen

Es sabido que el nacimiento del algebra homoldgica se debié en gran parte a los resulta-
dos que en su tiempo se dieron sobre topologia algebraica generando asi las definiciones de
complejos, homologia y homotopia. Durante este trabajo se analiza la generalizacién de un
médulo N-diferencial como en [5], donde el operador diferencial no satisface d*> = 0, sino
dV = 0 para algtin entero N > 3 fijo, en el transcurso de esta discusién se adentra en los
términos de homologia, homotopia y algebra N-diferencial. El andlisis de estos conceptos
esta intimamente relacionada con el g-calculo y sus propiedades por lo que es conveniente
estudiar algunos de sus principales resultados. Por tltimo y con el fin de llevar esta teoria
a la topologia algebraica, se estudia el complejo de g-simplices, un ejemplo bastante natural
de un modulo N-diferencial y ademas restringiendonos a variedades convexas definimos el
producto conico convexo el cual hace de este N-modulo, un ejemplo de una estructura que
no cumple una regla de Leibniz ingenua.

Palabras clave: Médulo, Homologia, Simplice, operador de borde.

Abstract

It’s known that the birth of homological algebra was due largely to results that gave in
its time the algebraic topology generating notions of complexes, homology and homotopy. In
this paper, the generalization of a module N-differential is treated just like in [5], where the
diffrential operator doesn’t satisfy d?> = 0 but dV = 0 for some integer fixed N > 3, in the
course of this discussion we enter into term such as homology, homotopy and N-differential
algebra.The analysis of these conceptsis closely related to the ¢g-calculus and its properties so
it’s advisable to study some of the main results in g-calculus. Finally in order to bring this
theory to algebraic topology, we study the complex of ¢-simplices, a very natural example of
a N-module and besides if we restrict us to convex manifolds and we define the conic convex
product then this N-differential module is an example of a structure with a Leibniz’s rule
not naive.

Keywords:Module, Homology, Simplice, Border map .
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1 Preliminares

Los comienzos del g-calculo estan correlacionados con los trabajos de Leonhardt Euler so-
bre la teoria de particiones y los trabajos de Carl Gustav Jacobi sobre integrales elipticas.
Recientemente este tema comienza a recibir interés al observarse su utilidad en mecénica
cuantica, por ejemplo el trabajo de R. J. Finkelstein que relaciona la dinamica del atomo de
hidrégeno y la ecuacién de Schrodinger [6].

Durante la seccion 1.1 los esfuerzos van dirigidos a entender las propiedades de los ¢g-ntimeros,
g-factoriales y los g-combinatorios. Estas definiciones y propiedades nos ayudarédn a definir
una regla de Leibniz apropiada para las g-cadenas [1, 2], al final de la seccién se mostrara que
todo g-numero es invertible, lo cual sera util para analizar los morfismo que aparecen en el
estudio de la homologia del punto.

1.1. ¢- Ndameros

En la historia del g-calculo se observa que los g-nimeros han servido como un puente entre
la matematica y la fisica, y su desarrollo en gran parte se ha debido a la relacién entre estas,
en nuestro caso son de vital importancia para asegurar y entender la naturaleza y carac-
teristicas de los N-médulos. Durante esta seccion estudiaremos algunas de sus propiedades
mas relevantes para nuestros objetivos.

1.1.1. [¢-Ntimeros] Sea ¢ € C, ¢" = 1con ¢ # 1, N primo, N > 2y k € Z, k > 0.
Entenderemos por el k-ésimo, g-nimero basico la expresion tal que

E:%:l—‘—q_i_.._i_qk_l

Observe que,
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En las mismas condiciones, generamos dos herramientas combinatorias, las cuales seran de
gran utilidad.

1.1.2. [¢-Ndmeros factoriales y combinatorios] Entenderemos por el k-ésimo, g-niimero
factorial la expresion dada por:

|
I

—
Ny
col
=|

Observe que,

0l=1
=1
2l=1+¢q

3 =1+2¢+2¢+ ¢
4'=1+3q+5¢° +6¢° +5¢" + 3¢° + ¢°
NI=0

Entenderemos por ¢g-ntimeros combinatorios a las expresiones dadas por:

(1;)(] - Z!.E%u

Observe que,

(9(1:%: <kﬁ1>q

Lema 1.1.3. Las siquientes relaciones se cumplen, para 1 <k <n, m < N —1:
1) m+n=m+q"n.
n n _ (n+1 _ n n—k(n
2) (k)q +q"! (k+1)q - (k+1)q - (k+1)q T4 k(lc)q
[Dem.]

Dm+gmn=1+q+-+¢"+q"(1+q+-+q"")
=1+qg+- " "+ T =m .
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k+1 _ _nl k+1 ! @ 1
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De manera similar, para el otro lado de la ecuacién.

Proposicién 1.1.4. Los g-nimeros son invertibles en el anillo Z[q|.

[Dem.] Observemos que para todo k € Z, k > 0 tenemos

IN Tl =14t d gV gV b 21 2N o g=DN L AN (kN
I+g+-+¢" " +14q++¢" '+ 14g+ -+ T+ N =N =1

Por el lema anterior, se obtiene que k + ¢°k = 2k y en general, si | € Z,1 > 0 se tiene que
Ik + ¢k = (I + 1)k. Ademds como N es primo, existe m € Z, m > 0 tal que mk = uN + 1
para algin u € Z. Con lo cual 1 = mk =k + ¢k + ¢*k + - + ¢ V*k = k(1 + g+ ¢* +
oo 4 qm=DE) Como se deseaba.

0



2 N-Complejos

El andlisis de los médulos diferenciales y de sus grupos de homologia, fue concebido co-
mo una herramienta 1util para la comprension de aspectos topolégicos, de tal manera que
a partir de invariantes algebraicos se pueda tener una idea general de las propiedades del
espacio topoldgico en cuestion. Y con esa idea en mente, se intenta analizar los complejos
N-diferenciales, para encontrar invariantes que nos den informacién sobre las caracteristi-
cas de un espacio topoldgico dado [5, 7]. Una aproximacién a esta idea son los complejos
N-diferenciales de g-formas de Kapranov, que son una extension polinomica del complejo de
De Rham usual a una raiz N-ésima de la unidad en C y las g-cadenas simpliciales, siendo
éstas una extension de la homologia singular usual [7]. Durante el estudio de los médulos
N-diferenciales y especificamente en el estudio de las g-cadenas es necesario generar correc-
ciones polinémicas con elementos del anillo Z[q], donde ¢¥ =1, ¢# 1y N € Z con N > 0,
estas correcciones nos ayudaran a generalizar conceptos como la regla de Leibniz y homologia
del punto, entre otras.

En este capitulo hablaremos sobre los N-complejos, en la seccién 2.1 se daran las defini-
ciones de estructura, de homomorfismo y de homologia. En la seccion 2.2 , daremos algunas
propiedades de la homologia en los N-complejos y discutiremos la nocién de N-homotopia.
Durante la seccion 2.3 se discutiran respectivamente las definiciones de médulo N-diferencial
graduado y de NDGg-édlgebra. Finalizando en la seccién 2.4 con algunas propiedades de estos
modulos graduados.

2.1. Conceptos

Al tener la nocién de médulo diferencial donde se tiene un endomorfismo d, tal que d? = 0,
nace de manera natural la inquietud de tener médulos N-diferenciales para N > 2 donde el
endomorfismo d cumple d¥ = 0, y por supuesto con esto en marcha, ver cual es su utilidad
con respecto a los conceptos que se relacionan con los médulos diferenciales en la topologia
algebraica.
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Sea k un anillo conmutativo con unidad, un médulo M se entenderd como un k-médu-
lo (de igual manera para los morfismos).

2.1.1. [Médulos N-diferenciales | Para N € Z con N > 2 tenemos,

Un médulo N-diferencial es un médulo F dotado de un endomorfismo d, denominado su
N-diferencial, el cual satisface d”¥ = 0.

Dado dos médulos N-diferenciales (E,d) y (E’,d’) un homomorfismo de médulos N-
diferenciales de E en E’ es un homomorfismo ¢ : E — E’ tal que pod = d o ¢.

2.1.2. [Ciclos, bordes y homologia | Sea E es un médulo N-diferencial con diferencial
d. Para todo entero n con 1 <n < N — 1 definimos:

Zny(E) = Ker(d™) el conjunto de ciclos.
By (E) = Im(d™~™) el conjunto de bordes.

Observemos que B,y (E) C Zy) (E).
Sea x € By (E), asi existe y € E tal que dV"(y) = z por lo que

d"(dN""(y)) = d*(x)
d"(y) = d"(z)
0=d"(z)

asi © € Z)(E). Por lo tanto H,)(E) = % esta bien definido. Los médulos H,)(E),

1 <n < N — 1 serdn llamados la homologia de amplitud n de F.

2.1.1. Homomorfismos inducidos

Introduciremos dos homomorfismos importantes en el anélisis de las homologias.
Asumamos que N > 3 y sea n un entero tal que 1 <n < N — 2.

2.1.3. [Homomorfismo de inclusién| Como tenemos que Z,)(E) C Z11)(E) y B)(E) C
Bty (E), pues si @ € Z,)(E) entonces d™(z) = 0 luego d(d"(x)) = 0 por lo que d"** =0,
asi x € Z(n)(E).

Y si z € By, (E) luego existe z tal que dV~"(z) = z, asf d(z) = y tal que V="V (y) = 2
luego z € B(n41)(£). Lo cual induce un homomorfismo llamado homomorfismo de in-
clusion dado por,
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(1] : Hipy(E) = Hnyr)(E)
W] = [y]

Este homomorfismo estd bien definido, ya que si [z], [2'] € H,)(E) con x # 2’ y [z] = [2]
entonces  — &' € By (E) C By (E).

2.1.4. [Homomorfismo inducido por el diferencial] Observando que dZ,41)(EF) C
Zny(E) y dBn11)(E) C Buy(E), pues siy € dZ,41)(E) entonces y = d(x) con & € Zn11)(E)
entonces d"'(z) = 0 lo que implica que 0 = d"™'(z) = d"(d(z)) y d(z) € Z)(E).

Y si z € dBg41)(F) entonces existe y € B(,11)(E) tal que z = d(y), por lo cual hay un
x € Im(dV=0*) tal que dV-)(2) = y, asi 2z = d(y) = d(dV")(2)) = dV"(2) luego
2 € B(n)(E). De esta manera se induce el homomorfismo, llamado homomorfismo induci-
do por el diferencial

[d] : Hny1)(E) — Hwy (E)
[yl — [d(y)]

2.2. Algunas propiedades de médulos N-diferenciales

Es necesario para nuestro estudio la busqueda de anédlogos para teoremas clasicos de algebra
como lo son el lema de la serpiente o el lema de los cinco, asi en esta seccién se tratara de
buscar los comportamientos similares en los médulos N-diferenciales.

Lema 2.2.1. Sea l y m enteros conl >1, m >1yl+m < N — 1. Entonces el siguiente
hexdgono H'™ de homomorfismos

[d]™
y Hymy(E) H, (E [ (N~ (m))
H(m)(E) Hom H(N—m)(E)
l
[d] (V= (+m) H<Nfl>(E)TH<N—(z+m))(E) [d]
es exacto.

[Dem.] Observemos que
1) [d]™ o [i]' es la funcién cero de H,,(E) en H)(E).
Sea z € Z(E) por lo que d™(z) = 0, ast d™(z) = d'(d™(z)) = d'(0) = 0 luego
2 € Zmiy(E) y [d]™ o [i]'[z] = [d]"[2] = [d™(2)] = [0].
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1) [i]V=0Fm) o [d]™ es la funcién cero de Hupmy(E) en Hiy_m)(E).
Sea z € Z(im)(E) entonces d7(z) = 0 asf [V o [d]™[z] = [(]N-TH™[dm(2)] =
[d™(2)] y como tenemos que d™(2) € B(y_n) (L) entonces [d™(z)] = 0.

Como se tiene que [d]™ o [i]' = 0 entonces [i]'H(,,)(E) C Ker([d]™). Para probar la igual-
dad, sea [z] € Ker([d]™) luego z € Zyim)(E) y d"(2) € By)(F) asi existe ¢ € E tal que
d™(z) = d¥7Y(c) luego d™(z) — dV~!(c) = 0 por lo que d™(z — d¥~+™)(¢)) = 0 con lo cual
tenemos que z — dV-(F™(¢) € Z(,,)(E) lo que implica [z — d¥=""™)(c)] € Hn)(E) y como
dN=Um) () € Bimy(E), entonces [z — dN=M ()] = [2] en Hym)(E). Ast [i] Hyy(E) =
Ker([d]™).

Por otra parte, tenemos [d]"Hm)(E) C Ker([i]N~t™), ya que [i]N-+™) o [d]™ = 0.
Sea [z] € Ker([i]V=""™) luego z € Zy(E) y 2 € Biy—m)(E), asi z = d™(c) para algin
¢ € E y se tiene 0 = d'(z) = d'(d™(c)) = d"™(c) luego ¢ € Zyim)(E) y d™(c) = z, por lo
que [d)"Hym)(E) = Ker[i]N=(0+m),

La exactitud del hexagono H"™ queda completa si consideramos los hexagonos H™N~{+m)
y HY —(m).l y sus respectivas sucesiones

™

E_"", H

[d]N (H»m)

H E) (E)—»HHm)( )

(N—(14+m)) ( (N—1) (

[iN - (H’”) [d]’ [d™
H(l) (E) (N m) ('EW)—> H(N (I+m)) (E)

Las cuales son exactas por lo anterior. Asi el lema queda demostrado. O

2.2.2. [Construccién de un morfismo inducido en homologia | Sea ¢ : E — E’ un ho-
momorfismo de médulos N-diferenciales. Para este homomorfismo tenemos que ¢(Z,)(E)) C
Zmy(E'), ya que si z € (Z»)(E)) entonces existe x € Z,)(E) tal que z = p(x), asi que
d"(z) = d"(p(x)) = p(d"(x)) = ¢(0) = 0luego z € Z,)(E’). Y ademas, tenemos ¢ (B (E)) C
By (E'), pues si z € ¢(Bu)(F)) entonces existe © € B,)(E) tal que existe y € £ con
dV"(y) =z, por lo tanto z = ¢(x) = ©(d""(y)) = dV " (¢(y)) luego z € B (E).

2.2.3. [Morfismos inducidos en homologia] Con lo anterior el morfismo inducido en
homologfa dado por ¢, : He)(E) = Hqy(E') tal que si [x] € Hy,)(E) entonces ¢, ([z]) =
[o(x)] esta bien definido para todon con 1 <n < N —1.Y tenemos que las correpondencias
E — H,)(FE) son funtoriales con H,)(¢) = ¢.. Adicionalmente su relacién con los morfismos
de inclusién y el diferencial son ¢, o [i] = [i] 0 @, v s 0 [d] = [d] © p,.
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Proposicion 2.2.4. Sea ¢ : E — E' un homomorfismo de mddulos N -difereciales. Supong-
amos que ¢, : Hyy(E) = Huy(E') vy pr © Hy-1)(E) = Hw-1)(E") son isomorfismos.
Entonces ¢, : Hipy(E) = Hey(E') es un isomorfismo para todo enteron con 1 <n < N —1.

[Dem.] Procederemos por induccién sobre n en la proposicién

P(n) =" ¢, : Hpy(E) = Hupy(E') v ¢s - Hinn)(E) = Hn_n)(E")" Asi por hipétesis ten-
emos que P(1) se cumple. Supongamos que se cumple para todo m con 1 < m < n, de esta
manera consideremos los siguientes diagramas conmutativos.

H(an) <E) 4()0*’ H(N—n) (E/) H(n) (E) 480*’ H(n) (E/)
[d]anfl [d}anfl [i]anfl [Z'}anfl

H,(E) 2. H,(E) Hy, \(B) 2. H, ,(E)
" ™ [d]" [d]"

(n+1)(E> P H(n—-l)(E,> H(N—n—1)<E) Px H(N—n—l)(El)
(d] [d] (4] (4]

H (E) >, H, (F) H, (B) >, H,  (E)
[i]N—n—l mN—n—l [d]N—n—l [d}N—n—l

Hy, (E) 2. Hy ,(E) H,(E) 2. H,(F)

Cuyas columnas resultan ser exactas, esto al analizar el hexagono H™!, asf tenemos que por
hipétesis se tiene que ¢, : Hq)(E) = Ha)(E') y ¢ : Hn-1)(E) = Hy-1)(E") son isomor-
fismos, como por hipétesis de induccion se tiene también que ¢, : Hy_n)(E) = Hy_n)(E£')

Vv ¢« + Hpy(E) — Hpy(E') son isomorfismos, se tiene por el "lema de los cinco”que
Oy - H(n+1)(E) — H(n+1)(E’) V Py - H(N_(n+1))(E) — H(N_(n+1))(E/) son isomorfismos.
U

2.2.5. [Morfismo conectante] Construiremos el homomorfismo diferencial asociado a una
sucesién exacta corta 0 — E -5 F 25 G — 0. Sea g€ Zwn(G), conl <n <N -1, por
la exactitud en G existe f € F con B(f) = g tal que S(d"(f)) = d"(g) = 0, sin embargo
por la exactitud en F, existe e € E tal que a(e) = d"(f). Este elemento e cumple que
a(d¥"(e)) = dV(f) = 0 lo que implica que dV"(e) = 0, es decir ¢ € Zy_,(F), pues «
es inyectiva. Tenemos entonces que, para todo g € Z(,)(G) podemos considerar un tnico
e € Zn_n(F), unicidad obtenida por la unicidad de a. De esta manera podemos considerar
el siguiente operador
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el cual generaliza al diferencial usual.

Lema 2.2.6. Sea la sucesion exacta corta 0 — E -5 F 25 G — 0 de mddulos N-
diferenciales con diferencial 0. Entonces para cada enteron con 1 <n < N —1, el siguiente

hexdgono H,, de homomorfismos

H,_, (G)<7H(N_n) (F) o
B

es exacto.

[Dem.]

)

1))

111)

Im S, = Ker 0.

Im g, C Ker 0, es decir que 0 o B, = 0. Por lo tanto 0 o B,[f] = 9[B(f)] = [e] con
ale) =d"(f) =0, como « es inyectiva entonces e = 0.

Ker 0 C Im f.. Sea [g] € Ker 0, es decir g € Z,,)(G) y 0[g] = [e] con e = d™(€’), como
[ es sobre, existe f € F tal que S(f) = g luego [g] € Im S, .
Im o, = Ker g,.

Im o, C Ker B,. Sea e € Z,,y(E), entonces 3, o a.[e] = [B(a(e))] = [0], lo que implica
la contenencia.

Ker B, C Im a. Sea f € Zy)(F) tal que B.[f] = [0], es decir, B(f) = dV""(g) para
algiin g € G, como [ es sobre existe f € F tal que 5(f’) = g por lo cual tenemos

que B(f) = d¥(B(f")) = Bd¥ (1)), asi 0 = B —d¥""(f") = B(f —d"7"(f)) luego
existe e € F tal que a(e) = f — dV"(f"), por lo tanto a.le] = [f — dV"(f")] = [f]
luego f € Im a.

Im 0 = Ker a,.

Im 0 C Ker a. Sea g € Z(y_n)(G) tal que 9[g] = [e], por definicién de 0, se tiene que
afe) = dV7"(f) luego a, 0 dg] = [a(e)] = [""(f)] = [0].

Ker a, C Im 0. Sea e € Z,)(E) tal que a,le] = [0], es decir, a(e) = d¥7"(f) con
f € F, ast B(f) € Gy como tenemos que 0 = B(a(e)) = A(dV"(f)) = d""(B(f))
entonces, por la definicién de 0, tenemos que 9[S(f)] = [e¢] como deseabamos.

O
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2.2.1. N-Homotopia

El propésito de esta seccion es definir la nocién adecuada, segun [5], de dos homomorfismos
homotépicos sobre médulos N-diferenciales y observar que cumple con lo que tradicional-
mente se tiene [8].

2.2.7. [Homomorfismos homotépicos.| Sean E'y F' dos médulos N-diferenciales y supon-
ga A, it dos homomorfismos de F en F', diremos que estos homomorfismos son homotépicos
si existe una familia de homorfismos hy : £ — F con k=10,1,--- , N — 1 tal que

A== Zé\f:—ol dN—k:—lhkdk

Lema 2.2.8. Si A\ y pu son homorfismos homotdpicos de mdodulos N-diferenciales de E en
F', entonces estos homomorfismos inducen el mismo homomorfismo en homologia.

[Dem.]

Tenemos que A — p = S0t d¥"*hyd*, si tomamos 2 € Zn)(E) obtenemos que \(z) —
w(z) = S dN"F 1 hyd®(2) como d!(z) = 0 para todo [ > n entonces

Az) = p(z) = 42y AV gdh (2) = dV (R A nd(2))
Por lo tanto A(z) — p(2) € By(F), lo que implica el resultado. O

Corolario 2.2.9. Sea E un mddulo N -diferenciable. Suponga que existen hy : E — E
para k =0,1,--- | N — 1 endomorfismos que satisfacen Zivg)l dVN=F1h.d* = Idg, entonces
Hiy =0 paran conl1<n<N -1

2.3. Mdbdulos N-Diferenciales Graduados y
NDGq—AIgebras no ingenuas

Definiremos la version graduada de los médulos N-diferenciales lo que nos permitira entender
las homologias de los modulos N-diferenciales.

2.3.1. [Médulos N-diferenciales graduados] Para N € Z con N > 2 tenemos,

Un médulo N-diferencial graduado (DG-mdédulo) es un médulo graduado A con un
morfismo d : A — A de grado 1, denominado su N-diferencial, el cual satisface d¥ = 0.
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Dado dos médulos N-diferenciales graduados (A,d) y (A’,d’) un homomorfismo ¢ de
médulos N-diferenciales graduados de grado k, es un homomorfismo de A, en A7, tal que
dop=¢pod.

2.3.2. [Ciclos y bordes]| Si A es un médulo N-diferencial graduado con diferencial d. Para
todo entero n con 1 <n < N — 1 definimos:

L. Z(n)(A) el médulo graduado de ciclos constituido por los médulos Z, k) (A) =
) KGT(dn : Ak — Ak—n)-

(n)(A
2. B(n (A) el médulo graduado de bordes constituido por los médulos B, x)(A4) =
B(n (Ak) = ]m(den : Ak+N—n — Ak)

Al igual que en el caso no graduado tenemos que Bn)(Ax) C Z(n)(Ay), para cualquier k en
el conjunto de grados del médulos graduados, lo que motiva la siguiente definicién.

2.3.3. [Homologia] Formamos H,)(A) el médulo graduado de homologia de ampli-
Z(n k) (A)
B,y (A)

tud n con formado por los médulos Hy, 1) (A) = Hny(Ar) =

2.3.4. [NDGq-Algebras ingenuas y no ingenuas] Una ¢-dlgebra N-diferencial graduada
ingenua o una NDGg-algebra ingenua es un algebra graduada F tal que su producto
cumple que a8 = ¢%*9“Ba y dotada de un endomorfismo d, denominado su N-diferencial,
el cual satisface d¥ = 0 y su regla de Leibnitz
d(afB) = d(a) + ¢V ad(p)

para todo a y todo [ en el algebra, a esta regla de Leibniz la denominaremos ingenua, de
tal manera que una regla sobre el producto que no se comporte de esta forma sea una regla
de Leibniz no ingenua. Diremos que tenemos una NDGg-algebra no ingenua si la regla
de Leibnitz no es ingenua.

2.4. Propiedades de médulos graduados N-diferenciales

Al igual que en el caso no graduado, podemos considerar los homomorfismos inducidos
de inclusion [i| : Hny(Ar) = Hpny1)(Ax) o inducido por el diferencial [d] @ Heny1y(Ax) —
H;,)(Ay) su buena definicién se fundamenta en el mismo razonamiento del caso no graduado.
De esta manera, nos preguntamos si tenemos en el caso graduado resultados similares para
los médulos graduados.

Lema 2.4.1. Sea l y m enteros conl >1, m>1yl+m < N — 1. Entonces la siguiente
sucesion de homomorfismos
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[d](N—(t+m)) [
y H,, (Ap) H(l)(Apm)\W—iW
H,,(4) H oy (Ap-m)
fw H (N=0) (Ap-m-1) ?Hw—wm)) (Ap—m-1) af
H, (Ap-n)

es exacta.

[Dem.] La demostracién de este hecho utiliza las mismas técnicas del lema 2.2.1 con la
salvedad en el manejo de los grados del médulo. 0
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ingenua

La homologia singular surge alrededor de 1930 de mano de Lefschetz que define una teoria
de homologia con grupos no libres y es hasta Eilenberg, hacia 1943, que se modifican las
definiciones de Lefschetz buscando sortear los inconvenientes de no tener grupos libres, en
este proceso se definen los simplices singulares y las cadenas simpliciales. La homologia sin-
gular surge entonces como una gran herramienta que relaciona invariantes algebraicos con
propiedades del espacio topoldgico [3]. Con el fin de buscar un acercamiento mas general a
estos invariantes definimos las ¢-cadenas simpliciales, definicion basada en las cadenas sin-
gulares usuales pero relacionadas con ¢ una raiz N-ésima de la unidad y que para algunos
resultados clasicos, como la homologia del punto, se comportan de manera similar.

Durante este capitulo, analizaremos el complejo de g-cadenas, comenzando en la secciéon
3.1 con la definicién usual de simplice, caras simpliciales, g-cadenas simpliciales, la defini-
cién del operador de borde y observando que este operador cumple la condicién d¥ = 0.
Continuaremos en la seccién 3.2 con el estudio de la homologia del punto y finalizaremos con
la seccién 3.3 donde mostraremos que el médulo N-diferencial de g-cadenas con el producto
cénico convexo cumple una regla de Leibniz no ingenua.

3.1. qg-Andlogo Simplicial

En esta seccion, hablaremos del complejo de g-cadenas y de su comportamiento con respecto
al operador de borde, fijandonos hacia el final de la secciéon que este complejo con este
operador de borde genera un médulo N-diferencial y que por lo tanto podemos hablar de
homologia sobre un espacio topolégico.

3.1.1. [p-Simplice regular] Un p-simplice regular A, consiste de todos los puntos z €
RP*! tal que :

L. 0<z;<1,para:=0,1,2,...,p
Iy P gz =1
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donde RP™! es el espacio euclideo usual y {z;} son las coordenadas = € RPT!.

3.1.2. [Funciones lineales en simplices| Una funcién f : A, — R" es una funcién
lineal si existe una funcién F : RP*! — R” tal que F|a, = f. Si B, ... P, € R" son puntos
arbitrarios entonces existe una tnica funcién lineal f : A — R” tal que f(e;) = P;, con lo
cual f(z) =>"  z;P;

Como caso particular de estas funciones, consideramos

3.1.3. [Caras simpliciales] Las funciones lineales ¢/ = ¢/ : A, 1 — A, tal que ¢/ (e') = ¢’

P
sij>i1yd(e)=e" parai>jconj=0,1,...,p. Lafuncién ¢/ sera llamada la j-ésima

cara de A,. La uniéon de todas las caras de /A, es la frontera de A,,.

Lema 3.1.4. ¢, ¢k = ¢

p+10%_1 stk <j.

[Dem.] Procederemos por casos.

Si i < k entonces ¢, ck(e;) = €; y chcd 7 e;) = ey

Si k <i < j—1 entonces C;+1C’;<€i) = C;+1(€Z'+1) =€y c’pfﬂcg_l(ei) = ’;H(ei) = €11
Si j — ¢ < entonces C;Jrlc’;(ei) = C]];+1(€Z'+1) = €2y b e) = by (ein) = eipa.

Como deseabamos. OJ

3.1.5. [Simplices singulares| Sea X un espacio topolégico. Un p-simplice singular de X
es una funcién continua o = o, : A, — X, para p > 0. Consideremos el conjunto de
p-simplices singulares S, .

S, ={o:/A, — X :0 continua }

Consideraremos ¢ € C tal que ¢V = 1 con N ntimero entero primo mayor que 2.

3.1.6. [¢-Cadenas simpliciales| Definimos el grupo abeliano libre C'S, X generado por el
conjunto de todos los p-simplices singulares con coeficientes en Z[q]. Asi, todo elemento en
CS,X sera denominado una ¢g-cadena simplicial que por definicién cumple que ¢, = > ¢,0
con ¢, € Z[q|.

3.1.7. [¢-Operador de borde] El ¢g-operador de borde esté definido por :

91 CS,(X) = CS,_1(X)

0= 0(0) =) d(oc),

j=0

donde acg es la j-ésima carade A,y o : A, — X,p > 0.
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Lema 3.1.8. Para todo n € N el g-operador de borde cumple que

(o) =m!- Z g (aci,lc;{l .. .c;"_(n_l))

11<12<...<ip

[Dem.] Procederemos por induccién sobre n.

I. Observemos el caso n = 2. Tenemos

S
hS]
S
3
—_

7=0 7=0 7=0 k=0
p p—1 '
= o)k, = ¢ od)dh  + > ¢ (ed)d
j=0 k=0 J<k k<j
=Y d"(od)ey_ + Y (o)
i<k k<j

Observe que si consideramos k£ = j en la segunda sumatoria obtenemos,

qu+g ac’ p L+ Z qk+]+1 00’)0’; )

i<k j<k+1
= Z qkﬂ(UC;)cl;A + Z qkﬂﬂ(acj)c;q
<k <k
Z qkﬂ(l + Q)(UC%)CI;—l =2 qk”(ffcj)clé_l
i<k i<k

como se deseaba.

1. Supongamos que es cierto para n y observemos n + 1

0" o) =00 (o)) =0 - Y q=ib(odiat, ., )

11512 <. <in
=nl- 25 ij( int1 UC”CZQ din )Cin+1)
' q q “Tp—(n-1)/"p—n
i1<i2<...<in int1

Observe que 7,1 varia entre 0 y p — n.
. _ n+1 -
Si Q=) i; entonces tenemos que

o (o) =n!- Z Z ¢®(odic? .c;[(n_l))ci,’f,i

11 <125 <y tnt1

—7l. Q( i1 2 in int1
n! - ( g q (acp Cot - Cp (1)) Cpm
i1<ip <o Sin i1
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Q i1 42 in in+1
+ g g (oc) ey 6 )
11 <125 <in—1<int+1<in
Q il ’i2 in in+l .
+ E q*(oc)cyy ¢ 1)) +
ilSiQS-'~Sin72Sin+l<7:n71S7:n
) Q( i1 iz in int1
+ g qe(oc, cpy - ) 1))

in4+1<i1<i2<...<ip

Observamos que en cada sumando tenemos

Q ’il iQ ’L’n in+l
E g (oc)cyy ¢ (o 1))Cin
11 <02 <. S Sin41 <t 41 <. <in
_ Q i1 i int1 Jk+1—1  tgpyo—1 in—1
= > 0706 - G 1)k G (k) (h42) - G )

11 <02 <. i <tn41<igp+1<...<in

Esto por el lema 3.1.4. Por otra parte si hacemos el siguiente reemplazo ¢; por ; si
J < kaipg POT igp1 y 45 por i1 + 1 sij > k. Obtenemos que cada sumando se puede
escribir de la forma

Skt (D) (i ix ki1 in int1
E g% g (oc .. (k1) Cpk - - cp_(n_l)cp_n)
11 < S i <dggo 1< <ipp1+1

_ Q+n—(k+1) i1 02 in int1
= E q (ocy iy & 1y Cpn)

i1 <in<...SinSing1

Como k= —1,0,...,n — 1 por su construccién entonces
o"(o) =n!- Z qQ(1+q+---+q")(acélc;271...c;’fﬁ)
11 <i2<.<ip g1
=n+1!- Z ¢lochic? ... ci,"fﬁ)

ilSi2S~~-Si7L+l

Completando la demostracion.

Teorema 3.1.9. 9N = 0.

[Dem.] Apartir del lema 3.1.8 y de las propiedades del g-factorial dadas en 1.1.2 se tiene el
teorema. O

Observacién {1 3.1.10. Con el resultado del teorema 3.1.9 tenemos que el complejo g-
simplicial con 9, es una médulo N-diferencial, discutidos estos en la secciéon 2.1 y por lo
tanto podemos hablar de su homologia.
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3.2. Homologia del punto

Durante esta seccién, consideraremos el espacio X = {z}, el espacio topolégico de un solo
punto.
3.2.1. [Cadenas Simpliciales en el punto]

Observe que para cada p € Z" existe un tnico simplice regular o, : A, — X, con lo cual
podemos identificar al grupo C'S,(X) con Z[q.

De esta manera, si tomamos 0 : C'S,(X) — CS,_1(X) entonces

Por lo cual, asignaremos a 0 = p+ 1 : CS,(X) — CS,—1(X) .

3.2.2. [Complejo de Cadenas]

Por la forma en que se comportan las cadenas y el borde tenemos el siguiente complejo de
cadenas:

0« OSo(X) 2 CS(X)

wl

N=1 cgy_y(x) —0

CSy_1(X) — L csy(X)~—2—— ... ... o N=1 g ,(x)—0

Como 7 € Z[q] es invertible, por la proposicién 1.1.4, entonces cada uno de los homomorfis-
mos 2,3,..., N — 1 es un isomorfismo

3.2.3. [Homologia del punto | Con la informacién anterior entonces damos la homologia
del espacio X,

H.(X)=12Zlg) sis=r+1<N —2;
H(X) = ’
& { H,.(X)=0 en otro caso

3.3. Producto Coénico Convexo

Durante esta seccion trabajaremos con X espacio topoldgico convexo. Denotaremos para
cada x = (2;);ez+ € R™" a sunorma con |z| = >, 2; y entenderemos a (z,y) € R"2 con
el vector con z € R"™! y ¢y € R+ |
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3.3.1. [Producto Cénico Convexo]

Sean 0 : A, - X y 7 : A,, — X simplices regulares. Definimos o - 7 : A, py1 — X su
Producto Cénico Convexo como:

o(z) si |z =1,
o-7(x,y) =o7(z,y) = (y) syl = 1;

2o (&) + lylr(L) i le] # 1ALyl # 1

Este producto se extenderd de manera bilineal para cualesquiera o, € CS,(X) y 7, €

C'Sp(X).

Una posible representacion grafica de este producto, es dada por

€2

€n €1 T

Lema 3.3.2. Seano: A, = X, 7: A, = X yl €N con l < min{m,n} entonces se tiene
que

!
l
81(07) _ Z qk(nf(l*1)+k) (k) a#k((j)ak(T).
k=0 q
[Dem.] Proceremos por induccién.

I. Consideremos [ = 1 entonces

n+m+1 n+m+1

d(oT) = Z ¢'(o7)c" = Zqi(m-)ci + Z ¢'(o71)c

=0 =0 i=n+1
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n n+m+1
=Y (o) + Z q'o(rc) Zq oc') Z ¢ o (rd)
=0 i=n+1 7=0

3

¢'(oc)T 4+ ¢"*! Z do(rdd) = (o)t + ¢"Tod(T)

i=0 §=0

II. Supongamos que se tiene para [ y observemos el caso de [ + 1.

41 (om) =0 (0(om)) = S0V ) 00 o)

l
_ an—(l—l)—i—k (li) [al—k—l—l(o_)ak(T) + qn—(l—k)+1al—k(a)8k+1(7_)]
k=0

q

Consideremos el sumando que tiene como factor a 9'~%(c)0*“"! (1), observe que estos
elementos vienen de los pasos vy u+ 1 con 0 < u <[ luego su coeficiente es,

—(t— U l n—l—u u n—t— U l
qu(n (I-1)+ )( ) q (I—u)+1 —i—q( +1)(n—(1—-1)+( +1))< )
u/, u—+1 .

(u+1D)n—(ut+1)l+u?+2u+1 l) (u+1 n—(u+1)l+ut+1+u?+2u+1 ( l )

—d U u—+1

=4 U u—+1

(u+1D)n—(ut+1)l+u?+2u+1 (l> (u—i—l n—(u+1)l+u? +3u+2< l )
q

_ q(u+1) —(ut1)l+u? +2u+1 ! u+1 ! ]
u ut+1/,

— Q) () [+1
u—+1 ‘

Este tltimo paso por el lema 1.1.3. De esta manera, el coeficiente de 8'%(a)9" (1)
es gD (n—l+(u+1) (lf) y evidentemente el término de 9'*!(o)7T esta acompafado por

(l+1

0 )q luego

+1
alJrl - k(n—I+k) [+1 al k+1 61@
e1=4 . ()2 (7).
q

k=0
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Como se deseaba. O

Para o : A\, — X un simplice singular, notaremos por oy a o(ex). Y damos una definicién
util para hablar de la regla de Leibniz en ¢-cadenas simpliciales.

3.3.3. [Truncacién de Newton] Definiremos como Truncacién de Newton al operador
N tal que

(o) sij<mn;
Ni(o)={ n+1l sij=n+1;
0 sijg>n+2

Lema 3.3.4. Sean o : A\, — X, 7: /\,, = X entonces se tienen las siguientes propiedades:
O™ =m Y "

L 0% (0™(1)o) = m + LEN* o) + " N™ (1) N*(o), si1 <k <n+1.

O (T0M(0)) = NF(DN(0) + ¢ Fn F TEN*Y(7), si1 <k <m+ 1.

. 0(0™(1)0"(0)) = m + 110"(0) + qn + 110™(7).

=

o f—l

IS

[Dem.]
a. Proceremos por induccion sobre m.

I. Supongamos que m = 1.

1
a(r) = Z ¢'rc' = 11 + qmo

=0

Si m = 2 entonces
2
0°(1) = 9(0(7)) = 0D _q'tc’) = 0(rc" + qrc' + ¢*7¢?)
1=0

= 0(1%) + q0(1c") + *0(7¢?)) = 72 + qm1 + (72 + q70) + ¢ (71 + q7o)
=1y +qo + qr + P11+ P+ Pro = (L + @) [ + ¢ + ¢ 10

1. Supongamos que se tiene para m y observemos el caso m + 1.

m+1 m+1

") = 0m™(0(r) = 0> ¢"rc") = 0" (> ¢" oy fmrn)
k=0 k=0
m+1 m+1 m .
= Z qkam(Tm...E...mH) = Z ¢* (m! Z qm_]TJk>
k=0 k=0 j=0
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k; . . . . k _ . . .
Donde 7} es 7, k...m+1<€J)~ Observe que si j < k tenemos que 7; = 7, si j > k, se

. E B . ~
tiene 77 = 7;,1. Asi el coeficiente que acompana a 7; es

m!<qm—j qu + qm—j—H Z qk) _ m!qm—j(z qk + qz qk)

k>j k<j k>j k<j
m+1 m
= m!qm_J(Z qk) = m!qm_”l(z qk) =m+ Llgm It
i=1 i=0

Con lo cual, tenemos
M)y =m + 1! Z ¢,
k=0

b. Procederemos por induccion sobre k.

I. Veamos el caso k = 1.

d(0™(7)o) = o((m! Z ¢"'r)o) = ! Z q"'0(r0)

= ml Z ¢" (0 + qri0(0)) = m + 1o + q0™ (7)0(0)

(2

Si k = 2 entonces

0*(0™(1)o) = m + 110(0) + qd(0™(1)d(0))

I
3

m+ 110(c) + q(m + 110(a) + q0™(7)9*(0))

m + 1120(c) + ¢*0™(7)0*(o)

11. Supongamos el caso k y observemos k+1 < n+ 1.
OFTL (O™ (1)) = A(0* (0™ (1)0)) = O(m + 1'kd* (o) + ¢"0™(1).0%(0))
=m + 1'kd*(0) +¢"0(0™(7).0"(0)) = m + 1'kd* (o) + ¢" (! Z q"'O(1;:0%(0)))

=m + 1k (0) + ¢" (1 Y ¢" (9" (0) + g7:0""(0)))

— m+ kD" (0) + ¢" (m + 110" (0) + ¢0™(7)0" ()
= m+ Uk + 10%(0) + ¢" o™ (1) 0" (o)

c. Induccion sobre k.
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I. Veamos el caso k = 1.

(10" (o Tn'Zq” Io; —n'Zq (1o, —n‘Zq” 1O(T)o;+ ¢ )

=0(1)0"(0) + ¢" '+ 17

Si k = 2 tenemos
0*(10"(0)) = 0(0(1)0™(0) + ¢"n + 1!7) =

= 0(0(1)0"(0)) + ¢" T+ 110(7 7)n! Z " o)+ ¢ n+ 110(7)

=01y ¢ I00(r)o;)+¢" T R F 10(r) =01y q" (0% (7)a;+q" (7)) +q™H n+ 11(7)

J
= (1) (0) + ¢"n + 1(r) + ¢" '+ 110(7)
= 0%(1)0™(0) + ¢"n + 1120(7)

1. Supongamos el caso k y observemos que sucede en el caso k +1 < m + 1.
OFT(r0™ (o)) = B(0"(1)0™(0)) + ¢" > Fn + 11kO* (1)

— 71! Z (0% (T)oy) + ¢+ 11ROk (1)
_n,zqn J akJrl U] + g k+lak( ) +qm+2fkn—+1!Eak(T)

= 8"”“(7)8”(0) +n+ Ug™ T FOR (1) + ¢ R+ T1ROR (1)
= OF (7)o" (o) + n+ Llg™ ™ F(1 + qk)0F (1)
= OF (7)o" (o) + ¢ P+ 1k + 10%(7)

d. Observemos

A(9™(1)d"(0)) = O((M Y _ ¢ *m) (7! Z q¢"7o;))

=m+ 110" (o) + qn + 110™(7)
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O

Teorema 3.3.5. Sean o : A\, = X, 7 : A,, = X simplices singulares y sea k € Z k > 0
obtenemos la siguiente regla

0"(or) = i VARRUAR (k> quj(U)Nj(T)

=0 J

[Dem.]| Procederemos por induccién sobre k dejando fijos a m y a n y suponiendo sin perdida
de generalidad que m < n, asi debemos considerar los siguientes casos

1. Supongamos que k < m, si este es el caso k < min{m,n} y cada uno de los térmi-
nos N* ()N (1) es igual a 977 ()d?(7), lo que nos permite utilizar el lema 3.3.2,
obteniendo lo deseado. Y por la induccién tenemos que es cierto para k < m

2. Procederemos por induccién en k con m < k < n. Observemos el caso m + 1.

87”+1(UT) = 9(0™(o7)) = 8 (Z q.'/'(‘nf('m.fl)+j) <m> gm—i (J)aj (7)> — Z qj('nf(m—l)#»j) (m) 3(37”7j (o)@j (™))
‘ J = i

j=0 q q

m—1
=2 q“"*"‘*”“’(”?) (@™ I ()0 (1) + ¢ (ML (69T (7)) 4 g (P (mm D Em) (m) 8(cd™ (7))
j=0 17 q m/ g

m—1
Z q.7("—(mr—1)+J) (nl) (am/—j‘*’l(0.>8.7<T>+q”—(m/—.7)+1a"l—.7 (U)8J+1(T))+qm(n_(m’_1)+m') (m) (B(o‘)am(ﬂ')+qn+lm7+1!o')
=0 174 ™/ q

Consideramos los coeficientes del término ™1 ~%(g)0* para u € {0,1,...m — 1} y
obtenemos,

m m
q(u+1)(n—(m—1)+u+1) + qu(n—(m—1)+u) qn—m+u+1
ut+1/, u/,

u n—u m u2 U m u n—u m u2 U m
— q( +1)n—(u+1)m+u?+3u+2 +q( +1)n—(u+1)m+u?+2u+1
u+1/, u/,

—m+u m u m
_ q(u+1)(n +u+1) ( ) +q +1( )
u/, u+1 .

_ q(u+1)(n—m+u+1) m+1
u+1l/,

Reescribiendo, tenemos que

m+ 1 m

u m

87n+1(0_7_) _ i qu(nfm«i»u)(
u=0

) anz+1—'u(0_)6'u(T)+q7n(n7(7n71)+m)( ) qn+1m7+1!0'
q q

Como N™ (1) =m+ 1! ,N% o) =0y (z)q = (zﬁ)q entonces

- 1
qm(n—(m—1)+m) (m) qn—i—lm T1lo = qm(n—(m—1)+m) (m + ) qn+1Nm+1 (T)NO(U)
mj, m+1/,
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=dq

(m+1)(n+1) m+ 1 Nm+1(T)NO(U) _ q(m+1)(n—m+m+1) m+1 Nm+1 (T)NO(O')
m+1 g m+1 g

De esta manera,

8m+1 _ = u(n—m+u) m+1 m+1—u U
(oT) = E q " N (o)N*(7)
u=0 q

lo que demuestra el caso m + 1.

Ahora supongamos que se tiene para k y miremos el caso k + 1.

k

0" (o7) = 0(0%(o7)) =0 (Z g/ (= (1)) (’;) N ()N (T)>

J=0

Observemos que para k > m + 2 los términos N*~7(o) N7 (7) son nulos luego podemos
considerar

k+1 _ aak (S e (B k—j j
15} (o1) =08(8"(o7)) =0 g q )N ()N (1)
j=0

i/ q

-5 iqj(nf(k—l)ﬂ)(’“) Nk—j(g>Nj(T)+q(m+1)<n—<k—1>+m+1)( k )N’“*(’"'“)(a)/\/m“(f)
i=o J/q m+1/4

k

_ i qj(n—(k—1>+j>(k_) 6(Nk—j(owj(7))+q<m+1><n7<k—1)+m+1>( ) o™ (o) !
ji=0 17 q m+ 1 q

k

) oF ™ (o)ym + 1!
m+ 1 q

- i qj<n—<k—1>+j>(’°_> (Nk—j+1(G)Nj(T)+qn—<k—j>+1Nk—j(U)NHl(T))+q<m+1)(nf(k71)+m+1>(
j=0 17 q

Consideramos los coeficientes del término 91=%(¢)9%(7) para u € {0,1,...m} y

obtenemos

u(n—(k— u k u—1)(n—(k— u— k n—(k—u
q (n—(k—1)+ )( ) + q( 1) (n—(k—1)+ 1)( ) q (k—u+1)+1
u/, u—1 ‘

- u k u—1)(n—(k— u— n—(k—u k
— qun—k+D+ )( ) + g D= (k=Dtu—D)+n—(k +1)+1< )
u/, u—1/,

. k (K
(1) ()
q q

_ guln=kw) ("“ + 1)
u q

Por lo tanto,

— ey (k+ 1
(9k+1(0'7‘) _ Z q'u(7l—k+u)< + ) 3k+17u(0)8u(7‘)
u=0 q

u
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7 n— — m k n— m m n—(rkR— m k —m D
4 [gmn—G—1+ )( ) grREmAL (A (= (k=14 +1)< ) OF ™ (oY !
m/q m + 1 q

Y tenemos que

m(n—(k—1)+m) k n—k+m+1 (m~+1)(n—(k—1)+m+1) k
q q +4q
mj, m+1/,

mn—m. n— m2 m k: m n—m — m 2
—q k4n—k+m242 +1( > +q( +1)n—(m+1)(k—1)+(m+1)

q

R 0
_ q(m+1)(n k+m+1) ( ) +q +1< )
mj, m—+1 a

(m+1)(n—k+m-+1) (k +1 )
q

— 4 m+1

Asi,

m+1
ak-ﬁ-l (UT) _ Z qu(n—k+u) (k + 1) 8k+1—u(o_)au(7_)
q

u
u=0

Hemos probado la formula para k tal que 0 < k < n + 1.

Por induccién sobre k con n+ 1 < k < m + n Consideremos el caso n + 2,

n+1
8”*2(07) _9 (i qj(nf(nJrlfl)Jrj) (n + 1) NnJrl*j(o')Nj (7))
j=0 !

J

Observe que para j > m + 1 los terminos N7 (o)N7(7) son nulos con lo cual
podemos considerar la suma hasta j =m + 1, asi

N L A S T nt =5 (VN (o
omt2( >7(0)q +1!a()+j§::1q (j)qaw (@) (1)

n+1

+qm2<n+l
m+ 1

m

) o N @)+ (M) Tt o)
q q

m—1
= (") e+ X (T @ @0 ) + a0 )07 ()
q j=1 T /q

2 1 2 1
+q™ <n+ > (8n,—7n+2<o_)87n(_r)+qm,m+l!an+17m(o_))+q(7n+1) (nil) m+1!0n+1—7n(0_)
m /g m q

Tomemos los coeficientes de los términos 9" "27%(¢)9"(7) con u € {2,...,m}

w2 n—+1 u— n-+1 u—
(), e () o
U " u—lq
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2fn+ 1 w2y [Tt 1

=q +4q .
U /g u q

e [ (Mt 1 wfm+1

=q ) Ta
u q U /yq
Y (n + 2)
q

Para el término de N (o)A (7) tenemos,

(3.1,

Para el término de N~ (g)N™ (1) tenemos,

m2(n+1\ . m n+1 m2am [ [T+ 1 ma1 [T+ 1
() e () = (), ()
m /, m+1q m /., m+1q

 m?4m n-+ 2
— 4 m+1 ‘

Con lo cual obtenemos

m1 nt2
o2 o7y = 3 @I P (n D+ <”+2) NI (N (r) = 3 (P42 =1 +d) (" + 2) N2 (o)A (1)
j=1 T /q j=0 J 7aq

Consideramos el caso k > n + 1 y observemos el caso k +1 <m+n+1,

k

j)qN’”rawﬂ‘ *)

k
8]“1(07') _ @(3k(07)) -9 qu(n(kl)ﬂ')(
=0

Observemos que solo para j tal que k—n—1 < 7 < m+1 se tienen sumando no nulos,

asi que
m+1 ) Lk ) )
951 (or) = 8 S g (k=D) ( ) NET ()N ()
j=k—m—1 17 q

k m—1 ) Lk ) )
P a3 d0m e (M) ot @ ()

= () 2N e

q k

—(k—1)+m) [k —m m m n—(k—1)+m
Lgmn—(k=1)+ )( ) BNE =™ ()N (1)) + gD (= (B= 1)+ +1)(
q

m

k k—m—1 3 rmtl
1) PN N ()

=(, b)) rEmet e s (kfn)q(mlak*"m+qa"<a>a’°*”“(r>>

k—n— q
m—1 ) /k ) ) ) ) )
+ 3 gD (]) (08I ()07 (1) + g™~ FHIT1F =3 ()57 H1 (1))
j=k—n+1 q

K ) oF ™ (o)ym F 1!

+qm(n—(k—1)+m)(k) (61@_m+1<0)8m(7>+qn—k+m+1m!8k—m(g>>+q(m+1)(n—(k—1)+m+1>(
m/ g m+1 q
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Consideramos los coeficientes para los términos 9¥1=%(¢)9%(7) con u = k —n +
1,...,m y obtenemos

u(n—(k—1)+u k u—1)(n—(k—1)—(u— k n—k+u
g (k=1 )<u) 4 gD =(k=1=( 1))( ) il
q q

u—1

un—u U2 u k un—u. u2 k:
rsrens (V) grener(F)
u q u q
() ()
u q u q
= gu(n—htu) (k + 1)
u q

El coeficiente del término N (o)N*"(7) es

k Lk k B k+1
k—n-—1 . e k—n q_ k—n .

El coeficiente de N*~™(g)N™ ! es

m(n—(k—1)+m) k n—k+m+1 (m~+1)(n—(k—1)+m+1) k
q q +4q
mj, m+1/,

— qmn—mk+m2+2m+n—kz+1 ( k) + qmn—mk+m2+3m+n—kz+2
m

q

_ (m+1)(n—k+m+1) (k) + m+1 ( k )
=dq q
m/, m—+1 g

_ (mt1)(n—ktmt1) (k + 1)
=4q
m+1 g

De esta manera, tenemos que

m+1
o ior) = 3 ¢ (CT) W
j=k—n J q

k+1
=t () wtsion)
q

=0 J

Como se deseaba. Lo que prueba el teorema hasta el caso 0 < k < m +n + 2
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4. Si k> m+ n+ 2, el resultado es inmediato, ya que el lado derecho de la ecuacién es
cero por que excede la dimension del simplice y al lado izquierdo cada sumando es cero
pues siempre se supera la dimensién de alguno de los simplices, asi ambos lados de la

ecuacién son cero.

O

Como resultado del teorema anterior, podemos ver que el médulo N-diferencial de ¢g-cadenas

cumple una regla de Leibniz no ingenua.
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