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The twin prime conjecture in a parallel world to the world of integers

Resumen: Estudiamos la conjetura de los niimeros primos gemelos en el anillo de poli-
nomios con coeficientes en un cuerpo finito F,[X], estableciendo conjeturas analogas a las
de la teoria de niimeros clésica.
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Palabras clave: Primos gemelos, Polinomios irreducibles gemelos, Teorfa aritmética de
polinomios

Keywords: Twin prime, Twin irreducible polynomials, Arithmetical theory of polyno-
mials



Dedicatoria

A Luisa Angulo, mi madre,
que siempre me ha apoyado,
me apoya Yy sequird apoyando.



Agradecimientos

Al profesor Victor Samuel Albis, por su asesoria constante en el desarrollo del trabajo.

A Leonardo Chacon por sus instrucciones para dominar el KTEX.

A Tulio Enrique Vargas Morales por su constante apoyo durante la elaboracion de este
trabajo.

A todos mis amigos que colaboraron en el desarrollo y la entrega de este trabajo.



Indice general

ﬁndice generall

Fadice de simbolod

Introducciénl

I Prelimi |

[1.6. Algunas propiedades del semigrupo M| . ... ... .. ... L

[1.6.1. Relaciones de equivalencia sobre M| . .. ....... ... ... ... ...

(L.7. El conjunto Dir (M)| . . ... ... ...

. Polinomios Irreducibles Gemelos sobre Cuerpos Finitos I

[2.1. El caso del grado fijo| . .. ... ... . . .. ...
[2.2. El Caso de Cuerpos de Bases Fijas|. . . ... ... ... .. .. ... .. .. ..

. Polinomios irreducibles gemelos sobre cuerpos finitos 11|

II1

v

10

12
12
13

18
18
21
23

29



INDICE GENERAL

IT

[A. Una cota superior para las parejas de primos gemelos en I |7

30

34



Indice de simbolos

Simbolo Nombre

O(z) O grande de = (Notacion Landau), 3

o(x) o pequeno de z, 3

~ asintoticamente igual, 3

Q| norma del polinomio @, 3

M(¢g; X) =M El conjunto de los polinomios unitarios de F,[X], 3
o(M) La funcién indicatriz de Euler, 3

m(n;q) ntmero de irreducibles de grado n en Fy[X] , 4
x(g) caracter de Dirichlet, 5

G conjunto de los caracteres de G, 5

L(s, x) L-funciones de Dirichlet, 6

A=B (méd R) congruencia, 7

C(R) conjunto de todas las clases de equivalencia médulo R, 7
G(R) grupo de las clases invertibles,7

Dir (M) funciones aritméticas sobre M, 10

mo(n; q) ntmero de irreducibles gemelos de grado n sobre F,, 14
S(k) numero de polinomios especiales de grado k, 14

R(n; M, q) namero de pares de irreducibles gemelos (P, P + M), 18
Ri.m relaciéon de equivalencia especial, 21

11



Introduccion

El problema de los primos gemelos en el caso de anillos de polinomios sobre cuerpos finitos
es el siguiente: Encontrar el namero de parejas de polinomios de la forma (P, P + M),
donde P es un polinomio irreducible de grado n y M un polinomio diferente de cero, fijado
de antemano sobre un cuerpo finito I, y tales que P + M sea irreducible.

Aqui examinaremos algunas conjeturas sobre el nimero de polinomios primos gemelos para
el anillo de polinomios de coeficientes en un cuerpo finito Fy[X].

El trabajo se divide en tres capitulos. En el primero establecemos los requerimientos mi-
nimos de la teorfa aritmética de polinomios sobre un cuerpo finito Fy, en el segundo,
examinamos el trabajo de Effinger, Hincks y Mullen [7] donde se establece una conjetura
aun no demostrada. En el tercero, se estudia el trabajo de Pollack [12], donde se estable-
ce una nueva conjetura y se establece, bajo algunas condiciones, una estimativa para la
existencia de polinomios primos gemelos.

v



CAPiTULO 1

Preliminares

1.1. El problema en los niimeros enteros

La conjetura de los niimeros primos gemelos en los niimeros enteros.

Dos ntimeros primos (p, ¢) son primos gemelos si estan separados por una distancia de 2,
es decir, si ¢ = p+ 2. El primero en llamarlos asi fue Paul Stéackel (1862 — 1919).

La lista de las primeras parejas de primos gemelos comienza asi: (3,5), (5,7), (11,13),
(17,19) ... Conforme se van considerando primos mas grandes la frecuencia de aparicion
de pares de primos gemelos va disminuyendo, pero aun asi se ha visto computacionalmente
que siguen surgiendo pares de primos gemelos atn entre nimeros de tamanos enormes.

De momento, los primos gemelos méas grandes conocidos son:
(3756801695685 x 2666669) 1 v (3756801695685 x 2066669) 11 niimeros que constan

de 200700 digitos. Fueron descubiertos en 2011 por Timothy D Winslow (norteame-
ricano) (véase [3]).

» (65516468355 x 2333333) — 1 y (65516468355 x 2333333) 4 1, ntimeros que constan de
100355 digitos. Fueron descubiertos en 2009 por Peter Kaiser (alemén) y Keith Klahn
(norteamericano) (véase [3]).

» (2003663613 x 219°000) _ 1 v (2003663613 x 219°090) + 1. que tienen 58711 digitos.
Fueron descubiertos en 2007 por Vautier, McKibbon, Gribenko et al (véase [3]).

= (100314512544015 x 2171960) — 1 v (100314512544015 x 2171969) 4 1 que tiene 51780
digitos y fue descubierto en el 2006 por los matematicos hungaros: Zoltan Jérai,
Gabor Farkas, Timea Csajbok, Janos Kasza y Antal Jarai (véase [3]).

Todos los ntimeros naturales se pueden escribir de una, y sélo una, de las siguientes maneras:
6k, 6k + 1, 6k 4+ 2, 6k 4+ 3, 6k + 4, 6k + 5, donde k € Z. Ahora bien, 6k es divisible por
6; 6k 4+ 2, 6k + 4 son divisibles por 2; 6k 4 3 es divisible por 3, por lo que no son primos.
Luego los posibles primos son los de la forma 6k + 1, 6k + 5, que médulo 6 pueden ser
escritos como (6k — 1,6k + 1). Por lo tanto, todo par posible de niimeros primos gemelos
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

mayores que 3 debe ser de la forma (6k — 1,6k + 1). Ademas, se ha demostrado que el par
(p,p+ 2) (cuando p es primo) son primos gemelos si y solo si:

Allp—D'+1]=—p (mdd p(p +2)).
Véanse [5] y [I3] para una demostracion de este resultado, muy poco practico.

La conjetura de los primos gemelos en el anillo Z de los ntimeros enteros dice: Existen
infinitas parejas (p,p + 2) de nimeros primos gemelos. Esta es una de las mas famosas y
antiguas cuestiones no resueltas de la teoria de nimeros.

Esté problema ha interesado a varios matematicos los cuales han encontrado algunos re-
sultados parciales interesantes (véase [14]). He aqui algunos que hemos tomado de [13]:

» En 1849 Alphonse de Polignac (1817-1890) formuld una conjetura segin la cual, para
todo ntmero par k, existen infinitos niimeros enteros p para los que p y p + k£ son
primos. Por el momento no sabemos demostrar si hay infinitas "parejas de primos"
(p,p + k) para ningun valor de k . Cuando k = 2 , es la Conjetura de los Primos
Gemelos.

= En 1919, Viggo Brun demostré la convergencia de la serie de los inversos de los nu-
meros primos gemelos, contrariamente a la serie de los inversos de todos los niimeros
primos la cual diverge.

= En 1940, Erdés demostré que existe una constante ¢ < 1 e infinitos primos p tales
que ¢ —p < ¢ x In(q), donde ¢ denota el nimero primo que sigue a p. Esté resultado
fue mejorado sucesivamente en 1986 cuando Maier prob6 que podia emplearse una
constante ¢ < 0, 25.

= En 1966 Jing-run Chen mostré que existen infinitos ntimeros primos p tales que p+ 2
es un producto de, a lo sumo, dos factores primos. Para conseguir este resultado se
basé en la llamada teorfa de cribas, y consiguié tratar la Conjetura de los Primos
Gemelos y la Conjetura de Goldbach de forma similar.

» Sea ahora ma(z) el nimero de parejas de primos (p,p + 2) con p < = . La siguiente
conjetura sobre la cantidad de tales pares que hay hasta un numero z, dado, se debe
esencialmente a Hardy y Littlewood (1923), y nos dice que el numero o (z) de primos
gemelos (p,p + 2) con p < x es asintoticamente equivalente a lo siguiente:

I ] e

p>2,p primo
donde
1
H {1 — 2} =1l = 0,6601618158468695739278121100145...
p>2,p primo (p + 2)

es la llamada Constante de los ntimeros primos gemelos. En 1961 Wrench calculd
sus primeros 45 decimales, e incluso se conocen sus primeras 60 cifras gracias a los
trabajos de Gourdon y Sebah [18]. Los mismos autores senalan que es posible estimar
miles de digitos usando propiedades de la funcién zeta de Riemann; ya han calculado
5000 digitos usando este método .
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» Finalmente en el 2004, Richard F. Arenstorf, de la Vanderbilt University, presento
una posible demostraciéon de la conjetura, en 38 péaginas, utilizando métodos de la
teoria de ntumeros analitica clésica, la cual infortunadamente se basaba en unos lemas
incorrectos.

Lo anterior hace que el problema anélogo en el caso del anillo F,[X], donde Fy es un cuerpo
finito de ¢ elementos amerita estudiarse. Nuestro proposito es pues empezar a estudiar el
analogo de la conjetura de los nimeros primos gemelos en este mundo paralelo al de Z.
Como veremos este andlogo es mas parecido a la conjetura de Polignac.

1.2. Estimaciones asintoticas

Definicién 1.1. Sean f(x) y g(z) dos funciones definidas sobre un mismo subconjunto
de los naimeros reales. Escribimos f(z) = O(g(z)) cuando z tiende a infinito si y sélo

si existe una constante positiva M y un real xg tal que % < M para todo = > xg. Si

limg— oo % = 0 escribimos f(x) = o(g(x)) cuando z tiende a infinito y si limg 0 % =1

decimos que f(x) es asintdticamente igual a g(z) cuando x tiende a infinito y notamos f ~ g
cuando x — 0.

Estas notaciones fueron introducidas por Landau.

1.3. La norma de un elemento

Recordemos que F,[X] es un dominio factorial

Definicion 1.2. Dado @ € F,[X] la norma de @ es:

Q] = %9, siQ#0,
~lo, siQ=o,
donde 0Q es el grado del polinomio Q.

Definicién 1.3. Dos polinomios de la forma P, P + M € F,[X] irreducibles de grado n
donde M es un polinomio diferente de cero y grado menor que n se llaman polinomios
primos gemelos.

Definicién 1.4. Un polinomio unitario es aquel que tiene como coeficiente principal uno.
El conjunto de los polinomios unitarios de F,[X], se designa con M(¢; X) = M

Definiciéon 1.5 (La funciéon indicatriz de Euler). Sea ¢ : M — R donde M — ¢(M) =
Card(Fq[X]/M)*

1.4. La formula de Gauss

Gauss encontro la siguiente formula:
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Lema 1.1 (Lema de Gauss). Si w(n;q) es el numero de polinomios primos unitarios de
grado n en F,[X] entonces

D)= uld)g" (1.1)
dn

donde 1 es la funcion de Mdébius en Z.

Gauss solo demostro esta formula para el caso g = p, p primo, pues todavia Galois no habia
inventado los cuerpos finitos generados como extensiones finitas de F = Z/pZ. Una demos-
tracion debida a E. Landau, se encuentra expuesta en [I]. Usando la formula de inversion
de Mobius para funciones aritméticas definida en N, obtenemos de la ecuacion

= Z dr(d;q),n =1,2,...
din

Maés adelante usaremos las siguientes desigualdades

" 7"
2 <m(nig) Z/‘ "/dgg (1.2)
d|n

donde [ es el menor factor primo de n. Su demostraciéon es como sigue:

El primer término de la expresion (|1.1]) lo obtenemos si hacemos d = 1 y si aplicamos valor
absoluto y teniendo en cuenta que |u(d)| < 1 para Vd:

m(n;q) = %u(l)q"“ i1 > u(d)g"?

n
din
d>1
N 1 n| l d n/d
m(niq) = —q"| = |~ uld)g
dln
d>1
<1 Z n/d _ n/l Z q"/
= q n/l
din dn
d>1 d>1
1 T'L/l
7(n;q) — —q"| < - 9 Como < 2 obtenemos
n n qg—1 q—
1 "' q g
w(n;q)—ﬁqn < e <2 -
n/l n/l

1
2% <r(niq) — ~q" <29~
n n n
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Por otro lado de (|1.1)) tenemos

¢" = dr(d;q)

din
= dym(dy;q) + dom(da; q) + dsm(ds; q) + ... + nmw(n; q)
q" > nm(n;q)

q
- > ;
- m(n;q)

n

Obteniendo asi la cota superior

1.5. Las L-funciones de Dirichlet

1. Caracteres de un grupo abeliano finito. Sea G un grupo finito denotado mul-
tiplicativamente y sea C* el grupo multiplicativo de los ntimeros complejos (excepto
el cero). Un homomorfismo y : G — C* se dice un cardcter de G. Tenemos, pues,
x(9192) = x(91)x(92), si g1,92 € G, y x(e) =1 si e es el elemento unidad de G. El
conjunto de todos los caracteres de G se designa con G.

Con T designamos al grupo multiplicativo {z € C*; |z| = 1} (la circunferencia de radio
1 y centro en el origen). Este grupo es un subgrupo de C*.
Los siguientes resultados son bien conocidos (véase, por ejemplo, Apostol[2])

Proposicion 1.1. Si x € G, entonces x(g) € T para todo g € G. Es decir, x(g) es
una raiz o(G) — ésima de la unidad en C.

Demostracion Si o(G) es el orden del grupo G el cual es finito, es conocido que g°@) =

e para todo g € G. Es decir, x(g°(%)) = x(e) = 1, puesto que x es homomorfismo de
grupos y envia la unidad en la unidad.

Definiciéon 1.6. Todo grupo admite, por lo menos, un caracter yo definido por
Xo(g) := 1 para todo g € G. Este caracter se dice principal.

Definicion 1.7. Si x1,x2 € G, definimos una ley de composicién interna sobre G,
de la siguiente manera:

x1xz(9) == x1(g9)x2(9) Vg € G.
Es claro que xg acttia como identidad en G.

Los dos resultados siguientes pueden encontrarse en [IJ.

Proposicion 1.2. Sea G un grupo finito. Con la ley definida antes G es un grupo

abeliano. Ademds, x_l(g) = ﬁ =x(9).

Proposicion 1.3. Se tienen las siguientes relaciones de ortogonalidad:

ZX(Q) _ {S(G)a st X = X0,
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3 xio) = {g(@’ e

~ S1 e
e g #e,

2. Caracteres modulo H(X) Sea H(X) € Fy[X]. Una funcién x : Fg[X] — C es un
caracter multiplicativo moédulo H (X) si para A(X), B(X) € F,[X] tenemos:

(i

(11

X(A)—OSlmcd(A H) #1.

x(A)x ( ) X(AB).

)
)
i)
iv) A=B (méd h) = x(A) = x(B)

Como es facil ver, un caracter multiplicativo médulo H(X) es un caracter del grupo
(Fq[X]/(H(X)))™, que se extiende a Fq[X]/(H (X)) haciendo x(«) = 0 para todo o
divisor de cero en este anillo.

Proposicion 1.4. Si x es un cardcter de Fq[X] mddulo H(X), tenemos

(1) x(1) =
(ii) X(A) = x(A) es un cardcter moédulo H(X), donde la barra encima de x(A)
indica que se trata de su conjugado complejo.

(iii) Sim.c.d.(A, H) =1, entonces (x(A))¥*H) = 1, donde o(H) = card(F,[X]/H(X))*.
() Los caracteres de Fy[X]| mddulo H(X) aparecen en nimero finito.
(v) Sim.c.d.(A,H) =1, entonces x(A)x(A) = 1.

3. Las funciones L(s, x). Para un caracter y modulo h(X), definimos

x(a)

|al®

L(s,x) =
a€M(q;X)

como la funciéon L asociada a x.

1.6. Algunas propiedades del semigrupo M

En esta seccion citaremos algunos hechos conocidos acerca del semigrupo de polinomios
unitarios con coeficientes en Fy[X].

Sea M = M(q, X) el conjunto de todos los polinomios unitarios en Fy[X], el cual es un
monoide libre, en virtud de la factorialidad de F,[X].

Los primos generadores son los irreducibles unitarios, denotamos por P el conjunto de
primos generadores. Esto implica que M es un monoide de factorizacién tnica para el
cual se tienen propiedades anélogas de divisibilidad en N. Ademé&s, para un polinomio
A(X) € M, escribimos A en lugar de A(X).

La aplicacion grado 0 : M — N U {0} que asigna a cada polinomio A € M su grado 9A
satisface las siguientes condiciones:
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(D1) 91 =0,y OP > 1, para todo P € P
(D2) 9(AB) = 0A + 0B, paratodo Ay Ben M

(D3) G(k) =Y y4_ 1 =q" paracada k=0,1,2,...

1.6.1. Relaciones de equivalencia sobre M

Definiciéon 1.8. Sea R una relaciéon de equivalencia sobre M. Para indicar que ARB
escribiremos A = B (méd R). Si A = B (méd R) implica que AC = BC (méd R),
para cada C' € M, decimos que R es una relacion de congruencia.

Definicion 1.9. Un polinomio A € M se dice invertible médulo una relaciéon de congruen-
cia R sobre M si existe un polinomio B € M tal que AB=1 (méd R).

Claramente, cada elemento en la clase de un elemento invertible es invertible médulo R,
en virtud de las definiciones anteriores. Por tanto podemos hablar de clases invertibles
modulo R.

Definicién 1.10. Dada una relacién de congruencia R en M:

» Denotamos por C(R) el conjunto de todas las clases de equivalencia modulo R

» Denotamos por G(R) # ¢ el grupo de las clases invertibles el cual, por lo menos
contiene la clase del 1.

» Si C(R) es un conjunto finito decimos que R es una relacion de congruencia finita.
Obviamente en este caso G(R) es también finito. Sin embargo G(R) podria ser finito
sin que C(R) lo sea.

Con la siguiente definicion queremos dar una definicién que cobije al caso de los enteros
modulo n, Z, con n > 0y que la extienda.

Definicién 1.11. Una relacién de congruencia se dice que es aritméticamente distribuida
si tenemos las siguientes condiciones:

(AD1) Solo un ntimero finito de irreducibles en M no son invertibles médulo R

(AD2) Existe un entero m, dependiente solo de R, tal que si 7 > m, entonces el namero de
polinomios unitarios en M de grado r en cada una de las clases de equivalencia G(R)
es el mismo que el namero de cualquier otra clase de equivalencia de G(R).

Definicién 1.12. Si R esta aritméticamente distribuida, definimos a m(R) como el mas
pequeiio de los enteros no negativos m para los cuales (AD2) se tiene para R.

Lema 1.2. Sean M un polinomio en M y 1 > 0 entero, si OM = m y si r > m+1 entonces
para cada polinomio B y cada uno de los elementos oy, qa,...,q; existen exactamente

qr_m_l polinomios unitarios A de grado r tales que:

(1) Los primeros | coeficientes de A son aq,qa,. .., q
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(2) A=B (méd M)

Demostracion Definimos un polinomio regular como un polinomio unitario de grado r cuyos
primeros [ coeficientes son aq, s, ...,q; y es congruente a B moédulo M. Si A es regular
entonces los polinomios de la forma A+ M R donde OR < r —m — [ también son regulares.

Reciprocamente cada polinomio regular es necesariamente de la forma A + M R, porque
tal polinomio es congruente con A (méd M) y tiene los mismos [ primeros coeficientes
que A. De tal forma que si existe algiun polinomio regular entones hay exactamente ¢" ™
polinomios regulares. Como todo polinomio es congruente moédulo M a un polinomio de
grado menor que m y dado que r > m+1, existen, exactamente ¢" ™! polinomios unitarios
que satisfacen las condiciones (1) y (2). O

Para un polinomio M € F,[z] fijo la relacién de congruencia Rj; moédulo M es una
relacién de congruencia finita sobre M. Est4 relacién provee un ejemplo importante de las
relaciones de congruencia aritméticamente distribuidas. Utilizando la funcién indicatriz de
Euler para polinomios, los polinomios que no son invertibles médulo M son aquellos que
tienen un factor comdn con M. Por lo tanto, un irreducible que no es invertible médulo M
es necesariamente uno de los divisores irreducibles de M. Como solo tenemos un ntmero
finito de irreducibles no invertibles médulo M se cumple (AD1). (AD2) es una consecuencia
inmediata del Lema ([1.2]) con [ = 0. En efecto, si [l = 0 en cada clase B médulo M existen
exactamente ¢"~" polinomios unitarios A de grado . Si r > m supongamos que AZ =1
(méd M) entonces AZ = BZ =1 (méd M) si y solo si B es invertible modulo M y
entonces todos los elementos de la clase de B son invertibles, en particular, los de grado

. Entonces la cantidad de elementos de grado r invertibles congruentes a B (méd M) es
qrfm

Los siguientes dos teoremas se encuentran demostrados en [11]

Teorema 1.1. La interseccion R de dos relaciones de congruencia Ri1 y Ro sobre M es
nuevamente una relacion de congruencia sobre M. El conjunto de las clases de equivalencia
de R consiste de todas las intersecciones no vacias de la forma cNd donde ¢ es una clase
de equivalencia de R1 y d es una clase de equivalencia de Ry. Si R1 y Ro son finitas y st
A en M es invertible mdédulo R1 y Ro, entonces A es también invertible mddulo R.

Para el caso en que R1 y Ro son congruencias finitas aritméticamente distribuidas eviden-
temente R N Ry satisface (AD1). (AD2) también se cumple; en efecto, existe un m; tal
que si 7 > mq, entonces en cada una de las clases ¢ (mdd Rq) existe la misma cantidad
de polinomios de grado r. Analogamente para Ro existe my tal que si 7 > mgy cada una
de las clases d  (mdd R2) existe la misma cantidad de polinomios de grado r. Luego si
r > max{mi,ma} = m, en cada interseccion c¢Nd existe la misma cantidad de polinomios
de grado r.

Teorema 1.2. Sean R y Ro relaciones de congruencia finita independientes sobre M, vy
sea R su interseccion. Entonces:

1° G(R) es isomorfo al producto directo de G(R)1 y G(R)2

2° A es invertible mdodulo R si y sélo si es invertible para ambas R1 y Ra
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3° Los caracteres de R son exactamente las funciones de la forma x1x2, donde x1 es
un cardcter de Ry y x2 es un cardcter de Rao.

Presentamos un ejemplo de relaciones de congruencia aritméticamente distribuidas tomado
de Hayes [11]

Ejemplo 1.1. Sea A = agp+ a1 X+ ...+ 1 X™ 1+ X"y B = Bo+ 51 X +...4Bn1 X" 1+
X"™ son dos elementos de M. Decimos que ARB si a1 = 1y am_1 = Bm—1. Es facil
verificar que R es una relacién de congruencia finita sobre M para la cual card(C(R)) = ¢*
y card(G(R)) = q(q — 1). Esta relacion satisface (AD1) ya que el unico irreducible que
no es invertible médulo R es el polinomio X. Es més, si 7 > 1, entonces cada clase de
equivalencia modulo R contiene ¢"~2 polinomios de grado 7 y esto implica m(R) = 1 lo
cual demuestra la condicion (AD2).

Proposicion 1.5. Si R es una relacion de congruencia sobre M, cada funcidn que satisface

(1) x(1) = 1.
(i) x(AB) = x(A)x(B), para cada A y B en M.
(i1i) x(A) =0, si A es no invertible mddulo R.

(v) Si x(A) =x(B), si A=B (méd R).
es llamada un cardcter modulo R.

Claramente si x1 y x2 son caracteres modulo R, la funcion yx(A) = x1(A4)x2(A), para cada
A € M es un nuevo caracter modulo R, llamado el caracter producto. El caracter principal
Xo, definido por xo(A) = 1 si A es invertible médulo R, xo(A) = 0 en otro caso, acttia
como un elemento de unidad para esta multiplicacién. Ademas, si y es un caricter moédulo
R la funcion x~1(A) = 1/x(A) si x(A) # 0, x"1(A) = 0 en otro caso, también es un
caracter médulo R que satisface yx~' = x~'x = xo. Por lo tanto, el conjunto X de todos
los caracteres modulo R es un grupo abeliano.

De ahora en adelante designaremos I' por G(R) y I' = Homgz(T',C) seré el conjunto de
los caracteres de G(R) de grupo de I'. Ahora es clara la existencia de una correspondencia

uno a uno entre X y I'. Frecuentemente usaremos las propiedades de caracteres de grupos
abelianos (vea [I]).

En particular, si R una relaciéon de congruencia finita tenemos la siguiente relaciéon

h, six = xo,
Zx<A>={O o

si X # Xo,

> xHANB) - {h’ nA=b

e 0, en otro caso,

donde A es la clase de A moédulo R y h = card(T) = card(T)
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1.7. El conjunto Dir (M)

Los elementos de Dir(M) = {f : M — C} se conocen como las funciones aritméticas sobre
M.

Definicién 1.13. Sea Dir(M) el conjunto de todas las funciones {f : M — C}, tiene
estructura de C-algebra con las siguientes operaciones:

f+9)(A) = f(A) +g(A); AeM.

Af)(A) =Af(A); A e C.

M) f(A) = Muf(A)); A, pu € C.

A+ ) f(A) =Af(A) +pnf(A); A peC.
fxg)(A) =3 p 4 f(A)g(A/D); A,D € M.

(
(
(
(
(

Esta algebra es conmutativa y su elemento unidad es la funcién I definida por

I(A):{L siA=1,

0, en otro caso,

Proposicion 1.6. Sea f € Dir(M) es invertible si y solo si f(1) # 0
Definiciéon 1.14. El grupo de elementos invertibles en Dir(M) es denotado por Dir* (M)

Definiciéon 1.15. Una funcién aritmética f es multiplicativa, si f es distinta de cero y
f(AB) = f(A)f(B), si (A,B) = 1. Si esta relacién se cumple para todas las parejas
A, B € M decimos que f es completamente multiplicativa

Definicién 1.16 (Series de Dirichlet). Si f €Dir(M) es completamente multiplicativa,
definimos su serie de Dirichlet por

=Y S(d;f)g™ueC (1.3)
d=0

=Y f(4) (1.4)

0A=d

S fl < 3 1F(A)] < g

0A=d

donde

Observemos que

Si R es una relacién de congruencia aritméticamente distribuida sobre M, y x # xo es un
caracter moédulo R, entonces S(d;x) = 0 si d > m(R). De hecho, sea C(R) = {H1,...Hy}.
Si d > m(R), obtenemos

e
g
=
=
I
g
=
=
g
—
I
oyl
g
=
=

S(d;x) =

i=1 \ 0A=d i=1 0A=d =1
A€H; A€H;
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donde A; € H; y k es el valor comun de cada término Y g4—q4 1.
A€EH;

Por lo tanto, S(d, x) = 0, por propiedades de ortogonalidad. Luego podemos deducir que

la serie de Dirichlet es de hecho un polinomio en ¢~7.

m(R)
L(u,x) = Y S(d;x)g™™, (1.5)
d=0
que define una funcién analitica de u sobre el plano complejo.
Si x = X0, tenemos la siguiente igualdad formal

L(u,xo) = [J (0 —1PI™) ", (1.6)

P

donde P recorre sobre los elementos de P los cuales son irreducibles.

Sea ahora x # xo y considere el polinomio en Z con coeficientes en C:

m(Z,x) =Y S(dx)zm R
d=0

Ya que este polinomio tiene grado m(R), podemos escribir 7(Z, x) = [[(Z — a), donde a
recorre sus m(R) raices. Observemos que S(0;x) = 1 es el coeficiente principal, de manera
que

L(Zx) = ¢ n(@* ). (x#x0)

expresion que nos permite un estudio muy conveniente de las raices de L(z, x) para x # Xo
contrastando con la situaciéon anéloga en la teorfa de ntimeros analitica clasica. Una ttil
extension de la L-serie de Dirichlet es la siguiente:

Si f € Dir(M) es una funcion completamente multiplicativa y h € Dir(M), tenemos

hz f) =Y WA FAAZ =) <Z h(A)f(A)> g .

AeM d=0 \0A=d

Si h(A) =1, para todo A € M, tenemos L(z, f) = h(z, f). En particular podemos obtener
la funcién zeta de Riemann de M

C@:WMZZMV=Z<ZQ(%7M;4

AeM d=0 \0A=d



CAPITULO 2

Polinomios Irreducibles Gemelos sobre Cuerpos
Finitos 1

En este capitulo examinaremos el articulo de Effinger, Hicks y Mullen. [7]

2.1. El caso del grado fijo

Sea ¢ una potencia prima, sea F el cuerpo finito de orden ¢. Todos los polinomios de [Fy[X]
considerados aqui son unitarios, los cuales son el correcto andlogo polinomial a los primos
en los enteros positivos y los llamaremos irreducibles gemelos cuando estos difieran tan
poco como sea posible, en el siguiente sentido:

Definicién 2.1. Dos polinomios irreducibles Py y FP», ambos de grado r sobre Fg, se dice
que son polinomios irreducibles gemelos o simplemente irreducibles gemelos a condiciéon de
que |Py — Pi| = 4siq=2o0|P,— Pi| =1 en otro caso. De manera mas general, una
coleccion de k polinomios irreducibles distintos Py, P>, P3,...,P;, todos de grado r sobre [y,
se dice que es una k-tupla de irreducibles gemelos, si cada pareja de ellos son irreducibles
gemelos.

Para los casos cuando g > 2, esto significa que P; y Pj, i # j difieren solamente en sus
términos constantes, mientras que en el caso ¢ = 2 no difieren en sus términos constantes
sino en sus términos lineales y cuadréticos.

Ejemplo 2.1. = Sobre Fy, los polinomios P, = 2> + x+ 1y P, = 2% + 22 + 1 son
irreducibles gemelos, pues su diferencia es x — x? que tiene como grado 2 luego,
’Pl - PQ’ == 22 == 4;

» Sobre F5, los polinomios P, = 22 + 2 y P, = 22 4 3 son irreducibles gemelos, lo cual
se puede verificar facilmente P, — P, = 1, entonces |P; — P3| = 59 = 1;

= Sobre F7, los polinomios P, = 22 4+ 1y P, = 2?2 +2 y P3 = 22 4+ 4 al restar los
polinomios en cualquier orden obtenemos una constante, luego la norma siempre es
1. Entonces los polinomios forman una 3-tupla (e.d. tripleta) de irreducibles gemelos.

12
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El siguiente resultado nos garantiza la existencia de k-tuplas de polinomios irreducibles
gemelos para un grado fijo:

Proposicion 2.1. Para cada v > 2 y cada k > 2 existe al menos una k-tupla de dos
polinomios irreducibles gemelos de grado r sobre Fy, siempre que ¢ > 2(k — 1)r.

Demostracion Observemos que si ¢ > 2(k — 1)r > 2r = % > (k — 1)r > r ademés
2 < 2¢"/? 1 — 1 < ¢"/?7! entonces,

T 1
vt =g (1-3)

1 q 1
1— —q(1-2( =
2q51> ! ( 2 (qT/Z))

1
<o —pro [ ) =" — r/2
<q" —rq <q’”/2) ¢ —rq

Sea [ el menor divisor de r, de modo que /2 > r/l y dado que r > 2,

qr _ qu/Q < qr _ 2q7‘/l
_ qr - qr/l - qr/l < Zu(d)qr/d - qr/l

d|r
<) ul(d)g’?

d|r

Dividiendo por r, obtenemos que si ¢ > 2(k — 1)r entonces (k—1)¢" ! < 7(r, q), en virtud
de la féormula de Gauss. Pero ahora supongamos que entre los polinomios irreducibles de
grado 7 sobre F, existe solamente (k — 1)-tuplas, entonces para cada una de los ¢!
combinaciones de todos los coeficientes podria haber a lo sumo k — 1 irreducibles, por lo
que el nimero total de irreducibles 7(r,q) serfa menor o igual que (k — 1)¢"~! lo cual
contradice el resultado anterior. Por lo tanto ¢ > 2(k — 1)r nos garantiza al menos una
k-tupla de irreducibles gemelos de grado r sobre I,

Es claro ahora el siguiente corolario:
Corolario 2.1. En la coleccion de todos los polinomios sobre todos los cuerpos finitos,

existen infinitas k-tuplas de irreducibles gemelos para cada k > 2

Este corolario nos garantiza la existencia de k-tuplas de irreducibles gemelos a partir de
suficientes coeficientes constantes. Sin embargo no es el correcto analogo de la conjetura
clasica de los primos gemelos. El correcto anélogo esta en el caso de la base fija, caso mucho
mas problematico.

2.2. El Caso de Cuerpos de Bases Fijas

La siguiente conjetura es un analogo mas preciso de la conjetura de los primos gemelos en
Z
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Conjetura 2.1. Por cada cuerpo finito Iy, existen infinitos polinomios irreducibles gemelos
sobre .

Esta conjetura parece ser mas dificil que lo expuesto anteriormente. Con la hipotesis del
cuerpo fijo el nimero de coeficientes constantes se mantiene fijo cuando el grado de n tiende
a infinito y por lo tanto la densidad de los irreducibles gemelos decrece rapidamente, al
igual que las k-tuplas de irreducibles gemelos para todo k.

Pongamos la siguiente definicion:

Definicion 2.2. m3(n;q) denota el nimero de irreducibles gemelos de grado n sobre F,.

Y planteamos la siguiente conjetura.

Conjetura 2.2. Para los polinomios irreducibles de grado n finito se tiene

Wg(n;q)~(5<q;1) izI;I(l_(llLll\)z)'

Cuando usamos ~ nos referimos a que el cociente de los dos lados se aproxima a 1, donde
6 =4siqg=2y1enotro caso, y el producto se toma sobre todos los polinomios irreducibles
P sobre F, siempre que q > 2, y sobre todos los irreducibles de grado > 2 cuando g = 2.

Para establecer heuristicamente esta conjetura imitamos el argumento presentado en la
seccion 22.20 de [9] adaptandolo al conjunto F,[X] de polinomios segin sea necesario. En
particular necesitamos una versiéon polinomial del teorema de Mertens la cual presentamos
a continuacion.

Teorema 2.1 (Teorema de Mertens para polinomios). Cuando n — oo
1 e’
I (1- )~
P n
oP<n
donde P recorre los polinomios unitarios irreducibles y v es la constante de Fuler.
Una demostracion de este teorema se encuentra en [17]. Ahora continuamos trabajando en
funcion de la conjetura [2.2]

Definicion 2.3. Para un grado r fijo. Definamos un polinomio primorial M tal que;

M= 1] P

OP<r/2
P polinomio irreducible. El grado de M lo denotamos por m.

Definiciéon 2.4. Un polinomio Y que sea primo relativo con M, sera llamado polinomio
especial.

Proposicion 2.2. Para cada grado k, sea S(k) el nimero de polinomios especiales de
grado k. Entonces

S(m) = B,(M) = (M| ] (1—‘}3,) ~ )2

r
OP<r/2
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donde @, es la funcion definida para polinomios f # 0 € Fq[X] que cuenta el nimero de
polinomios en Fy[X] que son de menor grado que el grado de f y son primos relativos con

f

Demostracion Se encuentra en [6].
La funcion ®, es multiplicativa y si f = P;*...P¢" con cada P; irreducible de grado n;
entonces
o, (f) = [[(a" = ")
i
Ahora, el namero total de polinomios unitarios cuyo grado es m es ¢" = |M| por lo que
la proporcién de polinomios especiales de grado m es del orden

2e 7
t

Ahora consideremos S(r) y observemos que r es mucho méas pequenio que m. En efecto por
la definicion de M tenemos que S(r) es justamente el nimero de polinomios irreducibles
de grado r. Por lo tanto
qT‘

S(r) =m(riq) ~ -
Dado que el total de polinomios de grado r es ¢", la proporcién de polinomios especiales
de grado r es de orden %
Denotaremos por R la relaciéon de las proporciones calculadas de polinomios especiales de
grado 7 y m respectivamente, obteniendo

1
2e™7

R

Ahora dirigimos nuestra atencion a los polinomios irreducibles gemelos. Es razonable con-
jeturar que la relaciéon Ry de proporcionalidad de parejas especiales de grado r y m res-

pectivamente podria ser
1

4e—2v

Esto es razonable porque si la probabilidad de que los polinomios Y (z) y Y(x) + a (o
Y(x) + 22 + 2 cuando ¢ = 2) sean irreducibles asumiendo que estas probabilidades son
independientes, entonces la probabilidad de que ambos sean irreducibles es justamente el
producto de las probabilidades separadas.

Ry =R%*~

Observemos que la afirmacion acerca de R es el tnico punto en el que somos incapaces de
proporcionar una prueba, tal y como ocurre en el caso clasico como se argumenta en [9]

Confirmando, recordemos que buscamos una férmula asintotica para mo(r; q), el ntumero de
parejas de polinomios irreducibles gemelos de grado r. Pero sin embargo dada la conjetura
en Rs, ahora podemos obtener nuestro objetivo mediante la biisqueda de la proporciéon de
parejas especiales de grado grande m.

Primero vamos a suponer que ¢ > 2. Consideremos un par de polinomios especiales Y y
Y + a y nos preguntamos jcuantos de estos hay de grado m? Para cada P(irreducible) de
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grado menor o igual a /2, debemos tener Y Z0 (méd P)y Y # —a (méd P), por lo
que tenemos |P| — 2 clases residuales para cada P, dando un conteo de

[T ar-2-m I1 (1-3)

OP<r/2 aP<r/2

tales pares de grado m para un a dado.

Como ¢ es impar, entonces a y —a son distintos. Observemos que si Y y Y + « son
una pareja de polinomios especiales, entonces son exactamente la misma pareja Y + a y
Y 4+ a — a. Por lo tanto podemos obtener distintas parejas especiales utilizando la mitad
de elementos distintos de cero de IF; cuando ¢ es impar. Por otro lado, si ¢ es par y mayor
que 2, entonces cada a # 0 tiene la propiedad; si Y y Y + « son un par de polinomios
especiales entonces Y + a y Y + a + «a son la misma pareja especial. Por lo tanto una vez
méas obtenemos un factor de (¢—1)/2. Concluimos entonces que el namero total de parejas
de polinomios especiales de grado m para q¢ > 2 es

St I )

OP<r/2

El caso ¢ = 2 es algo diferente. Recordemos que aqui las parejas difieren por 2%+ en lugar
de por una constante. Si Y (de grado m) satisfaceY =1 (méd z)oY =1 (méd z+1),
entonces Y + x2 + z satisface las mismas condiciones. Ahora si P; = 22 +z + 1 es el tnico
irreducible cuadratico (Ps es el tercer irreducible sobre Fy), entonces esto facilita chequear
siY=2 (méd P3)oY =x+1 (mdd Ps) entonces Y + 22 +z es también primo relativo
con P3; perosi Y = 1 (méd P3), entonces P3 divide Y + 22 + x. Asi, P3 proporciona
2 clases residuales (= | P3| — 2) que producen parejas especiales. Ahora para todos los P
irreducibles de grado 3 o més, como es el caso ¢ > 2, requerimos ¥ = 0 (méd P) y
Y # 22 +2 (méd P). Asi obtenemos |P| — 2 clases residuales para cada P. Finalmente,
notemos que la pareja especial Y y Y + 22 + x es idénticamente igual a la pareja especial
Y+a22+z2y (Y +2°+2)+ (22 + 2), de modo que debemos dividir nuestro conteo por
2 para eliminar la duplicacién. Entonces obtenemos en el caso ¢ = 2 un conteo de parejas
especiales de grado m

3 I ar-a=gm T (1-5),

2<OP<r/2 2<HP<r/2

donde el factor extra de 4 en el denominador del lado derecho aparece porque los dos
irreducibles lineales (cada uno de valor absoluto 2) faltan en el producto pues los dos
factores lineales irreducibles no aparecen en el producto cuando factorizamos para obtener

Ahora tenemos toda la informacién necesaria para obtener nuestra deseada férmula asin-

totica. La ecuacion béasica es

R proporcién de parejas especiales de grado r
2 =

proporcién de parejas especiales de grado m
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y asi

Rs(total de grado r)(ntimero de parejas especiales de grado m)

ma(r; q) ~ total de grado m

Recordemos que por el Teorema de Mertens [2.1

e ()

P,OP<r/2

De aqui podemos computar

1 ¢ ,,/qg—-1 2
ma(r0) ~ 5 (%) 11 (1_yP|>

A<SOP<r/2

Nr2(4e_127)/r2qr<q2_ﬁ1> 11 <1_\123\>

A<OP<r/2

~ (q _ 1) q [D<or<r/2 (1 —
23 72 (H)\gapgr/g (1 _ % )2

()5 L0 )

4, sig=2, 2, siqg=2, 4, sig=2,
donde 3 = 4 A= 4 0= ¢
1, en otro caso 1, en otro caso 1, en otro caso.

6 = 4, aparece en el caso ¢ = 2 ya que es necesario eliminar los factores de
H 1 L ’

|P|
P,OP<r/2

correspondientes a los dos irreducibles lineales sobre Fo del producto, y cada uno aporta
1/4 al denominador. Entonces uno de esos factores de 4 en el numerador se cancela con
(8 = 4. Completando el argumento heuristico de la conjetura

De las consideraciones heuristicas, Effinger et al proponen la siguiente conjetura

s (5 111 )

donde my(n; ¢) denota el niimero de irreducibles gemelos de grado n sobre F.
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3.1. Una conjetura uniforme

Si R(n; M, q) denota el nimero de pares de irreducibles gemelos (P, P+ M) donde P es un
polinomio irreducible de grado n y si se razona heuristicamente como en el caso racional
(compare con [15, pags 409-411] podemos esperar que para n > M.

R(n; M, q) = Ro(n; M, q) (3.1)

donde

Ro(n; M, q) = q—1qgl_ﬂ[4(1—@|>ln<1—|;’> (1—@)2 (3.2)

QM

y @ recorre los polinomios unitarios irreducibles sobre [F,. El factor ¢ — 1 en ({3.2]) sale del
hecho que P no se restringe a polinomios unitarios.

Podemos enunciar varias maneras de volver la aproximacion mas precisa; quiza una
de las més obvias es fijar ¢ y M y leer como una estimacion asintética cuando n — oo.
Uno de estos casos es el propuesto por Effinger, Hicks y Mullen conjetura del capitulo
anterior, pero poco se sabe en esta direccion. Solo recientemente Hall [8] pudo mostrar,
cuando M es un polinomio constante y g > 3, la existencia de un nimero infinito de parejas
de primos gemelos (P, P + M) sobre F,.

Un caso especial de la proposicion dice que si M es un polinomio constante no nulo,
se tiene que R(n;M,q) > 0 para ¢ > 2n. Esto sugiere que R(n;M,q) puede ser mas
manejable al estudiarlo como una funcién de varios parametros. Con esto en mente, se
puede justificar, nuevamente por medios heuristicos, la siguiente conjetura.

Conjetura 3.1. Sea M un polinomio diferente de cero de grado < n sobre Fy. Entonces

R(n; M,q) = (14 o(1))Ro(n; M, q) si q" — oo,

18
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uniformemente en M. Con otras palabras, para todo € > 0,existe una constante B = B(e)
con la propiedad de que cada vez que M es un polinomio no nulo sobre Fy de grado <n y
q" > B, se tiene

|R(n; M, q) — Ro(n;m, q)| = o(1)Ro(n; M, q) < eRo(n; M, q)

El proposito de este capitulo es probar una estimacion explicita para R(n; M, q) que con-
firma la conjetura siempre que ¢/n? tiende a infinito uniformemente en la eleccion de
M en F,[X] de grado menor que n

Considerando de nuevo el lado derecho de la aproximacion (3.2)), observamos que cada
factor en el segundo producto es 14+ O(|Q|™2). En efecto,

(e 0-) - () (%)

_ <|@ - 2> (1Q)?
Q) (el 172

_ QP -2|Q|
QI - 12
_loP-z2jQ+1 -1
(QI-1> " (QI-1)?
1 1
“H e = e M
2 1\ 1
1-—)(1-—=) -1<—
‘( rcm)( @\) e

lo que implica que

(- a0) (=) 170 (ige) v
(@) (- 1o ie);

I [0 (e)] - L [1+o ()] = L [0 (5]

QM n=

entonces
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i ()]

n=1

T 1 1 1
qul’—q+1<qyentonces 7 —O().

Sustituyendo en ((3.2)),

pues ‘ —

-1
q" 1 q 1
Rati M == 1T (1-17) 755 (140 (7))
QM
1 n+1 1 -1
Ro(n; M,q) = (1—1—0 <> a 5 H <1 >
a)) n Q|
QM
Ahora, asumiendo la conjetura [3.1
R(n; M, q) = (1 +0(1))Ro(n; M, q), (3.3)
cuando ¢ — o0, y conociendo que
O(1/q) =0
1+0(1/q) =1

(1+0(1/g))(1 + o(1)) = (1 + o(1));
Si multiplicamos la igualdad por (14+O(1/q)) tendriamos

. B qn+1 _L -1
R(n; M, q) = (14 0(1)" C}'}4(1 ‘Q’> (3.4)

uniformemente en n y M (con 0 < (M) < n).
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3.2. Una férmula explicita para el niimero de polinomios irre-
ducibles en ciertas clases residuales

Sea M el monoide multiplicativo de polinomios unitarios en Fy[X]. Sil > 0y M € M,
definimos una relacion R; s sobre M diciendo que A = B mod Ry si y solo si Ay
B tienen los mismos primeros [ coeficientes proximos al coeficiente director y A = B
(méd M). Entonces Ry s es una relacion de congruencia sobre M, es decir, una relacion
de equivalencia que satisface

A=B (méd Riy)= AC = BC mod Ry para todoA, B,C € M.

Por tanto, hay un monoide cociente bien definido M/R; /.

Se puede demostrar que un elemento de M es invertible moédulo Ry ar siy solo si es coprimo
con M.

Utilizando el teorema podemos mostrar que las unidades de este monoide forman un
grupo abeliano de tamafio ¢'¢(M), el cual denotamos por (M/R; pr)*

Escribimos ¢(M) para el nimero de unidades en el anillo Fy[T]/ (M); notemos que

IT(1- 22|> — M /(M)

QM
donde () es un polinomio unitario irreducible

Lema 3.1. Sea A un polinomio primo respecto a M. Entonces

a(x)
q'o(M) > 0Q =¢" = > _x(A)>_ BN,
Q'=A (méd Ry ) X i=1

0Qi=N

donde x recorre todos los caracteres modulo Ry . Aqui a(x) < 1+ 0M para todos los x, y
cada |B;(x)| < ¢'/?

Demostracion Fijemos | > n 'y M € M. Sea x un caracter de (M/R;ar)*, este caracter
se puede extender a una funcién sobre M, definiendo x de tal manera que se anule en los
elementos de M que no son unidades de (M/R; 5r). Para u € C con |u| < 1/q, definimos

L(u,x) == [J(1 = x(@u?®)™", (3.5)
Q

Si x no es trivial, entonces L(u, x) es un polinomio en u y para algun entero a(x) < [+0M,

tenemos una factorizacion
a(x)

1 - /81 (36)
=1
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De aqui usando la hipotesis de Weil-Riemann (ya esta comprobada) encontramos que

18i(x)| < ¢"/? para i = 1,...,a(x) De la representacion del producto de Euler (3.5)), dedu-
cimos al aplicarle logaritmo a la ecuacion (3.5)

Log |L(u,x)| = Log [ [(1 = x(Q)u®?)~!
Q

=-) Log (1 - X(Q)an)) ;

luego derivamos respecto a u

L'(u,x) _ 1 _
o) % =2 (Q)u@ (—X(Q)aQan 1)

X)
L'(u,x) _ X(Q)9Qu?
L(u,x) (1 - x(Q)u9?)u
L) 5 g0 X(Qu

1 — x(Q)ud?

1 — x(Q)ud?

9Q {X(Q)an <1 +X(Qu? + X (@™ + ..+ X(Q)nunacz] }

>
Q
>
Q
= Z oQ { X(Q)anl} obteniendo una serie geométrica
Q
>
Q
>

uN Z x(@9)0Q; entendiendo por N = 0Q’ = jOQ,
N=1  9Qi=N

mientras que a partir de (3.6]), tenemos

Comparando los coeficientes en estas dos expresiones, concluimos que

a(z)
D> x(@)0Q == BN,
=1

9Qi=N

Por otra parte, si
xo(Q) =1, si @ es unidad
X =Xo= ' .
Xo(Q) =0, siQ no es unidad

(3.5) se transforma en
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L(u,x) = ][] (1 = xo(@u?®)~!
Qi
=J[a w9t
QM
=JJa-«*9)" ] "I -
QM QM QM

I

e e PN
N =
= =
| =y '|_‘
~ =
E N
= =
' —
:Qa |
L S
Q
L

_ ((1316)) ((1 fzm)) ((1 iS)) I e

= (I+u+u?+ud+.. )gx (1+u?+ W)+ W3 +.. )¢
) (L4 u? + W)+ W)+ ) x L J](1—uf9)

teniendo en cuenta que |u| < 1/¢. Analogamente, podemos tomar ([3.6)) y obtener,

a(xo)
1 1

para ciertas raices [3;(xo) de la unidad, el namero de las cuales, a(xo), es exactamente
ZQ| u 0Q < OM. Procediendo como anteriormente encontramos

a(xo)

> x0(@)9Q = ¢V Z Bi(xo)™

8QI=N

Cabe destacar para el uso futuro que la suma de la derecha es siempre no negativa, ya que

Zan:N 0Q = ¢~

3.3. Teorema de Pollack

Empezamos con el resultado obtenido por Hayes [10] el cual es una version mas débil del
resultado principal.
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Proposicion 3.1. Sea M un polinomio unitario de grado n — 1. Si una de las dos condi-
ctones se cumple

(a) M no admite factores cuadrdticos.

(b) n no es divisible por la caracteristica de Fq[X].

entonces
2n

q
R(n; M,q) = —

2ga(xy) O

cuando ¢ — 00.

Maés generalmente enunciamos el teorema principal.

Teorema 3.1 (Teorema de Pollack). Sean k > 0 y n > 2 enteros tales que 0 < k < n.
Sea M un polinomio de grado k sobre IFy. Entonces

qn ‘M‘ qn/p+1

B R L
< : - . .

donde p es el menor primo que divide a n.

Observaciones respecto al teorema [3.1) En el caso k = 0 y n = 1, el cual no es tenido en
cuenta en el teorema. Es facil ver que R(n; M, q) = ¢*> — q. En efecto, cuando 0 = k = OM
y 1 =n = 9P entonces (P + M) = 1. Luego

P=aX+b y P+M=aX+b+c

Como todo polinomio lineal es irreducible y F,[X] es un dominio factorial, tenemos g(¢—1)
polinomios lineales de grado 1. Entonces R(1; M, q) = q(q — 1) = ¢*> — q.
|M] gmt!

Dividiendo la desigualdad del teorema por 30M) 72 tenemos al lado derecho
‘M| qn+1 q" qn/p
R(n;M,q) — ——+ =42
¢'¢(M)  q"¢(M)n®  q"/Pné(M)
R(n;M,q) —1< —
(n; M, q) = M| gt ¢"in | M| | M| g1
d(M) [n®> n 2n
M Lg g grtiTma)’

Tenemos R(n; M,q) <14+ O <%2> de donde obtenemos

R(n; M,
T T < 1+ 0l )

Por esta razon una cota superior se obtiene si ¢" — oo en forma tal que n? /q — 0. Entonces

n
1+0(-) <
()
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) n+1
R 25((”’ ];47321/ 5 < 1 es decir, R(n; M, q) < gb’(j\]ﬂ) qn2
Una cota inferior se obtiene si n/q — 0; tenemos
R(n; M, q) < (IM|/¢(M))q"* /n.
Luego, si tenemos
¢" — oo de tal forma que n?/q — 0, y n/q—0

obtendriamos la igualdad.

R(n; M, q) = (M| /¢(M))g"+" /n?.
Este resultado es més fuerte que

n+1

M
R(n; M, q) < g M| 4

o) 12 )

Pero este resultado se obtiene en general para n > 2, M # 0 y no constante de grado < n
(ver los detalles de la prueba de (3.8]) en el apéndice).

En el caso en que k=n-1 se puede ver la demostracion del la proposicion anterior en [10].

En el caso general, para obtener la cota superior mencionada en el teorema [3.1] se utiliza
la demostracion de la proposicién y para obtener la cota inferior se usa una conocida

cota para el lema de Gauss (|1.2)

TL

Z:U’ n/d<7

Demostracion [Teorema de Pollack]

Para la demostraciéon del teorema presentamos un argumento heuristico y luego encontra-
remos la cota superior e inferior de ((3.7)

1 Un argumento heuristico
Sea M un polinomio de grado k sobre [, y supongamos que n > k. Sea H(T) un
representante de las unidades médulo R,,—1—x ar-
Sea Np el numero de primos unitarios de grado n congruentes con H(T) médulo

Ry—1—k,M-

Ademas si escogemos al representante H(7T') del conjunto de unitarios de grado n,
entonces N es el cardinal del conjunto {H(T) + aM;a € Fy}

Entonces ) 5 NIQ_] es precisamente el niimero de parejas de primos unitarios @, Q' de
grado n cuya diferencia es aM.

Si Q' — @ es distinto de cero para una pareja de estos polinomios, entonces necesaria-
mente Q' — Q = aM para algin « € Fy. Luego a~'Q y a~'Q’ forman una pareja de
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primos diferentes tal que a'Q —a~'Q’ = M. Eliminando las parejas donde Q = Q’,
encontramos que

R(n; M, q) ZNH (3.9)

Como existen ¢"¢(M)/|M| polinomios unitarios de grado n que son primos con M,
de los cuales cerca de ¢" /n son polinomios irreducibles de grado n. Por esto, cualquier
polinomio unitario de grado n coprimo con M es irreducible, con probabilidad cer-
cana a n~'|M|/¢(M). Por lo tanto, podemos suponer que Ny es aproximadamente
(g/n)|M|/d(M) para cada H, y esto nos lleva a esperar que

ZNHN (a/n)*(IM|/e(M Zl

= (g/n)*(|1M|/¢(M)) Ca?“d(1\/1[/7671—1—;<;,1\4)X
2 2

= ;qj?ﬁ)ﬂ”_l_%(ﬂ/ﬂ

Mqrwrl

(M) n?

Cota inferior

Para obtener una cota inferior no es necesario conocer los numeros de Ny indivi-
dualmente. Como cada primo unitario de grado n pertenece a alguna clase residual
modulo R,,—1- ar, Tenemos Y,y Ny = m(n, q), de tal manera que por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, y ,

2 2
n n/p 2n n(1+1/p)
12 "NZ > N > [ o4 >4 44

y asi

La relacion (3.9) ahora implica

M qn-‘rl M qn(1+1/p)
R(n;M,q)zdj(M‘) = —4¢|(M’) —— —7(niq). (3.10)

Una cota superior para 7(n;q) es ¢"/n, luego

|M‘ qn+1 - ‘M| qn(1+1/p) q"
o(M) n* = P(M)  n? n

lo cual completa la demostracién de la cota inferior.
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3 Cota superior
Para demostrar la cota superior se siguen las siguientes ideas: Del lema si H es
un representante de la clase residual unitaria modulo R,,—1_ as, entonces,

I RQ(M)nNy < ¢ Fe(M) Z o
Q'=H (méd Rp—1—,a)
0Q7=n

a(x)
=q" =Y X(H)Y_ B)"
X =1
Tomando cuadrados a ambos lados y sumado sobre H se tiene:
a(x)
n2q2(n—1—k)¢(M)2 Z NIQ—I < Z q2n o 2qn Z ZY(H) Z ﬂz(X)n
H H H X =1
+Y D XHE)Y(H) Y BO0"BI)"

H x,x' 1<i<a(x
1<g<a(x )

Intercambiando las sumas sobre H con las sumas sobre x y X/, y utilizando las
relaciones de ortogonalidad una vez més, nos encontramos con que el lado derecho
se simplifica, asi:

qn—l—k¢(M)q2n —2(]” n—1— kd) Z ﬁz XO

+ZZ Y BB

1<i<a(x)
1<i<a(x™1)

Como se senal6 anteriormente, la primera suma que aparece aqui es no negativa y ya
que esta multiplicada por un término negativo se convierte en una suma no positiva,
por lo tanto puede ser ignorado, ya que estamos buscando una cota superior.

Por otra parte, |Bi(x)| < ¢"% y [Bj(x )| < ¢"/% alx) <n—1yalx™') <n-1,
luego el lado derecho esta acotado por

q3n—1—k¢(M) + q3n—2—2k¢(M)2n27

(qn—l—k¢(M))2(qn/2)2n2 — q3n—2—2k¢(M)2n2.
Por lo tanto

q3n—1—k¢(M) 4 q3n—2—2k¢(M)2n2
n2q2n—2—2k¢(M)2

- ‘M| qn—i-l
- ¢(M) n?

IN

>_Ni

H

n
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de manera que

R(n; M, q) ZZNIQ-]—W(WQ)
H

|M| qn+1

~ o(M) n?

+q" —7m(n;q).

Insertando la estimacion inferior para 7(n,q) de (1.2)),

|M‘ qn+1 qn qn/p
R(n; M,q) < - n_ Loy ol
(n; 7Q)_¢(M) T 2

luego
|M’ qn+1 qn qn/p
R(n; M,q) — ———- L A S
Por lo tanto,
qn ’M’ qn/p+1 | ’ qn+1 qn qn/p
Ly L <R(m: M, q) — ML n_o 94997 o

n Aoan Tz SRMa) - o < *

Como consecuencia del teorema de Pollack tenemos que

L4 0(n/0) < (o S <14 0

Por lo tanto si ¢" tiende a infinito, de tal manera que n?/q tiende a cero, tenemos que se
cumple la convergencia asintética para la conjetura de Pollack en los casos cuando ¢ es

grande comparado con n?



CAPITULO 4

Conclusiones

1. Es posible definir muchos conceptos de la teoria de nimeros clasica en el anillo de
polinomios con coeficientes en un cuerpo finito.

2. Las conjeturas de los irreducibles gemelos en el anillo de polinomios se pueden ma-
nejar heurirsicamente al igual que en la teoria de ntimeros clésica.

3. Es posible garantizar la existencia de los polinomios irreducibles gemelos en el anillo
de polinomios Fy[X].

4. Hay una convergencia asintética para el nimero de polinomios irreducibles gemelos
en [F,[X].

29



APENDICE A

Una cota superior para las parejas de primos
gemelos en F,|T]

Este apéndice se encuentra en [12]. En el cual se establece la siguiente estimacion:

Proposicion A.1. Sea n > 2 un entero, y sea M # 0 un polinomio de grado menor que
n sobre el cuerpo finito Fy[T]. Entonces,

n

M| ¢"
¢(M) n?
Corolario A.1. Sea n > 2 un entero, y sea M # 0 un polinomio de grado menor que n
sobre el cuerpo finito Fy[T] entonces

Card{P : P, P + Mson irreducibles monico de grado n} <8

M| q"
R(n, M < 8—— 1.
siempre que 0 < OM < n.

La estimaciéon de la proposicién es analoga a una cota superior explicita generaliza-
da sobre pares de primos gemelos obtenida por Riesel y Vaughan (|[I6], Lema 5]), pero
trabajar en polinomios nos permite dar una prueba mucho mas simple. Comenzamos con
un analogo de un enunciado de Selberg, (cf. [Webb 13, Teorema 1]).

Proposicion A.2. (A2-Criba de Selberg F,[T)]). Sea A un conjunto de polinomios sobre Fy,
y sea Q un conjunto finito de polinomios unitarios irreducibles sobre IFy. Supongamos que
f es una funcion multiplicativa definida sobre los divisores libres de cuadrados de HQEQ
con 1 < f(Q) <|Q| para cada Q € Q, y sea

_ card(A)
%1_]0(13) + Rp. (A1)
DIA

Sea D cualquier subconjunto no vacio de divisores unitarios de HQe o @ el cual es cerrado
(es decir, todo divisor unitario de un elemento de D pertenece a D). Entonces,

Z 1< CCLTd(A)
= = 2pen (D) gp(1 =A@

med(A,]Tgeo)=1

30
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+ Z |XD1XD2R[D1,D2}|7
D1D2eD

donde

>_cep.p|C fe)t [gp(1- f@)~hH-t

Ao = m D) = ) (1~ (@) 1)

Antes de seguir introducimos algo mas de notacion. Sea A un polinomio diferente de cero
sobre IF,. Entonces podemos expresar a A de una tnica forma:
_ el e e
A=eQ7'Q5 ... Q5
donde ¢ € F; y los @; son polinomios unitarios irreducibles distintos. Se definen las

funciones aritméticas (-), d(-), y rad(-) en analogia con sus homoélogos enteros de la
siguiente manera

T

QA) =) e, dA):=]]lei+1),  radA):=]]Q:
i=1 i=1

i=1

Demostracién de la proposicién En el caso en que ¢ = 2, podemos suponer que T'(T+1)
divide a M, pues de lo contrario no hay parejas de primos P, P + M de grado n. Por lo
tanto |@Q| > 2 para cada primo @ que no divide a M. Se define el conjunto

A :={A(A+ M) : A unitario, grado A = n}.

Sea Q el conjunto de los primos unitarios de grado < n/2. Entonces el nimero de parejas de
primos unitarios de grado n. P, P+ M es precisamente el nimero de elementos de A coprimos
con HQeQ (@, una cantidad que puede estimarse con la proposiciéon Tomando a D el
conjunto (divisor-cerrado) de polinomios unitarios de grado < n/2 libres de cuadrados. Se
define la funcion multiplicativa f que aparece en la proposicion de la siguiente forma
(para primos unitarios @)

_J1Ql/2 i Q no divide a M,
ﬂ®_{@| si Q divide M,

y extendiendo f para que sea una funciéon completamente multiplicativa sobre el monoide
de polinomios unitarios. Es facil comprobar que si el polinomio libre de cuadrados D tiene
un grado < n, entonces (A.1)) se cumple sin ningtn tipo de error, es decir, con Rp = 0.

Dado que el minimo comiin multiplo de cualquier par D1, Dy € D tiene grado< n, obtene-
mos de la proposicién la siguientes desigualdad:

CardA
Z = >.pep f(D)7! [op( - f(Q1H" (A.2)

AcA
med(A,][geo)=1
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Para continuar, necesitamos una cota inferior en el denominador de la expresién Para
cada D € D, escribimos D = D;.D,, Donde D; divide a M y D4 es primo para M. Entonces
tenemos

ptlla-r@ =11 \QI 1 !Q\

Q|D Q|Dy Q|D

utilizando |@| > 2 para cada @ que divide a Ds. Entonces, hemos reducido el problema a
obtener una cota inferior de

ZHIQI 1_[IQI—2

DeD Q|Dy Q|D
_ZH<1+1+1+>H(2+4+8+>
— T ~1 72 73 ... T~ 72 73 DR .
g \@I IR Tier ) ) el e T i)
Podemos escribir esta expresién como
20(A2)
2 > L
A unitario |A‘ DeD
rad(A)=D

donde Ay estd compuesto por todos los divisores primos de A que no dividen a M. Luego

> pep 12>1 cuando el grado de A es < n/2, lo cual produce una cota inferior de
rad(A)=D

90(Az) 5 1
z L (A3)
=AY =~ A
2 unitario A1 unitario
0A2<n/2 0A1<n/2—0A2
med(Az,M)=1 rad(A1)|M

Ahora, 2(42) > d(As), mientras que para la suma interna tenemos

L _ o) -
e T )
1 unitario A1 unitario M

9A;<n/2—0A, 8A1<n/2—0As
rad(A1)|M rad(A1)|M

_ o(M) Z 1 1
A1 unitario

uni
0A1<n/2—0A, rad(B)|M
rad(Ayp)|M

>M Z ()

C' unitario
dC<n/2—dA,
rad(C)|M
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Ensamblando estos resultados, encontramos que (A.3)) esta acotada por abajo por

d(M) d(A)
i, 2 T4
OA<n/2

Por un resultado de Carlitz, tenemos Y 4 unitario d(4) = (k + 1)¢*(L. Carlitz [4]), por lo
0A=k

que nuestra suma final es
2

> (K+1)z%,

0<k<n/2

de tal manera que (A.3) estd acotada inferiormente por (¢(M/|M|)n?/8. Dado que el
numerador de (A.2) card(A) = ¢", obtenemos el resultado deseado.

Si Zy(n) denota el conjunto de unitarios irreducibles de grado n sobre Fy. Entonces, nuestro
argumento muestra que para cualquier polinomio M distinto de cero (sin ninguna estriccion
de su grado), hay a lo més 8(|M|/¢(M))q" /n? valores de P € Z,(n) para los cuales P+ M
es libre de factores primos de grado < n/2. Como consecuencia, hay a lo mas

M| q"

SO0 n?

+ an/2J+1

valores de P € Z,(n) para los que P + M es irreducible, donde el término g2+ puede
ser omitido a menos que M tenga grado n y coeficiente principal —1. (El término adicional
se debe a los valores irreductibles de P + M que sin embargo son eliminados en la criba,

porque O(P + M) < n/2.)
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