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Resumen

En el presente trabajo estudiamos el concepto de Q-clase elemental abstracta y hacemos
una aproximacion a la superestabilidad en este contexto adaptando el teorema de Shelah-
Villaveces (teorema 2.1 en [SV99]). Con ayuda de este teorema y basdndonos en lo ex-
puesto por Baldwin en el capitulo 15 de [Bal09], estudiamos la saturacién de la unién de
cadenas de modelos saturados como una nocién débil de superestabilidad.

Palabras clave: Q-Clase Elemental Abstracta, superestabilidad, teorema de Shelah-Villaveces,

saturacion.

Abstract

In the present work we study the concept of Q-abstract elementary class and we do an ap-
proximation to superestability in this context, adapting Shelah-Villaveces theorem. With
the help of this theorem and based on chapter 15 of [Bal09], we studied the saturation of
the union of chains of saturated as a weak notion of superstability.

Keywords: Q-abstract elementary class, superstability, Shelah-Villaveces theorem, saturation.
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Introduccion

En el presente trabajo nosotros estudiamo por primera vez el concepto de superestabi-
lidad en el contexto de las Q-Clases Elementales Abstractas, una variante de las Clases
Elementales Abstractas. El concepto central de superestabilidad con el que trabajaremos
es el de la saturacion de la unién de una sucesion creciente continua de modelos satura-
dos de una Q-Clase Elemental-Abstracta (teorema4.2.4)). Para ello, serd necesario adaptar
el teorema de Shelah-Villaveces (teorema [3.2.23) al contexto de las Q-Clases Elementales

Abstractas.

La nocién de Clase Elemental Abstracta (AEC por su sigla en inglés) es dada por primera
vez por S. Shelah en [She87a]] y [She87b] y corresponde a una generalizacién de la clase de
modelos de una sentencia en la l6gica infinitaria £, ,, con la relacién de ser subestructura
sobre un fragmento adecuado de la l6gica. El concepto de AEC axiomatiza varias propie-
dades que tiene la clase de modelos de una teoria de primer orden con la relacién de ser
subestructura elemental, tales como cerradura bajo <-cadenas crecientes y continuas, el
teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente, cerraduras bajo isomorfismos, entre

otras. Uno de los resultados mds importantes de la l16gica matemadtica es el teorema de
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transferencia de categoricidad de Morley para el cual el teorema de compacidad es una
herramienta fundamental pues nos permite tener una version ascendente del teorema de
Lowenheim-Skolem-Tarski y con ayuda de la w-estabilidad tener la transferencia de ca-
tegoricidad. Una pregunta natural es si en una légica infinitaria £, , se tiene un resultado

de transferencia de categoricidad tipo Morley y por tanto puede ser adaptada al contexto

de las AECs.

Conjetura 0.0.1 (Conjetura de categoricidad eventual para AECs de Shelah). Una AEC
IC categérica en algiin cardinal lo suficientemente grande es categorica en todos los cardinales

suficientemente grandes.

Como sabemos que la légica L, , no satisface compacidad, entonces adaptar el resultado
de Morley a este contexto no es posible directamente y habria que buscar otro tipo de
técnicas. M. Makkai y S. Shelah en [MS90] demuestran que en el contexto de las légicas
L . donde k es un cardinal fuertemente compacto (donde L, , satisface una versién débil

de compacidad) se tiene un resultado de transferencia de categoricidad tipo Morley.

Hecho 0.0.1 (sumario 5.1 en [MS90]). Sea k un cardinal fuertemente compacto y sea ¢ una
sentenciaen Ly . Si § es categdrica en un cardinal suficientemente grande, entonces es categdrica

en cardinales arbitrariamente grandes.

Para el contexto general de las AECs, R. Grossberg y M. VanDieren en [GV06b] responden
parcialmente la conjetura bajo supuestos de categoricidad en un cardinal sucesor y doci-

lidad, una propiedad local sobre tipos de Galois (una generalizacién de tipo sintéctico).
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Hecho 0.0.2 (corolario 4.3 en [GV06b]). Sea K una AEC con modelos arbitrariamente gran-
des, que satisface la propiedad de amalgamacion y que es x-docil para x > LS(K). Si A >

max{x, LS(K)*} y KC es categdrica en A y A*, entonces K es categdrica en todo i > A.

En [Bonl4] W. Boney demuestra que la existencia de cardinales fuertemente compactos

arbitrariamente altos implica que toda AEC es ddcil.

Hecho 0.0.3 (teorema 4.5 en [Bon14]). Si K es una AEC y k un cardinal fuertemente compacto,

entonces K es (k + LS(KC)™)-ddcil.

Al unir los hechos y B-4l tenemos entonces:

Corolario 0.0.4. Si existe una clase propia de cardinales fuermente compactos y que K es una
AEC Ny A" -categérica, para A un cardinal lo suficientemente grande, entonces IC es categérica en

todo cardinal > A.

La ventaja de suponer categoricidad en un cardinal sucesor en el trabajo de R. Grossberg
y M. VanDieren es que s6lo trabajamos con modelos de un tamafio fijo como se ve en
el argumento del teorema 4.1 en [GV06b], que es el resultado clave para la transferencia
de categoricidad. Para dar respuesta completa a la conjetura debemos ver qué pasa
cuando suponemos categoricidad en un cardinal limite.

Como lo vimos en el corolario[0.0.4] una repuesta parcial de la conjetura de categoricidad
eventual de Shelah requiere de hipdtesis conjuntistas fuertes como lo es la existencia de
cardinales fuertemente compactos y por tanto el resultado no se puede probar en ZFC.

Esto nos hace pensar que para dar una repuesta completa a la conjetura [0.0.1] se debe-
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rian hacer supuestos conjuntistas fuerte como la existencia de cardinales fuertemente
compactos.
En [SV18], S. Vasey y S. Shelah demostraron la conjetura [0.0.T|bajo la Hipétesis Generali-

zada del Continuo Débil (WGCH) que resulta ser consistente con ZFC.

Definicién 0.0.5 (Definicién 13.5 en [SV18]], hip6tesis generalizada del continuo débil
(WGCH)). Sea S una clase propia de cardinales. WGCH(S) si y sélo si para todo A € S se cumple

que 2* < 2", Escribiremos WG CH vale si la afirmacion se cumple para todos los cardinales.

El concepto fundamental de la prueba realizada por Shelah y Vasey en [SV18] es el de
marco bueno, el cual puede ser entendido como una nocién local de superestabilidad.
Intuitivamente hablando, diremos que una AEC K tiene un marco bueno si K tiene pro-
piedades buenas localmente, tales como amalgamacién o modelos no maximales, y hay
una nocién de independencia para tipos de Golois sobre modelos.

Una condicién para que una AEC K tenga un marco bueno, es que los modelos satura-
dos de K de un tamafio dado formen una AEC. Para ver esto, lo que tiene mds trabajo
es demostrar que la subclase de los modelos saturados de cierto tamafio, es cerrada bajo
sucesiones crecientes y continuas de dichos modelos. Esto tltimo es una de las caracteri-
zaciones de superestabilidad en el contexto de las AECs y por tal motivo, lo que haremos
nosotros en el presente trabajo es estudiar el concepto de superestabilidad en el contexto

de las Q-AECs para asi poder plantear algunas posibles soluciones a los problemas pre-

'En agosto de 2019, Christian Espindola hace una demostracién de la conjetura de categoricidad eventual
de Shelah, con ayuda de la teoria de topos, para la cual s6lo requiere la Hip6tesis Generalizada del

Continuo (corolario 5.2 en [Esp19]).



XVIII Contenido

sentados en la trasferencia de categoricidad surgidos en [Cop06], donde se introduce el

concepto de Q-AEC.

Como lo mencionamos en el parrafo anterior, el objeto de estudio de este trabajo seran
las Q-clases elementales abstractas (Q-AEC por su sigla en inglés) y aproximaciones del
concepto de superestabilidad en este contexto. Para hacer esto, nosotros utilizaremos la
teoria de la superestabilidad existente en el contexto de las AECs y adaptaremos los re-
sultados en esta materia a nuestro objeto de estudio. Asi obtendremos las bases de los
resultados de transferencia de categoricidad de R. Grossberg y M. VanDieren en [GV06b]

y S. Shelah y S. Vasey en [SV18].

El concepto de Q-AEC es una variacién al concepto de AEC que corresponde a una gene-
ralizacion natural para la clase de modelos de una sentencia en una légica £ ,(Q), donde
Q es el cuantificador “existen no contables tales que”. Notemos que si una estructura M
satisface la sentencia ~Qx@(x), entonces en el universo de M hay a lo sumo finitos testi-
gos para la féormula ¢(x) y que si la estructura N satisface la sentencia Qx(x), entonces
en el universo de A/ deben haber no contables testigos de ¢ (x); esto hace que los conjuntos
pequefios o a lo sumo contables y los conjuntos grandes o no contables sean indispensables

en el estudio de sentencias de la l6gica £, ,(Q).

El concepto de Q-AEC es introducido por A. Coppola en [Cop06] basandose en [She75]
y la diferencia esencial con el concepto de AEC esta en que en una AEC trabajamos con
una relaciéon de orden parcial mientras que en una Q-AEC trabajamos con dos relaciones:
un orden parcial, que no deja crecer los conjuntos pequefios de una estructura a otra, y

otra que simplemente es transitiva, que hace que los conjuntos grandes crezcan de una
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estructura a otra. Notemos que si trabajamos sélo con la relacién de orden parcial, no
podriamos saber que es lo que sucede con los conjuntos grandes de un modeloa otro y
podria suceder que un modelo crea que un conjunto contable sea no contalbe, esto hace

la necesario definir la relacién fuerte haciendo que los conjuntos grandes crezcan.

En su trabajo, A. Coppola hace un estudio de las Q-AECs motivado principalmente en
el hecho que una AEC no se pueden capturar clases de modelos de sentencias de una
l6gica que tenga cuantificadores cardinales sin utilizar una relacién artificial de submodelo.
Para ello, A. Coppola introduce dos nociones de submodelo (una refinando a la otra) que

resultan ser naturales en dicha clase.

El estudio realizado por A. Coppola en [Cop06], que serd muy similar al que haremos en
el presente trabajo, consiste en adaptar varios de los conceptos que se estudian en el con-
texto de las AECs y asi obtener las herramientas en el contexto de las Q-AECs necesarias
para demostrar un teorema de transferencia de categoricidad al estilo del resultado de R.
Grossberg y M. VanDieren (véase [GV06b] corolario 0.2) en el contexto de las Q-AECs.
La adaptacién de dichos conceptos fue hecha por Coppola en su tesis doctoral y salvo
algunas imprecisiones que se aclararan en el presente trabajo, dicha adaptacién no tiene
problemas. En cambio, el acondicionamiento del argumento de transferencia de categori-

cidad presentado en [GV06b] si tiene problemas.

En [GVO06Db] el concepto principal para la construccién que realizan Grossberg y VanDie-
ren es el de tipo minimal (definicién 2.1 en [GV06b]); este concepto nos dice que dados una
estructura M de una AEC K y un tipo de Galois p no algebraico sobre M, esto quiere

decir que no tiene realizaciones en M, entonces p tiene una tnica extensioén no algebraica
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a toda superestructura M’ tal que [M’| = [M|. Después de definir el concepto de tipo mi-
nimal, Grossberg y VanDieren enuncian y demuestran algunas propiedades de esta clase
especial de tipos para luego demostrar un resultado de transferencia de pares de Vaught
para tipo minimales (teorema 3.3 en [GV06b]) que resulta ser indispensable al momento
de demostrar la transferencia de categoricidad. El concepto de par de Vaught (definicion
3.1 en [GV06b]) nos dice que para un tipo p en sobre estructura dada M, existen dos es-
tructuras M, M, que extienden a M de tal manera que no hay nuevas realizaciones de
p entre M; y M, si M, extiende propiamente a M. En la demostracién del resultado de
transferencia de pares de Vaught, es importante el hecho que bajo categoricidad no hay
pares de Vaught (hecho 3.2 [GV06b]) y es acd donde Coppola encuentra problemas.

Como lo veremos en la primera seccién del primer capitulo, una de las principales dife-
rencias entre el concepto de AEC y el de Q-AEC es que en el primero tenemos sélo una
manera de extender estructuras mientras que en el segundo hay dos, de manera débil y
fuerte; esto ultimo hace necesario definir los conceptos de par de Vaught débil y fuerte
(definicién 3.4.1 en [Cop06]) en el contexto de las Q-AECs y es acd donde se presenta la
mayor dificultad pues para tener un resultado de transferencia de categoricidad al estilo
de Grossberg-VanDieren se necesita que no existan pares fuertes de Vaught y Coppola so-
lamente logra demostrar que no existen pares débiles de Vaught (lema 3.4.7 en [Cop06]).
Para solucionar esto, Coppola propone en las paginas 88 y 89 de [Cop06] las siguientes

tres condiciones sin demostracion.

Condicién 0.0.6 (condicién 1 en [Cop06]]). Si no existen pares fuertes de Vaught, entonces no

existen pares débiles de Vaught.
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Condicién 0.0.7 (condiciéon 2 en [Cop06]). Se pueden encontrar, ad hoc, tipos minimales sin

pares fuertes de Vaught.

Condicién 0.0.8 (condicién 3 en [CopO06]). Para toda estructura M en una Q-AEC K, existe
una superestructura fuerte N con el mismo tamario de M con una cierta propiedad “b”. Ademds,
si o es un ordinal y (M) i< y (M) icq Son dos sucesiones fuertes crecientes y continuas en K, si
M; es una subestructura fuerte de N; y N tiene la propiedad “v”para todo i < «, entonces |J N;
i<
es una extension fuerte de | J M.
i<

Coppola propone en las pédginas 88 y 89 de [Cop06] que la propiedad “b”de la condicién
sea la universalidad, una saturacién delativa a una subestructura, y es esto lo que
nos lleva a preguntarnos si la unién de cadenas de modelos saturados es también un mo-
delo saturado. Esto ultimo es lo que nos lleva a estudiar el concepto de superestabilidad
en Q-AECs pues en primer orden esto es equivalente a que una teorfa contable de pri-
mer orden sea superestable. También en el caso de una teoria contable, tenemos que la
superestabilidad se sigue de la categoricidad en A > N;.

En el contexto de las AECs no hay una definicién unificada del concepto de superesta-
bilidad pero se han estudiado varias aproximaciones de superestabilidad tales como: la
unién de una cadena creciente de modelos saturados es saturada (capitulo 15 en [Bal09],
[Van16]), unicidad de modelos limite ([Van06], [GVV16]) y existencia de marcos buenos
([Vas1Zc])). En [GV17] S. Vasey y R. Grossberg demuestran que, bajo hipétesis fuertes de
estabilidad, estas aproximaciones de superestabilidad resultan ser equivalentes para car-

dinales muy grandes (corolario 1.3 en [GV17]). Las tres aproximaciones de superestabili-

dad que mencionamos anteriormente son implicaciones del Teorema de Shelah-Villaveces
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(teorema 2.2.1 en [SV99])) en el contexto de las AECs.

El principal objetivo de este trabajo es estudiar una aproximacién adecuada de superesta-
bilidad en el contexto de las Q-AECs y para ello nos guiaremos en el trabajo que S. Vasey
presenta en su tesis doctoral ([Vas17c]) donde hace un trabajo detallado de la superestabi-
lidad en AECs y estudia todas las nociones que se conocen de superestabilidad en AECs
entre las que se encuentra la saturaciéon de la unién de cadenas crecientes de modelos

saturados.

En el primer capitulo nosotros haremos las adaptaciones de los conceptos basicos del
contexto de las AECs que son necesarios para el estudio de la superestabilidad. Hacemos
un estudio minucioso de los resultados béasicos que utilizaremos a lo largo del presente
trabajo. Una de esas nociones es que es adaptada por Coppola es la de tipo orbital de
Galois; para ser més precisos en algunas demostraciones hechas por Coppola, nosotros
introducimos la nocién de tipo de Galois como clases de equivalencia de triplas en la
seccion En este capitulo también introducimos el concepto de saturacioén, clave en la
aproximacion a superestabilidad que trabajaremos en el capitulo cuatro, y los modelos
de Ehrenfeucht-Mostowski, fundamentales en la demostracion del teorema de Shelah-

Villaveces (teorema [3.2.23).

El objeto de estudio del segundo capitulo es la estabilidad y la docilidad; estos conceptos
también son estudiados por Coppola en [Cop06]. En este capitulo también introducire-
mos el concepto de modelo limite en el contexto de las Q-AECs y adaptaremos el resulta-
do de Boney (hecho[3-4) a las Q-AECs tomadndolas como ejemplos de categorias accesibles

(véase [LR16]).
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En el capitulo tres desarrollaremos todas las herramientas que necesitaremos para adap-
tar el resultado principal de la superestabilidad en AECs al contexto de las Q-AECs: el
teorema de Shelah-Villaveces. Este teorema nos dice, de manera intuitiva, que si tenemos
un tipo de Galois sobre la unién de una cadena creciente de modelos, entonces todos los
cambios de informacién (la ruptura) que pueda tener dicho tipo sobre submodelos de di-
cha unién estdn atestiguados por algtn nivel de la cadena. Comenzamos con el concepto
de ruptura el cual, intuitivamente hablando, nos dice cudndo un tipo de Galois sobre un
modelo dado tiene cambios fuertes sobre submodelos del modelo dado. En la seccién [3.2]
nosotros haremos una adaptaciéon minuciosa del teorema de Shelah-Villaveces que esta-
rd basada el capitulo 2 de [SV99], [BGVV17] y [BVV16]; es importante resaltar que este
teorema es la piedra angular de la aproximacién de superestabilidad que adaptaremos
en este trabajo y por tanto cumplird el mismo papel en este trabajo pues de este teorema

podremos deducir la nocién de superestabilidad de la categoricidad.

Inspirados en los capitulos 6,7, 10 y 23 [Vas17c] donde Vasey trabaja a fondo la nocién de
marco bueno, la cual nos dice que una “AEC K tiene algunas propiedades estructurales
localmente (como amalgamacion e inmersiones conjuntas) y existe una nocién razonable
de independencia para tipos de conjuntos unitarios sobre modelos” (introduccién capi-
tulo 6 en [SV18]); esta es una nocién local de superestabilidad. En el cuarto capitulo no-
sotros adaptamos una definicién de superestabilidad dada por Vasey en [Vas17b], la cual
nos dice que localmente la clase tiene propiedades buenas como amalgamacién, inmersio-
nes conjuntas y que la relaciéon de no ruptura satisface el teorema de Shelah-Villaveces,

y concluimos que esta propiedad se deduce de la A-categoricidad para Q-AEC. Después
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de esto, continuamos nuestro trabajo viendo que la nocién de superestabilidad que in-
troducimos implica que la unién de modelos saturados es saturada. Esta implicacién la
revisaremos lo mds detalladamente posible y nos basaremos en el capitulo 15 de [Bal09]
y en la seccién 6 de [She99]. Terminamos nuestro trabajo haciéndonos algunas pregun-
tas naturales sobre otras nociones de superestabilidad en el contexto de las Q-AECs para

continuar con el estudio de la superestabilidad.



1 Q-clases elementales abstractas y

algunos resultados basicos

La nocién de Clase Elemental Abstracta (AEC por su sigla en inglés) es dada por primera
vez por Shelah en [She87a] y [She87b] y corresponde a una generalizacién de la clase de
modelos de una sentencia en la légica infinitaria £, . Lo que se busca con esta nocién es
demostrar un resultado tipo de transferencia de categoricidad tipo Morley. Como lo que
se busca con las Q-AECs es hacer algo similar pero con sentencias de la légica L, (Q),
es conveniente recordar que una estructura M satisface Qx@(x) (M E Qx@(x)) siy s6lo
sifae M: ME @(a)}| > X,.

A continuacién introduciremos la nocién de Q-AEC introducida por Andrew Coppola en
su tesis doctoral [Cop06]] y en la cual demuestra algunos los resultados basicos (capitulos
1y 2y secciones 3.1 y 3.2) que reproduciremos acé haciendo las demostraciones en de-
talle. Ademas de esto, haremos un desarrollo minucioso de los modelos de Ehrenfeucht-
Mostowski de los cuales Coppola hace mencién al final de la seccién 2.1 de [Cop06]; el

trabajo que haremos sobre estos modelos estd basado en su mayoria en el trabajo de Bald-
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win en [Bal05]. Ademas de esto, al final del capitulo haremos una pequefia discusién del
resultado de la consistencia conjuntista de la docilidad en AECs expuesto por Boney en

[Bon14].

1.1. Q-clases elementales abstractas

Un contraejemplo natural del concepto de AEC es la clase de modelos de una senten-
cia en la logica L, ,(Q) con la relacién <,, que es una generalizaciéon de la relaciéon ser
subestructura elemental que s6lo involucra las férmulas que estén en A, donde A es un frag-
mento contable de la l6gica L, . (Q) (es decir, A C L, (Q) es cerrado bajo conectivos
16gicos, cuantificacién y reemplazo de términos). En efecto, considere £ un vocabulario
contable que contiene un simbolo relacional R de aridad 1, ¢ una sentencia completa
de la légica Ly, 4(Q) y A un fragmento contable de L, (Q) que contiene a ¢ tal que
—QxR(x) € A.Sea (M; : i < w;) una <x-cadena creciente continua tal que para ca-
da i < w; tenemos que M; F @, M; F ~QxR(x) y parai < j < w; se cumple que
Mi, M; E —QxR(x), entonces {a € M; : M; E R(a)} € {a € M; : M; E R(a)}. Claramente

paracadai< w;, {a € M;: M; E R(a)}| < N, pero

{ae Um: U MilzR(a)H

i<wq i<wq

J{a e Mi: M; ER(a))

i<wq

> xo,

esdecir |J M;F QxR(x), estoimplica que para todo i < w; tenemos que M; A» |J M;

i<wq i<wq
pues ~QxR(x) € Ay por tanto |J M; F QxR(x), esto es (Mod(¢), <a) no es una AEC
i<wq

pues por el axioma de cadenas de Tarski-Vaught se debe cumplir que M; <5 |J M, para

i<(,U]
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todo 1 < w;. Para solucionar esto, se propone una nueva relacién <} sobre los modelos

de la sentencia ¢ definida de la siguiente manera (definicién 5.1.2.1 en [Bal09]):

M%ANY
M <4 N sii

Si M F ~Qxth(x, @), entonces h(M,a) = h(N, a), cona € M@,

donde ¢ (M,a) :={b € M : M E ¢ (b,a). No es dificil ver que (Mod(¢), <}) es una
AEC con ntiimero de Lowenheim-Skolem X (ejecicio 5.1.3 en [Bal09]). Notemos que la
relacion <7 implicitamente dice que los conjuntos pequefios no crecen de una estructura

a otra pero esta relacién no nos da informacién sobre los conjuntos grandes.

Como el cuantificador Q nos dice “existen por lo menos no contables”, entonces saber el
comportamiento de los conjuntos grandes o no contables es importante al momento de
estudiar la clase de modelos de una sentencia en la légica L, . Para ello es necesario
introducir una relacién que nos permita saber que es lo que sucede con los conjuntos

grandes de una estructura a otra (definicién 5.1.2.2 en [Bal09]).

M=<i Ny
M <N sii

Si M E Qx(x, @), entonces (M, a) C P(N,a), cona € MW@,

Esta relacion nos dice implicitamente que los conjuntos grandes crecen de una estructura
a otra. Si tenemos una <;*-sucesion creciente continua (M;)i- o de modelos de ¢ tales que
M E Qxp(x,a) para todoi < o, cona@ € M§, ysi N F @ es tal que N' E Qx(x, @),

M < N paratodoi < ay Yp(N,a) = |J p(My,a), entonces |J M; <3 N, pues en

i<a i<a
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particular M; <} N para todo i < «, pero |J M; A5 N, pues

i<

¢<UM1,6> = Ulb(Miva)

i< i<

= VWV, a),
y por tanto (K, <}*) no es una AEC.
En esencia, las relaciones <} y <" estdn inspiradas en la definicién 3.3 de [She75] don-
de Shelah aborda la existencia de un modelo de tamafio X, de sentencias de la l6gica
L, (Q) e inspirado en este trabajo, Coppola busca generalizar la clase de modelos de
una sentencia en L, «,(Q) con las relaciones que en esencia dicen lo mismo que <} y <*
pero con modelos no estandar contables (ejemplo[1.1.3).
Una Q-AEC sera entonces una tripla (K, <, <i¢) donde K es una clase de £(K)-estructuras,
L(K) un lenguaje de primer orden, <x es una relacion de orden parcial y <} es una rela-
cién transitiva. En [Cop06] después de definir el concepto de Q-AEC, Coppola introduce
los supuestos I (densidad de <}-extensiones), II (densidad II) y III (coherencia top sobre
<) que son naturales en las Q-AECs y por tal motivo nosotros los incluimos en los items
4b] y [7d de nuestra definicién. Ademads de esto, nosotros cambiamos la forma en la
que enunciamos el axioma de Lowenheim-Skolem descendente y densidad II, items Bl y
de la siguiente definicién, poniendo como restriccién que las estructuras con las que

trabajemos tengan tamafio por encima del niimero de Lowenheim-Skolem de la clase.

Definicién 1.1.1 (Q-AEC, definicién 1.3.1, supuestos I, II y III en [Cop06]). Sea K una clase
de L(K)-estructuras, donde L(K) es un lenguaje de primer orden. Diremos que (K, <x, <) es

una Q-AEC siy sélo si:
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1. <i es una relacion transitiva sobre K y <y es un orden parcial sobre K.
2. < refina Cpie) y <g refina <.

3. (Axioma de isomorfismos) Dado M € K y f : M — N un isomorfismo, entonces N € K.

Ademds, si My <% My My < M entonces f[M;] <% Ny fIMy] < N.

4. (Axiomas de coherencia) Dados My, My, M € K entonces

a) M, Crk) M, yM1,M2 <k M, implica My < M.

< <
MZ%M MZ%M
A
|
\
C
S i entonces <k : s
\
J
M] M1
b) My <x M, < M entonces My <& M.
<M <M
Mz%/\/l Mz%/\/l
/'/
/
/
<K oy entonces =<K / /<%
/
/
(V4
M, M,

c) My <% Mjy < M entonces M, < M.

<K =K
M——— M M——— M
7
Ve
Ve
u u 7
7/
< e entonces <4 7y
7/
7/
%
1 M]

5. (Axioma de Lowenheim-Skolem descendente) Existe un cardinal LS(KC), denominado el nii-
mero de Lowenheim-Skolem de la clase K, tal que para todo M € K de tamafio > LS(K) y

A C M, existe N € K tal que A C N con IN| < LS(K) + |A| y N <} M.
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6. (Axioma de cadenas de Tarski-Vaught) Sea (M, : 1 < &) una <i-cadena creciente continua,

entonces

a) UMiEIC,

i<

b) M; <¢ |J My paratodoi< «,

i<a
¢) siparatodoi< &, M; <x N, entonces |J M; <x N.
i<
7. (Axiomas de densidad)
a) Si M < Ny |N| > LS(K), entonces existe N/ tal que M <% N’ <E Ny M| =

INYI.

b) Si M < N'y M # N, entonces existe N’ € K tal que M <}t N

Observacién 1.1.2. Las relaciones < y < son en esencia las relaciones <} y <%, donde <}
y <\ son las definidas en el ejemplo con el que iniciamos esta seccion. Por la forma en la que se
definieron las relaciones <} y <", podemos decir que las propiedades sobre las relaciones < y <
en las partes[l) 2y Hal de la definicion [I.1.1lson naturales. Ademds, por como se definid la relacién
<X y como veremos mds adelante, en los ejemplos interesantes esta relacion no es reflexiva.

Las partes [6al bl y 4d de la definicién [L.1.1] estdn inspiradas en el lema 3.3 de [She75]. 4bly
nos dicen que si en algiin nivel de una cadena de tres estructuras los conjuntos grandes crecen,
entonces estos conjuntos deben crecer del primer al tercer nivel de dicha cadena.

A diferencia de lo enunciado por Coppola en la definicién 1.3.1.A4 de su tesis [Cop06|], nosotros
ponemos la condicion que las estructuras a las que les podemos aplicar el axioma de Lowenheim-
Skolem descendente (definicion [L.1II5) estén por encima del niimero de Lowenheim-Skolem de la

clase. De alguna manera, la primera parte de los axiomas de densidad (definicion [L1.1l[7a), nos
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ayuda a solucionar esto encontrando una estructura intermedia de tamafio LS(KC) pero de nuevo,
a diferencia de como lo enuncié Coppola en el supuesto II (densidad II) de su tesis (pdgina 16 de
[Cop06l]), nosotros debemos suponer que el tamaiio de la superestructura sea mayor que el niimero
de Lowenheim-Skolem de la clase. En el ejemplo[1.1.3|se hace muestra detalladamente la necesidad
de estos cambios en la definicién que acd presentamos.

Estos cambios son necesarios pues, como veremos en el ejemplo si nosotros tenemos dos
modelos no estdndar de una sentencia en la l6gica L, (Q), es decir modelos contables, no hay
forma de garantizar que los conjuntos grandes crezcan de una estructura a otra pues no hay una
forma efectiva de encontrar realizaciones nuevas de las formulas que los definen. Esto es, encontrar
nuevas realizaciones para formulas que tengan el cuantificador Q.

La segunda parte de los axiomas de densidad (definicion[L.T.II7b) no dice simplemente que siempre
que tengamos una siiperestrctura N de M donde los conjuntos pequerios se quedan estdticos de
una subestructura a otra, nosotros podemos siempre encontrar una siper estructura N de M
donde los conjuntos grandes crecen. A priori, entre N'y N no existe relacién alguna.

Es importante mencionar que las dificultades en el axioma de Lowenheim-Skolem fueron detectadas
por el profesor John Goodrick y gracias a sus observaciones, hicimos las modificaciones necesarias

para que la definicién fuera coherente.

En el siguiente ejemplo, nosotros tomaremos modelos de una sentencia ¢ de la légica
L, w(Q)y como comentamos antes, lo que buscamos es que LS(K) = X,. Este serd nues-
tro ejemplo candnico de Q-AEC. En primer lugar notemos que como el cuantificador Q
nos dice “existen no contables elementos tales que”, entonces a priori la clase K podria

no tener modelos contables. Los modelos contables de dicha clase seran aproximaciones no
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estdndar de modelos de la sentencia.

Ejemplo 1.1.3 (Sentencias de la l6gica L, . (Q), ejemplo 1.4.3 en [Cop06], cf. ejemplo 3.12
en [SV18]). Sean L un vocabulario, ¢ una sentencia de la l6gica L, ,(Q) tal que cada modelo
de \p realiza sélo realiza contables L, ., (Q)-tipos. Esta condicién es natural para nosotros pues
asi podemos garantizar que la sentencia tiene menos de 2% modelos de tamaiio W, (lema 2.4 en
[She75]). Por el lema 2.5 de [She75l, existe un fragmento contable A de la 16gica Ly, (Q) que
contiene a  tal que la sentencia @y : N\N{6 € A : @ E 0} es Ly, (Q)-completa, esto quiere
decir que en @ se encuentran codificados todos los L, «(Q)-tipos omitidos por modelos de ¢. Es
inmedito de la definicion de @, que si M E @, entonces M E @y y si M E @, entonces M E @

pues @ € A.
Hecho 1.1.4. Mod(¢@) = Mod(gy).

Sea L' = LU {Ryx(X) : $(X) € A} una expansion de L donde para cada $(X) € A, Ryx)(X)
es un simbolo relacional de aridad 1g(X) tal que @ F VX(P(X) « Ryx)(X)). Defina @' : @y A

N\ VXd(X) & Ry(x). Como A es contable, entonces tenemos que @' es una sentencia de la
d(x)eA

/
wi,w

légica L], ,(Q). Notemos que si una L'-estructura M’ es modelo de @', entonces es en particular
modelo de @ y por tanto el L-reducto M de M' modela @,. Ademds, como el lenguaje L’ es una
expansion por definiciones de L, entonces toda L-estructura M tiene una iinica expansion a una
L'-estructura M’ y por tanto si M E @y, M’ E VX(\(X) & Ry ) (X) pues todo modelo de @, es
modelo de ¢ (hecho[L.1.4). En consecuencia M’ E @'. Por lo anterior, también tenemos que @' es

L, -completa pues @, lo es.

wi,w

Hecho 1.1.5. [Lema 3.1.(A).(2) en [SheZ5]]] El L-reducto de todo modelo de @' es modelo de ¢ y

cada modelo de ¢ puede ser expandido de manera vinica a un modelo de ¢’
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Definimos la teoria T(@') :=={b € L, , : @' F b} de todas las sentencias de primer orden que son
consecuencia de @'. Diremos que M se aproxima a un modelo de ¢’ 0 es un modelo no estindar de

@' (definicion 3.2 en [She75]), si M es un modelo atémico de primer orden de T(@) y M E —¢'.

Sea A .= {M contable : M es un modelo no estandar de ¢'}. Claramente la clase A es cerra-
da bajo isomorfismos y sus elementos son L'-estructuras. Notemos que si P (y,X) es un elemento
de Ay @ F YXQui(y,X), entonces M E VXRqyy(yx (X) para todo M & A. Esto quiere decir que
para todo M € A que piense tiene conjuntos grandes no contables, estos conjuntos se interpretan

en M como Rox(x=x)-

Basdndonos en la motivacién dada al principio del capitulo, definiremos dos relaciones <* y <**
de manera similar a como se definieron las relaciones <} y <. Para ello sean M, N € A.
Diremos que M <* N siy solo si M < N como L'-estructuras y para toda Y (x,y) € A, si
M E Roqupxg) (@) con @ € MWW, entonces Y (M, @) = Y(N, Q); esta relacion nos dice que en
los modelos no estdndar de @, los conjuntos pequefios no crecen de una estructura contable a otra.
Diremos que M <** N siy sélo si M <* N y para toda (x,Y) € A, si M E Rowp(xg) (@) con
a € MY, entonces (M, a) C W(N,Q); esta relacion nos dice que los conjuntos grandes que

son vistos como no contables por los modelos no estdndar, crecen de una estructura a otra.

Notemos que si (M)i<w, s una <**-sucesion creciente continua de elementos de A, entonces

U Mi E T(¢@') yesatémico pues en particular (M,)i-x, es una <-sucesion creciente continua.

i<wi

Como los conjuntos que los modelos no estdndar piensan que son no contables crecen de una

estructura a otra en una <**-cadena, entonces dichos conjuntos son no contablesen |J M,;.

i<(,U]

Sea K la clase de uniones de <**-sucesiones crecientes y continuas de elementos de A de longitud

;. Como A es cerrada bajo isomorfismos, entonces ICy también lo es y como los elementos de A
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son modelos atomicos de T ('), entonces todos los elementos de Ky también lo son.
Hecho 1.1.6. {M’' € 1 : M| =X} ={M' I1F @ : M| = X;}.

Demostracion. Si M’ € K, tiene tamafio X;, entonces M’ = | J M; donde (M;)i-y, €suna
i<w
<**-sucesion creciente continua de modelos en Ay ademas M’ E T(¢'). Esto implica que
siP(X) € A tiene ocurrencias del cuantificador Q, entonces los predicados del lenguaje L’
introducidos para cada una de esas férmulas 1(X), tienen nuevas realizaciones o se que-
dan fijos por la definicién de la relacién <**. Por tltimo notemos que como en particular
@' FE (¢ & Ry) pues @ € A, entonces ¢’ F R, y en consecuencia R, € T(¢’). Por tanto
M'E (@ & Ry), estoes M’ E @ y en consecuencia M’ [ F .
Supongamos ahora que M E ¢. Como ya vimos, esto implica que existe una tinica expan-
sion M’ de M allenguaje L' tal que M F ¢’ (hecho[l.1.5), por tanto M’ & T(¢’). Por como
se supuso ¢, tenemos que @, codifica todos los L, «-tipos no realizados por los modelos
de @ y por tanto ¢’ también lo codifica. Esto es en T(¢') se encuentran codificados todos
los L w-tipos omitidos por los modelos de ¢ y por tanto M’ debe ser atémico. Al ser M’

un modelo atémico de T(¢’), tenemos que existe una <x* sucesion creciente continua de

modelos atomicos y contables de T(¢’) cuya unién es M’. Asi, M’ € K. 116

Notemos que el hecho no dice que los modelos estdndar de \p de tamario Xy estdn en corres-
pondencia biunivoca con los elementos de IC;.

Definamos ahora K como la clausura de K bajo uniones de <*-sucesiones crecientes continuas
de longitud arbitraria. Como K; es cerrada bajo isomorfismos, entonces K también lo es y todos
los elementos de K son modelos atémicos de T(@') pues toda <*-sucesion es en particular una

<-sucesion.
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Notemos que la definicion de las relaciones <* y <** fueron dadas solo para las estructuras de
la clase A y por tanto, si queremos definir sobre K una Q-AEC, nosotros debemos extender estas
definiciones a todos los modelos de la clase K. Para ello, sean M,N € K. Diremos que M < N

siy solo si M <* Ny que M < N siy sélo si
M < Nsi MyN € A,

M <* N si M es no contable o \V es no contable.
De manera similar a como se demuestra que (Mod (@), <) es una AEC con niimero de Lowenheim-
Skolem ¥, pordemos demostrar que la clase (X, <), donde K' es la subclase de todos los ele-
mentos no contables de IC, es una AEC con niimero de Lowenheim-Skolem X, Yy en consecuencia
tenemos que los moldeos estdndar no contables de ¢ estdn en correspondencia biuntvoca con los
elementos de la clase K .
Veamos ahora que (K, <y, <) es una Q-AEC. Revisaremos uno por uno los axiomas de la defini-
cion[.1.1)

LTI Sean Mo, My, M; € K. Veamos que < es una relacion de orden parcial. En primer lugar
notemos que como My < M, como L'-estructura y para toda P(y,X) € A, si My E
R-quuyx (@), entonces (Mo, a) = Pp(Mo,a), es claro que M <, M y por tanto <
es una relacion transitiva. Si My < My y My # M, entonces M C N y por tanto
My £ Mg como L’ estructuras, en consecuencia My L M. Por iltimo, si My <x M,
y My <x My, entonces My < My, My < M, y para todo ¥ (y,X) € A, si Mo, M; E
R-quu(yx (@) con @ € M})gm, entonces (Mo, @) = (M, a) = P(M;,a). Como la
relacion < es una relacion transitiva, entonces My < M, y en consecuencia My <x M,

pues P(My, @) = P(M,,a), por tanto la relacién < transitiva. Todo esto implica que la
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relacion < es un orden parcial.

Para ver que la relacion <% es transitiva, sean My, My, M, € K son tales que M, <% M,
y My < M,. En primer lugar notemos que si M es no contable o M, es no contable,
entonces por definicion tenemos que My <* My y M, <* M,y por tanto My <* My, esto
es M, <% M, pues M, es no contable. Si My y M son contables y M, no lo es, entonces
tenemos que My <** My y M; <* M; y en consecuencia tenemos que M, <* My por
definicion de la relacion <**, por tanto My <* M, y como M es no contable, tenemos que
M 4% M. Por iltimo, si My, My y M; son contables, entonces tenemos que My <**
My y My < My, por tanto My <* My, My <* M; y para toda P(y,X) € A, si
Mo, My E Royuyx) (@) paraa e Mégm, entonces \p(My,a) C (M, a) y b(M;,a) C
P (M,,a). En consecuencia tenemos que My <* My y Y(My, @) C P( My, ), esto es
My <¢ M, y por tanto la relacion <} es transitiva. Notemos que la relacion < no es
transitiva pues en particular tenemos que si M, N" € K son contables y M < N, entonces
para toda\(y,X) € A, si M F Royyyx) (@), entonces se agregan realizaciones de la formula

P(y, a) en Ny por tanto la relacion < no puede ser reflexiva.

[I.T.1I2 Como la relacién de ser L'-subestructura elemental extiene a la relacion de ser L'-subestructura,
entonces < refinaa Cr.. Como <y refina a <y para modelos contables y <} es <x en mo-

delos no contables, entonces la relacion —<% refina a la relacion <.

[LT18| La clase K es cerrada bajo L'-isomorfismos pues A lo es. Sea f : M — N un L'-isomofismo
y supongamos que M’ < M. Por definicion de la relacién <, tenemos que M’ < N

como L'-estructuras y si para toda\p(y,x) € A se cumple que M’ E R-qyyyx (@), entonces
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P(M',a) =p(M,a) y por tanto (p(M’, @)\ (M, a)| = 0. Notemos que como f es un L'-
isomorfismo, entonces f[M'] < f[M] = N como L'-estructuras, flM'] E R-qyypnx (f(@))
y (M, f(@) \ P (fIM], f(@)] = R (FIM], f(@)) \ (N, f(@))| = 0, en consecuencia

Y(FIM'], f(@)) = YN, f(@)) y por tanto fFIM'] < N.

Si tenemos que M' < M y alguna de las dos estructuras es no contable, entonces apli-
cando el mismo argumento de antes tenemos que f[M'] <¢ N. Si M’y M son contables,
entonces tenemos que M' <** M, estoes M' <x My para toda\p(y,x) € Atal que M' =
Roywyx) (@), entonces (M’ a) C (M, a) y en consecuencia hp(M', a)\p(M,a)| # 0.
Como f es un L'-isomorfismo, entonces f[M'] < N, f[M'] E Roypx (f(@) y W (fIM], f(@))\
Y (M, f(@)] = [ (FIM], £(@) \ (N, f(@))] # O, en consecuencia p(fIM], f(@)) &

V(N (@) y por tanto fM'] <E N.
Para los axiomas de coherencia, sean M, My, M, € K.

[LI11Hal Si My v My y Mo, My < M, entonces en particular Mo, My < M como L'-
estrtructuras y como la relacién < satisface coherencia, entonces My < M. Ademds, si
P(y,X) € Aces tal que Mo, My F Roquyx (@) con @ € MYE, entonces (Mo, a) =
Y(M,a) yp(M;,a) =P (M,q), en consecuencia (Mo, a) = (M, a) y como M,y <

M,, tenemos que My < M.

[LT1M4b| Supongamos que My <x My < M. Como <} refina a <y y esta ultima es un orden
parcial, entonces tenemos que My < M. Si alguna de las tres estructuras es no conta-
ble, hemos terminado pues en ese caso tenemos que <x==y. Si las tres estructuras son

contables, entonces tenemos que para toda \p(y,x) € A si My F Royyyx) (@), entonces
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M E Roypyx (@) v como My < M, concluimos que Pp(M;,a) C (M, a). Por ul-
timo, notemos que como \Pp(Moy,a) C Pp(M;,a) pues en particular M C N, entonces

P(My, @) € P(M,a). Por tanto My <¢ M.

LITHEd Si My <¢ My <x M, entonces utilizando un arqumento similar al de item anterior

tenemos que My < M.

Para el axioma de Lowenheim-Skolem descendente, sea N' € IC no contable yA CN.

[L.I.15 Lo que haremos es crear una sucesion <-creciente (M), tal que para toda a € Mlg(a),
si(y,X) € Aes tal que M; E Rogyyyx) (@), entonces p( My, @) C M. Lo haremos de
manera recursiva. Para la base aplicaremos el teorema de Lowenheim-Skolem descendente

para encontrar Moy < N tal que M| < |A| + Xy y A C M.

Supongamos que tenemos construido M; < N, para i < w, tal que A C M, [My| <

|Al+Xo. Defina A; .= MU U { U {vW,b):NE RﬁQW(U)X)(E)}}.Clammente
P(

beMy® y,x)eA
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Ai € N. Notemos que

A4l

IN

IA

Miu [ U {0V D) N E R (@] ¢

bemze | viyx)ea

’M1| + U U {ll)(N> B) :N = Rﬁlel)(y,i) (a)} )

beMze | P(yx)ea

IMil + M) - sup U {$W,0): N ER quun (@} ¢,

beME® | p(yx)ea

IMi| - sup {IAI- sup {Ill)(/\/,g)l:NPRﬂQW(U,X)(ﬁ)}} pues M| = [Ml,
v

beMse (y,x)ea

IMi] - sup {No- sup {No } pues M| = My, |A] < Xy y como
beMFe P(y,x)ea

N E R-qyuym (b), (N, b)] < X

My - N,

(IA]+ Xo) - Xy pues [M;| < |A] + Xy,

|A] 4 No.

Por el teorema de Lowenheim-Skolem descendente, existe M1 < N tal que Ay C My

y IMi| < |Ai] + Xy y como tenemos que |Ai| < |A] + Ry, entonces M| < |A] + N,.

Como Miy M1 < Ny My Cir My, entonces es claro que Mi < Mq. Definamos

M = |J M. Por construccion claramente tenemos que A C M y como para todo i < w

i<w
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se cumple que M| < |A| + X, entonces

M| =

Umi,
i<w
= N -sup{|Mil},

i<w

< N - sup{|A| + X},
i<w

= No - (IA[+ o),

= |A|+ X,.

Como N es no contable, entonces sélo nos resta ver que M < N pues en este caso las
dos relaciones coinciden. Por construccion es inmediato que M < N. Sea P(y,X) € A
tal que M E Roqyux (@). Como por construccion existe iy < w tal que @ € MEW)
y M < N, entonces N' E Roquuz (@) y por tanto P(N,a) C My C M, esto es

Y(M,a) =p(N,a) yasi M < N.

Notemos que la condicion que N sea no contable es necesaria pues de no ser asi, no hay
manera de garantizar que los conjuntos grandes que N piense que son no contables tengan

menos elementos en M.

Para ver que (K, <y, <x) satisface los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught, sea (M,)i-o una

<W-sucesion creciente continua de elementos de K.
[L1T6al La clase K es cerrada bajo <}-sucesiones crecientes y continuas por definicion.

[L1Tl6bl En primer lugar notemos que como en particular una <y-sucesion es una <-sucesion,

entonces es inmediato que M; < |J M, para todo i < «. SiP(y,X) € A es tal que

i<a



1.1 Q-clases elementales abstractas 17

para algin j < o tenemos que M; F Roqyywx(a@), entonces para todo k > j tene-
mos que My E Roqupyx) (@) pues M; < M. Como toda <} -sucesion es en particular
una <y-sucesion, tenemos entonces que \p(M;,a) = Pp(My,a) para todo k > j y co-
moP (J:1i< aMi,a) = .U P (M, a), entonces P (Mj,a) =P (J: 1< aMj,a). Por
i<«
tanto M; < |J M para todo i < o
i<«

Si para alguin i < o tenemos que M es no contable, entonces no hay algo mds que de-

mostrar pues en ese caso tedriamos que |J M; es no contable y por en consecuencia las

i<a

relaciones <y y <§ coinciden. Lo mismo sucede si « > ws. Si « < wy y M, es con-

table para todo i < «, entonces claramente | ) M, es contable. Ademds si P(y,X) € A
i<a

es tal que M; F Royywx (@) para algiin j < o, entonces Pp(M;j,a) € (M, a)

y como Pp(Mjy,a) € U p(Mya) = (U Mi,ﬁ), concluimos que P (M;,a) <

i<a i<

P (U: 1< aMi,@). Asi M; < |J M paratodoi < .

i<

[LTTl6d Supongamos que para todo i < o tenemos que M; <x N. Notemos que como toda <}-
sucesion es en particular una <- sucesion y la relacién <y refina a < por definicion, en-

tonces tenemos que |J M; < N. Sea P(y,Xx) € A tal que |J M; E Rogyypyx (@), esto

i< i<

tiltimo implica que existe j < « tal que a € M}g(m. Por tanto M; E Roqyy(yx) (@) pues en

particular tenemos que M; < |J Mi. Como por hipétesis M; <, Ny por lo visto en el
i<a
item anterior en particular también se cumple que M; < |J M;, entonces p(M;, @) =
<o
YWV, @) y p(M;,a) = (U Mi,ﬁ), por tanto Y(N,a) = (U Mi,ﬁ). Por tanto
i<a i<a

UM1—<1C./\/’.

i<a

Para verificar los axiomas de densidad, sean M, N € K.
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[L1.17b] Supongamos que M < N'y M £ N. Si M es no contable o N es no contable, entonces las
relaciones <y y < coinciden y basta tomar N = N. Supongamos ahora que M y N son
contables. Aplicando el teorema de Lowenheim-Skolem ascendente a T('), encontramos Ny

no contable tal que M < Ny como L'-estructura.

Para encontrar la estructura N lo que nosotros haremos es construir una <-sucesion cre-
ciente de estructuras contables (M )i, tal que Moy := M y M; <¢ N'. Supongamos que
para i < w tenemos construido M; <& Ny y sea P(y,X) € A tal que M; E Royy(yx (@)
Como en particular M; < N, por hipétesis, entonces Ny E Roypz) (@) v por tanto
P (N, @) es no contable pues Ny lo es. Como M; es contable, entonces (M, @) tiene
que ser contable y en consecuencia P(Ny, @) \ P (M, @) es no vacio. Para cadap(y,Xx) € A
tal que M; E Royyyx) (@) escoja by (y,x) € P(No, @) \ W( My, @) y defina B; == M; U

{by(y,%x) € No: U(y,X) € Ay M; E Roypx (@)}. Ahora bien,

Bil = |[M;U{by(y,%) € No:(y,X) € Ay M; F Roypy, (@)},
= [Mil + [{by(y,X) € No : P(y,X) € Ay M; F Royyx (@)},
< Ny + Np pues Ay M; son contables,

— X,

y como My C Bj es contable, tenemos entonces que |Bi| = No. Como ya lo demostra-
mos, la clase satisface el axioma de Lowenheim-Skolem descendente y en consecuencia existe
M <R Np tal que Bi € My v M| < [Bil + Ry, esto ultimo implica que Miq es
contable. Como la relacion <} refina a la relacion <y, entonces My, My <x Ny y como

M S My, tenemos que My < My pues la clase satisface coherencia. Ahora bien,
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si P(y,X) € Aes tal que Mi F Royyyx) (@), entonces byyx) € By y en consecuencia

byyx) € Miyr. Esto iiltimo implica que (M, @) C P(Miq, @) y asi M < M.

Defina N' := |J M;. Claramente N'' es contable pues es la union contable de estructuras
i<w

contables. Como la clase satisface los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught, entonces tenemos

que M = M, <% "pues (M)icq €5 una <%—sucesién creciente continua.

[LT17al Supongamos que M <¢ Ny que [N| > Ry = LS(K). Notemos que como N es no contable,
entonces las relaciones <x y < coinciden y por tanto basta tomar N/ = M. Si M es
contable, se debe porceder como en el item anterior pero construyendo la <-sucesion dentro
de N, asi habremos construido N = M contable y haria falta ver que N < N. Para
demostrar esto, notemos en primer lugar que como la relacion <y refiana a <, entonces
tenemos que M; < N para todo i < w y como la clase satisface los axiomas de cadenas
de Tarski-Vaught, entonces N < N. Como N es no contable, entonces por definicion las

relaciones < y <y coinciden y por tanto N/ <¢ N

Notemos que la condicion que N sea no contable es fundamental al momento de hacer que

los conjuntos que M piensa que son no contables crezcan.

Observacioén 1.1.7. Notemos que si consideramos (IC, <x) y tomamos una sucesion < -creciente

continua (M), de modelos contables no estdndar de ¢, entonces en |J M lo tinico que po-

i<wi

demos garantizar es que los conjuntos pequefios no crezcan y en consecuencia, podria suceder

que |J M, sea un modelo no estdndar de ¢ pues no hay forma de garantizar que los conjuntos

i<wq

grandes que los modelos M piensan que son no contables ganen nuevas realizaciones y por tanto

U M puede pensar que tiene conjuntos no contables que son contables. Esto contradice[I.1.5]

i<(,U]
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A continuacién enunciaremos otros ejemplos de Q-AEC. Los detalles de estos ejemplos

se encuentran en la seccién 1.4 de [Cop06]
Ejemplo 1.1.8. 1. Sea (K, <x) una AEC, entonces (K, <x, <) es una Q-AEC.
2. (Ejemplo 1.4.1 en [Cop06|) Sean T una teoria completa de primer orden y
K :={MET: todo subconjunto definible de M tiene cardinalidad |M|}.

Los elementos de IC son conocidos como los modelos de Gross de la teoria T.
» M < Nsiysilosi M < N.

s M <¢ N siysélosi, M <x Ny siparaa € MY tenemos que W (M, a)| > X,

entonces P (M, a) C P (N, a).

(K, <y <) es una Q-AEC con niimero de Lowenheim-Skolem X,.

3. (Ejemplo 1.4.6 en [Cop06]) Sea L(K) = {E} donde E es un simbolo de relacion binaria.
Definimos KC como la clase de L(K)-estructuras infinitas que interpretan a E como una
relacion de equivalencia tal que cada elemento M de K tiene |M| clases de equivalencia cada
una de tamario |M|.

n M < Nsiysdlosi M Cp (K)N.
» M <@ N siysélosi N tiene una nueva clase de equivalencia y cada clase de equiva-

lencia de M tiene nuevos elementos en N \ M.

(K, <y <) es una Q-AEC con niimero de Lowenheim-Skolem X,.
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Notacién 1.1.9. Sea K una Q-AEC y © una clase de cardinales. Ko notard la Q-AEC K [ meicimico)

restringinedo relacines en K. Escribiremos KC\ en vez de Ky y K<) es vez de Kiis(xc) -

El dominio de K es:

dom(K) = {A cardinal : K, # ()}

Las L(KC)-estructuras las notaremos con letras caligrdficas como M y N. Si M € K, entonces el

universo de M lo notaremos M y su cardinal lo notaremos como [M|.

En la siguiente definicién incluiremos tres propiedades que serdn muy ttiles en el desa-
rrollo de este trabajo y que son las propiedades que se suponen normalmente en el trabajo
clasico de las AECs. Las definiciones que acd daremos seran las dadas por Coppola y en
el momento que necesitemos una equivalencia la enunciaremos en el momento que la

necesitemos.
Definicién 1.1.10 (definiciones 3.1.1 y 3.1.2 en [Cop06]]). Sea K una Q-AEC.

1. Diremos que I satisface la propiedad de amalgamacion (AP por su sigla en inglés, amal-
gamation property) si para toda tripla de modelos My, MyM3 € K tales que M; <
My, M3, existe N' € K y una <g-inmersion f: My — N tales que M3 <¢ Ny f fija

puntualmente a M.

M](<—K) Mz
2. Diremos que KC tiene la propiedad de inmersiones conjuntas (JEP por su sigla en inglés,

joint embedding property) si para todo par de modelos My, M, € K, existen N' € K y una
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<M-inmersion f: My — N tales que My <}

M,

u
=K

N

A

M,
3. Diremos que K tiene modelos arbitrariamente grandes (MAG) si para todo cardinal A

existe un cardinal ' > A tal KCx, # 0.

Observacién 1.1.11. Notemos que si K tiene MAG, entonces para todo cardinal A > LS(K)
existe N’ > A tal que Ky # 0. Sea M € Ky y sea A D M de tamario N, por el axioma de
Lowenheim-Skolem descendente (definicion [L.T.II5) tenemos que existe N € K tal que N <¢ M,

A C Ny |N|=|A|+ LS(K), estas dos iiltimas cosas implican que IN| = |A| y por tanto ICy # 0.

En los trabajos realizados por Shelah, Villaveces y Vasey ([SV99], [Vas17c] entre otros), en
los cuales estdn basados muchos de los resultados del trabajo acd expuestos, AP y JEP son
deducidas de otras condiciones. Como en el trabajo que haremos siempre las tendremos
como supuestos, la siguiente proposicién nos permitira trabajar con mayor facilidad. No

se encuentra enunciada en el trabajo de Coppola.

Proposicion 1.1.12. Sea KC una Q-AEC que satisface AP, JEP y tiene MAG. Sea © una clase de

cardinales. Entonces Kg satisface AP, JEP y no tiene modelos maximales.

Demostracion. Sean My, My, M; € Kg tales que M, <x M;, M,. Como K satisface AP,
entonces existe N' € K y una <g-inmersién f : M, — N tales que My < Ny f

fija puntualmente a M,. Por el axioma de Léwenheim-Skolem descendente (definicién
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LIIE), existe Ny < N tal que My U f(M;) C Noy [No| < LS(K) + IMy U f(M3)], es-
to dltimo implica que |Ny| = sup{IM,|, [f(M,)[}. De la definicién de subestructura es in-
mediato que My, f[M3] C Ny y como My, fIM,], Ny < N, en particular tenemos que
My, fIMaly Ny <k N (definicién [L1.1I2) y al aplicar los axiomas de coherencia (definicién
[.1.144d) tenemos que My, f[M;] < Ny. Ahora, por los axiomas de densidad (definicién
LI174), existe N7 € K tal que Ny < N <¢ Ny [N’ = [Nyl; esto dltimo implica que
N’ € Kg pues [No| = sup{IM], [f(M,)[} € ©; ademas, al aplicar los axiomas de coherencia
(definicion [LT.140) tenemos que M, fIM,] <¢ N7 pues My, fIM,] < Ny <¢ N. Por
ultimo f': M, — N’ definida por f'(a) = f(a) para todo a € M; es una <g-inmersién

que fija puntualmente a M, pues f lo hace. En conclusién, K¢ satisface AP.

Para ver que K¢ satisface JEP, sean M, M, € Kg. Como K satisface JEP, entonces exis-
ten V' € K tal que M; <¢ N y una <g-inmersién f : M, — N. Por el axioma de
Lowenheim-Skolem descendente (definicion L.T.1I5) existe Ny <3 N tal que M;Uf(M;) C
No v INo| < LS(K) + [M; U f(M,)], esto tltimo implica que [No| = sup{|M,|, [f(M,)|} y por
la definicién de subestructura tenemos que M;, f[M;] C Nj. Por el argumento utilizado
en el parrafo anterior, tenemos que existe N/ € Kg tal que M, fIM,] < N7; es claro que
f': My — N’ definida como f’(a) = f(a) para todo a € M; es una <j-inmersién pues f

lo es. Por tanto Kg satisface JEP.

Por ultimo, sea M € Kg. Como K tiene MAG, existe N € K tal que [N| > [M| y como K
satisface JEP, entonces existen N € K tal que M < N’y una <g-inmersion fA" — N
Claramente [N’| > [N| > [M| pues en particular f es una funcién inyectiva, por tanto existe

a € N’\ My al aplicar el lema [[L.T13] existe N/ < N tal que IM| = [N/|, M <¢ Ny
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{a} € N’. Como M| € © y IN'| = [M|, entonces N/ € Kg y en consecuencia Kg no tiene
modelos maximales.

A continuacién mostramos que la relaciéon < puede ser cambiada por la relacion < bajo
una condicién de tamafio sobre los modelos que se encuentren relacionados. Coppola

enuncia y demuestra el lema; la demostracion acd expuesta esta hecha con todo detalle.

Lema 1.1.13 (lema 1.3.7 en [Cop06]). Sea K una Q-AEC. Si N' <x. M son tales que [N| < |[M|,

entonces N' <t M.

Demostracién. En primer lugar notemos que si NV <x M, entonces N C M y como |[N| <
IM| existe A € M \ N tal que |A| = |N|. Por la definicién [I.1.1l5] (axioma de Lowenheim-
Skolem descendente), existe N/ < M tal que NUA C N’y [N'| < [NUA|+ LS(K) = |N|
y por tanto |N’| = [N|, esto ultimo implica que N C N’ C M. No es dificil ver que
N C N’y por la definicion [LTIRIN, N’ < M; al aplicar la definicién [1.1.1l44] (axiomas
de coherencia) tenemos que N <, N esto es N < N/ <& M y por la definicion [L.T.T40]

(axiomas de coherencia) concluimos que N <} M.

El siguiente es otro resultado importante para nosotros pues nos permitird definir di-
ferentes nociones, como estabilidad y universalidad, independientemente de la relacion
que utilicemos para definirlas teniendo en cuenta que debemos suponer que la Q-AEC
satisfaga JEP y tenga MAG. Coppola enuncia de manera explicita el siguiente lema en su

trabajo pero no lo demustra y por tal motivo nosotros incluimos dicha demostracién aca.

Lema 1.1.14 (lema 1.3.6 en [Cop06]). Sean K una Q-AEC y M <, N. Si K satisface JEP y

tiene MAG, existe Ny € K de tal manera que M <% No, N' <% Ny v I[No| = [NJ.
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Demostracién. Sean M, N € K tales que M <, N. Primero que todo note que como K
tiene MAG, existe N/ € K tal que [N’| > [N| y como K satisface JEP, entonces existen N
y una <g-inmersion f : N/ — N tal que N < M; es inmediato que [N”| > [N’| pues f

es en particular una funcién inyectiva.

MK N

u
NC

Nl/

A

Nl
Ahora bien, por la definicion [LT.I7d (axiomas de densidad), existe NV tal que N/ <}
No <@g Ny IN’] = [No| y por los axiomas de coherencia (definicién [[.1.1l 45) tenemos que

M <@g Ny pues M < N < No.

El siguiente lema es una herramienta importante en las construcciones que haremos mds
adelante en el dasarrollo de este trabajo. El resultado aparece con su demostracién en la
tesis de Coppola pero para la completez del documento nosotros incluimos la demostra-

cién poniendo aquellos detalles que son omitidos en [Cop06].

Lema 1.1.15 (lema 1.3.5 en [Cop06]). Sean K una Q-AEC y M,N € K tales que M <} N
con IM| < [N|. Entonces para todo A C N con |A| < M|, existe N’ < N tal que IM| = [N’|,

M=<EN' yACN.
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Demostracion. Sea B = A U M. Por la definicion [LI.TIH (axioma de Léwenheim-Skolem
descendente) existe Ny < N tal que B C Ny y [No| < LS(K) + |B|, esto ultimo nos dice
que |[No| = |B| = [M|. Ahora bien, por la definicién (axiomas de densidad) existe
N tal que Ny < N’ < Ny [N’| = [Ng|. Ahora bien, es inmediato de la definicién de ser
subestructura que M C Ny como M, N, <¢ N tenemos que M, N; <x N (definicién
[L.I112) y por la definicién (axiomas de coherencia), M < Nj; al aplicar ahora la

definicion [L.T.J40] (axiomas de coherencia) tenemos que M < N’ pues M < Ny <}

g

Como en el caso de primer orden, en este contexto tenemos un lema de renombramiento
que nos permitird extender isomorfismos bajo condiciones adecuadas y es una herramien-
ta atil al momento de utilizar la técnica de back and forth en el contexto de las Q-AECs. Este
lema es simplemente enunciado por Coppola en su trabajo y acd haremos la demostraciéon

completa.

Lema 1.1.16 (lema de renombramiento, hecho 1.3.3 en [Cop06]]). Si My <x My
f: Mo — Ny un isomorfismo, entonces existen Ny y f O f tales que f : My — Nj es un

isomorfismo y Ny < Ni. Similarmente se tiene para la relacion <.

Mo %Af/g,
<;<(<}é)£ < (=3)

\

M] - ? >M

Demostracion. Por hip6tesis tenemos que My < (<) N y por tanto tenemos que M, C
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N; (definicion [LTTIR). Sean Ny := (M \ Mo) U Ny f: My — N; definida como

xsix & My
f(x) =

f(x) six € M.
Es inmediato de la definicién de la forma como se defini6 f que es una funcién biyectiva
que extiende claramente a la funcién f. Definiendo de manera natural la interpretacion
de los simbolos del lenguaje tenemos que Ny C N; y que f es un isomorfismo entre
las LS(K)-estructuras M; y N;. De lo anterior y de la definicion [LT.1I3 (cerradura bajo

isomorfismos) tenemos que Ny = f(M,) <k (<)M pues My <k (<M y f(IM,) =

NG

Uno de los primeros resultados en AECs es el teorema de Presentacién de Shelah el cual
nos permitird hablar del nimero de Hanf de la clase y es la herramienta que nos permite
hablar de modelos de Ehrenfeucht-Mostowski en Q-AECs, fundamentales en la demos-
tracion del teorema de Shelah-Villaveces. En su tesis doctoral [Cop06] Coppola enuncia
y demuestra un resultado andlogo (teorema 2.1.1 en [Cop06]]). A continuacién nosotros
demostraremos dicho resultado haciendo cuidadosamente las construcciones previas, re-
saltamos que estas construcciones no se encuentran demostradas en el trabajo de Coppola
y en la mayoria de documentos de AECs no se hacen con todos los detalles, cosa que acé

haremos. Comenzaremos con una definicidon técnica.

Definicién 1.1.17. 1. Sea (I, <) un orden parcial. Diremos que (1, <) es un orden A-dirigido,
para A un cardinal, si para todo ] C 1de tamafio < A, existe a € I tal que b < a para todo

b € J. Diremos que (1, <) es dirigido si es N-dirigido.
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2. Diremos que (M;)ic1 es un A-sistema dirigido si (1, <) es un orden A-dirigido.

El siguiente hecho es una herramienta clave en la demostracion del teorema de Presenta-
cién de Shelah para el contexto de las Q-AECs y como su demostracion es similar que en

el caso de las AECs, nosotros la omitimos.

Hecho 1.1.18 (hecho 1.3.4 en [Cop06]). Sean K una Q-AEC, (1, <) un orden dirigido y (M; €

C)ier tal que M; <¢ M sii < j. Entonces:

1. UMiEIC.

iel

2. Paracadai e I, M; < |J M.

i€l
A continuacién presentamos la version del teorema de Presentacién de Shelah en este
contexto. La demostracién es hecha por Coppola en [Cop06] y es una adaptacion de la

que se hace en el contexto de las AECs y por tanto aca no la incluimos.

Hecho 1.1.19 (teorema de Presentacién para Q-AECs, teorema 2.1.1 en [Cop06]]). Sea K una
Q-AEC con |L(K)| < LS(K). Entonces existen L' D L(K) con |L'| = LS(K), T' una L'-teoria de

primer orden y un conjunto I' de L'-tipos tales que

K ={M" |zp0: M'E Ty M’ omite todos los tipos de T}.

Ademds, si M',N' E T' omiten todos los elementos de 'y M’ C N, entonces M’ | )<k

N 1z

Notacion 1.1.20.

PC(L(K), T',T) :=={ M I 2ic): M" E Ty M’ omite todos los tipos de T'}
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Como lo comentamos en la introduccién, el concepto de docilidad es clave en los resulta-
dos de transferencia de categoricidad dados en [GV06b] y [SV18]. También comentamos
en la introduccién de Boney demuestra en [Bon14] que la existencia de una clase propia
de cardinales fuertemente compactos implica la docilidad de las AECs. En [LR16], Lieber-
man y Rosicky generalizan este resultado al contexto de las categorias accesibles. Como el
norte de este trabajo es plantear posibles soluciones al problema en el resultado de trans-
ferencia de categoricidad en el contexto de las Q-AECs que se tiene en [Cop06] y donde
la docilidad es una hipétesis fundamental, a continuacién presentaremos los analogos
de algunos resultados expuestos en [LR16], [Liell] y [BR12] que nos dicen que las AECs
son un ejemplo de categorias accesibles y asi veremos en la dltima seccién que las Q-AECs
son ejemplos de categorias accesibles para no tener que adaptar el argumento de Boney a
nuestro contexto. Lo que haremos nosotros es adaptar dichos resultados con sus demos-
traciones al contexto de las Q-AECs. Para ello, definiremos el tipo de morfismos con los

que trabajaremos en este contexto.

Definicién 1.1.21. Sean M, N € Ky f: M — N una L(K)-inmersién.

(i) Diremos que f es una <yg-inmersion si fM] <¢ N.

(ii) Diremos que f es una <y-inmersion si f[M] < N.

El siguiente resultado nos dice que al ver una Q-AEC K como una categoria cuyos objetos
son las estructuras de la clase y cuyos morfismos son las <}-inmersiones, entonces dicha
categoria es cerrada bajo colimites dirigidos. Nosotros no utilizamos el lenguaje técnico

de la teoria de categorias en el enunciado del lema.
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Lema 1.1.22 (cf. lema 4.5 en [Lielll]). Sean K una Q-AEC, (I, <) un orden A-dirigido con

A > LS(K) un ordinal regular y (M;)ic1 en K tal que:

(i) sii< jentonces existe una iinica <g-inmersion fy; : My — M;y

(ii) sii<jyj <k, entonces fj o f; = fi.

Entonces existen M € K y una coleccion de <i-inmersiones {c; : M — Mier tales que:

(a) sii<j, entonces cjo fy =cy,

M,

fij M,
N A
M

(b) si existe otra coleccion de <y -inmersiones {c{ : M; — M'}ie1, con M’ € K que cumpla
(a), entonces existe una vinica <g-inmersion F : M — M’ tal que para cada i € 1 se

cumple que c{ = F o c;.

Observacién 1.1.23. La estructura M’ junto con la familia de morfismos {c{ : M; — M'}ic

se denomina el colimite de {fy; : My — M}ijer.

Para demostrar el lema[l.1.22Inosotros una serie de resultados técnicos que demostramos
con todos los detalles a continuacién. La demostracién la haremos por etapas y comenza-

remos definiendo una £(K) estructura con ayuda de las hipétesis del hecho[1.1.22
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Proposicion 1.1.24. Si (i, <) es un orden A-dirigido y M := | | M/ ~, donde | | M, es la unién
el i€l
disjunta de los universos de las estructuras M; con i € 1y la relacion ~ estd definida como:

(a,i) ~ (b,j) siysdlosiexistek € 1,1,j < ky fix(a) = fjk(b)H. Entonces M es el universo de

una L(K)-estructura M.

Demostracion. Veamos que los simbolos del vocabulario £(K) se pueden interpretar de

una manera adecuada.

» Sea ¢ € £(K) un simbolo de constante. Como ¢*i € M; para todo i € I, entonces

[(cMi,1)] € M. Sean (cMi,i), (cMi,j) € || M. Como I es un orden A-dirigido, en
iel

particular es w-dirigido y por tanto existe k € D tal que j, i < k, luego como fy y fjx

son en particular £(K)-inmersiones, entonces fy (c*i) = ¢M« = fj(¢Mi) y por tanto

(cMi;1) ~ (¢Mi,j). Entonces es natural definir ¢™ := [(c*i,1)] para algtin i € 1.

!La relacién ~ es de equivalencia:
= Reflexividad: (a,1) ~ (a,1i) pues fi; = Tp, tiene sentido pues I es un orden parcial.
= Simetria: es consecuencia de la simetria de la igualdad.

= Transitividad: suponga que (a,i) ~ (b,j) y (b,j) ~ (c, k), entonces existen 1,1’ € I tales que
fu((l) = fj[(b) y fj[/ (b) = fkl/(C),' alserl A—dirigido, existe 10 tal que l S 10 y | & S lo y fuo (fu(a) =
fui, (f1 (b)) = fu, (fjur (b)) = fr, (fia(c)) y por tanto (a,i) ~ (c, k). La tltima igualdad se tiene

pues el siguiente diagrama es conmutativo.

Vwo

Ml Mll

M M; M
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= Sea G € L(K) un simbolo de funcién n-arioy [(ai,, 11)], - - -, [(ai,,in)] € M, note que

aj; € Mij paratodo1 <j <n.

Sean [(bi/,11)],- -+, [(bi,1})] € M tales que [(ai,1j)] = [(bij/,i]/)], entonces existe
kj € Ltal que ij,1 < Ky y fix(ay) = fij’ki(bij’) por definicién de ~. Como I es un

diagrama A-dirigido, existe k € I tal que k; < k para todo j y
figi(fyi (i) = fie(firg (b))
con fiy(ay) = fi{k(bi{), entonces
GMe(filay)y - filai,)) = GMk(qu(bq% o fu(big )y
por tanto
[(GMe(filas)y -+ Fiakl(ai))y k)] = [(GMe(fu(bir), -+ Figi(big)), K.
Lo anterior nos lleva a definir la interpretaciéon de G en M como
GM([(ai,, )]y (@i, in)]) == (GM(fi(ay, )y - - -y Fie( @iy ), k)]

paraalgink € L.

= Sean R € £(K) un simbolo de relacién n-ario y [(a;,, i1)],- -, [(ai,, in)] € M. Enton-
ces ([(ay, )], -+, [(ai,in)]) € RMsiy solosi (fix(ay,), -, fixlay)) € M* para
algtin k € 1. De manera andloga al item anterior se puede demostrar que estd bien

definida.

Por tanto, M es una £L(K)-estructura.
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Construyamos ahora las <{-inmersiones c;. Para ello primero veamos que existen £(X)-
y K

inmersiones y en base a estas construyamos las <Y-inmersiones c; para cada i € I del
y y K

lema[1.1.22]

Proposicién 1.1.25. Si definimos ¢; : My — M como ci(m) = [(m,1)], entonces c; es una

L(IC)-inmersion para todo i € 1.

Demostracion. Es claro que para todo i € I, las ¢; definidas anteriormente son funciones,

veremos ahora que son £(K)-inmersiones.

» Seani € [, myn € M, tales que ci(m) = ci(n), entonces [(m,1)] = [(n,1)] y por tanto
existe j € I tal que fi;(m) = fi;(n) y como fj; es una £(/C)-inmersion, esta es inyectiva

y por tanto m = n, en consecuencia c; es una funcién inyectiva para todo i € d.

» Sic € £(K) es un simbolo de constante, entonces tenemos que ¢;(c™t) = [(cMi)1)] =

cM.
= Sean G € £(K) un simbolo de funcién n-arioy ay,-- - , a, € M;, entonces
ci(GMi(ar, - yan) = (GM(ay, -+, an),1)]

= [(GMi(fﬁ(al)y L filan)), )] pues fiy = 1Mi
= GM([(GHU])' e )[(an)i)])

= GM(ci(a),---,cilan)).
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= SiR € £(K) es un simbolo ralacional n-ario y ay, - - - , a, € M;, entonces
(ar, -+, an) € RM sit (f(ar),- -+, fulan)) € RM pues fiy = 1
sit ([(ar, 1), -, [(an,1)]) € R™ definicién de la interpretacion de RM

sit (ci(ay), -, cilan)) € RM,

Por tanto, ¢; es una £(K)-inmersién para todo i € 1.

Notemos que como cada c; es una £(K)-inmersién, entonces c;(M;) = M, y, por el axio-
ma de isomorfismos (definicién [.1.1[3), tenemos que c¢i(M;) € K. Ademads, sii < jy
m € M, entonces ci(m) € ci(M;) y ¢;(f(m)) € ¢;j(M;); por otro lado tenemos que
fij(m) = fy(fy(m)) y por tanto [(m,1)] = [(f;;(m),])]. Lo anterior implica que c;(M;) esta

contenido en ¢;(M;).
Proposicién 1.1.26. Para todo i,j € 1 tales que i < j, ¢i(M;) <i¢ ¢;(M;).

Demostracion. Como por hipoétesis tenemos que fj; para todos i,j € I tales que i < j esuna
<j-inmersion, entonces fi;(M;) < M; y por tanto al aplicar los axiomas de isomorfismo
(definicion LTIIB) ¢;(fi;(M;)) <§ ¢j(M;), pues ¢; : Mj — ¢;(M;) es un isomorfismo, en
consecuencia ¢;(M;) < ¢;(M;) debido que ¢;(f;(M;)) = ¢i(M;). Entonces (ci(M;))icr es

un < -sistema A-dirigido.

Demostracién lema[L1.22 Por la construcciéon hecha en los hechos [[L.1.24) [.T.25 y T.T.26 es
inmediato que la condicién (a) del lema [[.1.22] se satisface, esto es que para todos i,j € I
tales que i < j, entonces ¢; o fy; = ¢; y por tanto lo tinico que necesitamos ver es que M =

U ci(M;) y asi aplicando el lema[l.1.18/tenemos que M € K. Paraellosea [(a,1)] € M, por

iel
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tanto existe M; tal que a € M, y en consecuencia ci(a) = [(a,1)] € c¢i(M;i) C U ci(My);
i€l

reciprocamente, sea [(a,j)] € Ulci(/\/li), entonces [(a,j)] € ci(M;) para algin j € Iy por
ie

definicién de c;, [(a,j)] € M.

Para demostrar la condicién (b), sea {c{ : M; — M '}ic; una coleccién de <-inmersiones

donde M’ € K, que cumpla la condicién (a) del lema [[.1.22] esto es que c{ o fy; = ¢/

para todos i,j € I tales que i < j. En primer lugar notemos que si a € M, entonces, por

la definicién de M existe i € I tal que a = [(m,i)] con m € M; y por tanto, al definir

F: M — M’ como F(a) = c¢/(m) es inmediato que F es una funcién inyectiva y ademas

es la tinica tal que Fo ¢y = c/.

En el siguiente lema nosotros capturaremos la nocién de tamafio en una Q-AEC K me-
diante morfismos de manera similar a lo hecho por Lieberman y Rosicky para el contexto
de las AECs y MAECs en [Liell] y [LR17]; el concepto en categorias es conocido como

presentabilidad.

Lema 1.1.27 (cf. lema 4.2 en [Lielll]). Sean K una Q-AEC A > LS(K) un cardinal regular y
N € K-y Supongamos que (1, <) es un orden A-dirigido y que (M )ic1 satisfacen las hipétesis y
la conclusion del lema[l.1.22 Si f : N — M es una <g-inmersién donde M es el colimite del
sistema A-dirigido (M)ie1, entonces existen j € 1y una <g-inmersion g : N' — M,; tales que

el siguiente diagrama conmuta

7

N**9>Mj?./\/lk

donde cj, ¢ son las <Q-inmersiones dadas por la conclusion del lema[LT22ly k > j. Ademds, si



36 1 Q-AECs: algunos resultados bésicos

g’ : N — M; es una <g-inmersion tal que f = ¢; o g = ¢; o g’, entonces existe k > j tal que

fjkog :fjkog’.

Si una estructura N' € K cumple el enunciado del lema [[LT.27, diremos que N es A-

presentable.

Demostracion. Por la demostracion del lema[1.1.22] tenemos que M =

UIMi/ ~ donde (a,i) ~ (b, k) si y solo si existe | € I tal que i,k < ky fy(a) = fi(b).
ie

Como f : N' — M es una <g-inmersion, tenemos en particular que f(N) C M y por
tanto para todo n € N existe i,, € I tal que f(n) € c¢;,[M;,]; ademds como |[N| < A e
I es un orden A-dirigido, entonces existe j’ € I tal que j* > i, para todon € Ny por
tanto ¢, [M;,] <& ¢;/[M;/]. De lo anterior podemos concluir que f[N] C ¢;/[M;/] pues
f(n) € ¢;:[M;/] para todon € Ny por tanto fIN] C c;/ [M;/].

Por la demostracién del lema tenemos en particular que ¢ [M;/] <x M y como
f es una <y-inmersién tenemos en particular que flA] <x M, entonces al aplicar los
axiomas de coherencia (definicién [[.1.1l4g) tenemos que fN] < ¢;[M;/]. Como M =
|_|I M;/ ~, entonces M \ M;, # (); por tanto existen m € M\ M;, yj” € T\ ({inlhen U
ie

{j’} tales que m € cj»[M;~]. Como I es un orden A-dirigido, entonces existe j > j’,j”
y por tanto ¢;/[M;/], ¢jr[M;r] <¢ M;. Como fIN] <k ¢ [M;] < ¢;[M;], entonces al
aplicar los axiomas de coherencia (definicion[1.1.TI40) tenemos que f[N] <% ¢;[M;]. Como
oy "1 ¢IM;] — M; es un isomorfismo podemos aplicar los axiomas de isomorfismo
(definicion [LTTIB) y concluir que ¢; ' [fIN1] <} M; pues fFINT < ¢;[M;]. Defina entonces

g:= cj_1 of que claramente es una <j-inmersién de NV en M;. Es inmediato de la definicion

de g que f = ¢ 0 gy como para K > j tenemos por la conclusién del lema [1.1.22] que
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¢j = ci o fj, entonces podemos concluir que f = ¢y o fj o g y asi haciendo asi el siguiente

diagrama conmutativo.

7

N - —> Mj — M,
9 —
jk
Por ultimo, notemos que si g’ : N' — M es una <j-inmersién tal que f = ¢jog =cjo g’

y para todo k > j tenemos que fj, o g # fjc o g’, entonces
cko(fixog) # cxo(fiog’) pues cy es en particular una funcién inyectiva,
(ckofp)og # (cxofy)og’ porlaasociatividad de la composicién

/ . » . _
cjog # c¢jog puespor hipétesis c; = ¢y o fji
— — /
lo cual es absurdo pues f =cjog=cjoqg’. 1.1.27

1.2. Modelo-homogeneidad y homogeneidad

El concepto de modelo-homogeneidad es importante al definir los tipos de Galois como 6r-
bitas bajo la accién del grupo de automorfismos de un modelo lo suficientemente rico, que
conoceremos como modelo monstruo, en el sentido que tenga copias isomorfas de todos los
modelos pequefios y que todo isomorfismo entre cosas pequefias se pueda extender a un
automorfismo de dicho modelo monstruo.

A'lo largo es de esta seccion K serd una Q-AEC a menos que se diga lo contrario y todas

las estructuras de las que hablemos estaran dentro de una Q-AEC fija.
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Definicién 1.2.1 (definiciones 3.1.5 y 3.1.6 en [Cop06])). Sea K una Q-AEC.

1. Diremos que M es p-modelo-homogéneo si para todo par Ny N’ € K, tales que N' <
My N < N, existe una <g-inmersién £ : N/ — M tal que f [y= 1. Diremos que

M es modelo-homogéneo si es |M|-homogéneo.

M

2. Diremos que M es p-homogéneo si para todo par isomorfo N1,N; € K., tales que
N, Na < M, el isomorfismo entre Ny y N, se puede extender a una automorfismo de

M. Diremos que M es homogéneo si es |M|-homogéneo.

M f M
N f N>
Observacion 1.2.2. = Notemos que si M es modelo-homogéneo y N' <x M es de tamario

< |M|, entonces por el lema [LT13] tenemos que N < M y por tanto en la definicion

L2111 podemos tomar cualquier tipo de subestructura (<g o <) de M. Ademds, si K
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satisface JEP, tiene MAG, M € K es p-modelo-homogéneo y N <x N’ con N’ € K_,,
entonces al aplicar el lema[L.T.14 existe Ny € Kiny tal que N < No y N7 < N; como
M es p-modelo-homogéneo, tenemos que existe una <yg-inmersion f : Ny — M tal que
f [n=1n yalser f: Ny — fING] un isomorfismo, entonces fIN'] <L fING] <% M; por
tanto T [n: N — M es una <-inmersion pues la relacion < es transitiva (definicion
[LI1). En consecuencia, en la definicion [L.2.1 podemos tomar independientemente < -

superestructuras o <yg-supertructuras de N

» Por otro lado si M es homogéneo, entonces por el lema[l.1.13| cualquier isomorfismo entre
NN € K., tales que Ny N’ < M puede ser extendido a un automorfismo de M pues

en este caso tendriamos que N'y N <& M.

A continuacién veremos que si una Q-AEC K satisface JEP, entonces toda estructura
modelo-homogénea M tiene copias isomorfas de cualquier estructura N' € K_y. Este
hecho es enunciado y demostrado en [Cop06] (corolario 3.1.18) pero en términos del con-

cepto de saturacion.

Lema 1.2.3 (cf. corolario 3.1.18 en [Cop06]). Sea K una Q-AEC que satisface JEP. Si M es una

estructura modelo-homogénea y N' € Ky, entonces existe una <g-inmersién f: N' — M.

Demostracién. Sean M € K modelo-homogéneo, V' € Kjpy y A C N tal que |[A| = [N|. Al
aplicar el axioma de Lowenheim-Skolem descendente (definicion [LT.1I5), tenemos que

existe N/ <t M tal que A C N’y [N’| = |NJ; por JEP tenemos que existen M’ € K y una
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<g-inmersion f: NV — M’ tal que N7 <} M.

u | 7
<K Sa
\J(/ -<IC |
N’ N

Por el axioma de Lowenheim-Skolem descendente (definicion [L1.1I5) tenemos que exis-
te N7 € Ky tal que N <t M’y f[NJUN’ C N”. Como en particular tenemos que
N, f[N] € N”, entonces tenemos que N, fIN] C N y como N/, fIN], N < M’, enton-
ces al aplicar los axiomas de coherencia (definicién [.1.144d) tenemos que N/, f[N] < N
Como N <}t M’, entonces por los axiomas de densidad (definicion [LT.I74) tenemos
que existe M” € Kjnv tal que N7 < M” < M'. Notemos ademds que por los axio-
mas de coherencia (definicion [LT.TH4q) tenemos que N, fIN] <& M” pues N/, fIN'] <k
N <g M.

Por ultimo como tenemos que [N”| = |N|, entonces IM”| = [N| y como N'" <} M, entonces
por la modelo-homogeneidad de M existe una <g-inmersion g : M” — M que fija

puntualmente a \V".

Definamos F := g [ of. Claramente F : ' — M. Ademds, como en particular
g : M” — g[M”"] es un isomorfismo y fIN] < M”, entonces por los axiomas de
isomorfismo (definicion [LT113) podemos concluir que g[fINV]] < glM”] < My por la
transitividad de la relacion <} (definicion L.I1IT), tenemos que g[f[N]] <¢ M; en conclu-

sion F es una <-inmersion. 123
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El siguiente hecho nos muestra que la propiedad de p-modelo-homogeneidad implica la
propiedad de p-homogeneidad. Este hecho es demostrado en [Cop06] sin muchos deta-

lles. Presentamos la prueba detallada aqui.

Lema 1.2.4 (lema 3.1.15 en [Cop06]). Suponga que M es modelo-homogéneo. Si
f: My — M, es un isomorfismo con My, My <x My |[My],IM;| < [M], entonces f se

extiende a un automorfismo de M.; esto es, M es homogéneo.

Demostracion. En primer lugar notemos que por el lema[[.T.13] tenemos que M;, M, <}
M pues [M;],[M,| < |[M|. Para construir el automorfismo de M haremos un back and
forth tomando como base el isomorfismo f : M; — M,, estoes fy := f, M == M,y
M = M..

Sean (b;)iv una enumeracién de M\ M, y (a;)i<jvj una enumeracién de M \ M..

Forth (para ordinales impares). Supongamos que para 3 < |[M| tenemos construidos
MPMB U My el isomorfismo fg : ME — ME con [MP|,IM5] < [M|. Sea p = min{i <
IM| : b; & M? }. Por el axioma de Lowenheim-Skolem descendente (definiciéon [1.1.115),
existe M{P*" tal que {bg} UM®P € M{P™ y IMPH| < LS(K) + IMP|, esto dltimo implica
que !M{M]! = !Mg3 | < |My| y al aplicar los axiomas de densidad (definicién [1.1.1l[7al

tenemos que existe M? " tal que M;PT < MPTT U M,y IMIPHT] = [MPHT| Es claro que

M € MP*!y como por la definicion LTI tenemos que en particular MF, MP* <y
M, entonces aplicando los axiomas de coherencia (definicion [[.1.144) deducimos que
MP < MPTy como MP < MPTT <L MPHT entonces utilizando los axiomas de

coherencia (definicién [LTIHH) podemos concluir que M} < MP*.

Como tenemos que fg : MP — M® es un isomorfismo M? < MP™' entonces pode-
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mos aplicar el lema de renombramiento (lema y encontrar M =% MP y un

isomorfismo fj; : M MPH tal que g D fp.

f/
+1 B+1 1B+1
MBTT B AP

A
<y I <}
J

M} —— M5

Ahora bien, como M es modelo-homogéneo y IM**'| = [MP*'| < |[M|, entonces existe

una <yg-inmersion hg g : M;ﬁﬂ — M tal que hgy TMQZ ]ME'

<k 1B+1
M <——=Shg M)
A

<y g
|
Y, £/
+1 B+1 1B+1
MEFT B pIP
<y j<}é

Mp ————— M
Definamos entonces M5*" := hg ([MP y fay 0 Mpyy — ME™ como fgyq := hg g o
f31y- Claramente tenemos que fg i1 O fg pues fg, O fgy hpi [ e=1 .
Back (para ordinales impares). La construccion es analoga a la hecha en el paso forth pero
comenzando con 3 = min{i < |M|: a; ¢ MS 1

Cuando < |[M] sea un ordinal limite y tengamos definidos M, M$M e isomorfismos

fo 1 M§ — M§ paratodo « < B, definamos fg := |J fo, MP = (J MEy M5 = U MS.

a<P a<P a<f
Por construccién resulta inmediato que M = |J M} = (J M} y por tanto F :=
B<IM]| B<IM]
U B < IM|fg es el automorfismo de M buscado pues f = f, C F. 1.2.4

La siguiente proposicién nos muestra que los modelos que son modelo-homogéneos del

mismo tamafio son tnicos salvo isomorfismo bajo JEP. Coppola enuncia el resultado en
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su trabajo pero no lo demuestra, nosotros incluimos la demostracién del resultado para

completez del documento.

Proposicién 1.2.5 (hecho 3.1.13 in [Cop06]). Sea K una Q-AEC que satisface JEP. Si My, M
son ambos p-modelo-homogéneos tales que IMy| = M| = ny p > LS(K), entonces My y M;

son isomorfos.

Demostracion. Para hacer la demostracién tenemos dos opciones: M; y M, tienen una

<i-subestructura comin pequena.

1. Si existe N' < M;, M, -notemos que por el lema esto implica que N <}
My, Mp-, con IN| < p, el isomorfismo se obtiene mediante back and forth de la si-

guiente manera.

Base. Tome M§ = M9 = Ny fo : M§ — M9 como la identidad de N. Claramente

fo es un isomorfismo parcial entre My M.
Sean{mi i< ’M0|} = Mo\N y{ml < |M1’}: M, \N

Back (para ordinales impares). Suponga construidos M5 <% Mo, MP < M, y el
isomorfismo parcial fg : Mg — ./\/lg3 construidos. Sea B + 1 = min{i < |[M,| :
m; ¢ Mg }. Por la definicion [L1115] (axioma de Lowenheim-Skolem descendente),
existe M P < M tal que {mp. 1} UMP € MIPYT; es fécil ver que MP € M P
y por los axiomas de densidad (definicion LI1l7a), existe MP*' < M, tal que
MPEFT AT W ALy por los axiomas de coherencia (definicion [LT.1/4E) esto
tltimo implica que M} <% MP*'. Ahora bien, por el lema (lema de renom-

bramiento) existen N y un isomorfismo g : N/ — M"* tales que M <¢ Ny
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fp C gy al utilizar la p-modelo-homogeneidad de M,, existe una <y -inmersion
g : N' — MP que fija puntualmente a M5. Definamos M5 := g/(N") y

fg11 = g o g’. Claramente tenemos que fg C fg,; puessia € Mg entonces

fai(a) = gog '(a)
= g(g~'(a))
— g(a) pues g fija puntualmete a M

= fg(a) pues g extiende a fp.

Forth (para ordinales pares) Suponga construidos M5 <% Mo, M} < M, y el iso-
morfismo parcial fg : M? — MP construidos. Sea f+1 = min{j < |[M;| : m; ¢ M},
Puede hacer la misma construccion que en el caso anterior intercambiando los pa-

peles de M,y M.

(Para ordinales limites) Si 3 < [M,| = I[M;| es un ordinal limite y tenemos construidos
Mgl < MP, Mf/ <k M, e isomorfismos fy : /\/lgl — /\/lf/ estdn definidos para

todo B’ < B. Definimos M5 := |J ME, MP = | MP yfo:= U fp
U B'<p B'<p
B/<B

De la anterior construccién resulta inmediato que el isomorfismo buscado es f =

U fppuesMo= U /\/lgy/\/h: U /\/lg5

B<IMol B<IMol B<IM;|

Si My y M; no tienen una subestructura pequefia comun, tome a € Myy b € My;

por la definiciéon L1715 (axioma de Lowenheim-Skolem descendente) existen Ny <}
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Moy Ni < M, tales que [No| = IN;| = LS(K) y {a} € Ny, {b} C N;.

Mo M,
A A
<1 <}

No N

Por JEP existen una <g-inmersion hy : Ny — N> y N3 € K tal que Ny <i Na.

Como hg1 : holNo] — N es un isomorfismo y ho[N] <% N3, entonces por el lema
de renombramiento (el Lema [[.1.16), existen N, € K y un isomorfismo h : ] —

N, tales que Ny <¢ NV y hy! Ch.

Mo M;
-<% .<%
b 0
: \
|
<i | ho[Ng <K
:
Y
Y/ S 2

Utilizando los axiomas de Lowenheim-Skolem descendente (definicion[1.1.1l5), den-
sidad (definicion [LTI7B) y coherencia (definiciones I.1.74d y [.T.114c) podemos su-
poner que |[N;| = [N} < py como My y M; son p-modelo homogéneos, existen
<g-inmersiones go : Ny — Moy g1 : N2 — M, que fijan puntualmente a Ny y a

N respectivamente. Notemos que como N, y /\/2’ son isomorfos, entonces go[/\/'z’ ] y
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g1l\V2] son isomorfos y podemos tomar este tltimo isomorfismo como base para el

back and forth como el que hicimos en el item anterior.

El siguiente teorema es enunciado por Coppola en [Cop06] pero la conclusién a la que él
llega es la existencia de una extensién saturada. Debido que no es muy clara la forma en la
que Coppola demuestra dicha afirmacién, nosotros mostramos que siempre encontramos
una extension p-modelo homogénea, lo cual es equivalente a lo que demuestra Coppola

gracias al teorema [1.4.3]

Teorema 1.2.6 (cf. lema 3.1.4 en [Cop06])). Si K es una Q-AEC que satisface AP, entonces todo

M € K tiene una <}-extensién |M|-modelo homogénea.

Demostracion. Sean A = [M|y M’; M" € K tales que M’ <¢ M, M" y M| < A. Por AP,
existen N y una <g-inmersion f, : M” — Aj de tal manera que M < Ny por la
definicion [LTJH (axioma de Lowenheim-Skolem descendente), existe Ny < N de tal
que M U f[M”] C Ny y INo| = M| + [f[M"]] < A. Si Suponemos que Nj estd construido
para 3 < A, entonces utilizando la misma idea anterior, podemos construir N, ;. Para el
caso en que 3 < A sea un ordinal limite, defina Mg := |J N,. Definamos N := |J N;.
a<p <A+

Por la construccién de A es claro que M < N; veamos que es A-modelo-homogéneo.
Sean M’, N tales que M’ <¢ N, N’ con [N’| < A; por la regularidad de A + 1 y la
definicion [1.1.1l44l (axioma de Coherencia), existe § < A + 1 de tal maneta que M’ <, N
y por la construccion de A existe una <g-inmersion f : N/ — Nj, y por la transitividad

de <, podemos afirmar que f[N’] <} N, por tanto f : N — N. En consecuencia A es

A-modelo-homogéneo. 126
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El siguiente teorema nos permitird construir modelos lo suficientemente ricos el el senti-
do que realizardn todos los tipos sobre modelos més pequefios y nos permitiran extender
cualquier isomorfismo entre modelos pequefios a automorfismos. La demostraciéon es ha-
cer una construccion al estilo limites de Fraissé y es similar a la prueba en el contexto de
las AECs. En el capitulo 3 de [Cop06] Coppola hace la demostraciéon del siguiente teorema

y por tanto nosotros la omitimos acd.

Teorema 1.2.7 (cf. teorema 3.3 en [Bal05]). Sea K una Q-AEC que satisface AP y JEP, tiene
MAG y sea w un cardinal tal que w=* = pwy p > 25®), Entonces existe un modelo C € K
de cardinalidad \ que es homogéneo y modelo-homogéneo, esto iltimo implica que C tiene copias

isomorfas de todo M € K_,,.

Notacién 1.2.8. Un modelo dado por el teorema[l.2.7es llamado modelo monstruo y lo notare-

mos C, su universo se notard |C| y su tamario ||C||.

Observacién 1.2.9. Notemos que por el lema [I.2.3] podemos afirmar que para toda estructura
M € K¢ existe una <g-inmersion fpq : M — C es decir, para toda M € K existen un

modelo monstruo C € Ky N <} C tal que M =~ N.

1.3. Tipos de Galois

Como ocurre en el caso de las AECs, en este contexto queremos evitar el uso de una
l6gica especifica y por tanto introduciremos la nocién de tipo de Galois. Dicha nocién es
adaptada del caso de las AECs al caso de las Q-AECs por Coppola en [Cop06|] como tipos

orbitales. En esta seccién nosotros introduciremos las dos formas de definir los tipos de
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Galois como lo hacen, por ejemplo, Baldwin en [Bal09] y VanDieren en [Van06]. La primera
presentacién que hacemos acé de los tipos de Galois, usando relaciones de equivalencia
entre ciertas triplas como en [She99], no es mencionada por Coppola en [Cop06] pero
serd de gran ayuda en algunas construcciones que haremos més adelante. Comenzaremos
definiendo una relacién que bajo AP resulta ser de equivalencia, esta adaptacion de tipo

de Galois es mencionada por primera vez en este trabajo.
Notacioén 1.3.1. La tripla (M, a,N') denota M <x N ya € NW9@,

Definicién 1.3.2. Definimos la relacion ~ entre triplas (M, a,N7) y (M, b, N;) de la siguiente
manera:

(M, a,N7) ~ (M, b, N>) sty solamente si existen N* y <-inmersiones f1 : N7 — N,

2 : Ny — N tales que i | = Tp y f1(@) = f2(b).

N*
NV
fi(a) = f2(b)
N i
ul [
1
h. 2

Observacion 1.3.3. 1. Por definicion, ~ es una relacién simétrica y para ver que es reflexiva

basta tomar Nv = N; = N* y las inmersiones {1 y £, como la identidad .
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2. Sea (M, a,N'). Por el axioma de Lowenheim-Skolem descendente (definicion[L.1.T00), existe
No <@ N tal que M U{a} C N, 1 |N4| = I[M|. Notemos ademds que como M U{a} C N,
entonces M C Ny y al aplicar los axiomas de coherencia (definicion [LTI4a) M <x N,
pues en particular tenemos que M,N, <x N y Ny <x N. Al aplicar los axiomas de
coherencia de nuevo (definicion [LT.1H4D) tenemos que M < N pues M < N/ <}

Lo anterior indica que la relacion tomada en la tripla puede ser cualquiera de las dos: <y o

<g.

La siguiente observacioén es una forma equivalente de AP y es necesaria para explicar la
razon por la cual definimos la relacién ~ en términos de <, esto se hara explicito en la

proposicion [1.3.5

Observacion 1.3.4. Notemos que K tiene AP si y sélo si dados cualesquiera Mo, My, M, € K
tales que My <x My, My, entonces existen N' € K y dos <¢-inmersiones f; : My — Ny

2 : My — N tales que el siguiente diagrama conmuta.

Demostracion. Si K satisface AP, entonces para todo M, M, M, tales que My <x Mj, M,
esiste N € K y una <g-inmersion f : M, — N tales que M; <} N y el siguiente dia-

grama conmuta.
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Siendo asi, la inclusion in : M; — N es una <g-inmersién y al tomar f; = iny f, = f
tenemos el resultado. El reciproco se sigue del lema de renombramiento (lema .

134

La siguiente proposicién nos muestra que bajo AP la relacién < resulta ser transitiva, las
ideas de la demostracién las tomamos de [Van06] y la adaptaciéon que presentamos no es

hecha en [Cop06].
Proposicién 1.3.5. Sea K una Q-AEC. Si K tiene AP, entonces ~ es una relacion transitiva.

Demostracion. Supongamos que (M, a,N;) ~ (M,b,N3) y (M,a,N3) ~ (M,c,N3), en-
tonces por definicién existen Ny2, N3 € Ky <g-inmersiones f1 : N — Nz, f2: N; —
Nizy g2 No — Nz y g3+ N3 — Ny con fi(a) = f2(b) y ga(b) = gs(c) tales que

fi M= 1mparai=1,2, g [m= 1a paraj = 2,3y el siguiente diagrama conmuta.

f
N1 —= N

<K sz

A\

o e

/\/’3 e ./\/23
Como K satisface AP, entonces por la observacion [[.34] existen N* e < -inmersiones h; :

Nz — N¥, hy : No3 — N* tales que el siguiente diagrama conmuta.

N —> My,
N N

o A

N3 —5= Nas
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De nuevo por la obsevacion y utilizando el lema de renombramiento (lema
podemos suponer que f;, g,, h, son inclusiones y por tanto nosotros tenemos que para

todom € M.

hy Of](m) = hyo fz(m)
= hyogs3(m)

= hyogy(m) =Ty(m)=m.

Entonces hy o f; [y=hy 0 g3 [m= 10y para a tenemos que

(hhofi)(a) = hi(fi(a))
= hi(f2(b))
= ha(g2(b))
= hy(gs(c))

= (hyogs3)(c).

N7 2L
<K Thzog3
N
Por tanto (M, a, N7) ~ (M, ¢, N3). 135

De manera anédloga a como lo hace Shelah en [She99], la proposicién anterior nos per-

mite definir los tipos de Galois como relaciones de equivalencia entre triplas de la forma

(M, a,N).
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Definicién 1.3.6. Sea K una Q-AEC con AP, JEP y MAG. El tipo de Galois de @ sobre M en
N se define como

ga—tp (@/M,N) = [(M,a,N)l..

La clase de los tipos de Galois sobre M se denotard por ga — S (M).

Observemos que si ga — tp (a/M, N;) = ga — tp (b/M, \}), entonces existen N/ € Ky

dos <Y-inmersiones f; : N7 — N’y f, : Ny — N tales que fi(a) = f,(b) y fi [pm=

f2 Tim= T
f
N
<y I'f,
|
S— S
=<

K

Por definicién de <}-inmersion tenemos que f2[N3] <% N’y como f, " : N3] — A es
un isomorfismo, podemos aplicar el lema de renombramiento (lema y encontrar

N* € K y un isomorfismo f : N/ — N* tales que V3 <¢ N*y ;' C f.
N'——f—>N*
A

£ — = R,

5!
Notemos que f o f; : Nj — N* es una <{-inmersién pues como f1[N;] < Ny f :
N’ — N* es un isomorfismo, entonces por el axioma de isomorfismos (definicion L.T.TIB)

tenemos que f [, (v, [f1INV7]] < N*. Por otra parte tenemos que si m € N, entonces

(fofa)(m) = f(f2(m)),
= £, (f2(m)),

= m=Iy,(m)
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y por tanto 1,, = f o f,. Ademads

fofi(a) = f(fi(a)),
= f(f,(b)) pues fi(a) = f(b) por hipétesis,

= 1u,(b) puesb e N¥® yfof, =1y,

= b.

En conclusion N* y fof; junto con la inclusion de AV; en N* atestiguan que ga—tp (a/ M, N)
=ga—tp (b/M,N).

Reciprocamente es inmediato de la definicién de tipo de Galois (definicién [1.3.6) que
dados M,N},N; € K con M <x Nij,N,, a € Nﬁg@ yb e N;g(g); si existen N* =} N
y una <g-inmersion f : N; — N tal que f(b) = @, entonces ga — tp (@/M,N;) =
ga—tp (b/M,N3).

Lo anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.3.7. Sea K una Q-AEC que satisface AP y M, N1, N, € K. Diremos que b € N;g(g)
realiza ga — tp(a/ M, N1), lo cual notaremos por b E ga — tp(a/ M, N), si existen N* y una

<W-inmersion f : Ny — N tales que N7 <X N* y f(b) = a.

N*
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Notemos que el teorema [[.2.7Inos da un modelo monstruo por cada cardinal p que satis-
faga u=* = p; el siguiente lema nos permitird definir el concepto de tipo de Galois como
son definidos en el capitulo 3 de [Cop06] y nos muestra que las dos formas de definir
tipo de Galois coinciden. Este resultado es adaptado por vez primera al contexto de las

Q-AEC en este trabajo. Las ideas de la demostracion las tomamos de [Van06].

Proposicién 1.3.8. Sea K una Q-AEC que satisface AP, JEP y tiene MAG. ga —tp(a/M,C) =

ga — tp(b/ M, C) si y sdlo si existe f € Aut(C) tal que f(a) = b.

Demostracion. Sea f € auty(C) tal que f(a) = b. Notemos que como f [y= Ty f(@) =

b, entonces ga—tp(a/M, C) = ga—tp(b/M, C) y el siguiente diagrama es conmutativo.
c—-cC

L%C

Reciprocamente, suponga que ga — tp(a/M,C) = ga — tp(b/M,C). Entonces existen

N € K e <{-inmersiones f;, f, : C — N tales que f1 [yp= 2 [m= Ty, f1(@) = £2(D).

N
C
°_I—£‘—> .
a
B
1
b C
M

Como en construcciones anteriores, al utilizar los axiomas de Lowenheim-Skolem des-

cendente (definicién [LT.1IB), de densidad (definicion [LT.176) y de coherencia (definicion
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podemos construir Mg, My, N’ € K tales que

m {a}UMg MH/

Ma, Mg -<% C,

» £1[Mq Uf2[Mz] C N,

N' <R Ny

[Mal, [Mgl, IN"] < [[C[].

N
C
l_'ﬁ'l f
: .(j!__]_> 3
L
! :
|._____J_.| -
R b
i C
M

Como f; : My — f,[ Mg es un isomorfismo y f,[Mg] < N7, entonces al aplicar el lema
de renombramiento (lema existen N = My y un isomorfismo g : N — N tal

que g D 3.
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Por tanto fg : Mg — N definida como fg(x) := g7'(f1(x)) y f; : My — N’ defini-
da como f5(y) := g~ '(f2(y)) son <-inmersiones y como por construccion tenemos que

g [m= T2 [m= 1, entonces tenemos que

falm = (g7 0f1) [u
= g Tmofr T

= Tyoly

= 1y

y que

folm = (g7 of2) [u
= g ' Tmofa Tm

= Iyoly

= Im

ademds como

fz(@) = (g 'ofi)(a) por definicion.
= g '(f(@.
= g '(f2(b) por la escogencia de f; y f,
= bpuesf, Cg.
En consecuencia tenemos que ga — tp(a/M, Mg) = ga — tp(b/M, My). Debido que

Mz <& N, IMgl,IN”] < ||C|| y C es modelo-homogéneo, existe una <i-inmersion f :

N" — Ctal que f(y) =y para todo y € My y el siguiente diagrama conmuta
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- My~ C.

K K

~

Ahora como Mg = f[fz[M5l] <¢ Cy f o fz fija puntualmente a M, entonces existe F €

Autp(C) tal que F D f o fg. Por otro lado

Fla) = f(fsz(a)),
= f(fz(b)) por la escogencia de fz y de fq,
= b pues f fija puntualmente a M.

Concluimos entonces que F € auty(C) y F(@) = b. 1338

Basados en la proposicion anterior, podemos re-definir la nocién de tipo de Galois en

términos de automorfismos.

Notacién 1.3.9. Sea C un modelo monstruo y M <g C. Autn(C) denotard el conjunto de

automofismos de C que fijan puntualmente a M.

Definicién 1.3.10. Sean K una Q-AEC con AP, JEP y MAG, @ € |C["* y M <x C tal que

IM| < ||C||. Definimos
ga—tp(a/ M) :={f(a): f € Auty(C)}.
Definicién 1.3.11. 1. Sean € N. Definimos

ga—S" (M) ={ga—tp ((a)icni1/M,N) : M, N € K}

2. Diremos que p € ga—S™ (M) es realizado en N si y sélo si existen M* ya € N™ tales que

M* = N p = [(M,a, M*)].. En términos de la definicion de 6rbitas bajo la accién del
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grupo de automorfismos de un modelo monstruo, diremos que N realiza a p si p NN # (.

En este caso diremos que a realiza a p y lo notaremos a k= p.

3. Sean q = ga — tp (@/M*,C) € ga — S™ (M*) y M <}t M*. Definimos la restriccién de

qa M como q [p:=ga—tp (a/M,C).
4. Similarmente, decimos que q € ga — S™ (M*) extiendea p € ga — S™ (M) si q [ m= P.

La siguiente afirmacién nos muestra que dos tipos son diferentes si ya eran diferentes
en alguna subestructura. El enunciado lo hace Coppola en términos de la relacién <y
pues la reflexividad de esta relacion es de utilidad al momento de aplicarlo. Hacemos

una demostraciéon detallada.

Proposicién 1.3.12 (cf hecho 3.1.8 en [Cop06]). Sean Mo, M € K tales que My <x My

Pyq € ga—S (M). Sip [m,# q [m,, entonces p # q.

Demostracion. Sean @,b € |C| tales que p = ga — tp (@/M,C) y q = ga — tp (b/M,C).
Si tenemos que p = ¢, entonces ga — tp (a/M, C) = ga — tp (b/M, C) y por tanto existe
f € Auty(C) tal que f(@) = b; como M, < M, entonces en particular f € Auty, (C) y
por tanto tenemos que ga—tp (a/M,, C) = ga—tp (b/M,, C). Como (p [m) [me=P Ire
y (g [m) Tamo=P T, concluimos que p [u,= q [, pues ga —tp (a/Mo,C) =p [nm, ¥y

ga—tp (b/M,,C) = q [, obteniendo asi un absurdo.

A continuacién definiremos la nocién de cadena coherente de tipos. Este concepto Cop-
pola lo define en su tesis pero es impreciso con los subindices. Basaindonos en la nocién de
cadena coherente de tipos en el contexto de las AECs, nosotros corregimos la imprecisién

de Coppola.
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Definicién 1.3.13 (cf. definiciéon 11.2 en [Bal09], cf. definicién 3.1.9 en [Cop06]). Sean
(M)ics una <y-cadena creciente continua de modelos en K y p; € ga — S (M,) para cada
1<,
1. Diremos que (pi)i<s s una cadena de tipos de Galois sobre (M)is si:
a) pipt [ Mi=piparai<dy
b) p; | M =piparatodoi <jconj < b un ordinal limite.
2. Diremos que (pi)i<s es una cadena coherente sobre (M) si es una cadena de tipos de
Galois y ademds existen a; € |C|, fi; € Aut, (C) parai <j < & tales que:
a) pi = ga—tp(ai/M;,C),
b) fi,j(aj) = Qi y
c) fixofy; = fyyparatodoi <k <j <.
Debido a la imprecisién cometida por Coppola en la definiciéon de cadena coherente de ti-
pos, la demostracion que él hace de la siguiente proposicién también tiene imprecisiones.

Para solucionar esto, nosotros nos hemos basado en el trabajo de Baldwin para corregir

dichas imprecisiones.

Proposicién 1.3.14 (Proposiciéon 3.1.10 en [Cop06]). Sea (pi)i<s una cadena coherente sobre

(M)i<s. Entonces existe ps € ga—S (M), donde Ms = |J M;, tal que (pi)i<si1 €5 una cadena
i<d

coherente sobre (M)is.1.

Demostracion. Sean (ai)i<s ¥ (fij)i<j<s quienes atestiguan que (p;)i<s es una cadena cohe-

rente sobre (M;)i<s. Definamos ahora para todo i < & g; := foi [a, Y Veamos que es una
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cadena creciente continua de <i-inmersiones. Notemos en primer lugar que Dom(g;) =
M, para todo i < § y por tanto (Dom(gi))i<s €s una <p-sucesion creciente continua.

Ahora bien, sean i,j < d talesque 0 <1i < jy a € M;, entonces

gila) = foi la, (a),
= (foi Iam, (fij Tam (@) pues fi; € Auty (C) y a € My,
= (foi 0 fij) [m, (a) porla condicion (iii) de cadena coherente,
= fo; [m, () pues a € M,
= foj I (@)

= gj(a).

Notemos por tltimo que lo anterior implica, aplicando la definicién [L.1.1l3] (axiomas de
isomorfismo), que gi(M;) <¢ g;(M;) para todos i < j < § y en consecuencia (gi)i<s €s
una cadena creciente continua de isomorfismos, la continuidad la tenemos pues (M;)is

es una <j-cadena creciente y continua.

Ahora bien, como C es una estructura homogéneay g := | J;_;9i : U Mi — U gi(M;)
i<s i<

es un isomorfismo, entonces existe g € Aut(C) tal que g [ (j m,= g. Definamos entonces

i<d

i<d

as ;=g '(ap), ps := ga—tp <a5/ U M;, C) y fis i= foj ogparatodoi < § y veamos que

(pi)i<s+1 €s una cadena coherente sobre (M;)i<s:1, donde M; := | M;, que es atestiguada
i<d
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por (ai)ics+1 Y (fij)icj<s+1- Ademads, fis € Auty,, (C) pues para a € M; tenemos que

fis(a) = foiog(a),

= fylogila)puesg 2| Jgs

i<d

= f&;(fO,i(G)) pues gi = foi [a;,

= da.

Es inmediato de la escogencia de los a; que p; = ga — tp(ai/M;,C) paratodoi < 6+ 1.

Ahora sea i < §, entonces

fis(as) = foioglas),
= foﬂ(@\@*] (ao)) pues as =g ' (ao),

= f&l(a0)>

= a; pues foi(ai) = ao,

por tanto el segundo item de la definiciéon de cadenas coherentes de tipos se cumple. El
tercer item de la definicién de cadenas coherentes de tipos se cumple pues para todos

1 <j < d tenemos que:

fijofys = fijo(fyj0g),
= (fyjofy})og,

= f& 1 og pues por hipétesis f; = fo; o fi; implica fo’)l = fj 0 f& ]1

= figs.

)

En consecuencia (p;)i<s.1 €s una cadena coherente sobre (M) s1.
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1.4. Saturacion

En esta seccién nosotros estudiaremos las estructuras que realizan todos los tipos sobre
subestructuras pequefias, estas estructuras son llamadas saturadas. El concepto de satu-
racion es crucial en el resultado de transferencia de categoricidad demostrado en [SV18]
por Shelah y Vasey pues para poder hacer las construcciones que necesitan, se debe ga-
rantizar que todos los modelos saturados de K, donde p < LS(K) es un cardinal, formen
una AEC. El axioma que resulta méas engorroso de demostrar para este caso es el de ca-
denas de Tarski-Vaught y lo estudiaremos en el capitulo 4 de este trabajo.

Comenzaremos demostrando que un modelo que es saturado es modelo-homogéneo, he-
cho que Coppola enuncia pero no demuestra en su tesis, y haremos una adaptacion al
contexto de las Q-AECs de un resultado de Boney y Grossberg dado en [BG17] de un
teorema de omision de tipos para AECs que serd de importancia al adaptar el resultado

de tranferencia de categoricidad de Shelah y Vasey ([SV18]) al contexto de las Q-AECs.

Definicién 1.4.1. Sea M € K. Diremos que M es p-saturado o saturado en \ si para todo
N < M de tamafio menor que w (notemos que esto iiltimo implica que N' < M por el lema
[I.1.13), todo p € ga — S (N) tiene al menos una realizacién en M. Diremos que M es saturado

si es |M|-saturado.

Notacion 1.4.2. Sea K una Q-AEC. La subclase de todos los modelos p-saturados de KC ordenado
por la restriccion las relaciones <y y <y serd denotada por K¥ 5. Si tomamos todos los modelos

saturados de K, la subclase serd denotada K5°.

A continuacién demostramos que los conceptos de modelo-homogeneidad y saturacién
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son equivalentes en Q-AECs como en el contexto de las AECs. Coppola presenta el re-
sultado como un hecho en [Cop06] y no hace la demostraciéon para el contexto de las
Q-AECs, nosotros hacemos la demostracién con todos los detalles para la completez del

documento.

Teorema 1.4.3 (hecho 3.1.12 en [Cop06]). Sean A > LS(K) y M € K. M es A-saturado si y

solo si es A-modelo-homogéneo.

Demostracion. Comencemos suponiendo que M es A-saturado. Para demostrar que M
es A-modelo-homogéneo debemos probar que dados N,N' € K_, tales que N' < M
y N < N7, existe una <g-inmersion f : N/ — M que fija puntualmente a N. Para
construir la inmersién f, lo que haremos es construir de manera recursiva una cadena
creciente continua de <g-inmersiones (fg : Ny — M) N/ que fijan puntualmente a N
de la siguiente manera.

Para la base tomemos Ay := Ny fo = 1), como por hipétesis tenemos que N' <} M,
entonces claramente f; es una <i-inmersion que fija puntualmente a \V.

Para continuar con la construccién, consideremos una enumeraciéon {a; : i < |[N’|} de
N’\ N.

Supongamos que para 3 < |N’| tenemos construidos N <3 C de tamafio < A y una <-
inmersion fp : Ny — M que fija puntualmente a A. Utilizando el lema podemos
suponer que M, N’ < Cy como fp : Ny — fp N3] es un isomorfismo, entonces por la
homogeneidad de C existe F € Auty(C) tal que F D fg. F fija puntualmente a \ pues fp
-

lo fija puntualmente. Sea j = min{i < [N’ : a; ¢ N’\ Nz}, notemos que como f es una <g-

inmersion, entonces F [N3] = f5 N3] < My al ser Ny <¢ N tenemos que [fg [Ng] | < A
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pues Ny € K., por tanto existe b € M tal que b F ga — tp (F (q;) /F N3], C) pues M es
A-saturado; esto dltimo implica que existe G € AutF[ Na] (C) tal que G (F (ag)) =b.

Al aplicar los axiomas de Lowenheim-Skolem descendente (definicion.1.1l5), de densi-
dad (definicion [L1I70) y de coherencia (definicion [L.I.1H4d) podemos encontrar M’ <}
M < C tal que F[Ngl U {b} € M/, IM'| = |[Ng|, y FIN3] <¢ M'. Definamos aho-
raH:= GoF, Ny = H' My fgyy :==H [N, - Por la transitividad de la relacion
<@ tenemos que M’ <} Cy como G es en particular un automorfismo de C, entonces

G [./Vl /] = NB—H %% C. Ademaés

Ne = FFIVGT,
= F G '[FING]I pues G € Autpy,(C),
= H '[FIN]] por definicion de H,
<k H'[M'] aplicando los axiomas de isomorfismo (definicion [L.TII3) a FIN;] < M’

- NBH)

en consecuencia N <¢ N1 <i C. Como por definicion H[N 1] = M’ <} M, entonces
fpi1 : Npy1 — M es una <g-inmersion. Notemos que como F € Auty(C) (pues F D fp)
y como G € Auty(C) (pues G fija puntualmete a FIN] y N <} FIA;]), entonces H €
Auty(C).

Si B < |N’| es un ordinal limite y para todo « < {3 tenemos definidos los N, y las <{-
inmersiones f, : Ny — M que fijan puntualmente a N con N, € K_,, definimos Ng :=

U Nay fp := U fp. Por construccion tenemos que (Ny)qp €s una <i-cadena creciente
a<f B<a
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continua y por tanto al utilizar los axiomas de isomorfismo (definicién [L.1.1l3), tenemos
que (fo[Nyl)a<p tanbién es una <i-cadena creciente continua tal que f, <¢ M y aplicando
los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [L.1.1l6¢), deducimos que f[N;] =
UB fulNal <k M. Notemos ademds que para todo &« < B < |N’| < A, tenemos que
a<

INol < Ay como |[N’| < A, entonces [Ng| < Ay al aplicar el lema [[.1.13] tenemos que

sVl < M pues fR[N] < My M € Ks); en consecuencia fg : Ny — M es una

<j-inmersioén que fija puntualmente a V.

Definimos My := | Npyg:= U fp: Nny — M. Como fp fija puntualmente
B<INI B<INI

a N para todo |B| < |NJ, entonces g fija puntualmente a N pues es la union de las fp.
Ademés por construccion tenemos que N’ C Ny y por tanto N/ € Ny Como N <i¢ C
para todo 3 < [N’|, entonces por los axiomas de cadenas de cadenas de Tarski-Vaught

(definicion [ITl6C) tenemos que Njny := |J Ny <k C; ahora bien, como N/, Njn/| < C

B<IN’|

y N’ C Ny concluimos con ayuda de los axiomas de coherencia (definicion [.1.144) que

N’ <x Njnv. Ademds tenemos que f[N;] < M para todo f < |N’|, entonces |J M,
B<IN’|

esto ultimo nos dice que glNn/] <x M pues gINnyl = | Nj. Notemos que como
B<INI
Np € K<, entonces Njy: € K<ny vy como [N’| < A = [M| podemos aplicar el lema

y concluir que glNn/] <¢ M pues gINn/] <k My IgINnqll = [Nyl

Sea f := g |n~. Claramente f : N/ — M es una inmersion. Ademads
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fIN] = g [x IN'] por definicion,
= gV,
<k gV por el axioma de isomorfismos pues g : Njny — glNn/|]
es un isomorfismo,

<k M.

De lo anterior concluimos que fIN] < glN Nyl <¢ M y al aplicar los axiomas de cohe-
rencia (definicion [LT.IHD) tenemos que fN] < M; por tanto f : N/ — M es una
<{-inmersion que fija puntualmente a V.

Supongamos ahora que M es A-modelo-homogéneo y sean N < M de tamafio < Ay
p € ga—S (V). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que N <} C. Por definicion
de tipo de Galois, existe a € |C| tal que p = ga — tp (a/N,C) y al utilizar los axiomas
de Lowenheim-Skolem descendente (definicion [I.1.1IF), de densidad (definicion [I.1.Tl75)
y de coherencia (definiciones y [LI1Hd), podemos encontrar N/ < C tal que
N U{a} € N, N < Ny IN’| = [N| < A. Como M es A-modelo-homogéneo y [N’| < A,
entonces existe una <g-inmersién f : N/ — M que fija puntualmente a V' y como
en particular f : N/ — f[N] es un isomorfismo, entonces por la homogéneidad de C
existe F € Auty(C) tal que F O fy por tanto b = F(a) = f(a) realiza p, asi M es A-

saturado. 143

El teorema que presentamos a continuacion es la versién del teorema de omisién de tipos

de Morley para Q-AECs, lo que nosotros haremos es adaptar un resultado estudiado por
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Boney y Grossberg en [BG17] al contexto de las Q-AECs. La demostracién que presenta-
remos es una amalgama entre la demostraciéon hecha por Vasey en [Vas17a] y la hecha por
Boney y Grossberg en [BG17]. A comparacién de lo hecho en [BG17], nosotros demostra-

remos con detalle que la clase auxiliar construida es una Q-AEC.

Teorema 1.4.4 (cf. hecho 9.2 en [Vas17al], teorema 5.4 en [BG17]). Sean K una Q-AEC que
satisface AP, JEP y tiene MAG y A > LS(K). Si todo modelo M € K, es LS(K)"-saturado,

entonces existe x < J,suen+ tal que todo modelo en Ky es LS(KC) " -saturado.

Demostracion. Procederemos por reduccién al absurdo, es decir supongamos que para
todo x € [LS(K), J,usx)+ ) existe My, € K5, que no es LS(K)"-saturado, i.e. existe My, €
Kisic) v px € ga— S (Mo, ) tales que Mo, <g M, y no hay una realizacion de p, en M,,.
Notemos que como a lo sumo hay 255 estructuras no isomorfas de tamafio LS(K), en-
tonces como x € [LS(K), s+ ) v f(Taisiry: ) = (25M) T tenemos que existe un con-
junto no acotado S C [LS(K).Jsix)y+) tal que para todo x € S los My, son isomorfos
y por tanto todos los p, son iguales. De lo anterior concluimos que existen N' € Kigx) y
p € ga—S (N) tal que para todo x € S, p esigual a p, y NV es isomorfo a M.

Sean L := L(K) U{cm : m € N} una expansion de £(K) y K* la siguiente clase:

Kt :={N": N"es una L*-estructura tal que N [ € K y existe una <j-inmersién h :

N — N i) tal que h(m) = (c,)V paratodom € Ny N/ [ no realiza h(p)}.

A diferencia de Boney-Grossberg y Vasey definimos sobre K un orden parcial <. y una

relacion transitiva <" de la siguiente manera. Dados A7, N, € KT, definimos:

Ny < NysiysolosiNg [z <k N2 Tepe) y M Crv N
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Ny <k Nasiy s6lo si Ny o)<k N2 Tei) y M Cer N

Veamos que la tripla (K*, <}, <)) es una Q-AEC.

1. Como <" esta definida en términos de <§, entonces <" es un relacion transitiva.
Como < es un orden parcial y < estd definida en términos de <y, entonces <. es

un orden parcial.

2. Por definicién, <y extiende a C.+ y como <§ extiende a < y <§" esta definida en

términos de <Y, entonces <" extiende a <;-.
K K K

3. (Axiomas de isomorfismo) Sean M’ € K"y f : M’ — N’ un L*-isomorfismo.
Por definicién de K* tenemos que M’ [,)€ K y que existe una <g-inmersion h :
N — M/c(/q tal que h(m) = (cm)™M paratodom € Ny M’ [,k no realiza h(p).
Veamos ahora que N/ € K*. En efecto, como f es un £-isomorfismo, en porticular
es un isomorfismo y por tanto al aplicar los axiomas de isomorfismo (definicién
LI113), tenemos que N [ € K; ademds, como h[N] < M’ ., entonces de
nuevo por los axiomas de isomorfismo (definicion [LT113), tenemos que f[h[N]] <}
N’ Iz pues fIM'] = N’y por tanto f np oh : N — N’ [k es una <g-

inmersién. Ademaéas como

(f Ty oh) (M) = F T (h(m))
= f [ ((cm)M'> por la escogencia de h

! . .
= (cn)V pues f es un £ -isomorfismo,

tenemos que (f Y oh) (m) = (e para todo m € N. Por dltimo, notemos que si
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N TcioFE £ Thivy oh(p), entonces M’ [, x)F h(p) pues f es en particular un isomor-
fismo; esto tltimo serfa contradictorio con el hecho que M’ € K* y en consecuencia

tenemos que N [,y no realiza f [np oh(p). Asi podemos concluir que N € K+.

Sea ahora M; < (<)M’ entonces por definicion de < (<i") tenemos que
My o<k (KRIM' ey y My Ce+ M. Notemos que al ser f un isomorfismo
tenemos que f[M;] C.+ N’y por el axioma de isomorfismos (definicion [L.1.113)
podemos concluir que f[M1] [£xc)<x (<)N” i) Por tanto tenemos que flM;] <

(<EHN.

Hemos demostrado asi que K" satisface el axioma de isomorfismos.

4. (Axiomas de coherencia) Sean M, M, M’ € K*.

a) Supongamos que M; Cp+ M, y que M, M, <& M'. Por definicion de la
relacion <, My, M, <5 M’ significa que M; [zuc), M2 Tcoo<c M i
y My, My Cp M'. Como M; Cp+ M,, entonces en particular tenemos que
M Tei0Ce My T2 y al aplicar los axiomas de coherencia (definicion[1.1.1144)

tenemos que M [(x)<x Mz |- En consecuencia M; < M.

b) Supongamos que M; < M, <" M’, entonces por definicién de las rela-
ciones <; y <" tenemos que My [zx0)<xc Mz [coo<g M’ [coe) y My Ces
M;y Cpv M’; al aplicar los axiomas de coherencia (definicion [LT.T4D) lo an-
terior implica que M [.x)<g M’ I2c) ¥ puesto que M; Cp+ M, entonces

My < M.

¢) Supongamos ahora que M; <& M, <= M’ esto es, My z0)<g My ci0=<k
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M’ Teey y My Cer My Cpe M por definicion de las relaciones <j- y <.
Por los axiomas de coherencia (definicion tenemos que M [z(0)<g
M k) y como larelacion C .+ es en particular transitiva, tenemos que M; C.+

M’y en consecuencia M; <%t M.
K

Los tres items anterior nos muestran que K satisface los tres axiomas de coherencia.

(Axioma de Lowenheim-Skolem descendente) Sea M’ € K"y A C M'. En primer
lugar notemos que por definicién de K tenemos que M’ | .)€ K y existe una <-
inmersién h : N' — M’ [ tal que h(m) = (cm)™ vy M’ [£x) no realiza h(p).
Sea B = AUN(N), entonces al aplicar el axioma de Lowenheim-Skolem descendente
(definicion [L.1.JI5) tenemos que existe N’ € K tal que B C N’, IN| < LS(K) + |B|
y N/ <¢ M’ I.). Notemos que como h(N) C N/, entonces h[N] Cri) Ny
como hINI,N' < M’ [, tenemos en particular que hIN],N' < M’ [
y al aplicar los axiomas de coherencia (definicién [I.1.1l44) podemos concluir que
hIN] <x N'; ademds por los axiomas de densidad (definicion [.T.1l[74), tenemos

que existe N € Ky tal que N/ < N < M’ pues N7 < M.

Notemos que como h[N] C N”, entonces en particular tenemos que (¢, )™ =
q p q

h(m) € N” para todo m € N y por tanto podemos definir una £"-estructura N'"”
con el mismo universo de N’ interpretando (¢, )" = (cm)™’, de esto Gltimo se

uede inferir inmediatamente que N7 C,+ M’y que N |,50= N"; ademaés al
p q yq (K)

definir h' : N' — N [(x) como h/(m) = h(m) para todo m € N, tenemos que h’
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es una <g-inmersion pues hIN] <¢ N = N" |- y que

h'(m) = h(m)
= (co)™ por como se escogio h
)/\/

7 e .,
= (cm)”"  por la definicion de las constantes en N

Notemos que si N [.)F h/(p), entonces M’ |.)F h(p) lo cual es absurdo pues
M’ € K. Por tanto N € Kt y N <" M’ pues N [ < My N Cpe M.

Por dultimo notemos que

Nl = NI
= N
< 1S(K)+[B
= LS(K) + (h(N)|+ A]
= LS(K) + (LS(K) + |A]) pues [N| = LS(K)

= LS(K) + 1Al

por tanto K" satisface el axioma de Lowenheim-Skolem descendente y LS(K") =

LS(K).

6. (Axiomas de densidad) Sean M’, N’ € K.

a) Supongamos ahora que M’ <" N7 esto es, M’ [cxc)<k N/ lcic) y M Cr+
. Por los axiomas de densidad, tenemos que existe al que L=

N'. Por 1 de densidad, t q te N tal que M’ [ z(0)<i

N <2 N7’ 120). Notemos que como M’ € K¥, entonces existe una <g-

inmersion hyy : N — M’ [ y por tanto hy/[N] € N”. Definamos una
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b)

L-estructura N'"” con el mismo universo de N’ interpretando las sonstantes c,,
como (¢ )V = (c)™’, de esto dltimo es facil inferir que M’ Cpv N Cps

N’ pues en particular tenemos que M’ C N C N’ v ademés es claro que
p p q y q

N/// rﬁ(]c): N//.

Ahora bien al definir h' : N' — N [, como h/(m) = hy(m), entonces
tenemos que h’ es una <{-inmersién pues h ./ [N] <¢ M’ <G N7 = N |k

y como

h'(m) = hye(m)
= (Cm)M/

= (Cm)N

para todo m € N, entonces tenemos que h'/(m) = (e )V . Por tltimo notemos
que si N |z0F h'(p) tendriamos que N’ F hy(p) donde hy es la <i-
inmersién que atestigua que N/ € K*, pues como en particular M’ C.+ N/,
entonces hy [ o= hay, esto dltimo implica que hy [y=h'y en consecuen-

cia tenemos que N € K.

Suponga que M’ < N’y que M’ # N'. Como K" satisface el axioma de
Lowenheim-Skolem descendente, entonces existe M” € K" tal que M’ C M”,
IM"| < M| + LS(K) y M” <& Ny por el item anterior, tenemos que existe
N” € K tal que M” <& N <" N7; ademds, como K satisface los axiomas
de coherencia, entonces M’ <= M” pues M’ Cp+ M"” Cv Ny en particular

M/ M” <& N Por dltimo, como K satisface los axiomas de coherencia y
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M <= M < N, entonces M’ <2 N, Esto es Kt cumple el item [ZH de la

definiciéon [L1.11

En conclusién KT satisface los axiomas de densidad.

7. (Axiomas de cadenas de Tarski-Vaught) Sea (M/)i, una < -cadena creciente con-

tinua en K. Es inmediato de la definicién que |J M/ es una L -estructura; ademads
i<o

por definicion de la relacion <} tenemos que (M! |, (x))i<a €8 una <j-sucesion

creciente continua y por tanto tenemos que |J M/ [ € K.

i<a
Notemos que por definiciéon de K, para cada i < « existen <-inmersiones h M
N — M! |z tales que hyy, (m) = (cn)™i y como en particular tenemos que
M;i S+ M, entonces (¢ )Mt = (cn)™ y por tanto h g, = hy, paratodosi<j < «.
Lo anterior nos permite definir una inmersién h’' : N' — |J M/ [z tal que

i<

h(m) = hp, (m) para algin i < « fijo. Como para todo i < « tenemos que h,

es una <g-inmersion, entonces hu [NV <¢ Mi [z0<g U M{ Izuo y por la tran-
1<
sitividad de la relacién <} tenemos que h[N] = hy, IN] <¢ U M! I Note-
i<a
mos que si |J M! [zxF h(p), entonces M; E hyy, (p) por como estd definida
i<o

h lo cual es contradictorio pues M; € K" y hy,, lo atestigua. En consecuencia

U M(! I no realiza h(p) y por tanto | M{ € K.

i<a i<a
Es facil ver que M/ Ci* UM para todo i < oy por los axiomas de cadenas de
1
Tarski-Vaught (definicion [LTIl6H) tenemos que M; [zc)<k U M/ ), por tanto
i<o
M < U M| paratodo i < a.

i<

Sea N/ € Kt tal que M! < N para todo i < «. Por la definicién de <;- tenemos
q i Sk p K
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que M{ C,+ N para todoi < «y por tanto |J M/ C.+ N’; ademds, por defi-
i<a
nicién de la relacién <j- tenemos que M{ [,uc)<x N’ [z para todo i < « y al

aplicar los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [I.1.1ll6d), tenemos que

U M{ fﬁ(;c)-<1c N/ fﬁ(;c), esto es U M{ %E N'.

i<a i<

Esto nos lleva a concluir que K satisface los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught.

Notemos ahora que por el teorema de Presentacion (teorema y la versién genera-
lizada del teorema de omisién de tipos de Morley (teorema [1.5.9), tenemos que K+ tiene
MAG vy por tanto existe M’ € K, en consecuencia M’ [, € Ky no es LS(K)"-saturado
pues hp/ [N] <E M’ |2k tiene tamafio LS(K) y M’ [£(x) no realiza h/(p) donde h es
la <¢-inmersion que atestigua que M’ € K. Esto tltimo es absurdo pues por hipotesis

tenemos que todo modelo en K, es LS(KC)"-saturado. 144

1.5. Modelos de Ehrenfeucht-Mostowski

En [EM56] Andrzej Ehrenfeucht y Andrzej Mostowski demuestran con ayuda de los mo-
delos de Ehrenfeucht-Mostowski que si una teoria T tiene por lo menos un modelo infi-
nito, entonces T tiene un modelo con un grupo de automorfismos muy grande. Anédloga-
mente al contexto de las AECs en esta seccion utilizaremos el teorema de Presentacion
(teorema [L.1.19) para establecer hechos importantes sobre los modelos de Ehrenfeucht-
Mostowski y como estos pueden ser incluidos en una Q-AEC. Lo que haremos es adap-
tar ciertos resultados del caso de primer orden basdandonos en resultados expuestos en

[Mar06] y [TZ12] y asi adaptar resultados expuestos por Baldwin en [Bal05] para el caso
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de las AECs al contexto de las Q-AEC. Un trabajo mucho mas formal de los modelos de
Ehrenfeucht-Mostowski en el contexto de las AECs, que puede ser facilmente adaptado
a este contexto, puede ser consultado en [She99] donde Shelah introduce algunas herra-
mientas para abordar la conjetura eventual de categoricidad en AECs. En las secciones 2.1
y 3.2 de [Cop06], Coppola hace una pequefia introduccién y presenta algunos resultados
de los modelos de Ehrenfeucht-Mostowski en el contexto de las Q-AEC. Nosotros pre-
sentaremos dichas construcciones en esta seccién. Las resultados que acd expondremos
son cruciales para demostrar que la unién de una cadena creciente de modelos saturados
es también es saturada, una de las versiones de superestabilidad que abordaremos en el

capitulo 2.

Definicién 1.5.1. Sean (1, <) un orden lineal, M una L-estructurael := (a;)ie; C ML Diremos

que I := (a; € M) es una sucesion de indiscernibles si y solo si dados 0 < n < w,
(loy -+ yin)y oy - yin) € M™, con ik <1l ¥ jx <1 jig1 para todo 0 < k < m — 1, entonces
ME o(ay, - ,a;,) & @(aj, -, a,) para toda L-féormula de primer orden @(xo, -+ yXn) Y
todomn < w.

Dada una Q-AEC K, tenemos por el teorema de Presentacion (teorema que existen
un lenguaje de primer orden £’ O £(K), una £L’-teoria T’ y un conjunto I' de £L'-tipos tales
que K = PC(L(K), T',T).

Gracias a un argumento parecido al de la skolemizacién, nosotros podemos suponer que
la £'-teoria T tiene funciones de Skolem incorporadas; es decir hay suficientes simbolos
de funciones en el lenguaje de la teoria que atestiguen todas las férmulas existenciales. El

siguiente hecho nos permitira extraer una sucesién de indiscernibles para un orden lineal
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arbitrario ], para los detalles véase [Mar06] o [TZ12].

Hecho 1.5.2 (teorema 5.2.3 en [Mar06]). Sean T una L-teoria de primer orden con modelos
infinitos e (I, <) un orden lineal infinito. Entonces existe M E T' que contiene una sucesion de

indiscernibles 1 := (a;)ier.

Como hemos visto en el hecho para poder garantizar la existencia de una sucesioén
de indiscernibles dentro de un modelo necesitamos una teoria de primer orden y por
tanto, similarmente a lo que se hace en el contexto de las AECs, es necesario utilizar el
teorema de Presentacion (teorema [L.1.19) para codificar la Q-AEC con una £'-teoria de
primer T’ orden donde £’ O L(K) y los planos estructurales (blueprint en inglés) propios de

los ordenes lineales.

Observacioén 1.5.3. De acd en adelante siempre estaremos utilizando el lenguaje L' y la L'-teoria

de primer orden T' dados por el teorema de Presentacion (teorema[L.1.19).

Definicién 1.5.4. Sean M una L'-estructura, 1 un orden lineal e I = (a;)ic; una sucesion de
indiscernibles. El conjunto ® := {tp(ay,,...,a;,) : a; € I,1 < j < n}se denomina el plano
estructural propio (blueprint en inglés) propio de 1. Si @ tiene funciones de Skolem incorporadas,
EM (I, @) se define como el modelo generado por el sucesion de indiscernibles 1 que satisface @ y

se denomina el L'-nucleo de 1.

A lo largo de esta seccién nosotros trabajaremos con el lenguaje £’ que extiende a £(K)
dado por el teorema de Presentacion (teorema [[.1.19). Por tal motivo introducimos la

siguiente notacion.
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Notacién 1.5.5. Sea L' el lenguaje que extiende a L(K) dado por el teorema de Presentacion
(teorema [[.T.19), entonces EMx)(I, @) := EM(L, @) |z(x). El universo de dicha estructura se

notard [EM ) (I, @)| y su cardinal serd |[EM i) (I, @)I|.

Observacién 1.5.6. Sean K una Q-AEC, T' la L'-teoria dada por el teorema de Presentacion
e I un orden lineal infinito. Sin pérdida de generalidad nosotros podemos suponer que T' tiene
funciones de Skolem incorporadas y por el hecho tenemos que existe M = T' tal que 1 =
(a; € M)ier es una sucesion de indiscernibles. Por como estd definido EM (L, @), es inmediato
que EM (I, @) C M y como T’ tiene funciones de Skolem incorporadas, entonces podemos afirmar
que EM (I, ®) < M; por tanto tenemos que EM (L, @) E T'. Nosotros no podemos afirmar que

EM (I, @) omita todos los tipos del conjunto I y por tanto no sabemos si EM k) (I, @) € K.

Los modelos de Ehrenfeucht-Mostowski tienen un comportamiento funtorial; esto es toda
inmersién f : (I, <;) — (I’, <) donde (I, <;) y (I’, <y) son érdenes lineales puede ser
extendida a una £’-inmersién f : EM (I,®) — EM (I',®) donde I = (a;)icr € I" = (byi)ier
son sucesiones indiscernibles. Como sin pérdida de generalidad podemos suponer que
toda teoria tiene funciones de Skolem incorporadas, entonces podemos suponer que fes

una inmersiéon elemental.

Hecho 1.5.7 (lema 5.2.6 en [Mar06]). Sean T’ una L’'-teoria de primer orden con funciones de
Skolem incorporadas, (1, <1) y (], <j) dérdenes lineales infinitos, I = (a; € M) una sucesion
de indiscernibles en M E Ty J = (b; € N)jg; una sucesion de indiscernibles en N = T. Si
I e J satisfacen el mismo plano estructural propio, entonces toda inmersién de orden f : (I, <;

) — (J, <y) puede extenderse a una L-inmersion elemental f:EM (I,d) — EM (J, @) donde

=)

(ai) := bew).
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Observacién 1.5.8. Si (I, <;) < (], <j), entonces por el lema tenemos que existe M E T’
tal que J = (a; € M)j¢y es una sucesion de indiscernibles. Por definicion de indiscernible, I =
(a;)ict € J también es una sucesion de indiscernibles y por definicién de L'-nucleo tenemos que

EM (I, ®) C EM (I, ®).

Bajo MAG, JEP y AP, de manera analoga a lo realizado en AECs, el siguiente teorema nos
permitird trabajar con modelos de Ehrenfeucht-Mostowski en una Q-AEC andlogamente

al contexto de las AECs.

Teorema 1.5.9 (generalizacion del teorema de omisién de tipos de Morley, teorema A.3
en [Bal09]). Sea T’ una L’'-teoria, T' un conjunto de tipos de primer orden L'-tipos sobre (), u =
(2N * y Hy = 3,. Suponga que (M) o, €s una sucesion creciente y continua de L'-estructuras
tales que IMy| > 3y y M omite todos los tipos de T para todo o« < .
Entonces existen un orden lineal (1, <), una sucesion de indiscernibles 1 = <ai ey M(X>
a<p iel
tal que el plano estructural propio @ de 1 es realizado en M, para todo o« < py para todo ordeen
lineal (], <;) tenemos que EM(J, ®) E T', donde I es una sucesion de indiscernibles, y omite

todos los tipos de T

En particular, para todo N > |L|, existe N T’ de tamarfio A que omite todos los elementos de T

A continuacién mostraremos la existencia de modelos de Ehrenfeucht-Mostowski dentro
de una Q-AEC K de manera andloga al contexto de las AECs; s6lo el item 4 del siguiente
teorema es enunciado en [[Cop06] y no se incluye una demostracién del mismo. Como lo
muestra Baldwin en [Bal05]], nosotros utilizamos la generalizaciéon del teorema de omisién
de tipos de Morley (teorema [1.5.9) y el teorema de Presentacién (teorema para

lograrlo.
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Teorema 1.5.10 (corolario 2.1.2 en [Cop06]]). Sea K una Q-AECque satisface AP, JEP y MAG.
Entonces existe un L'-plano estructural ®, con L(IC) C L', tal que para todo orden lineal (1, <),

EM (I, @) satisface:
1. I es una sucesion de indiscernibles,
2. EM (I, @) E T/,
3. EMg) (I, @) € K,

4. Si (I';<) < (I,<), entonces EM (i) (I'y &) <x EMg i) (L, &) donde I estd dado por el item

1. y I’ C I de acuerdo con la observacion

Demostracion. Por el teorema de Presentacion (teorema , existen un vocabulario £’

que extiende £(K), una £L'-teoria T’ y un conjunto I' de £'-tipos tales que
K =PC(L(K), T, T).

Como K tiene MAG, entoces T’ también tiene MAG y por tanto nos es posible aplicar el
hecho[L.5.2y el teorema (generalizacion del teorema de omision de tipos de Morley)
y asi tener que para cualquier orden lineal (I, <) existe una sucesiéon de indiscernibles
I e (M) tal que EM (I, ®) E T’y EM (I, @) omite todos los tipos del conjunto T'; 1o cual
implica, por el teorema de Presentacién (teorema que EM, k) (I, @) € K.

Ahora bien por el hecho[1.5.7] si (I, <) < (I, <), entonces por la observacion[L.5.8 tenemos

que EM (I, ®) € EM (I, @) y por la tltima parte del teorema de Presentacién (teorema

[L1.19), tenemos que EM i) (I'; @) < EM (k) (I, @).
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Observacién 1.5.11. Notemos que como el vocabulario L' dado por el teorema de Presentacion
(teorema [L.1.19) es de tamario LS(KC), entoces si el orden lineal (1,<) es tal que |I| > LS(K),

entonces [EM (I, @) | = [I].

Los modelos de Ehrenfeucht-Mostowski serdan muy importantes pues nos permiten pre-
servar funtorialmente propiedades de los 6rdenes lineales como la de ser “rebosante” (brimful
en inglés) al contexto de las Q-AECs. La propiedad de ser rebosante serd de gran utilidad
en la demostracion del hecho que la unién de una cadena creciente continua de modelos
saturados es saturada. Un estudio detallado del comportamiento funtorial de los 6rde-
nes lineales en el contexto de las categorias accesibles, un contexto mas general al de las

Q-AEC, es hecho por Makkai y Paré en [MP89] y por Lieberman y Rosicky en [LR16].

Definicién 1.5.12 (definiciones 3.2.4 y 3.2.4 en [Cop06]]). 1. Sean (I, <) un orden lineal y
o un cardinal. Diremos que (1, <) es o-universal sobre (1, <) en (I, <) siy sélo si (11, <
) < (I, <) < (I, <) y para todo (15, <) tal que (I;,<) < (I3, <) < (I, <) con |I3] < o,
existe una inmersion de orden f : (15, <) — (I, <) tal que f [, <)= Tq,,<). Cuando

|I3| = o, diremos que (1, <) es universal sobre (1;, <) en (I, <).

2. Diremos que (1, <) es rebosante -brimful- si para todo cardinal o < |I| y todo (I;,<) <
(I, <) de tamaiio < o, existe (15, <) de cardinalidad o que es o-universal sobre (1;, <) en

(I, <).

La nocién de ser rebosante puede ser adaptada al contexto de las Q-AECs tomado £(K)-
estructuras en lugar de los 6rdenes lineales y la relacion <§ en lugar de la relacion ser

suborden. Por otro lado cabe resaltar que en el concepto de universalidad que menciona-
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mos en la definicién 2.2.1/no hay alguna restriccién de como tomamos M}, mientras que
en la nocién de universalidad que nos impone la definicién de ser rebosante si la hay.

Ademds si K tiene MAG, por el teorema tenemos que EM (I, ®) es modelo de T' y
omite todos los tipos del conjunto I''y que EM (k) (I, @) € K para (I, <) un orden lineal
cualquira infinito e I es una sucesién de indiscernibles indexado por I. Lo que haremos en
los dos siguientes resultados es ver quesi (I, <) es rebosante, EM (I, @) lo es como modelo
de Ty EM, () (I, @) lo es como miembro de K con el orden <}, andlogamente lo hecho
por Baldwin en el capitulo 9 de [Bal09] para el contexto de las AECs. Las demostraciones
que acd presentamos estan basadas en las hechas por Coppola en [Cop06|] pero con mayor

detalle.

Proposicién 1.5.13 (hecho 3.2.7 en [Cop06]). Si (I, <) es un orden rebosante con |I| > LS(K)
e I es una sucesion de indiscernibles indexado con 1, entonces EM (I, @) es rebosante como L'-

estructurai.

Demostracion. En primer lugar notemos que como [I| > LS(K) tenemos que [EM (I, @) | =
II| > LS(K).Sea M C EM (I, @) de tamarfio < |I|, entonces existe (Iy, <) < (I, <) con |Io| =
IM| tal que M C EM (I, @) con Iy C L. Como (I, <) es un orden rebosante y |Io| = M| < [I|
podemos encontrar (I, <) < (I, <) de cardinalidad |Iy| que es |Iy|-universal sobre (I, <)
en (I, <). Definamos M, := EM (I}, ®) dende I, C Iy veamos que es [M| = |Io|-universal
sobre M en EM (I, @), para ello sea N de tamafio [M| tal que M C N C EM (I, D).

Sea ahora (Iy,<) C (I, <) de tamafo |N| tal que (Ip, <) < (I;, <) y N € EM (I;, @). Como

(I§, <) es |Ip|-universal sobre (I, <) en (I, <), entonces existe una inmersién de orden

2Ac4 la relacion que remplazard a ser ser suborden es la relacion ser £'-subestructura.
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f:(hL,<) — (I3, <) tal que f [1,= 1y,. Aplicando el hecho podemos extender f a
una £’-inmersién f : EM (I;, ®) — EM (I}, @) tal que f eM(1,0)= Tem,0) pues f fija
puntualemente a Io; por tanto podemos concluir que fIv: N — EM (I, @) es una L'-
inmersion tal que (1? fN> fm= Ty pues N C EM (I, @) y M C EM (I, @). En conclusién

tenemos que M, es [M|-universal sobre M en EM (I, @).

Baldwin demuestra en el capitulo 9 de su monografia [Bal09] que el concepto de ser re-
bosante puede ser adaptado a una AEC (K, <x) de una manera natural utilizando el
teorema de Presentacién de Shelah y los axiomas de coherencia. Basado en esto, Coppola
demuestra que esta adaptacion también se puede hacer en el contexto de las Q-AECs de

manera natural.

Proposicion 1.5.14 (hecho 3.2.8 en [Cop06]). Sea K una Q-AEC con MAG. Si (I,<) es un
orden lineal rebosante de tamario > LS(K) e I una sucesion de indiscernibles indexado en 1,

entonces EM () (I, @) es rebosante en (K, <3).

Demostracion. Sea M < EMg i (I, @) tal que IM| < [I| = [EM (I, ®)|. Notemos que
por el teorema de Presentacion (teorema [1.1.19), existen un lenguaje £’ D £(K), una L'-
teorfa T’ y un conjunto I' de £L’-tipos tales que M = M’ [, con M’ € PC(L(K), T',T);
ademads, como <} extiende a < y esta ultima extiende la relacién de ser subestructu-
ra, entonces tenemos que M C EM,,) (I, @) y por tanto M’ C EM (I, @). Al apli-
car el teorema [1.5.10] tenemos que existe (I',<) C (I, <) con [I'| = [M'| = |[M| tal que
M CEM (I, @) c EM (I, ®) donde EM (I', @), EM (I, @) = T’ y omiten todos los tipos
del conjunto I' y gracias a los teoremas y (teorema de Presentacién) ade-

mas tenemos que M’ [zc)<x EMgio) (I, @) < EMg) (I, @) y como [EMg () (I, @) | =
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'l < Il = [EMgx) (I, @) |, entonces por el lema tenemos que EM i) (I, @) <§

EM, (i (I, @).

Lo que haremos es construir una extensién de M de tamafio |[M| que sea universal sobre
M en EMg (k) (I, @); para ello sea M; € K tal que M < M; <¢ EMg ) (I, @). Por el
axioma de Lowenheim-Skolem descendente (definicion[L.T.1IB), existe N7 < EM ) (I, @)
tal que My U EM (i) (I', @) € Ny v INy| = [M|, esto implica que My, EM k) (I', @) C N,
y al aplicar los axiomas de coherencia (definicién 44l tenemos que M7, EM, ) (I', @) <
Ni pues en particular My, EM i) (I', @), N7 <x EMg (k) (I, @); por tanto por la demos-
tracién del teorema [L.1.19] (teorema de Presentacién), tenemos que existen expansiénes
Miy Ny aL' de My N respectivamente tales que M, EM (I', @) C N/ C EM (I, D).
Por la proposicién[L.5.13]tenemos que existe una £'-estructura N C EM (I, @) de tamario

II'l que es universal sobre EM (I, @) en EM (I, @), en particular existe una £’-inmersiéon

f: N/ — N

Cabe resaltar que N/ E T’ y omite todos los tipos del conjunto I', por tanto aplicando
el teorema de Presentacién (teorema tenemos que N; := Nj [ Ky N, <k
EM, k) (I, @) y como [N,| = [Nj| = [I'| = IM| < [EM (k) (I, @) |, entonces al aplicar el lema
[I13 tenemos que N3 < EM (i (I, @); por la definicion [LT.TII7d (axiomas de densidad),
lo anterior implica que existe N € K tal que N; <} N <g EMg) (I, @) y IN| = IN,| =
|Io| = [M|. Como tenemos que f es una L’-inmersion, en particilar es una £(K)-inmersion
y por tanto ' : N7 — N definida como f’ (m) = f(m) también lo es pues en paricular
tenemos que N; C N ; ademds como tenemos que f[N{] C NJ, entonces por el teorema

de Presentacion (teorema [L.1.19) podemos concluir que (fIN7]) [zi0= fIMi] <k N2y
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en consecuencia tenemos que f'[N;] = fNV;] < N, <% N. Ademas de esto, notemos
que como f fija puntualmente a EM (I’, @) entonces por definicién f’ fija puntualmente
a EM, ) (I', @), en particular f}, = Ty y como M; <x N; por construcciéon de Nj,
entonces por el axioma de isomorfismos (definicién [L1.TI3)) tenemos que f[M;] < fIN]
pues f [ n,: My — f[M;y] es un isomorfismo y por tanto f[M;] <, N;; ahora bien
' T, MG = F Iy M)
<k M,
<4 N
La ultima linea la tenemos por los axiomas de coherencia (definicion [LIII4D) pues f |,
Mi] < N7 <} N, entonces " := f’ v My — N es una <g-inmersion que fija
puntualmente a M pues
f'"(M) = ' Tr M]
= ' |pm [M] pues M C M,
= 1ulM]
= M.
Por tltimo, notemos que como M <4 M; entonces M <% N pues M = f/[M] <}

/[M;] <% Ny por tanto podemos concluir que N que tiene tamafio M| es universal

sobre M en EM (I, ®) pues M; es una <g-extensién arbitraria de tamafio [M| de M.

El siguiente es un ejemplo de un orden rebosante que utilizaremoes con frecuencia en el

desarrollo de superestabilidad entendida como la saturacién de la unién una <g-cadena
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de modelos saturados.

Hecho 1.5.15 (hecho 9.6 en [BalQ9])). Sea A un cardinal. 1 = A<® ordenado con el orden lexico-

grdfico es un orden lineal rebosante.

El corolario enunciado a continuaciéon es inmediato de la proposicion y el hecho

L.5.15

Corolario 1.5.16. Si K es una Q-AEC con MAG y A un cardinal, entonces EM (I, @) es rebo-

sante en (KC, <) con 1 = A<® e I una sucesion de indiscernibles indexado en 1.



2 Estabilidad y docilidad

En este capitulo estudiaremos los conceptos de estabilidad y docilidad y algunas de sus
consecuencias en el contexto de las Q-AEC. Estos son dos conceptos son claves en la
transferencia de categoricidad pues la estabilidad nos permite controlar cuantos tipos de
Galois hay sobre una estructura y este control es fundamental en los resultados previos
al teorema de Shelah-Villaveces (véase [BGVV17]); por otro lado, la docilidad es la hip6-
tesis central en los resultados parciales de transferencia de categoricidad de Grossberg y

Vandieren (véase [GV06Db]).

La estabilidad junto con la AP nos permitiran construir modelos universales, i.e. mo-
delos saturados sobre estructuras pequefias, del tamafio adecuado y modelos limite, i.e.
modelos lo suficientemente saturados, también de tamafio adecuado. En la demostraciéon
del teorema de Shelah-Villaveces estos dos conceptos junto con el de ruptura son funda-
mentales y por tanto son fundamentales en el desarrollo de la superestabilidad en AECs.
Ademads de esto, el concepto de modelo limite es indispensable en los resultados parciales
de superestabilidad estudiados por Grosberg, VanDieren y Villaveces en [GVV16] en el

contexto de las AECs y por Zambrano en [Zam11] para el contexto de las MAECs don-
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de la versién de superestabilidad que es estudiada es la unicidad de modelos limite. En el
presente trabajo nosotros no trabajaremos esta aproximacion a la superestabilidad pero
tenemos la intuicién que no serd dificil adaptar los resultados expuestos en [GVV16] al

contexto de las Q-AEC.

Como lo mencionamos en la introduccidn, la existencia de una clase de cardinales fuer-
temente compactos es consiste con que las AECs sean dociles y a su vez, la docilidad
junto con otras hipétesis nos permiten tener los resultados parciales de transferencia de ca-
tegoricidad expuestos en [GV06b]. En [SV18] Shelah y Vasey remueven esas otras hipétesis
utilizadas en [GV06b] por Grossberg y VanDieren y demuestran la conjetura eventual
de categoricidad de Shelah suponiendo solamente docilidad, utilizando fuertemente la

superestabilidad en AECs.

Los conceptos de estabilidad y docilidad son introducidos por Coppola en [Cop06] para
el contexto de las Q-AECs y ademads de esto adapta varios resultados que se deducen de
estos conceptos. En este capitulo nosotros haremos un recorrido por las consecuencias
mads importantes de estos conceptos expuestas por Coppola en su tesis, introduciremos
los conceptos de modelos universales y limites y demostraremos algunas propiedades
béasicas de este tipo de modelos que nos seran de utilidad en nuestro estudio de la super-
estabilidad. Por dltimo, nosotros adaptaremos el demostraremos que la existencia de una
clase propia de cardinales fuertemente compactos es consistente con la docilidad apoyan-

donos en el concepto de categoria accesible.
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2.1. Estabilidad

En esta seccion introduciremos el concepto de estabilidad, que es central en el estudio de
categoricidad como en el caso de primer orden. Dentro de una Q-AEC K que sea estable
podremos construir modelos saturados de cardinalidad pequefio. Para esta seccién nos

hemos basado en [Cop06], [Bal09] y [Les05].

Definicién 2.1.1 (Definicién 3.2.1 en [Cop06]]). Diremos que una Q-AEC K es p-estable o

estable en 1 si para todo M € K, se tiene que [ga — S (M) ] < .

El siguiente resultado nos dice que si tenemos categoricidad en un cardinal por encima
del ntimero de Lowenheim-Skolem de una Q-AEC K, entonces hay estabilidad entre este
nuamero y el cardinal de la categoricidad. La demostracién de este teorema es la primera
aplicacién que haremos de los modelos de Ehrenfeucht-Mostowski dentro de una Q-AEC
y la haremos basados en las ideas de la demostracién del teorema 1.4 en [Les05] y el teo-
rema 4.10 en [Bal05]. Coppola demuestra este hecho pero aca nosotros aclaramos ciertas

partes de la prueba que se presenta en [Cop06].

Teorema 2.1.2 (Teorema 3.2.9 en [Cop06]). Sea K una Q-AEC que satisface JEP, AP y tiene
MAG. Si K es A-categdrica para A > LS(KC), entonces es p-estable para todo pcon LS(K) < p <

A.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Si K no es p-estable para algin p
tal que LS(K) < p < A, entonces existe M € K, tal que [ga — S (M)| > p. Sea A =
{a€|C|l:akFp, pega—S (M)} Claramente |A| =|ga—S (M) |y por lo tanto, utilizando

la definicion [LT.115] (axioma de Lowenheim-Skolem descendente), existe N € Kjaum tal
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que MUA C Ny N <} C.Con ayuda de la definicion [LT.B (axioma de Léwenheim-
Skolem descendente) nosotros podemos encontrar N/ <} C de tal manera que cumpla

alguna de las siguientes condiciones:
s Si[AUM|=|N|=A, tomamos N/ = N.
= Si[AUM|=IN| <A, seaN’" D N tal que N[ =A.
» SiIAUM|=IN|>A,seaN'DBUMtalque BC Acon |B|=Ay[N'[=A.

Por lo tanto NV’ es un modelo de tamafio A tal que M <, N’y realiza mds que p tipos
sobre M. Notemos que como p < A, entonces por el lema[[.T.13 tenemos que M <} N".
Por el teorema (teorema de Presentacion) y como K tiene MAG, podemos trabajar
con modelos de Ehrenfeucht-Mostowski en K con gracias al teorema [[.5.100 Sea N* :=
EM ) (A<®, @) € K, es claro que [N*| = A. Por el colorario [[.5.16 tenemos que N* es
rebosante en (K, <) pues A<“ lo es como orden lineal por el hecho esto es que
para todo Ny < N* de tamafio p esixte N} € K, que es p-universal sobre Ay en N* y por
tanto NV* realiza a lo sumo  sobre A, pues N, realiza a lo sumo p tipos.

Por la A-categoricidad de K, tenemos que existe un isomorfismo f : N/ — A*. Al aplicar
los axiomas de isomorfismo (definicion [LT.IIB) es claro que fIM] < N* pues M < N’
y como [M| = p, entonces f[M] tiene tamario p y por tanto N* sélo satisface u tipos sobre

flM] lo cudl contracide la categoricidad pues N’ satisface més de p tipos sobre M.

El siguiente resultado es una aplicacién de la estabilidad en una Q-AEC y nos muestra que
podemos encontrar modelos saturados de cardinal acotado bajo estabilidad. Este resulta-

do no es enunciado por Coppola en su trabajo y lo que nosotros hacemos es adaptarlo del



90 2 Estabilidad y docilidad

contexto de las AECs inspirados en [Bal09].

Lema 2.1.3 (cf. corolario 8.23 en [Bal09])). Suponga que KC es una Q-AEC que satisface AP, JEP

y que tiene MAG que es y-estable para . € [LS(K), A).
1. Si A es reqular, existe un modelo saturado de tamafio A.
2. En general, existe un modelo cf(A)-saturado de tamarfio A.

Demostracion. 1. Construiremos el modelo saturado pedido con ayuda de una <J-
sucesion continua creciente (M), tal que para cada i < A, [M;| < Ay My realiza
todos los tipos sobre M;. Notemos que como K tiene MAG, Kisx) # 0 y por tanto
existe My € Kis(k). Supongamos construido M; tal que [M;| = n < A. Como K es
p-estable para p € [LS(K),A), entonces tenemos que |ga — S(M;)| < py en con-
secuencia, para cada p € ga — S(M;) podemos escoger un a, € |C| de tal manera
que a, F p. Por la Definicién [I.1.TI5] (axioma de Lowenheim-Skolem descendente),
existe M{,; € K, de tal manera que M;U{a, }pega_sm;) C M{; y M, <¢ C; es facil
ver que M; C M/ ; y como en particular tenemos que M;, M{,,; <x C, entonces
por los axiomas de coherencia tenemos que M; < M/ ;. Al aplicar los axiomas de

densidad (definicién [LT.1I74) encontramos My, € K, tal que M/, ; < My < C

y por los axiomas de coherencia (definicion [LT.T40) tenemos que M; <& M.

Sii < Aesun ordinal limite y tenemos construido M; para todo j < i, definamos

M; = |J M; que, por la definicién (axioma de cadenas de Tarski-Vaught),

j<i

es tal que M; < Cy por el lema [[.T.13 tenemos que M; < C pues C puede ser

escogido tal que A < ||C||; por la regularidad de A tenemos que |M;| = [i| sup{|M;|} <

j<i
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Defina N := |J M;. Por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught tenemos que
i<A

N < C pues para todo i < A tenemos que M; < Cy como ||C|| > A, entonces al
aplicar el lema tenemos que N <} C pues

M

i<A

INI =

)

= Asup|Mil,
i<A

= Appues [M;| = p para todo < A,

= Apuespu<A.

Veamos que N es A-saturado. Para ello sea M <} A tal que IM| < A. Por la re-
gularidad de A, existe i < A tal que M C M; y por tanto M C M;, utilizan-
do los axiomas de coherencia (definicién [L1.144) tenemos que M <, M; pues
en particular tenemos que M, M; <x Cy como M <x M; < My, entonces
por los axiomas de coherencia (definicion [LL1.1I4d) tenemos que M <% M. Sea
p€ga—S(M)ya € |[C|tal que a F p, es decir p = ga — tp (a/M, C) y consi-
deremos p’ = ga — tp (a/ M1, C) que es realizado en M, por la construccién de
N; esto tltimo quiere decir que existe b € My, tal que b F p’ y por tanto existe
f € Auty,,,(C) tal que f(a) = b. Como M <} My, entonces f [ = 1, en con-
secuencia p’ [m= ga — tp (b/Mi11,C) [m= ga—tp (b/M,C) = p y al tenerse que

M1 <¢ N es inmediato que b € N. Por tanto N es saturado.

2. Laidea para este item es la misma que en el numeral anterior pero tomando la <}-

cadena creciente continua de longitud cf(A) y para todo i < cf(A), M; € K¢n)-
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Al aplicar el lema anterior y el teorema[2.1.2] es inmediato el siguiente resultado.

Corolario 2.1.4. Sea K una Q-AEC A-categorica. Entonces existe un modelo de tamafio A que es

cf(A)-saturado.

Uno de los conceptos centrales en el presente trabajo es el de saturacién pues es central
en una de las aproximaciones a la superestabilidad que estudiaremos. A continuacién
presentamos un resultado que nos da condiciones suficientes sobre un orden lineal (I, <)
para que EM, k) (I, @) sea un modelo saturado. El siguiente lema no es estudiado por
Coppola en su trabajo pero es andlogo al que se tiene en el contexto de las AECs, nosotros

nos basamos en [Bal09] para enunciarlo y demostrarlo.

Lema 2.1.5 (cf. lema 10.11 en [Bal09]). Sea ® un cianotipo propio para todo orden lineal (1, <)
e I una sucesion indiscernible indexado en 1. Supongamos que EM ) (I, @) € K y que K es
A-categorica. Si (], <) es un orden lineal tal que para todo © < |]|, ] tiene una sucesion creciente
de tamafio 0% con LS(KC) < |]J| < cf(A), entonces EM () (J, @) es saturado donde J es un orden

indiscernible indexado por J.

Demostracion. Veremos que para cada 6 < [J|, EM,) (J, @) es 07-saturado. Para ello,
sea My < EMg) (J, @) tal que IMy| = 6. Por hipotesis, ] tiene una sucesion J§ cre-
ciente de tamafio 0" y sea Jo la suma ordinal de J§ y A. Ahora bien como @ se satisface
para todo orden lineal, en particular se satisface para Jo y como el tamafio de Jy es A,
entonces [EM, k) (Jo, @) | = A donde Jp es un orden indiscernible indexado por Je. Por

la A-categoricidad de K tenemos que EM (k) (Jg, @) es tinico salvo isomorfismo y por el
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corolario[2.1.4] tenemos que es cf(A)-saturado. Como 0% < cf(A) < A, este modelo resulta

ser ademads 0" -saturado.

Como tenemos que existe un suborden J; de Jo que es isomorfo a 6, entonces tenemos que
Moy < EMg i) (Jg, @) <k EMc k) (Jo, @) v en consecuencia todo p € ga — S (M) tiene
una realizacion o(a;, a;/) en EM k) (J§, @) conjen J§ y j’ enla copia de A. Podemos elegir
(K, <) < (J,<)con K| =0y MyUj C EMg (K, ). Como J§ tiene tamafio 07, podemos
encontrar una copia j” de j’ en J§ tal que K U {j} U {j’} tiene el mismo tipo de orden de
KU{j}U{j”} y por lo tanto j, j” generan una realizacién de p en EM,x, (J, @) puesto que

J es una sucesion indiscernible. 215

Una aplicaciéon del lema anterior, que no es estudiada en [Cop06], se presenta enseguida
y pedimos la categoricidad en un cardinal regular pues esto nos permitird garantizar la

unicidad del modelo saturado EM (k) (I, @) (lema 2.1.4).

Corolario 2.1.6 (cf. corolario 10.14.1 en [Bal09]). Suponga que K es una Q-AEC A-categorica
con A regular. Entonces para todo cardinal u € [LS(K),A), EMg ) (0<%, @) es saturado y por

tanto modelo-homogéneo.

Demostracion. En primer lugar, notemos que como p es un cardinal infinito, dadon € w
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diferente de 0 tenemos que

n

H = Hu,

< sup{u":n € w},

Ahora bien como A es un cardinal regular, i < cf(A) y como para todo ordinal n < p,
entonces [n| < py por tanto en p existe una sucesiéon de tamafio m|* pues m|* < p. Por
lo anterior y el lema tenemos que EM;) (L=, @) es saturado y por el lema

también es modelo-homogéneo. 2.1.6

Notemos que si A y k < cf(A) son cardinales con k regular, entonces para todo p < « se
cumple que k contiene una sucesioén creciente de cardinalidad u*. El siguiente colorario
es inmediato de lo que acabamos de decir y del lema[2.1.5 El resultado es enunciado por
Baldwin en [Bal09] para el contexto de AECs pero él no toma en cuenta que el cardinal k

debe ser regular para que se satisfagan las hipétesis del lema

Corolario 2.1.7 (cf. corolario 10.14.3 en [Bal09]). Suponga que K es una Q-AEC A-categérica.

Si k < cf(A) es un cardinal, entonces EM ) (k, @) es saturado y por tanto modelo-homegeneo.

A continuacién demostraremos que si una Q-AEC es A-categérica y 1 es un cardinal
tal que p* < cf(A), entonces para todo M € K, existe una <g-inmersioén f : M —

EM (k) (1, @).
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Proposicién 2.1.8. Sea K una Q-AEC A-categdrica que satisface JEP. Si w un cardinal tal que

wt < cf(A), entonces para todo M € K, existe una <g-inmersion f : M — EMgc) (u*, @).

Demostracion. Como K es A-categérica y u* < cf(A), entonces al aplicar el colorario 2.1.7]
tenemos que tenemos que EM () (1", @) es una estructura sataturada y en particular
modelo-homogénea (teorema [1.4.3). Gracias al axioma de Lowenheim-Skolem descen-
dente (definicién [LTIIB) podemos encontrar ' € K, tal que N' < EMgo) (u, @) y
como K satisface JEP, entonces existen N/ - Ny una <g-inmersion g : M — N
Como gIM], N € K,, entonces al aplicar el lema [[.1.T5 tenemos que existe N € K, tal
que N < N <4 N’y g[M] C N”. Esto tltimo implica que g[M] C N y como en
particular g[M], N <x N, entonces g[M] <x N'”. Como [|[EM k) (uF, @) || = pt, N <}
EMsio) (ut, @) y N7 € K, entonces por la modelo-homogeneidad de EM () (n*, @)
tenemos que existe una <g-inmersion h : N — EMgc) (1, @) tal que h [y= Ty.
Notemos que como h : N — h[N"] es un isomorfismo y g[M] <x N por cons-
trucciéon de N7, entonces por los axiomas de isomorfismo (definicién [[.I.TI3) tenemos
que h[g[M]] <x hIN"]. Ademds como h : N/ — EM,x) (ut, @) es una <¢-inmersion,
entonces h[gIM]] <x hIN"] <¢ EM,) (1, @) y al aplicar los axiomas de coherencia
(definicion [LT.TI4D) tenemos que h[gIM]] <& EM (k) (1T, @).

Sea f := ho (g [m). Claramente f : M — EMy (k) (1", @) es una <j-inmersion pues

fIM] = (ho (g m)) IM]=hlgIMI] <E EMg(k) (1T, D). 2.18

Con ayuda de la proposiciéon que acabamos de demostar, mostraremos que toda estructu-
ra M € K+ puede ser <-sumergida en EM k) (1", @). Las proposiciones 2.1.8 y la que

a continuacion presentaremos se encuentran enunciadas implicitamente para el contexto
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de las AECs en [SV99] y en [BGVV17], Boney, Grossberg, VanDieren y Vasey hacen una

demostracién de estos resultados diferente a la que acd presentamos.

Proposicion 2.1.9. Sea K una Q-AEC A-categérica que satisface JEP. Si w es un cardinal tal que
h < cf(A) y (M € Ky)icyr es una <g-sucesion creciente continua, entonces existe una <-

inmersion f: |J Mi — EMg ) (1", @). En particular, para toda estructura M € K+ existe
i<p™

una <c-inmersion f : M — EMg ) (u, @).

Demostracion. En primer lugar notemos que por la proposicién tenemos que pa-
ra cada i < p' existe una <g-inmersion f; : M; — EMg k) (1T, @) y como para todo
ip* tenemos que f; : M; — fi[M;] es un isomofismo, entonces por los axiomas de iso-
morfismo tenemos que para todos i,j < p+ tales que i < j se cumple que f;[M;] <}
f;[M;]; ademds, si i < p* es un ordinal limite, entonces podemos definir la inmersién

fi .= UJfj : My — EMg) (1", @) que por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught

j<i

(definicion [1.1.1ll6c) resulta ser una <x-inmersién pues para todo j < i tenemos que

f;IM;] <R EMgo) (uF, @) y por tanto fiMi] = U fiIM;] <¢ EMgio (uh, @). Como

j<i

i < p*, entonces [fi[Mi]| = |UM,;

j<i

filMi] = UM < EMg) (1F, @) v en consecuencia f; : M; — EMgg) (1F, @)

j<i

= py al aplicar el lema concluimos que

es una <y-inmersion.

Por lo dicho en el parrafo anterior, tenemos que (f; : M; — EM ) (17, @))i<,+ €s una
C-sucesion creciente continua de <jg-inmersiones. Es altimo implica que (fi[M;])i-,+ es
una <j-sucesion creciente continua y como para todo i < p' se cumple que fi[M;] <}

EM, (k) (1, @), entonces al aplicar los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicién
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LI17l6d) tenemos que | M; <x EMgi) (u, @). Por tanto f := |J fi : U My —

i<pt i<pt i<pt

EM,(k) (1, @) es una <x-inmersion.

Sea ahora M € K. Para demostrar que existe una <,-inmersiéon f : M — EM ) (uF, @),
construiremos de manera recursiva sobre u" una <}-sucesion creciente continua (M; €

K.)icy+ de <i-subestructuras de M y aplicaremos la primera parte de esta demostracion.

Base. Por el axioma de Lowenheim-Skolem descendente (definicion [L1.1B), existe M, €

K, tal que M, <¢ M.

Sea {a}x<u+ Una enumeracion de M \ M.

Paso sucesor. Supongamos que para i < u' tenemos construido M; <¢ M de tamafio p.
Como M; € K,, entonces existe & < p' tal que a, € M\ M. Sea B = ming,+{ay €
M \ M;}. Al utilizar el lema [[L.T.T5, existe M;;; € K, tal que M; <¢ M <¢g My

{ag} € M.

Paso limite. Sea i < p* un ordinal limite y supongamos que para todo j < i tenemos
construido M; € K, tal que M; < M. Por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught

(definicién [L.I.1l6) tenemos que |J M; <x M y como i < p*, entonces |J M; € K. Al

j<i j<i

aplicar el lema concluimos que |J M; <¢ M. Definamos M; := [J M;.

j<i j<i

Por construccion tenemos que (M; € K,)i-,+ es una <jg-sucesion creciente continua

tal que |J M; = M y al aplicar la primera parte de la demostracién, existe una <-
i<p™

inmersién f: M — EMg ) (u', @). 219
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2.2. Modelos universales y modelos limite

En esta seccién nosotros trabajaremos los conceptos de modelos universales, modelos sa-
turados sobre una estructura fija, y modelos limite, modelos lo suficientemente saturados,
conceptos fundamentales en nuestro estudio de la superestabilidad. Demostraremos que
la estabilidad nos permite construir construir modelos universales y saturados de tama-
o pequefio y que dos modelos limite son isomorfos si tienen longitudes de la misma
cofinalidad. Es importante resaltar que en este trabajo es la primera vez que se estudia el

concepto de modelo limite en el contexto de las Q-AECs.

2.2.1. Modelos universales

El concepto de universalidad puede ser entendido como una saturacién sobre una estruc-
tura fija y por tanto podemos relacionarlo con el concepto de modelo-homogeneidad. La
diferencia estd en que en el concepto de universalidad nosotros s6lo tenemos en cuenta
una sola subestructura que no necesariamente es pequefia mientras que en concepto de

modelo-homogeneidad tenemos en cuenta todas las subestructuras pequerias.

Definicién 2.2.1 (Definicién 3.2.13 en [Cop06]]). Diremos que N' € K es p-universal sobre
M < N siy sélo si para todo M’ tal que M <¢ M’y [M’| < y, existe una <-inmersion
f: M' — N que fija puntualmente a M. Diremos que N es universal sobre M si es |N|-

universal sobre M.
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\f

N

Observacion 2.2.2. Notemos que si en la definicién anterior tomamos M <y N, entonces al ser
f: M’ — N una <g-inmersion tal que f [ p= 10, por el axioma de isomorfismos (definicion
[LTT03) tenemos que M <} f[M'] pues en particular f : M’ — fIM'] es un isomorfismo y
como por definicion de <-inmersion tenemos que fIM'] < N, entonces por la transitividad de
la relacion <} (definicién [LTIII) podemos concluir que M < N. Por tanto podemos decir que
N es p-universal sobre M si M < N o M <¢ N indistintamente.

Por otro lado, si suponemos que una Q-AEC tiene MAG y sastiface [EP, entonces podemos suponer
en la definicién de universalidad (definicion 2.2.1) que M < M’ pues por el lema existe
M de tamafio M| tal que M, M’ <t M”; por tanto al utilizar la definicion Z.27), existe una
<g-inmersion f : M" — N que fija puntualmente a M y por tanto f [p: M’ — N es
una <g-inmersién pues por los axiomas de isomorfismo (definicion [LT.103), tenemos que T |/
(M) = fIM'] < fIM"] < N, lo cual implica por los axiomas de coherencia (definicion
[LTT4d) que fIM'] <¢ N.

Los dos pdrrafos anteriores indican que en la definicion 2.2.1] podemos tomar < -extensiones o

<-extensiones sin problema alguno.

La siguiente afirmacion nos muestra como el concepto de universalidad se relaciona con

el concepto de saturacién relativa a una estructura fija como lo mencionamos al principio
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de la seccion.

Afirmacién 2.2.3. Si N es p-universal sobre M, entonces en N hay realizaciones para todo
p E€ga—S(M).

Demostracion. Sea p € ga — S (M). Por definicién existe @ € |C[<“ tal que p = ga —
tp (@/M, C). Por el axioma de Léwenheim-Skolem descendente (definicion [LLI.115)), exis-
te M’ € Kj tal que M < Cy M U {a} € M/; resulta sencillo ver que M C M’y
como en particular tenemos que M, M’ < C, entonces al aplicar los axiomas de cohe-
rencia (definicion [.1.144) tenemos que M <x M’. Como N es p-universal sobre M y
IM’| = IM| < u, entonces por la observacion 2.2.2 existe una <¢-inmersion f : M’ — N
que fija puntualmente a M. Notemos que f : M’ — f[M’] es un isomorfismo que fija
puntualmente a M y por tanto existe F € Auty,(C) tal que F O f pues C es homogéneo.
Como F(a) = f(a) € N, entonces podemos concluir que en A existe una una realizacién

de p. 223

La siguiente proposicion nos muestra que si A/ es p-universal sobre M, entonces tene-
mos que N es p-universal sobre cualquier <y -subestructura de M y como toda <J-
subestructura es en particular una <c-subestructura, podemos concluir que AV es p-univer-
sal sobre toda <}-subestructura de M. Este resultado no se encuentra enunciado en el
trabajo de Coppola y nos serd de utilidad mds adelante en los resultados de modelos

universales y modelos limites.
Lema 2.2.4 (cf. proposiciéon 1.3.19 en [Zam11l]). Sean K una Q-AEC que satisface AP y
M, M* N N* € K tales que M* < M <x N < N*. Si N es p-universal sobre M,

entonces N es p-universal sobre M* y N'* es p-universal sobre M.
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Demostracion. Sean M* < M <¢ N <x N* con N p-universal sobre My M’ € K-,
una <y -extension de M*.

Para ver que N es p-universal sobre M*, en primer lugar notemos que por la definicién
(axiomas de coherencia) tenemos que M* <@ N, pues por hipétesis M* <i
M <@ N. Ademds como en particular M* <, M’, M, entonces por AP existen N/ € Ky

una <g-inmersion f : M’ — N tales que M < N

M - = N'
<k A
<K I £
|
K
Por los axiomas de Lowenheim-Skolem descendente (definicion[L.1.1I5) tenemos que exis-
te N € K<, tal que N < Ny fIM*] UM C N”. Claramente M, f[M*] C N y como
en particular tenemos que M, f[M*], N < N, entonces por los axiomas de coherencia
(definicion [LT.1H4d) tenemos que M, fM*] < N”. Como N < N”, entonces por los
axiomas de densidad (definicion [L.T.II74) existe N € K tal que N <E N <2 Ny
por los axiomas de coherencia (definicién [L.I.IH4c) tenemos que M, fIM*] < N pues
M, FIM*] < N < N Por tanto podemos suponer que |N'[ < .

Ahora bien, como N es p-universal sobre M y N/ es una <} extensiéon de M de tamafio
K

<, entonces existe una <g-inmersién g : N/ — N que fija puntualmente a M.

N
‘
<4 h \g
o N
<k
-<1ch Tf
K

Es claro que g o f : M* — N es una <R-inmersién pues es composicion de dos <-
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inmersiones y como g fija puntualmente a M, en particular fija puntualmente a M* pues

M* C M v en consecuencia si m € M* tenemos que
y

gof(m) = g(f(m))
= ¢(m) pues f fija puntualmente a M*,

= m pues g fija puntualmente a M".

Por tanto g o f fija puntualmente a M*. En conclusiéon N es p-universal sobre M*.

Para ver que N'* es p-universal sobre M, sea M’ € K<, una <g-extension de M. Como
N es p-universal sobre M, entonces existe una <p-inmersién f : M’ — N tal que
f Tm= Tm. Como fIM'] <¢ Ny N < N*, entonces al aplicar los axiomas de coherencia
(definicion [.I.J4d) tenemos que f[M’] <¢ N* y en consecuencia f': M’ — N* definida

como f'(a) := f(a) atestigua que N'* sea p-universal sobre M. 224

El siguiente resultado nos dice que la propiedad de universalidad es invariante bajo iso-

morfismos. La demostracién la incluimos para la completitud del documento.

Lema 2.2.5. Supongamos que N es p-universal sobre M y f: N — N es un isomorfismo.

Entonces N es pw-universal sobre f[M].

Demostracién. Para demostrar que N’ es p-universal sobre f[M] sea Ny € K<, tal que
fIM] <R No. Como f ), : fIM] — M es un isomorfismo, entonces por el lema [.1.16]
(lema de renombramiento) existen M’ € Ky 51 : Ny — M’ un isomorfismo tales que

M <% M’y 71 extiende a £, esto implica que M = £ [fIM]] = f1[fM]] <4 M’y
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como f-1[N/] = M/, entonces tenemos que [M'[ < .

N—Ls N7
<4 <,%J\
<}C1// FIM] <y
/s
»
Mi<mm - sm—m—-- No

Por la p-universalidad de A sobre M tenemos que existe una <-inmersion g : M’ — N

que fija puntualmente a M.

N—L N7
A
R R
9/ f[
/ f;[}\/t] <u
, K
/ <4
M’ = No

AN . * 2
Defina h:=f o go f~!. Claramente h : Ny — A es una <}-inmersion pues es la compo-

sicién de dos isomorfismo y un <i-inmersién. Sea a € f[M], entonces

ha) = (fogof™)(a)

= (fogof ") (a)puesf ' Df'yacflM],

= f(9(f (),

= f(f '(a)) pues g fija puntualmentea M y f '(a) € M,

—= a,

luego h fija puntualmente a f[M] y por tanto N’ es p-universal sobre f[M].

La siguiente proposicién es una herramienta ultil al momento de garantizar la existencia

de modelos limite y en varios resultados que presentaremos més adelante. El resultado
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que presentaremos a continuacién es enunciado y demostrado por Coppola en [Cop06].
La demostraciéon que acd presentamos estd basada en [Van06] y tiene una construccion
mas rigurosa de la <}-cadena necesaria para probar que todo modelo de la clase tiene
una —<i-extension universal y de la inmersion que atestigua la universalidad. Lo que nos
muestra el siguiente resultado es que bajo AP y estabilidad podemos encontrar extensio-

nes universales de cardinalidad acotada.

Lema 2.2.6 (lema 3.2.13 en [Cop06]). Sea K una Q-AEC que satisface AP y M € K, con

LS(K) < w. Si K es u-estable, entonces M tiene una —<%—extensién u-universal de tamario L.

Demostracion. Comenzaremos construyendo una <j-cadena creciente (M), de mane-
ra recursiva tal que M, := M y para todo i < p, IMj| = ny Mj,, realiza todo p €
ga—S (M;). Supongamos construido M; para i < p. Por la p-estabilidad de K existe una
enumeracion {p;}j<, de ga — S (M;) ysea A ={a; € |C| : a; F p;,j < p} una elecciéon de
realizaciones de los tipos de Galois sobre M; en el modelo monstruo; utilizando la defi-
nicon [LTII5] (axioma de Lowenheim-Skolem descendente), podemos encontrar M’ <}t C
tal que AUM; C M’y IM'| = pn pues |A| = ; por la definicion (axiomas de
densidad), existe M, de tamafio p tal que M’ < My, <¢ Cy como M, M’ < Cy
M; C M/, entonces por la definicién [I.1.1l44l (axiomas de coherencia) M < M/, por tan-
to M; <x M’ < M,y al utilizar la definicion [[.1.Jl40l (axiomas de coherencia) tenemos
que M; < M.

Si para todo j < iconi < pun ordinal limite tenemos construido M;, definimos M; =

U M;.

j<i

Definamos N := J M, que por los axiomas de cadenas de Tarski Vaught (definicién
i<p
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[LI.T60) es tal que N < C pues N; < C para todo i < p por construccién. Recordemos
que por el teorema [[.2.71 podemos suponer que ||C|| > [N| y aplicando el lema
tenemos que N <} C. Notemos que por la definicién (axiomas de densidad),
existe N tal que V' < N/ < Cy IN’| = [N|. Ademas como My = My N = [J M,
i<
entonces por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion tenemos que

M < Ny en consecuencia M <} N, esto tltimo por la transitividad de la relacion <}

(definicion [LITIT).

Veamos ahora que NV’ es p-universal sobre M, para ello sea M’ una <-extensiéon de My
(a; : 1 < p) una enumeracién de M’\ M. Lo que haremos es construir recursivamente una
C-cadena creciente continua f; : M; — N; de <}-inmersiones que fijen puntualmente
a M. Cuando i = 0, tome Ny = My = My fy = 1. Como M; tiene realizaciones para
todo p € ga — S (M), en particular existe b € M, tal que b = ga — tp(ao/ Mo, M') y por
el hecho[[.37/tanto existen \; € K, b € M, y una <i-inmersion f; : M; — N tales que

M <EN, f1(b) = a0y 1 Tae= Tmo, luego fo C fy.

Supongamos que tenemos construida la <g-inmersion f; : M; — N, que fija puntual-
mentea M paral <i<pyseak:=min{j < p:aq ¢ fi[Mil}. Como f; : My — fMj]
es un isomorfismo y M; <% M1, entonces por el lema de renombramiento (lema[l.1.16)
existen N y un isomorfismo g; : M1 — N tal que M7 <¢ Ny fi C gi; ademds
como M, realiza todo p € ga — S (M), entonces N;* realiza todo p € ga — S (f;[Mi]) en
particular realiza ga —tp (ax/fi[Mil, Vi), esto quiere decir que existen b € N, N1 € Ky

una <g-inmersion g; : Ny — Ny tales que N <¢ Moy, g7 (b) = ax y gf Tty om0= 1o mo)-
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M, M€ /\?(’
<%[ {;% <4
<u \

fiq <K
Mg —= i IMi ] N,
<R <R <K
fi <R

<4 <y 1<
¥ o %
1
Mg == == N7 == T Mo
Defina fi;1 := gfogi : Miy1 — Niy1. fiyr es una <g-inmersion pues g; es un isomorfismo

* es una <Y-inmersién. Veamos ahora que fi.; O f; para ello sea m € M;, entonces
i K +

fin(m) = giogi(m)
= g{(gi(m))

= gi(fi(m)) pues g; D f;
= fi(m) pues gi [r,mg= Trmy-

Sii < pesun ordinal limite y suponemos que para todo j < i tenemos construidos M;,

N e <@-inmersiones f; : M; — N que fijan puntualmente a M, entonces definimos

M = U M, Ny = UM y fi = U f;. Ahora bien, como (M), es una <j-cadena cre-
j<i j<i j<i

ciente continua y para todo i < p tenemos que f; : M; — fi[M;] es un isomorfismo,

entonces (f;[M;])i-, es una <-cadena creciente continua por el axioma de isomorfismos
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(definicion [LITIB); por tanto, f:= |J fi : U Mi — U filMi] es un isomorfismo y como

i<p i<p i<p

por construccion tenemos que para todo i < p se cumple que f[M;] = fi[M;] <} U N,
i<p

entonces aplicando los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [L.T.Tl6d) po-

demos afirmar que |J fi[Mi] <x |J N Por la construccién de la C-cadena creciente
i<p i<p

continua de <J-inmersiones (f;)i-, tenemos que M’ C J fi[M;] y por tanto tenemos
i<p

que M’ C |J fi[Mi]; ademds como J fi[Mi] <x N y en particular tenemos que

i<p i<p i<p

M’ < U M, esto ultimo pues M’ <} Nj, entonces al aplicar los axiomas de coherencia
i<p

(definicion [LT.1144) tenemos que M’ < | filM;].

i<p

Por dltimo notemos que como f: N — |J fi[M;] es un isomorfismo, al aplicar la defini-
i<p

cion [LT.1IB] (axiomas de isomorfismo) tenemos que f~'[M’] <x N pues M’ < | filM|]
i<u

y como N < N, entonces con ayuda de la definicion [LT.JI40 (axiomas de coheren-

cia) podemos concluir que f~'[M’] <¢ N’. Por tanto ' [y: M’ — N es una <g-

inmersion. Si demostramos que f~' [ fija puntualmente a M, habremos demostrado

que N’ es p-universal sobre M. En efecto como 1y = fy C f por construccién de f,

entonces f' D fy' = 1y. 226

Como vimos en el colorario 2.1.4} la A-categoricidad de una Q-AEC K implica la exis-
tencia de una estructura cf(A)-saturada en K. El siguiente hecho nos muestra que dicha

estructura tendré extensiones universales de subestructuras pequenias.

Corolario 2.2.7. Si K es A-categérica, M € K es de tamaiio A\ y N' < M es tal que [N| < cf(A),

entonces existe N <& M que es N|-universal sobre N del mismo tamario de N.

Demostracion. Notemos que por la A-categoricidad de K tenemos que M es cf(A)-saturado

(colorario 2.1.4) y por tanto cf(A)-modelo-homogéneo (teorema [1.4.3); ademds podemos
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afirmar que K es [N|-estable pues |N| < A (teorema 2.1.2) y al aplicar el lema esto
ultimo implica que existe una <i-extension M’ de NV de tamafio [N| que es |[N|-universal
sobre N. Por la modelo-homogeneidad de M, existe una <g-inmersién f : M’ — M

que fija puntualmente a \. Defina N/ := f[M] que por el lema es universal sobre
N. 227

2.2.2. Modelos limite

A continuacién expondremos por primera vez el concepto de modelo limie en el contex-
to de las Q-AECs y deduciremos algunas de sus propiedades bdsicas que nos serdn de
bastante utilidad en la demostracién del teorema de Shelah-Villaveces. Algunas de estas
propiedades son la unicidad de modelos limite que tienen longitudes de la misma cofina-
lidad y la existencia de modelos limite de cardinal pequefio. La demostraciéon de unicidad
que hacemos en esta seccién no utiliza herramientas elaboradas como las utilizadas por
Grossberg, VanDieren y Villaveces en [GVV16] donde la unicidad de modelos limite sin
condicones sobre las longitudes de estos es una nocién débil de superestabilidad.

A continuacién definimos los modelos limites y resulta inmediato de la definicién que si
M es limite sobre NV, entonces M es universal sobre M. Resaltamos que esta es la primera

vez que se habla de modelos limite en el contexto de las Q-AECs.

Definicion 2.2.8 (cf. definiciéon 1.4 en [GVV16]). Sean K una Q-AEC n > LS(K), a < p*

un ordinal limite y N° € KC,.. Diremos que M es (i, o)-limite sobre N si y sélo si existe una

<-sucesion creciente continua (M,)io C K, tal que Mo =N, M = |J M, y para todoi < o
i<o

tenemos que M, es universal sobre M.
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Observacion 2.2.9. Notemos que por la observacion[2.2.2] podemos tomar < c-cadenas en vez de

<Q-cadenas en la definicion anterior.

Corolario 2.2.10 (cf. corolario 2.13 en [GVO06al]). Sea K una Q-AEC p-estable, con MAG y que
satisface AP. Si M € K es de tamafio wy o < w' es un ordinal limite, entonces existe N' € K,

que es (W, o)-limite sobre M.

Demostracion. La demostracion es iterar o veces el lema 2.2.6] sobre M tomando uniones

en los ordinales limites < o©.

La demostracién del siguiente lema es una aplicacién inmediata del corolario 2.2.10 y de

la demostracién del lema2.2.7]y por tal motivo no la incluimos.

Corolario 2.2.11. Si K una Q-AEC A-categorica con MAG y que satisface AP y N € K es de
tamario N, entonces para todo M <¢ N de tamario w con LS(K) < pu < A existe M’ < N que

es (u, o)-limite sobre M con o < u*.

El siguiente resultado nos dice que dos modelos limite son isomorfos si las cadenas que
atestiguan que sean limite tienen longitudes de la misma cofinalidad. En el contexto de
las AECs, Grossberg, VanDieren y Villaveces demuestran en [GVV16] que dos modelos
limites son isomorfos si el cardcter local de la relacién de ruptura se satisface. En [SV99]
Shelah y Villaveces demuestran que el cardcter local de la relacién de ruptura se sigue de
categoricidad y dicho resultado es la piedra angular en las aproximaciones de superes-
tabilidad en AECs (véase [Vas1Zc]]). En el contexto de las Q-AECs, el carécter local de la

relacion de ruptura es tratado por vez primera en el capitulo 2 del presente trabajo.
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Lema 2.2.12 (cf. hecho 1.3.6 en [SV99]). Sean K una Q-AEC, u > LS(K), 0,0’ < wordinales
limites tales que cf(o) = cf(o’), M un modelo (u, o)-limite sobre My, N" un modelos (., o’)-
limite sobre Ny y f : Mo — Ny un isomorfismo. Entonces existe un isomorfismo f : M — N

que extiende a f.

Demostracion. Sean 0,0’ < p' ordinales limites y v = cf(0). Como cf(o) = cf(o’), en-
tonces podemos suponer que existen sucesiones (0; < 0)i«y y (0] < 0')j-, tales que
sup 0; = 0y sup 0 = 0’; esto implica que si (M)i<, es testigo que M sea (i, 0)-limite
i<y i<y
sobre My y (Ni)i<s €s testigo que N sea (u, §)-limite sobre Ny, entonces M = .U M,
i<y
yN = U J\/'Gjr. Utilizaremos back and forth de longitud vy para construir el isomorfismo
j<v
entre M y N; para ello sean {ay}x<, V {bi}k<, enumeraciones de M \ M, y de N \ N,
respectivamente.
Base. Tome fy := f, M§:= Moy Ny = N.
Suponga que para « < y tenemos construidas <J-cadenas crecientes continuas (M /)54,
(N{)s<24 Y C-cadena creciente continua de isomorfismos (fs : M} — N{)s<24.
Fort (paso 20c + 1). Sea k/ := min{k < p: ax ¢ MJ }. Como M = .U M,,, existe j < 7 tal
j<v
que apr € Mg, y My, <g Mo, ; sea j’ el minimo de tales j. Por el axioma de Lowenheim-
Skolem descendente (definicion [LTII5), existe M’ <} M, tal que MJ, U {a/} € M’
de donde inmediatamente deducimos que M), C M’y por los axiomas de coherencia
(definicién [L1.T44) tenemos que Mj, <x M’ pues en particular Mj,, M" <x Mo,
Por los axiomas de densidad (definicion [L.1.1I40) tenemos que existe M” € Kjn/| tal que

M’ < M" < M, pues M’ < Mo, y como Mj, <x M’ < M", entonces al aplicar

. . e e, . / u "
los axiomas de coherencia (definicion [LT.14b) podemos concluir que M}, <¢ M.
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Notemos que por la escogencia de la sucesion (07);y, existe j <y tal que Ny, <i No/; sea
j” el menor de tales j. Por la escogencia de la sucesion (o7);<, tenemos que o}, < 0}, ;, por
tanto N, ol <3N o!,., y cOmMo Nij1 es universal sobre N, entonces aplicando el lema [2.2.4]
tenemos que J\/'G{N+1 es universal sobre J\/'G{N y al aplicar de nuevo el lema 2.2.4] tenemos
que NU](”“ es universal sobre A, pues NVj, < /\/’G;H. Por el lema de renombramiento
(lema [.1.16) tenemos que existen N =} Nj, y un isomorfismo g : M” — N que
extiende a f,4 : M}, — NJ; notemos que como ./\fgjfu+1 es universal sobre N, entonces

existe una <i-inmersién h: N — N/, que fija puntualemente a N,
)+

X

;o s SR ¢ <K
MZO( '/\/’Z(X NG-/// NO_!//
N j > jr
u u ~ 7
<,C£ I <K _

\]
M=% N
Definamos M} ., := M”, Naai1 := hIN"] y f2441 := ho g. Debido que g : M” — N
y h : N — h[N"] son isomorfismos, entonces f,,;1 también lo es; ademds como g
extiende a foo y h [n; = 1y, entonces i1 también extiende a fy,.
Back (paso 20c+-2). Con un argumento similar al anterior obtenemos el siguiente diagrama
y similarmente en el paso forth, podemos construir N, ,, Mj, y el isomorfismo fys;» :

! !
MZoH-z 5 '/\/Zoc-i-z'

<% oo
/ x+ /
)M(Fj " )MZrQ(Jr] T>'/\/’2(X+1

~
~

I <d <¢

- Y
\./\/l//< = *N”
9

~
~
h ~ _

Paso limite. Supongamos que x < y es un ordinal limite y que para todo 3 < « tenemos

construidos ML <% M, N/ <% A e isomorfismos fz : Mz — Ng. Notemos que por
B K B K B B B que p
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la escogencia de las sucesiones (0j)j<y ¥ (0j)i<y, existe j tal que para todo < « se tiene
que Mg < Mo, y Njj <i¢ Nor. Definamos M/ == |J M, N := U My fo:= U fg. Al
) B<a B<a B<a

aplicar los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion[I.1.1ll6¢) tenemos que M/ <
Mo, y que Ny <k No/; ademds como M, <i¢ My Mg <ig NV, entonces por los axiomas
de coherencia (definicion [LI.4b) tenemos que M/ <¢ M y N <¢ N. Como fyo; es la
unién de una sucesion creciente de isomorfismos, entonces f,4,, €s un isomorfismo.

Por la construccion de los M/, y los N, para todo « < 7, tenemos que M = |J M/

o<y

y que N' = |J NJ. También por lo establecido en los parrafos anteriores, tenemos que

a<y

A . . , . . .

f = |J fa es un isomorfismo entre M y N que ademds extiende al isomorfismo f pues
a<y

fo=f.

Notemos que en particular el lema 2.2.12 nos dice que dos modelos (u, o)-limites sobre
una <-subestructura o una <g-subestructura comun son isomorfos. El siguiente corola-
rio nos dice que la condicién del isomorfismo f del lema 2.2.12] puede ser removida bajo

JEP.

Corolario 2.2.13. Si K es una Q-AEC que satisface [EP y 0,0’ < u* son ordinales limite tales

que cf(o) = cf(o’). Si M es (w, o)-limite y N es (w, o’)-limite, entonces M es isomorfo a N.

Demostracién. Sean (M,)i<s ¥ (Ni)i<o cadenas <i-creciente continuas que atestiguan que
M sea (u, 0)-limite y que N sea (u, o’)-limite respectivamente. Como K satisface JEP,

entonces existen M’ =} M, y una <g-inmersion f : Ny — M.
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Por los axiomas de Lowenheim-Skolem descendente (definicion [LI.1IF), tenemos que
existe M" € Ky, tal que M” < M’y f[No] € M”, esto altimo implica que f[Ny] C M”.
Al aplicar los axioma de coherencia (definicion [[.1.14g) tenemos que f[No] < M” pues
en particular tenemos que f[Np], M” < M’y como M” < M’, entonces por los axio-
mas de densidad (definicion [LT1I74) existe M"" € K| tal que M” <¢ M” < M'. Por
tanto podemos suponer que M’ € K, pues [Ng| = p.

Como f : Ny — f[N;] es un isomorfismo, entonces podemos utilizar el lema de renom-
bramiento (lema[l.T.T6) para encontrar M” = A y un isomorfismo ' : M” — M’ que
extiende a f.

fl
Mo(—U>MI< = *./\/l”
<R ~ A

<y <4

fNG] <T—]</o

Ahora como por definicién de modelos limite M; es universal sobre M, y N; es uni-
versal sobre A\, existen <g-inmersiones g1 : M’ — M;y g, : M” — N que fijan

puntualmente a M, y N, respectivamente.

A
aC
A
(GRS
EAR% Q|
A,
??C/
’
N
¥

Como M’y M” son isomorfos, entonces es evidente que g;[M’] es isomorfo a g,[M"].
Ademas, como M es universal sobre M; y \; es universal sobre N, entonces por el lema
2.2.4 tenemos que M, es universal sobre g;[M’] pues g1[M'] < M; y N es universal

sobre g,[M"] pues g2[M"] <& M.
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Definamos las <} -cadenas crecientes continuas (M/)i., y (V)i de la siguiente manera

Mg = gi[M] Ny = go[M"],
M= M, N/ == Ny para todo i < w,
M= N = U
MI’K: M; N = /l\j'jwpara todos i€ (w,0)yj € (w,0’)

Es fécil ver que M}, = My, y N, = N, pues (M/)i-, es cofinal en (M;)j<w ¥ (NV/)icw €5
cofinal en (N)j<q.

Por como estén definidas las cadenas (M), y (N)j<o, estas atestiguan que M es (u, 0)-
limite y que N es (u, 0’)-limite respectivamente pues (M), es cofinal en (M;)is ¥y
(N)i<o es cofinal en (V).

Como M{ y Ny son isomorfos, entonces podemos aplicar el lema[2.2.12y concluir que M

y N son isomorfos.

El siguiente es un corolario inmediato del lema 2.2.12]y por tal manera no incluimos la
demostracion. El resultado es analogo al que se tiene en el contexto de las AECs y nos
serd de utilidad més adelante cuando demostremos que la unién de una cadena creciente

continua de modelos saturados es saturada.

Corolario 2.2.14 (cf. lema 10.15 en [Bal09]). Sean K una Q-AEC, w un cardinal, 8 < pu™ un
ordinal limite y M y N modelos (i, wx 8)-limites sobre sobre M y Ny respectivamente. Si M, es
isomorfo a Ny, entonces M y N son isomorfos nivel a nivel en la subsucesién de modelos indexada

por (1 X i)ics.
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Suponiendo categoricidad, el siguiente resultado nos permitira utilizar modelos de Erhen-
feucht-Mostowski para representar modelos limite. El resultado es andlogo al que se tiene
en el constexto de las AECs y nos hemos basado en la monografia [Bal09] para hacer la

traduccion al contexto de las Q-AEC.

Lema 2.2.15 (cf. lemma 10.16 en [Bal09]). Sean K una Q-AEC A-categdrica, LS(K) < p <

cf(A), & < ut un ordinal limite e I = u~®. Entonces:

1. (EMggo (I x «, d))>a<5 es una <y-cadena de modelos de cardinalidad . tal que
EMg ) (I x (a4 1), @) es p-universal sobre EM k) (I x o, @) para todo o < & y por

tanto EMg i) (I x 8, @) es un modelo (w, I x §)-limite sobre EM (k) (I, @).
2. Para todo ordinal o« < pu*, EMg i) (I x &, @) es isomorfoa EMg i) (I x p x o, @).

3. Todo modelo (y, 6)-limite sobre M, con My isomorfo a EM k) (I, @), es isomorfo a

EMﬁ(]C) (H X 5, (D)

Demostracion. 1. Sea & < p* un ordinal limite y o« < & un ordinal. Notemos que como
put < cf(A) < Ay « es un segmento inicial de § < pu*, entonces « es un segmento
inicial de A y por tanto I x « es segmento inicial de I x A. En consecuencia si X e
Y son conjuntos de tamafio p tales que X C I x a y X C Y C I x A, tenemos que
existen Yo C IxaxeY; € (IxA)\(Ixoa)conl|Y;| =ptalesque Y\ X =Y,UYj,
esto pues Y es de cardinalidad p < cf(A). Ahora bien, al ser I = p~“ ordenado
con el orden lexicografico un orden lineal rebosante (hecho [L.5.15), es en particular

universal sobre el vacio y como [I| = |Y;| = p, entonces podemos suponer que existe

'Aca I x « estd ordenado con el orden antilexicografico.
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una inmersion de orden f : Y7 — (I x (a+1))\ (I x oc)g y por tanto podemos definir

la inmersiéon f': Y — I x (¢ + 1) como:

x,six el xa
f'(x) ==

f(x), sixe Y\Ix «.
Como estamos trabajando bajo axioma de eleccién, entonces |I x «| = |I| - || y como
Il = py « < pu*, podemos concluir que [I x «f = p < cf(A). Ademds como K es A-
categorica, entonces al aplicar el corolario2.1.4/tenemos que existe una estructura de
cardinalidad A que es cf(A)-saturada y por tanto EM () (I x A, @) es cf(A)-saturado

y cf(A)-modelo-homogéneo (teorema [L.2.1) pues

[EMzio) (Ix A, @)|| = [IxAlpuesA > LS(K),
= |I| - A pues estamos trabajando bajo el axioma de eleccién,
= K- }\)

= Apues u < cf(A) <A

Por lo anterior tenemos que para toda <i-extension M € K, de EMy ) (I x &, @)
existe una <j-inmersiéon g : M — EMg ) (I x A, @) que fija puntualmente a
EM,(x) (I x &, @) pues EMf (k) (I x A, @) es cf(A)-saturado (lema 2.14) y por tan-

to cf(A)-modelo-homogéneo (teorema .

Como glM] < EM,) (I x A, @) entonces por la definicion [LT.1l7d (axiomas de

densidad), existe M’ € Ky tal que gIM] <¢ M’ < EM,) (I x A, @) y en con-

2Notemos que acé lo que se estd haciendo es sumergir una copia isomorfa de un subconjunto de I que se

encuentraenI x Aen (I x (x4 1)\ (I x &) que también es una copia isomorfa de I.
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secuencia existe un ordinal B < p* tal que « < By M’ <x EMg) (I x B, D). Al
ser x < B < u', tenemos que |I x B| = |I| - [B] = py que I x B contiene propia-
mente a I x «; por tanto existe una inmersiéon de orden f' : I x 3 — I x (x + 1)
-recuerde lo hecho al principio de la prueba con Y = I x 3- que por el hecho
puede ser extendida a una £'-inmersién P EM(IxB,®) — EM (I x (x4 1), D)
donde L’ es la expansién de £(K) dada por el teorema de Presentacion (teore-
ma [.T.19). Como f'[EM (I x B, ®)] S, EM (I x (et + 1), @), entonces al aplicar
el teorema de Presentacion (teorema [I.1.19) tenemos que fr [EME(,@ (I x B, (D)} <K
EM (k) (I x (e + 1), @). Por otro lado, como g[M] < M’ <x EMgi) (I x B, D),
entonces por los axiomas de coherencia (definicion [I.1.14c) podemos deducir que

gIM] <L EM (I x B, @) y al ser

A A\

T TeM o) (1xp,0): EMz() (I X B, @) — T/[EMi (I % B, D)

un isomorfismo, podemos concluir gracias a los axiomas de isomorfismo que f'[g[M]]
<4 1’A’[EM£(,¢) (Ix B, ®)] pues gIM] < EM (I x B, @); ademés por los axiomas de
coherencia (definicion [LT.I4d), tenemos que f'[gIM]] <% EM g (I x (x4 1), @)

AS

pues f'[gIM]] < FIEM i) (I x B, @)] < EM g (I x (x4 1), @).

A

Definamos F : M — EMg) (I x (x+ 1), ®) como F(m) = f’(g(m)) que es una

<g-inmersion pues FIM] = 1/[gIM]] < EMx) (I X (e + 1), @) y por tanto

EMg i) (I x (a4 1), @) es universal sobre EM /() (I x o, @).

Al definir M, := EMg(x) (I x «, @) para todo « < 9, resulta que M; :=

EM, k) (I x 8, @) es (u, d)-limite sobre My := EM () (I, D).
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2. Notemos que si 0 € p~* = I, entonces existe n < w tal que dom(o) = n y por
tanto podemos definir para todo i < p, 0”1 := o U {(n, n)} con dominio n + 1. Sea
I; :={0™ : 0 € I} para todo i < p. Mediante la funcién f : I — I; definida como
f(o) := o™i resulta sencillo demostrar que I e I; son isomorfos y similarmente no
es dificil ver que I; es isomorfo a I x {i} mediante la funcién que envia a (o,1) en
0"i. Lo anterior implica que I es isomorfo a I x p, por tanto existe un isomorfismo
g: Ixax — Ixpxayalaplicar el hecho[l.5.7 podemos extender g a un isomorfismo

g:-EM(IXx o, ®) — EM (I x u x o, D).

3. Esinmediato del lema2.2.14ly del primer item de este lema teniendo en cuenta que,

por el item anterior, EM ) (I X &, @) y EM i) (I X p X &, @) son isomorfos.

2.3. Docilidad

Como lo mostramos en la proposiciéon sip,q € ga—S (M) son tales que p [ p,7#
q [m, con My < M, entonces p # (. Si p #  nosotros podemos preguntarnos si
existe una subestructura A" de M tal que p [x# q [y, es decir si podemos controlar los
tipos mediante subestructuras pequefias. Para responder esta pregunta pensemos en el
caso de primer orden: si tenemos que p,q € S(A) son dos tipos sintacticos diferentes,
entonces existe una férmula con pardmetros en A que atestigua la diferencia; esto es, un
subconjunto finito de A es lo que atestigua la diferencia de los tipos. Lo anterior motiva

la definicién de docilidad, concepto crucial en la respuesta parcial a la conjetura de cate-
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goricidad eventual de Shelah de Grossberg y VanDieren en [GV06b] y de transferencia de
estabilidad de Baldwin, Kueker y VanDieren en [BKV'06].

Grossberg y VanDieren en [GV06b] consideran la propiedad de docilidad como una pro-
piedad natural de las AECs pues los contraejemplos son muy artificiales y por tanto es un
supuesto natural en dicho contexto. Coppola introduce el concepto de docilidad y deduce
algunas consecuencias de este concepto en el contexto de las Q-AEC en el capitulo 3 de
[Cop06]. A continuacién nosotros expondremos el concepto de docilidad y algunas de las

implicaciones adaptadas por Coppola al contexto de las Q-AECs.

Definicién 2.3.1 (definicién 3.2.19 en [Cop06]). Sean K una Q-AEC yx > LS(K) un cardinal.
Diremos que K es (< x)-ddcil si y solo st para todos p,q € ga — S (M) tales que p # q, existe
My < M con M| < x tal que p [am,# q [m,- Diremos que K es x-décil si es (< xT)-ddcil.

Diremos que K es ddcil si es LS(K)-ddcil.

Observacion 2.3.2. Notemos que si M € K~,, entonces por el lemall.1.13|podemos poner en la

deficnicion que My <x M en vez de My < M pues My € Ky.

El siguiente resultado nos dice que la propiedad de x-docilidad se transfiere para todo

/

X =X

Proposicién 2.3.3 (cf. hecho 3.2.20 en [Cop06])). Sea K una Q-AEC que satisface AP, JEP y
tiene MAG. Si K es x-ddcil, entonces es x'-ddcil para todo x' > x. Ademds sip,q € ga—S (M)
son diferentes con M € K-, entonces para todo N' <t M, tal que |N| < |[M| tenemos que existe

Mo tal que N <c Mo <g My p a7 4 [,

Demostracion. La primera parte de la proposicién es inmediata de la definicién.
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Ademas si p,q € ga — S (M) son diferentes para M € K., entonces existe My < M
tal que My € Koy+ P [mo# q T, Sea N € Ky tal que N < M. Por el axioma de
Lowenheim-Skolem descendente (definicion [LI.1I5) tenemos que existe M| € Ky
tal que Mo, N C M}y M} <¢ M. Como N C M, entonces N' C M, y utilizando los
axiomas de coherencia (definicién [.1.TH4a) podemos concluir que N' <x M, pues en

particular tenemos que N, My < M. 233

En [Bonl4] W. Boney prueba que la existencia de una clase de cardinales fuertemente
compactos implica que una AEC sea décil en dichos cardinales (teorema 4.5 en [Bon14]).
Por otro lado una de las hipétesis importantes en el resultado de transferencia de catego-
ricidad de Grossberg y VanDieren (teorema 0.1 en [GV06b]) es la docilidad en un cardinal
por encima de niimero de Lowenheim-Skolem de la clase; al unir los dos resultados tene-
mos entonces que la conjetura de categoricidad eventual de Shelah es consecuencia con la
existencia de cardinales fuertemente compactos. La principal herramienta utilizada por
Boney es una version del teorema de Los para AECs (teorema 4.3 en [Bonl14]) y dicho
resultado es una aplicacién del teorema de Presentacién de Shelah y del teorema de Lo$
para la légica L, con k un cardinal fuertemente compacto.

En [LR16] Lieberman y Rosicky generalizan el resultado de Boney al contexto de las ca-
tegorias accesibles. En el contexto de las categorias accesibles, los tipos de Galois son
definidos como relaciones de equivalencia de triplas de manera similar a lo hecho en la
definicién y de manera similar se hace con el concepto de docilidad. Para un estu-
dio detallado de més resultados en el contexto de las AECs adaptados al contexto de las

categorias accesibles véase [BR12], [Lielll], [LRV18] y [LR15].
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Hecho 2.3.4 (teorema 5.2 en [LR16]). Si existe una clase propia de cardinales fuertemente com-

pactos, entonces toda categoria accesible con colimites directos es ddcil.

En [Cop06] no se menciona el argumento de Boney pues este tltimo es muy posterior a la
presentacion de la tesis doctoral de Coppola; por tanto en el presente trabajo se trata por
vez primera la consistencia conjuntista de la docilidad en el contexto de las Q-AECs. En
primer lugar debemos notar que gracias a los lemas[[.1.221y [.T.27 podemos afirmar que
una Q-AEC K es una categoria accesible con colimites directos (para familiarizarse con el

concepto de categoria accesible véase la seccion 3 de [Liell] o [BR12]).

Hecho 2.3.5 (cf. teorema 4.1). Si K es una Q-AECy A > LS(K) es un cardinal reqular, entonces

K es una categoria A-accesible con colimites directos.

Lo anterior nos permite aplicar el hecho[2.3.4y asi poder tener la consistencia conjuntista

de docilidad en Q-AECs.

Afirmacién 2.3.6. Si existe una clase propia de cardinales fuertemente compactos, entonces toda

Q-AEC K es x-décil con x en la clase de cardinales fuertemente compactos.

Como lo dijimos en la introduccién, la propiedad fundamental en el resultado de transfe-
rencia de categoricidad de Grossberg-Vandieren en [GV06b] que Coppola intent6 adap-
tar en [Cop06] con algunas dificultades, es la docilidad. La afirmacién 2.3.6/ nos permite
tener cambiar esta hipotesis por la de la existencia de una clase propia de cardinales fuer-
temente compactos y asi estar listos para intentar solucionar las dificultades que se le

presentaron a Coppola en su tesis y que aislamos en la introduccién.
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Recordemos que el problema central en el trabajo de Coppola esta en poder garantizar
que no existen pares fuertes de Vaught y propone las condiciones[0.0.6, 0.0.7y para

intentar solucionar este problema.

Pregunta 2.3.7. ;Es posible demostrar, refutar o quitar las condiciones [0.0.6) 0 [0.0.8 pro-

puestas por Coppola?
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ruptura

La relacién de ruptura es una primera aproximacién a una nocién de independencia bien
comportada en el contexto de las AECs que se puede adaptar facilmente al contexto de
las Q-AECs. Dicha relacién es introducida por Shelah para el contexto de las AECs en
[She99] y Coppola adapta el concepto de ruptura para el contexto de las Q-AECs en la

seccion 3.2 de [Cop06].

En la primera parte de este capitulo nosotros reproduciremos el trabajo hecho por Cop-
pola para la nocién de ruptura haciendo ciertas observaciones y demostrando cada resul-
tado con todos los detalles; ademads de esto, demostraremos algunas propiedades que no
estdn enunciadas en [Cop06] que nos serdn de utilidad en el estudio de la superestabi-
lidad en el contexto de las Q-AECs, especialmente al momento de demostrar el caracter
local de la relacién de no ruptura y la existencia de marcos buenos. Luego de introducir
la nocién de ruptura y sus propiedades, procederemos a enunciar y demostrar una ver-

sion del teorema de Shelah-Villaveces (teorema 2.2.1 en [SV99]) que nos habla del caracter
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local de la relacion de no-ruptura en Q-AECs.

Podriamos decir que el teorema de Shelah-Villaveces es un analogo a que k(T) = N, para
una teoria superestable T de primer orden, es decir que hay no-bifurcacién sobre algtin
conjunto finito para todo tipo sintactico. Para adaptar y demostrar el teorema de Shelah-
Villaveces al contexto de las Q-AECs, nosotros utilizaremos las ideas expuestas por Shelah
y Villaveces en [SV99] y por Boney, Grossberg, VanDieren y Vasey en [BGVV17].

En este capitulo supondremos que toda Q-AEC K satisface AP, JEP y tiene modelos ar-
bitrariamente grandes. Ademas de esto, estaremos trabajando siempre bajo el supuesto
que existe una clase propia de cardinales tales que k = k= y por tanto podremos aplicar
siempre el teorema [[.2.7] garantizando la existencia de modelos monstruos de tamafos
arbitrariamente grandes. Otro supuesto conjuntista que haremos en este capitulo, a no
ser que se diga lo contrario, es la hipétesis generalizada del continuo (GCH) pues es in-

dispensable en la demostracion del teorema de Shelah-Villaveces.

3.1. Ruptura

El concepto de ruptura (splitting en inglés) tiene un lugar muy importante en el desarro-
llo de la nocién de superestabilidad en AECs pues es una aproximacién a nociones de
independencia en este contexto y es fundamental en el teorema de Shelah-Villaveces (teo-
rema 2.2.2 en [SV99]). Intuitivamente hablando, la ruptura se da cuando un tipo de Galois
p € ga — S (N) tiene cambios fuertes de informacion sobre alguna <}-subestructura M de
N y la no ruptura cuando estos cambios fuertes de informacién no se presentan.

Para ser un poco mds precisos con lo que significa cambios fuertes de informacion, recurra-



3.1 Ruptura 125

mos al concepto de ruptura en términos de tipos sintacticos. Para ello, sea A C M un
conjunto y p € S(A) un tipo completo. Diremos que p € G(A) rompe sobre B C A si para
algin n € N existen @,b € A™ tales que tp (a/B) = tp (b/B) y una féormula ¢(x,7) tal
que (X, @) € py —d(x,b) € p.

Sea ¢ F p. Como tp (a/B) = tp (E/ B), entonces existe un isomorfismo parcial f que fija
puntualmente a B tal que f(a) = b; dicho isomorfismo puede ser extendido a un auto-

morfismo f de M.

ol

Notemos que como p es un tipo completo y ¢(x;a), ~d(x;b) € p, entonces

f(tp(e/Ba)) = tp (T(e)/F(Ba)),
1?(6) /f (BH)) pues f C 1?,

7€) /Bf (@) pues f [5=Ts,

# tp (C/Bb) pues ¢(X;@), ~d(X;b) € p.

Lo anterior motiva la nocién de ruptura en el contexto de las AECs y fue introducida por

Shelah en [She99]. Coppola hace la traduccién de dicha nocién al contexto de las Q-AEC.
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Definicién 3.1.1 (cf. definicién 3.2.14 en [Cop06], cf. definicién 2.1.4.1 en [She99]). Sean K
una Q-AEC y M,N € K. Diremos que p € ga — S (N') u-rompe sobre M <x. N si y sélo si

existen N, N> € K<, y un isomorfismo h : Ny — N tales que:

(a) M '<IC-/\/‘1)~/\/’Z —<%N/
(¢) hfam= T,

(d) yp a7 h(p )

La siguiente es la primera propiedad de la relacién de ruptura. Esta propiedad no es

estudiada por Coppola en su tesis doctoral.

Observacion 3.1.2 (transitividad de la relacién de ruptura). Si p € ga — S (N) p-rompe
sobre M <} N, entonces para todo M’ <y M tenemos que p p-rompe sobre M'. Ademds, si

q € ga—S (N')es tal que q [n=p donde N' =i N, entonces q p-rompe sobre M.

Demostracién. Sip € ga — S (N) p-rompe sobre M, entonces existen Vi, N; € K<, y un
isomorfismo h : N7 — N, tales que M <x N, Na <g N, h [u=Tmy P v, # h(p Tay)-
Como M’ <x M, tenemos que h [ry= Tr y que M’ < Ny, Ny < N por tanto p
p-rompe sobre M’ pues p [a,7# h(p [a;).

Por otro lado, si ¢ € ga — S (N') con N' <, Ny q [y= p, entonces por los axiomas de
coherencia (definicion [LTHd) tenemos que N7, N; <¢ N’ pues N1, N; <R N < Ny

como q [y=p,entonces q [om=P In; V q [A,=P [a, Y por tanto h(q [a,) # q [a,- En

conclusién, q p-rompe sobre M. 312

Como veremos a lo largo de este capitulo, la ruptura y la no ruptura siempre coexisten. En el

siguiente resultado mostramos que la persistencia de ruptura es el caso malo pues implica
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que no hay estabilidad bajo condiciones de cardinalidad adecuadas. En la demostracion
que presentamos a continuacion nosotros completamos detalles y aclaramos algunas im-
presiciones que tiene la demostracién de Coppola con las cadenas que se construyen y

para ello hemos tenido en cuenta las ideas expuestas en [Bal09].

En el siguiente lema no necesariamente vamos a suponer GCH.

Lema 3.1.3 (lema 2.2.17 en [Cop06])). Sea « el minimo cardinal tal que 2% > w. Suponga que

(Mi)icx C K es una sucesion creciente continua. Sip € ga — S (U Mi) es tal que p [, ,

i<k

u-rompe sobre M para todo i < k, entonces K no es estable en .

Demostracion. Por hipétesis tenemos que para todo i < k, existen M}, M? € K<, e iso-

1

1

morfismos f; : M! — M? tales que M; < Mj, ME <8 Mg, 1 fija puntualmente a M;

Y ulp L) # P Lae-

Sea p > « tal que u=* = . Notemos que por el teorema [1.2.7, tenemos que existe C € K,

de tal manera que |J M; <} Cy como por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (defi-
i<k

nicién [LITI6D) podemos decir que para todo i < k se cumple que M; <¢ |J M;, entonces
i<k

al aplicar la transitividad de la relacién <} (definicion [LT.III) tenemos que M; <} C pa-

ra todo i < k. Ademads como C es homogéneo (teorema [1.2.7)), entonces para todo i < «

existe f; € Autyy, (C) que extiende a f; : M] — M2,

Lo que haremos es construir un arbol de nuevas estructuras N, con n € 2=, basan-

donos en la cadena (M) dada en las hipétesis del lema a partir de isomorfismos

hy @ Mygm) — N, y construir una estructura de tamafio p sobre la cudl podemos de-

tinir 2* tipos. Esto lo haremos recursivamente sobre 2.
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Para la base, tome Ny = Mo, hg = Ta, YPo =P o= Ty = (P Tmy)-
Supongamos ahora que para lg(n) = « < Ky 1 € 2* tenemos construidos N, isomor-
fismos h, : M, — N, y tipos de Galois p, = /h\,](p 'm.) € ga — S(N;), donde a

es un automorfismo de C que extiende a h, dado por la homogeneidad de C (teore-

—

ma [[.2.7). Definimos h,~y := hy [aq,,,, Ny = hy o fx MMairr Nyt = il Ma) y
Pri = h/ﬂ:(p Mas) € ga — S(MN;~i). Notemos que por construccion se cumple que
h, C h,~; parai = 0,1. Como M, < Mg y los h~; son isomorfismos pues son res-
tricciones de automorfismos de C, entonces por la definicién [.1.1] parte B] (axiomas de
isomorfismo) tenemos que NV, <¢ N, ~; parai=0,1.

Sii < k es un ordinal limite y para todo j < iy todon’ € 2 tenemos construidos N
e isomorfismos h, : M, — N, entonces para todo n € 2P definimos h, := Uhay,

j<i

Ny 1= (M) y Py = ha(p )-

Por construccién es inmediato que para todo n € 2= se tiene que N, < C, en particular
tenemos que para todomn € 2<% se cumple que N, C |C|y por tanto |J N, C |C|. Ademaés

n€2<K

como

= 2% sup{INyl},

TIGZ<K

UJ Ny

T]62<K

= 2. ppues para todon € 2= tenemos que [M;| = [N, | =,
= sup{2": A < k, A cardinal}- p,
< - ppues por hipéteis k es el minimo cardinal tal que 2° > p,

= u



3.1 Ruptura 129

y como p = |[Ny| <

U Nyl

T]62<K

, entonces tenemos que

U Nyl

n€2<K

:H.

Al aplicar la definicién [LI.TI5 (axioma de Lowenheim-Skolem descendente) podemos
encontrar M’ € K, tal que M < Cy LzJ N, C M/, por tanto para todo n € 2=~
nea<x
tenemos que N, C M’y en consecuencia N;; C M’ para todon € 2<*. Como en particular
tenemos que para todo n € 2= se cumple que N,, M’ <, C, entonces al aplicar los
axiomas de coherencia (definicién tenemos que N, <x M’ para todon € 2<%
Para teminar la prueba nos hace falta ver que |ga — S (M’)| > p. Para ello, notemos que
para todo 1 € 2<% existe p, € ga — S (M’) tal que p, [n;, = py; por tanto para demostrar
que |ga — S (M’)| > p es suficiente mostrar que si n,1m’ € 2<% son diferentes, entonces

B # P

En efecto, sean vy := n /A 1’ el segmento inicial donde los tipos p, y p, coinciden y
B = lg(y). Por la contrucciéon que hicimos de los N, el segmento y podria ser vacio.
Por definicién de los tipos p, paran € 2%, tenemos que p, C pn, Py y debido a que
por hipdtesis tenemos que fg : My — M es tal que p [yz# fs(p [ ), entonces
hy(p | M ) #h,(fg(p | M, )) pues h, es un isomorfismo. Por construccién tenemos enton-
ces que Py~o = h:?o(p IMy.t) 7 h/w; (p Imy,1) = Py~1 Y por tanto podemos concluir que
P N7 Pu W, teniendo asf que [ga — S(M')] = 2 > k. 313
Observacion 3.1.4. Notemos que bajo la GCH para todo . > X, wes el minimo cardinal tal que
i < 2%y por tanto bastard tomar una <-cadena creciente continua de longitud p de estructuras

en K, para que la clase K no sea p-estable.

Ellema[3.1.3les una herramienta importante en las demostraciones del teorema de Shelah-

Villaveces (teorema 2.2.1 en [SV99]) dadas en [SV99] y [BGVV17] pues nos permitird con-
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tradecir la categoricidad si no se tiene el carécter local de la relacion de no ruptura. De
alguna manera, como lo mostraremos la primera seccién del siguiente capitulo, el concep-
to que presentamos a continuacién puede ser considerado una forma débil de la nocién
de carécter local de la relacién de no ruptura y por tal motivo lo incluimos en la siguiente

definicién para el contexto de las Q-AECs.

Definicion 3.1.5 (cf. definicion 6.(3) en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC, u > LS(K) un car-
dinal y o un ordinal limite. Diremos que la relacion de u-ruptura tiene cardcter local universal
débil en o si para toda <y -sucesion creciente continua (M;)i< C K, tal que My es universal
sobre M y para todop € ga— S (U Mi), existe i, < o tal que p [, ., no p-rompe sobre

i<

M

i
Notemos que si K es una Q-AEC que satisface JEP, AP, tiene MAG y es A-categorica, en-
tonces por el teorema 2.1.2] tenemos que K es p-estable para todo 1 € [LS(K),A); ademas,
si para todo p € [LS(K),A) tenemos que o, el minimo cardinal tal que 2°* > y, entonces
la relacién de p-ruptura tiene caracter local universal débil en o, para todo p € [LS(K), p)
pues de lo contrario tendriamos que K no es p-estable por el lema2.1.2] De este argumen-

to deducimos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.6. Si KC una Q-AEC que satisface JEP, AP, tiene MAG y es A-categorica, entonces
para todo pu € [LS(KC), A) existe o, tal que la relacion de p-ruptura tiene cardcter local universal
deébil en oy,.

Observacion 3.1.7. Si suponemos la GCH, tenemos que  es el minimo cardinal tal que 2% > ny
al utilizar la observacion junto con el corolario[3.1.6] tenemos que para todo p € [LS(K), )

la relacion de no ruptura tiene cardcter local universal débil en .
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La siguiente afirmacion es hecha por Boney, Grossberg, VanDieren y Vasey en [BGVV17]

pero sin demostracién. A continuacién nosotros la enunciamos y demostramos.

Lema 3.1.8 (observacion 7.(2) en [BGVV17]). Sean &« < B ordinales limites. Si la relacion de
w-ruptura tiene cardcter local universal débil en x, entonces la relacion de u-ruptura tiene cardcter

local universal débil en 3.

Demostracion. Parallegar a una contradiccién, supongamos que la relacién de no p-ruptura
no tiene carécter local universal débil en . Esto quiere decir que existen una <j-sucesion
creciente continua (M;)icpg C K, yp € ga—S (U /\/li) tales que p [aq,,, H-rompe so-
i<P
bre M; para todo i < 3. Ahora bien como (M;)i-4 es una subsucesién de (M; € K, )i<p,
entonces es una <j-sucesion creciente continuay p [, € ga—S (M,) = ga—S (U Mi) .
i<a
Notemos que por la escogencia de la < -sucesion (M) y del tipo de Galois p, tenemos
que p [um,,, H-rompe sobre M; para todo i < 3 y como para todo i < « tenemos que
(P M) M= P My, pues Mig <@ M,, entonces (p [am,) [my,, H-rompe sobre M;

para todo i < o pues & < f3. Esto tltimo es absurdo pues la relacién de p-ruptura tiene

carécter local universal débil en «. 3.1.8

El siguiente es un lema técnico que nos servird en uno de los resultados previos (lema
3.2.22) a la demostracion del cardcter local de la relacién de no p-ruptura (teorema [3.2.23).
Lo que el siguiente resultado nos dice es que el caracter local débil de la ralacién de
no p-ruptura, puede ser atestiguado por un ordinal sucesor para cadenas de longitud
adecuada. En [BGVV17] para demostrarlo, los autores suponen que la relacién de no p-
ruptura tiene cardcter local universal débil en p. Como la observaciéon [3.1.7Inos dice que

la A-categoricidad implica que la relacién de no p-ruptutra tiene cardcter local universal
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débil en p para todo p € [LS(K), A), nosotros supondremos a lo largo de este capitulo que

K es una Q-AEC A-categorica.

Lema 3.1.9 (cf. lema 11.(3) en [BGVV17])). Sean K una Q-AEC A-categdrica y u < A un
cardinal. Si (M), C K, es una <-cadena creciente continua tal que M. es universal sobre
M; para todo i < , entonces para todop € ga — S <U /\/li> existe un ordinal sucesor i, < p
i<p
tal que p a1, ., n0 p-rompe sobre M.
Demostracién. Sea (M,)i-, C K, una <g-sucesion creciente continua tal que M es uni-
versal sobre M; para todo i < . Por el lema 2.2.4] en particular tenemos que My, es
universal sobre My pues My, es universal sobre My y Mo < Maiys, por tanto
(M3i)i<, es una <i-subsucesion creciente continua tal que Mo, 1) = M,z es universal
sobre My;. Es inmediato que la <g-subsucesion (M,;)i-, es cofinal en (M)i,,.
Gracias a que por hipétesis tenemos que K es A-categorica, podemos aplicar la observa-
ci6on[3.1.7]y asi concluimos que la relacién de no p-ruptura tiene caracter local universal
débil en y, esto quiere decir que para todo p € ga— S (U Mg) =ga—S <U M1>
i<u i<u
existe j, tal que p [rg,; 1) =P [my,,, NO p-rompe sobre Moy;, .
Por otro lado, como <Mi>i<oc C ICLL esuna —<%—cadena creciente continua, entonces M %p —<%
Maj, 1 =g Myj,12 y por tanto al aplicar la monotonia de la relacién de no p-ruptura
(observacion [3.1.13), podemos afirmar que p [ My;, ;2 no p-rompe sobre Mp; . Defina
ip := 2j, + 1. Claramente i, es un ordinal sucesor y p | My =P i My, 4, NO p-rompe sobre

My, = My, 1. 3.1.9

El siguiente lema es la primera aproximacién que tenemos a una condicién de cardcter local

para la relacién de no ruptura pues nos dice que, bajo el supuesto de estabilidad, existen
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estructuras que atestiguan la no ruptura del cardinal de la estabilidad, dichas estructuras

las llamaremos bases de no ruptura.

Lema 3.1.10 (existencia de bases de no-ruptura (lema 3.2.18 en [Cop06])). Sean K una Q-
AEC p-estable y IM| > p > LS(K). Para todo p € ga — S (M), existe N, tal que IN,| = py p

no p-rompe sobre N,.

Demostracion. Para el caso en que |[M| = y, es suficiente tomar N, = M y el resultado es
inmediato.

Para el caso en que [M| > psuponga que el enunciado es falso, lo que haremos es construir
una <y -sucesion creciente continua de modelos (N;)i<x C K, tal que para todo i < «,
tengamos que p [y;., u-rompe sobre N, siendo k el minimo cardinal tal que p < 2%, y asi
contradecir la p-estabilidad con ayuda del lema[3.1.3

Para lograr nuestro objetivo, supongamos que para toda <y -subestructura N’ € K, de M,
p u-rompe sobre N. Construiremos la <} -sucesion (NV;), recursivamente de la siguiente

manera:

(i) Para la base, utilice el axioma de Léwenheim-Skolem descendente (definicion [L.1.115)

para encontrar una ~-subestructura Ay € K, de M.

(ii) Para el paso sucesor, supongamos que para i < k tenemos construida la < -subestruc-
tura NV; € K, de M. Por el supuesto que hicimos al principio de la demostracion,
tenemos que p p-rompe sobre N; y por tanto existen N?, N € K,, y un isomorfismo

fi: VY — N/ tales que NV; < NO N <M, fi [yvi=Ta v Fi (p TM?) #P -

Por el lema [[.T15] existe NV}, € K, tal que M; <¢ N/, <E My NYUN! C N/, de
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esto ultimo es inmediato que VY, N/ C N/,; y al aplicar los axiomas de coherencia

(definicion LI.1Hd) podemos deducir que NP, ] <x N/, pues en particular te-
nemos que N, NV}, Ny <x M. Por los axiomas de densidad (definicion [LT.11[7a)
tenemos que existe Ny, € K, tal que NV, <¢ Ny <g¢ M pues V,; <¢ My al
aplicar los axiomas de coherencia (LTI40), tenemos que N2, N <¥ Ai,1. Notemos

que como (p [a,,) [yi= P [ paraj = 0,1, entonces N2 Ny f; atestiguan que

P i, H-rompa sobre M.

(iii) Para el paso limite, suponga que para i < k un ordinal limite tiene construidos N <}

M que cumplen las condiciones dadas, definamos N; := |J N;. Por los axiomas de
j<i

cadenas de Tarski-Vaught (definicién [LI.Il6¢) tenemos que N; <x M pues para
todo j < itenemos que N <g M y al aplicar el lema tenemos que N; < M

pues por construccién tenemos que N; € K,..

La construccién que acabamos de hacer nos garantiza que para todo i < k se cumple que
N: € K, y que la sucesion (V)i es una <}-sucesion creciente continua. Es inmediato de

los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [LT.1l6d) tenemos que |J N; <x M

i<k
pues para todo 1 < k, tenemos que N; < M y por tanto p | UMmE ga—S= (U M) Por
i<k i<k
ultimo notemos que por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicién [LLI1.Tl6D),

i<k

tenemos que N; <¢ |J N para todo i < k y por tanto (p 'y M) Inv.= P [a; para todo

i<k

i < K, entonces podemos concluir con ayuda de la construccion hecha en el paso sucesor

i<k

que (p 'y M) N =P Ini,, n-rompe sobre N; para todo i < k. Asi hemos demostrado

que la <}-sucesion creciente continua (NVi)i<x C K, y el tipo de Galois p | € ga —

i<k

S (U M) cumplen las hipotesis del lema y en consecuencia K no es p-estable, lo

i<k
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cual es absurdo. Por tanto existe A}, <g M tal que p no p-rompe sobre N, y ademds

Nl =

A continuacién demostraremos algunas propiedades que tiene la relacién de no ruptura

que nos serdn de utilidad cuando demostramos el teorema de Shelah-Villaveces.

Lema 3.1.11 (invarianza de la relacién de no ruptura). Sean Ny N' € Ky p € ga—S (N).
Si p no p-rompe sobre M y f : N' — N es un isomorfismo, entonces f(p) € ga — S (N”') no

u-rompe sobre f[M].

Notemos que el contrareciproco nos dice que la relacién de ruptura también es respetada

por los isomorfismos.

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supongamos que f(p) p-rompe sobre f[M], es-
to quiere decir que existen Nj, N; € K<, y un isomorfismo g : N — N, tales que
fIM] <k Niy3Na <& N7, g Tim= Tam v 9 (F(P) Ta,) # f(p) [a;- Como f es un isomor-
fismo, entonces por la definicion [L.1.1I3] (axiomas de isomorfismo) tenemos que M <
NG FHMY <R Ny que hii= 71 [a, og o f [y £ ING] — £7INV4] es un isomor-

tismo, esto ultimo lo tenemos pues h es composicién de isomorfismos. Notemos que

h(p lmg) = T I egof g (P T1va)

= ' [n og (f(p) Tay),
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y como ademds tenemos que

fEp) Tay) = D) Ty
= Pl -

Por nuestro supuesto tenemos que g (f(p) [n,) # f(p) [n; Y como f es un isomorfismo

tenemos ademas que f~' (g (f(p) [a;)) # ' (f(p) ;) pero como

(g (f(p) Ing)) = F(g(f(P)) Iar)s
= £ '(g(f(p)) l+—1ny)»

= h(p )

entonces podemos concluir que h (p [+-1(y,)) # Py, ¥ POr tanto p p-romperia sobre M,

lo cual es contradictorio. 3.1.11

En [Cop06], Coppola enuncia y demuestra la monotonia de la relacién de ruptura en
términos de la realacion fuerte <}. Nosotros hemos debilitado esta condicion enunciando

y demostrando el lema en términos de la relacién débil <.

Lema 3.1.12 (cf. hecho 3.2.15 en [Cop06], monotonia de la relacién de no ruptura). Sean
MM N € K tales que M < M’ < N. Supongamos que p € ga—S (N') no pu-rompe sobre

M, entonces p [y no p-rompe sobre M y p no p-rompe sobre M.

Demostracién. Supongamos que p p-rompe sobre M/, entonces existen Ny, N7 € K<, y un
isomorfismo h : Ny — A tales que M’ <x Noy N7 <E N, h [p= Ty y hi(p In,) #
P In; pero como M <, M’, entonces h [p= Ty y M < Ny, NV, por tanto No, N7y h

atestiguan que p p-rompe sobre M, lo cual es contradictorio.
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Sip [amr p-rompe sobre M, entonces existen My, M; € K<, y un isomorfismo h : My, —
M, tales que M < Mo, My < M/, h [jpy= Tm, YR (P IMmy) # P I, ¥ como por la
definicion [LT.114d (axiomas de coherencia) tenemos que My, M; <& N pues My, M; <}

M’ < N, entonces tendriamos que p p-rompe sobre M, lo cual es absurdo.

Observacién 3.1.13. Sean M, M';N € K y supongamos que p € ga — S (N') no u-rompe
sobre M. Notemos que como la relacion <} extiende a la relacion < (definicion L.TII2), el lema

3112 es vilido si M <g M’ <E N, M < M' <EN o M <E M < N.

Lema 3.1.14 (unicidad de extensiones de no-ruptura bajo universalidad (lema 3.2.21 en
[Cop06])). Suponga que My < M <} N con M p-universal sobre M para algiin i > M|
y que K es x-ddcil para algiin x < |Mol. Si p € ga — S (M) no p-rompe sobre M, entonces p

tiene a lo sumo una extension en ga — S (N') que no p-rompe sobre M.

Demostracion. En primer lugar notemos que por hipétesis tenemos que M es p-universal
sobre M, y por tanto M € Ks,; ademds como M <g N, entoces también tenemos que
N € Ks,.

Procedamos por reduccién al absurdo. Si existen tipos de Galois s,q € ga — S(N) di-
ferentes que extienden a p y no p-rompen sobre M,, entonces por la x-docilidad de £,
podemos encontrar Ny € K<, tal que Ny <¢ Ny s [x# q [n,. Como por hipétesis
tenemos que M, < M <i N, entonces por la transitividad de la relacién <} (defini-
cion LTI podemos decir que My < Ay como por hipétesis también tenemos que
X < IMy| < p, entonces al aplicar el lema[L.T.T  existe Ny € K, tal que My <g Ny < N
y No € N{. Esto ultimo implica que Ny, C N y al aplicar los axiomas de coherencia

(definicion [1.1.T4d), podemos concluir que Ny <x N pues en particular Ny, Nj < N.



138 3 Ruptura y carécter local de la no ruptura

Por la p-universalidad de M sobre M,, existe una <g-inmersion f : Ny — M que fija
puntualmente a M,. Definamos N, = f[A{]. Debido que s, q no p-rompen sobre sobre
M, entonces q [n7=f(q [n7) y s [ay= f(s [a7y); pero como q [a,# s [, entonces al apli-
car la proposicién tenemos que q [n# s [y pues Ny <k Nj y al utilizar de nuevo

la proposicion [1.3.12) podemos concluir que s [ M # q [ M, lo cual es contradictorio con

el hecho que s y q extiendan a p.

Observacion 3.1.15. Si en las hipétesis del lema tenemos que [N| = |M| = w en vez de la docili-
dad, el resultado también es vdlido. En efecto si [N| = [M| = u, entonces por la n-universalidad de
M sobre M, existe una <-inmersion f : N' — M tal que oy, = 1, ¥ Si ¢y s € ga — S(N)
son como en la demostracion del lema, s [y q [nx Y siguiendo en mismo argumento del lema

anterior, tenemos que s a7 q [n. Por lo tanto q [p# s [ .

El siguiente lema nos serd de utilidad al momento de demostrar el caracter local de la
relacion de ruptura y ademads nos da una definicion equivalente del concepto de cardcter

local universal débil.

Lema 3.1.16 (cf. lemma 11.(2) en [BGVV17]). Sea K una Q-AEC que satisface AP, JEP y
con MAG, u > LS(K) un cardinal, o, < u* ordinales limite. Si K es u-estable, entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(i) La relacion de p-ruptura tiene cardcter local universal débil en «.

(it) Para toda <3-sucesion creciente continua (M,)i-q tal que M, es (w, §)-limite sobre M;

para todo i < « y para todop € ga— S <U Mi), existe i, < o tal que p [p ., 1O

i<a

w-rompe sobre M.
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Demostracion. Para ver que (i) implica (ii) razonaremos por reduccién al absurdo. Para
ello sean (M);_; la <{-cadena creciente continua que atestigua que M es (L, 5)-limite
sobre M;yp € ga—S (U /\/li) tal que p [uq,,, H-rompe sobre M; para todo i < «.
i<
Como por definicion de estructura (p, §)-limite tenemos que MY := M;, M] es universal
sobre M?y Ué M) := M1, entonces al aplicar los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught
j<

(definicion [LT.TI6C) tenemos que M| < My, y por el lema 2.24] podemos concluir
que que My, es universal sobre M; para todo i < o'y por tanto la <j-cadena creciente
continua (M)« y €l tipo p atestiguan que la relacién de no p-ruptura no tiene caracter
local débil en « lo cual contradice (i).

Veamos ahora que (ii) implica (i). Para ello supongamos que (ii) es verdadero y por re-
duccién al absurdo supongamos que (i) falla, esto tltimo quiere decir que existen una
<{-cadena creciente continua (M), tal que M, es universal sobre M; y p € ga —
S (U ./\/li) tal que p [, H-rompe sobre M; para todo i < «. Como por hipétesis K es

i<

u-estable, entonces por el corolario tenemos que para todo 1 < o existe M} € K,
que es (H, d)-limite sobre M; y como M, es universal sobre M; y M} € K, podemos
garantizar la existencia de una <-inmersién f; : M — My tal que ;M) = Tuy,
para todo i < o«. Notemos que al aplicar el lema 2.2.5 5 veces, tenemos que f;[M;] es
(W, 8)-limite sobre M;.

Lo que haremos ahora es definir una <}-sucesion creciente continua (M; )i, basados en

M;)ics de tal manera que M, es (u, §)-limite sobre M;". Lo haremos recursivamente
q i+1 ) i

sobre i < o de la siguiente manera.

» Para i = 0, definimos M{ = M, y para i = 1 definimos M := fo[M;]. Por
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*

la escogencia de fj es evidente que M, <} fo[M§] < M, y por tanto tenemos
que M{ <@ M <¢ My, M{ = f[M}] es (u,d)-limite sobre M = M, y que

+ +
oy M7 e K.

= Supongamos que para i < « tenemos construida la estructura M < M;. Por la
escogencia de M; y de la <i-inmersion f; : M} — M, 4, tenemos que M| <
M; <@ il M;] < Mgy que fi[M}] € K, es (p, §)-limite sobre M;. Al aplicar el le-
ma[2.2.4]a la primera estructura de una <}-cadena creciente continua que atestigue
que f;[M;] sea (p, 6)-limite sobre M;, entonces tenemos que f;[M;] es (p, §)-limite

sobre M y por tanto M;" <} f;[M;]. Definamos entonces M, := f;[M;].

= Sea i < o un ordinal limite diferente de 0 y supongamos que para todo j < 1i te-
nemos construidas las estucturas M;" € K, tales que (M, )i es una <-sucesion
creciente continua y que para todo j < 1i, tenemos que M;" <x M. Por los axio-

mas de cadenas de Tarski-Vaught (definicién [L1.1l6d) tenemos que [J M" <x M.

j<i
Definamos entonces M := |J M;". Claramente M € K, puesi < oc < p'.
j<i
Por construcciéon tenemos que (M )i-, es una <}-sucesion creciente continua tal que

para todo i < « tenemos que M, es (i, §)-limite sobre M;". Ademds como M; < M;

y M; <¢ |J M, para todo i < «, entonces en particular tenemos que M C |J M; para

i< i<a

todo i < ay por tanto |J M{ C |J M;; por otro lado si tomamos a € |J M, entonces

i<a i<a i<a
existe j < « tal que a € M; y por la segunda parte de la construccién de la sucesién

(M )i<a, deducimos que M” C M; C M/, y asf tenemos que a € M. Por tanto podemos

afirmar que J M; C |J M{ pues Mj,; C [J M y en consecuencia |J M{ = J M.

i<a i<a i<a i<a i<
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Claramente la subsucesion (M3, )i« €s un <y -cadena creciente continua puessii < j < «,
entonces 2i < 2j y por tanto Mj; <i Mj; y sij < «es un ordinal limite diferente de cero,

entonces 2j = j y tenemos que

+ +
o= M

)

= U M por la definicion de la sucesion (M )i,

k<j

= U M3, pues la sucesion de ordinales (2k).; es cofinal en j.
k<j

Ademas como por la construccién de la <%-sucesién creciente continua <./\/lir )ico, tenemos
que M3, es (u,d)-limite sobre M3, ., y M3, <¢ M3, ,, entonces al aplicar el lema 2.2.4]
a la primera estructura de una <j-cadena creciente continua que atestigue que M3, ,
es (u, d)-limite sobre M3, ,, tenemos que M3, ., es (u, d)-limite sobre M3, y por tanto la
<{-sucesion creciente continua (M3, )i-, cumple las condiciones de (ii). Ademds como
UMz = UM = U M, entonces p € ga — S (U M;) y como hicimos el supuesto

i< i< i< i<

que (ii) se satisface, podemos encontrar i, < x tal que p | M

no p-rompe sobre M3, .
(ip+1) v

Notemos que por la construccién de la <-sucesién creciente continua (M )i or la
K i

escogencia de las <%-inmersiones fi : MY — M, para todo i < «, tenemos que

+ u _ + u _ + _ +
My, < Mai, =g T2, My ] = My <k Moy <k fai, Mg 0] = My = My )

Ahora bien, al aplicar la monotonia de la relaciéon de no ruptura (lema [3.1.12) tenemos

+ U Aq+ +
que p [ay,,, NO p-rompe sobre My, pues My, .1 <g My, L)y como My < Mo,

entonces de nuevo por el lema 3.1.12] (monotonia de la relacién de no ruptura) podemos

concluir que p [, ,, NO p-rompe sobre My, lo cual contradice la escogencia de la <i-

sucesion (M) ydep € ga—S <U ./\/li) .

i<a
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3.2. Caracter local de la relacion de ruptura

Como lo mencionamos al principio del capitulo, lo que buscamos es encontrar una anélo-
go a k(T) = Ny como nocién de superestabilidad, para T una teoria estable de primer
orden, pero en el contexto de las Q-AECs. En el caso de primer orden, nosotros podemos
decir que k(T) = ¥, si ningan tipo sintdctico bifurca sobre algtn conjunto finito; notemos
ademads que esto equivale a que la teoria T sea superestable (nota 5.10 en [Pil08]) y por tan-
to lo que nosotros expondremos en las siguientes paginas es una primera aproximacién
al concepto de superestabilidad en el contexto de las Q-AECs.

Como el concepto de no p-ruptura es es una nocién robusta de independencia en el con-
texto de las Q-AECs, entonces la manera natural de adaptar k(T) = N, serfa decir que
todo tipo no p-rompe sobre un conjunto finito. Esto trae ciertas dificultades técnicas pues
la relacion de p-ruptura sélo estd definida para estructuras y en caso de cambiar la pa-
labra conjunto por estructura, también habria problemas pues es no podemos encontrar
estructuras finitas en una Q-AEC arbitraria. Inspirados en [SV99] y en [BGVV17], noso-
tros remplazamos la afirmacién “ningtn tipo sintactico bifurca sobre algtn conjunto fi-
nito”por la siguiente definicién, pues es una consecuencia de superestabilidad en primer

orden.

Definicion 3.2.1 (cf. definicién 6.(4) en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC, u > LS(K) un
cardinal y o un ordinal limite. Diremos que la relacion de no w-ruptura tiene cardcter local
universal fuerte en « si para toda <}-sucesion creciente continua (M), C K, tal que M,
es universal sobre M; para todoi < ocy para todop € ga—S (U ./\/li) , existe i, < o tal que p

i<a

1no w-rompe sobre M.
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Observacion 3.2.2. Supongamos que la relacién de no u-ruptura tiene cardcter local universal

fuerte en «, esto es para toda <y-sucesion creciente continua (M;)ico C K, tal que M. es

universal sobre M; para todo i < « y todop € ga — S (U /\/li>, existe i, tal que p no p-
i<a

rompe sobre M. Como Mj, <Q Mi, <% U M, entonces por la monotonia de la relacién
i<

de no ruptura (lemaB.1.12) tenemos que p |, ., 1o p-rompe sobre My, . Como la <-sucesion

ip+1

(Mi)<a y el tipo de Galois p son arbitrarios, entonces podemos concluir que la relacion de no

w-ruptura tiene cardcter local universal débil en o.

La nocién de caracter local universal fuerte también se conoce como cardcter local de la
relacion de no p-ruptura. Dicho concepto es enunciada de manera implicita en la conclusién
del teorema de Shelah-Villaveces (teorema 2.2.1 en [SV99]]) por Shelah y Villaveces; en
[BGVV17] Boney, Grossberg, VanDieren y Vasey la definen de manera explicita para quitar
los huecos (“gaps”) en la demostracién hecha por Shelah y Villaveces en [SV99] del teorema
de Shelah-Villaveces.

El siguiente lema nos muestra que es suficiente demostrar que la relaciéon de no p-ruptura
tiene cardcter local universal fuerte en un ordinal regular « para ver que tiene dicha pro-
piedad en todo ordinal con cofinalidad «. En [BGVV17] s6lo es enunciada sin demos-
tracion esta propiedad para contexto de las AECs y debido que es una herramienta im-
portante en la demostracién del teorema de Shelah-Villaveces, nosotros adaptamos este

resultado al contexto de las Q-AEC e incluimos la demostracién en este contexto.

Lema 3.2.3 (cf. observacion 7.(3) en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC w > LS(K) un cardinal
y & < w" un ordinal limite. Si la relacion de no u-ruptura tiene cardcter local universal fuerte en

o’ = cf(«), entonces la relacién de no p-ruptura tiene cardcter local universal fuerte en o.
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Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que la relacién de no
p-ruptura no tiene cardcter local universal fuerte en «, es decir supongamos que existen
una <}-cadena creciente continua (M;)io C K, tal que M, es universal sobre M; y
pcga—S (U Mi) tal que p p-rompe sobre M; para todo i < «.
i<a

Lo que haremos es construir de manera recursiva una <y-sucesion creciente continua
(M{)icqr que atestigue que la relacién de no p-ruptura no tiene cardcter local universal
fuerte en o’ cantradiciendo la hipétesis del lema que estamos probando. En primer lugar
notemos que existe una sucesion creciente de ordinales ; < a coni < «' tal que sup &; =

i<a!

. Definimos las estructuras M de la siguiente manera:

= Supongamos que para i < «' tenemos construido M/ tal que M; <x M,,. De-
finimos entonces M/, ; = Mg, ,,. Como &; < oty y (Mi)ic €8 una <g-sucesion
creciente, entonces M,, < My, , y como M{ <x M,,, entonces al aplicar los axio-

mas de coherencia (definicion [[.T.T40, tenemos que M{ <& M/ .

» Sea i < o un ordinal limite y supongamos que para todo j < i tenemos construi-
do M/ tal que M <x My, y que (M/);-; es una <j-sucesion creciente continua.
Definamos M/ = U M. Por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (defini-

j<i
cién tenemos que M <i¢ M/, ademas como o; < «; para todoj < iy
(M)i<« s una <}-sucesion creciente, entonces My, <% M,, paratodoj < i. Como

M <x My, para todo j < i, entonces por los axiomas de coherencia (definicion

[LI.T4B) podemos afirmar que M/ <i My, para todo j < i. De esto concluimos que
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M| <k My, gracias a los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [L.T.TlI6c).

Por lo tanto la <}-sucesion (M), es creciente continua. Veamos que la <j-sucesion

(M])j<qr s cofinal en la <-sucesion (M)i,. Para ello sea i < «. Como por hipétesis la
sucesion («;)j<q €s cofinal en «, entonces existe j < o’ tal que i < «j, sea k el minimo
de tales j. Por la construccién de la <j-cadena (M);<, tenemos que M; <x My, y que
My = M, ,,, entonces M; < Ma, < My, ,, = M, y por tanto (M), es cofinal
en (M;)i<«, en consecuancia |J M{ = |J M;.
i<a’ i<a
Ahora bien, como por hipétesis tenemos que p € ga — S (U /\/li> =ga—S| U M
i<a j<o!

u-rompe sobre M para todo i < «, en particular tenemos que p p-rompe sobre M, para
todo j < a’y como por construccion tenemos que M; <x M, para todoj < o, entonces

al aplicar la transitividad de la relacién de ruptura (hecho3.1.2) p p-rompe sobre M; para

todo j < o, lo cual es absurdo. 323

De manera analoga al lema[3.1.16/que caracteriza el hecho que la relaciéon de no p-ruptura
tenga caracter local débil en algtin ordinal, daremos una forma equivalente del concepto
de carécter local universal en la cual cambiamos estructuras universales por estructuras

limite.
Lema 3.2.4 (cf. lema 11.(2) en [BGVV17]). Sea K una Q-AEC, u > LS(K) un cardinal, , 5 <
w" ordinales limite. Si IC es p-estable, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La relacion de no p-ruptura tiene cardcter local universal fuerte en «.

(it) Para toda <}-sucesion creciente continua (M,)i-o tal que My es (w, 8)-limite sobre M;

para todo i < ocy para todop € ga — S <U ./\/li), existe i, < o tal que p no u-rompe

i<a



146 3 Ruptura y carécter local de la no ruptura

sobre M.

Demostracion. Para demostrar que (i) implica (ii), supongamos para toda <-sucesion cre-
ciente continua (M), tal que M;; es (L, d)-limite sobre M; para todo i < «, existe
pcga—S (U ./\/li) tal que para todo i < « tenemos que p p-rompe sobre M;. Notemos
i<

que por la primera parte de la demostracién del lema tenemos que M, es uni-
versal sobre M; y como hicimos el supuesto que para todo i < « p p-rompe sobre M;,
entonces podemos decir que la relacién de no p-ruptura no tiene carédcter local universal
fuerte en «, lo cual contradice (i).

Para el reciproco, supongamos que (ii) es verdadero y que la relacién de p-ruptura no
tiene caracter local universal fuerte en «. Sean (M), C K, una <}-sucesién creciente
continuayp € ga—S < U /\/li> testigos de que la relacién de p-ruptura no tiene carécter

i<«
local universal fuerte en «. Notemos que como K es p-estable, entonces por la construc-
cién hecha en la segunda parte del lema3.1.16/tenemos que existe una <y -cadena crecien-
te continua (M3, )i« tal que para todo i < a tenemos que M3, , es (i, §)-limite sobre M3;,
M <k Moy U My = U M. Claramente p € ga — S (U M;) =ga—S (U ./\/li)
i< i< i<a i<«
y como (ii) se satisface, tenemos que existe i, < « tal que p no p-rompe sobre Mj; .
Notemos que como
MG < May, <¢ M < (M = (UM,
i<« i<«

entonces por la monotonia de la relacién de no p-ruptura (lema[3.1.12) tenemos que p no

u-rompe sobre My; , lo cual contradice la escogencia de la <Y-cadena creciente continua

(Mi)i<s y del tipo de Galois p € ga— S (U ./\/li) . 324

i<
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En [SV99] Shelah y Villaveces demuestran en el teorema 2.2.1 (teorema de Shelah-Villaveces)
que para una AEC K el caracter local universal fuerte de la relacién de no p-ruptura se de-
duce de la A-categoricidad de la clase K para p € [LS(K), A). La demostracién la hacen por
reduccién al absurdo, es decir, suponen que existen una <x-sucesioén creciente continua
(Mi)ica C Ky, con & < p', tal que M es universal sobre M; yp € ga—S <U /\/li) tal
i<
que p p-rompe sobre M; para todo i < « y a partir de esto contradicen la A-categoricidad
de la clase. En dicha prueba, Shelah y Villaveces deducen tres condiciones (a), (b) y (c)
mutuamente excluyentes, del hecho que p p-rompa sobre M; para todo i < « y al supo-

ner que alguna de ellas es verdadera, llegan a la contradicciéon deseada. En [BGVV17] son

estudiadas tambien estas tres condiciones que enunciamos a continuacion:
a) la relacién de no p-ruptura no tiene continuidad universal (definicion[3.2.5]1.),
b) la relacién de no-ruptura no tiene alternaciones limites (definicién[3.2.52.) y

¢) negar que la relacién de no p-ruptura tenga carédcter local universal débil (definicién

B.1.5).

Definicién 3.2.5 (cf. definicién 9 en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC, p > LS(K) y o« < p*

un ordinal limite.

1. Diremos que la relacion de no p-ruptura tiene continuidad universal en « si para toda
<X-cadena creciente continua (M:)i—o C K, tal que M,y es universal sobre M; y todo
tipo de Galois p € ga — S <U Mi) tal que p [ s, no p-rompe sobre M, entonces p no

<o

u-rompe sobre M.
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2. Sea b < w*. Diremos que la relacién de no u-ruptura no tiene alternaciones en d-limites
en o si para toda <y -sucesion creciente continua (M) C K, tal que My, es (1, 5)-
limite sobre M; y todop € ga — S (U Mi) ,existe iy, < « tal que p [um,, ,, 1O p-rompe

i<a
sobre Moy, 0p [ m 2ips2 HETOMIPE sobre Mo, 11.
El siguiente lema es una forma equivalente de definir el concepto de continuidad univer-
sal sobre <}-cadenas crecientes continuas de modelos limite. Este resultado no es enun-
ciado en [BGVV17] ni en [SV99] pero en ambos articulos es utilizado de manera implicita

(demostracion del lema 13 en [BGVV17], demostracién en el caso (a) o (b) del teorema

2.2.1en [SV99]) y por tal motivo lo incluimos en nuestro trabajo.

Lema 3.2.6. Sean KC una Q-AEC, u > LS(K) un cardinal y o, d < w* ordinales limite. Si I es

u-estable, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) La relacion de no u-ruptura tiene continuidad universal en .

(it) Paratoda <i-sucesion creciente continua (M) C K, tal que My es (w, 8)-limite sobre
M;iytodop € ga—S < U Mi) tal que p |, no p-rompe sobre My, p no p-rompe sobre
i<a

M.

Demostracién. Para demostrar que (i) implica (ii) sean (M;)i-, C K, una <y-cadena cre-

ciente continua tal que M, es (p, d)-limite sobre M; y p € ga — S <U /\/li) tal que
i<a

para todo i < « tenemos que p [, NO p-rompe sobre M,. Notemos que como M, es

(p, &)-limite sobre M, entonces al aplicar el lema2.2.4]a la primera estructura de una <J-

sucesion creciente continua que atestigue que M. es (i, d)-limite sobre M;, tenemos en
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particular que M es universal sobre M; y como hicimos el supuesto que la relacién de
p-ruptura tiene continuidad universal en «, entonces p no pu-rompe sobre M,.

Para ver que (ii) implica (i), sean (M;)i< C K, tal que M, es universal sobre M; para
todoi<axypega—S (U Mi) tal que p [, NO p-rompe sobre M, para todo i < «.

i<a

Como K es p-estable, entonces por lo hecho en la segunda parte de la demostracion del
lema[B.1.16 tenemos que existe una <}-sucesion creciente continua (M, )i, C K, tal que
M, es (u, §)-limite sobre M, M{ < M, para todoi < o, MJ = Moy U M| =

h i<a
U M, por tanto p € ga— S (U /\/lf) Como M = M,y para todo i < « hicimos el
i<a i<a
supuesto que p [, NO p-rompe sobre M, entonces por la monotonia de la relacién de no
p-ruptura (observacién 3.1.13) podemos afirmar que p [, no p-rompe sobre M para

todo i < & pues My = M| <E M < M; para todo i < o. Como suponemos que (ii) es

vélido, entonces tenemos que p no p-rompe sobre Mj = M. 3.6

Observacion 3.2.7. Notemos que los conceptos de cardcter local universal débil, cardcter local
universal fuerte y continuidad universal pueden ser definidos indistintamente sobre <y -cadenas
creciente continuas de estructuras universales o modelos limite. Nosotros utilizaremos para la

mayoria de nuestras demostraciones las equivalencias que utilizan <y -cadenas de modelos limite.

El siguiente resultado no se encuentra enunciado por Boney, Grossberg, VanDieren y Va-
sey en [BGVV17] pero se encuentra implicito en la demostracion del teorema principal
del articulo (teorema 3 en [BGVV17]) y nos dice que es suficiente tener continuidad uni-
versal en ordinales regulares. Debido que es un detalle importante en la prueba, nosotros

lo incluimos para la completez del documento.
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Proposicion 3.2.8. Sean K una Q-AEC, u > LS(K) un cardinal y « < w* un ordinal limite. Si
la relacion de no w-ruptura tiene continuidad universal en o’ = cf( ), entonces la relacion de no

w-ruptura tiene continuidad universal en o.

Demostracion. Sean (M,)i.o C K, una <j-sucesion creciente continua tal que M, es

universal sobre M; paratodoi < axyp € ga—S <U M1> tal que p [, NO p-rompe
i<a

sobre M.

Sea ()i« una sucesién de ordinales tal que oy = 0y Eror(} o = «. Como en la demos-

tracion del lema B.2.3] nosotros podemos construir una <i-sucesion creciente continua

(M{)icar tal que Mg := Moy = Mo, M < My paratodoj < o'y [J M{=J M;, esto

i<a! i<

ultimo implica que p € ga— S ( U M{) =ga—S (U M1>.

i<a! i<

Por hipétesis tenemos en particular que p [

X

_ o p-rompe sobre My = Mg para todo
i < o pues o < o para todo i < o'. Ahora bien, como la <}-sucesion (M!)i-, es
tal que M/ < M,, para todo i < «’ y M} <¢ M/ para todo 0 < i < o, entonces
al aplicar la monotonia de la relacién de no p-ruptura (observacion 3.1.13) tenemos que
p [m; no p-rompe sobre M;. Notemos que por hipétesis la relacién de no p-ruptura
satisface la continuidad universal en o’ y por tanto tenemos que p no p-rompe sobre

M = M. 3.2.8

El siguiente lema es enunciado en [BGVV17] y en este trabajo nosotros lo adaptamos el
resultado al contexto de las Q-AECs. El lema nos dice que las alternaciones en (, d)-
limites de la relacién de no p-ruptura se sigue del cardcter local universal fuerte en py de
que la relacién de no p-ruptura no tenga caracter local universal débil en « para & < p

un ordinal regular. Con ayuda de la A-categoricidad y basdndonos en la demostracion
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presentada en [BGVV17], nosotros utilizaremos el lema para construir de manera

rigurosa la <j-cadena auxiliar que se necesita para la conclusion del siguiente lema.

Lema 3.2.9 (cf. lema 11.(5) en [BGVV17]). Sean K una Q-AECA-categorica, p € [LS(K),A) un
cardinal, « < w" un ordinal reqular. Si la relacién de no u-ruptura tiene cardcter local universal
fuerte en Wy no tiene cardcter local universal débil en x, entonces la relacion de u-ruptura tiene

alternaciones p-limites en «.

Demostracién. En primer lugar notemos que como K es A-categdrica y i < A, entonces por
el teorema 2.1.2] tenemos que K es p-estable. Ademds como la relacién de no p-ruptura
no tiene caracter local universal débil en &, vy = p- u < p* y K es p-estable, entonces
por el lema B.1.16 tenemos que existen una <i-cadena creciente continua (M), C K,
tal que M, es (u,y)-limite sobre M; y un tipo de Galois p € ga — S (U ./\/li) tal que
i<
P [m,., H-rompe sobre M; para todo i < «. Ademds como para todo i < a se cumple que
M1 es (p,y)-limite sobre M;, entonces para cada i < « existe una <} -sucesion creciente

continua (M/; € W)j<y tal que M/; ; es universal sobre M;; para todo j <y, M{, = M;

y U Mi/,j = M.

i<y
Notemos que como cf(p) = cf(y) puesy = p- py Miy es (u,y)-limite sobre M;, en-
tonces sin pérdida de generalidad podemos suponer que M es (p, p)-limite sobre M;.
Ademads de esto, como por hipétesis la relacién de no p-ruptura tiene caracter local uni-

j<vy

versal fuerteen Ly p a4, € ga—S (Miq) = ga—S (U M{]> para todo i < «, entonces
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tenemos que para todo i < « existe j; <y tal que p [u4,,, NO p-rompe sobre M .

U M

i<

Definamos ahora una <j-cadena creciente continua (N;)i-, C K, recursivamente sobre

o de la siguiente manera.

s Para i = 0, definamos N := M,.

Supongamos que para i < « tenemos que Ny <x My para algin k < «.
= Definimos Naip1 = My 15, o
s Definimos Ny 5 := M.

= Sea i < o un ordinal limite y supongamos que para todo j < i tenemos definido
N € K, tal que N < M;. Definimos entonces N; := |J N; que por los axiomas de
j<i

cadenas de Tarski-Vaught es (definicion [L1.II64) es tal que N; <x M; pues Nj <k

M, para todo j < iy tal que N < N para todo j < i (definicion [.I.Tl65).
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Por como esta definida la <%-sucesién (M:i)i<q, €s creciente continua.

Veamos ahora que para todo i < o tenemos que N1 es (u, t)-limite sobre N;. Para ello
notemos que como Ny <x My para algin k < «, Ny = Mitiean Y SfOen + 1) =
cf(n) pues ji1 < i, entonces por la escogencia de las <i-cadenas (M, ; € K,)i<, para
todo k < a podemos suponer sin pérdida de generalidad que M5 ., es (i, u)-limite
sobre My y al aplicar el lema[2.2.4]a la primera estructura de la <%-Cadena que atestigua
que My 5, 1 €s (K, p)-limites sobre My, tenemos que Naiiq es (u, n)-limite sobre N;
pues Ny < My y Moy = My, +w ademds como My, es (p,y)-limite sobre M.,
paratodok < ay cf(y) = cf(u) puesy = p-pycomo My 45 1 < M2, entonces por

los lemas 2.2.12] y 2.2.4 tenemos que My, es (u, p)-limite sobre My, y por tanto

Jk+1TH

tenemos que Noi;s es (u, p)-limite sobre N1 pues por definicion Ny = My, +u ¥
M2 = My

Es claro que la sucesion (N)i- C K, es cofinal en (M;)i., C K, y por tanto J N; =

<o

|J M, en consecuencia tenemos que p € ga— S < U M) .

i<a i<a

Por ultimo, notemos que como al principio de la demostracién hicimos el supuesto que
para todo k < « se cumple que p [uq,,, H-rompe sobre My y como por la escogencia de las
<k-cadenas (M, ;);-, tenemos que My <g My, . paratodok < o, entonces por la
transitividad de la relacion de p-ruptura (observacion3.1.2) deducimos que p [y, —

Jk+1

H-rompe sobre M y por tanto tenemos que p [u;,., H-rompe sobre Ny; si Ny < My para

algtin k < o; ademds por la escogencia de los ji para todo k < «, tenemos que p [a4,, .,
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no p-rompe sobre My ;; .y como My s < My, ., entonces por la monotonia
de la relacién de no p-ruptura (lema concluimos que p [a4,,, NO p-rompe sobre
M1, 1 €sto quiere decir que p [a;,,, no p-rompe sobre N ;. Por tanto podemos
afirmar que la <}¢-cadena creciente continua (N} )i« y el tipo de Galois p € ga—S$ ( U M)
i<
atestiguan que la relaciéon de p-ruptura tiene alternaciones en p-limites en «. 3.29
A diferencia del trabajo de Shelah y Villaveces en [SV99], en [BGVV17] Boney, Grossberg,
VanDieren y Vasey deducen directamente de la A-categoricidad que la relacién de no
p-ruptura en una AEC tiene continuidad universal en « y no tiene alternaciones en y-
limites en «, para todo y < p*, para ordinales « adecuados (teoremas 3.2.15 y 3.2.17).
Para hacer esto, ellos aislan el siguiente lema técnico que se encuentra implicito en la
demostracion del teorema 2.2.1 en [SV99] para las AECs. Lo que nosotros hacemos es

adaptar el resultado al contexto de las Q-AEC y para ello serdn necesarias la siguiente

definicion y observacion.

Definicién 3.2.10. Sean p un cardinal y « < u* un ordinal regular.
1. Definimos el conjunto St" = {6 < u* : ¢f(8) = .
2. Una S*" -sucesion de clubs es un conjunto C :={Cs : 8 € S*” y Cs C & es un club}.
3. Dada una S{ -sucesion de clubs, (35 )<« serd una enumeracion creciente de Cs U {0}

Observacién 3.2.11. Notemos que al tomar Cs = & para todo & € S, entonces C := {5 :
cf(8) = o} es una S*" -sucesion de clubs.
Si C C u' es un club en u*, entonces C tiene por lo menos un ordinal de cofinalidad x pues

+ . + . . .
o < whyportanto CNSY # 0, en consecuencia SY, es un conjunto estacionario de .
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El siguiente lema aparece como una afirmacién dentro de la demostraciéon del lema 13 en

[BGVV17].

Lema 3.2.12. Sean K una Q-AEC que satisface AP, JEP, que tiene MAG y es A-categorica, | €
[LS(K),A) un cardinal y &,y < u* ordinales limites con o reqular. Dados (M)ico C K, una
<Y-cadena creciente continua tal que M, es (w,7y)-limite sobre M; y un tipo de Galois p €
ga—3S (U Mi) , entonces existe una <-cadena creciente continua (N; € K, )i+ tal que para

i<a

todo i < p* se cumple:
(i) Niyes (u,y)-limite sobre N,

(i) cuando i € S¥', existe un isomorfimo g; : |J M; — N tal que gi[M;] = N, para todo

j<o

j<ay
(iii) sii € ng, entonces existe a; € Ny tal que a; F gi(p).

Demostracién. La <g-sucesion (N;)i<,+ C K, la construiremos de manera recursiva sobre
u* de la siguiente manera.

En primer lugar notemos que como K tiene MAG, entonces por el axioma de Léwenheim-
Skolem descendente (L.1II5) tenemos que K.+ # () y por tanto existe Nj € C,.+. Al aplicar
JEP a M, y Nj, tenemos que existen M € K tal que Nj < M y una <j-inmersién
f: My — M. Definamos N, := f[M,].

Supongamos que para i < p' tenemos construido N; € K,. Como K es A-categérica y
1 < A, entonces por el teorema tenemos que K es p-estable y al utilizar el corolario
tenemos que existe N1 que es (u,y)-limite sobre A;. Como y < pt es inmediato

que Ny € K.



156 3 Ruptura y carécter local de la no ruptura

Sii < p' es un ordinal limite y para todo j < i tenemos construidos N, € K, entonces
definimos A; := [J N. Por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [L.T.Tl60)
j<i

tenemos que N; <¥ A para todo j < iy como por hipétesis i < « < p*, entonces
q i ~K P ) y P %

podemos afirmar que N; € K,.

De lo anterior resulta inmediato que (V;)i-,+ C K, es una <} -sucesion creciente continua

tal que N1 es (,y)-limite sobre N para todo i < p*.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Bio = 0 para todo i € S, esto es
0 € Cyparatodo i € St y por tanto tiene sentido definir A, , := f[Mo] ~ M, para todo
iesy.

Verifiquemos ahora la condicion (ii) del lema. Para ello sean i € S%™ y (Bi;)i<i una enu-
meracion creciente de C; U {i} (definicion [3.2.10). Por la observacién hecha en el parrafo
anterior, es claro que existe un isomorfismo fiy := f : My — ANjp, . Si tenemos que
para j < « existe un isomorfismo fi; : M; — N, entonces teniendo en cuenta que
por la construccion de la <i-cadena (Nj)i<,+ se cumple que N, ., es (u,y)-limite sobre
Nfgw y como M; es (u,7y)-limite sobre M;, entonces al utilizar el lema (unici-
dad de modelos limite con la misma cofinalidad) tenemos que existe un isomorfismo
fijp1 : My — Nﬁi,j+1 que extiende a fij. Si j < i es un ordinal limite y tenemos que
(fix : My — N, )x<j €5 una C-sucesion creciente de isomorfismos, entonces claramente
fij == U fj : Mj — Np,, es un isomorfismo pues es la unién de isomorfismos pues es

k<j

la unién de una C-cadena creciente continua de isomorfismos. De lo anterior es inmedia-

'Para ver que N, ., es (i, y)-limite sobre N, ; puede ser necesario utilizar el lema2.2.4 pues es posible

que Bij+ 1< Bijt1.
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to que g; := Jf; : UM; — N es un isomorfismo pues es la unién de una C-cadena
j<d j<d

creciente de isomorfismo.
Para verificar la condicién (iii) notemos que si p € ga — S (U Mi), entonces gi(p) €
i<
ga— S (N;) pues gi : |J Mi — N, es un isomorfismo por (ii) y como por construcciéon
i<a
de la <}-cadena (MNV;)i-,+ tenemos que N 1 es (u,y)-limite sobre N;, entonces Vi, es en

particular universal sobre NV;. Ademds como gi(p) € ga — S (M), lo anterior implica que

existe a; € Ny tal que a; F gi(p) gracias a la afirmacion [2.2.3]

Observacion 3.2.13. Sea (N;)i<,+ C K, la sucesion creciente continua dada por el lema[3.2.12]
Es fdcil ver que |J N € K+ pues para todo i < p* tenemos que |Ni| = w, por tanto al aplicar la
i<pt

proposicion [2.1.8 tenemos que existe una <-inmersion F: |J N; € Kyv — EMg o) (1, @)
i<p™

y en consecuencia sin pérdida de generalidad podemos suponer que U+ N <k EMgio) (1F, @).
i<p
Por construccién nosotros tenemos que para todo i € SE” existe a; € Ny tal que a; F gi(p) y por
el pdrrafo anterior se cumple que N; |J Ni <k EMgic) (uF, @) para todo i < p*, entonces al
i<p™
aplicar los axiomas de coherencia (definicién [L.TII4b) concluimos que Ni1 <¢ EMg k) (1, @)
para todo i < w*. Por tanto existen un L'-término v, con L O L(K) el lenguaje dado por el

teorema de Presentacion (teoremaLTIN y & < --- < & ) <1< & g < <&y <<

wt donde m(i), n(i) € N tales que a; = T (&}, Y A A TR Efnm>.

Como lo exponen Boney, Grossberg, VanDieren y Vasey en [BGVV17], que la relacién de
no p-ruptura tenga continuidad universal y no tenga alternaciones limites puede dedu-
cirse de la categoricidad de una AEC K utilizando subestructuras elementales que tienen
suficiente informacion de cierto H(x), donde H(k) denota la familia de todos los conjun-

tos hereditariamente de cardinalidad < «; esto es que x € H(k) tiene tamarfio < k; y todo
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elemento de x tiene cardinalidad < k; y todo elemento de todo elemento de x tiene tama-
fo < k; y asi sucesivamente. Lo anterior lo utilizamos para traducir las propiedades de
una S{ -sucesion de clubs de manera funtorial a EM, i) (1", @) y la categoricidad es uti-
lizada para garantizar que toda estructura en Ky, .+ se puede sumergir en EM ) (n*, @)
(proposiciéon 2.1.8).

En [BGVV17] para demostrar que la relaciéon de no p-ruptura tiene continuidad univer-
sal en ordinales regulares (lema 13.(1) en [BGVV17]), los autores toman como hipétesis
que toda estructura en K, ,+ puede sumergirse en EM, ) (1", @) y utilizan el lema de
Fodor. Como nosotros demostramos en la proposicién que esto se sigue de la A-
categoricidad para A > p, entonces la tnica hipétesis que nosotros utilizaremos en la
adaptacion del resultado al contexto de las Q-AECs serd la A-categoricidad y como el

lema de Fodor es fundamental, lo enunciaremos a continuacion.

Hecho 3.2.14 (lema de Fodor, teorema 8.7 en [Jec03])). Si f es una funcién regresiva sobre un
conjunto estacionario S de un cardinal x, entonces existe un estacionario T C S y algiiny < «

tales que f() =y para todo « € T.

Lema 3.2.15 (cf. lema 13.(1) en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC, u, A > LS(K) cardinales tales
que n € [LS(K),A) y o« < u' un ordinal reqular. Si K es A-categdrica, entonces la relacion de

w-ruptura tiene continuidad universal en o.

Demostracion. Por el lema[3.2.6] para demostrar el lema es suficiente tomar una <j-sucesion

creciente continua (M;)i<o C K, tal que M, es (i, w)-limite sobre M; para todo i < «

y un tipo de Galois p € ga — S <U M1> tal que p [, NO p-rompe sobre M, para todo
i<o

i < o Para llegar a una contradiccion, supongamos que p p-rompe sobre M.
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Por la observacién sabemos que existe una S -sucesion de clubs (definicion 3.2.10)
no vacia C = {C;s : 6 € S%" y C;s es un club} y al aplicar el lema tenemos que existe

una <j-sucesion creciente continua (N, )i+ C K, tal que:
(i) Niy1 es (u,y)-limite sobre N,

(ii) cuandoi € S¥’, existe un isomorfimos g; : |J M; — A tal que g;[M;] = N, para
j<a

todoj < axy
(iii) sii € S{, entonces existe a; € Niy; tal que a; F gi(p).

Por la observacién podemos suponer sin pérdida de generalidad que |J N <k

i<pt

EMg k) (17, @) y que para cada i € SE" existen un L£/-término T; (dondel’ O L(K) es

el lenguaje dado por el teorema de Presentacion (teorema )y & < - < &g <

i< E g < e < 5;(1) < --- < u' donde m(i),n(i) € N de tal manera que a; =
Ti( %) Ev )Evl )+10 E%ﬁ))-
Notemos que para todo i € SE" tenemos que m(i),n(i) < i, & < --- < E} ) <1 Bio<i

y la asignacién en la enumeracion de £’ de t; puede ser tomada < i, entonces podemos

utilizar el lema de Fodor (hecho[8.2.T4) y encontrar un conjunto estacionario S C St*, un

L'-término T,, nimeros n,, m, € Ny ordinales &;,...,& ,B.o < u' tales que para todo
i € Stenemos que 1, = 1, m(i) =m,, n(i) =n,, & =&;, ..., E'in(i) =&, Y Bio = Buo
Sea
={6 < u':deslimitey EM U N = Ns).
i<pt

Veamos que E es un club. Para ello sea (§j)j<y, C n" con y < pu* una sucesién de or-

i<pt j<y

dinales limites tales que EM,) (85, ®) N |J Ny = Nj;; como EMx (sup 6j,®> =
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U EM,(x) (85, @) pues los modelos EM se comportan de manera funtorial con los érde-
j<y

nes, entonces

EME(K) (supéj,d)> N U M = (U EML 6]>(D > M U M)

<y i<pt j<y i<pt

= U | EMe (5, @)n | M|,

j<y i<pt
= U./\/éj pues §; € E para todo j < v,
<y

= Nuups, pues (Ni)icy+ es creciente continua.
i<v

Por tanto EM (k) (sup 5;, (D> N U M = Naps,; y en consecuencia el conjunto E es cerra-

i<y i<pt i<y
do. Para ver que es no acotado, supongamos que existe un ordinal limite 8’ < p* tal que
4’ > & para todo 6 € E y para todo ordinal limite 8” > &’ tenemos que EM, () (8", @) #
Ns». Como por la observacion 3.2.13se cumple |J N; <x EM,i) (1T, @), entonces para
i<p™

todo ordinal limite ” > &’ existe un ordinal Bs» < p* tal que Ny» C EMg k) (Bsr, @), si

_/\/:5// = EMEUC) (Bé//, (D) tome Bé// —|— 1, ypor tanto

Nsr = Non 01 | Vs € EMzr) (B, @) 1 ) A (3-1)

i<pt i<pt
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en consecuencia para los ordinales limites 5" > &' tenemos

UM = |J N pues(8”")sry+ escofinal en p*,

i<pt §/<8/<pt

e U (oMo oin U n) porm

§/ <8<t i<pt

= U EMew (Bsr @) | 0 [ N

§/ < <yt i<pt

= EMgi (K5, @) N U N pues (8”)5<,+ es cofinal en p*,

i<pt
= U N pues U N < EMz (k) (07, @) por21.8
i<pt i<pt
Por tanto U+ N C U+ N, 1o cual es contradictorio. De lo anterior concluimos que E es
i<n i<p
un club.
Ahora bien, como S*" es un estacionario en p* (observacién B.2.11) y E es un club en p*,

entonces podemos tomar i;,1, € SN E tales que i; < 1, y en consecuencia para k = 1,2

tenemos que:
1. NV;, <@g M, pues (NVi)io,+ €s una <-sucesion creciente,
i N
2. @y =X ey Ery EE e B )y

3. EMg(/C) (ik,q))ﬂ U :Mk.

i<pt
Por tanto
ga—tp[ai, /Ny, U M| = ga—tp [ mld XX x| EMee) e U M|, U M (32)
i<pt i<pt i<pt
= ga—tp (n(x?,---,X,*n*,xi,f*ﬂ,---,xaz*)/ (EMU;C) i, o)n Ni)7 U Ni) (3-3)
i<pt i<pt

= ga—tp (aiZ/Ni1> U Ni)- G4

i<pt
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La segunda igualdad se tiene pues a;, y a;, vistos como sucesiones de elementos de
EM, (k) (1", @) son generados por sucesiones de indiscernibles y por tanto 7, (&7, ..., & -,
Eeity ey &) =T (& ,Em*, 21y .-, &2 ) es verdadera una £'-sentencia verdadera.
Para terminar, notemos que como por hipétesis tenemos que p p-rompe sobre M, y por
el lema[3.2.121(ii) tenemos que gi, : U Mi — M, es un isomorfismo tal que g;, [M,] =
i<a
N3g. ., entonces por la invarianza de la relacion de ruptura (lema B.1.1T) tenemos que
gi,(p) = ga —tp (a11 /N, U+./\f> u-rompe sobre g;,[Mo] = Nj_,. Por otro lado, no-
i<y
temos que como Cj, es un club en i, e i; < 1i,, entonces existe k < o tal que Bi,x > i
y en consecuencia N Biok ~g MNi,; ademds como tenemos por hipétesis que p [, NO p-
rompe sobre M, y por el lema 3.2.12/(ii) tenemos ademds que g, : |J M; — N, es un
i<

isomorfismo tal que gi,[Mo] = Nj_,, entonces al aplicar la invarianza de la relacién de

no ruptura (lema[3.1.11) concluimos que g;, (p m,) = ga—tp | ai, /N, ., N; | (esta
P q 2 k 2/ 9V Bis K
i<p™

igualdad se tiene pues gi,[Mi] = N, ) no p-rompe sobre g[M,] = N3, . Como tenemos

que N, , < Ny, <g N B, €ntonces al aplicar la monotonia de la relacion de ruptura

tenemos que ga — tp (alz/J\/}glzJ, U N) [, = ga—tp (aiz/N}], U M) no p-rompe

i<pt i<pt

sobre NB*,O y por tanto ga — tp <ai] /Ny, U M) # ga — tp (aiz/./\/‘h, U M), lo cual

i<pt i<pt

contradice En consecuencia p no p-rompe sobre M.

Para deducir de la categoricidad de una AEC K que la relacién de no p-ruptura no tiene
alternaciones limites, en [SV99] y en [BGVV17] utilizan la SH"-sucesion de clubs dada por

el siguiente hecho del cual se puede encontrar una demostracién detallada en [AM10].

Hecho 3.2.16 (seccion III. 2 en [She94] o teorema 2.17 en [AM10]). Sean 0 y A dos cardinales

tales que cf(N) > 01" con © reqular y S C S} un conjunto estacionario de A. Entonces existe una
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S-sucesion de clubs (Cs)ses tal que si B es un club de A, entonces existe & € S tal que Cs C E.

A continuacién nosotros enunciaremos y demostraremos que en una Q-AEC K categoérica,
la relacién de no p-ruptura no tiene alternaciones limites para ordinales adecuados. Como
en el lema anterior, por el lema es suficiente suponer que la Q-AEC sea A categirica

para demostrar el resultado.

Lema 3.2.17 (cf. lema 13.(2) en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC, u, A > LS(K) cardinales tales
que € [LS(K),A) y &« < wun ordinal reqular. Si KC es A-categorica, entonces para todo ordinal

limite y < u* la relacién de no p-ruptura no tiene alternaciones en y-limites en «.

Demostracion. Razonaremos por reduccién al absurdo. Para ello supongamos que existen

una <j-sucesion creciente continua (M, )i, C K, tal que M, es (p,y)-limite sobre M;

y un tipo de Galois p € ga — S (U /\/li) tal que p [a,,,, H-rompe sobre My VP [ats,s
i<

no p-rompe sobre M, para todo i < o.

En primer lugar notemos que como por hipétesis tenemos que o < p es un ordinal limite,

+ . . .z
entonces ™" < cf(u") = u* y como S es un estacionario en u* (observaciéon ,

entonces por el hecho existe una S* -sucesion (C;).

resut de clubs tal que para todo

club E C u*, existe 5 € S*" tal que Cs C E. Por el lema [3.2.12] tenemos que existe una

<J-sucesion creciente continua (N;)i,+ tal que
(i) Nis1es (p,y)-limite sobre N; para todoi < pt,

(ii) cuandoi € S¥', existe un isomorfimos g; : |J M; — Af tal que gi[M;] = N, para
j<a

todoj < axy

(i) sii € Sf, entonces existe a; € Ny, tal que a; F gi(p).
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Por la observacion podemos suponer sin pérdida de generalidad que U+ N <k
i<u

EM k) (1t @).

Sea x un cardinal lo suficientemente grande tal que H(x) tiene como elementos al cia-
notipo @, el modelo EM (k) (1™, @), a la <}-sucesion creciente continua (V)i a pt,
al conjunto estacionario S*" C u, a la sucesién <ai>iesg‘f y a todo simbolo de funcién
de £’ donde L’ es el lenguaje que extiende a £(K) dado por el teorema de Presentacion
(teorema [1.1.19).

Con ayuda del teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente en el lenguaje de la

teoria de conjuntos, podemos construir una <-sucesién estrictamente creciente continua

de modelos de la teoria de conjuntos ZFC (B;);,.+ tal que:

= B; < (H(x),€) paratodoi < pt,

|%Bi||= p para todoi < put,

B, tiene como elementos a @, EM i) (1T, @), (Mi)icp+, (@) , u*y todo simbolo

. +
ieSk

de funciéon de L'y

B; N u'" es un ordinal para todo i < u'.

Sea

Er={i<pu":Binu" =1L

Veamos que es cerrado, para ello sea (i;)j<, cony < pu" una sucesién creciente de elemen-

’Diremos que H(k) tiene una sucesién como elemento si tiene como elemento la funcién que envia al

indice en el elemento de la sucesion.
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tos de E;, entonces

i<y

Bupi; N uto= (U ‘Bij> N ' pues (Bi)i-,+ es creciente continua,

j<vy

- U (%ii N LL+) )
<y

= U ij pues para todo j < y tenemos B, N u" = i,
j<y

= supij
i<y

y por tanto sup i; € E;.

j<y
Veamos ahora que E; esno acotado. Paraellosea f : u* — p* una funcién definida como
f(i) := B; N u*. Veamos que f es estrictamente creciente y continua, es decir que es una
funcién normal. En fecto sik, j € E; son tales que k < j < p*, entonces como la <-sucesion
(Bi)icu+ es estrictamente creciente, tenemos que By C B; y por tanto By N pt < By Nt
pues por la escogencia de la <-sucesion (B;)i-,+ tenemos que B; N u* es un ordinal para

todo i < p*, entonces f(k) < f(j). Seaj < u* un ordinal limite y (ji)k<cr(j) Una sucesiéon

cofinal en j, entonces

f()) = %jmp’Jr)

= U B, | Nu" pues (Bi)ic,+ es una <-sucesién continua,
k<cf(j)

- U (%jk N H+) )

k<cf(j)

= sup f(ji),
k<cf(j)

por tanto f es continua. Al utilizar el lema del punto fijo para funciones normales tenemos

que f tiene puntos fijos arbitrariamente altos y por tanto E; es no acotado.
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Lo anterior implica que E; es un club en p*. Sea
E; ={i<pu":ieslimite y EM,( UN N}
j<pt

el club dado en la demostracion del lema Como E; y E; son clubs en p, entonces
E := E; N E; es también un club en u* (lema 8.2 en [Jec03]).

Por la escogencia de la S} -sucesion de clubs <Ci)165§+, tenemos que existe i; € Sf tal
que Ci, C E. Por la observacion [3.2.13] tenemos que existen un £’-término T;,, natu-
rales m(i;) y n(iy) y ordinales &' < -+ < &1 < 41 < &1, < o0 < &y <
u' tales que a;, = T, (621,...,&;‘1“1),6131“])“,...,&;‘m) Como Ci, es un club en i; y
siendo (i, j)i<« Una enumeracién de C;, U {i;}, entonces existe j < o tal que &;‘lm) <

Bi,2i+1 < 11. Notemos que como i; € E, en particular tenemos que i; € E, y por tanto

EMgk) (12, @) N U N = N,; intersecando a ambos lados de la igualdad por N, tene-

j<pt

mos que <EM£( (i, ®)N U N) NN, =N, y como

j<pt

EM, (k) (12, @ UN NN, = EMgi (i, @) N U/\/jﬁ/\/ﬁ ;
j<pt j<pt

= EMg) (i, @) NN,

entonces se cumple que EM, () (12, @) N N;, = M, y por tanto Vi, C EM k) (i2, @), en
consecuencia H(x, €) satisface la siguiente sentencia ¢

i“" +/l " 4
®: nyym(h)ﬂa <« oyYn(p ( X &€ Si A% > Bﬁ,ZjH AN <yk> m(ig)+1<k<n(i;) € (X> FLJF)

es una sucesion creciente de ordinales”

“ay, = Tu <Ev L) 5;‘1“1)>1Jm(11)+1,> oo )Un(h)) ”

/\”./\/X C EME(K) (X, (D) ”).
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Claramente ihX?q‘l( ,x;‘m atestiguan que la sentencia es verdadera en B;,. Como

)1
Ci, C E entonces By, ., Nu' = Py, z41 y por tanto todos los pardmetros de la sentencia
estan en Bg, ;. ,. Ademds como Bg, .., < Bp, .., < By, entonces B, ,, , también
satisface la sentencia. De nuevo como tenemos que C;, C E, entonces Bg, ,,, N p" =

Bii2i+2 y por tanto (B, 21, ) N Bp, 55 = (Biy 2415 Biy2j+2)- Sean 1 € (B, oy, By 25+2)

Y X1 < +-+ < Xngp) < U testigos en Bp, de la sentencia, entonces tenemos que

12i+2

/

ai, = T, (5? yeee 51111(11)’X1/n(i1)+1’ .o >X1/1(i)) Y Biyo1 <2 < Xrln(h)—i-] << Xn@-

Como 6;‘1“1) < Biyzje1 <12 < PBiyzje2 < 11y (Bi)icur €5 una <-sucesion creciente continua,
entonces tenemos que N;, C EM ) (i1, @) y que M, C EM,k) (i2, @), entonces N;, N
EMg) (12, @) = Ny, y Ny, NEMg(i) (11, @) = N, y como en la prueba del lema

concluimos que ga — tp (ai,/N,,, C) = ga — tp (ai, /N, C) pues Vi, < N,.

Notemos que como por hip6tesis p [, NO p-rompe sobre My; 4, entonces por la
invarianza de la relacién de no p-ruptura (lema B.I1I) tenemos que gi, (P lum,,.,)

ga — tp (ai] /Nﬁi|,2j+Z’C) no p-rompe sobre gi, [My1] = Np, ;. Como Np, ., =i
Ni, =i Nbi, 2502 PU€S Bij o1 < 1 < B 2542, entonces por la monotonia de la relacién
de no p-ruptura tenemos que ga — tp (ai1 /Ny, 25020 C) [nvi, = ga — tp (ai, /N, C) no p-

rompe sobre NVg, . .

Por ultimo como i, es testigo de la validez de la sentencia en By, ,;,,, entonces i, € Sy
Bi, 2141 < 12; ademds como Cj, es un club en i,, entonces existe k < o tal que B, 241 < Pi,2x
y por tanto NVg, ., <@ N B, 21 Como por hipotesis tenemos que p | Mg p-rompe sobre
M,; para todo i < &, entonces por la invarianza de la relacién de no ruptura (lema

9i, (P Imansr) = ga—1tp (ai,/Npi, 2141, C) p-rompe sobre g, [Ma] = Ny, 2; ademds como
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Bi, 2541 < PBisok < Piyak < 1p, entonces tenemos que Nﬁi] e <Q N[Siz,Zk ~<k Nﬁiz,2k+1 <K
N, y al utilizar la transitividad de la relacién de ruptura (observacion concluimos
que ga —tp (ai,/N,, C) p-rompe sobre N, ., pues ga —tp (a;,/N,, C) wﬁiz,zm = ga—
tp <aiZ/NBiz,Zk+l’(C>/ lo cual contradice que ga — tp (a;, /N, C) = ga — tp (ai, /N, C).

Los siguientes lemas técnicos nos serdn de utilidad al momento de unir todos los resulta-
dos para lograr demostrar que la relacién de no p-ruptura tiene caracter local universal
fuerte suponiendo que K satisfaga AP, JEP, tenga MAG y sea A-categodrica. A diferencia de
los lemas [3.2.15y 3.2.17] para la demostracion de los siguientes resultados lo tnico que
utilizaremos de la teoria de conjuntos seréd la hipétesis generalizada del continuo.

En [BGVV17], los autores demuestran que para un cardinal p > LS(K) y todo ordinal
limite y < p* si la relaciéon de no p-ruptura tiene cardcter local universal débil en p,
entonces la relacién de no p-ruptura no tiene alternaciones en y-limites. Como por la
observacion 3.1.7] tenemos que la relaciéon de no p-ruptura tiene cardcter local universal
débil en p si K es A-categoérica y p € [LS(K), A), entonces serd suficiente suponer que K es
A-categorica.

Lema 3.2.18 ((GCH) cf. lema 10 en [BGVV17]). Si K una Q-AEC que satisface AP, JEP, MAG

Yy que es A-categodrica, entonces para todo w < Ay todo & < u' la relacién de p-ruptura no tiene

alternaciones en d-limites en .

Demostracion. En primer lugar notemos que como estamos suponiendo la hip6tesis gene-
ralizada del continuo, entonces por la observacién tenemos que para todo n < A la

relacion de no p-ruptura tiene caracter local universal débil en p.
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Para llegar a una contradiccién, supongamos que la relacién de p-ruptura tiene alterna-
ciones en §-limites en p. Es altimo quiere decir que existen una <j-sucesion creciente
continua (M; € )i, y un tipo de Galois p € ga — S (U /\/li> tales que M, es (i, d)-
i<

limite sobre M;, p [y, H-rompe sobre My y P [a,,, NO p-rompe sobre My para
todo i < p. Notemos que como My 1 <§ Moy, entonces (P Ianis) (Mo = P [Mocs
y como p [u,,,, H-rompe sobre M,;, al aplicar la observacion [3.1.2] (transitividad de la
relacion de ruptura) podemos deducir que p [uq,,,, H-rompe sobre M;; para todo i < p.

Como para todo i < p tenemos que M;.; es (L, d)-limite sobre M;, entonces al aplicar
el lema 2.2.4 podemos concluir que M;,; es universal sobre M; para todo i < py al
aplicar de nuevo el lema 2.2.4] inferimos que M,;,, es universal sobre M,; pues My;.;
es universal sobre My y Maiy1 <g Moaiy,. De lo anterior tenemos que (Myi)i-, es una
<%-sucesic’>n creciente continua tal que Mji41) = My, es universal sobre My; y como
pE€ga—S (9 Mzi> =ga—3S <L<J /\/li) estal que p [ry 0, = P My, H-TOMPpeE sobre

i<p i<p

M, para todo i < p, entonces tenemos que la relaciéon de p-ruptura no tiene cardcter local

universal débil en , lo cual contradice la categoricidad de K por el corolario

La siguiente proposicion estd como una afirmacién dentro de la demostracién de 11.(1) en
[BGVV17] para el contexto de las AECs. Nosotros adaptamos la demostracién al contexto

de las Q-AECs con todo detalle para la completez del documento.

Proposicién 3.2.19. Supongamos que la relacion de no p-ruptura tiene continuidad universal

en oy sean (M;)ico C K, una <-sucesion creciente continua tal que M, es universal sobre

M para todoi < «. Sip € ga—S <U Mi) es tal que p p-rompe sobre M; para todo i < «,
<o

entonces para todo i < ccexiste ji € (i, &) tal que p [, p-rompe sobre M;.
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Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Para ello supongamos que existe
ip < atal que para todo j € (ip, «) tenemos que p [y, NO p-rompe sobre M;,. En primer
lugar notemos que como la <}-subsucesion creciente continua (M);),<j« es cofinal en la
sucesion dada (M;)i-, entonces |J M; = |J My portantop € ga—S ( U Mj);
<< i<a <<
ademds como se tiene que M, es universal sobre M, para todo i < «, en particular
tenemos que M, es universal sobre M; para todo j € [iy, «) y como el primer elemento
de la <}-subsucesion (M;)i, <j<« €s Mj,, entonces al aplicar la continuidad universal en «
de la relacién de no p-ruptura, tenemos que p no p-rompe sobre M;; pues hicimos el su-

puesto que p [u; no p-rompe sobre M;, . Esto dltimo es contradictorio pues por hipotesis

tenemos que p p-rompe sobre M; para todoi < «.

Observacion 3.2.20. Supongamos que la relacién de no ruptura tiene continuidad universal en .
Con ayuda de la proposicion [3.2.19 podemos construir de manera recursiva una sucesion creciente

de ordinales (ki < &)i<ct(«) de la siguiente manera:
» Parai =0, definimos ko := 0.

» Supongamos que para i < cf(«) tenemos definido ki < o. Para el sucesor de i, definimos

Kiy1 := jx,. Por la eleccion de jy, tenemos que jy, € (ki, ) y por tanto ki < ki1 < «.

» Sii < cf(x) es un ordinal limite y para todo j < i tenemos definido k; < «. Definimos
entonces k; = sup;_, k;. Notemos que como i < cf(x) y para todo j < i tenemos que

kj < «, entonces ki < o

Claramente (Ki)i<cf(«) €5 cofinal en o.
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En [BGVV17] el siguiente lema estd enunciado para el contexto de las AECs y dice que el
carécter local universal fuerte de la relacién de no p-ruptura se deduce del caracter local
universal débil de la relacién de no p-ruptura y de la continuidad universal de la relacién
de no p-ruptura. Por el lema en nuestro desarrollo es suficiente suponer la GCH y

la A-categoricidad de la Q-AEC.

Lema 3.2.21 ((GCH) cf. lema 11.(1) en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC p < A un cardinal y
o < ut un ordinal reqular. Si KC es A-categorica y la relacion de no p-ruptura tiene cardcter local

univesal débil en o, entonces la relacion de no w-ruptura tiene cardcter local universal fuerte en .

Demostracion. Supongamos que la conclusion no se tiene, es decir existen una <y -cadena
creciente continua <Mi>i<“ C ICPL tal que para todo 1 < « tenemos que M7 es universal
sobre M; y un tipo de Galoisp € ga— S ( U ./\/li) tal que p p-rompe sobre M; para todo
i<«

i<a

Como por hipétesis K es A-categérica y « < p* es un ordinal regular, entonces al aplicar
el lema [3.2.T5] tenemos que la relacién de no p-ruptura tiene continuidad universal en
o y por la proposicion tenemos que para todo i < « existe j; € (i, ) tal que
P [, u-rompe sobre M;. Construiremos de manera recursiva con ayuda de la sucesion

de ordinales (k;)i-, dada en la observacién y de la <-sucesion (M) una <i-

sucesion creciente continua (M € K,)i-« de la siguiente manera.

» Para i =0, definimos M/ := M, = M,.

» Sea i < a un ordinal y supongamos que M; <x M,,. Definamos M/ ; := My

it1 T

M;,.. Notemos que como kiy1 = ji, € (ki, &) por la proposicién 3.2.19y la obser-
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vacion entonces ki;1 > ki + 1y por tanto tenemos que M/, = My, 1 0
M = My pues la <-sucesion (M)i—q es creciente continua. Como My, 1 es
universal sobre M, entonces al aplicar el lema[2.2.4tenemos que M/, es universal

sobre M.

= Sii< acesun ordinal limite y supongamos que para todo j < i tenemos que M, <k

M. Definimos entonces My := [J M|y al aplicar los axiomas de cadenas de Tarski-
j<i

Vaught (definicion [L.1.Tl6d), tenemos que M < My, y de nuevo por los axiomas

de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [L.1.1l60), concluimos que para todo j < ise

cumple que M/ <}t M.

Como la sucesiéon de ordinales (ki);-, es creciente continua, entonces la <g-sucesion
(M) es creciente. La continuidad se tiene del tercer item de la construccion de la <}-
cadena (M/)i.4. Por tanto la <g-sucesion (M), es creciente y continua y es tal que
M/, es universal sobre M/ para todo i < « (recuerde el segundo item de la construccién
anterior).

Por la observacion [3.2.20] tenemos que la sucesion (ki)i<« s cofinal en « y por tanto te-

nemos que |J M/ = |J M, en consecuencia p € ga — S (U M{) =ga—3S (U /\/li).
i<a i<a i<a i<a
Como por hipétesis tenemos que la relacion de no p-ruptura tiene caracter local universal
1. . . /
débil en «, por tanto existe i, < « tal que p | M ,, MO p-rompe sobre M| . Notemos que
para i, tenemos tres opciones.
= Sii, =0, entonces M{ ., = My = My, = M;,. Por construccién y por escogencia

de la sucesion (ki)i<« (proposici3.2.19y observacién[3.2.20), tenemos que p [uq;, -

rompe sobre M, esto es p | M ,, Wrompe sobre M, lo cual es contradictorio con
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la escogencia de 1i,,.

= Si i, es un ordinal sucesor, entonces existe h < « tal que i, = ky (recuerde la su-

cesion (ki)i-, dada en el hecho y por tanto M{ ; = My, = M;,_ . Por

Iy

la escogencia de la sucesion (k;)i<« (observacién [3.2.20) y por la proposicién [3.2.19)

tenemos que p [/

ip+1

=P My, = P lum, Hwrompe sobre M = M, lo cual

contradice la escogencia de i,,.

= Si i, es un ordinal limite, entonces por el item tres de la construccién de la <g-
cadena (M/)i-«, tenemos que existe tal que /\/l{p <k M, y por el segundo item

de la misma construccién, podemos decir que M{ ; = M;, . Notemos ademds

iy,
. . . ,

que por la escogencia de i, se satisface que p | M no p-rompe sobre M; 'y como

M, <k M, <4 /\/ljip, entonces por la monotonia de la relacién de no p-ruptura

(observacion tenemos que p [u, NO p-rompe sobre M, lo cual es contra-

iip

dictorio pues por la escogencia de j;, hecha al principio de la prueba, se cumple que

pl M, H-TOmpe sobre My, .

En conclusién, si la relacién de p-ruptura no tiene caracter local universal fuerte en «,

entonces se contradice el cardcter local universal débil de la relacién de no p-ruptura.

En el siguiente lema, a diferencia de lo hecho en [BGVV17], nosotros s6lo suponermos
que la clase sea A-categoérica pues con ayuda de los lemas[3.2.15,[3.2.17y a la observacién
nosotros podemos deducir las hipétesis hechas en el lema 11.(4) de [BGVV17] de la

A-categoricidad.



174 3 Ruptura y carécter local de la no ruptura

Lema 3.2.22 ((GCH) cf. lema 11.(4) en [BGVV17]). Sean K una Q-AEC A-categdrica. Si p < A

es un cardinal, entonces la relacion de no u-ruptura tiene cardcter local universal fuerte en .

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Para ello, supongamos que existen
una <g-sucesion creciente continua (M;)i-, C K, tal que M, es universal sobre M; y
un tipo de Galois p € ga — S (U /\/li) tal que para todo i < «, p p-rompe sobre M;.
i<
Gracias al lema la <}¢-cadena (M;)i- puede ser tal que M, es (p, d)-limite sobre
M.
Como por hipoétesis K es A-categérica y cf(pn) < p < A es regular, entonces al aplicar
el lema tenemos que la relacion de no p-ruptura tiene continuidad universal en
cf(p) y por el lema [3.2.8] concluimos que la relacién de no p-ruptura tiene continuidad
universal en p. Como p p-rompe sobre M; para todo i < u y la relacién de no p-ruptura
tiene continuidad universal en p, entonces por el lema[3.2.19tenemos que para todo i < ,
existe j; € (i,u) talquep | M;, H-rOmMpe sobre M;.
Notemos que para todo i < pt la sucesion (M;)jecj;, « €s una <yg-cadena creciente continua
tal que M. es universal sobre M; para todo j € [j;, «] pues la <}-sucesion (M;)ic,+
es creciente continua y por el lema 2.2.4] es tal que M, es universal sobre M;. Por lo
anterior y la A-categoricidad de I, para cada i < p podemos aplicar el lema ala <g-
cadena (M;)jefj;,« y encontrar un ordinal sucesor k; € (ji, 0) tal que p [y, ,, NO p-rompe
sobre M;,.
Lo que haremos ahora es definir de manera recursiva una <j-sucesion creciente (M ),
tal que M, ., es (u, 8)-limite sobre M,,. Para n = o, definimos M := M,. Supongamos

que para n < w tenemos definido M), = Mg para algtin 3 < p. Definimos entonces
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/ . / F—
'MZTIJr] . Mkﬁ y M2n+2 - Mkﬁ+1.

<y <y <y <4 <y <4 <y
M, o My, My, M;, ¢ M, ¢ Lo
<k <k <k <k
Mp——= M; € My, S My ——-+-

Por como definimos la <}-cadena (M), esta resulta ser creciente.
Como por el lema kg es un ordinal sucesor para todo 3 < p, entonces para cada
B < pexiste yg < ptal que yg + 1 = k. Ahora bien, por los lemas[3.2.19y 3.1.9 tenemos
que B < jg < kg y por tanto B < jg < yp < kg para todo B < u; esto implica que
Mg < My, < My, para todo f < py por el lema 224 tenemos que M, es (,d)-
limite sobre M., para todo 3 < p pues la <{-cadena (M,)i-q es tal que My, es (i, d)-
limite sobre M; + 1y kg = v + 1. Al utilizar de nuevo el lema[2.2.4, lo anterior implica
que My, es (, 8)-limite sobre My para todo 3 < w. Por tanto, resulta que My, 1 = My,
s (i, 8)-limite sobre My, = Mgy Moniz = My, 41 es (i, 8)-limite sobre Mo, = My,
por la escogencia de la <}-cadena (M;);-,. Por tanto la <}-cadena creciente (M), es
tal que M,,;; es (1, d)-limite sobre M,, para todon < w.
Por otro lado, como para todo n < w tenemos que M, <% |J M, entonces por los

i<p

axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion[L.1.1l6¢) tenemos que |J M, <x U M;

n<w i<p

y en consecuencia p [ (j am,€ ga—S ( U M,Q)

n<w n<w

Por la escogencia de los jg para p < p, tenemos que p | M;, H-rompe sobre Mg y como

M, <@ My, para todo B < p, entonces por la transitividad de la relaciéon de ruptura

(observaciéon [3.1.2) tenemos que p | My, M-TOmpE sobre Mg pues <p i Mk[5> i My, =P i My,

y por la forma como se escogi6 ks para 3§ < «, tenemos que p [y, NO p-rompe sobre

My,. Gracias a la manera como se defini6 la <Y-cadena creciente (M, ),-, lo anterior
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implica que p vy, =P kaB p-rompe sobre Mj, = Mgy quep [uy =P kaw no
u-rompe sobre Mj ., = My, . Por tltimo, como tenemos que p | j A, S P y por los

n<w

axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [L.T7l6b), tenemos que M/ <i¢ |J M,

n<w

para todon < w, entonces (p Ny MA) My =P [Mon ¥ (p U Ma) Mo =P [Mois-

En conclusién la <i-cadena creciente (M} )n<w y el tipop | m.€ ga—S < U Mﬁ)
n<w n<w
atestiguan que la relacién de no p-ruptura tiene alternaciones en d-limites en w lo cual

es contradictorio pues como K es A-categdrica y w es un ordinal regular, entonces por el

lema[3.2.17]tenemos que la relacion de no p-ruptura no tiene alternaciones en d-limites en
w. 3222

En [BGVV17] para la demostracién del siguiente teorema, los autores utilizan un lema
(lema 12 en [BGVV17]) que tiene como hipétesis las propiedades que nosotros hemos
deducido de categoricidad en los lemas[3.2.15 3.2.17, 3.1.8, [3.2.18 y la observacién B.1.71
Basdndonos en la demostracién de dicho lema (lema 12 en [BGVV17]), nosotros presenta-
mos a continuacién una demostracién donde sélo utilizamos la categoricidad y la hipéte-
sis generalizada del continuo (WGCH) para deducir el caracter local universal fuerte de

la relacién de no p-ruptura para todo p € [LS(K), A).

Teorema 3.2.23 ((GCH) cf. teorema 3 en [BGVV17], cf teorema 2.2.1 en [SV99], teorema de
Shelah-Villaveces en el contexto de las Q-AECs). Sea K una Q-AEC A-categdrica que satisface
AP, JEP y tiene MAG. Entonces para todo cardinal u € [LS(K),A) la relacién de no u-ruptura

tiene cardcter local universal fuerte en todos los ordinales limite « < p*.

Demostracién. En primer lugar notemos que por el lema es suficiente suponer que

« es un ordinal regular para demostrar el teorema. Notemos ademds que como p €
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[LS(K),A), entonces al aplicar la observacion la relacién de no p-ruptura tiene ca-
racter local universal débil en p.

Como por hipétesis « < p' es un ordinal regular, entonces al aplicar el lema [3.2.151a
relacion de no p-ruptura tiene continuidad universal en «. Veamos ahora que la relacion

de no p-ruptura no tiene alternaciones en y-limites paray < p*.

1. Si & < p, entonces al aplicar el lema tenemos que la relacién de no p-ruptura

no tiene alternaciones en y-limites en o« para todo ordinal limite y < p™.

2. Si o« > p, entonces al aplicar el lema [3.1.8]1a relacién de no p-ruptura tiene carac-
ter local universal débil en « pues la relaciéon de no p-ruptura tiene caracter local
universal débil en . Por lo anterior y como p < A, es posible aplicar el lema [3.2.1§]
y concluir que la relacién de no p-ruptura no tiene alternaciones en y-limites en «

para todo ordinal limite y < p*.

Ahora bien como K es A-categdrica y u < A, entonces por el lema tenemos que la
relacién de no p-ruptura tiene carécter local universal fuerte en p. Gracias a esto tltimo
y a que la relaciéon de no p-ruptura no tiene alternaciones en y-limites en o paray < pu*,
entonces al aplicar el contrareciproco del lema tenemos que la relacién de no u-
ruptura tiene caracter local universal débil en « y como ya vimos que la relacién no de p-
ruptura tiene continuidad universal en «, al aplicar el lema[3.2.2]tenemos que la relacién

de no p-ruptura tiene carécter local universal fuerte en «.
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En este capitulo nosotros estudiaremos el concepto de superestabilidad en Q-AECs ba-
sdndonos en las diferentes aproximaciones de dicho concepto en el caso de las AECs.
En su tesis doctoral [Cop06], Coppola no habla sobre la superestabilidad en el contexto
de las Q-AECs y nosotros hemos decidido introducirlo en este trabajo como una posi-
ble solucién a los tres supuestos hechos por Coppola en el estudio de la transferencia de
categoricidad que él hace en su tesis.

Como lo mencionamos en el capitulo anterior, un buen candidato a la nocién de superes-
tabilidad en el contexto de las Q-AECs es el concepto de carécter local universal fuerte de
la relacién de no p-ruptura (definicién[3.2.1] teorema[3.2.23). Basdndonos en [Vas17¢c] y en
[BV15], nosotros diremos que una Q-AEC es superestable si tiene un buen comportamiento
locaﬂ y la relacién de no ruptura tiene caracter local universal fuerte. Como lo muestran
Grossberg, VanDieren y Villaveces en [GVV16], Baldwin en [Bal09] y Vasey a lo largo
de [Vasl7c], la forma en la que introduciremos la superestabilidad implica unicidad de

modelos limite ([GVV16]), la saturacion de la unién de una cadena creciente de modelos

'El buen comportamiento local hace referencia a que existe una subclase no vacfa que satisfaga AP, JEP

tenga modeos no maximales y sea estable en su dominio.
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saturados (capitulo 15 de [Bal09]) y la existencia de marcos buenos (capitulos 6,7, 10 y 23
en [Vas17c]). Estas tres nociones de superestabilidad son fundamentales en la solucién de
la conjetura eventual de categoricidad presentada por Shelah y Vasey en [SV18].

De las tres nociones que mencionamos antes, tal vez la mas importante en [SV18] es la
nocién de marcos buenos la cual nos garantiza un buen comportamiento local de una AEC
y la existecia de una nocién parecida a la bifurcacién en teorias de primer orden super-
estables. Para garantizar dicho buen comportamiento local, es necesario que la subclase de
modelos saturados de cierto tamaifio sea una AEC (hecho 6.2 en [SV18§]).

Para demostrar que la subclase de los modelos saturados de cierto tamafio forman una
AEC, el axioma que resulta dificil verificar es el de cadenas de Tarski-Vaught y por tanto
nos centraremos en dicho axioma, es decir nos centraremos en demostrar que la unién de
una cadena creciente y continua de modelos saturados es saturada.

Por ultimo, nosotros plantearemos algunas preguntas de interes en el estudio de la su-
perestabilidad en AECs adaptadas al contexto de las Q-AECs y estas preguntas seran el

norte para completar el estudio de la superestabilidad en las Q-AECs.

4.1. Una aproximacion a la Superestabilidad en las

Q-AECs

En esta seccién nosotros introduciremos el concepto de superestabilidad inspirados en
[Vas17b] y en [BV15]. Como lo mencionamos en la introduccién de este capitulo, para

nosotros la superestabilidad serd una propiedad local de una Q-AEC K y por tal motivo
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la definiremos en la subclase K, donde p > LS(K) es un cardinal.

Definicién 4.1.1 (cf. definicién 4.1 en [Vas17b], definiciéon [BV15]]). Diremos que una Q-AEC

K es pu-superestable o superestable en | si:

1. u>LS(K).

2. K, es no vacia, tienen JEP, AP y modelos no maximales.

3. K es estable en .

4. Larelacion de no u-ruptura tiene cardcter universal fuerte en o« para todo oc < pt.

Para terminar el trabajo de esta seccién, veremos que nuestra nocién local de superesta-
bilidad se puede deducir de la A-categoricidad de la clase K utilizando como principal

herramienta el teorema de Shelah-Villaveces.

Corolario 4.1.2. Sea K una Q-AEC que satisface AP, JEP y tiene MAG. Si ademds K es A-

categorica para A > LS(K), entonces K es p-superestable para todo LS(IC) < p < A.

Demostracién. Sea p un cardinal tal que p € [LS(K),A). El primer item de la definicién
de superestabilidad es inmediato por la forma en la que se tomé p. El item dos de la
definicién de superestabilidad es consecuencia de la observacion [[.1.1Tly del lema
El item tres de la definiciéon se deduce del teorema2.1.2]y el dltimo item es el teorema de

Shelah-Villaveces en el contexto de las Q-AECs (teorema [3.2.23). 412
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4.2. Uniones de cadenas de modelos saturados

Basandonos en el capitulo 15 de [Bal09] y en las secciones 5 y 6 de [She99)], en esta sec-
cién nosotros demostraremos que, bajo A-categoricidad, la unién de cadenas crecientes
continuas de modelos saturados de tamanfio , con i < A, es también un modelos satu-
rado. Para demostrar esto, el teorema de Shelah-Villaveces (teorema[3.2.23) y los modelos
de Ehrenfeucht-Mostowski son las herramientas fundamentales. Comenzaremos con una
definicion técnica.

Definicion 4.2.1 (cf. definicion 13.3 en [Bal09]]). Sean K una Q-AEC, w > LS(K) un cardinal
y o < w' un ordinal limite. Diremos que K tiene uniones p-saturadas en o si para toda <g-

sucesion creciente continua (My)i<o C Kli*" tenemos que | J M es saturado.
i<a

El siguiente resultado nos muestra que es suficiente trabajar con ordinales regulares el

concepto de uniones p-saturadas y esto nos ayudara a simplificar el trabajo que realiza-

remos después.

Proposicion 4.2.2. Sean IC una Q-AEC p > LS(K) un cardinal y « < u* un ordinal limete. Si

IC tiene uniones w-saturadas en o’ := cf(), entonces K tiene uniones u-saturadas en «.

Demostracién. Sean (M;)i-, C Ki % una <i-sucesion creciente continua y (4)j<cr(«) una
sucesion de ordinales cofinal en « tal que oy es un ordinal limite si j < cf(x) también
lo es. Esto dltimo implica que (Mg, )j<cr(a) €5 Una <y -subsucesion creciente continua y

creciente de (M)iq, por tanto  |J My, = J Miy como K tiene uniones p-saturadas
j<cf(a) i<a

en cf(a), entonces |J M, es saturado y en consecuencia |J M; también lo es pues

j<cf(a) i<a

U My =U M. 422

j<cf(x) i<a
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El resultado que presentamos a continuacién es propuesto como ejercicio por Baldwin en
el capitulo 15 de [Bal09] pero nosotros hemos encontrado un error en las hipétesis pues
el ejercicio supone que « > cf(i) y lo que se necesita, segin la demostracién del hecho
6.7 de [She99] donde el resultado estd dado de manera implicita, es que « sea un ordinal

regulary oo = .

Proposicién 4.2.3 (cf. ejercicio 15.7 en [Bal09]). Sean K una Q-AEC, p > LS(K) un cardinal

singular y o un ordinal reqular. Si x =, entonces K tiene uniones p-saturadas en «.

Demostracion. Sea (M;)i<« C K!{°* una <j-sucesion creciente continua. Como por hipo-

tesis o es un ordinal regular y u = o, entonces p es un cardinal regular y como

M

i<

= |«f - sup{IMil},

i<a

= H- M, puesx =
= K

entonces tenemos que si N' <} |J M; es de tamafio y < , existe iy < p tal que N <}
i<a

M;,. Como para todo i < « tenemos que M; € K}*%, en particular se cumple que
M;, es p-saturado de tamarfio p y por tanto M, realiza todo p € ga — S (V). Ademads
como M;, <¢ |J M; por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (definicion [L.1.7l6d),
i<
entonces | J M; realiza todop € ga— S (N). 423
i<«
El siguiente es el teorema principal del presente trabajo y nos hemos basado en gran par-
te en el trabajo hecho por Baldwin en el capitulo 15 de [Bal09]. El teorema nos dice que

una Q-AEC K tendrd uniones p-saturadas en o si K es A-categérica y p < A. Para noso-

tros, este es el resultado fundamental que nos permitird seguir explorando el concepto de
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superestabilidad en el contexto de las Q-AECs pues nos va a permitir demostrar que la

subclase IC&_S‘1t de una Q-AEC K es también una Q-AEC.

Teorema 4.2.4 (cf. teorema 15.7 en [Bal09], afirmacién 6.7 en [She99]). Sean A un cardinal
regular, K una Q-AEC A-categorica que satisface AP, JEP, que tiene MAG y A > LS(K) un
cardinal. Si un cardinal p € (LS(K),A), entonces K tiene uniones p-saturadas en « para todo

ordinal limite x < L.

Demostracion. En primer lugar notemos que por las proposiciones4.2.2y[4.2.3es suficien-
tre suponer que « es un ordinal regular menor que p.
Para llegar a una contradiccion supongamos que para algtn ordinal regular o« < p exis-

ten una <y-cadena creciente continua (M)i-, C lCﬁ*S“t, N <¢ U M, de tamafio y €
i<a

[LS(K),uw) yp € ga—S (N) tal que |J M; no realiza a p.
i<a

Observacidn 4.2.5. Notemos que siy < «, entonces existe iy < « tal que N' <t M, pues « es

un ordinal regular. Ahora bien como M, € Kl entonces My, F p y como My, <¢ |J M,
i<o
concluimos que | J M, E p. Por tanto para llegar a la contradiccion deseada, tenemos que suponer
i<o

que x <y.

Como p € ga — S (V) no tiene realizaciones en |J M;, entonces podemos extender a p a
i<o
un tipo no algebraico p’ € ga — S < U Mi) .
<o

Lo que haremos es construir de manera recursiva una <y-cadena creciente continua (NV; )i«

y una sucesion (N

i >i<a, no necesariamente continua, tales que:

» VN e, M <@ My, N7 <t U y M <R N para todo i < «.

i<

= Sip’y-rompe sobre V;, entonces p’ [ -+ y-rompe sobre \V; para todo para todo i < «.
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= NN M; C N;yparatodoj < itenemos que Nj+ N M; C Niyq para todo i < «.
= N; € KY ¢ para todo ordinal sucesor i < a'y
= N1 es universal sobre N;.

Observacion 4.2.6. Notemos que por la proposicion 4.2.3ly por la observacion 4.2.5] sin pérdida

de generalidad podemos suponer que N N My # () para todo i < «.

A continuacién construiremos las sucesiones (N:)i<q ¥ (N )ica-

= Seai = 0.Notemos en primer lugar que como N € K,, entonces [MyNN| < y y como
My € K, yy < 1, podemos afirmar que existe A C M, tal que [A| =y y MyNN C A.
Por el axioma de Lowenheim-Skolem descendente (definicion [LT.TIB), existe Ny <}
Mo talque A € Ny y N € K,.Sip’ y-rompe sobre N, entonces existen N, N§ € K,
y un isomorfismo hy : N7 — A tales que Ny < NJ,NE <8 U My, ho Tam,= T,
i<a
y P’ Iaz# ho (p ) N()l). Sea A’ := N} U N3. Por el axioma de Léwenheim-Skolem
descendente, existe M’ < |J M; tal que A’ € M’y M’ € K,; es inmediato que

i<a

N§,N§ € M’y como en particular NJ, N, M’ < |J;_, M, entonces al aplicar los

i<

axiomas de coherencia (definicion [LT.I44) tenemos que N, Nj < M’. Al aplicar

los axiomas de densidad (definicion [[.1.1l74) tenemos que existe N~ € K, tal que

M <R NG < U Mipues M <¢ J Miy como N, N§ < M’ <}t N}", entonces
i< i<

por los axiomas de coherencia (definicion [LTI40) tenemos que N, NF <& N Si

p’ no p-rompe sobre My, sea a € |J M; \ No. Sea B := {a} U Ny. Como [B| =y < ,

i<

entonces por el lema[l.T.T existe Ny < |J tal que B C NJ y Ao <¢ Ny <} U M.

i<a i<a

De las construcciones que acabamos de hacer es inmediato que Ny < N
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= Sea i < o un ordinal y supongamos que tenemos construido N, N} € K, tal que
NNM; € Nj, N <g M, Nj" ysip’ p-rompe sobre Nj, entonces p’ [+ p-rompe
)

sobre N para todoj <i.Sea A = (NN M) UN; U <U Nj+ N Ni> . Ahora bien

j<i

Al =

)

(NN M) UN; U (UN].*ﬁNi>

j<i

= INNOMaal+ N+ NN
j<i
= v+ Iil-supINj NNyl pues NN M| <y yINi| =,

j<i

)

= ypuesi< a <yyparatodoj < itenemos que [N, N N;| <v,

entonces al aplacar el axima de Lowenheim-Skolem descendente, existe NV/,; <}
M tal que A € Ny IN{ | = |A| = [Nij| = y. Claramente N; C N/, y como
en particular NV;, N},; <x M1, entonces por los axiomas de coherencia (definiciéon
tenemos que N; < M,;. Como [N/,,| =y < u < Ay K es A-categorica,
entonces por el teorema tenemos que K es |[N/|-estable y por tanto al aplicar
el corolario 2.2.12) existe N{]; € Kjn/ que es (v,7y)-limite sobre NY,; pues y < y*.
Como M; es saturado, entonces por el teorema [[.4.3]tenemos que M, es modelo-

"

homogéneo y en consecuencia existe una <g-inmersion f : N/, — M, que fija

puntualmete a N/, ;. Defina Ny := f[N/],]. Es inmediato que Niy; es (v, y)-limite

sobre VY, pues N/, es isomorfo a Ni;; y como N; <x N/, entonces por el lema
224 tenemos que Ni,1 es (v,y)-limite sobre N;. De nuevo por el lemaR2.2.4 es inme-

diato que Ni.; es universal sobre N, y de la construccion que acabamos de hacer es

facil ver que Niyy € ).
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Para la construccion de NV, puede utilizar el mismo argumento del item anterior.

» Sea i < a un ordinal limite y supongamos que para todo j < i tenemos construido
Ny NP € Ky tal que N N M € Nj, Ny < Mj, Nj" y sip’ p-rompe sobre Aj, enton-
cesp’ | N;+ H-Tompe sobre V. En primer lugar notemos que como (My)x-« €s una
<j-sucesion creciente, entonces para todo j < i tenemos que M; <¢ M; y como
por hipétesis N < M, entonces por la transitividad de la relacion <§ (definicion
[LIT0) concluimos que N <i M; para todo j < i. Definamos N; := [JNj;. Como

j<i

i< a <vy?, entonces N; € K, y por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught (defi-

niciones [LTII6H y LT.I6d) tenemos que N; < N; para todo j < iy que NV; <x M;
pues en particular NV; <x M; para todo j < i. Por el lema[L.T.13] esto ultimo implica

que N; <¢ M;.

La construccién de N;* es similar a la que hicimos en el primer item.

De la construccion de los N; para i < «, tenemos que la <i-cadena (M)ico C K, es
creciente continua y tal que Vi es universal sobre N;. Ademds como en particular V; <x

M < U M, para todo 1 < «, entonces por los axiomas de cadenas de Tarski-Vaught
i<a
(definicion [L1.1lI6¢) tenemos que |J N; <x | Mi; como por hipétesis o« < v, tenemos
<o i<a
que U M € K, pues para todo i < « se cumple que NV; € K, y al aplicar el lema [[.1.13
i<a

UM

i<

. Por dltimo notemos

U M

i<a

concluimos que |J N, <¢ J M, pues

i< i<a

que como p’ € ga—S | |J M; | es un tipo no algebraico en |J M;, entonces p’ [ | a; €s

i<a i< i<a

un tipo no algebraico en |J M. Sea q :=p’ | a;-

i<a i<a

Como por hipoétesis K es A-categdrica y v € (LS(K),A), entonces por el corolario 4.1.2]
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tenemos que K es y-superestable. En particular tenemos que la relacién de no y-ruptura
tiene cardcter local universal fuerte en & pues o« < vy < p*, esto quiere decir que para

qega—S (U M) existe i4 tal que q no y-rompe sobre N, y como (V)i €s una <g-

i<

sucesion creciente, entonces Mq <% Mq+1 y al aplicar la monotonia de la relacién de no

p-ruptura (lema[3.1.12), tenemos que ¢ no p-rompe sobre N .. Seaip =1iq + 1.

Afirmacidén 4.2.7. p’ no y-rompe sobre N,.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo, esto es supongamos que p’ y-rompe

sobre \V;,. Si esto sucede, entonces por construccién de N;| tenemos que p’ [+ y-rompe
o0

sobre N,. Ademds también por la construccion de N; y de la <} -sucesion (V)i tene-

mos que N, <y U My que para todo j > i se cumple que N{ N'M; € Nj; y por

<

tanto N C [J N;. Claramente ;| C [J Ny como en particular NV, |J M, entonces por

i< i< i<

. . e ey + ” :
los axiomas de coherencia (definicion tenemos que N; <x |J M. Esto “ultimo

i<a
implica que p’ r/\‘;: (P/ f_U) I -

Como por construccion tenemos que N;, <g¢ N <x U N, que p’ | A Y-rompe sobre

i<a

N, vy que p’ | NE= (p’ U ) [ A, €ntonces al aplicar la transitividad de la relacién de

i<

ruptura (observacion 8.1.2) tenemos que p | |j n; Y-rompe sobre N, lo cual contradice la

i<

escogencia de 1. 427

Notemos que como i, es un ordinal sucesor, entonces por la construccion de la <-
sucesion (Ni)i-, tenemos que Nj, € KY*%. Ademds al aplicar el corolario 2.1.7, tene-
mos que EM,) (v, @) € KV, EMg) (1, @) € K pues y,u < Ay A es regu-

lar. Por el teorema [[.4.3] tenemos que EM, (k) (v, @) y EM, (k) (1, @) son ambos modelo-
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homogeneos. Por la proposicién tenemos que M;; es isomorfo a EM k) (1, @) y
que N, es isomorfo a EM,(x) (v, @), sin pérdida de generalidad podemos suponer que
M, = EMg(x) (1, @) y que Ny, = EMg) (v, ©).

Sean d € |C|\ |J M; una realizacién del tipo no algebraico p’ € ga — S (U Mi) y

i< i<

¢ = (Cj)j<y una enumeraciéon de |J Nj \ Nj,.
i<

De nuevo por el corolario[2.1.7] tenemos que para algtin k < y* la estructura EM () (1t + k, ®)
es saturada pues i+« < A; por tanto existen ¢’ = (c{)j-, y d’ en el universo EM k) (1 + , @)
tal que ¢’ F ga—tp(c/N;,) yd’' E ga—tp(d/N,,). Esto tltimo y el teorema de Presentacion
(teorema implican que existen sucesiones de £’-términos ¢’ y ¢”, donde L’ es el
lengiaje dado por el teorema de Presentacion, tales que ¢’ = 0/(z,2z;) y d' = 0" (wy, w;)
conz;,wi Cvy,z; = [1,u+ k) y wz C [i, u+ k) tales que [z1z;| = v y [wil, [wa| < No.
Es facil ver que para todo ordinal 3 < y* la funcién

i sit<f

fe:pUMu+K) —PB+K:iir—

B+j sit=pn+j,j<k
es un isomorfismo de orden.
Definimos los ordinales ko := vy y ks :=7y + & - k para todo 5 € (0,y"). También definimos
las funciones go := 1, y g5 := fy, : Ks U [W, t + k) — Ks41 para todo & € (0,v™).
Definamos ¢sy1 = 0'(z1,9s11(22)) v ds1 := 0" (Wy, gs41(w2)). Notemos que como por
hipétesis ¢’ € [EMgx) (1 + k, @) | realiza ¢’ F ga — tp(c/N,,), entonces por la defini-
cion existe una <g-inmersion f : J N, — EMg) (L + &, @) que fija puntual-

i<

mente a Ny, = EMg(g) (v, @) tal que f(c) = ¢’. Esto dltimo implica que f {U M} =

i<

EMsi) (v, @) ¢’ = N, ¢/ = |J Ni. Ademds de esto, notemos que como para todo & < «

i<
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se cumple que gs+1 @ K5 U [, 1 + K) — K5 + K es un isomorfismo de orden que ex-
tiende a go = 1,, entonces por el hecho gs+1 se puede extender a un isomorfis-
mo gs,1 @ EMgx) (ks U [uy p+ k), @) — EMg (k) (K5 + k, @) que extienda a Tem, ., (v,0)-
Ahora bien, como por hipétesis tenemos que z; C vy z; = [, 1u + k), entonces ¢’ €

[EM,(x) (ks U [1, n+ ), @) | y por tanto

9o W€l = ggy [EMg (v, @) '],
= gi. [EMci) (v, @) 0’ (z1,2)]
= EMg) (v, @) gs i1 (0'(z1, 22)),
= EM;) (v, @) 0'(gs11(21), g5+1(22))) por el hecho[L.5.7
= EM;) (v, @) 0'(21, g511(22))) pueszy Cyy 1, C gsia,
= EMgx) (v, @) €511y
= M0C5+1>

= EMgx) (Kss1, D).

Lo anterior implica que N;,c es isomorfo a N cs11 = EMg () (Ksi1, @) pues N c es iso-
morfo a NV, c'.
Como ¢ = |J N; \ N;,, entonces para cada 6 < « definimos isomorfismos gs.1 :=g;,; o f:

i<d
UN — EM i (kse1, D). Sea Nig 541 = gor1 [U M} = EM¢x) (ks1, @) € K, para
i<a i<a
cada d < «. Por lo anterior y con ayuda de los axiomas de isomorfismo (definicion [L.1.113)
tenemos que N;, <¢ EM (k) (Ksi1, @) pues gs41 fija puntualmente a N ; ademés como

Ks+1 < M, entonces por el teorema [[.5.1014 y lema tenemos que EM i) (Ksi1, @) <

EM, (k) (p, @), por tanto tenemos que N;,¢s11 = EM(x) (Ksi1, @) < EMgo) (1, @). Por
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como se supuso o” tenemos que ds+1 F p’ [, ,,, para todo d < «.

Notemos que como ds.1 = 0" (Wi,gs1(W2)) ¥ gss1 : Ks U [1, L+ K) — Ksy1, entonces

dsi1 € [EMg(x) (Kse1, @) | y como K51 < p, entonces utilizando el teorema [[.5.1014 y lema

[L.1.13 concluimos que ds.1 € M,. Si para algiin < « se tiene que ds;1 = p, entonces

obtenemos una contradicciéon pues M;, <¢ |J M,y p no tiene realizaciones en J M.
i<a i<a

De lo contrario, recordemos que d € |C| es una realizacién de p’ en el modelo monstruo,

q=7p' |y Y que qno p-rompe sobre N . Ahora:

i<o

1. Supongamos que § < f < «. En primer lugar notemos que como p € ga — S (N),
N < UM < U M; por construccion y por hipétesis p’ 2 p, entonces p’ [ ) o=
i<a i<a i<oa

qgega—S <U M) es una extension de p; por tanto ds.; no realiza a q pues ds.;
i<a

no realiza a p. Ademds como por escogencia d F p’, entonces d = q y como N c es

isomorfo a NV cp1, entonces ga — tp (cd/Ni,, C) # ga — tp (cp1ds1/Niy, C).

2. Supongamos ahora que B < & < «. Por la afirmacién 4.2.7] tenemos que p’ €
ga—S (U Mi) no p-rompe sobre NV, y como N;, <¢ EM k) (Kpi1, @) < U My,
i<a i<
entonces por la monotonia de la relacién de no p-ruptura (lema se cum-
ple que p’ rEMﬁ(lC)(KBHaCD) no p-rompe sobre N, . Lo anterior sumado al hecho que
EM,(x) (Kps1, @) = Ny cps es isomorfo a |J N; = N ¢y aplicando el hecho[3.1.15,
i<

implican que ga — tp (cd/N;,,C) = ga — tp (cp41d/Ni,, C) y por como se definié

ds;1 tenemos que ga — tp (ed/N;,, C) = ga — tp (cp1dsi1/ Ny, C).
En primer lugar notemos que entonces gp+1 C gs+1 pues gp+1 C gs41 y pOr tanto .

entonces ¢, d, no realizan el mismo tipo que cd sobre N; pues ga — tp(d«/cp) ni
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ga — tp(d/c) rompen sobre N;.

Sean ] un orden lineal tal que |J| < A con 27 cortaduras y ]’ una extensién de | de tamafio
2 < A que realiza todas las cortaduras de J. Fijemos Ij, Ij: extensiones de ] y ]’ respec-
tivamente que son y*-homogéneos. Trabajemos en EM i) (v + k x I}/, @) donde « x Ij/
tiene el orden antilexicografico y parai € Ijssea h; : [u, u+ k) — k x {i}: p+j+— (j, 1).
Sean ¢ := 0'(z1, hi(z,)) y d{ := o”(wy, hi(w3)).

Para todos i < j ei’ < j’en k x Ijs existen automorfismos que fijan y y envian «k x {i} en
kK x {i"} y k x {j} en k x {i’}; por tanto en EM (k) (k x I/, @) todas las tuplas c;d; realizan
el mismo tipo de Galois sobre EM (k) (v, @) siempre que i < j y en consecuencia para
todo i € J'[lly2se cumplen para c;d;. En particular si cd y ¢’d’ estdn dados por diferentes

cortaduras en |
ga—tp(ed/EMc) (v + k x ], @)) # ga —tp(c'd’ /EMx) (v + &k x ], D))

lu cual contradice la |]|-estabilidad de K. 424

4.3. Superestabilidad en Q-AECs: algunas preguntas

De acuerdo al estudio de la superestabilidad realizado en el presente trabajo y teniendo
en cuenta el resultado de transferencia de categoricidad desarrollado por Shelah y Vasey
en [SV18] donde el concepto de marco bueno, una nocién local de superestabilidad, es

fundamental y por tanto es natural preguntarnos.

Pregunta 4.3.1. ;Es posible adaptar el concepto de marco bueno al contexto de las Q-AECs?
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Como muestran Shelah y Vasey en [SV18], el resultado de transferencia de categoricidad
parcial demostrado por Grossberg y VanDieren en [GV06b] es indispensable para tener
transferencia de categoricidad sin restricciones y por tanto es indispensable solucionar
el problema de las condiciones [0.0.6, [0.0.7 y en el argumento de Coppola. En la
pregunta 2.3.7] nosotros proponemos demostrar, refutar o remover dichas condiciones
y basdndonos en las paginas 88, 89 y 90 de [Cop06] nosotros planteamos la siguiente

pregunta.

Pregunta 4.3.2. ;Es la superestabilidad en Q-AECs una herramienta que podria ayudar a remover

o demostrar las condiciones[0.0.6] 0[0.0.87

Por altimo, como lo que buscamos es tener un resultado de transferencia de categoricidad

sin restricciones en el contexto de las Q-AECs, la siguiente pregunta es natural.

Pregunta 4.3.3. ;Es posible adaptar el argumento de [SV18] al contexto de las Q-AECs?
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