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Prélogo

Si bien es cierto que existe un gran nimero de textos elementales v no elementales sobre
Algebra Lineal, también o es que en ocasiones se hace dificil hallar uno que se adeciie
a los requerimientos ¥ necesidades de un determinado curso. Justamente esta dificultad
encontré al encargarme, en el primer semestre de 1993, de la asignatura Algebra Matricial
Aplicada de la Especializacion en Estadistica de mi Facultad, lo que e obligo a preparar
un material que hiciera las veces de texto guia para el curso. Algunos estudiantes, como
también algunos colegas, me animaron a pensar en la posibilidad de publicar ese material.
Pues bien, este texto es el resultado de aguellas primneras notas, revisadas y ampliadas
durante los semestres sigulentes en los que las usé en el curso de Algebra Matricial
ya mencionado ¥ también en el de Algebra Lineal para los Posgrados en Matematicas,
incluyendo &l que dicté en la Universidad de Cordoba durante el primer semestre de 1994,
dirigide a estudiantes de la Especializacion en Matematicas que la Universidad Nacional

adelanta en esa Universidad.

Los estudiantes contribuveron de manera importante, con sus sugerencias y cormentarios,
a.la versién que agui se presenta.

La asignatura Algebra Matricial a la que me he referido estd dirigida principalmente a
estudiantes de la Fspcc:allzamon o Maestria en Estadxstlca v el curso debe proporcio-
narles el lenguaje. los conceptos v resultados del %lﬂebra Matricial de uso en areas como
Modelos Lineales v Analisis Multivariante. La seleccion de Lopicos que aparecen en este
material obedece a esta necesidad. Pero, sin ninguna duda, tales temas interesan también
a quiencs adelantan una Especializacion o Maestria en Matematicas; es mas - ¥ no creo
exagerar - tales conocimientos deberian hacer parte de la forinacidn basica en pregrado

para Matemadticos, Licenciados en Matematicas e Ingenieros.

El primer capitulo es introductorio, En él repasamocs rapidamente conceptos, resultados y
procedimientos que corresponden, por lo general, a un primer curso en Algebra Lineal. Se
ha incluido este capitulo. pensando en aquellos profesionales gue llegan a los programas
de posgrado, luege de un largo pericde de inactividad en lo que a Algebra Lineal se
refiere.

En el capitulo 2 se trata e problema de establecer condiciones necesarias y/o suficientes
para que una transformacién lineal de " en F® (F = [k o F = C) se pueda representar
mediante una matriz diagonal. Los conceptos de valor propio y vector propio de una ma-
triz se introducen a partir de este problema. Se destacan en este capitule tres resultados:

el Lerna de Scliur. ¢! Teorema espectral v la Descomposicién en valores singulares.

[l capitulo 3 es para las formas cuadraticas en 27, El problema fundamental es e] de la




xii

reducciéon a una suma de ceadrados mediante una transformacion lineal real invertible,
de las variables; se dan distintos métodos para la reduccién. Un resultado a destacar
es la Ley de Inercia. También tratamos en este capitulo el tema de las matrices reales
(formas cuadriticas en B} definidas.

El capitulo 4 estda dedicado al concepto de proyeccién ortogonal de un vector sobre un
subsspacio de R™, ¥ al tema ascciado de las soluciones, segun minimos cuadrados, de
sistemas de ecuaciones lineales inconsistentes. La seccidon 4.2, en la que se trata la
descomposicién espectral de una matriz simétrica real, es un complemento al capitulo 2,

particularmente al teorema espectral.

En el capitulo 5 se aborda el tema de la inversa generalizada para una matriz real,
concepto que se introduce a partir de la nocién de solucién segin minimos cuadrados,
de longitud minima, para sistemas de ecuaciones lineales. Este concepto, como el de

inversas condiclonales (otros tipos de inversas), es 1til en areas como Modelos Lineales.

El capitulo § es una introduccién al concepto de Norma (medida de la “magnitud” o
“tamano”) para vectores ¢cn B* o en C" y para matrices cuadradas. En los capitulos
anteriores hermos hecho dnicamente “Algebra”; en éste hacemos un poco de “Andlisis”,
preocupandonos ahora por la nocion de “cercania” entre vectores ¥ entre matrices. Dste

tema es esencial en lo que se conoce como Algebra Lineal Numérica.

He procurado, a lo largo del texto, combinar una exposicidn lo mas simple posible con un
desarrollo tedrico rigurcso. Los ejercicios propuestos, en su gran mayoria, complementan

la teoria expuesta; por lo general son de facil solucién si se tiene claridad conceprual.

Mis agradecimientos especiales para el profesor Arturo Jessie Al., Director del Departa-
nienlo de Matematicas, guien apovd desde su inicio el proyvecte de publicacidn de este
texto. Igualmente agradezco a la Facultad de Ciencias, a sus Posgrados en Matemudticas

v Istadistica, v a CINDEC-Medellin, por su patrocinio a esta publicacién.

Debo también expresar mi1 gratitud a los profesores Carlos Mejia S. v Juan Carlos Correa
M.. quienes gentilmente sc tomaron el trabajo de revisar todo el material. Muchas

rectificactones v mejoras las debo a sus valiosas sugerencias v acertadas cbservaciones.

Finalmente doy las gracias a los estudiantes Jorge H. Betancur y Diego F. Chavez quie-
nes se encargaron de la transcripcicn del material utilizando el procesador matematico
TEN . como también a la profesora Luz Helena Munioz S.. quien amablemente facilité los

formatos para el levantamiento de este texto.

Abraham Asmar Charris.



Capitulo 1

REPASO Y MISCELANEA

Este capitulo es una recopilacién de conceptos, procedimientos ¥ resultados basicos que,
por lo general, forman parte de un primer curso en Algebra Lineal. Se advierte que una

gran parte de esos resultados aparecen aqui sin prueba.

El propésito fundamental de este material es servir como pre-requisite para los siguientes

capitulos,

Refereneias:
[Noble-Daniel], cap. 1,3, 4 ¥ 5. [Lipschutz), cap. 1,2, 3,4, 5y 8.
[Strang], cap. 1,2y 4. [Res-Fran-Mu), cap. 1,2 y 4.
[Searle], cap. 1,2, 3.4, 6 v 7, [Kreyszig], cap. 7.

1.1 Matrices

A lo largo de este texto, F denotara o bien el cuerpo de los nimeros reales B, o bien
el cuerpo de los nimeros complejos €. A menudo nos referiremos a los elementos de [

como escalares.

Llamaremos matriz sobre F, o simiplemente matriz, cualquier arreglo u ordenacién

rectangular como el siguiente

ay, ay; Iim
A= a1 ai; Qim — Fila i
(1)
Ldn1 anj Qnym |
Columna |

en el que los a;; son elementos de F.

El arreglo de nimeros se encierra, como se muestra en (1), entre corchetes (se pudo usar

también paréntesis) para indicar que se quiere considerar como un solo objeto.
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Los mimeros en una linea horizental en la matriz conforman una fila de la matriz, v los

numeros en una linea vertical una columna.

Nos referirernos a la fila conformada per los elementos

Eipdiz, .. im

como la i-ésima fila o fila 7, ¥ a la columna conformada por

@35, -5 8nj

como la 3-ésiina celumna o columna 7.

Los numercs que conferiman la matriz seran llamados elementos o componentes de la
matriz, v el elemento ay; (el cual estd simultaneamente en la fila i y en la columna j) se

dira el elemnento o componente (7, j! de la matriz,

S1 una matriz tiene # filas ¥ m columnas {come en {1)). diremos que es una matriz de

orden n X m (léase “n por m”), 0 que es una matriz n X .
Notaremos My, «m (/") ¢l conjunto de todas las matrices n x m sobre F.

In forma abreviada, una matriz A como la dada en (1) serda denotada A = [ay;]). (En
lugar de las letras i, j puede usarse otras}. Observe que en esta notacién no se indica el
orden de la matriz.

Una matriz n % en la que n = m se dird cuadrada. En este caso en lugar de desir

que es de orden n = a, diremos que es de orden n.

St A = [ay;] es una matriz cuadrada de orden =, la diagonal conformada por las com-
ponentes a;;, serd llamada la diagonal principal de A, y en ocasiones la diagonal de

A

Una matriz cuadrada cuves elementos (uera de la diagonal principal son todos nulos se

dird una matriz diagonal.

Cualguier matriz cuyos elementos son todos nulos se dird una matriz nula o una matnz
cero. La matriz nula de orden n % m sera denotada 0, 4,,, 0 simplemente 0 cuando no

hava lugar a confusién.

Una matriz n x 1 (de una sola columna) la Namarenios una matriz columua o un
vector columna. Notaremos F'* el conjunto de vectores columna con n componentes
eni . Cada columna de nna matriz puede verse come un vector coluinna. ¥ con frevuencia

nelaremos una matriz n x m A = {ay

3] en 1a forma

A=lay .. an] (2)
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_donde a; € F" es la j-ésima celumna de A, esto es,

CZU

Qg

Matrices de una sola fila seran llamadas matrices fila o vectores fila. Las filas de una
matriz pueden verse como vectores fild, v también a menudo notarenmos una matriz n x m
A =[g;;] en la forma
)
A= (3)
(2 £}

siendo o; la i-ésirna fila de A, es decir,

;= {a,-] ajs .. ﬁ'-im}-

Llamarernos submatriz de una matriz A, cualquier matriz que resulte al suprimir algu-

nas filas y /o algunas columunas de A. Por ejemplo, para

2 0 4
A=|1 0 5 (4)

03 8

las matrices siguientes son submatrices:
2 0 4 . -
AI:[1 0 5], A, =0 3 8] (5)
2 0 4

Bl:[l 01‘, B, =[0 3], B3:|:5], B, =(8]. (6)

Observe que tanto las filas como las columnas de A son submatrices de A.

En la escritura (2) de una matriz A, ésta aparece expresada en términos de sus columnas.
Diremos que esta separada o particionada en columnas; de la misma forma cuando A
esté expresada como en (3) diremos que esta separada o particionada en filas. Tales
maneras de expresar ina matriz resultaran de mucha utilidad. como se apreciard a lolargo
de éste v los siguientes capitulos, pero no son las Unicas formas itiles de particionar
una matriz, es decir, de expresarla separada en submatrices. Por ejemplo, la matriz A

en (4) podria convenir expresarla. para cierto propdsite, particionada como

2 0 4
A= 1 0 b
0o 3 &8
esto es, como
| &
s3]

siendo Ay ¥ A las submatrices que aparecen en (9).
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A= 3]

siendo A; v Ap las submatrices que aparecen en (h),

esto es, como

(Quiza esa misma matriz, para otro fin, convenga particionarla como

2 0
A= |1 0 5
0 3 : 8
es decir, como
_ | By Bsa
A= 2l

siendo B, By, B3, By las suhmatrices que aparecen en (6).

Si se desea consultar acerca del concepto de matrices particionadas ¢ separadas se

puede recurrir, por ejemplo, a los textos [Noble-Daniel], [Searle] y [Maltsev].

Por dltimo, recordarmos que dos matrices A = [a;;], B = [5{J] en My wum(F) se dicen

iguales (notamos A = B)sia; =b; Yi=1,...,n Vji=1,

Suma de matrices

Sean A = [ay;], B = {bj]en My, (F). Lamatriz nxm C = [o;] en la que g5 = ag;+by;
para cada i € {1,...,n} v cada j £
Notamos C = A + B.

{I,....m}. se llama la matriz suma d¢ A v B.

Propiedades bdsicas de la swma

YA.B, C € Mpym(F)
1A+ B € Muym(F)

2. A+B=B+A
JJ(A+B)+C=A+(B+C)
1. A +0nm=A

5. 51 A = o], lamatriz —A = T—a;]en Muxn(F), es tal gue A 4+ (=A) = Oy .

La diferencia entre matrices se define corno entre nmercs: 51 AL B & Mo, omt!),
enlonces

B-—A=B+(-A).



1.1 Matrices

o

Multiplicacion por escalar

Sean A = [a,-j] € Muxm(F)v k € F. El producto de & por A es la matriz n x m, nctada
kA, cuyo elemento en la posicidn {7, j) es ka;,, esto es,

AA - [fca,-j} .

Propiedades bdasicas de la mulliplicacion por escalar
YA, B, Ce M, m(F) Yk seF

1. kA € My (F)

2. (k+s)A = kA 4+ sA

3. ((A+B)=kA+ID

4. k(sA) = (ks)A

5. 1A = A

Las propiedades enunciadas para las operaciones anferiores en M., .., (F) hacen de este
conjunto un espacio vectorial sobre el cuerpo F. (Mas adelante recordaremos el concepto

general de espacio vectorial).

En particular F™ {conjunto de vectores columna con n componentes en Fj, con esas

operaciones, es un espacio vectorial sobre F.

Producto de matrices

a) Producto basico de una matriz fila 1 X m por una matriz columna m x 1:

El producto ab de la matriz fila @ = [a; a; ... am] por la matriz columna
. |
b = - | se define comoe:
-
ab=1[a; ¢ ... am) gl = fa1by + azbs + -+ ambm]

br"
preducto que identificaremos con el escalar

w1l + @obo 4+ - 2 A b
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b) Producto de una matriz n X m por una columna m x 1:
Sea A = [a;;] una matriz n x m con filas a;,...,a, y sea b un vector columna
coma en a). Definimos el producto Ab como se indica a continuacion:

a3} a1 b aphy +ayebo+ -+ aymbe
Ab=|a; |b=|ab | = | b +apmbe+ -+ aimbm | . (8)
[ £ anb tn1by +an2b2+"'+anmbm

Observaciones.

1) S1 A€ Mpuym(F)ybe F™entonces Ab € 1,

1) La i-ésima componente de Ab es el escalar

m
a:b = a1t + apbo + -+ 2inbm = Z aipbi . (9)
k=1
1) Note que. también.
by a1 a2 A1m
bro az1 Qa2 aym
Ab=A| =& | . | +bs| . | +--F+by
bm 1y Apy Ay
Por tanto, si aj, az.....am (en F7) son las columnas de A, podemos escribir
Ab = [al az ... am} by = blal + bpay + "'+bmam -
2
(10)
brﬂ
Una expresion como byay + bsas + -+ bpam {by,bo, .. by € F) se dira
una combinacién lineal (c.i.) de los veclores aj, a;,...,a,. Los escalares
bi, ... bm se dirdn los coeficientes de la ¢.l. (ISl concepto de e.l. en un espacio

vectorial cualquiera serd introducide en la seccidn siguiente).

Asl que (10) nos dice que Ab es una c.i. de las columnas de A en la que las
compoenentes del vector b soun los coeficientes. Liste hecho sera usado frecuen-
temente.

¢} Producto de una matriz n X m por una matriz m x p:

Si A es una matriz n » m v B es una matriz m x p. el producto AB se define de tal
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forma que cada columna de ADB se obtenga multiplicando A por la correspondiente
columna de B (como en (8)), es decir. si B = [by by ... by] (bjeslaj-ésima

columna de B) entonces
AB:{Abl Abg Ab;ll (In

Note que AB es una matriz n % p.

Si el mimero de columnas de la matriz A ne coincide con el nimero de filas de la

matriz B, el producte AB no esta definido.
Observaciones.

Digamos que A = {a;;] ¥ B = [b;;]. Consideremos A y B particionadas en filas y

en columnas come se indica a continuacion:

) JBI
A=1a; ... a,l= . B=[b, ... b)]= _
s B
i)
AB=A[b, ... Dby]=[Ab, ... Ab;] (segun (11})
Columna 7 de AB = A(Columna j de B)
= Abj:
=lay ... au] In;
bmj
= bya + - F by am . (segun (10))
c.l. de las columnas de A
i)
Cormponente (7, j) de AB = i-ésima componente de Ab;
= aib, {ver ()
= [(25] S G;m] blj
bmj

L]

Zaikbkg

k=1
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o [ceyby ... ayb; ... ab
AB=[“"\Tp, by b= - o
o; a;by ... asby a;by,
Xy lanb, ... anb; .. by

i) Se puede probar que

] 1 QlB
AD = S B= . (12)
Ocnj a, B
¥ que )
B o= [Gil B aim] }61 = G“nﬁl +.. a-z'mBm -
c.d deias filas de B (13)
| Bva
Ademas que, _
AB: [?H ﬂm] '61 = alﬁl +"'+amﬁne-
: {11)
ﬁm

En el gjercicio [.1.1 se pide probar las igualdades (12}, (13) v (14).

Propiedades bdsicas del producte

En las siguientes propledades A, B. C denotan matrices con componentes en 7 v B S [
g ] ; P )

Se supone que las operaciones que aparecen en cads propiedad estan defimdas.
LSiAesnxmy Besmxpel producto AB es una matriz n x g sobre F
2. (AB)C = A(BC)

3. A(B+C)=AB+ AC

4 (B+C)A=BA+CA

(2]

ST A esn o, Aomxp =0, xp ¥ 00 A = 04y

6. H{AB) = (kA)B = A(JB)

. La matniz diagonal n < n siguicnte

1o .00
]
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es tal que si A es nx m y B es k% n entonces
I.A=A v BI. =B
I, serd llamada matriz identidad o matriz unidad de orden n.
Advertencias.

1) El producto de matrices no es una operacion conmutativa. A continuacion precisa-
mos esta afirmacion.

Digamos que A y B son matrices n » v m x p respectivamente, de modo que el
producto AD esta definido.

Sin # pel produclto BA no estd definido.

Sin =pperop# mentonces AB v BA estan definidos pero AB es n » 2 mientras
que BA es m »x m.

El iinico caso en gque AB ¥ BA estan defimdos v son del mismo orden es cuando

n = p = m. Resulta que ain en esta situacidn puede ocurrir AB # BA, como se
I A
O -1]11 0] [-1 0
o 1)1 o] [0 =17
poojlo —1] 71 o]

ii) Es posible que el producto de dos matrices no nulas sea la matriz nula. Por ¢jemplo

bl )= (6o

muestra en el sigulente ejemplo:

Inversas

Sea A una matriz n x m. Una matriz G, m x n, tal que GA = 1, es llamada una
inversa a izquierda de A. Similarmente, una matriz H, m = n, tal que AH = 1, es

llamada una inversa a derecha de A.

Teorema 1.1.1. Sea A una matriznxm. 51 A posee una inversa a izquierda G (mx n)

y también una inversa a derecha H (m x n) entonces G = H.

Prueba.
H=1,H=(GAJH=G(AH)=G], =G. &
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Comentario.
Se puede probar (ver gjercicio 1.3.2) que si la matriz A posee inversa a izquierda v

también inversa a derecha entonces A es necesariamente cuadrada.

Combinandeo este hecho con el resultado del teorema anterior obtenemos, entre otras
cosas, que una matriz cuadrada tiene a lo mdas una inversa bilateral (a ambos lados). En
el caso de poseer una, esa inica inversa bilateral se llamara |2 inversa de A, [a nolaremos

A~y diremos que A es invertible o no singular.

De manera que, A~! (la inversa de A), cuando existe, es la iinica matriz tal que

AAT' =L, = AT'A
st Aesnxmn.
Es posible que una matriz cuadrada posea inversas =dlo a un lado” El sigutente resultado

nos dice que ¢slo no es posible.

Teorema 1.1.2. Sr A es una malriz cuadrada, entonces A posec una inversa a amnbos
lados A™! o no posee ni mversas a izquierda, ni inversas a derecha. Equivalenternente
sila matriz cuadrada A posce una inversa B oa algin lado entonees A es invertible y
B=A""

(¥as adelante se puede probar este resultado. Ver ejercicio 1.5.2),
Teorema 1.1.3. 5/ A, B son watrices de orden o invertibies v b oun escalar. & # 0,
entonces

1. A7 esinvertible y (A1) = A

2. AB es invertible y (AB)"! = B7'A !

3. kA es invertible v (FAYT = F7TATD

Transpuesta, canjugada y trauspuesta hermmitiana

Sea A = [ay;] una matriz n x m.

La transpuesta de A notada AT es la marriz mox 0 ocuva cotuponente (i) os (. €8
decir. la transpuesta de A es lamatriz v x 0 AT = [b;] en la que by, = @, para cada
ie {1l oomyyceadaje {1...., n}. (Las colmimnas de A7 son las filas de AL v Ias filas

de A7 son las colummnas de A)

La conjugada de A. notada A, es la mairiz n x m cuva cotuponente (4. /) es a,, {el

conjugado del numere o;;): A = (a7;).
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La matriz A7 (la conjugada de la transpuesta de A) la lamaremos transpuesta her-

mitiana de A; la notaremos A", La componente (i, j) de A# es 3.

Cuando A es reai, es decir, todas sus componentes son reales, A7 es real, A = A ¥
AH = AT

SiA=[a; ... an] (a; € F" eslaj-ésima columna de A), entonces
af ay!
AT =| |, A=[a ... an), Al =
T H
af“ am
Propiedades

Para A, B matrices con comnponentes complejas se tlene:

L(ATT=A. A=A v (A=A

o
2 (AxB)7 =AT+BT (A+B)=A+B v (A+£B)"=A"+BF
kAT = EAT, FA=FA v (kA = EAY.

4. (AB)T =BTAT, AB=AB v (AB)? = BHYAH

5. 8i A es invertible entonces AT A v A también lo son. Ademis

(AT =(ATHT, (BT =(aT) v (Af)TT=(aThT

Matrices simétricas y hermitianas

Sea A = {a;;] una matriz cuadrada, n x n.
Si A= A7 diremos que A es simétrica (en este caso a;; = a;, ¥i,5 € {1,...,n}).
Si A= A" diremos que A es hermitiana (esta vez a;; = @y, Vi,j & {1,...,n}).

Cuando A es real, A es hermitiana si y solo s1 A es simétrica.

Ejemplo 1.1.1

i 2 L -
s — [; 1] es simétrica, porque AT = A; pero A no es hermitiana.

Como deben ser los eletnentos en la diagenal principal de una matriz hermitiana? &

Ejemplo 1.1.2

Sea A una matriz n x m. Como A7 es m x 7 entonces ATA es mxmy AAT esnxn:
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ademas, AT A y AAT son ambas simétricas:

(AAT)" = (AT)TAT = AAT v (ATA)T = AT(AT)T = ATA .
Andlogamente, las matrices ATA y AA® son ambas hermitianas. &

Matrices vy sistemas de ecuaciones lineales. Mélodo de eliminacién de
Gauss.

Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones lineales, en las m inedgnitas r,. ...

‘1:17!
Ty T o+ apmIe = b
anry + b 2Ty = b
(15}
ey + o AT, = bn

ein el que los coeficientes @,; v los (érimnos independientes by estan en F. Este sistema

puede escribirse en la forma matricial

L L I by
g1 oo Qum O] b .
= {16)
y ) s Qpm ke brl
esto es. en la forma
Ax=h. (17)
1 f}\,
L EJ'_;
donde A = [a5]. x=| . v b=
LT b?n

Nos referirermos a A romo la matriz de cocficientes del sistema (15), v a la matriz

ay a1 bl
[A l)] - [0} e ()n
[N oy : bn

como la matriz aumentada o ampliada de ese sistema. Esta dltima inatriz determina

completarnente ¢l sistetna (13).

Vna solucidn del sistema Ax = b (en P75 es cvalquier vector x© € F77 tal que Ax” =h,
Cuando el sistema tenza soluciones direnios que es soluble ¢ consistente. on ¢aso
2 1

contrario diremos que es no solnble o inconsistente
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Car

Si b = 0 el sistemna se dice homogeneo. En este caso x° = 0 es una solucidn que
llamaremos solucion trivial.

Resolver un sistema consiste en encontrar todas sus seluciones. Algunos sistermas pueden

resolverse ficilmente, como se ilustra en los ejernplos siguientes.

Ejemplo 1.1.3

Consideremos el sistema

9
o] =

[N

- =2z, + I» =

Ty — 2..';2 + i =

)

De la primera scuacion se observa que delie ser 2y = 4: sustituvendo este valor de 2, en
la segunda ecuacidn se obticue zy = 4: finalmente sustituvendo cn la Lercera ecuacion
zy por 4 v 2y por 10 ¥ despejando zy, obtenemos @3 = 0. Diremos que ¢l sistema ha
sido resuelto por sustituecidn lhiacia adelante o progresiva. La matriz aumentada del

sistema s

|
N4
—_
fe
[

>

=1
|

[}

fo's)

Ejemplo 1.1.4

Considerenios el sistema

v 4+ xy - 23 = 3
'21'2 - Fy = T
'2.?,'3 =5
Despejando 25 en la tercera ecuacion obtenemos 23 = 3: sustituvendo en la segunda
ecuacion rz por su valor v despejande r+ obteneruos 29 = 5, finalmente sustituvendo en
la primera ecuacién xy por 3y a4 por 5 obtenemos r3 = —5. Por tanto la dnica solucidn
del sistema es oy = =5, 7, =5, 25 = 1.

Observe que la incdgnita oy solamente aparece en la primera ecuacion v que ¢z aparece
en las dos primeras ecuaciones pero no en la tercera. La matriz anmentada del sistema

€s

o D

=R &
1

[ ) —_—

[
| 2

Ejemplo 1.1.5
Consideremos ahora el sistema
I + 21’3 =+ 3'1‘3 =4
Tz + i3

il
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En éste sistema se observa que podemios dar a z3 cualquier valor ¥ que por cada valor que
le demos obtenemos correspondientes soluciones del sisterna: si 23 = ¢ (f clerto nimero
real}, despejando rs en la segunda ecuacion se obtiene x4 = 1 — ¢; finalmente llevando

los valores de x4 v z3 a la primera ecuacidn se obtiene 2y = 2 — ¢.

AsT que las triplas

) 2—1
o | = | 1=2t]|, ek
gt {

son soluciones (en F3) del sisterna. Es facil verificar que toda solucidn (en 7%) es de la
forma anterior, por lo que esa expresion describe el conjunto de todas las soluciones. Tal

expresion puede escribirse también asi:

I .2 —1
x| = |1+ —-1], teR.
& 0 1

Observe que en éste sistema de dos ecuaciones, la variable z; aparece solamente en la

primera ecuacién. La matriz aumentada del sistema es

12 3 4
o1 1 o1

Nos referirernos al método empleado en los ejemiplos 1.1.4 v 1 1.5, para resolver ¢l sistemna

dado, como sustitucién hacia atrds o regresiva.

Es claro que no todos los sistemas pueden ser resuelros utilizando procedimientos comao
los usados en los ejemplos discutidos. En general, para resolver un sistema que no tiene
forma simple, el procedimiento basico es transformarlo, mediante clertas raanipulaciones
de las ecuaciones, en un sistema equivalente (es decir, con las mismas soluciones} mas

simple (esto es, en uno cuvas soluciores puedan encontrarse mas facilmentc)

Las siguientes manipulaciones o transforinacioncs, llamadas operaciones elementales,
realizadas sabre las ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales, no alteran el conjunto

de soluciones de tal sistema:
i) Intercambiar dos ecuaciones
1) Multiplicar una ecuacidn por un escalar no nulo
i} Sumar a una ecuacién un mihiplo de otra

Eun lugar de trabajar con las ecuaciones del sistema es mds cdmodo hacerlo con las filas
de su matriz ampliada. A las operaciones anteriores entre ecuaciones corresponden las

siguientes entre filas de una matriz:
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1) Intercambiar dos filas
i1) Multiplicar una fila per un escalar no nulo
iii) Sumar a una fila un miltiplo de otra
Nos referirenios a estas iltimas come operaciones elementales fila. En el sigutente

ejernplo se ilustra el uso de estas operaciones para transformar un sistema dado en uno
equivalente mas simple.

Ejemplo 1.1.6

Resolver el sistema

xy + 215 + 323 = 4
ry + 31’2 + 4.?,‘3 = 3 (18)
— — r3 = =2

Solucidn. Trabajaremos con la matriz aumentada del sistema

13 4 ) (19)
-1 0 =1 =2
Nuestro primer propdsito es ohtener ceros en la primera columna debajo de la primera fila

(esto es, elminar r| en las ecuaciones segunda v tercera) io que se consigue realizando
las siguientes operaciones:

“sustraer de la segunda fila en (19) la primera”, v

“sumar a la tercera fila en (19) la primera”

cbteniendose la matriz

1 2 3 4
011 (20)
¢ 2 2 2

Queremos ahora obtener cero en la segunda columna, debajo de la segunda fila {(esto es,

eliminar z; en la tercera ecuacidn del sistema representado por {20)) para lo cual basta
“sustraer de la tercera fila en (20), dos veces la segunda”

obteniéndose la matriz

1 2 3 4
01 1 (21)
000 0



16 Cap. 1. TRepaso y miscelanea

El sisterna (18) es equivalente al sistema representado por (21):

 + 21‘2 + 3I3 =4
o + Iz = 1 (22)
Oy + 0z2 +0zz3 =0

Como laltima ecuacion en (22} se satisface cualesqniera sean los valores gue demos a

zy, T3, x3, este sistema es equivalente al sistema

|
e

£y + 2rs 4 314
Ty + &3

(23)

|
—_

cuyo conjunto de soluciones puede encontrarse por sustitucion regresiva, cormne se mostro
en el ejemplo 1.1.5. A

El procedimiento usado para transformar el sistema (18) en el sisterna (22), se conoce
como Método de Eliminacion de Gauss o Método de Eliminacion Gaussiana. En

términcs de matrices el proposito fundamental de este método es transformar la matriz
anmentada [A ; b] de un sistema dado Ax = b, en una malriz con forma escalonada

(U :¢] (como la matriz en (21}). El sisterna Ux = ¢, equivalente al sistema Ax = b se

resuclve por sustitucion regresiva.
A continuacion precisamos lo que entenderemos por “estar en forma escalonada™,

Una matriz U, n < n, se dice que estd en forma escalonada si satisface las sigulentes
condiciones, en las que lamamos pivote a la prituera componente distinta de cerc en

cada fila no nula de U;
- Primero aparecen las filas no nulas

- Debajo de cada pivote, en la columna correspondiente, todas las componentes son

nulas

- Ll pivote de cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila antertor, es decir,

el mimero de ceros al comienzo de una fila aumenta a medida que descendemos.

En el ejemplo 1.1.6 ne necesitamos intercambios de filas para lograr el propasito bus-
cado, pero en ciertos casos puede necesitarse de tales intercambios. Operaclones del tipo

“multiplicar una fila por un escalar no nule™ no son necesarias; pueden o nd usarse.

En un sistema Ux = ¢ con [U - ¢] en forma escalonada. las variables correspondientes
a las columinas can pivotes las llamarelios basicas v a las otras libres. (En el ejeinplo
1.1.5 a5 es libre v zy, 2, son basicas). Al hacer sustitueion regresiva, podemos dar a las
variables libres cualquier valor v despejar luego las basicas {asi se procedid en el ejeruplo
1.1.5).
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Un refinamiento del Método de Eliminacion de Gauss es ¢l Método de Eliminacién
de Gauss-Jordan en el cual ¢l proceso de eliminacién se lleva hasta el punto en que
la matriz aumentada del sisterna, ademas de estar en forma escalonada, tiene todos sus
pivotes iguales a uno v ceros encima de cada pivote en las coluimnas correspondientes
a éstos. Una matriz con estas caracteristicas de dice que esta en forma escalonada
reducida.

Un tratamiento detallado del Método de Eliminacién de Gauss se encuentra, por ejemplo.
en [Noble-Daniell, [Strang], [Res-Fran-Mu), [Florey], [Grossman).

Operaciones elementales y matrices elementales

Ya nos hemos referido antes a las dencminadas operaciones elementales sobre las filas de
una matriz. Sien ellas se sustituve “fila” por “columna” obtenemos las correspondientes

operaciones elementales sobre las colurnnas:
1) Intercambiar dos columnas.
i) Multiphcar una columna por un escalar no nulo
i} Surnar a una columna un mmiltiplo escalar de otra.

Las matrices obtenidas de una matriz unidad I, realizando una operacién elemental sobre
sus filas (columnas) se llaman matrices elementales fila (columna). Todas ellas son

invertibles y sus Inversas son también mairices elementales.
Resulta que realizar una operacion eletnental sobre las filas (columnas) de una matriz A

equivale a muitiplicar a izquierda {derecha) de A por la correspondiente matriz elemental.

Ejemplo 1.1.7
Consideremmos la matriz aumentada [A @ b] en {18}, ejernplo 1.1.6.

Las matrices elementales correspondientes a las operaciones elementales fila realizadas

sobre tal matriz {en el orden en que alli se hicieron } son

1 0 0 1 0 0 1 0 0
Ey=|-1 1 0|, B2=1{0 1 0|, Ez=1{0 1 0
00 1 1 0 1 0 -2 1

Si denotamos [U © ¢] la matriz anmentada del sistema “reducido” (21), entonces

Si P = E3E-E, . entonces
P[A bl =[U ¢}
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En particular se tiene que
PA=TU v Pb=c. &

Ejercicios 1.1

1.1.1 Probar las igualdades (12), (13) ¥ (14).
1.1.2 Sea A € M, ,.;n(F). Probar que si Ax =0, para cada x € F™, entonces A = 0.

1.1.3 Sean A.B € M, . ,n(F). Probar que si Ax = Bx, para cada x € ™, entonces
A=D.

1.1.4 a} Suponga que cada colurnna de una matriz C es c.l. de las columnas de
una matriz A. Probar que C = AB para alguna matriz B.

b} Supenga que cada fila de una matriz C es ¢! de las filas de una matriz B,

Prohar que C = AB para alguna matriz A,

1.1.5 Sea A = [o5;] € Mawa(F). La traza de A, Tr(A), es la suma de los elementos

gobre 1a diagonal principal de A

Probar que YA, B & M, .. (F). Yh e F
a) TriA + B) = Tr(A) + Tr(B)
b) Tr{kA) = kTr(A)
<) Tr(AB) = Tr(BA)
d) Tr-(Pi';ﬁ_P\_\) =Tr(A) si P € My .n(F) es invertible
¢) Tr(AT) = Tr{A).
1.1.6 a) Sea A € Myu.um{R). Probar que
HDATA=0=A=0
AAT=0=A=0
i) T.(ATA)=0= A =0.
b} Exhibir una matriz no nula A v no real para la cual ATA =0

) Sea A e M, ().
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Probar que
HDAfA=0=A=0
HAAT =0 = A=0
i) TH{APAY = 0= A =0
1.1.7 (Producto directo de matrices)
Sean A v B matrices n x m ¥ p x g respectivaimnente. S1 A = [ay,], el producto

directo de A por B es la matriz

[(13]]3 O‘“”B
C =
LO.,-ilB Gn,—,zB

Notamos C = A®@B. Observe que C esta particionadaen tantas submatrices comeo
elementos tiene A, siendo cada submarrniz de la forma a,,B. En forma abreviada

podemos escribir

A2 B=la;B]

Este producto es también llamado producto de Kronecker o producto de
Zehfuss. Esta defimdo para cualquier par de matrices A, B y no es una operacidn

conrnutativa.

Probar que

A 0 ... 0
] 0 A ... 0
a) I, @ A= : . .
a 0 ... A

b) Im (4] In = Imn

¢) S1 k es un escalar,
(FAYOB=kAGB)= A2 (kD)
d) (AeB)Y = ATe BT

4} (A @B)(C & D)= (AC) @ (BD)

f) 81 A v B son invertibles, A ® B es invertible v

(AeB) '=A"'aB Y





