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Introduccidén

La enseflanza del algebra en el contexto escolar estd acompafiada de algunas
dificultades que presentan los nifios; éstas pueden ser de tipo cognitivo, pues no todos
los estudiantes que inician el curso de algebra cuentan con sélidos dominios en
aritmética y en este sentido surgen errores como consecuencia del uso abusivo de la
generalizacién; son de tipo actitudinal, ya que muchos consideran que es dificil y que
basta con operar aritméticamente unas letras; situacion que no permite ver en el lenguaje
algebraico, un elemento dinamizador del lenguaje de las matematicas, ni el verdadero
significado de la variable, de las expresiones equivalentes, y de las operaciones con
expresiones equivalentes. Mas aun deja el algebra en un escenario arido y
descontextualizado. Como consecuencia, los estudiantes se limitan a memorizar

conceptos sin comprender su significado ni establecer relaciones entre ellos.

La introduccion al algebra a través de la geometria es una herramienta y a la vez una
alternativa didactica que logra en un primer momento fortalecer el paso del lenguaje
natural al lenguaje algebraico. Permite dar significado al concepto de variable, a las
expresiones algebraicas y a las operaciones basicas, para posteriormente introducir la
nocion de factorizacién. Hago referencia a la nocién de factorizaciéon ya que la geometria
nos es Util para factorizar polinomios hasta de segundo grado, con ciertas restricciones
en los conjuntos de numeros, que mas adelante explicaremos. Sin embargo su uso

puede llegar a potenciar el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos.

Lo que se expone a continuacion es una propuesta didactica dirigida a nifilos que oscilen
en edades entre 12 y 14 afios segun el sistema educativo en nuestro pais, se
encontrarian cursando grado Octavo o Noveno de Educacion Béasica Secundaria. Se
propone el uso del algebra geométrica como recurso para factorizar polinomios de

segundo grado con raices enteras y racionales.



En el capitulo uno se hace un recorrido por la historia y epistemologia del &lgebra
buscando elementos y obstaculos que enriquecen la ensefianza — aprendizaje del
algebra y en particular el uso didactico del &lgebra geométrica, los limitantes que se
presentaron a través de la historia y que nos indican hasta donde podemos llegar,
trabajar y potenciar este recurso con los estudiantes.

En el capitulo dos se aborda la teoria de polinomios. Es pertinente definir y tener claros
algunos elementos fundamentales del algebra que tienen que ver con la factorizacion de

polinomios en particular de segundo grado.

En el capitulo tres se proponen algunas actividades para desarrollar en el aula de clase,
enfocadas a trabajar con perimetros y areas, usando lenguaje algebraico. Se pretende
dar significado a expresiones algebraicas y finalizar con métodos de factorizaciéon de

polinomios de segundo grado con coeficientes enteros y racionales.



Planteamiento del problema didactico

En el estudio del algebra elemental en la educacion béasica secundaria se detecta el
problema del paso del lenguaje natural al lenguaje simbdlico del algebra; poco se
potencia el uso de otros sistemas de representacion como el grafico, que permite
visualizar ciertos procesos de resolucion de problemas que involucran ecuaciones de

segundo grado y verificacion de sus soluciones.

La experiencia desde el aula nos muestra que los estudiantes de octavo grado de la
educacion béasica secundaria presentan dificultades en el aprendizaje de polinomios v,
sobre todo, en su factorizacién. En la historia de la matematica y en especial en el
algebra geométrica encontramos un recurso didactico que permite visualizar la
factorizacion de polinomios cuadraticos que tienen raices enteras, para mejorar el
proceso de ensefianza aprendizaje en la resolucion de problemas que involucran

ecuaciones de segundo grado.

El conocimiento algebraico es esencial por su aporte a la comunicacion y expresion de la
matematica, a la construccion de modelos y a la estructuracion de formas de
razonamiento, conocimiento que se inicia desde la aritmética y que se fortalece con el
aprendizaje del 4lgebra desde el grado octavo de la educacion basica. A partir del
algebra geométrica como recurso didactico y ambientacién a diferentes temas creemos

se pueden mejorar estos procesos de ensefianza aprendizaje.



1. Aproximacion historico — epistemoloégica
al algebra

1.1 Los Babilonios

Los primeros indicios sobre lo que hoy conocemaos como algebra los encontramos en
unas tablillas de arcilla de la cultura babilonica, alli se encuentra su sistema numeérico
sexagesimal, operaciones aritméticas y la soluciébn de problemas algebraicos y
geométricos®. Esta civilizacion se desarroll6 entre los rios Tigris y Eufrates region que se

conoce como Mesopotamia, actualmente Irak, entre los afios 2000 y 600 a.C.

En la tabla se puede observar las convenciones que se usan actualmente para entender

el sistema de numeracion babilénica y su traduccion al sistema decimal.

! Kline, Morris (1994). El pensamiento matematico de la antigiiedad a nuestros dias. Alianza Editorial,
Madrid, P. 21, 1994.



NUmeros enteros Parte fraccionaria
Sistema Decimal | Sistema Sexagesimal | Sistema Decimal Sistema
Sexagesimal
1 1 0,25 0;15
2 2 0,5 0;30
3 3 0,75 0;45
59 59
60 1,0
61 1,1
119 1,59
120 2,0
1. Una coma"," se utiliza para separar los lugares sexagesimales.

2. Un punto y coma

Miremos un ejemplo con el nimero 14,30;15 escrito en el sistema sexagesimal, que al

se utiliza para separar enteros de fracciones.

ser convertido al sistema decimal nos quedaria de la siguiente manera:
14 x 60 + 30 x 60° + 15 x 6071
840 + 30 + 0,25 = 870,25

Los problemas algebraicos, que son los que nos ocupan, aparecen resueltos por medio
de “recetas” para cada caso particular. Por ello lo que alli se encuentra es llamado
algebra retérica. No se encuentra en las tablillas una férmula general. Los babilonios
podian resolver ecuaciones cuadraticas por el método de completar cuadrados, en
algunos casos convenientes. Daré un ejemplo concreto que plantea la solucién de una
ecuacion de segundo grado referida a hallar

geométrica, o que nos permitird traducir a nuestro sistema decimal el ejemplo que

el lado de una determinada figura

daremos sobre problemas de algebra que ellos resolvian.




"2 para resolver el problema en

En la primera columna esta la “receta” dada por el “escriba
el sistema sexagesimal, y en la segunda la traduccién al lenguaje algebraico de hoy y el

sistema decimal.

Instruccién del escriba Traduccion al lenguaje actual

1. “He restado el lado del 1. x*—x=2870
cuadrado a partir del area, y es
14,30.”®

2. "Toma la mitad de 1,que es 0;30 2. 05x05=0,25
y multiplica 0;30 por 0;30, que
es 0;15”

3. “Suma este niimero a 14,30, lo 3. x> —x+4+0,25=870 + 0,25
gue da 14,30;15, este es el (x —0,5)? = 870,25
cuadrado de 29;30”

V(x - 05)% = /870,25
X — 0,5 = 29;5
4. “Ahora suma 0;30 a 29:30, cuyo 4. x=05+295

resultado es 30, que es el lado ¥ = 30
del cuadrado”

Es sorprendente que en ambos casos aparece el nimero 30 cuya representacion

coincide en ambos sistemas.

2 . ~ . .
El escriba es la persona que se encargaba de acufiar las tablillas, ellos desarrollaban su trabajo en la corte

del rey o eran secretarios personales de varios gobernadores.

8 Boyer, Carl B.: Historia de la mateméatica. Alianza Universidad Textos, p.56, 1992.
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1.2 Los Griegos

Con la aparicién de las magnitudes inconmensurables en el siglo VI a.C, a los griegos se
les dificulté el tratamiento aritmético de magnitudes, areas y volumenes; usaron
entonces las figuras geométricas para representar magnitudes, es decir “los niumeros
son sustituidos por segmentos de recta y las operaciones se realizan por medio de
construcciones geométricas, el producto de dos numeros se convierte en el area del
rectangulo cuyos lados tienen como longitudes esos dos numeros, el producto de tres
segmentos es un volumen, la suma de dos numeros es igual a la prolongaciéon de un
segmento en longitud igual a la de otro, la resta es recortar de un segmento la longitud
del segundo, la divisién se indica por la razén entre los segmentos que lo representan™.
En el libro 1l de los Elementos de Euclides se encuentran varios ejemplos de ese

tratamiento geométrico de las magnitudes como veremos a continuacion.’

Proposicion 1 Si hay dos rectas a y [, y una de ellas [ se corta en un nimero cualquiera
de segmentos, el rectangulo comprendido por las dos rectas es igual a los rectangulos

comprendidos por la recta no cortada y cada uno de los segmentos.

b —+—oc—+ a -

La proposicion referida a la figura, se traduce algebraicamente en la expresion
alb+c+d)=ab+ac+ad

* Kline, op. cit., p 98.
5 Euclides, Elementos, Libro I, Editorial Gredos, 1991.
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En esta proposicion se puede visualizar la propiedad distributiva de la multiplicacion con
respecto a la suma. La relacion de igualdad surge al comparar el area de la figura 1 como
un todo con la suma de cada una de las areas de las partes que conforman toda la
figura.

Esta expresion se presenta hoy en dia a los estudiantes como un caso de factorizaciéon
cuando se mira de izquierda a derecha; en el contexto de la figura ésta hace referencia a
la medida de la altura del rectangulo total, que es la misma medida de la altura de todos y
cada uno de los rectangulos que son parte del rectangulo total; obviamente cuando una
de las rectas se corta en dos partes y asignamos las letras a,byc a la altura del
rectangulo y las dos partes del otro lado respectivamente se tiene la conocida férmula

de la propiedad distributiva recolectiva c(a + b) = ac + bc.

Proposicion 4. Si se corta al azar una linea recta, el cuadrado de la (recta) entera es igual
a los cuadrados de los segmentos y dos veces el rectangulo comprendido por los
segmentos.

I ab b’
a a2 ab
I a | b

Esta proposicion al traducirla al lenguaje algebraico es el conocido producto notable
(a+b)? = a® +2ab + b? Nuevamente es un caso de factorizacién al mirar de

izquierda a derecha.
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Usualmente el escolar se aprende de memoria las férmulas de los productos notables,
gue como su nombre lo indica se trata de resultados de multiplicaciones algebraicas de
derecha a izquierda y nunca enfatizamos que de izquierda a derecha son casos de

factorizacion.

En el desarrollo de la propuesta didactica que presentamos en este trabajo usaremos la
metodologia de dar primero la expresion algebraica y luego representarla
geométricamente. Los estudiantes estan acostumbrados con las foérmulas, con el
tratamiento abstracto; pretendo que ellos las puedan visualizar por medio de un modelo

geomeétrico para facilitar su comprension.

En el modelo geométrico del algebra usado por los griegos no es posible representar
expresiones como x3 + x? + x + 5, puesto que se estaria sumando un volumen con un
area y una longitud; este tipo de inconvenientes limita fuertemente el tratamiento de este
tipo de expresiones e inclusive los de grado mayor a 3, porque no se podrian representar

usando el algebra geométrica.

1.3 Diofanto

Hacia el siglo Il aparece Diofanto (200 — 290 a. C.), considerado el mas importante de
los algebristas griegos de la época alejandrina; introdujo un simbolismo algebraico que
consistia en designar a la incégnita con la primera silaba de la palabra griega arithmos®,
gue significa namero, es decir utiliza abreviaciones de palabras para representar algunas
de las nociones del algebra. A este manejo de los problemas se le ha llamado algebra
sincopada.

La obra mas importante que se conoce de Diofanto es su Arithmetica, un tratado de 13
libros del que sb6lo se conocen los 6 primeros; trataba temas como las soluciones
particulares, enteras 0 racionales de ecuaciones algebraicas determinadas e

indeterminadas. Es el caso de la ecuacién x? + y? = z? conocida por los babilonios

® Boyer, Op. Cit., p. 239.
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gue encontraron numerosos casos particulares, llamadas triplas pitagoricas, y resuelta

geométricamente por el Teorema de Pitagoras.

Diofanto muestra habilidad en la reduccion de ecuaciones de diferentes tipos, en las que
encontramos ecuaciones lineales con dos incognitas de la forma x + y = 0, y de segundo
grado como ax? + bx =c. En su libro no hay un desarrollo axiomatico, tampoco se
encuentran todas las soluciones posibles enteras, ya que como sabemos se requiere el
sistema numérico de los complejos para obtener todas las soluciones. En las
ecuaciones de segundo grado, se elige la mayor de las respuestas cuando son enteros
positivos; al resolver una ecuacion rechaza las raices negativas o imaginarias, y dice que

la ecuacién no es resoluble.

A continuacion veremos un ejemplo de un problema que se encuentra en su Arithmetica.

Problema 8 del libro 2°

Descomponer un cuadrado en dos cuadrados

7Diophantus of Alexandria a study in the history of greek algebra
http://ia600301.us.archive.org/28/items/diophantusofalex00heatiala/diophantusofalexO0heatiala.pdf,



http://ia600301.us.archive.org/28/items/diophantusofalex00heatiala/diophantusofalex00heatiala.pdf
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Solucion dada por Diofanto Traduccion al lenguaje actual
Si queremos descomponer 16 en dos 1. x> +y?=16
cuadrados y suponemos que el primero x = a (arithmo)
es 1 arithmo, el otro tendra 16 unidades
menos un cuadrado de arithmo y por y2=16—-a?> = 16—x?
tanto 16 unidades menos un cuadrado
de arithmo son un cuadrado
Formenos un cuadrado de un conjunto 2. Cuadrado de la forma (mx — 4)2
cuaqu|era_1 de arlthmos_dlsmlnwdp en con m (entero positivo) arbitrario y
tantas unidades como tiene la raiz de donde 4 es la raiz de 16.
16 unidades, y sea el cuadrado de 2 haciendo m=2, entonces (2x — 4)2
arithmos menos 4 unidades ’
3. Este cuadrado tendra cuatro cuadrados 2 2
; . . (2x—4)c=4 16 -1
de arithmos y 16 unidades menos de 3. (x-4) x4 16— 16x
arithmos,
4. que igualaremos a 16 unidades menos 4. 4x? +16 — 16x = 16 — x2
un cuadrado de arithmo y sumando a Sx? = 164
uno y otro lado los términos negativos y c 2 B 16x = 0
restando los semejantes, resulta que 5 )(65 B 1;( o 0
cuadrados de arithmo equivalen a 16 XX = ) =
arithmos y, por tanto, 1 arithmo vale X==
16/5
5. luego uno de los nimeros es 256/25 y 5 y?2=16—x?
otro 144/25, cuya suma es 400/25,es 2 _ 16 (16)2
decir 16 unidades y cada uno de ellos yo =107
es un cuadrado. _ [1as
Y=z
12 __ 16
y=5,*=%
256 144 400
’ry + s = o T 16

Los problemas diofanticos mostrados en Arithmetica no son una exposicion sistematica
en la solucién de ecuaciones, sino son unos problemas concretos y especificos, por lo

gue cada uno es resuelto usando un procedimiento distinto.
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El tipo de algebra de Diofanto se suele llamar algebra "numerosa" o "numeral®; hoy en
dia se conoce como “ecuaciones diofanticas” a las ecuaciones algebraicas con

coeficientes en Z o en N cuyas soluciones son nimeros enteros.

Este es un tema abierto de la matematica, en 1900 el aleman David Hilbert (1862 — 1943)
plantea a la comunidad matematica internacional el problema de encontrar una solucién
general para este tipo de ecuaciones. Actualmente no se conoce ningun algoritmo
universal para resolver una ecuacion de la forma f (x4, x5, ...x,) = 0, siendo f una funcién
polinébmica de coeficientes enteros. Con nuestros estudiantes de la educacién basica hay
gue tener mucho cuidado con los ejemplos escogidos y elegir ecuaciones cuya soluciéon
sea facil de encontrar, haciendo las anotaciones del caso en el sentido de que no todas

tienen solucion.

1.4 Los arabes

Un tercer momento en la historia del algebra lo encontramos en el mundo musulman que
se extendié durante los afios 700 al 1200 d.C. desde la India hasta Espafia. Durante esa
época, el arabe fue la lengua internacional de las matematicas; ellos conservaron el
patrimonio de los griegos en cuanto a la matematica se refiere e hicieron avanzar tanto el

algebra como la trigonometria.

El méas recordado de los mateméticos arabes de esa época es Mohammed ibn Musa Al-
Khwarizmi (780 y 850) quien vivié en la primera mitad del siglo IX y que trabaj6 en la
biblioteca del califa Al-Mahmum, en Bagdad. Escribié varios libros de geografia,

astronomia y matematicas.

En uno de sus libros, Al-jabr wa’lmuqébala, aparece la palabra “al-jabr” de la cual se
deriva la palabra “algebra” que significa restauracion del equilibrio mediante la

transposicion de términos de una ecuacion, “muqgébal”’ significa la simplificacién de la
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expresion resultante mediante la cancelacion de términos semejantes de cada lado de la

ecuacion.?

Uno de los métodos mas antiguos para resolver ecuaciones de segundo grado es el
método geométrico de “completar el cuadrado”, regla ya conocida por los griegos. Al-
Khwarizmi consideraba seis tipos de ecuaciones de segundo grado para aplicarles el
método, tipos que en realidad son casos particulares de la ecuaciéon general de la forma

ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son nimeros enteros positivos:®

1) Cuadrados igual a raices 1) ax? = bx

2) Cuadrados igual a numeros 2) x2=a

3) Raices igual a nUmeros 3) x=a

4) Cuadrados y raices iguales a 4) x>+ bx = ¢
nameros

5) Cuadrados y numeros iguales a 5 x2+b=x
raices

6) Raices y numeros iguales a 6) bx + ¢ =x2
cuadrados

8 Mariano Perero, Historia e historia de matematicas, Editorial Iberoamericana, p. 14.
® Kline, Op. Cit., p 261
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A continuaciéon damos un ejemplo para encontrar la soluciéon a una ecuacion del tipo 4:

Solucién dada por Al-Khwarizmi Traduccion al lenguaje actual

1. Un cuadrado y diez raices de la 1. %2 + 10x = 39
misma cantidad suman treinta y
nueve dirhemm®; ¢qué debe ser el
cuadrado que, incrementado en
diez de sus propias raices suma

treinta y nueve?

2. tomar una mitad de las raices 2. x2+10x+25=39+25
mencionadas. Por tanto tomamos 5, x2 4+ 10x + 25 = 64
gue multiplicado por si mismo da (x +5)% =64

25, una cantidad a la que sumamos
39, dando 64.

3. Habiendo tomado después la raiz 3. J&x+572=éa
cuadrada de éste, que es 8, le

x+5=8
restamos la mitad de las raices, 5,
x=8-5
guedando 3.
4. El ndmero tres por tanto representa 4. x=3

una raiz de este cuadrado.

1 Antigua moneda de plata utilizada en varios puntos del mundo islamico.
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Al-Khwarizmi demuestra la solucion anterior utilizando métodos geométricos como el
siguiente:

1. Se construye un cuadrado AB | 1.
cuyo lado es la raiz buscada x

2. Sobre cada uno de los cuatro | 2-
lados se construyen
rectangulos cada uno de los

cuales tiene % de 10 o 2% X
unidades de ancho.

3. El cuadrado conjuntamente con
los cuatro rectangulos es igual
39
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4. Para completar el cuadrado L
2
mayor que los incluye a todos X

ellos hay que afiadir los cuatro X

cuadrados de las equinas, cada ; 1 ,

uno de los cuales tiene un area

de 6i unidades o sea 25.

5. El cuadrado mayor tiene un area 5.
de 39 + 25 =64, por lo tanto, el

lado del cuadrado mayor es 2%

igual a 8 unidades. X

6. El lado del cuadrado menor es
2% +x+ 2% =8, resultando

quex = 3

La solucion geométrica que da Al-Khwarizmi es mas complicada que la que se hace en
la la proposicion IV del libro de Euclides, lo que nos indicaria que quiza estaba
familiarizado con la geometria griega.



20

1.5 El Renacimiento

El cuarto momento de la historia del algebra se da en el Renacimiento, periodo llamado
asi porque retoma elementos de la época clésica tanto a nivel cultural como cientifico;
durante este periodo se destaca la invencién de la imprenta, que permitiria la rapida
difusion de las grandes producciones matematicas y cientificas de la época. Los
matematicos del Renacimiento se interesaron por conocer los procedimientos que
emplearon los antepasados en la solucion de ecuaciones lineales y cuadréticas.

En el siglo XVI, el francés Francoise Viéte (1540 -1603) fue el primero en utilizar una
vocal para representar una cantidad que se supone desconocida o indeterminada y una
consonante para representar una magnitud o un niamero que se supone conocido o dado
(distincién entre parametro e incognita)*!, su notaciéon algebraica fue denominada
logistica speciosa en contraposicion a la logistica numerosa de sus predecesores; este
cambio de lenguaje que luego se conoceria como algebra simbodlica permiti6 mas

adelante el desarrollo de la geometria analitica y posteriormente el calculo infinitesimal.

Descartes (1596 — 1650), transforma el algebra de magnitudes de Viéte en un calculo de
segmentos, usa las dltimas letras del abecedario para las incognitas y las primeras para
los coeficientes como se utiliza actualmente. En su famoso libro La Geometrie (1637)
presenta el tratamiento de las ecuaciones y plantea que una ecuacién puede tener
tantas raices como dimensiones tiene el grado de la ecuacion. Esta es una primera

formulacion del Teorema Fundamental del Algebra.

El siglo XVI fue el siglo de la solucién de la ctbica (x° +bx* +cx+d =0), y la cuértica por
medio de radicales; los italianos Scipione Del Ferro (1465 — 1526) y Niccolo Fontana
Tartaglia (1500 — 1557) resuelven la ecuacién de tercer grado, Ludovico Ferrari (1522 —
1565) la de cuarto y Jeronimo Cardano (1501 — 1576) publica ambas soluciones en su

libro Ars Magna, en 1545 en medio de una gran polémica.

™ Boyer, Op. Cit., p. 387.
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Un avance muy significativo en el desarrollo del &lgebra se da a principios del siglo XIX
cuando el matemético Noruego Niels Abel (1802 — 1829) demostré que no hay férmula
general para la solucién por medio de radicales de ecuaciones de quinto grado o
superior. Por su parte el francés Evariste Galois (1811 — 1832) presentd las condiciones

necesarias y suficientes para que una ecuacion polinomial tenga solucion por radicales.

Teniendo en cuenta el breve recorrido histérico que se ha desarrollado, con miras a
identificar los sucesos que dieron origen al algebra y especialmente en la solucion de
ecuaciones de segundo grado, se puede identificar las bondades que puede llegar a
tener el algebra geométrica para visualizar y acercar al estudiante en el proceso de
factorizacion; sin embargo no resuelve por completo los inconvenientes que se pueden
presentar, por ejemplo cuando las raices del polinomio no sean enteras o racionales

como anotamos.
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2. Teoria de Polinomios

En la escuela es usual utilizar los textos escolares para elaborar un plan de ejecucion,
considerando que lo que esta alli es lo mas pertinente para ensefiar. Sin embargo el
profesor debe conocer a fondo el tema para poder desarrollar su programa con la mayor
eficiencia. Por ello haremos en este capitulo una revision de los conceptos basicos

elementales relacionados con la teoria general de ecuaciones.

La presentacion de esos conceptos basicos la haremos teniendo en mente siempre una
analogia con los conceptos respectivos en aritmética, creemos que esto facilita

enormemente la practica docente.

2.1 Conceptos basicos

Un polinomio P(x) en un cuerpo K es una expresion algebraica de la forma a,x™ +
ap_1x"" ..+ a;x + ay, donde n es un entero no negativo y cada coeficiente a; es un

numero de k , 0 mas sintéticamente

n
P(x) = Z a;x',a; € K,i €Ny K es un cuerpo numérico.
i=0
En el caso en que los coeficientes pertenezcan al conjunto de los nimeros reales se dice
gue P(x) es un polinomio real entero y en el caso en que los coeficientes pertenezcan
al conjunto de los nimeros racionales se denominara polinomio racional entero. Para
el nivel escolar se escogen los coeficientes en el cuerpo de los ndameros racionales que

son los que vamos a trabajar nosotros.
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Asi como en el Teorema Fundamental de la Aritmética todo niamero es el producto de
potencias de numeros primos que llamamos factores primos, una situacion analoga
sucede también con los polinomios que se pueden descomponer también en factores

primos, el Teorema Fundamental del Algebra lo garantiza.

En aritmética con los nimeros naturales definimos que un nimero n es divisor o factor de
otro nimero p si existe un namero r tal que r - n = p. Esta misma idea la repetimos en
algebra: sean p(x) y q(x) dos polinomios en un cuerpo KJx], decimos que p(x) es un

factor del polinomio g(x) si existe un polinomio r(x) tal que p(x) - r(x) = q(x).

Por ejemplo

x + 1esun factor de x* — 1, yaque (x + D)(x—1) = x* -1

Naturalmente los factores de q(x) deben tener un grado menor o igual al grado de p(x).

Ahora bien cuando un polinomio P(x) de grado n > 1 en un cuerpo K[x] no es divisible
por otro polinomio, esto es no tiene factores distintos a él mismo decimos que el
polinomio es irreducible. Un polinomio P(x) puede ser irreducible sobre un campo de
numeros, pero no sobre otro; por ejemplo el polinomio P(x) = x? — 3, es irreducible en Q
ya que los posibles factores de p(x) serian (x + \/§) y (x - \/§) que involucran nameros
reales. Esto lo hace factorizable en R. Otro ejemplo tipico es
P(x) = x? + 1, que es irreducible en R, pero sabemos que es factorizable o reducible en

el conjunto de los nimeros complejos C.

Dada una ecuacion polindmica P(x) = 0, una solucion de la ecuacion, raiz o cero del

polinomio es un namero c en el cuerpo K tal que P(c) = 0.

Una de las proposiciones importantes en los Elementos de Euclides es justamente el
famoso algoritmo de la divisién de Euclides que se encuentra en el libro VII, el cual
nos permite saber si en la division de dos niumeros hay un residuo o no, y encontrar los

factores primos cuando el residuo es cero; permite casualmente encontrar el maximo
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comun divisor entre dos niumeros y que analogamente se puede utilizar para encontrar el

maximo comun divisor entre dos polinomios.

Dados dos polinomios Ay B en un cuerpo K[x], y el gradode A = al grado de B, para
hallar su méximo comun divisor, se divide A/B, obteniendo un primer cociente Q; y un
primer residuo R;, de modo que : A = Q;B + R;, donde R; = 0, o el grado de R; < B.

Si R, # 0, se vuelve a dividir B/R,; obteniendo un nuevo cociente Q, y un nuevo residuo
R,, de modo que: B=Q;R{+R,, donde R,=0, o el grado de
R, < R;, y asi reiteradamente hasta llegar a un residuo R, =0, donde R,_; =
mcd (A4, B).

2.2 Teoremadel residuo y del factor

Hay una relacion entre el residuo obtenido en una division de polinomios P(x) entre un

factor lineal x — r, y el valor numérico P(r), por lo que hay una forma para hallar el

residuo de esta division, utilizando el teorema del residuo, el cual se enuncia a

continuacion: Si el polinomio P(x) de grado n se divide entre x - r, siendo r una

constante independiente de x, el residuo es igual a P(r). Esto es P(x) = Q(x)(x —1) +

P(r) donde q(x) es un polinomio de grado n - 1.

Ejemplo Si aplicamos el teorema del residuo a la division del siguiente polinomio
p(x) = x* +5x3+5x% —4x —7entrex+3, vamos a tener que P(-3)= (-3)* +
5(—3)% + 5(—3)%- 4(-3)- 7

P(=3) = —4,

A partir de lo anterior, si P(r) = 0, entonces x - r es un factor del polinomio porque el
residuo es cero. Cuando se encuentra un valor de x para el cual P(x) = 0se ha
encontrado una raiz del polinomio; esto es conocido como el teorema del factor, que es
muy importante porque me permite hallar un factor del polinomio, tanteando

posibilidades.
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Teorema. Un polinomio P(x) tiene un factor (x — ¢) siy solo si P(c) = 0.

Veamos un ejemplo donde mostremos que x + 1 es un factor de P(x) = 12x3 + 8x2 +
x + 5.

Como P(-1)=12(-1)3+8(-1)?2+(-1)+5=0, por el teorema del factor queda
demostrado que x + 1 es un factor de P(x).

Efectivamente P(x) = 12x3 + 8x? + x + 5 = (x + 1)(12x? — 4x + 5)

Ahora probamos con otros valores diferentes:

Como P(1) = 12(1)* +8(1)? + (1) +5 =26

(x — 1) no es factor del polinomio P(x).

Como P(5) = 12(5)3 + 8(5)2 + (5) + 5 = 1710

(x — 5) no es factor del polinomio P(x).

Es importante mostrar al estudiante como hay ensayo y error en este tipo de trabajos.
Existe un mecanismo que facilita hallar el cociente y el residuo de la divisibn de un

polinomio de una manera simplificada, y es la divisidn sintética.

El procedimiento para dividir por medio de la divisibn sintética se muestra a

continuacion:

1. Se colocan los coeficientes del polinomio P(x) dividendo de manera horizontal y se
toma el término independiente ¢ cambiado de signo separado mediante una linea
vertical.

2. Se baja el coeficiente a,, que se denota por b,_;, luego se multiplica por la contante
c,y el resultado se coloca en la segunda columna y se suma al siguiente coeficiente

a,-1, al resultado lo denotamos como b;,_,.

3. El dltimo resultado obtenido se multiplica nuevamente por ¢ y se le suma al

coeficiente a,,_,, repitiendo el proceso hasta llegar a a,
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Los resultados parciales que se obtienen se denotan por b,_1, b,,_2, ... by, by,

an an-1 a, ap
cby_1 c
an cbp_1 +ay_q chy +a; cby + ay
bp-1 b bo r

La demostracion de este algoritmo que me llamo mucho la atencion la encontré en el

siguiente link.*

Como ejemplo usaremos la division sintética para encontrar el cociente y residuo de la

division del polinomio p(x) = 5x3 + 4x? — 3x + 1 entre x + 2.

5 4 -3 1 -2

-10 12 -18

Cociente 5x%2 — 6x + 9
Resido: -17

12 http://www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/ContribucionesV3n3002/0divisint/nodel.html Revista Matematicas,
Educacion e Internet
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2.3 Factorizacion de un polinomio

Factorizar es el proceso de expresar un polinomio P(x) como producto de sus factores
primos o irreducibles; por ejemplo el polinomio P(x) = x? — 9 tiene como factores primos
x+3)y(x—3).

La factorizacion es importante en matematicas porque nos permite encontrar las raices

de la ecuaciéon P(x) = 0.

Todo polinomio de grado n se puede descomponer en a lo mas n factores primos gracias
al Teorema Fundamental del Algebra, analogo del Teorema Fundamental de la
Aritmética, en el cual todo nimero natural se puede descomponer 0 expresar como

producto de potencias de nimeros primos, la factorizacion es Unica salvo el orden.

A partir de este momento me interesa la factorizacién de polinomios de grado dos porque
este es el tema que deseo analizar para plantear una solucién para su ensefianza.
Existen varios métodos para resolver una ecuacién de segundo grado, ensayo y error,
completacion de cuadrados, o utilizando la formula general para ecuaciones de segundo

grado, o usando el método de factorizacion de un polinomio P(x).

Un polinomio P(x) de la forma px? + gx + r, donde p, q y r son enteros, si es reducible en
Z debe ser de la forma px? + gx + r = (ax + b)(cx + d), donde a, b, c y d son enteros. Se
deduce que: ac=p, bd=r, ad + bc =q.

Analicemos el siguiente ejemplo donde debemos encontrar los factores primos del

polinomio P(x) = 6x? —7x — 3

6x>—7x—3= (ax +b)(cx + d)

ac=6, bd=-3 y ad+ bc=-7
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ac=6 bd = -3 ad + bc = -7
a c a c b d b d ad bc ad + bc
1 6 1 -6 1 -3 -1 3 3 1 2:14+3(-3) = -7
2 3 -2 -3 3 -1 -3 1 -3 -1 2+(-9)=-7
3 2 -3 -2 1 2
6 1 -6 -1 -1 -2
6 3
-6 -3
2 6
-2 -6
9 9
-9 -9
18 18
-18 -18

x2—7x—-3= (2x-3)(3x+ 1)

El teorema de las raices racionales nos permite hacer una aproximacion mirando el
término independiente y el coeficiente de tal manera que las posibles raices del
polinomio estan ahi, mas precisamente el teorema de las raices racionales se enuncia de
la siguiente manera: Si el polinomio p(x) = ax™ + ap_1x" ..+ a;x + a, tiene
coeficientes enteros y si ¢/d es un cero racional de p(x) tal que mcd(c,d) = 1, entonces

¢ es un factor entero de a, y d es un factor entero de a,,.

Formando todas las posibles razones de cada factor de a, y de a,, se puede construir
una lista de todas las raices racionales posibles.
El Teorema no garantiza que un polinomio con coeficientes enteros tenga un cero
racional, pero si proporciona los medios para determinar los posibles nidmeros que
pudieran ser ceros racionales. En el siguiente ejemplo vamos a hallar todas las raices
racionales del polinomio:

flx) =3x3+2x2+2x—1

Cualquier cero racional c¢/d de f(x) debe ser tal que ¢ sea un factor entero de -1, y d sea
un factor entero de 3. A continuacion tenemos los posibles ceros racionales de f.
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Valores posibles de c +1

Valores posibles de d +1,+3

Valores posibles de c/d +1,+%
- 73

Aplicando el teorema del residuo a los valores +1, i% tenemos:

fA) =313 +2(1)*+2(1)-1=6

f-1)=3-1D*+2(-1D?*+2(-1)—-1=—4
(3)-2(3) +2(3) +2(3)-1--¥
M=3)=3{"3) *2(~3 3 9
(5)=36) +2() +2()-1=0
"3)=33 3 3 B
Luego una raiz del polinomio es % y tenemos que (x — %) es un factor, asi

fx) =3x3+2x2+2x—1= (x—%)(x2+x+1)
Los otros ceros se pueden hallar completando el cuadrado de (x? + x + 1), pero estos
ceros son nimeros complejos, como veremos a continuacion:

x?+x=-1
Ztx+-—=-1+—
X X 4 4
(+3) =5
*T32) TTh
L1 3
SR
3 1
L
2 2
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2.4 Regla de los signos de Descartes

La regla de los signos de Descartes nos permite tener informacién acerca del nimero y
localizacion de los ceros de una funcién polinomial, por lo tanto, ayuda a determinar
donde buscar sus ceros, es decir si un polinomio P(x) de grado n > 0 tiene a lo mas n
raices, entonces la regla de los signos de Descartes nos da una idea para encontrar el

namero de raices reales del polinomio P(x).

Veamos en qué consiste: Si P(x) = a,x™ + a,_1x"" ...+ a;x + a;y , s un polinomio con

coeficientes reales y a, # 0, entonces
1. El nimero de ceros positivos reales de P(x) es igual al nimero de variaciones de
signo de P(x), o inferior a dicho nimero por una magnitud igual a un ndmero

natural par.

2. El nimero de ceros reales negativos de P(x) es igual al nUmero de variaciones en
signo en P(—x) o es inferior a ese numero por una magnitud igual en un ndmero
natural par.

La variacion en signos significa que dos coeficientes consecutivos tienen signos

opuestos.

Con el siguiente ejemplo podremos analizar el nimero de soluciones reales, positivas,
negativas y soluciones complejas del polinomio P(x) = x° + 3x* + 2x3 —x? —3x — 2.
En efecto

P(x) = x°+3x* +2x3 —x?—-3x -2

cambio de signo

P(—x) = (=x)° + 3(—0)* + 2(—x)3 = (—x)? = 3(—x) — 2

P(—x) = —x> +3x* —2x3 — x> +3x -2
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A continuacién encontramos las posibilidades que tenemos de encontrar el nimero de
raices reales o complejas.

Posibilidades Raices reales Raices Total
Positivas Negativas complejas
1 1 4 0 5
2 1 2 2 5
3 1 0 4 5

El nimero de cambios de signo que se produzcan entre los coeficientes, es una cota

superior del nimero de raices positivas 0 negativas, es decir no da con exactitud el

namero de raices de polinomio reales. Ahora vamos a tomar el mismo polinomio P(x) y

lo factorizamos para conocer cuales son su raices y comprobarlo con la tabla anterior.

P(x) = x> +3x*+2x3—x%>—-3x—-2

Por el teorema de las raices racionales

Valores posibles de c +1+2,
Valores posibles de d +1
Valores posibles de c/d +1,+2
Usando la divisién sintética varias veces
1 3 2 -1 -3 -2 1
1 4 6 5 2
1 4 6 5 2 0
1 4 6 5 2 -1
-1 -3 -3 -2
1 3 3 2 0
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1 3 3 2 -2
2 2 2
1 1 1 0

PX)=(x—-Dx+Dx+2)x*>+x+1)
(x?+x+1)

30
x =%

e

N |-

P(X)=(x—1)(x+1)(x+2)<x+%+g>< 1 @)

P(x) tiene una raiz positiva, dos negativas y dos complejas.

2.5 Teorema Fundamental del Algebra

El Teorema Fundamental del Algebra (TFA) garantiza que cualquier ecuacién polinémica
de grado n con coeficientes reales, tiene exactamente n raices en los complejos; o lo que
es lo mismo un polinomio de grado n con coeficientes reales se puede factorizar sobre
los complejos en n factores lineales. Este teorema no me dice c6mo se encuentran las
raices o los factores del polinomio, es decir no hay un algoritmo para factorizar un

polinomio. El teorema puede ser expresado de las siguientes maneras equivalentes:

a) Todo polinomio de grado n = 1con coeficientes reales o complejos tiene al

menos una raiz real o compleja.
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b) Todo polinomio de grado n=1 con coeficientes reales o complejos se
descompone en un producto de n factores lineales con coeficientes reales o

complejos y admite n raices reales o complejas (distintas o repetidas).

¢) Todo polinomio de grado n > 1con coeficientes reales puede ser descompuesto

en un producto de factores con coeficientes reales de primero o segundo grado.

A partir de éste teorema se puede expresar todo polinomio P(x) en teoria como un
producto de polinomios de grado 1, con lo que resulta el Teorema de la factorizacion
completa que nos dice lo siguiente: Si P(x) = apx™ + ap,_1x™" ...+ a;x + a, , donde
n =1, entonces existen nndmeros complejos cy,c¢y,...,c, tales que P(x) = a,(x —
c1)(x — ¢3) -+ (x — ¢,), donde a es el coeficiente principal de P(x). Cada namero c, es un
cero de P(x), y también se puede determinar el nimero de ceros que puede tener el
polinomio con el Teorema del nimero maximo de ceros de un polinomio, que plantea
lo siguiente: Si P(x) es un polinomio de grado n>1 con coeficientes complejos,

entonces P(x) tiene a lo sumo n ceros complejos.

Con el siguiente ejemplo vamos a factorizar completamente el polinomio P(x), teniendo
en cuenta los teoremas vistos anteriormente.

Sea P(x) = x° —3x* —12x3 + 36x%? + 32x — 96 donde ay =96 y a, = 1

Posibles ceros racionales de P(x)

Valores posibles de ¢ +1,+2,4+3,+4,+6,+8,+12,+16,+24,+32,+48,+96
Valores posibles de d +1,
Valores posibles de c/d +1,+2,43,+4,+6,+8,+12,+16,+24,+32,+48,+96

Po el teorema del factor ensayamos algunas de las 24 posibles raices:
P(1) =15 -3(1)*—-12(1)3 +36(1)% + 32(1) — 96 = 54
P(—1) =108

P(2)=0
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Asi hallamos “rapidamente” que 2 es una raiz y usando la division sintética para

encontrar los factores racionales.

1 -3 4 12 32 9 2
2 2 4  -16  -96

1 -1 2 8 -48 0 -2
2 6 16 48

1 3 8 -24 0 3
3 0 24

1 0o 8 0

Obtenemos que P(x) = (x — 2)(x + 2)(x — 3)(x% + 8) y su factorizacién completa es

P(x)=(x—-2)(x+2)(x — 3)(x + 2\/%)(x — 2\/%).
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3. Propuesta Didéactica

Después de identificar las dificultades histéricas y epistemoldgicas relacionadas con la
factorizacion de polinomios de segundo grado, y de haber mostrado diferentes métodos
para factorizar, yo considero que el “algebra geométrica” es una herramienta
especialmente util porque permite la “visualizacién” de la factorizaciéon A continuacion se
presentan algunos talleres para estudiantes de grado octavo, que buscan que los nifios
logren comprender y afianzar el significado de la factorizacion, naturalmente sin

descuidar los demas métodos analizados.

3.1 Taller 1 Generalizacion de expresiones algebraicas

La generalizacion es una actividad que permite fortalecer el paso del lenguaje natural al
algebraico. Se puede partir de trabajar con secuencias de figuras geométricas y

secuencias numéricas.

Actividad1:

A=Tx1?

A =1TIx2?

A =T x 42
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a) Observe las figuras y determine cual es el area de las circunferencias con los
datos que se dan.

b) ¢Podria hallar el valor para el area de la circunferencia de radio 5, y del radio
507

c) ¢Cuadl podria ser la expresion para hallar el area de un circulo cualquiera?

Actividad 2:

Observe las figuras.

o / A\
: Kﬁ )
180 X (4—
o = ( 2) Y 4 _ 180 % (6—2)
4 e V - 6
180 x (8—2)
PR

a) Cuente el numero de lados de cada figura, e identifique si son todos iguales o no.
b) ¢Los angulos en cada figura son iguales?

c) ¢Hay alguna relacion entre la medida de lo angulos y su namero de lados?

d) ¢Podria hallar el angulo interno de una figura de 3 y 5 lados iguales?

e) ¢Cual podria ser la expresion para hallar el valor del angulo interno de cualquier

poligono regular?
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3.2 Taller 2 Del lenguage aritmético al lenguaje
algebraico

Objetivos
1. Expresar situaciones especificas del uso de la aritmética de manera general
mediante simbolos algebraicos.
2. Interpretar con palabras expresiones simbdlicas, que permiten relacionar la

aritmética con el algebra.

La actividad se desarrolla en un contexto de las producciones de alimentos y la
agrimensura de la cultura egipcia. En la primera parte se pide a los estudiantes
complementar la tabla de producciones siguiendo una serie de indicaciones, dentro de
éstas se propone la obtenciéon de los datos a partir de operaciones con numeros

racionales y enteros, y el uso de un lenguaje natural.

Eldinel oS Egipecle;

U A continuacion se presenta el contenido de una de las
s

i o
R Meprrearhl

,,/ ﬁ tablillas en la cual la civilizacion egipcia realiz6 el registro

de una produccién agricola, en un semestre del afo.
Completa los datos de la tabla que corresponde a la
cantidad de produccién en toneladas mes a mes de los
" alimentos mas consumidos por los egipcios, para ello sigue

las indicaciones que aparecen junto la tabla.

MESES PRODUCTOS (toneladas)
TRIGO MAIZ SOYA
Junio 420 315
Julio 280 690
Agosto 580 640
Septiembre 125 80 70
Octubre 160 46
Noviembre 150 88
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Indicaciones

e Lastoneladas de trigo que se cultiva en junio es el doble de la cantidad de
toneladas de soya del mismo mes.

e La cantidad de soya que se cultiva en julio es un quinto de toneladas de soya
cultivadas en el mes de junio.

e En agosto las toneladas de maiz son un tercio de las toneladas de trigo cultivadas
en junio.

e En octubre la cantidad de trigo que se cultiva es la mitad de lo que se cultiva en
maiz en el mes de julio.

e Ennoviembre la cantidad de maiz cultivada es tres veces la cantidad de maiz

sembrada en septiembre.

Teniendo en cuenta los datos de la tabla completada responder lo siguiente:

1. Establecer la totalidad de produccion correspondiente en cada uno de los meses
del afio.

2. ¢Cual es la mayor cantidad de alimentos (trigo, maiz o soya) sembrada durante
los seis meses?

Ahora representamos los productos y la cantidad de toneladas sembradas durante los
primeros meses del afio con letras diferentes de la siguiente manera:

S: representa el cultivo de soya.

t: representa el cultivo de trigo.

m: representa el cultivo de maiz

X: representa la cantidad de toneladas de trigo sembradas en el mes de enero.

y: representa la cantidad de toneladas de maiz sembradas en enero.

Z. representa la cantidad de toneladas de soya sembradas en enero.

Con los datos anteriores se construye la siguiente tabla, que hay que completar con las

indicaciones que estan al final.
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Meses t m S

Enero X y z

Febrero

Marzo

Abril

Indicaciones

Las toneladas de trigo que se cultiva en febrero es el doble de la cantidad de
toneladas de trigo del mes de enero.

La cantidad de trigo que se cultiva en marzo es un quinto de toneladas de trigo
del mes de enero.

Las toneladas de trigo del mes de abril es la mitad del trigo cultivado en enero.
La cantidad de maiz que se cultiva en febrero es la misma cantidad de maiz que
se cultiva en abril.

En marzo se cultiva la cuarta parte de maiz de la que se cultiva en enero.

En abril se cultiva el triple de maiz que el cultivado en enero.

La cantidad de soya que se cultiva en febrero es la tercera parte de la soya
cultivada en enero.

La cantidad de soya que se siembra en marzo es 50 toneladas menos que la
sembrada en enero.

En abril se cultiva 40 toneladas mas de soya que las sembradas en el mes de

enero.

Teniendo en cuenta los datos de la tabla completada responder lo siguiente:

1.

Se podria representar la totalidad de produccion (maiz, soya y trigo)
correspondiente en cada uno de los meses del afio.

Si es afirmativo, como seria la representacion.

Como se podria representar la totalidad de toneladas sembradas durante los
primeros meses del afio de cada producto.

Si en enero se sembraron 200 toneladas de trigo, 800 toneladas de maiz y 600 de
soya, como cambiaria la tabla.

Con los valores de 200, 800 y 600 toneladas realizar una nueva tabla.
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3.3 Taller 3 Acercamiento al algebra geomeétrica

Objetivo.
Construir en los estudiantes ideas algebraicas a partir de situaciones geométricas.

Los antiguos egipcios cultivaban la estrecha franja de tierra junto al rio Nilo, que
atraviesa el desierto del Sahara. El Nilo se desbordaba cada invierno, inundando los
campos. Afo tras afio, los egipcios tenian que delimitar de nuevo sus terrenos. Por eso
se convirtieron en excelentes topégrafos.

Si en la gréfica, x nos representa el lado del terreno cuadrangular que se va a cultivar, y z
el lado de terreno que es arrasado por el invierno, cual podria ser la expresion que

represente el area cultivada por los egipcios.

E

La parte sombreada representa la parte en la que se puede cultivar, encontremos el area

correspondiente para poder sembrar en el terreno mas adecuado.

4x

25

El faradn Kefrén tenia un terreno en forma rectangular, el cual lo dividi6 de tal manera
gue la parte mas angosta la llamo x y la parte mas larga la dividio en tres partes que las
vamos a llamar a,b y c. La parte azul representa el cultivo de trigo, el gris el terreno
cultivado por soya, y el verde por maiz.
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a b c

¢, Cudl seria la expresion que represente el terreno sembrado por trigo, maiz y soya
durante alguno de los meses del afio?

¢, Cudl seria la expresion del total del terreno sombreado?

3.4 Taller 4 Adicidon ,sustraccion y multiplicacion con
algebra geomeétrica

Objetivo:
Identificar términos semejantes a través de comparacion de areas de figuras planas.
Dar interpretacion grafica a la suma y diferencia de expresiones algebraicas.

Dar una interpretacién geométrica a la multiplicacién de expresiones algebraicas.

Adicién y sustraccion de polinomios

1. Calcula la longitud (perimetro) de las siguientes regiones.
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2. Calcular el perimetro de las siguientes figuras, teniendo en cuenta que la parte
sombreada se debe restar.

X X
1 X 1
1
X
x—1 x
1
1
X
1 1
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Multiplicacion de polinomios

Hallar el area de la region sombreada

3.5 Taller 5 Operaciones de polinomios con algebra
geomeétrica

Objetivo

1. Asociar cuando es posible, sumas y diferencias de expresiones algebraicas a

partir de &reas de regiones planas.

Utilizar los productos de expresiones algebraicas, realizados con significado
geomeétrico.
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5EI siguiente plano es el disefio de un pequefio centro comercial, que sera ubicado en la
ciudad de Bogotéa. Esta conformado por siete locales y en el centro una zona verde.

2x+1 7% +2
x+1 = AT
A N x+ 2
x+ 2
x+ 3 &1 x+ 3
Al x A5
x+1 x+3 2x+ 2

1. ¢Cbomo se podria calcular las dimensiones del local A1?

2. El area total donde esté construida el centro comercial nos permite establecer el
costo de la obra. ¢ Cuales son las dimensiones del terreno? (ancho y largo)
¢,De cuanto es el area del terreno donde se construira el centro comercial?
El ‘rea que no sera construido, corresponde a la zona verde, ¢ Cuanto mide ésta
area?

5. ¢Cual es el area del local mas grande y cual es el mas pequeno?¢,cémo puedo
determinarlo?

6. ¢Cual es el area del terreno que ocuparan los locales?

3.6 Taller 6 Factorizacién con algebra geométrica

Objetivo
Establecer generalizaciones a partir de observacion de regularidades.
Establece y comprueba, con argumentos geométricos, la reversibilidad entre procesos

para desarrollar productos notables de la forma (cx + a)(cx + b)
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Actividad 1

La compafiia casa seqgura quiere ofrecer tres tipos de vivienda, para este fin ha
comprado un terreno rectangular el cual debe dividir de tal forma que se utilice la
totalidad del area. Una de las condiciones es que se deben respetar los siguientes

modelos.

[]

Tipo A Tipo B Tipo C

Para este fin se ha hecho una convocatoria en un colegio a los alumnos del grado octavo
con el fin de que hagan la distribucion del terreno teniendo en cuenta las siguientes
caracteristicas.

a. Un cuadrado de tipo A, 6 rectangulos de tipo B y 8 cuadrados de tipo C.

b. Un cuadrado de tipo A, 5 rectangulos de tipo B y 4 cuadrados de tipo C.

¢. Un cuadrado de tipo A, 8 rectangulos de tipo B y 12 cuadrados de tipo C.

d. Un cuadrado de tipo A, 4 rectangulos de tipo B y 8 cuadrados de tipo C.

Escribir cada una de las expresiones obtenidas en la siguiente tabla:

Rompecabezas Altura Base

alo|o|w

Represente simbdlicamente cada una de las expresiones geométricas obtenidas.

La compariia también quiere construcciones en forma de torre, y asi comprarian menos
terreno. Para este cambio decidieron colocar el signo menos a las dimensiones del area
gue ya no harian parte del proyecto, entonces debemos superponer las dimensiones del
area que estaban precedidas del signo menos encima de aquellas que estaban

precedidas del signo mas.
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Teniendo en cuenta esta regla arme los rompecabezas que representan

geométricamente las siguientes expresiones.

a. 3 cuadrados de tipo A, menos 17 rectangulos de tipo B mas 10 cuadrados de
tipo C

b. 1 cuadrado de tipo A, menos 7 rectangulos de tipo B, mas 12 cuadrados de tipo
C

c. 3 cuadrados de tipo A, 2 rectangulos de tipo B, menos 1 cuadrado de tipo C

Representacion simbolica Representacion geométrica

x% + 10x + 24

x> =7x+6

Expligue el procedimiento que le permitié construir geométricamente cada una de las
expresiones.
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En esta parte teniendo en cuenta la expresion algebraica de cada uno de los cuadrados

calcule la longitud de sus lados.

x% + 10xy + 252 81u® + 126u + 49 169a? + 312ab + 144b?

Existen regularidades en el procedimiento empleado. Justifique su respuesta

Se quiere decorar la habitacién de un nifio de una forma muy particular:
Se van a utilizar laminas cuadradas de lado a , laminas rectangulares de largo a y ancho
1 y lAminas cuadradas de lado 1.

Para una de las paredes se requieren 10 laminas cuadradas de lado a, 15 laminas
rectangulares y 12 laminas cuadradas de lado 1. Realice la representacién grafica de
cdmo quedaria la pared y establezca el area:

e Como sumatoria de partes
e Como totalidad

e Escribe la equivalencia entre la sumatoria de partes y la totalidad del area de la

tarjeta.

Comentarios

Este tipo de talleres se aplicaron a un grupo de 38 estudiantes de la Institucion Educativa
Departamental las Villas del municipio de Cogua, donde se evidencié que este tipo de
ejercicios son realmente significativos para ellos, ya que le encontraban mas significado
a las expresiones algebraicas y lograban encontrar patrones de regularidad al utilizar las

figuras dadas e intentar deducir las dimensiones de los diferentes rectangulos obtenidos.
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Actividad 2

La huerta del colegio nos permite sembrar diferentes productos para nuestro consumo,
de acuerdo con lo establecido en la organizacion de estos productos para ser

sembrados, se establecieron diferentes maneras de sembrar como lo veremos en las

siguientes gréficas.

12x

3x

36

¢ Cuales deben ser las dimensiones del terreno?

x> +15x+36=(x+ )x+ )

4x

x> +5x+4=(x+ )x+ )

6x

12

2x

x2+8x+12=(x+ )x+ )
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4. Conclusion

Los temas de ensefianza del algebra, en especial los que tienen que ver con los
procesos de factorizar, con nuestros estudiantes no son faciles de abordar, por lo
gue debemos acudir a diferentes estrategias que nos permitan mejorar los
resultados con nuestros nifios. El algebra geométrica realmente logra que exista
una mejor comprension de los temas a pesar de las limitaciones que pueda tener,
pero la parte visual que tiene este recurso genera una mayor motivacion porque
se logra manipular los conceptos algebraicos de una manera mas atractiva sin
dejar a un lado su fundamentacion teorica. La historia nos permite comprender y
enriquecer nuestros saberes para generar nuevos materiales que ayudaran a

nuestros estudiantes en su aprendizaje.



50

5. Bibliografia

[1] ACEVEDO DE MANRIQUE, Myriam; FALK DE LOZADA, Mary: Recorriendo el
algebra: De la solucion de ecuaciones al algebra abstracta. Universidad Nacional de
Colombia, 1997.

[2] BOYER, Carl B. Historia de la matematica. Alianza Universidad Textos, 1992.

[3] DIOPHANTUS OF ALEXANDRIA A STUDY IN THE HISTORY OF GREEK ALGEBRA
http://ia600301.us.archive.org/28/items/diophantusofalex00heatiala/diophantusofalex00he

atiala.pdf,

[4] EUCLIDES, Elementos, Libro Il, Editorial Gredos, 1991.

[5] KLINE, Morris, El pensamiento matematico de la antigliedad a nuestros dias. Alianza
Editorial Madrid, 1994

[6] LEHMAN, Charles H: Algebra, Limusa, México, 2004.

[7] MEJIA, Gladys; BARRIOS, Ninfa, El lgebra geométrica como recurso didactico en la
ensefianza-aprendizaje del algebra escolar. Comunicacién presentada en 9° Encuentro
Colombiano de Matematica Educativa (16 al 18 de Octubre de 2008). Valledupar,
Colombia, 2008

[8] PEREZ DE DIAZ, Maria Cristina. Algebra geométrica. El libro del estudiante. Bogota.
Programa RED, Universidad Nacional de Colombia. 1996.

[9] RUANO, R., SOCAS, M. M. y Palarea, M. M.. Analisis y clasificacion de errores
cometidos por alumnos de secundaria en los procesos de sustitucion formal,
generalizacién y modelizacion en élgebra. 2003.
http://dmle.cindoc.csic.es/revistas/detalle.php?numero=6253



http://ia600301.us.archive.org/28/items/diophantusofalex00heatiala/diophantusofalex00heatiala.pdf
http://ia600301.us.archive.org/28/items/diophantusofalex00heatiala/diophantusofalex00heatiala.pdf
http://dmle.cindoc.csic.es/revistas/detalle.php?numero=6253

51

[10] SANCHEZ, Pacheco 1991. Elementos de Euclides. Madrid, Editorial, Gredos
http://es.scribd.com/doc/30548814/Gredos-Euclides-Elementos-Libro-1

[11] SMITH A, Stanley: Algebra, trigonometria y geometria analitica. México: Pearson,
1998.

[12] SOCAS Martin, CAMACHO Matias,. Iniciacion al Algebra Editorial Sintesis S.A.
1996.

[13] SWOKOWSK W, Earl; COLE A, Jeffery.: Algebra y trigonometria con geometria
analitica. Colombia: Iberoamericana, 1996.

[14] http://www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/ContribucionesV3n3002/0divisint/nodel.html
Revista Matematicas, Educacion e Internet


http://es.scribd.com/doc/30548814/Gredos-Euclides-Elementos-Libro-1

