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Prefacio

El Simposio de Estadistica de la Universidad Nacional de Colombia llega a su
edicién numero quince, constituyéndose en el principal espacio de participacién
académica de la comunidad estadistica colombiana de amplio reconocimiento en
el nivel nacional e internacional.

Al llegar a esta edicién el Comité Organizador y el Comité Cientifico decidieron
incluir algunas caracteristicas nuevas, con el proposito de elevar los estandares de
calidad y visibilidad del evento. Se destacan para esta nueva versidn, la edicién de
este libro que contiene algunas de las conferencias y comunicaciones aceptadas para
el evento. Infortunadamente, no fue posible incluir todos los documentos debido
a problemas relacionados principalmente con el espacio disponible. En todo caso,
todos los documentos aparecen en el CD ROM del Simposio que en adelante serd
una publicacién seriada de periodicidad anual, bajo el nombre de "Memorias del
Simposio de Estadistica”.

Para esta ocasién y como ha sido la constante del Simposio en los dltimos
aflos, varios investigadores y expertos de reconocida trayectoria internacional son
los expositores de los cursillos, una actividad central del evento. Se han omitido la
edicién en papel para permitir a los autores incluir sus documentos con completa
libertad en el tamafio, una limitante de afios anteriores, lo que beneficia tanto a
los autores como a los interesados en cada uno de los temas. Los cursillos progra-
mados para esta ocasién cubren las dreas de confiabilidad, modelacién en casos de
sobre dispersion, datos longitudinales, datos incompletos, andlisis de sobreviven-
cia, mineria de datos con waveletes y educacién estadistica. Los siguientes cursos
y cursillistas fueron los invitados para la versién quince del Simposio :

1. Confiabilidad, ofrecido por el profesor Luis Alberto Escobar del Department
of Experimental Statistics - Louisiana State University.

2. Overdispersion Models and Estimation de la profesora Clarice Garcia Borges
Demetrio, del Departamento de Ciencias Exactas, ESALQ/USP.

3. Propuestas de Modelizacién en Datos Longitudinales y Datos de Supervi-
vencia del profesor Vicente Nufiez Antén, del Departamento de Econometria
y Estadistica, Facultad de CC.EE. y Empresariales, Universidad del Pais
Vasco

4. Mized Models and Incomplete Data de Geert Molenberghs, del Center for
Statistics. Limburgs Universuitair Centrum. Infortunadamente, el profesor
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Molenberghs no pudo finalmente desplazarse al pais por problemas perso-
nales ; sin embargo, el curso ha sido incluido en el CD ROM de las memorias
del Simposio, con autorizacién del autor.

5. Modelacién con wavelets, ofrecido por Fernando Guasguita Ruiz, profesor de
la Universidad Pedagdgica y Tecnolégica de Colombia, con sede en Tunja.

6. Sobrevivencia utilizando el lenguaje R, del profesor Rafael E. Borges de la
Universidad de los Andes, Mérida, Venezuela.

7. Analisis de sobrevivencia aplicada, ofrecido por el profesor Enrico Antdnio
Colosimo, de la Universidad Federal de Minas Gerais.

8. Nuevos retos en la formacion estadistica de los profesionales, de la profe-
sora Carmen Batanero del Departamento de Didactica de las Matematicas,
Universidad de Granada.

Una caracteristica adicional de esta edicién del Simposio es la inclusién de
la modalidad de pdster. E1 CD-ROM del Simposio los incluye, junto con los
restiimenes recibidos.

El tema del Simposio 2005 es el modelamiento estadistico. El propdsito central
de la Estadistica es la representacién simplificada de la realidad, con el propdsito
de hacer descripciones parciales y predicciones. El estadistico, haciendo uso de
sofisticadas herramientas matematicas, construye modelos matematicos de distinta
naturaleza dependiendo del tipo de problema estudiado y de la forma como las
mediciones pueden o deben ser hechas sobre los objetos estudiados. A pesar de las
diferencias en la forma de modelar los objetos bajo estudio varios componentes
son comunes. En cada caso, existe un conjunto de variables denominadas entradas
que son medidas y presentadas al modelo. Estas entradas tienen influencia sobre
una o mas variables de salida del modelo.

Desde un punto de vista muy general y moderno, el modelamiento puede ser
clasificado en dos grandes areas : modelamiento supervisado y modelamiento no
supervisado. Cuando el propésito es usar las entradas para predecir los valores de
la salida se habla de modelamiento supervisado. Este es el caso de la mayoria de
los trabajos presentados en este evento. En el modelamiento no supervisado, las
salidas se autoorganizan segin algunos criterios a partir de las entradas. Este es
el caso del descubrimiento de patrones latentes en los datos, area que ha cobrado
mucho auge en los dltimos anos.

Una clasificacién distinta se obtiene cuando se analizan los supuestos bajos
los cuales los modelos son construidos. Clasicamente, los modelos se han deno-
minado paramétricos cuando es posible utilizar una distribucién de probabilidad
conocida para el modelo, siendo por mucho la distribucién normal la mds amplia-
mente utilizada. Cuando esto no es posible, los estadisticos recurren a estrategias
no paramétricas para modelar los objetos bajo estudio. Una amplia variedad de
técnicas no paramétricas han sido desarrolladas en los wltimos anos. Particular-
mente novedosas para los estadisticos son las técnicas conocidas como aprendizaje
estadistico, usadas en los problemas de mineria de datos.

El modelamiento estadistico exige satisfacer exigencias de robustez, eficien-
cia y estabilidad. Como consecuencia algunos expertos trabajan en areas como
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la estimacién robusta que lleva al tratamiento de valores atipicos o outliers, de
informacién faltante y a la construccién de algoritmos eficientes.

Los autores presentes en esta ediciéon del Simposio de Estadistica han tratado
cada una estas problemaéticas asociadas a la modelacién estadistica, algunos con
trabajos de corte eminentemente tedrico y otros orientados a las aplicaciones di-
rectas.

Para esta ocasién se cubren aplicaciones en economia en temas de modelacién
de la tasa de cambio, el IPC de hogares de bajos ingresos, cambios en estructura
salarial colombiana, prondstico sobre cumplimiento de obligaciones municipales
en relacién con financiacién de sistemas masivos de transporte y valoracién de
opciones para la compra de acciones. En el drea de la salud se presentan modelos
en riesgos de enfermedades, progresion de enfermedades y dosificacién personal
de medicinas. Para el drea industrial, las aplicaciones presentadas son en el drea
de control estadistico y confiabilidad de procesos. Un trabajo aplicado particular
es sobre el efecto de datos atipicos en la calidad del papel higiénico. Otros temas
de aplicacién presentados tratan sobre : segmentaciéon de mercados, modelamiento
de aspectos fisicoquimicos del agua en Bogotd, evaluacién genética en produccién
animal, modelamiento de la densidad de la madera, asociacién entre indicadores
biolégicos relacionados con las riquezas y amenazas bioldgicas.

Los trabajos tedricos presentados corresponden a problemas en modelamiento
de datos longitudinales con variables discretas, estadistica basada en sumas arménicas
de rangos para pruebas no paramétricas, imputacién de datos faltantes basado
en el andlisis de correlaciones candnicas, modelamiento de la vulnerabilidad para
eventos recurrentes en analisis de sobrevida, modelos de medias de celda modifi-
cado con covariables, geoestadistica con redes neuronales, analisis discriminante no
métrico y regresion logistica y una revisién de los métodos kernel para suavizaciéon
y regresiéon no paramétrica.

Desde el punto de vista de los modelos estadisticos para este simposio se pre-
sentaron trabajos en series de tiempo, caminatas aleatorias, cadenas de Markov,
analisis y métodos multivariados, drboles de decision, redes neuronales, modelos li-
neales, modelos mixtos, regresion logistica, andlisis de datos longitudinales, analisis
de correlacidn, estadistica no paramétrica, procesos estocasticos, algoritmo EM y
regresién cuantilica.

Las conferencias presentadas corresponden a :

El Simposio de estadistica de la Universidad Nacional : una historia de 15
anos.

En este aporte el profesor J. Martinez hace una completa resena de los simpo-
sios realizados, en la cual se destacan la evolucién desde su creacion en 1990 y la
incidencia que ha tenido sobre la comunidad estadistica nacional.

An Application of the Expectation Mazimization Algorithm in Galactic Astro-
nomy.

A. Uribe y R. Barrera utilizan el algoritmo EM para encontrar los parametros
de un modelo general de una mezcla de densidades normales multivariadas hete-
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roceddsticas, usado para modelar la asignacién de probabilidades de pertenencia
de las estrellas a una determinada regién en el espacio. Para el modelamiento se
usan los llamados movimientos propios de las estrellas

Modelos de evaluacion genética en produccion animal.

C. Manrique presenta una metodologia de evaluacién genética utilizada en los
sistemas de produccién animal. La evaluacién estd basada en la construccién de
modelos mixtos que son utilizados para predecir valores genéticos que permiten de-
terminar candidatos a ser padres de la siguiente generacién por sus caracteristicas
de importancia, generalmente econémica, en el sistema. Los valores genéticos pre-
dichos son utilizados para obtener un ordenamiento de los animales que permite
seleccionar los mejores hasta obtener el niimero de progenitores necesarios para
reemplazo, o seleccionar aquellos animales candidatos para descarte en los sistemas
de produccién animal.

Del andlisis cluster a los mapas auto organizados de Kohonen para segmen-
tacion psicogrdfica de mercados.

A. Montenegro, T. Neira y D. Veldsquez ilustran una alternativa util para la
segmentaciéon de mercados, basada en la construccién de mapas autoorganizados
conocidos como SOM por su nombre en inglés Self Organizing Maps y en técnicas
de clasificacién automadtica, basadas en aprendizaje supervisado del tipo cuanti-
ficacién vectorial, conocidas como LVQ, del inglés Learning Vector Quantization.
Los autores comparan los resultados obtenidos con los resultantes de las técnicas
factoriales y de clasificacion tradicionales. Las técnicas presentadas resultan una
alternativa para detectar relaciones no lineales no captadas por los métodos facto-
riales y ofrecen la posibilidad de establecer mapas que permiten establecer zonas
de individuos estables en cada clase y zonas de incertidumbre, en donde los indi-
viduos no estan claramente clasificados. Estas regiones resultan muy utiles para
los expertos de mercados.

Suavizacion y regresion no paramétrica : una alternativa de modelacién es-
tadistica.

La regresion no paramétrica constituye una alternativa particularmente llama-
tiva dada su flexibilidad en los supuestos. J. Olaya hace una breve revisién de
técnicas recientes de modelamiento no paramétrico. El autor hace énfasis en dos
aspectos : la forma funcional de la respuesta y a la distribucién de los errores.
Se presentan los tipos de estimadores mas comunes, entre otros, los estimadores
de series, los estimadores kernel, los estimadores de regresién local LOESS y los
suavizadores esplin. Varios ejemplos reportados en la bibliografia reciente son pre-
sentados como ilustracién de la utilidad practica de las técnicas descritas en dreas
de epidemiologia, prondsticos, ciencias del comportamiento, evaluacién de politicas
oficiales, economia y el sector eléctrico.

Individualizacion de la dosis de una droga mediante el uso de un modelo lineal
con intercepto aleatorio.

Los autores F. Diaz, T. Rivera y J. Ledn describen un algoritmo para la in-
dividualizacién de la dosis de una droga. En el algoritmo se asume que se tiene



un modelo lineal con intercepto aleatorio para el logaritmo del cociente entre la
concentracion minima y la dosis en el estado estable, y busca determinar una
dosis 6ptima para producir una concentracién en el estado estable que esté den-
tro de un rango de concentraciones deseado. Los autores muestran cémo usar un
modelo de regresion lineal con intercepto aleatorio para el logaritmo de la razén
concentracién/dosificacién con el propdsito de individualizar la dosificacién en un
paciente particular. Con base en el modelo de regresién, proponen un algoritmo
adaptable para determinar la dosificacién éptima de una droga para un paciente.

Cambios en la estructura salarial : una historia desde la regresion cuantilica.

H. Zarate presenta una técnica semiparamétrica de regresion cuantilica basada
en la ecuacién de Mincer para intentar modelar la estructura salarial en Colombia.
El autor analiza el cambio en los retornos de la educacion y la experiencia en dife-
rentes puntos de la distribucién salarial, la evolucion de la desigualdad salarial y sus
caracteristicas distribucionales para el periodo de 1991 a 2000. Los datos utilizados
para el andlisis provienen de las Encuestas Nacionales de Hogares. El autor mues-
tra la regresién de cuantiles como una herramienta de anélisis que permite detectar
cambios en la respuesta debidos a variables observadas en diferentes puntos de la
distribucién. Especificamente, muestra los cambios en los retornos de la educacién
y la experiencia en 5 cuantiles de la distribucién : 0.10;0.25;0.50; 0.75y0.90. Adi-
cionalmente, el autor construye varias medidas de desigualdad salarial : 0.90—0.10
y 0.75 — 0.25 que son ayudas descriptivas eficientes para analizar los cambios de
la desigualdad salarial no observable.

Modelamiento de la vulnerabilidad para eventos recurrentes.

L. Diaz estudia la construccién, y estimacién de los modelos de vulnerabilidad
para eventos recurrentes. Los modelos de vulnerabilidad o de fragilidad —del inglés
“frailty models”— o de sobrevivencia con componentes aleatorios son modelos
que suministran una forma adecuada para introducir efectos aleatorios que den
cuenta de la posible asociacién y la variabilidad no observable en los modelos de
sobrevivencia. El autor basa el trabajo sobre los modelos de riesgos proporcionales,
especialmente a través del modelo de Cox.

Estimadores S y MVE en la carta T? de Hotelling

S. Yanes, N. Gonzilez y J. Vargas proponen el uso de los estimadores robus-
tos MVE (Elipsoide de Minimo Volumen) y estimadores S biponderados para la
construccién del estadistico 72 en la primera etapa de implementacién de un sis-
tema de control multivariado, usando la carta T2 de Hotelling con n observaciones
histéricas individuales, con el propésito de evitar la distorsién en las estimaciones
causada por la presencia de outliers y el efecto de enmascaramiento. Los autores
muestran mediante simulaciones que los procedimientos desarrollados son consis-
tentes en la deteccién de outliers provenientes de perturbaciones en el vector de
medias y en la matriz de varianzas—covarianzas, consideradas individual y conjun-
tamente, con diferentes niveles de contaminacién.

Hipdétesis efectivas y sumas de cuadrados en modelos de medias de celda modi-
ficado con covariables.
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N. Gémez y L. Lépez encuentran expresiones para calcular las hipétesis y sumas
de cuadrados tipo I y I de un diseno a dos vias de clasificaciéon con interaccidn,
en términos del modelo superparametrizado, del modelo de medias de celda y del
modelo de medias de celda modificado, para arreglos con una o mas covariables
con pendiente comun para todos los tratamientos. Los autores usan como base
generadora la matriz disefio aumentada con la matriz de covariables y la légica de
construccién de sumas de cuadrados y funciones estimables. Proponen dos métodos
para obtener las hipétesis y sumas de cuadrados tipo I y II : el primero, tiene en
cuenta la estructura del modelo general particionado y el segundo se basa en el
procedimiento desarrollado por Murray—-Smith en los modelos de medias de celdas
modificado.

Bogot4, agosto de 2005

Alvaro Mauricio Montenegro Diaz
Jorge Eduardo Ortiz Pinilla

Editores
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El Simposio de Estadistica de la Universidad

Nacional: una historia de 15 anos

JORGE MARTINEZ COLLANTES"

Resumen

Se presenta una resefia histdrica del desarrollo del Simposio de Estadisti-
ca de la Universidad Nacional, en la cual se muestra la evolucién desde su
creacién en 1990 y la incidencia que ha tenido sobre la comunidad estadfstica
nacional.

Palabras claves: Eventos estadisticos, actividades estadisticas colombianas.

Abstract

This paper presents a historic review of the Statistical Symposium of the
National University of Colombia showing its evolution from its first session
in 1990 and its contributions and incidence on the national statistical com-
munity.

Keywords: Statistical Meetings, Colombian Statistical Activities.

1. Introduccién

En el afio de 1984 varios profesores de la Universidad Nacional concibieron
la idea de realizar una reunién de estadfstica de cardcter nacional con el fin de
remediar la falta de espacios académicos en los cuales los estadisticos se reunieran a
compartir sus experiencias académicas y profesionales y a discutir la problematica
propia del desarrollo de la estadistica en el pafs. Esta idea recibié el respaldo de
las universidades de Medellin y del Valle, instituciones en las cuales se ofrecia por
aquella época la carrera de Estadistica. De otra parte, la Sociedad Colombiana de
Matemadticas ofrecié su colaboracién, dada su experiencia en la organizacién de
los coloquios de Matematicas y en el Congreso Nacional de Mateméticas del ano
1980.

*Profesor Asociado, Departamento de Estadistica, Universidad Nacional, Bogoti. E-mail:
jmartinezc@Qunal.edu.co



2 El Simposio de Estadistica de la Universidad Nacional: historia de 15 afios

Fue asi como se concretd la iniciativa de realizar en 1985 el Primer Congre-
so de Estadistica en la ciudad de Cali, con encuentros regionales en Bogotd y
Medellin como preparacion para este evento. Este primer congreso tuvo un gran
éxito: la comunidad estadistica nacional atendié el llamado de los organizadores
y apoyé con su asistencia y activa participacién la realizacién de este congreso.
Lamentablemente el éxito alcanzado no fue incentivo suficiente para realizar el
segundo congreso programado para llevarse a cabo en Medellin en 1997. El pais
tuvo entonces el primer y tnico Congreso Nacional de Estadistica.

Ante la situacién descrita, varios profesores de la Universidad Nacional reto-
maron en 1990 la idea de realizar anualmente un evento de cardcter nacional. Lo
concibieron de tal manera que cada afo la reunién girara alrededor de un tema
especifico de la estadistica y, para evitar la falta de continuidad del primer intento,
acordaron que la responsabilidad de su organizacién estuviera de manera perma-
nente a cargo de la Universidad Nacional. La idea fue propuesta a la Direccién del
Departamento de Matematicas y Estadistica de Universidad Nacional recibiendo
un apoyo total. Naci6 asi el Simposio de Estadistica de la Universidad Nacional,
evento que desde hace 15 afios propicia el encuentro de estudiantes, profesores,
profesionales y usuarios de la Estadistica.

2. Reuniones del Simposio

Como ya se menciond, el Simposio se dedica cada afio a un 4rea particular de
la Estadistica o de sus aplicaciones. En la tabla 1 se presentan los temas tratados
en las reuniones del Simposio de Estadistica.

El andlisis de regresion fue el tema central del primer simposio, llevado a cabo
en Bogoté entre el 31 de mayo y el 2 de junio de 1990 en el club de profesores de
la Universidad Nacional. Esta reunién se caracterizé por estar organizada alrede-
dor de conferencias de expositores todos ellos vinculados a diferentes instituciones
nacionales. La perspectiva histérica del analisis de regresion fue el tema de la pri-
mera conferencia, a cargo de los profesores Humberto Mayorga y Oscar Soto de la
Universidad Nacional. Desde ese afio son muchos los conferencistas que han com-
partido sus conocimientos con todos los asistentes al simposio tanto colombianos
como de paises vecinos. En el anexo se presenta una relacién de los conferencistas
a cada uno de los simposios.

En la segunda reunién del simposio se cambid la estructura de la programacién
incorporando cursos cortos y conferencias invitadas como en la primera. En esta
oportunidad se invitaron conferencistas de otros paises, el profesor Luis Raiil Pe-
richi de la Universidad Simén Bolivar de Venezuela y el profesor Victor Guerrero
del Instituto Tecnoldgico Auténomo de México (ITAM). El tema central de esta
reunién fue el andlisis de las series de tiempo. A partir de esta reunién, y mien-
tras el evento se realizaba en Bogotd, el simposio tomd como sede el Centro de
Convenciones de CAFAM.

En la tercera reunién, dedicada a la teoria de muestreo, se estabiliza la politica
de invitar conferencistas internacionales y se inicia la etapa de presentacion de



Jorge Martinez Collantes 3

Tabla 1: Temas tratados en las reuniones del Simposio de Estadistica

Secuencia Ao Tema Ciudad

1 1990 El analisis de regresién Bogot4a

2 1991 Analisis de series temporales Bogota

3 1992 Teorfa de muestreo Bogota

4 1993 Disefo de experimentos Bogota

5 1994 Andlisis multivariado de datos Bogoté

6 1995 Estadistica en agricultura y me- Santa Marta
dio ambiente

7 1996 El enfoque bayesiano en el andlisis Santa Marta
estadistico

8 1997 Estadistica no paramétrica Cartagena

9 1999 Control estadistico de la calidad  Rionegro

10 2000 Censos, encuestas y sistemas de San Andrés
informacién estadistica

11 2001 La estadistica en la investigacién Santa Marta
social

12 2002 Estadistica aplicada a las ciencias  Bogotd
ambientales

13 2003 Estadistica en las ciencias de la  Armenia
salud

14 2004 Estadistica multivariada Cartagena

15 2005 Modelamiento estadistico Paipa

trabajos por parte de los asistentes. Ademads, se incorporan talleres de aplicacién
que hacen necesario el montaje de una sala de computacién en la sede del evento.

En el afio 1993 el Simposio en su cuarta edicién se dedica al diserio de experi-
mentos. A esta reunién son invitados conferencistas de Colombia, Estados Unidos,
México, Brasil y Alemania. La comunidad estadistica nacional responde amplia-
mente a la convocatoria de los organizadores y se incrementa notoriamente el
numero de trabajos presentados por los asistentes al evento.

La quinta versién del simposio, realizada en Bogot4 en el afio de 1994, se dedica
al andlisis de datos multivariados y para ello se invita un selecto grupo de confe-
rencistas de Francia, Alemania, Puerto Rico, Estados Unidos, México y Colombia.
Para esta reunién se programan cursos avanzados en los dias previos al Simpo-
sio, aprovechando la visita de reconocidos investigadores extranjeros, es asi como
el doctor Ludovic Lebart, profesor de la Escuela Superior de Comunicaciones de
Francia, dicta un curso sobre andlisis de datos textuales, y el doctor William Wei,
profesor de la Universidad de Temple en los Estados Unidos, ofrece un curso sobre
andlisis de raices unitarias y cointegracion. Como dato curioso de esta reunioén,
se recuerda la interrupcién de la conferencia inaugural del profesor Lebart por el
movimiento telirico que estremecio6 el pais y causé grandes estragos en una amplia
region del Departamento del Cauca.
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En 1995 se realiza una reunion de caracteristicas particulares. En un mismo es-
pacio académico se hacen coincidir tres eventos: el Quinto Seminario de Estadistica
Aplicada del Inter American Statistical Institute (IASI), la Cuarta Reunién de la
Red de la Sociedad Internacional de Biometria para Centro América, el Caribe,
Colombia y Venezuela, y el Sexto Simposio de Estadistica de la Universidad Na-
cional. En esta oportunidad se deja por primera vez la sede de Bogotd y la reunién
se realiza en la ciudad de Santa Marta. El evento cuenta con participantes de di-
ferentes paises latinoamericanos y 10 conferencistas invitados de Alemania, Costa
Rica, Estados Unidos, Canadd y Colombia.

La ciudad de Santa Marta vuelve a ser en 1996 la sede del Simposio, esta vez
dedicado al enfoque bayesiano en el andlisis estadistico. Como conferencistas son
invitados lideres a nivel mundial del trabajo investigativo en el campo del andlisis
bayesiano. Precisamente en el marco de esta reunién se da a conocer una versién
preliminar del libro Bayesian Theory, que serfa publicado posteriormente en el afio
2000, escrito por dos de los conferencistas invitados; los profesores José Miguel
Bernardo, de la Universidad de Valencia, y Adrian Smith, del Imperial Collegue
de Londres. Previo a la reunién de Santa Marta, el profesor Enrique de Alba
del Instituto Tecnolégico Auténomo de México ofrece un cursillo en Bogotd sobre
aplicaciones del analisis bayesiano en problemas actuariales.

En 1997 el Simposio continiia celebrandose en la Costa Norte Colombiana, esta
vez en la ciudad de Cartagena. La estadistica no paramétrica es el tema central
de esta reunién. Como en ocasiones anteriores, son invitados conferencistas de
reconocido renombre internacional y profesores de la Universidad Nacional que
con su trabajo en el campo no paramétrico han creado una linea investigativa en
el Departamento de Estadistica.

Por diferentes factores en 1998 no se realiza la reunién del Simposio. En el
Departamento de Estadistica de la Universidad Nacional se plantea la posibilidad
de continuar celebrandolo cada dos anos. Esta idea no tiene aceptacién y a partir
de 1999 se reanuda la celebraciéon anual del Simposio. El evento de este afio se
realiza en la ciudad de Rionegro, alrededor del control estadistico de la calidad. La
organizacion de esta reunién es compartida por dos dependencias de la Universidad
Nacional, las que hoy constituyen la Escuela de Estadistica de la Sede de Medellin
y el Departamento de Estadistica de la Sede de Bogota. En esta reunidn es evidente
el arraigo que ha tomado el Simposio dentro de la comunidad estadistica, el cual se
manifiesta en el niimero de participantes y en la cantidad de trabajos presentados.
A partir de este afio se inicia la presentacién de trabajos en carteles.

En el ano 2000 el Simposio se retine en la Isla de San Andrés, teniendo como
tema censos, encuestas y sistemas de informacion estadistica. En esta oportunidad
el evento fue huésped de la Sede del Caribe de la Universidad Nacional que en este
afio estaba recientemente inaugurada.

Para la reunién del afio 2001 el Simposio vuelve a la ciudad de Santa Marta
tomando como tema central la Estadistica en la investigacion social. A partir
de esta reunién los materiales del evento se distribuyen en medios magnéticos y
estos pueden ser consultados en el Historial del Simposio en la pagina web del
Departamento de Estadistica www.estadistica.unal.edu.co.
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La FEstadistica en las ciencias ambientales es el ambito disciplinario que sirve
de marco a la reunién del afio 2002, realizada en la ciudad de Bogotd. En esta
oportunidad se invitaron como conferencistas a destacados estadisticos de México,
Brasil, Estados Unidos, Uruguay y Colombia. Esta reunién se caracterizé por un
gran nimero de asistentes y una alta participacién de trabajos presentados en
forma oral y en carteles.

La 13a reunién del Simposio es realizada en la ciudad de Armenia en el afio
2003 y dedicada a la Estadistica en las ciencias de la salud. Tuvo como innovacién
la asociacién de la Universidad Nacional con otra institucion para la organizacién
del evento. La Universidad del Quindio fue la entidad con la cual se inicié la
organizacion compartida del Simposio. Esta reunién tuvo también como novedad la
programacién de cursos introductorios programados en los dias previos a la reunion
del Simposio, de tal manera que los asistentes al evento pudieran familiarizarse
con los temas que alli se tratarian. Se realizaron los cursos de Introduccién a la
Probabilidad, dictado por el profesor Hernando Hurtado de la Universidad del
Quindio, y el de Anilisis de Sobrevivencia, por Jorge Martinez de la Universidad
Nacional.

En el anio 2004 la Universidad Nacional se asocia con la Universidad de Carta-
gena para realizar en la “Ciudad Heroica” la 14a reunién del Simposio, alrededor
de la Estadistica multivariada. En esta oportunidad se incorporan nuevas activida-
des al Simposio y se hacen otras innovaciones: la creacién de un espacio especifico
para la discusidén de aspectos relacionados con la ensefianza de la Estadistica, la
programacién de teleconferencias con expositores de otros paifses, siendo el profesor
Miguel Ojeda, de la Universidad Veracruzana de México, quien tuvo a su cargo
la primera teleconferencia precisamente sobre la ensefianza de la Estadistica, y la
creacién de eventos satélites a la reunién central del Simposio para ampliar asi los
efectos de difusién y actualizacién en Estadistica a diferentes regiones del pafs. El
evento regional que organiza anualmente la Escuela de Estadistica de la Sede de
Medellin de la Universidad Nacional se consideré como uno de estos eventos satéli-
tes. Mencién especial merece el Encuentro Binacional de Estadistica, realizado en
la Universidad Francisco de Paula Santander de la ciudad de Cucuta, organizado
por esta Universidad con el apoyo de la Universidad Nacional de Colombia y con
una nutrida participacién de profesores y estudiantes de Estadistica de la Universi-
dad de los Andes de Venezuela. Esta universidad realizé en el afio 2005 el Segundo
Encuentro Binacional de Estadistica en su sede central en la ciudad de Mérida.
En el afio 2006, la Universidad Industrial de Santander llevard cabo el tercer en-
cuentro y para el 2007 ha solicitado la sede la Universidad de Oriente, situada en
la Isla de Margarita, respondiendo asi al compromiso adquirido por quienes pro-
pusieron este encuentro académico de realizarlo anualmente, alternando la sede en
universidades venezolanas y colombianas.

Se llega si a la reunién del Simposio del presente afio en la ciudad de Paipa,
organizada con la colaboracién de la Universidad Pedagdgica y Tecnolégica de
Colombia, teniendo como tema central el modelamiento estadistico. Celebrar la
15a reunién del Simposio, cumpliendo los objetivos que se trazaron quienes pro-
pusieron este evento, ha significado el esfuerzo constante de sus organizadores,
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profesores y estudiantes de Estadistica de la Universidad Nacional y de las Uni-
versidades que se han asociado en este empeno y de quienes, ano tras aio, asisten
al Simposio apoyando con su inscripcion y su presencia la realizacién del Simposio
de Estadistica. Debe resaltarse también el apoyo que han brindado durante estos
afios las empresas distribuidoras de software estadistico SAS, SPSS, STATA y el
de otras empresas que se han vinculado de diferentes formas.

3. Contribucion del Simposio al desarrollo de la
comunidad estadistica

Ademis de la invaluable oportunidad de actualizacién que el Simposio ha brin-
dado a la comunidad estadistica colombiana hay otros aspectos que merecen ser
destacados:

Haberse convertido en la cita anual de los profesionales y demds usuarios de
la Estadistica en Colombia, en la que se comparten experiencias profesionales, se
robustecen relaciones académicas y se renuevan amistades.

Convertirse en un espacio para la discusién de proyectos interinstitucionales y
el logro de acuerdos para su realizacién. Precisamente en estos eventos se discu-
tieron proyectos como el de la creacién de la Carrera de Estadistica de la Sede de
Medellin o el establecimiento de convenios para desarrollar programas de posgrado
en convenio de la Universidad Nacional con otras instituciones universitarias.

Ser un espacio para difundir y someter a discusién los trabajos de cardcter
estadistico que realizan estudiantes, profesores y usuarios de la Estadistica del pais.
Es innegable el impacto que ha tenido el evento en la capacidad de presentacion
de resultados de quienes han venido participando en el Simposio.

Ofrecer la oportunidad de establecer contactos con investigadores de renom-
bre internacional, lograndose salir del aislamiento en que estaba la comunidad
estadistica local. Estos contactos han originado posibilidades de trabajo conjunto,
intercambios académicos y estudios de posgrado en el exterior.

Establecer vinculos con estadisticos de paises vecinos que han llevado a ade-
lantar acciones de cooperacion interinstitucional.

Lograr un mayor dinamismo de la actividad estadistica del pafs, incentivando la
creacién de eventos regionales, la aparicién de nuevas publicaciones y la generacién
de nuevas lineas de trabajo estadistico.

Finalmente, a manera de conclusién, es altamente satisfactorio, para quienes
generaron la idea del Simposio y para quienes se han comprometido con su continui-
dad en estos quince afnos, constatar que el Simposio de Estadistica estd cumpliendo
con los objetivos con que fue concebido.
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Anexo

Conferencistas invitados al Simposio de Estadistica de la Universi-
dad Nacional

Andlisis de regresién (1990)
Mayo 31 — Junio 2, Bogota

» Fl andlisis de regresién. Perspectiva histérica. Humberto Mayorga y Oscar
Soto, Universidad Nacional de Colombia.

» El modelo de regresién. Formulacién, estimacién e inferencia. Enrique Ledn,
Universidad Nacional de Colombia.

» Construccién de un modelo de regresion lineal. Eduardo Granados, Centro
Internacional de Agricultura Tropical (CIAT)

» Métodos para la validacién del modelo de regresion. Roberto Behar, Univer-
sidad del Valle.

= Observaciones influenciales. Elkin Castano, Centro de Investigaciones Econémi-
cas, Universidad de Antioquia.

= Regresién con restricciones. Carlos Plazas, Junta Nacional de Tarifas.
s Regresién robusta. Jorge Martinez, Universidad Nacional de Colombia.
» Regresién logistica. Maria Nelsy Rodriguez, Universidad Javeriana.

s Correlaciones miiltiples y parciales en modelos de regresién general. Sigfried
Weber, Universidad de Maguncia y Universidad Nacional de Colombia.

s Inferencia en regresién no lineal. Sergio Yéanez, Universidad Nacional de
Colombia.

= El andlisis de regresién en la econometria. Hugo Oliveros, Banco de la Republi-
ca.

= Regresién de borde: propiedades y aplicaciones del niimero condicional. Luis
Pérez, Universidad de Antioquia y German Cabarcas, Universidad Nacional
de Colombia.

» Modelos de regresién basados en la teoria de informacién. Roberto Lucio, A.
C. Nielsen de Colombia.

= Modelos de regresion con pardmetros estocisticos, Diego escobar, Universi-
dad de los Andes.

s Cointegracién. Juan José Echavarria, FEDESARROLLO.
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Andlisis de series temporales (1991)

Julio 2 - 5, Bogota

Métodos de suavizamiento y descomposicién. Lilia Cortés de Olarte, Univer-
sidad Nacional de Colombia.

Modelos ARIMA. Metodologia de Box y Jenkins. Jorge Martinez, Universi-
dad Nacional de Colombia

Desarrollos recientes en la construcciéon de modelos ARIMA. Victor Guerre-
ro, Instituto Tecnolégico Auténomo de México (ITAM)

Pronésticos bayesianos y modelos dindmicos. Luis Raul Pericchi, Universi-
dad Simén Bolivar, Venezuela.

Teoria de muestreo (1992)

Mayo 25 - 29, Bogota

Muestreo bésico y aplicaciones. Aspectos tedricos. David Ospina, Universi-
dad Nacional de Colombia

Muestreo bésico y aplicaciones. Aspectos préacticos. Oscar Soto, Universidad
Nacional de Colombia

Métodos estadisticos intensivos por computador. Bryan Manly, Centro de
Estadistica y Matemadticas, Universidad de Otago, Nueva Zelanda

Metodologia en muestras nacionales. Dora Sanchez y Daniel Correal, DANE,
Colombia

Muestreo en ecologia. Lyman Mc Donald, Western Ecosystems Technology,
USA

Muestreo y aplicaciones estadisticas en investigacién de mercados. Ernesto
Santos y Roberto Lucio, A. C. Nielsen de Colombia.

Disefio de experimentos (1993)

Julio 7 - 11, Bogota

Curso bésico de disenio experimental. Enrique Ledn, Universidad Nacional
de Colombia.

Anslisis de varianza con datos desbalanceados. Antonio F. Iemma, Univer-
sidad de Sao Paulo, Brasil.
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= Modelos de efectos mixtos y mejores predictores lineales insesgados (BLUPS).
Alicia Carriquiry, Universidad de Iowa, USA.

= Disefio experimental: metodologia Taguchi e ingenieria de la calidad. Héctor
René Alvarez, Consultor, Advanced Management Systems.

= Uso del paquete SAS en disefio experimental. Juan Ospina, Universidad Na-
cional de Colombia.

= Diserio de experimentos con fertilizantes. Angel Martinez Garza, Colegio de
Posgraduados, México.

= Métodos estadisticos para el diseno y andlisis de bioensayos, Lutz Elder,
Universidad de Heidelberg, Alemania.

s Field plot techniques in experimental design for plant science experiments.
Larry Nelson, Universidad de Carolina del Norte, USA.

» Conceptos basicos del disefio experimental en ciencias de la conducta. Flor
Alba Cano, Universidad del Valle.

Métodos multivariados (1994)
Junio 6 — 10, Bogotéd

s Fundamentos de andlisis multivariado. Humberto Mayorga, Universidad Na-
cional de Colombia.

s Métodos de clasificacién. Lecnardo Bautista, Universidad Nacional de Colom-
bia y Centro de Estudios Ganaderos y Agricolas (CEGA.)

» Anélisis multivariado de datos epidemiolégicos. Hardeo Sahai, Universidad
de Puerto Rico.

= Analisis de datos biograficos. Oliver Barbary, L’Institut Francais de Recher-
che Scientifique pour le Développement en Cooperation, (ORSTOM), Fran-
cia.

s Andlisis de correspondencia. Alain Morineau, Centre International de Sta-
tistique et D’Informatique Appliquées, (CISIA), Francia.

= Métodos multivariados en investigacién de mercados. Juan Ramos, Univer-
sidad Nacional de Colombia.

s Métodos multivariados en Ciencias Sociales. Rubén Hernandez,Instituto Tec-
nolégico Auténomo de México (ITAM).

= Anjlisis en tablas de contingencia y en modelos logisticos. Sigfred Weber,
Universidad de Maguncia, Alemania.
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= Anilisis de raices unitarias y cointegracién, William Wei, Universidad de
Temple, Estados Unidos.

s Anslisis de datos textuales. Ludovic Lebart, Escuela Superior de Comunica-
ciones de Francia.

Meétodos estadisticos en agricultura y medio ambiente (1995)

Junio 11 — 15, Santa Marta

= Statistical analysis of genotoxicity assays. Lutz Elder, German, Cancer Re-
search Institute, Alemania.

= Andlisis bayesiano aplicado: modelos jerdrquicos, métodos numéricos y usos
en produccién animal. Alicia Carriquiry, Iowa State University.

» Crop modeling. Heiner Lieth, University of California, Davis, USA.
s Muestreo en poblaciones biolégicas. Hernando Hurtado, Universidad del Quindio.

» Disefios aplicados en frutales y biotecnologia. Ricardo Martinez, Universidad
Nacional de Colombia.

s A different look at the design of experiments. George Milliken, Kansas State
University.

» Bioassay and its relations to agricultural and environmental issues. John
Hubert, University of Guelph, Canadi.

= Spatial statistics. David Marx, University of Nebraska, USA.

= Métodos estadisticos en mejoramiento vegetal: estimacién de variabilidad
genética en bancos de germoplasma y deteccién de QTLs mediante marca-
dores moleculares. Emilio Carbonell, IVIA, Espana y Pedro Ferreira, CATIE,
Costa Rica.

s Métodos multivariados en biometria. Laura Pla, Universidad Nacional Ex-
perimental Francisco de Miranda, Venezuela.

El enfoque bayesiano en el analisis estadistico (1996)

Junio 2 — 6, Santa Marta

a Introduccidn al Anilisis Bayesiano. Victor Hugo Prieto, Universidad Nacio-
nal de Colombia.

s Modelos lineales y lineales generalizados. Enfoque bayesiano. Alicia Carri-
quiry, Towa State University, USA.
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Aplicaciones bayesianas en econometria. Edward George, University of Te-
xas, USA.

Anslisis de referencia. José Miguel Bernardo, Universidad de Valencia, Es-
pana.

The implementation of bayesian methods: computation and approximation.
Adrian Smith, Imperial College. UK.

Teoria de decisiones y estadistica. Manuel Mendoza, Instituto Tecnolégico
Auténomo de México (ITAM).

Aplicaciones del anslisis bayesiano en problemas actuariales. Enrique de Al-
ba, Instituto Tecnolégico Auténomo de México (ITAM).

Estadistica no paramétrica (1997)

Julio 27 - 31, Cartagena

Bootstrapping. Rabi N. Bhattacharya, Universidad de Indiana, USA
Regresién no paramétrica. Madan Puri, Universidad de Indiana, USA

Introduccién a los métodos no paramétricos. Jorge Ortiz, Universidad Na-
cional de Colombia.

Diseno de experimentos no paramétrico. Edgar Brunner, Universidad de
Goettingen, Alemania.

Métodos no paramétricos en series de tiempo. Siegfried Heiler, Universidad
de Konstanz, Alemania.

Métodos no paramétricos basados en rachas. Jimmy Corzo, Universidad Na-
cional de Colombia.

El control estadistico de la calidad (1999)

Octubre 20 — 24, Rionegro.

Efficient composite designs. Subir Ghosh, University of California.

Curso bésico de control estadistico de la calidad. José Alberto Vargas, Uni-
versidad Nacional de Colombia.

Disenos muestrales no tradicionales para estimar parametros de interés en
problemas de control de la calidad. Carlos Bauza, Brasil.

Introduction to statistical methods for reliability data. Luis Alberto Escobar,
Lousiana State University.
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a Uso de las técnicas estadisticas en el control de la calidad. Sonia Martinez,
Instituto Colombiano de Normas Técnicas (ICONTEC).

= Métodos estadisticos en las buenas practicas de laboratorio. Carlos Mario
Parra, Universidad de Antioquia.

Censos, encuestas y sistemas de informacién estadistica (2000)

Agosto 5 — 12, San Andrés.

= Planificacion de censos. Magda Ruiz, Universidad de Barcelona.

» Tratamiento de datos faltantes en encuestas. Adriana Pérez, Universidad
Javeriana y Universidad Nacional de Colombia.

» Planeacién de encuestas y su ejecucién. Leonardo Bautista, Universidad Na-
cional de Colombia.

« Sistemas de informacién estadistica. Alvaro Montenegro, Universidad Nacio-
nal de Colombia.

s Estudio de poblaciones biolégicas. Hugo Robothan, Universidad Diego Por-
tales, Chile.

= Estimacion de errores muestrales en muestras complejas. Ismael Flores Cer-
vantes, Westat, USA.

» Bisqueda de informacién con SQL. Jorge Ortiz, Universidad Nacional de
Colombia.

La estadistica en las ciencias sociales (2001)

Julio 29 — Agosto 3, Santa Marta.

s Métodos estadisticos en psicometria. Jorge Ortiz, Universidad Nacional de
Colombia.

= Methods and applications of machine learning. Kenneth Wilder, USA.

= Modelamiento de la variabilidad en modelos lineales generalizados con apli-
caciones. Edilberto Cepeda, Universidad de los Andes.

= Métodos estadisticos multivariados en investigacién social. Principios y ejem-
plos de aplicacién. Campo Elias Pardo y German Cabarcas, Universidad
Nacional de Colombia.

» Indice de condiciones socioecondmicas de la poblacién colombiana. Hernando
Moreno.
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» Tépicos econométricos y aplicaciones al mercado laboral. Donald Robbins.
USA.

s Andlisis estadistico de textos en ciencias sociales. Mdnica Bécue, Francia.

Estadistica aplicada a las ciencias ambientales (2002)
Agosto 14 — 18, Bogota

= Workshop on resource selection functions. Bryan Manly, Western Ecosystems
Inc. USA.

= Diseno de experimentos y la relacién genotipo ambiente. José Crossa, Centro
Internacional del Mejoramiento del Maiz y el Trigo, (CIMMYT), México.

= Financial mathematics, V. Arunachalam. Universidad de Los Andes, Bogota.

s Modelos lineales generalizados en experimentacién agronémica. Clarece Garcia
Borges Demetrio, ESALQ, Universidad de Sac Paulo, Piracicaba, Brasil.

= Geoestadistica: teoria y aplicacién. Ramén Giraldo, Universidad Nacional de
Colombia.

= General biological sampling. Lyman Mc. Donald, University of Wyoming.

» Modelos estadisticos para la clasificacién de materiales genéticos utilizando
variables discretas y continuas simultdneamente. Jorge Franco, Universidad
de la Republica, Uruguay.

La estadistica en las ciencias de la salud (2003)
Agosto 2 — 7, Armenia

= Métodos estadisticos en epidemiologia. Alvarc Munoz, John Hopkins Uni-
versity, USA.

= Estudios multicéntricos. Adriana Pérez, University of Texas, USA.

s Anadlisis de datos categéricos. Julio Singer. IME, Universidad de Sao Paulo,
Brasil.

s Analisis de datos longitudinales. Rail Macchiavelli, Universidad de Puerto
Rico.

s Introduccién a los estudios de cohorte. Francisco Diaz, Universidad Nacional
de Colombia.



14

El Simposio de Estadistica de la Universidad Nacional: historia de 15 anos

s Meta andlisis. Maria Nelsy Rodriguez, Universidad Javeriana y Universidad
Nacional de Colombia.

Estadistica multivariada (2004)

Agosto 2 — 6, Cartagena

= Informacion para la gestién piblica. Antanas Mockus, Universidad Nacional
de Colombia.

= Andlisis estadisticos multivariados aplicados en investigacién de mercados,
Universidad Nacional de Colombia.

s Métodos descriptivos multivariados con R. Jorge Ortiz y Campo Elias Pardo,
Universidad Nacional de Colombia

= Andlisis multivariado. Curso bésico. Luis Guillermo Diaz, Universidad Na-
cional de Colombia.

= Tratamiento de datos de encuesta: clasificacion de los individuos a partir de
sus respuestas cerradas y abiertas, Ménica Becué, Universidad de Barcelona

s Theory and practice of multiple factor analysis. Jérome Pages, Rennes, Fran-
cia.

= Anaélisis de series de tiempo multivariadas. Fabio Nieto, Universidad Nacional
de Colombia.

s Introduccién a la estadistica bayesiana multivariada. Edilberto Cepeda, Uni-
versidad Nacional de Colombia.

s El enfoque basado en proyectos de un curso de estadistica multivariada.
Mario Miguel Ojeda, Universidad Veracruzana, México.
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Cambios en la estructura salarial: una historia
desde la regresion cuantilica

HECTOR MANUEL ZARATE S.”

Resumen

El objetivo principal de éste articulo es analizar el cambio en los retornos
de la educacion y la experiencia en diferentes puntos de la distribucién sala-
rial a través de una aplicacién empirica en el mercado laboral colombiano.
También, se analiza la evolucién de la desigualdad salarial y sus caracteristi-
cas distribucionales para el periodo de 1991 a 2000. El articulo se basa en la
ecuacién de Mincer y utiliza la técnica semiparamétrica de regresién cuantili-
ca. Los datos se obtienen de las Encuestas Nacionales de Hogares. Aunque
los retornos tienen patrones de comportamiento similares, las magnitudes y
la variabilidad difieren entre los cuantiles analizados. La desigualdad salarial
se incrementd en el final del periodo de estudio de acuerdo a las habilidades
de cada grupo.

Palabras Claves: Retornos de la educacidn y experiencia, desigualdad sa-
larial, regresion cuantilica.

Abstract

The main purpose of this paper is to analyze changes in the returns to
education and experience at different points of the wage distribution through
an empirical application of the Colombian labor market. It also examines
the evolution of the wage inequality and their distributional characteristics
during the last decade. The paper is based on the Mincer earning framework
of positive economics and applies the semi-parametric technique of quantile
regression. The data came from National Household Surveys collected for
the period 1991-2000. Although the returns have similar patterns, they
differ in magnitude and variability across different quantiles. Wage inequality
increased according to the abilities and skills of each group.

Keywords: Returns to education and experience, Wage inequality, Quantile
TEGression.

*Subgerencia de Estudios Econémicos del Banco de la Repiblica de Colombia. E-mail: hza-
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1. Introduccién

Los cambios en la estructura salarial dependen de factores observables y no
observables. La explicacién del incremento salarial debido a los primeros, se ha
concentrado en encontrar magnitudes que se relacionan principalmente con las
caracteristicas de los trabajadores como son educacién y experiencia laboral, prin-
cipalmente. El segundo conjunto de factores ha sido relacionado con la desigualdad
residual del salario. En los dltimos anos se ha observado un incremento significativo
en la desigualdad salarial principalmente originado por diferenciales en educacién
y experiencia laboral.

La relacién entre los cambios en la estructura de los ingresos salariales y los
retornos de la educacién y la experiencia! en el mercado laboral ha sido fuente de
varias investigaciones que estdn bien documentadas en la literatura econométrica
reciente?. Existen varias explicaciones surgidas a través del tiempo en diferentes
paises; sin embargo, la que ha predominado es que las personas con mejor nivel
educativo ganan mayores salarios y experimentan menos desempleo que las de
menor nivel. Por su parte, la demanda de puestos de trabajo ha favorecido a
trabajadores con mayor experiencia laboral. A pesar de la correlacién positiva que
se evidencia, los investigadores han sido cuidadosos en determinar la causalidad
de estos factores.

Los anteriores argumentos que se relacionan con el aumento de la demanda de
trabajadores calificados parecen ser los més convincentes, entre otras razones por
el cambio tecnolégico experimentado en la dltima década, la mayor integracién al
mercado internacional, la mejor movilidad de bienes de capital, los cambios ins-
titucionales motivados en los comienzos de los anos noventa, el mejoramiento en
la competitividad de algunos sectores industriales y la nueva composicién entre
bienes transables y no transables. Probablemente alguna combinacién de los ante-
riores factores ha sido la causa que ha deteriorado la situacién de los trabajadores
no calificados. Varios estudios han tratado de explicar estos cambios a través del
tiempo; sin embargo, este no es el objetivo principal del presente articulo.

El énfasis de este analisis es identificar la naturaleza de los cambios en diferentes
puntos de la distribucién salarial. Asi mismo, basado en el modelo de economia
positiva de formacion de capital humano, se aplican técnicas de analisis de regresion
cuantilica que permiten describir completamente la distribucién condicional de los
salarios dado el conjunto de caracteristicas de las personas. En la primera parte se
estudia los cambios en los retornos de la educacién y de la experiencia en diferentes
puntos de la distribucién salarial en el perfodo de 1991 a 2000. Posteriormente, se
construyen medidas de desigualdad salarial que describen las magnitudes de tales
cambios para grupos de trabajadores con diferentes habilidades.

El articulo estd organizado de la siguiente forma: En la seccién 2 se describe el
modelo de capital humano, su funcién de ganancias, se identifican las componentes

1Los retornos de la educacién o de la experiencia se refieren al porcentaje de incremento
salarial obtenido por un afio adicional de educacién o por un afio de mayor experiencia.

2Una encuesta de la literatura reciente indica que, desde 1970, més de 200 articulos acerca del
tema han sido publicados. En general, se han usado métodos basados en variables instrumentales.
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observables y no observables y ademés se describen los datos. En la seccién 3 se
presenta el modelo econométrico y el método de estimacién utilizado. En la seccién
4 se analizan los resultados empiricos con especial atencién en los cambios de los
coeficientes de la educacién, la experiencia y los cambios en la desigualdad salarial
para personas con diferentes habilidades. Finalmente, se presenta un resumen de
los resultados, las conclusiones y recomendaciones.

2. La funcion de ganancias de capital humano

El capital humano se forma por la combinacién de dos factores: educacién o
experiencia laboral. La mayoria de las personas poseen algin grado de ambos.
La hip6tesis de que la tasa de ganancia de un individuo se incrementa con los
anios de educacién ha sido confirmada empiricamente en diferentes circunstancias,
lugares y perifodos de tiempo. No obstante algunas excepciones se presentan. De
la misma forma, la proposicién que la tasa de ganancia incrementa con los afos de
experiencia hasta un cierto punto en el ciclo de vida y posteriormente desciende,
es también una generalizacién empirica establecida3.

Los determinantes de los salarios se analizan mediante la relacién funcional
conocida en la literatura de economia laboral como la funcién de ganancias de
capital humano. Esta especificacion se caracteriza por ser lineal en los parametros,
por tener una adecuada transformacion del salario real como variable dependiente
y por considerar la educacién, experiencia, cuadrado de la experiencia y algunas
otras variables que controlan las caracteristicas personales y los atributos de las
personas en el conjunto de variables independientes.

Para establecer la correcta transformacién del salario se ha usado frecuente-
mente la funcién logaritmo, dado que ésta se aproxima a la distribucién normal,
y también algunos estudios han demostrado que esta transformacién es la mejor
en la clase de transformaciones Box-Cox, ademds, su interpretaciéon como cambio
porcentual es muy conveniente para el anglisis*. La funcién de ganancias de ca-
pital humano plantea que el logaritmo de las ganancias de los individuos en un
periodo de tiempo dado puede ser replicado con una funcién de un término lineal
en educacién y uno cuadratico de experiencia de la siguiente forma:

logy =logyo +bS +cX —dX? +e (1)

donde S representa el nivel de educacién, X es el niimero de aiios que una persona
ha trabajado desde que terminé su formacién académica, e es el error aleatorio no
observable. Debido a que las encuestas no incluyen una medicién explicita de la
experiencia se recomienda usar una medida artificial conocida como la experiencia
potencial.

3Las dos proposiciones se combinan en la ecuacién de ganancias de Mincer.

4La idea original de Box-Cox fue la de encontrar un pardmetro X tal que si la transformacién

_ @ -10/x sia#o
= logy siA=0
varianza homocedastica.

es aplicada entonces y) es distribuida normalmente y tiene
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2.1. Componentes observables y no observables
de los cambios en la desigualdad salarial

Una de las formas de cuantificar las contribuciones de los componentes obser-
vables y no observables es mediante la descomposicién del anélisis de varianza de
un modelo lineal:

Yie = Xt + eus (2)

donde Yj; es el logaritmo del salario del individuo 4, X;; es el conjunto de carac-
teristicas que se observan en los individuos, tales como educacién y experiencia.
Los 3; son los pardmetros desconocidos de las variables observables en ¢ que se
desean conocer, e;; es €l error aleatorio, representado por el residuo del logaritmo
del salario, que depende de habilidades no observables, errores de medicién y de
los errores en las estimaciones. Utilizando el tradicional supuesto de ortogonalidad
que hay entre la parte sistematica del modelo, X;;3; y los errores e;; se puede
descomponer la varianza del logaritmo de los salarios en dos fuentes de variacién:
la variabilidad de los factores observables y la de los no observables:

Var(Y;:) = Var(X;;) + Var(e;:) (3)

La primera parte se conoce en la literatura estadistica como la componente en-
tre grupos (intervarianza) y la segunda, como la desigualdad dentro del grupo
(intravarianza).

Algunas limitaciones surgen en la aplicacién del anterior modelo para explicar
la variabilidad de los salarios. La primera es de caréicter estadistico que asume que
el error aleatorio proviene de una poblacién normalmente distribuida®. Cualquier
desviacién del salario con respecto a esta distribucién ocasiona que los procedi-
mientos estadisticos sean extremadamente sensibles a pequefios cambios en los
supuestos y que la potencia de las pruebas de hipétesis se reduzca considerable-
mente. La ecuacién 2 explica los cambios en la funcién de la media condicional
para diferentes atributos de las personas. Dada la heterogeneidad del salario entre
los diferentes grupos de personas el promedio resulta ser una medida limitada para
explicar los determinantes salariales de individuos con diversas habilidades.

Mediante el andlisis de regresién de minimos cuadrados se extiende la idea
de estimar el promedio incondicional del pardmetro hacia un método de estimar
funciones condicionales del promedio. En este andlisis los pardametros de localiza-
cién y de escala estdn explicados por la variacién de las variables explicativas. Por
su parte la regresién de cuantiles ofrece una extensién de la estimacién univaria-
da de cuantiles hacia la estimacién de funciones de cuantiles condicionales. Con
este método se puede obtener una méas completa descripcién de la distribucién
condicional de los salarios dado un conjunto de atributos de los individuos.

5Todos creen en la ley de normalidad de los errores, los analistas empiricos piensan que es un
teorema matematico y los matemaéticos piensan que es un hecho empirico.
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2.2. Datos

Los datos utilizados en este trabajo se os obtienen de las etapas nacionales
efectuadas en septiembre de cada afio de las encuestas nacionales hogares, (ENH)
para el periodo 1991-2000. Se tienen en cuenta la informacién que reportan las
personas que hacen parte del mercado laboral. La variable de interés que se analiza
es el salario real por semana. Un problema importante es que algunos de los datos
estan codificados para personas con ingresos altos, lo cual ocasiona un sesgo en
las estimaciones de los parametros. Sin embargo, el censuramiento ocasionado no
es problema cuando se utiliza la regresién cuantilica. Este aspecto se explica en el
siguiente capitulo.

3. Metodologia

3.1. Regresion cuantilica lineal

Se tiene una variable aleatoria Y que se caracteriza por tener una funcién de
distribucién F(y) = P(Y < y). El 7—ésimo cuantil de Y se define por:

Qy(7) = inf(y/F(y) > 7)

De la misma forma si tenemos una muestra con observaciones independientes e
igualmente distribuidas, {y1,y2,...,¥n} Que proviene de la distribucién F(y), el
T—ésimo cuantil de la muestra se define por la siguiente expresion:

Qy(r) = mf(y/ F(y) > 7)

donde F es la funcién de distribucién muestral.

La solucién se obtiene mediante el siguiente problema de optimizacién:

min{ Y w4 Y (1-ml b

te{t: ye>b} te{t: y.<b}

Cuando se considera el problema de regresién lineal la media condicional se puede
expresar en la forma u(z) = «’g. El objetivo de de la regresién por minimos cua-
drados es buscar el valor de 3 que resuelva el siguiente problema de optimizacion:

n

‘ 32
min l(yz 2
1=

De igual forma el 7—ésimo cuantil de la muestra, &(t) soluciona:

n

mip 2 prlvi =)
1=
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El 7—ésimo cuantil condicional puede expresarse entonces como: Q, (7/x) = 2’/5(7)
donde 8(7) soluciona la siguiente funcién:

7. S x/
glel{gl;pf(yz :B)

La regresion cuantilica se caracteriza por utilizar cualquier forma de la funcién
pr(u):R—R,con0 <7<

pelw) = (7= 5 )u+ 31l
pr(u) = méx{(T —Du+ % |u|}

(r—-1u parau<0
pr(u) =
TU para u > 0

El problema puede reformularse en términos de un problema de programaciéon
lineal de la siguiente forma:

min rhut+(1-m)v| XB+u—v=
(ﬁ»u,v)eRPxRiﬂ{ n ( v | X8 y}

Figura 1: Funcién p.(u) para 7 = 2/3

3.2. ;Cémo funciona la regresiéon cuantilica?

El método de regresién tradicional se basa en la idea de minimizar una distancia
euclidiana ||y — 7|| sobre todo ¥ en el espacio lineal generado por las columnas de
z. En regresién de cuantiles la distancia se define de la siguiente forma:

d-(y,9) = ZPT(yi — Ui
i=1
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En regresion lineal las estimaciones de minimos cuadrados se obtienen dife-
renciando |ly — §(3)|| para obtener las ecuaciones normales y posteriormente so-
lucionar para E Por su parte en regresiéon de cuantiles se minimiza la siguiente
expresion:

n

donde:

La solucién para E(T) corresponde al drea de la programacién lineal. Especifi-
camente es un problema de optimizacién convexa no diferenciable. Existen varios
métodos de solucién entre los méas importantes estdn los de optimizacion lineal,
planos de corte y el de punto interior.

3.3. Regresion cuantilica censurada

Las estimaciones para datos censurados en la variable dependiente se basan en
la. propiedad de equivariancia®. Un modelo simple censurado se puede describir
en su forma més simple como: ¥} = ) + u;, ¢ = 1,...,n donde u; proviene de
una muestra aleatoria con distribucidn F. Debido al censoramiento es imposible
observar y} pero en cambio se puede observar y; = max{0,y;}.

Para algunas etapas en las encuestas anteriores a 1994 los resultados pueden
estar afectados por el censoramiento de los ingresos observados en personas ubica-
das en los extremos de la distribucién salarial. El modelo de regresién de cuantiles
censurado propuesto por Powell (1984) es consistente bajo las anteriores circuns-
tancias y se puede escribir de la siguiente forma:

Sea yF =« 3, + e; con Cuant (e,;/z;) = 0y sea:

o LY siyf <y°
i — -
Y siyr>f

entonces, el cuantil condicional de y, dado x estd dado por Cuant,(y/z) =

min(y®, «’, 3,;). Una estimacién consistente para 3, es obtenida como una solucién
del siguiente problema de optimizacién:

N
1
min 3 pr (i — min(y°, 216)
i=1

8Esta propiedad se refiere a que los cuantiles de la transformacién monétona h(y) son simple-
mente la transformacién de los cuantiles de la variable original Y. Esto es: Q) (7) = h (Qy(7)).
En contraste, el promedio no goza de esta propiedad: E (h{y)) # hE(y).
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3.4. Interpretacion de las estimaciones
de regresién cuantilica

Cuando la distribucién de la variable dependiente o del error aleatorio es la
misma para todo z entonces los vectores de coeficientes tan solo difieren en el
intercepto. Es decir los coeficientes de las pendientes deben ser los mismos y son
de la forma 8. = (81,,83,...,0;). Esta forma es conocida como el modelo de
localizacién. Si la distribucién del termino error depende de las z, los coeficientes
no necesariamente son diferentes. El modelo de regresién de cuantiles puede ser

escrito en la siguiente formas:
Yi = TiBr +ur;  con  Cuant, (y;i/z:) = zifr, i=1,2,...,n

donde 3, y z; son vectores K x 1. Cuant. (y;/z;) = x}3, representa el 7—ésimo
cuantil condicional de y dado .

4. Resultados empiricos

En esta seccién se estima un modelo para la muestra completa. El anélisis em-
plea una ecuacién de forma reducida log salario = B+ B Edu+ B Exp+ B3 Exp® +
€; y enfatiza principalmente en los retornos de la educacién y la experiencia’ y
especialmente en los patrones de cambio observados en estos retornos a través del
tiempo. En este modelo, la variable dependiente en todas las regresiones es el loga-
ritmo natural de los salarios reales semanales, las variables explicativas incluyen:
una constante, la educacién, la experiencia, el cuadrado de la experiencia y una
variable dummy para discriminar por el género del trabajador. El modelo de re-
gresién cuantilica permite estimar la distribucién condicional completa de y dado
el conjunto de atributos . Cada regresion se estima para cada ano y se obtiene
para los cuantiles 0,10, 0,25, 0,50, 0,75 y 0,90.

4.1. Retornos de la educacién para la muestra completa

En esta seccién se discuten los resultados para los incrementos salariales con
respecto al nivel educativo en diferentes cuantiles de la distribucién. Asi mismo se
analiza el patrén de cambio del retorno salarial durante el periodo de estudio. El
término incremento (retorno) se refiere a la derivada del cuantil condicional con
respecto a la educacién:

8 Cuant . (log Salario/x)
0 educacion

=/

donde (; se interpreta como el incremento en el logaritmo del salario que un
individuo obtiene con un afio adicional de educacién en el mismo cuantil.

"Experiencia potencial es definida por: Experiencia=min(edad-educacién-6,edad-12). La educa-
cién y la experiencia estdn medidas en afios.
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Los resultados que se reportan en la Tabla 1 y Figura 2 son los retornos de la
educacidén para los cinco cuantiles escogidos 0,10, 0,25, 0,50, 0,75, 0,90 y para el
retorno promedio de la muestra total. El primer resultado que se puede apreciar
es la similaridad en el patrén de cambio de los retornos por educacién para todos
los cuantiles y para el promedio. No obstante los resultados evidencian diferencias
significativas en dos aspectos principales:

a) Aunque hay patrones similares de evolucién a través del tiempo las diferen-
cias en magnitud son considerables, en general los retornos son més altos en
los cuantiles superiores (parte superior de la distribucién salarial) que en los
inferiores (parte baja de la distribucién salarial). Durante la primera parte de
la década del noventa hubo un constante incremento en los retornos de la edu-
cacién en los dos cuantiles superiores, 0,75, 0,90, logrando estabilizarse en la
segunda mitad del periodo de estudio. El comportamiento de la parte interme-
dia y baja de la distribucién salarial fue mas volatil y los retornos descendieron
para los cuantiles 0,25 y 0,50 al finalizar la década.

b) Las diferencias pueden observarse en la variacién anual. Las fluctuaciones en
los cuantiles intermedios son mas grandes que en los extremos. Especificamente
el cuantil 0,25 presenta la mayor variabilidad.

5. Resumen de los resultados
empiricos y conclusiones

En estudios que examinan distribuciones, tal como la salarial, la caracteriza-
cién del promedio condicional no es suficiente. “En promedio”, nunca seré parte
de una conclusién satisfactoria cuando se hace referencia al estudio de una pobla-
cién heterogénea. El promedio condicional es solamente un aspecto limitado entre
una gran cantidad de cambios que determinan la distribucién. En este campo la
regresion de cuantiles puede ser una herramienta de andlisis til, ya que permi-
te detectar cambios en la respuesta debidos a variables observadas en diferentes
puntos de la distribucion.

En este articulo se emplean técnicas de regresién de cuantiles que nos permiten
caracterizar completamente distribucién salarial. Especificamente, los cambios en
los retornos de la educacién y la experiencia se analizan en cinco cuantiles de
la distribucién: 0,10, 0,25, 0,50, 0,75, 0,90, Adicionalmente, se construyen varias
medidas de desigualdad salarial: 90—-0,10 y 0, 75—0, 25 que son ayudas descriptivas
eficientes para analizar los cambios de la desigualdad salarial no observable.

Los retornos de la educacién y de la experiencia para el modelo con el grupo
total presentan similitud en el patrén de crecimiento entre los diferentes cuanti-
les. Sin embargo, los niveles de los retornos son significativamente diferentes. En
resumen, los retornos de la educacién son més grandes en los cuantiles superiores,
en tanto los retornos de la experiencia son mas grandes en los cuantiles inferiores
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Tabla 1: Modelo para el grupo total. Retornos de la educacién. Promedio, cuantiles
0,10, 0,25, 0,50, 0,75, 0,90. Variable dependiente: Log. del ingreso semanal de
salarios.

Regresiones
Afo Promedio Cuant. 0,1 Cuant. 0,25 Cuant. 0,5 Cuant. 0,75 Cuant. 0,9
1991 6,860 2,440 6,050 8,080 8,800 8,950
(1,08) (0,78) (0,44) (0,26) {0,36)
1992 5,450 1,380 1,550 6,040 8,680 9,600
(0,12) (0,47) (0,77) (0,38) (0,44)
1993 6,150 1,130 4,000 7,850 8,920 8,860
(2,30) (1,20) (0,58) (0,34) (0,51)
1994 6,980 1,470 5,970 8,190 9,410 9,880
(1,26) (0,93) (0,43) (0,27) (0,49)
1995 6,390 1,150 3,630 7,540 8,770 10,850
(0,18) (1,20) (0,55) (0,40) (0,51)
1996 6,930 1,440 5,570 8,000 9,520 10,140
(0,70) (0,92) (0,44) (0,28) (0,40)
1997 7,260 1,690 6,430 8,520 9,580 10,070
(1,01) (1,08) (0,49) (0,31) (0,33)
1998 5,690 0,930 2,670 6,380 8,620 9,840
(0,18) (0,106) (0,66) (0,32) (0,41)
1999 6,600 1,390 5,450 6,800 9,030 10,330
(0,47) (0,98) (0,48) (0,34) (0,42)
2000 6,500 1,890 3,660 6,810 9,440 10,710
(0,28) (1,40) (0,60) (0,38) (0,466)

Nota: Cada regresién incluye una constante, la educacién, experiencia, el cuadrado
de la experiencia. Una variable dummy para las mujeres. Los nimeros reportados
son los coeficientes de la educacién multiplicados por 100. Los errores estdandar en
paréntesis y se calculan mediante el método de bootstrapping.
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para los nuevos trabajadores. Lo anterior nos permite concluir que no existe un
tnico modelo de localizaciéon para explicar la hipdtesis de capital humano.

Los resultados obtenidos para el modelo diferenciado por el grado de educacién
son diferentes. Los cambios en los retornos de la experiencia nos son uniformes
entre los cuantiles o entre las diferentes habilidades. Las medidas de desigualdad
salarial, 0,90 — 0,10 y 0,75 — 0,25, muestran que el incremento en la desigualdad
salarial para los trabajadores con el mayor grado de educacién a partir de 1995.

El incremento en la diferencia salarial reciente del pais se explica por los cam-
bios en el retorno de habilidades observadas que permiten ser cuantificadas, y por
cambios en la desigualdad dentro de grupos. Sin embargo las causas que generan
estos cambios no son explicitamente identificadas. En la literatura se encuentra
que los cambios en la estructura salarial pueden estar relacionados con innovacio-
nes en el desarrollo tecnolégico, modernizacién en las instituciones, en el poder del
sindicalismo. Sin embargo, estas hipétesis estdn fuera del alcance de este trabajo.
Los resultados sugieren que un modelo formal estructural debe permitir diversos
cambios en diferentes puntos de la distribucién salarial.
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Hipdtesis efectivas y sumas de cuadrados en
modelos de medias de celda modificado con

covariables
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Resumen

En este articulo se encuentran expresiones para construir hipétesis y cal-
cular sumas de cuadrados tipo I y I para un disefio a dos vias de clasificacién
con interaccién, en términos del modelo superparametrizado, del modelo de
medias de celda y del modelo de medias de celda modificado, para arreglos
con una o mas covariables con pendiente comiin para todos los tratamientos,
extendiendo los resultados encontrados en Searle (1971) y Murray & Smith
(1981).

Palabras Claves: Hipdtesis tipo I y 11, modelo superparametrizado, modelo
de medias de celda, modelo medias de celda modificado, hipdtesis efectivas.

Abstract
Some expressions to state hypotheses and calculate types I and I1 Sums
of Squares for a Two—way classification model with interaction, according
to the overparametrized models, the cell means model and the modified cell
means are presented. In each case one or more covariates with common slope
for all treatments are taked into account. We have extended the results of
Searle (1971) and Murray & Smith (1981).

Keywords: Type I and IT hypotheses, Overparameterized Model, Cell Means
Models, Efective Hypotheses.

1. Introduccion

En andlisis de varianza y disefios de experimentos cuando se dispone de in-
formacién adicional, se puede trabajar una técnica que resulta 1til para mejorar
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la precisién en la comparacién de los efectos medios asociados a efectos principa-
les e interacciones en un ensayo planeado; esta técnica se conoce como Anilisis
de Covarianza (ANACOVA), la cual es una combinacién del analisis de varianza
v regresién, luego los supuestos para el anélisis estadistico son béasicamente los
desarrollados en estas metodologias a partir de la informacién encontrada en los
datos.

En éste articulo nos concentramos en el procedimiento para obtener las sumas
de cuadrados tipo I y I en estructuras desbalanceadas de datos. Es importante
tener en cuenta, que en un diseno balanceado, obtener las diferentes sumas de
cuadrados es laborioso pero de alguna manera sencillo sin importar la complejidad
del disefio (completamente aleatorizado, bloques, cuadros latinos, etc.) y del tipo
de modelo (superparametrizado (S), medias de celda (M) o reparametrizado (X)).

Cuando hay desbalanceamiento en las celdas (de acuerdo a la estructura de
los datos), necesariamente se pierde la ortogonalidad del disefio lo cual conlleva
a que no se pueda aislar los efectos principales u otros efectos de utilidad (inter-
acciones dobles o mayores por ejemplo), dificultando con ello la caracterizacién
de las funciones estimables, y en consecuencia la toma de decisiones sobre hipdte-
sis efectivas de interés. Esto puede complicarse aiin mas cuando hay presencia de
variables concomitantes o covariables.

Este problema se aborda en forma global en libros cldsicos de modelos lineales
como Searle (1971), Hocking (1985) y de alguna manera menos rigurosa en Dodge
(1985). En estos se describe en forma general el analisis de covarianza para modelos
superparametrizados, pero dan poco énfasis a los modelos de medias de celda y no
contemplan en ninguna parte el anélisis cuando se trabaja con modelos de medias
de celdas modificado, ademds de no precisar ni detallar las diferentes sumas de
cuadrados tipo I y I1 propuestas y desarrolladas dentro de la légica del paquete
estadistico SAS User Guide: Statistical (2001).

Por esta razdn, en este articulo se lleva a cabo desarrollos tedricos que conllevan
a estructurar las sumas de cuadrados tipo I y II, asi como las hipétesis efectivas
en modelos de medias de celda y modelos de medias de celda modificados con
covariables, teniendo como base generadora la matriz disefio aumentada con la
matriz de covariables y la l6gica de construccién de sumas de cuadrados y funciones
estimables que se sigue en el procedimiento SAS/GLM.

2. Marco teorico

2.1. Modelo general particionado

Involucrar un gran numero de pardmetros en un modelo lineal puede llevar a
un andlisis complicado dificultando la interpretacién de las hipétesis de interés.
Una manera de facilitar el manejo e interpretacién de estos modelos, es a través
de particiones ortogonales apropiadas segiin los intereses que se requieren para el
analisis.

Si en el modelo E(Y') = X#@ se consideran dos conjuntos de pardmetros, digamos
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0 = [01,92]t, la matriz disefio X se particiona coherentemente de acuerdo a la
particién hecha en 6. De esta manera el modelo particionado resultante es E(Y) =
X8, + X385, v las ecuaciones normales asociadas son:

XiX, XiX,] [69]  [Xty
XiX; XiXo| [09] T | Xty

con solucidn:

9(1) = (Xixl)_ thy - (Xixl)_ X§X298
69 = (XiM;X3)” XtM,Y

siendo M; = I — X; (X{X;)” X{ con M= M} y M?=M,.

En Searle (1971) se define R(62/6,) = R(61,02) — R(#;), convencionalmente se
conoce como la suma de cuadrados debida a 62 ajustada por 6, o sea:

R(6;/61) = Y 'M; X, (X5M; X,) ™ XM, Y

Del conocimiento que se tenga de éstas sumas de cuadrados se va a poder
plantear las diferentes hipétesis asociadas.

En el caso de datos desbalanceados hay hipdtesis que son de amplio interés
practico, pero también se pueden plantear hipdtesis que no tienen ninguna rele-
vancia dentro del anilisis de acuerdo a las caracteristicas propias del experimento.

Cuando el modelo se particione en méas de dos conjuntos ortogonales de pardme-
tros, la estructura de la suma de cuadrados anterior se mantiene; asi por ejemplo,
para la hipétesis asociada a la suma de cuadrados R(6,/61) al tener tres particiones
ortogonales, la forma general de la hipétesis lineal es:

Hy: M1 X580, + M1 X, (X3M1X2)_ X§M1X303 =0 (1)

La hipdétesis (1.1) esta asociada a una reduccién debida a “alguna” parte del
modelo 3, ajustada por “alguna” otra parte del modelo #;; sin importar si el
modelo incluye dos, tres o mas conjuntos de pardmetros. La expresién de esta

hipétesis tiene la desventaja que no se presenta en términos de las funciones lineales
independientes.

2.2. Modelos lineales con covariables

El uso de modelos particionados, constituye una metodologia general a partir
de la cual se describen los modelos que incluyen informacién adicional o covaria-
bles. El modelo aditivo lineal para un disefio con covariable, corresponde al andlisis
de varianza més un término adicional para las variables concomitantes o covaria-
bles. Este modelo se puede extender, dependiendo de si, se ajusta a un modelo con
pendiente inica o un modelo con pendiente multiple (Modelo de Regresién Intra-
clase). Adicionalmente, en el ANACOVA se puede estudiar en forma simultdnea
multiples factores y a su vez multiples covariables.
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El modelo general con covariables descrito en Searle (1971), Hinkelman &
Kempthorne (2005), Hocking (1985, 2004) entre otros, tiene la siguiente estructura:

E(Y)=XB+Zb )

donde X3 se asocia con efectos principales e interacciones en un modelo super-
parametrizado, X3 se llama la parte asociada a los factores del modelo y es un
vector de orden n x 1, siendo n el niimero de observaciones, X una matriz de orden
n X p, con p el niimero de parametros (niveles de los factores y combinacién de
niveles de los factores de interés); Zb es la parte asociada con las covariables en
el modelo, b es el vector ¢ x 1 de coeficientes de regresién, correspondientes a ¢
covariables, de manera que Z es una matriz de orden n X c.

El modelo (1.2), se puede escribir en términos del modelo particionado de tal
forma que al solucionar el sistema de ecuaciones normales se obtienen las estima-
ciones para 3 y b las cuales estdn dadas por:

3= (XX)"X'(Y -2b);b= (R'R)" RY
donde R = MZ, siendo M =T — X (X*X)™ Xt

2.3. Caracterizacion del modelo de medias de celdas

El modelo de medias de celda o modelo M segin Speed, Hocking & Hackney
(1978), es caracterizado como Y = Wy +e sujeto a Gu = 0, donde Y es un vector
de n observaciones, p es un vector de medias poblacionales de dimensién k& x 1; W
de dimensién n X k es una matriz de bloques diagonal, con el bloque de la i-ésima
diagonal como un vector columna de unos de longitud n;;..; (tal vector de unos
serd denotado por Jy, . ) con (ran(W) = k) y e un vector de errores los cuales se
asume e ~ N(0,021).

La matriz G de orden s x k de rango s, representa las restricciones lineales
conocidas respecto a las medias de celda; esta matriz se particiona en dos sub-
matrices G2 y G1; haciendo reordenamientos apropiadas, de tal forma que G, sea
una matriz de orden s x s de rango s y G; una matriz de orden s x (k — s). Este
procedimiendo puede consultarse con mas detalle en (Murray & Smith 1981).

La particién de la matriz de restricciones G, obliga a una particién tanto de p
como de W, es decir:

po= {uﬁfué] y W= [WﬁWg]

de manera que:
Gu =Gy + Gapeo

Teniendo en cuenta esta particion, se reescribe el modelo de medias de celda,
obteniéndose el modelo de medias de celda modificado (MMCM)

Y=Vu +e
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donde,
V=W - WoG5'G, (2.1)

La matriz V de dimensién n x (k — s) y rango (k — s) garantiza que V'V sea
no singular y por tanto se pueda aplicar el método usual de minimos cuadrados
para el modelo de rango completo sin restriccion. Algunos resultados de interés
prictico cuando se tiene en cuenta éste modelo puede consultarse en (Melo 2000).

Los conceptos presentados hasta el momento suministran algunas herramientas
tedricas que sirven de base para acceder de manera satisfactoria a los objetivos
planteados en éste trabajo, los cuales se desarrollan en la siguiente seccién.

3. Funciones estimables y sumas
de cuadrados tipo [

Para efecto de una mejor comprensién de la metodologia propuesta, se presenta
el modelo lineal general para el caso de un diseno a dos vias de clasificacién con
interaccién con covariables, el cual se escribe en términos matriciales como:

E(Y) = Xop + X1a+ X268+ X537+ Zb (3.1)

donde:
Xo:  Vector de unos, asociado al pardmetro u, de orden n x 1
Xi: Matriz asociada a los coeficientes de los «, de orden n x a
X5 Matriz asociada a los coeficientes de los 3, de orden n x d
X3: Matriz asociada a los coeficientes de las interacciones =,
de orden n x (ad)
Z: Matriz asociada a los elementos de la covariable, de orden n X c.

de manera que X = X05X15X23X3], Bt = [ v oa g~ ]t y b, el vector de
pardametros asociado con los coeficientes de regresion.

Para el modelo (3.1) se describen en las siguientes secciones las diferentes sumas
de cuadrados y funciones estimables tipo I y II.

3.1. Funciones estimables tipo [

En la construccion de las funciones estimables tipo I se requiere una particién

de la matriz [X Z], obedeciendo la misma secuencia en que los factores son
especificados en el modelo. En (3.1), la parte correspondiente al factor X2, se

particiona como (Xo,u CXya X8 Xs7v }. Para mayor comprensién (3.1) se
reescribe como:

EY)=Xn {:u Oé:| + X284+ X3y + Zb (3.2)
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Las funciones estimables tipo I para el modelo (3.1) con una covariable son
generadas por G7, G3, G3 y G} para «, 3, v v b respectivamente, donde:

Gt = (X4 Xo1) Gy

G, = (X2M1 X2) Go
G3 = (X3M2UX3) Gs
Gy = (2MY2) 7 Gy

con,

G1 = [X{HXor:X§XaXE X3:XE, 7]

Gz =

Gy = [XiMYXou:XiM{ Xo: XEMY X3 XM Z]
[XEMY Xoy: XEMY Xo X5MY X3: XiMY Z)

Z'MY X01:Z' MY X2:Z' MY X3: 2" MY Z]

=
i~
I

I — X1 (X5, Xo01)™ X6y
My = MY — M7 Xo(X5MY X,)” XM
MY = MY - MY X(XIMY X3)” XiMY

Las matrices G}, t = 1,2,3 tienen el inconveniente de contener filas linealmen-
te dependientes, por tal motivo se sugiere reducir cada matriz G} a una matriz
escalonada G}, por medio de operaciones apropiadas en las fila de Gf. La base
de las funciones estimables para el efecto de interes digamos t, se obtiene al usar
cada fila no nula linealmente independiente de G}, representada en términos ge-
nerales por “L”, la cual involucra todos los parametros del modelo. El nimero de
simbolos L para un efecto, corresponde a los grados de libertad (rango méximo de
las hipétesis asociadas) del efecto de interés.

3.2. Hipdtesis y sumas de cuadrados tipo [

Partiendo de la base de las funciones estimables, se obtiene en forma directa las
hipétesis tipo I para cada término asociado al modelo, esto es, ;Hy : Gf_0 = 0,

con 6t = [,B b]. Otra forma de llegar a estas hipdtesis es, usando el Modelo
Lineal Particionado descrito en (Searle 1971), ésta metodologia permite ver més
en detalle la estructura de los coeficientes de los parametros que son involucrados
en las hipdtesis.

A continuacién se describe en detalle la construccién de las hipétesis tipo I para
el efecto o y sus respectivas sumas de cuadrados, para los demds efectos se sigue
un procedimiento andlogo y puede estudiarse con mds detalle en (Gémez 2004).
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3.2.1. Suma de cuadrados e hipétesis tipo I para o

Teniendo en cuenta que las sumas de cuadrados tipo I, miden la reduccién en
la suma de cuadrados del error calculada a medida que cada efecto es adicionado
al modelo; la suma de cuadrados tipo I para « en (3.1) esta dada por R(a/p). Al
comparar ésta notacién con la expresién general para la suma de cuadrados en el
modelo particionado R(f2/6,) indicada en la seccién 2, se tiene que:

61 = [u)'
0y = [, ..., )’

93 = [/813 ceny ﬂdﬁ)’ll, crey Vids ooy Yals ooy Yads b17 e abc]t

De manera que la matriz M; involucrada en (1.1) estd dada por:
MU =T — Xo(X§Xo)™XE, con Xg =1,

6 equivalentemente, M{, = I — {J,} siendo {J,}, la matriz cuadrada de orden
n con cada elemento de la forma 1/ny r{M{)=n—1.

La matriz X, esta conformada por los coeficientes de la matriz [X : Z] aso-
ciados al efecto a, esto es, Xy = X3 = Diag(1,, ) una matriz de orden n x a con

r(X2) = a. X esté conformada por los coeficientes de la matriz [X : Z] asociados
a los efectos B, Yy b, esto es, X3 = [ngngZ] matriz de orden (n x (d+ad+c))
con r(X3)=ad+c.

Teniendo en cuenta (1.1), la hipétesis tipo I para a se formula como:
(HED MY X o)t + ME X (XEME X)) XEMY, [Xs : X5 : Z][8,7,b]' =0

En este trabajo se presenta un procedimiento alternativo para hallar IHél)a, se
ejemplifica para el caso donde ¢ = 1. Este procedimiento alternativo tiene la ven-
taja de encontrar en forma directa las hipétesis linealmente independientes.

La hipétesis tipo I para « en el modelo (3.1), en el caso de incluir una cova-
riable, es de la forma:

Wi, +kinb 0
IHSQ)Q . : =] : (3.3)
‘Ir(ka—l)a + kz(a-l)ab 0
donde, V7, con p = 1,--- ,a — 1, son funciones linealmente independientes que

resultan de combinaciones lineales apropiadas de los ¥,,, siendo,

d
s o
i = a; + 2=t ':L(ﬂ’ %J),i =1,..,a
Tk
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Los valores &k}, con p=1,---,a — 1, asociados a b, se obtienen de la matriz
por ’ 3 s
1, ¥ estan dados por:

klo= Z?:l Z?=1 (gfa)ij (Ti;)
: (3.4)
* a d * —
k(a~1)a = Zi:l Zj:l (g(a—l)a) . (l‘ ij)

7

donde (g;a)ij es el coeficiente de la interaccién (¢,7) ubicado en la fila p de
la matriz G}, vy Ty; es la media de la covariable en la celda (¢,j); ¢ = 1,--- ,a
=1, ,d.

La expresion general para determinar la suma de cuadrados asociada a la
hipétesis IH((,I)O‘, teniendo en cuenta la notacién R(./.) es:

R(a/p) = Y M, X1 (XM, X1) 7 XML, Y

Siguiendo un proceso anslogo se encuentran los siguientes resultados relacio-
nados con las sumas de cuadrados tipo I para los demas efectos.

Siguiendo con la estructura general de las hipdtesis lineales (2.1), se va a satis-
facer que las hipétesis tipo I para 3 esta dada por:

PHGO s My X 8] + My Xa (XEM{ X0) ™ XM [XBEZ} 7Bl = 0

y la suma de cuadrados tipo I asociada es:

R(B/pu, o) = Y M X5 (X5 M X5) " XEMIGY

siendo,MlUﬁ =T — Xo1(X§1Xo1)” X§;, con Xo3 = [XO:.Xl] , la cual resulta, ijﬁ =

I — D, con D una matriz diagonal por bloques de orden n con cada bloque no nulo

de la forma: ) ,
{ _} 0
ni. ny. X1y.

1
Na. Tg. XNg.-

Ahora cuando el interés se centra en el vector de pardmetros asociado a la
interaccién se va a tener la hipdtesis:

rHEy : MY Xg [9]" + MY, X (XEMY, X)™ X5ME, X3 5] = 0

y su respectiva suma de cuadrados:

R(v/p, 0, B) = Y MU X3(XiMY X3)~ XiM{IY
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siendo MY, = I — Xo12(X{19Xo012) ™ X120, con Xo12 = |:XOEX15X2:|-

Finalmente para la covariable, se encuentra que la hipotesis tipo I estd dada
por:
(HV bl =0
donde M{} = I—{4J,,, }, siendo {4J,,, } matriz diagonal de orden n, con bloques
no nulos de elementos - de orden n;; x n;; y rango r(Mf) = n — ad.
La expresion general para la suma de cuadrados asociada es:

R(b/B) =Y MLZ(Z'MEZ) ' Z! MLy

4. Hipétesis tipo I modelo de medias
de celda modificado (MMCM)

A continuacién se presenta un método alternativo para calcular las hipétesis y
sumas de cuadrados tipo I en el modelo de medias de celda con covariable. Estos
resultados se apoyan en la teorfa desarrollada por Murray & Smith (1981) y Melo
(2000) respecto al modelo de medias de celda sujeto a restriccién y las funciones
estimables tipo 1.

El modelo general de medias de celda con covariables, como una extensién al
modelo presentado por (Hocking 1985), estd dado por:

E(Y) =W.u, = W u+Zb

donde
sz[W£Z] y ubz[,‘;}

Realizando una extensién del procedimiento descrito por (Murray & Smith
1981}, las funciones estimables tipo I se obtienen apartir de una configuracién en
las matrices W y V del modelo de medias de celdas modificado, e imponiendo las
restricciones apropiadas en la matriz G, siendo V definida en la seccién (2.3). La
matriz de restriccién G de orden s x k, se particiona en dos submatrices G, y G2
de orden s x (k — s) y s X s respectivamente, con la condicién que G2 sea una

matriz no singular de rango s, esto es, G = [Glng]
Para la construccién de la matriz G se usa el procedimiendo descrito por Mu-
rray & Smith (1981), en que involucran las matrices Dp, = (I(li—l) - J(li_l)),

siendo I(;,_1) una matriz identidad de orden igual al nimero de niveles del factor

l; menos uno, mientras que J,_1) es un vector columna de unos de dimensién
I; — 1.

Las funciones estimables tipo I definen las hipdtesis a probar cuando la reduc-
cién en suma de cuadrados es calculada para cada efecto ajustado por los efectos
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precedentes. De esta manera, las hipdtesis tipo I para cualquier efecto, en términos
del modelo de medias de celdas modificado se obtiene a partir de la expresién
general:

Ho: (ViMYV,)” (VIMYW,) iy =0 (4.1)
con MY = I —Vy (ViVy)” V¢, la matriz W, esta conformada por la matriz W y

la matriz de covariables Z, esto es, W, = [W : Z], el vector de parametros py
estd conformado por el vector de medias u y los coeficientes de las covariables b,
esto es, pp = [p : b].

Las matrices V;, j = 1, 2 se obtienen del modelo de medias de celda modificado
sin incluir la covariable.

Para dar mayor claridad a éste procedimiento, en los pasos I) a IV') se presen-
tan algunos modelos secuenciales y sus respectivas matrices de restricciones.

1) Yijx = p + €ijk, la restriccién para este modelo conlleva a que Gy = 0 con

Gao
G=1| Gg
| Gy
1) Yk = p+ a; + ek, en éste caso la restriccién esta dada por Gu = 0 con
G= gﬁ
~

1) Yk = pt + a; + B; + ek, para este modelo la matriz de restricciones corres-
ponde a, G = [G,]

v) Yy = p+ o + B + v + e implica que se trabaja con el modelo sin
restriccién, es decir, es el modelo completo sin incluir la covariable

La suma de cuadrados en términos de proyectores ortogonales para un efecto
t esta dada por:

R it/ bijee-1y) = Y'V2 (V3 Va) " VY = Y'Vi (W) VY

En la siguiente seccién, se presenta en forma detallada la construccién de las
hipétesis tipo I para el efecto «, partiendo del modelo de medias de celda modifi-
cado (MMCM).

4.1. Hipétesis tipo I para o modelo MMCM

Las hipétesis tipo I para o usando el modelo de medias de celda modificado
(MMCM), se obtienen a partir de la expresién:

(HP (VEMEVR) ™ (VEMUW,) iy = 0 (4.2)

donde, M{, =T~ {J,} =1-V (V{V1)” V{, con V; calculada como se muestra
en la seccién (2.3). La matriz de restriccién G correspondiente al modelo I) debe
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ser particionada en forma apropiada, como G = [Gl:Gg] de manera que G4 sea
no singular con rango s, siendo:

s=(d-1)+(a~1)d-1) =r(G)

Siguiendo la estructura de los modelos secuenciales, la matriz V5, esta asociada
con el modelo que contiene el efecto de interés (efecto «) y los efectos que lo
anteceden (efecto u), lo que implica hacer uso de IT) con la matriz G definida
para éste modelo.

Las construcciénes de las matrices de restriccién para los modelos I) y I1), se
halla mediante el método descrito en (Murray & Smith 1981).

Debido a la naturaleza secuencial de las sumas de cuadrados tipo I, la suma
de cuadrados en términos de proyectores ortogonales para «, es obtenida como:
R(ui/u) =Y"[I - Mip] Y —Y* [I - M{] Y

siendo MY y MlUﬂ matrices definidas en la seccién 3.

En forma andloga a la descrita para el factor «, se encuentran las hipdtesis
asociadas y las respectivas sumas de cuadrados para los diferentes efectos, cuando
se lleva en consideracion el MMCM. Asi para el factor 3 la hipétesis tipo I asociada
es:

9 _
(HP? - (VEMEVe) ™ (VEMEW,) o = 0
donde V; se obtiene con base en la matriz de restricciones G dada en el modelo
I111). Debido a la naturaleza secuencial de las funciones estimables tipo I, la suma
de cuadrados en términos de proyectores ortogonales para 3, esta dada por:

R(pi j/m) =Y ' [I - MY =Y [I - MY
Cuando se involucra el parametro vy, la hipdtesis asociada corresponde a:
(HPT: (VIMUV) ™ (VEMYW.) iy = 0

siendo ahora V; generada con base en la matriz de restriccién G = [Gp]. Cuando
¢ = 1, se tiene que [Gp] = Llexaq y la suma de cuadrados asociada a la hipétesis
anterior es:

R(pij/ps, ;) =Y ' [I-Mp]Y Y ' [I-M]Y

Finalmente se obtienen las hipétesis asociadas y las respectivas sumas de cua-
drados para la covariable cuando ¢ = 1,

(HP? bl =0
R(pije/ps;) =Y I — My ]Y —=Y* [I - M}] Y

Para la construccién de la matriz M;. se involucran todos los parametros del
modelo completo y se calcula mediante la siguiente expresidn:

My=1- [XEZ] { [st]t [st] }_ [Xiz]t
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siendo X = [XO C Xy Xy Xg] la matriz disefio y Z la matriz de covariables.

5. Funciones estimables y sumas
de cuadrados tipo I/

En esta seccién se presenta la metodologia para construir las funciones esti-
mables, las hipdtesis tipo I y las sumas de cuadrados asociadas a los diferentes
efectos involucrados en el modelo. Adicionalmente, y a diferencia de lo presentado
en la seccién anterior, se deduce la relacién entre las matrices M y M* del modelo
sin y con covariable y se indican estructuras de algunas matrices que se involu-
cran en este proceso, con el propdsito de presentar algunas relaciones de interés
practico.

5.1. Funciones estimables tipo /] para «

La construccion de las funciones estimables tipo I para a en el modelo de
interés, se inicia realizando una particién apropiada de la matriz [X : Z] y poste-
riormente se realizan los siguientes pasos:

1. Construir una submatriz de tal forma que no contenga el factor de interés

en este caso «, es decir, se involucran las columnas de la matriz [X : Z]

asociadas a u, 0 y b; esta submatriz se denota por X, = [XO D.CE Z] de
orden n x (1+d+¢) conr(Xg)=d+ec

2. Counstruir la submatriz relacionada con el factor de interés (« en éste caso),

es decir, se involucran las columnas de la matriz [X : Z] asociadas a «; esta

matriz es denotada por X} = [Xl] = Diag(lnl_), de orden n X a con
r(X7§) =a.

3. Construir la submatriz asociada con los demds factores que contienen el
factor de interés «, esto corresponde a la interaccién -y; esta matriz se denota
por X3 = [X3] es de orden (n x ad), con r(X}) = ad.

4. Construir la matriz M7 = I — X3, (X35 X3,) X35, donde, M{ es una matriz
cuadrada de orden n con r(M{) =n — (d + ¢).

5. La base de las funciones estimables, denotada por L(2%) se construye tenien-
do en cuenta el siguiente arreglo:

r . . . .
L2 = [M{"H DMy, Mg MY MY,
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siendo
My, = (XP*MPX7) XUMiXo; My, = (X{*M7XT) X{*M{Xy;
My = (XPMPXD)” XPPM;Xo; My, = (XPM7XT)™ Xi*M;Xs;
Bo= (XUMIXY) XyMyZ

Dentro del desarrollo se observa que, todas las columnas de L asociadas con los
efectos que no contengan al efecto de interés (a) {excepto él mismo) se anulan, de
manera que:

LB =10 M{, 0:M; 0

La expresion anterior, evidencia el hecho que las funciones estimables tipo 17
para « relaciona el efecto de interés y los demis efectos que lo contiene.

5.2. Hipébtesis y sumas de cuadrados tipo /I para «

Una forma inmediata de encontrar estas hipdtesis, se hace a partir de las fun-
ciones estimables calculadas anteriormente, para ello se le dan valores arbitrarios a
los sfimbolos L correspondientes a cada fila linealmente independiente de la matriz
generadora L(2®). Alternativamente se pueden obtener a partir de la estructura
general de las hipétesis lineales en modelos particionados, siguiendo un proceso
analogo al desarrollado para las funciones estimables tipo 1.

En términos generales las sumas de cuadrados tipo I1 para un efecto E, se
construye teniendo presente que cada efecto es ajustado por todos los otros efectos
posibles que no lo contengan, de manera que en el caso de las tipo I] para « esta
suma de cuadrados corresponde a R(a/p, 3,b). Asi, se tiene que,

01 = [/“L’Bh"' 7ﬁdvb17"' 7bc]t
02 = o, )’

03 = (M1, Yids " s Vals " > Vad)'

Con base en lo anterior estructura , las hipétesis asociadas a la suma de cuadrados
R{«/u, 8,b) al escribirla en términos de la expresién (2.1) tienen la forma:

HD  MEX Y (o]t + My X5 (XPMEXE) ™ XUMEX5 ] =0
6 equivalentemente,
HP MEX o) + My XM ) =0

La expresién general para calcular la suma de cuadrados asociada a la hipétesis
tipo I para «, estd dada por:

R(a/u, B,b) = Y My Xy (XEMyX,) ™ XEMPY
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con M7 definida en el paso 4 de la seccién (5.1), o también puede obtenerse a
partir de:

M} =M, {1 — (M, Z) [(MlZ)t (MlZ)J - (MlZ)t}

con M; la matriz que se obtiene para las tipo II del factor a del modelo sin
covariable y Z la matriz que involucra la covariable.

Para los demés efectos involucrados en el modelo, se tienen los siguientes re-
sultados de las hipétesis asociadas y las respectivas sumas de cuadrados.

5.3. Hipétesis y sumas de cuadrados tipo /] para (3

La base de las funciones estimables tipo II para el efecto 3, se encuentran
teniendo en cuenta la expresién:

LCA =10:0: M3z M3, 0
donde My, = (X{*M3X3)™ X§*M3Xs, My = (Xy'M3X3)” Xy'M3X;  con
M} =1— X% (X3iXg)™ X4t La hipotesis asociada estd dada por:
HE My X3 (8] + M3 X3 M3, ] =0
y la suma de cuadrados R(3/u,a,b) se obtiene a partir de la expresic;)n:

R(B/p,,b) = Y M3 X3 (X3 M3X3)™ X3 M3Y

5.4. Hipétesis y sumas de cuadrados tipo /I para vy

La base de las funciones estimables estd dada por:
L& =10:0:0:M; :0
donde,

M3, = (XEM;X3) ™ X 5 M;Xs

M3 =1- X012 (X5f2X512)_ Sf'z
La expresién general de las hipdtesis tipo I para -y corresponde a la expresion:
1
rHY MEXS ] =0
y la suma de cuadrados asociada a esta hipdtesis corresponde a la expresion:

R(y/pa,8,5) = Y'M; X3 (X3'M;X3)™ X3'MZY
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5.5. Hipdétesis y sumas de cuadrados tipo /I para b

La base de las funciones estimables tipo II para el término de la covariable,
estd dada por:

L(2b) = [chl cha chd chad MZb]
L(2b) = |:ch1 cha chd chad I:l

La hipdtesis asociada a la suma de cuadrados R(b/u,a, 3,7), estd dada por:
aHMY Mz b =0
y la suma de cuadrados asociada a esta hipdtesis resulta:
R(b/p, o, B,7) = Y'M{Z (Z'M;Z) ™" Z'M;Y

con
* * *t * — yxt
M4 =1I- X0123 (X0123X0123) X0123

6. Hipdtesis tipo I modelo de medias
de celdas modificado (MMCM)

Por la misma naturaleza de las hipdtesis tipo 11, el procedimiento a seguir no
relaciona una estructura de modelos secuenciales como en las tipo I.

Asi, las hip6tesis tipo I1 son obtenidas a partir de adicionar un término después
que todos los demds han sido adicionados al modelo, excepto términos que conten-
gan el efecto a probar. Con un procedimiento andlogo a las tipo I, la hipdtesis tipo
IT en términos del modelo de medias de celdas modificado (MMCM), esté dada
por:

Ho: (VEMEV3)” (VaMW, )y =0 t=1,2,3,4

siendo W, = [WZ] vy My = [ufb], la matriz M} corresponde a las expresiones
calculadas anteriormente en términos del modelo superparametrizado, las cuales
seran relacionadas segin el efecto de interés.

La matriz V3 se obtiene del modelo de medias de celda modificado, es decir,
asociado con el modelo que no incluya las covariables. V3 se genera a partir de la
matriz de restricciones G, la cual involucra restricciones tanto sobre los efectos
no asociados al efecto de interés asi como sobre los efectos que contienen al efecto
de interés.

Con el propésito de ilustrar la construccién de las hipétesis tipo I y las sumas
de cuadrados respectivas cuando se tiene en cuenta el modelo de medias de celdas
modificado (M MC M), en la siguiente seccién se desarrolla en forma explicita para
el factor a.
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6.1. Hipdtesis tipo /1 para o« en MMCM

La construccién de la hipdtesis tipo I1 para «, requiere de la matriz de restric-

ciones G definida como G = Go ; tal restriccién se hace sobre los efectos no

asociados con el factor de interés (3) y sobre los efectos que contienen al factor de
interés(7), cuando en el modelo no se incluye la covariable. La matriz G se par-

ticiona como G®) = [Gg?’) Gég') ] , de manera que Gés) sea una matriz no singular
de rango igual al rango de G,

La matriz V3 se construye con base en G, de manera que:
—1 3
Va=W, - WG G

Las matrices Wy y W5 se obtienen de la matriz W, y estan conformadas por
las columnas de las medias de celda asociadas con la particién en G,

Asi, las hipétesis tipo I] para «, en términos del modelo de medias de celdas
modificado, estan dadas por:

1 B (VEMVa) ™ (VEMIW.) iy = 0

siendo M7 la matriz definida en el paso 4 presentada en la seccién (5.1), es decir:
W, = [WEZ] Y= [;Lfb}

La suma de cuadrados tipo II para « en términos de proyectores ortogonales
se obtiene a partir de la siguiente expresidn:

R (Wi je [ pje) =Y'[I = M3]Y —Y*[I - M7}V

con M3 y M7 definidas en las tipo I para a y para v, respectivamente.

La suma de cuadrados tipo I para « se denota como:

R(a [/ p,8,0) = R (i, je / tie) = R (i, 5c) — R (pje)

con .
i, jo = po+ i + 85 + b (Zije — Z4.)

tic = 1+ B+ 0(Zijk — Zi;.)

Esta notacién implica que el modelo ha sido particionado en dos submodelos,
el modelo completo y el modelo reducido; se observa entonces que la suma de cua-
drados tipo I] para « se encuentra a partir de la diferencia en suma de cuadrados
entre estos dos modelos.

. . . 3
Se verifica ademads que, la suma de cuadrados asociada a 1 IH(E )% en el modelo

de medias de celda, es igual a la suma de cuadrados asociada a ”H(gz)a en el
modelo superparametrizado.
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6.2. Hipotesis tipo I para f en MMCM

En las hipétesis tipo IT para 3, se define la matriz de restricciones G® =

{ ga ], la cual se particiona en G = [G?) : Gég)] con la condicién que Gés)
y

sea no singular de rango igual al de la matriz G®).

La restriccion relaciona el efecto no asociado a 3 y el efecto que contiene a 3
en el modelo que no incluye la covariable.

De manera andloga a las tipo II para el factor a, la matriz V3 se genera a

partir de G y las matrices W, y Ws se proponen segin la particién realizada en
G®.

Asi, las hipétesis tipo I para (3, estan dadas en forma general por:

1 HOP - (VEMIVE) ™ (VEMZW,) = 0

siendo M3 definida anteriormente en las tipo Il para 8,W, = {W Z] Yy Uy =

I
La suma de cuadrados tipo /I para ( en términos de proyectores ortogonales,
corresponde a:

R(pije [ pa, o) =Y'[I - M3]Y —Y*[I - M3]Y

Se denota como R (u; jc/ts, ) la suma de cuadrados tipo I1 para 3 en el
modelo de medias de celda modificado, siendo:

ti,je = p+ i + 85 + b (Zijr — Zij.)

i, e =+ o + b (Ziji — Zy5.)

luego se va a satisfacer entonces que esta suma de cuadrados es finalmente obtenida
como:

R(ﬁ / py o, b) = R(:U“i,jc / i, ) = R(l"i,jC) - R(Mz’, c)

En forma semejante se encuentra las hipétesis asociadas y las sumas de cuadra-
dos en el MMCM para la interaccion y la covariable, los detalles pueden encontrarse
en (Gémez 2004).

7. Ejemplo numérico

En esta seccién se ilustran los resultados obtenidos en la seccién anterior te-
niendo como referencia un modelo a dos vias de clasificacién con interaccién y
una covariable. Se considera un ejemplo con datos desbalanceados y por lo menos
una observacién por celda. Los datos fueron tomados de Mondardo (1994), donde
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Tabla 1: Arreglo de una estructura 2 x 3 con una covariable

j=1 j=2 i=3
y T Y z Y x
52 20 78 25 63 24
i=1 * % * * 47 25 ni. =4

y T Yy x Y T
63 27 102 22 58 21
1=2 70 25 87 30 * * ng. =5

Mo, =2 Tor =26 nog. =2 Toy =26 no3. =1 Tog =21

ni = 3 na = 3 n. .3 = 3
Fuente Mondardo 1994

considera un experimento ficticio con dos variedades de fruto y tres distancias en-
tre plantas, la variable respuesta corresponde al peso en kilogramos del fruto por
planta, se involucré como covariable el peso de la semilla en gramos, ver tabla 1.

Los datos de la tabla 1 se describen a través de los siguientes modelos ma-
tematicos:
Modelo superparametrizado
Yije =+ i + B + vi; + bZiji + eiji (7.1)

Parai=1,2;j=1,2,3; k=1,2, donde:

Yi;x :© Observacion relacionada con la variedad i,
distancia j y k — ésima repeticion
u :  Constante inherente en los datos
a; : Efecto de la variedad i (factor &)
B; : Efecto de la distancia j { factor 3)
vi; + Efecto de la interaccién entre la variedad i y la distancia j (az()
b :  Coeficiente de regresion
Zijk + Observacion i j k de la covariable

ek Error aleatorio asociado a Yiji, tal que e ~ N(0,0?)
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Modelo de medias de celda

Yijk = tij + bZijk + €ijk (7.2)
donde:

wi; © Media poblacional por celda de la variedad ¢ y la distancia j.

Los demas términos tienen la misma descripcién del modelo superparametri-
zado.

7.1. Funciones estimables y sumas de cuadrados tipo /

A partir de los datos de la tabla 1, se ilustran los desarrollos encontrados en
las secciones anteriores.

Para la construccion de las funciones estimables tipo I, se requiere inicialmente

hacer las particiones de la matriz [X 2 ] obedeciendo a la misma secuencia en que
los factores son involucrados en el modelo; posteriormente se construye las matrices
Giy G, t=1,---,4. Con base en las matrices G}, se obtienen respectivamente
las funciones estimables tipo I para el factor a (variedades), el factor 3 (distancias),
el término de la interaccién v y la covariable b. Enseguida se muestra en forma
explicita el conjunto de funciones estimables tipo I para cada uno de los factores.

Funciones estimables para variedades (factor «)

La base de las funciones estimables tipo I para el factor «, se obtiene de la
matriz escalonada G7_; la que a su vez se halla realizando operaciones apropiadas

entre las filas de la matriz G} = (X¢; Xo1)~ G, siendo:
Gi= | X5 Xt X5 X0t X6 X3 X, Z

con los datos se tiene:

Gi, =

10 1 04 04 02 O O O 04 04 02 257.
01 -1 -015 —0,15 0,3 0,25 025 05 -04 —04 -02 —15| Lo
00 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0

Se observa que existe un sélo simbolo para L, (L en este caso) lo cual indica
que los grados de libertad para el factor es uno.

Segun los resultados obtenidos, la hipétesis tipo I para a, requiere la siguiente
estructura del modelo particionado.

01 =t 8o =lar,al’; 03 =[B1, B, Bas V11, Vi) V13> V21, V22, V23, B’
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Con los n;; el nimero de observaciones en la celda (i, 7). El rango de estas
matrices estdn dados por, r(X3) =a =2y r(Xs)=ad+c=2)3)+1=7.

De manera que, la forma general de las hipStesis tipo I para el efecto «, resulta:
P HVY MU X, [off + MU X, (XEMUX,)” XEMU X3 (8,7,b]' =0

donde MY, =1 - {771}, siendo {7n} una matriz cuadrada de orden n = 9, con
cada elemento de la forma 1/n =1/9, y rango r (M) =n —1=38.

Esta hip6tesis es simplificada en términos de la expresion (3.3), la que en térmi-
nos del ejercicio resulta (H{D® : W%, + ki, b=0

La funcién U5, se obtiene de combinar apropiadamente los ¥,,, siendo,

3
'21 i (B + Vij)
V= + e i=1,2
%
Dado que, sdlo se tiene ¢ — 1 = 1 combinacién lineal de interés, entonces

Ui, = V4 — ¥Yys. Con este resultado, al tener en cuenta la informacién de las
celdas, se llega a la siguiente funcién lineal paramétrica.

U, =« 3 B 5 B2+ 0 B3+ 1 + ! + = 2 2 =
= — (Y9 — — _— B — — —_ —_ = —_— —_ =
i 1 2 20 1 20 2 20 3 4’Y11 4712 2’713 5721 5’722 5’723

Para calcular k], se retoma la informacién asociada con las combinaciones
. 7 1a * . .
lineales de pardmetros en G, que describen el contraste en «. Esto es, se tiene

2 3

que: ko= > > (91a); (Tsj); donde gi, corresponde a la fila p = 1 de la matriz
i=15=1

G7,, esto es:

Lo a1 a2 B1 B2 B35 M1 M2z M3 721 Y22 Y23 b
gia= 0 1 -1 -0,15 -0,15 03 025 025 0,5 ~04 -04 -02 -15

y (91a); ; es el elemento correspondiente a la interaccion ij ubicado en g¢7,. El
valor T;; es la media de la covariable en la celda (4,7); i = 1,2, j = 1,2,3; de
manera que kj, resulta:

1o = (0,25)T11 +(0,25)T12 + (0,5)Z13 + (—0,4)T21 + (—0,4)T22 + (=0,2)T23 = —1,5

Teniendo asi finalmente que la hipétesis tipo I para el efecto a estd dada por:

3 3 6 1 1 1
HP® a1 —ag — 01— =B + =3 + - . =
1H, ] — Qg 2051 20ﬂ2 + 2053 + 4’711 + 4’712 + 5
2 2 1
— Zqp1 — S22 — =723 — 1,5b=0
Y13 5’)’21 5’722 5723 »

La suma de cuadrados tipo I, asociada a esta hipétesis, se indica en forma
general que:

R{a [ p) = Y'M{, Xy (X5M[,X2) XEM,Y
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con,

5 -1
MY Xo(XEME,Xo) XEME, = | 3g70x4 3700
g “4x5 15 “5x5

El rango:

12
(MU Xo(XEME Xo)"XEME) =1 y ast, R(a/u) = §—9—0 = 568,888

7.1.1. Hipétesis tipo I en el modelo de medias de celda

Se ilustra a continuacién la construccién de las hipétesis y sumas de cuadrados
tipo I en términos del modelo de Medias de Celda para el efecto «, para los demas
términos del modelo se sigue un procedimiento analogo.

Las hipétesis tipo I para el efecto « en el modelo de medias de celda cuando
se incluye una covariable, estd dada por,

THP D Qr, 4+ kL b=0

siendo 27, una funcion linealmente independiente que resulta de combinaciones

lineales apropiadas de los ;, definidos en la seccidén anterior, esto es, 2;,, =
3

S>> iz 1 = 1,2. Se observa que, 14 y Q24 corresponden a las media ponde-

j=1 M

rada de la fila uno y de la fila dos respectivamente. Como sélo se va a tener una

combinacién lineal de interés, la funcién QF, = Q14 — f224resulta,

.1 1 1 2 2 1
Ql, = izt + 7H12 + gH13 ~ pHa1 — a2 — lias

El valor de kj, también se puede obtener con la expresién:
2 3
o= 2> Cawyis (Xis)
i=1 j=1

donde C(14)i; corresponde a los coeficientes de los ;5 en la funcion Q27, coni = 1,2;
j=1,2,3; del cual resulta,

3 3
* nj < N2 <
Ko = D 32X =) X
j=1 "t j=1 "2
1 1- 1- 2~ 2_ 1-
= (Zﬂﬁn‘ + 7512 + 59613.) - (51021. + 7. + —55623.) =-15

Entonces, la hipétesis tipo I para el efecto « en el modelo M esta dada por:

1 1 1 2 2 1
IH(()2)a Pk + 1H12 + 5H13 — gum - 5#22 - 3N23 —1,56=0
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Se observa que los coeficientes de p;; en el modelo M corresponden a los coeficientes
de las interacciones en el modelo S, con respecto al término de la covariable es
igual en ambos modelos y relaciona basicamente la misma forma de célculo.

La hipétesis IHSZ)O‘ escrita en términos del modelo M ain cuando es mas
sencilla que la del modelo S no es una hipétesis de facil interpretacion. La suma

de cuadrados asociada IHé2)a se obtiene a partir de la metodologia presentada
por Iemma, Lépez & Rincén (1999), donde:

4]

Asi, la suma de cuadrados asociada es, SCro = Y?PyoY = 568,888, la cual
como es obvio, coincide con la suma de cuadrados en el modelo superparametri-
zado.

Uth=
Utf=

7.1.2. Hipditesis y sumas de cuadrados Tipo [
para « en el Modelo MMCM

Las hipétesis tipo Ipara o en términos del modelo de medias de celda modifi-
cado (MMCM), se obtiene a partir de la expresién (3.6},

(HE (VEMEVR) T (VEMUW,) iy = 0

Para obtener MY, = I — Vi (V{V1)™ V¢, se halla inicialmente V7, la cual es
generada por la matriz de restricciones G = [G,Gp G,,]T, siendo:

Gy = [Da &® JE] , Gg= [J‘i ® DB] y G,= [Ds ® Dgl
con:

Do = (Ia-1) | =Jia-1)), estoes, Do = (I | =Jy) =[ 1 -1 ]

10 -1
(Ia-1) | =J@-1)) , estoes . Dg = (Iz) | =Ji2)) = [ 0 1 ]

il

Dg

y los vectores,

Asi la matriz de restricciones G del modelo @) Y, = 1 + ;5% estd dada por:

-Mn Hi2 M1z H21  H22 M231

1 1 1 -1 -1 -1
o g“ ] |10 -1 1 0 -
G" 0 1 -1 o0 1 -1

v ] 1 0 -1 -1 0 1

0 1 -1 0 -1 1
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Al realizar una particién de G en matrices Gz y (1, se encuentra una matriz
no singular G2 de rango igual a 5, y G; formada por las columnas restantes. La
matriz Gy se obtiene de las columnas correspondientes a las medias de celdas:
[ 12 13 Ho1 Moz Hes ] y la matriz G; se obtiene de las columnas corres-
pondientes a las medias de celdas no involucradas en G5, es decir, solamente resulta
[11]-

De la matriz W se construyen las matrices Wy y W3 de orden 9 x5y 9 x 1
respectivamente conformada por columnas correspondientes a la particién de G en
G2 y G1. Con las matrices anteriores, se halla la matriz V;, resultando el vector
1nx1, esto es, V1 = lgx1. Con la cual se obtiene, M{, = Igxg — §Joxo.

Adicionalmente, para hallar las hipétesis tipo I para «, se requiere construir la
matriz V5 con base en la matriz de restricciones del modelo i) Yijr = p+o;+egk,
esto es,

Hi1  Hi12 H13  Ho1 Moo H23

1 0 -1 1 0 -1

] =G = 0 1 -1 0 1 -1
1 0o -1 -1 0 1

0 1 -1 0 -1 1

una matriz de orden 4 x 6, de rango 4.

Realizando un proceso similar al anterior con el modelo ¢ de (7.1.2), se parti-
ciona convenientemente la nueva matriz G en busca de una matriz G de rango
4, resultando conformada por las columnas correspondientes a las medias de cel-
das [ 111 H13  He1 Moo ], y G1 formada por las columnas restantes, es decir,
formada por [ U1z Hos ]

Las matrices W, y W; obtenidas de la matriz W son de orden 9 x4y 9 X 2 res-
pectivamente y estdn conformadas por las columnas correspondientes as matrices

Gy y Gi.

Con las matrices anteriores, se halla V, usando (2.1) resultando una matriz de
orden n X a, en la que se asocia los efectos del factor a, esto es:

pofl1 11100000
2Tloo0oo00 11111

Finalmente, las hipétesis tipo I para o:

a 1 1 1 2 2 1 3
(HEP ghn gzt gms = ppan — e — g — 5b =0

Resultado que coincide con el procedimiento anterior.

La suma de cuadrados asociada a esta hipétesis, se obtiene de:
R /) =Y [I - ML]Y - Y' [I - M3]Y

Por la misma naturaleza secuencial de las sumas de cuadrados tipo I, se requiere
plantear nuevamente las matrices de restricciones G de los modelos i) y ii), de
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manera que:

YE[I-M)Y =43280 y  Y'[I-M{j]Y= 384400

= 42711,11

R (i / 1) = 568,888

7.2. Funciones estimables y sumas de cuadrados tipo I/

Se ilustra la construccién de las funciones estimables, las hipdtesis y sumas de
cuadrados tipo 11 para o.

Para el conjunto de datos de la tabla 1 se tienen las siguientes matrices, obte-
nidas de particiones apropiadas de la matriz:

[XEZ]:[X03X15X2§X3EZ]

7 . i s * * * * *
Un término comin para las matrices M7, M{,, M] 5, M1y y My, corresponde

a (XP*M{X$)” X M7, de manera que al realizar las operaciones respectivas se
tiene:

L@ = [o PMp, 0 MY o]

L(2a) —
poar o B P2 B3 Y12 713 Y21 Y22 Y23 b
0 1 -1.0 0 0 1 12603 % %33 1312603 - % 1415633 0
0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Con base en las funciones estimables se obtiene las hipétesis tipo I para «,
atribuyendo valores arbitrarios a Lz, por ejemplo si Ly = 1 resulta:

e L 320 300 453
o - 1= A2 res T 1763 M2 T 7637

30 390 453
1163 2~ 116372 1163 /3 T

Para cualquier otro valor de Lo se obtienen hipotesis equivalentes. Se observa
que esta hipétesis tiene (a — 1) = 1 grado de libertad y por tal motivo un tnico
simbolo L es asociado.

La hipétesis anterior no involucra los pardametros p, 3, b, debido a que la suma
de cuadrados asociada a dicha hip6tesis corresponde al efecto « ajustado por estos
efectos, de manera que la suma de cuadrados se denotard como R{«a / p, 3,b). En
este caso los vectores de parametros 61, 8 y 03 son:

1 = (1, Br, B2, B3,b]", 0y =[a1,a2]", 603 =[v11,712, 113, Y21, Y22, Y23
Y asi la suma de cuadrados tipo 11 asociada a la hipétesis del efecto « es:

R(a / 1, B,b) = YIM; Xy (XIMPX,)™ XIMTY = 278,46



Nubia Y. Gémez V. y Luis A. Lépez P. 53

7.2.1. Hipdtesis tipo I en el modelo de medias de celda modificado

A continuacion se ilustra con base en los datos de la tabla 3.1 la construccién
de las hipétesis y sumas de cuadrados tipo II en términos del modelo de medias
de celdas. Como se indicé en la seccidn 6, las hipdtesis tipo I no corresponden a,
una estructura de modelos secuenciales, como si era el caso de las tipo I.

Hipétesis tipo II para o (MMCM)

La hipdétesis tipo IT para « con base en el modelo de medias de celdas modifi-
cado, se calcula mediante:

i H® o (VEMVE) ™ (VEMPW,) = 0

La matriz V3 se obtiene a partir de G*) = [ gf ] , con G y G relacionadas

en las tipo I para a. Asi, se llega a:
Vit = 11110000 O
3loo 0011111

de manera que:

. e 320 390 453 _ 320 _ 390 _ 453
(VaM*V3)  (VaM Wz)z[ 11633 116;3 11633 10163 10163 10163 0

Finalmente, la hipétesis tipo II para «, corresponde a:

(e, 320 390 453 320 390 453
0 17631 T 1163712 T 116371 T 1163%2' T 11637%% T 1163

———u23 =0

La suma de cuadrados tipo II para « en términos de proyectores ortogonales,
esta dada por:

R(pisj o/ mj,e) =Y'[I = M3]Y —=Y*[I - M]]Y

Al realizar las operaciones respectivas resulta:

52172532
1163’

27016597

YU[I - MY =

YOI - M{]Y =
Asi, la suma de cuadrados asociada a esta hipdtesis es:
R (1,5, ¢ / 1, c) = 278,46

Resultado que coincide con las sumas de cuadrados tipo II para « halladas
con el modelo superparametrizado.
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8. Conclusiones

Se han propuesto dos métodos para obtener las hipétesis y sumas de cuadrados
tipo I y II. El primero, teniendo como base la estructura del modelo general
particionado y el segundo, con base en el procedimiento desarrollado por (Murray
& Smith 1981) en los modelos de medias de celdas modificado (MMCM).

El primer método, al partir de la forma general de las hipétesis en modelos
particionados, presenta el inconveniente que contiene informacién redundante, es
decir, algunas filas son combinaciones lineales de otras. Sin embargo, para las
funciones estimables tipo I se encontré un proceso alternativo para hallar las
hipétesis en el caso que se incluya sélo una covariable; el cual permite encontrar
directamente las hipétesis linealmente independientes.

El segundo método, se desarrollé con base en el modelo de medias de celdas
sujeto a restriccion. Este método permite obtener las hipétesis linealmente inde-
pendientes realizando una configuracién en las matrices W y V' del modelo de
medias de celdas modificado, construyendo apropiadamente la matriz de restric-
ciones G y combinando adicionalmente resultados sobre otras matrices, esenciales
en la obtencién de estas hipétesis.

En las hipétesis tipo I, el primer método presenta la ventaja respecto al se-
gundo, que muestra en detalle la construccién de los valores de los coeficientes de
los pardmetros, pero tiene la desventaja que no es sencilla su generalizacién en el
caso que el modelo incluya méas de una covariable.

Por otra parte, en la construccién de las hipétesis tipo I, se evidencia la
importancia de las matrices M*, para relacionar el modelo con y sin covariable,
permitiendo llegar a ciertas estructuras de interés.
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Modelamiento de la vulnerabilidad

para eventos recurrentes

Luis GUILLERMO Diaz MoNROY”

Resumen

Los eventos recurrentes provienen frecuentemente de estudios longitudi-
nales. Se trata de introducir los efectos aleatorios, de asociacién y heteroge-
neidad, en modelos de sobrevivencia; esto se hace mediante los modelos de
vulnerabilidad (frailty models). En esta presentacién se muestra la construc-
cién, estimacién y aplicacién de los modelos de vulnerabilidad para eventos
recurrentes. El modelamiento se hace sobre los modelos de riesgos propor-
cionales, especialmente a través del modelo de Cox. Los cédlculos para las
aplicaciones se hacen mediante el procedimiento phreg del SAS.

Palabras claves: Eventos recurrentes, andlisis de sobrevivencia, modelo de
Coz, efectos aleatorios.

1. Introducciéon

Los eventos recurrentes se encuentran en estudios longitudinales cuando un de-
terminado evento puede ocurrir repetidamente sobre el tiempo para cada unidad
de estudio. Sin pérdida de generalidad, en adelante se hard referencia principal-
mente a individuo, tratese de un paciente o no. Para el caso de la esquizofrenia,
como un ejemplo de la investigaciéon biomédica, un paciente puede ser hospitaliza-
do repetidamente debido a una recaida en sintomas de esta enfermedad. Ejemplos
de otras areas contemplan los nacimientos vivos durante la vida de una mujer,
los choques automovilisticos de un conductor en un periodo de tiempo especifico,
movimientos sismicos en una area geogrifica determinada, periodos de depresién
o recesién de la economia de un pais, la compra de un bien o servicio en un hogar,
el estado de empleo o desempleo de una persona. En general, se trata de observar
la ocurrencia reiterada de un evento especifico, sobre una misma unidad, durante
un periodo de estudio.

Los modelos de vulnerabilidad o de fragilidad (del inglés “frailty models”) o de
sobrevivencia con componentes aleatorios son modelos que suministran una forma

*Profesor asociado del Departamento de Estadistica, Universidad Nacional de Colombia.
Email: lgdiazm@unal.edu.co
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adecuada para introducir efectos aleatorios que den cuenta de la posible asociacion
y la variabilidad no observable en los llamados modelos de sobrevivencia. Estos
modelos se pueden considerar como una extensién del modelo de Cox (1972).

En el caso de eventos recurrentes se tiene una posible dependencia o correlacién
entre los datos de una misma unidad de estudio. El propésito de articulo es mostrar
la utilizacién de los modelos de vulnerabilidad para eventos recurrentes.

En la seccién 2 se hace una descripcién de los datos de sobrevivencia multiva-
riados. Los modelos de vulnerabilidad univariados y multivariados se presentan en
la seccién 3. En la seccién 4 se muestra una aplicacién.

2. Datos de sobrevivencia multivariados

Los datos de sobrevivencia multivariados contemplan campos donde la inde-
pendencia entre los tiempos de sobrevivencia no se puede asumir. Se consideran
dos principales estructuras de datos multivariados: paralelos y longitudinales. La
principal diferencia entre estas estructuras de datos es que en los datos paralelos el
numero de tiempos es fijado por el disefio, mientras que en los datos longitudinales
los puntos en el tiempo son aleatorios.

Es comin emplear el término tiempos de sobrevivencia correlacionados para
referirse a datos de sobrevivencia multivariados.

2.1. Datos paralelos

En este caso varios individuos (sujetos, unidades experimentales o unidades
de un sistema) son seguidos simultdneamente. Esto produce un conjunto de datos
en forma matricial, la cual tiene respuestas T3;, ¢ = 1,...,n, j = 1,...,k, donde
1 denota el grupo y 7 denota un individuo dentro del grupo. Se asume que hay
independencia entre diferentes valores de i, y, posiblemente, dependencia entre los
tiempos para el mismo valor de i. Aunque el mimero de tiempos, k, en un grupo
es dado de antemano, algunos de estos corresponden a tiempo de falla y otros a
censuras, en consecuencia el nimero de eventos no es especificado; naturalmente
el nimero de eventos es a lo més k.

Un ejemplo de estos datos corresponde a la medicién del tiempo (en semanas)
hasta la aparicién de un tumor en ratas sometidas a diferentes tipos de drogas
(Hougaard, 2001, p. 14).

2.2. Datos longitudinales

Se asume que se observa un proceso estocdstico, uno para cada valor de %, y se
observan los eventos o transiciones en el tiempo. En el caso de personas habrs un
proceso por cada persona; cada uno de los cuales se denomina historia de vida.
Se asume la independencia entre los 7. Asi, los tiempos de transicién serdn una
sucesion creciente de tiempos, y en el caso mas simple inicamente el Gltimo tiempo
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estard, sujeto a censura, todos los demés son tiempos de transicién. El nimero
de tiempos, K;, es aleatorio. Los tiempos pueden corresponder a la recurrencia
de eventos similares (eventos recurrentes), o pueden ser transiciones entre varios
estados, en cuyo caso, los datos incluyen no solo el tiempo, sino sino el nombre del
estado a donde el proceso llega.

Cuando se tiene que un individuo puede experimentar el mismo evento varias
veces, se estd tratando con eventos recurrentes. Este caso incluye, por ejemplo,
eventos de hipoglucemia para un paciente diabético. Puede haber un solo tipo de
evento, como en el caso de la fertilidad (nacimientos vivos), o el proceso puede
alternar entre dos estados, por ejemplo, en el ciclo mestrual pueden considerase
cada uno el sangrado o no sangrado. El nimero de eventos, por periodo de tiem-
po, de cada individuo puede ser bajo, por ejemplo, nacimientos, o puede ser alto,
como en el caso de ataques de epilepsia. El libro de Nelson (2003) provee un con-
junto de métodos no paramétricos para el andlisis de datos asociados con eventos
recurrentes.

3. Modelos de vulnerabilidad

La comparacion de historias de eventos y tiempos de sobrevida entre los miem-
bros de una poblacién puede advertir acerca de la heterogeneidad entre ellos,
respecto de los factores de riesgo relevantes. La tltima fuente de variabilidad es
conocida como vulnerabilidad, propensién, susceptibilidad o fragilidad (frailty).
Asi, en estudios clinicos por ejemplo, con la muerte o la recurrencia de una dolen-
cia, algunos pacientes sobrevivirdn o permaneceran saludables durante un tiempo
largo a pesar de los factores de riesgo observables, mientras que algunos otros so-
brevivirdn tiempos més cortos de lo esperado. Esta heterogeneidad puede alterar
la estimacién de el riesgo o de la tasa del evento de interés que no representa
el riesgo de cualquier individuo particular o subgrupo de la poblacién (Congdon,
2001, pp. 438-443). La idea es que los individuos tienen diferente vulnerabilidad
o fragilidad, y que aquellos cuya vulnerabilidad sea mayor, alcanzarin el evento
de interés mds pronto que los demés. Los modelos de vulnerabilidad se emplean
también para hacer ajustes de sobredispersién en los datos de sobrevivencia.

Supéngase que se consideran unas pocas subpoblaciones, las cuales se definen
de acuerdo con el nivel de vulnerabilidad (exposicién al riesgo). Para datos de
sobrevivencia la subpoblacién mas fragil tendera a sufrir el evento més temprano.
Tal que con el paso del tiempo, la tasa de riesgo global descenderd para el grupo con
la menor vulnerabilidad. Asi, las tasas de riesgo para una subpoblacién particular
pueden declinar, aunque, la tasa la tasa global se observe constante, y viceversa.
Un ejemplo consiste en g subpoblaciones o subgrupos, cada uno con una tasa de
riesgo h;(t), parai = 1,2,...,g. Las tasas de sobrevivencia para cada grupo vienen
dadas por

Si(t):exp[—/othi(u)du], i=1,2,...,9 (1)
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Si p;(0) denota la proporcién inicial en la subpoblacién i = 1,2,...,¢, con
p1(0) + p2(0) + - - - +pg(0) = 1, entonces la proporcién que sobrevive en la cohorte
que proviene de la subpoblacion i en el tiempo ¢ es

pilt) = 2:(0)S;(¢)

= -] L i=1,2,....g (2)
;pi(o)si(t)

La tasa de riesgo para la cohorte completa al tiempo ¢ es
he(t) = pi(t)ha(t) (3)

Un modelo simple para tales subpoblaciones es el modelo de permanencia-
mouvilidad, por ejemplo: una subpoblacién tiene alto riesgo de divorcio, migracion,
cambio de empleo, o enfermedad y otra que tiene cero o bajo el respectivo ries-
go. Si la tasa de riesgo para los grupos vulnerables es creciente entonces el riesgo
observado en la poblacién completa puede primero ascender y luego decaer. De
manera mas general, se pueden modelar lag variaciones no observadas en la fragi-
lidad mediante el uso de mezclas discretas o mediante una densidad continua para
la vulnerabilidad.

Un impacto de la no consideracién de la heterogeneidad es que los efectos
de las covariables puede ser estimado con demasiada precisién. Asi por ejemplo,
en andlisis de mortalidad, si los riesgos no son homogéneos sobre los individuos,
entonces el efecto de la edad sobre la mortalidad individual es mayor que sobre la
mortalidad en poblacién.

Un modelo de vulnerabilidad es un modelo de efectos aleatorios para datos de
tiempo hasta la ocurrencia de un evento (de sobrevivencia), donde el efecto aleato-
rio tiene un efecto multiplicativo sobre la funcién de riesgo base. Se distinguen dos
clases de modelos de vulnerabilidad: los modelos con tiempo de sobrevivencia uni-
variado y los modelos de sobrevivencia multivaridos (como, de riesgos competentes,
de eventos recurrentes en el mismo individuo).

En el primer caso, una variable de tiempo de vida es empleada para describir
la influencia de covariables no observables en el modelo de riesgos proporcionales.
La variabilidad de los datos de sobrevivencia es dividida en una parte que depende
sobre factores de riesgo, y tedricamente predecible, y una parte que es inicialmente
no predecible, aunque toda la informacién relevante es conocida. La separacién de
estas dos fuentes de variabilidad trae como ventaja que la heterogeneidad puede
explicar algunos resultados no esperados o dar una interpretacién alternativa.

Para el segundo caso, cuando se consideran los tiempos de sobrevivencia multi-
varidos en la forma de eventos recurrentes, uno de los objetivos de estos modelos es
tener en cuenta la dependencia entre las observaciones sobre un mismo individuo.
Una manera natural de modelar la dependencia entre los tiempos para eventos re-
currentes es mediante la inclusién de una variable asociada con el efecto aleatorio;
ésta es la vulnerabilidad.
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3.1. Modelo de vulnerabilidad univariado

En la aplicacién de los métodos estandar de andlisis de sobrevivencia, prin-
cipalmente en la investigacién clinica, se asume que la poblacién estudiada es
homogénea atn cuando los sujetos estén sometidos a diferentes condiciones con-
troladas (experimentales) o no controladas. Asi, los modelos de sobrevivencia se
construyen sobre el supuesto de que los tiempos de falla son independientes e
idénticamente distribuidos. Sin embargo, en la practica se observa que las unida-
des bajo estudio difieren sustancialmente. Para considerar esta heterogeneidad no
observada de la poblacién Vaupel y colaboradores (1979) introdujeron los modelos
univariados de vulnerabilidad (frailty models) al andlisis de sobrevivencia. La idea
central es que los individuos poseen diferentes grados de vulnerabilidad, y que
aquellos quienes son mds vulnerables alcanzardn el evento de interés més pron-
to que los otros. En consecuencia se podria hacer una seleccién de los individuos
mas robustos (con vulnerabilidad baja). Frecuentemente se observa que la grafica
de una funcién de riesgo al comienzo es ascendente, alcanza un méaximo, y luego
declina o se estabiliza en un valor constante.

Es bastante probable que las intensidades unimodales sean el resultado de un
proceso de seleccidn, el cual como actia sobre una poblacién heterogénea no refleja
la mortalidad individual. La intensidad poblacional puede empezar a declinar sim-
plemente porque los individuos en alto riesgo (muy vulnerables) ya han alcanzado
el evento. Si algunos factores protectores o factores de riesgo son conocidos, estos
podrian incluirse en el andlisis a través de los modelos de riesgo proporcionales,
los cuales toman la forma

Alt, X) = Do(t) exp(ATX) (4)

donde Ag(t) es la funcién de riesgo base, ésta se asume tnica para todos los in-
dividuos en la poblacién de estudio. X es un vector de covariables observadas y
[ el respectivo vector de pardmetros de regresién a estimarse. La conveniencia
matemadtica de este modelo se basa en la separacién de los efectos de la edad (con-
tenidos en la funcién Ag(t)) de los efectos de las covariables o factores de riesgo en
el modelo paramétrico exp(57 X).

No siempre es posible incluir todos los factores de riesgo considerados como
importantes a nivel individual; sea porque se procura un modelo parsimonioso, o
porque el investigador desconoce o no puede medir todos los factores relevantes.
En cualquiera de los casos hay dos fuentes de variabilidad en los datos de so-
brevivencia: la variabilidad contenida en los factores de riesgo medibles, la cual es
tedricamente predecible, y la heterogeneidad causada por covariables desconocidas,
la cual es tedricamente no predecible. Una de las ventajas de la separacion de estas
fuentes de variabilidad es que se pueden explicar algunos resultados no esperados
o que se puede disponer de una explicacidén alternativa de algunos resultados.

Por ejemplo, si hay dos grupos de pacientes en un ensayo clinico en el cual
algunos individuos experimentan un riesgo alto de falla, entonces los demés indi-
viduos expuestos al riesgo tenderdn a formar un grupo maéas o menos selecto de
riesgo bajo. En consecuencia, un estimador de tasa de riesgo individual, sin con-
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siderar la vulnerabilidad observada, subestimaria la verdadera funcién de riesgo y
la extensién de la subestimacién se incrementaria en el tiempo.

Los modelos de vulnerabilidad univariados extienden el modelo de Cox (4)
tal que el riesgo de un individuo depende ademdas de una variable aleatoria no
observable Z, la cual actiia multiplicativamente sobre la funcién de riesgo base A:

A(E < 2, X) = Mo(t) exp(@W + BTX) = Z)o(t) exp(ATX) )

La fragilidad Z = exp(¢W) es una variable aleatoria tal que el riesgo individual
se disminuye cuando Z < 1y aumenta en el caso contrario; de otra manera, cuando
los Z toman valores mayores que 1, los respectivos individuos tienden a fallar con
una tasa mas rdapida que la tasa de falla con que lo harfan estos individuos bajo
un modelo de independencia con los Z iguales a 1. Reciprocamente, cuando los Z
son menores que 1, los individuos tienden a tener una sobrevivencia mayor que la
que tendrian bajo un modelo de independencia. Asi, el modelo de vulnerabilidad
es un modelo para la variacién individual. Se observa que cuando ¢ = 0 el modelo
(5) se reduce al modelo (4). La respectiva funcién de sobrevivencia, S, describe la
fraccién de individuos sobrevivientes en la poblacién objeto del estudio, ésta viene
dada por

Sz, X) = exp(—Z/0 Ao(s)dsexp(67 X)) (6)

La funcién de sobrevivencia, S(t|Z, X), se puede interpretar como la fraccién de
individuos que sobreviven al tiempo t después de iniciar el seguimiento dado el
vector de covariables observables X y la vulnerabilidad Z. Hasta ahora el modelo
ha sido descrito en el nivel de los individuos, nc obstante, este modelo no es
observable. Asi, es necesario considerar el modelo en el nivel poblacional (Klein y
Moeschberger, 2003). La funcién de sobrevivencia del total de la poblacién es la
media de las funciones de sobrevivencia individual (6). Es importante anotar que
la funcién de riesgo observada no serd similar a la tasa de riesgo individual. Lo
que puede ser observado en la poblacién es el resultado neto para un nimero de
individuos con diferente Z. La tasa de riesgo poblacional puede tener una forma
completamente distinta a la tasa de riesgo individual (Wienke, 2003).

Un problema importante es la seleccion de la distribucién de la vulnerabilidad.
Entre las distribuciones mas empleadas para Z estdan la distribucién gama, la
distribucién log-normal, la Gausiana inversa y las distribuciones de funcién de
potencia en la varianza (Hougaard, 2001).

Las consecuencias de ignorar el factor de vulnerabilidad en modelos de de riesgo
proporcionales de Cox es estudiado por Henderson y Oman (1999).

En resumen, los modelos de vulnerabilidad son empleados para representar
efectos aleatorios o heterogeneidad no explicada en andlisis de sobrevivencia. Las
funciones de riesgo condicional, riesgo acumulado y sobrevivencia, respectivamen-
te, son:
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A(t|X, Z) = ZXo(t) exp(BT X)
A(t|X, Z) = ZAo(t) exp(8T X) (7)
S(t|X,Z) = exp{—ZAo(t)T X}

La distribucién marginal, observable, de acuerdo con lo anterior depende de las
propiedades asumidas para Z, en particular de la transformada de Lapiace

L(u) = Elexp(—uz)] (8)

De acuerdo con las ecuaciones (7) y (8) la funcién de sobrevivencia marginal es
S(t|X) = L[Ao(t) exp(BTX)]; las funciones de riesgo y de riesgo acumulado se
derivan de ésta.

Cuando efectos de vulnerabilidad estan presentes en los datos de sobreviven-
cia, pero estos son ignorados en un analisis de riesgos proporcionales, se presentan
sesgos sobre la estimacién de los efectos de las covariables y de las distribuciones
marginales ajustadas. Henderson y Oman (1999) cuantifican estos sesgos, princi-
palmente en el caso univariado, producidos por un incorrecta especificacién del
modelo.

3.2. Modelo de vulnerabilidad compartida
para datos recurrentes

Las dos fuentes de variacién consideras arriba, tienen ahora una interpretacién
diferente. La variacién en vulnerabilidad no es una variacién de grupo, sino una
variacién entre individuos, y la variacién descrita por la funcién de riesgo no es
una variacién individual, sino una variacién dentro de los individuos, la cual para
eventos recurrentes alternativamente podria llamarse variacién de Poisson; de esta
forma el supuesto de riesgos constantes es relevante para modelar vulnerabilidad
en datos de eventos recurrentes. '

Para datos paralelos el conjunto de individuos bajo riesgo decrece en cada
tiempo que se presente el evento, mientras que para datos de eventos recurrentes
el conjunto bajo riesgo es constante durante el periodo de observacion. Asi, en
datos paralelos, es importante observar los tiempos de los eventos, mientras que
para datos de eventos recurrentes, la aproximacién por vulnerabilidad permite
variar en el niimero de eventos, aunque el tiempo de observacién es el mismo para
todos los individuos. En una situacién extrema de un periodo de observacion muy
largo, en el caso paralelo todos habrdan muerto, por tanto no hay variacién en el
numerc de eventos (muerte), en cambio para el caso de eventos recurrentes, la
variacion sera muy alta.

El valor de la vulnerabilidad Z es constante sobre el tiempo y comin a los
tiempos para los eventos observados sobre cada individuo; asi, es la responsable
para la crear dependencia. Esta es la razdn de la denominacion de compartidos.
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Notacién

Los datos se describen como un proceso para cada individuo incluido en el
estudio, los cuales se asumirin independientes. Cuando sélo un tipo de evento es
posible, los tiempos de los eventos para un individuo ¢ se pueden ordenar 0 <
T < Tjp < .... Como se consideran modelos continuos, la probabilidad de que
dos observaciones consecutivas coincidan es cero. Si el nimero de eventos es finito,
digase ¢, se define T; 441 = Tj 442 = -+ = 00, en cuyo caso, los tiempos solo
satisfacen que 0 < T;; < T;o < .... El nimero de eventos acumulados en el
individuo 7 hasta el tiempo ¢ se nota por K(t); mientras que el proceso completo
es denotado por {K(t)}, definido en el intervalo [0, 0o], con K(0) =0 y K(o0) que
puede ser finito o infinito. Este es un proceso de conteo creciente sobre el tiempo,
continuo por la derecha con valores {0,1,...}.

El periodo de observacién (0, C] es finito y por tanto el nimero total de eventos
observados es finito, K = K(C). Es decir, el nimero de eventos K es aleatorio,
K e{0,1,...}.

3.2.1. Proceso de Poisson

Con el supuesto de que el riesgo de experimentar un evento es A(t), indepen-
dientemente del estado actual, la distribucién del ntimero de eventos (K (t) — K (v))
en el intervalo (v,t] es Poisson, con media fvt A(u)du = 7. Asi, las probabilidades
son -
=5 (9)
Para el caso de riesgo constante el proceso es llamado de Poisson homogéneo y el
ndmero total de eventos K es suficiente, donde K = K(C) tiene una distribucién
de Poisson con media CA. Esta es una familia exponencial, donde el pardmetro
candnico es logn. Asi, la varianza de esta distribucién es igual a su media, 7.

P(K(t) - K(v) = j)

La verosimilitud de los tiempos observados, para el individuo 4, viene dada por

{1{_{1 /\(Tj)} eXp{— /OC /\(u)du} (10)

En esta expresion se tiene la existencia de un término con el riesgo para cada
evento observado en el individuo i y un término exponencial que describe el riesgo
total integrado experimentado por el i—ésimo individuo.

Este modelo puede ser manejado con la funcién de riesgo general y con algunas
covariables que actien en forma proporcional al riesgo, como se contempla en el
modelo de riesgos proporcionales dado por (4).

3.2.2. Modelos de vulnerabilidad constante con sobredispersién

Como se describié arriba, un modelo de vulnerabilidad compartida puede ser
considerado como un modelo de efectos aleatorios con dos fuentes de variacién.



Modelamiento de la vulnerabilidad para eventos recurrentes 65

De una parte esta la variacién de grupo, descrita por la variable aleatoria Z (la
vulnerabilidad), y de otra parte, se tiene la simple (o individual) variacién aleatoria
descrita por la funcién de riesgo, la cual se nota por u(t).

En estos modelos se asume que todas los tiempos observados son independientes
dados los valores de las vulnerabilidades; es decir, es un modelo de independencia
condicional. Se asume que el riesgo no cambia por los eventos ocurridos dentro de
cada individuo. Asi, condicionado sobre el valor de la vulnerabilidad Z, se asume
un proceso de Poisson, con riesgo Zu(t). Condicionado sobre Z, la probabilidad es
encontrada por insercién directa en la ecuacién (10) y después integrar sobre Z.
La contribucién de verosimilitud basada sobre los eventos observados K antes del
tiempo ¢ es

P(K=kT =ty,...,Th =t) = {HM }dk)/ p(w)du)  (11)
0

donde £(s) = Eexp(—sZ) es la transformada de Laplace de la variable aleatoria
Z y L% su derivada de orden k. Para obtener la distribucién del niimero total de
eventos (K) durante (0, ], se integra t1,...,tx sobre (0,t), sujeto a la restriccién
0 <t;... < tg < t. Esta integral puede evaluarse integrando sobre el conjunto
producto [0,#]¥ y dividiendo por K!. La distribucién de K es Poisson con media
Zz fo u)du, condicionalmente sobre Z, e incondicionalmente, la distribucién es
dada por

t k t
P(K=k)=(—1)k{ /0 ,u(u)du} L ( /0 p(u)du) / k! (12)

La distribucién de los tiempos para los eventos condicionados sobre el nimero
total de eventos, K, es una distribucién con densidad

fltio.. . tk|K) = 1jo<t, .. <tx <t} H{M )/ / du K! (13)

Se sigue que la distribucién de la vulnerabilidad sélo entra en la distribucién
del nidmero total de eventos (ecuacién 12), y ésta depende sobre el riesgo a través
del riesgo integrado sobre el intervalo completo de observacién. La distribucién de
los tiempos condicionada sobre el niimero de eventos depende solo sobre el riesgo
relativo (esto es, relativo al riesgo integrado) dado en la ecuacién (13). Esto signi-
fica que el niimero de eventos en cualquier intervalo dado, (v, ¢] es una distribucién
binomial con pardmetro de probabilidad fs plu)du/ fo u)du, condicionado sobre
el nimero total de eventos.

En particular, cuando u(t) es constante se obtiene la expresién

P(K = k) = (=1)*(tw)*L® (tu) / k! (14)

y que la distribucién de los tiempos condicional sobre el niimero total de even-
tos es la distribucién de las observaciones ordenadas para K variables aleatorias
independientes con distribucién uniforme (0, t].
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La tasa de riesgo de un evento al tiempo ¢, condicionada a la historia a ese
momento, puede se obtenida desde la ecuacién (11). Esto quiere decir que se pue-
de actualizar la distribucién de la vulnerabilidad. Supéngase que han ocurrido &
eventos hasta el tiempo ¢, luego el riesgo de un evento adicional es

(0RO LE ([ ptaia) / 20 [ utuyi) (15)

Se observa que el riesgo es independiente de los tiempos asociados con los eventos
previos; inicamente el nimero de eventos entra en la expresién anterior. En con-
secuencia este modelo es un modelo de Markov. Otro significado de la ecuacién
(15) es que toma la forma Ag(t).

3.2.3. Modelos de regresion

Puede ser de interés la inclusién de covariables, X, con el fin de evaluar el
efecto de estas variables, y explorar si ellas explican parte de la variacién entre
procesos. Cuando las variables son conocidas, estas se incluyen, generalmente, en
un modelo de riesgo proporcional; con el propdsito de verificar el efecto de estas
sobre el riesgo. De esta manera, el modelo que describe el riesgo de experimentar
un evento al tiempo ¢ para el i—ésimo individuo es

Z; exp(BT i) po(t) (16)

el cual es condicional sobre los Z;. x; es una covariable constante o comin en el
tiempo de observacion. Los efectos de estas covariables evidenciaran la variacién
entre individuos. En un experimento cross-over la covariable podria describir los
tratamientos y de esta forma serfan dependientes del tiempo, z;(¢).

Un modelo alterno al modelo dado en (16) es emplear el tiempo entre even-
tos consecutivos (gap times, en inglés). Cuando el individuo ha experimentado
j eventos, el riesgo de un evento es Z; exp(87x;)po(t — T;). Este es un proceso
de renovacién donde la distribucién de los tiempos de interocurrencia de eventos
difiere entre individuos como una consecuencia de la vulnerabilidad individual.

Hay casos en los cuales los eventos recurrentes no son independientes de un
evento terminal. Por ejemplo, la recurrencia de ataques cardiacos frecuentemente
incrementa el riesgo de muerte, lo cual imposibilita que se presente cualquier otro
subsecuente evento recurrente. Liu y colaboradores (2004) proponen un modelo
de vulnerabilidad compartido y conjunto para eventos recurrentes y un evento
terminal. Otra aplicacién de los modelos de vulnerabilidad es el modelamiento
conjunto de datos longitudinales y tiempo para un evento. Ratcliffe y colaboradores
(2004) presentan un método para el modelamiento conjunto de datos longitudinales
y de sobrevivencia.via los modelos de vulnerabilidad.

3.2.4. Estimacién

La estimacién se hace conforme a que los datos correspondan a tiempos exac-
tos, periodos de conteo o para intervalos de conteo. En cada uno de estos casos,
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la funcién de verosimilitud es diferente. Para tiempos exactos, se tienen observa-
ciones en tiempo continuo, en este caso una funcién de riesgo no paramétrica y la
presencia de censura es una posibilidad. Para periodos de conteo, la distribucién
es un modelo paramétrico para las observaciones sobre enteros no negativos. La
situacién para intervalos de conteo es similar a la de periodos de conteo, pero el
conteo es multidimensional.

4. Una aplicacion

Nimero de reclamos por péliza de seguros automovilisticos en un periodo fijo
de tiempo. Corresponde a datos de periodo de conteo. La tabla siguiente contiene
los datos originales y ajustados mediante varios modelos de Poisson con sobredis-
persion.

Reclamos Pdlizas Poisson Bin. Neg. Inv. Gaus.

0 103704 102629,6  103723,6 103710,0
1 14075 15922,0 13990,0 14054,7
2 1766 12351 1857,1 1784,9
3 255 63,9 245,2 254,5
4 45 2,48 32,29 40,42
5 6 0,08 4,24 6,94
6 2 0,002 0,557 1,258
> 7 0  0,00004 0,084 0,295

El ajuste se hace para distribuciones tales como la Poisson, binomial negativa,
inversa Gausiana, entre otras. El calculo de los respectivos coeficientes de variacién
advierte acerca de una posible sobredispersién.

Los pardmetros de una distribuciéon de Poisson se estiman mediante la me-
dia empirica y corresponde a 0,1551 (EE = 0,0011) y la varianza empirica total
es 0,1793. El coeficiente de variacién empirico para Z es 1,003, lo cual sugiere
la presencia de una sobredispersién. El logaritmo de la verosimilitud es igual a
—55108,46.

Para la binomial negativa, los pardmetros estimados son: § = 1,033(EE =
0,044) y 6 = 6,565(EE = 0,286), y el logaritmo de la verosimilitud es igual a
—54615,32 que corresponde a un incremento cerca de 500, y as{ muestra un mejor
ajuste. El coeficiente de variacién de Z estimado es de 0,984.

Los parametros de la inversa Gausiana son estimados como: § = 0,2784(EE =
0,0063) y § = 3,220(EE = 0,148), y el logaritmo de la verosimilitud es igual
a —54609,76, la cual muestra un ajuste mejor que al mostrado por la binomial
negativa.

Otras aplicaciones sobre cdncer de mama y ataques de epilepsia se encuentran
en Hougaard (2001, pp. 336-338)
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Modelamiento Estadistico

Individualizacién de la dosis de una droga
mediante el uso de un modelo lineal con

intercepto aleatorio
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Resumen

En esta presentacién se describe un algoritmo para la individualizacién
de la dosis de una droga. El algoritmo asume que se cumple un modelo lineal
con intercepto aleatorio para el logaritmo del cociente entre la concentracién
minima y la dosis en el estado estable, y busca determinar una dosis 6pti-
ma para producir una concentracién en el estado estable que esté dentro de
un rango de concentraciones deseado. Se utiliza un enfoque de funcién de
pérdida para deducir el mejor estimador del intercepto individual. Es intere-
sante notar que aunque el procedimiento de estimacién no es Bayesiano en
sentido estricto, el estimador obtenido tiene la misma forma del estimador
Bayesiano empirico. Se calcula la mejor concentracién objetivo y el minimo
nimero de pasos del algoritmo necesarios para alcanzar una dosis éptima,
para un individuo particular.

Palabras claves: Clozapina, estimador de Bayes, individualizacién de dosis,
intercepto aleatorio, modelos mixtos, funcién de pérdida

Introduccién

El objetivo de este trabajo es calcular la dosificacién éptima de una droga que

permita obtener una dosificacién plasmaética en un rango predeterminado. La apli-
cacién principal se encuentra en los ensayos clinicos controlados por concentracién
v en el calculo de dosis adecuadas para pacientes.

*PhD. Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin. E-mail: fjdiazQunalmed.edu.co .
**M.S. Universidad de Pamplona. E-mail: Trivera25@latinmail.com
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2. Modelo lineal con intercepto aleatorio

Se utiliza como modelo:
Y,
log (—D) =B+ 087X +¢
D
donde:

Yp es la concentracién minima en el estado estable, obtenida al suministrar
la dosificacién D,

Bo es una constante propia del sujeto,
X es el vector de covariables,

[ es el vector de parametros poblacionales;

con los supuestos siguientes:
e ~ N(0,0%)

A nivel poblacional, Sy ~ N(E[fBo], V[B]), donde §y y € son independientes.
2.1. Indice metabélico

_ Bo— E(Bo)
VALY

Este indice permite comparar la actividad metabdlica de dos individuos con valores
similares en las covariables. Entre mds lento sea el metabolismo del individuo,
mayor es el valor de . El signo de 7 indica si la actividad metabdlica del sujeto
es mds o menos alta en comparacién con la actividad metabdlica de un individuo
promedio (v = 0).

3. Propuesta

3.1. Algoritmo adaptable

s Este algoritmo busca que la concentraciéon plasmatica de la droga en un
individuo particular alcance el rango objetivo (rango deseado de concentra-
ciones).

s El algoritmo estd basado en el modelo lineal con intercepto aleatorio.

s Se usa una funcién de pérdida para actualizar la estimacién de Fy.
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La retroalimentaciéon bayesiana empirica ha demostrado ser mas eficiente que los
métodos tradicionales para individualizar la dosificacién de una droga (Vozeh,
Muir & Sheiner 1981, Sheiner & Beal 1982, Vozeh & Steimer 1985)

ALGORITMO ADAPTABLE “3

s Medir
RESPUESTA

(concentracién Y, ) |

DOSIFICACION —— | PAC

. &

B—————

3.2. Algoritmo adaptable
Sean (L1, Ls) el rango objetivo y Cy la concentracién objetivo.

Dy = Cpe~Flool-87X

es una dosificacién adecuada para el individuo promedio, pero no lo es para todos
los individuos.

3.3. Adaptador

i—1

s [i—1 I Y 1 Yp,
ﬂo,i—[7+—v[ﬁo]] o (z——l)[m;log(Dj

) = Elgo] - 57X | + E[80]

Cuando se utiliza un algoritmo con retroalimentacién bayesiana empirica para
determinar una dosificacién se combina informacién a priori (un modelo mixto po-
blacional que relaciona la concentracién plasmaética de la droga con su dosificacion,
cuyos pardmetros se estiman previamente usando una muestra de pacientes) con
uno o varios pares de mediciones dosificacién-concentracién obtenidos del indivi-
duo con el fin de reestimar los pardmetros del modelo y as{ calcular la dosificacion.
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Se puede demostrar que el anterior estimador es dptimo, en el sentido de que mi-
nimiza el valor esperado de la probabilidad de alcanzar el rango objetivo (esta
probabilidad es la funcién de pérdida).

3.4. Propiedades estadisticas

1. lim Mediana (Yp,|m,Co) = Co

1—00

2. logYp,, dados 7y y Cy, tiene distribucién normal con

1—1 1

FEllogYp. =
[log Yp, — +V[ﬁg]

) o] Visoly

7y, Co] = log Co + [1 = (i = 1)
V0logYp, | 7v,Co] = <1 +(E—-1) [(2—;2—1 + %)_10”2] 2)02

4. Problemas

4.1. ;Cudl valor para Cj utilizar en el algoritmo?

La concentracién objetivo més adecuada es Cj = +/LiLq, la cual minimiza
el valor esperado de la funcién de pérdida simultaneamente con la minimizacién
producida por el estimador de la seccién 3.3.

4.2. Con el C, elegido, jcuantos pasos del algoritmo son
necesarios para alcanzar una dosificacién 6ptima?

Idealmente una dosis 6ptima D debe cumplir:

P(L1 <Yp < Lz |7, Cg) ~sup P(Lr < Yp, < L» |7, C3)

Definicién: Sea 0 < w < 1. Suponga que el algoritmo se usa en algin individuo
particular con indice metabdlico v desconocido, usando Cj como concentracién
objetivo. Sea D una dosis obtenida en alguno de los pasos del algoritmo. Decimos
que D es w—Optima si:

P(L1 <Yp <Lz |vCq) 2 W{S})lll)P(Ll <Yp, <Lz |7,Cq)}

Notacién: La minima ¢ tal que D; es w—04ptima, serd denotada por I(vy,w).
Asi, I(7,w) es el minimo niimero de pasos necesarios para obtener una dosificacién
w—06ptima para un individuo con indice metabdlico ~.

Teorema: Suponga que el algoritmo es aplicado en una poblacién que satisface
el modelo. Sea ® la funcién de distribucién acumulada normal estandar y C§ =

v©IiL,.
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1. Para todo v tal que —oo < v < 00,

—log\/La/L
m=sup P(Ly <Yp, < Lz|v,Cg)=1-2® <_9§772—/1>

i>1

2. Sea 0 <w <1, O<7<1yu=L

V'V [Bo]

El minimo nimero de pasos necesarios para obtener una dosificacién w—dptima
para al menos p x 100% de los individuos de la poblacién es:

- _ — T =AW g [ THm i) S
) —I(fyp,w)_rinzl{l{é( 5 ) <I>< 5 >_wm

donde:

a=rl o A= (1= G- T, iz

=1, 6= \/1+ G-+ G—1)"12) % i>2

Tabla 1: Célculo de ¢* para p = 0,95 y w = 0,9. Minimo niimero de pasos necesarios
en el algoritmo para obtener una dosificacién 0,9—éptima para por lo menos el 95 %
de los individuos

v\m 01 02 03 04 05 06 07 08 09 099
0,1 6 6 6 ) ) ) 5 4 3 2

0,2 6 6 6 5 5 ) ) 4 3 2
0,3 6 6 6 6 5 ) 5 4 3 2
0,4 6 6 6 6 ) ) 5 4 3 2
0,5 6 6 6 6 6 5 5 4 4 2
0,6 6 6 6 6 6 5 5 4 4 2
0,7 6 6 6 6 6 ) 5 4 4 2
0,8 7 6 6 6 6 5 5 ) 4 2
0,9 7 7 6 6 6 5 5 ) 4 2
1,0 7 7 7 6 6 6 ) ) 4 2
2,0 7 7 7 7 6 6 5 4 3 1
3,0 6 6 6 5 5 4 3 2 1 1
4,0 3 3 2 2 1 1 1 1 1 1
5,0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6,0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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5. Aplicacién

Los datos usados para ajustar el modelo fueron 470 concentraciones plasmaticas
minimas de clozapina medidas en el estado estable, para dosificaciones de 100,
300 y 600 mg/dia y correspondientes a 47 pacientes. Para el ajuste se utilizd la
metodologia para modelos lineales mixtos descrita en Verbeke & Molenberghs
(2000).

5.1. Resultados

Parametro Estimador Intervalo de confianza 95 %

Género (B1) —0,64790  (—0,9140, —0,3817)
Fumar (%)  —0,37420 (—0,0245, —0,7238)
E|fo] 0, 38560 (0,0541, 0,7170)
Var|fo] 0, 19860 (0,1127, 0,2844)
0,09143 (0,9019, 0,9266)
8 5 ly.0.9)

Figura 1: Minimo niimero de pasos del algoritmo necesarios para obtener una
0,9—6ptima dosis de clozapina versus usando 350-600 ng/mL como rango objetivo
(m = 0,6272,v = 0,6785)



Francisco Diaz, Tulia Rivera y José de Ledn 75

6.

Conclusiones

» La metodologia propuesta dice cémo usar un modelo de regresion lineal con

intercepto aleatorio para el logaritmo de la razén concentracién/dosificacién
con el fin de individualizar la dosificacién en un paciente particular. Con
base en el modelo de regresién, proponemos un algoritmo adaptable para
determinar la dosificacién éptima de una droga en el sentido de que nos
asegura una alta proporcién (w) de la mdxima probabilidad (m) de obtener
una concentracion en un rango objetivo previamente determinado.

En la préctica, la utilizacién del algoritmo propuesto para un individuo con
indice metabdlico desconocido es simple. Antes de iniciar el algoritmo, fija-
mos arbitrariamente valores para w y p. Preferiblemente, w y p deben ser cer-
canos a 1. A continuacién, calculamos i* como se indicé en el teorema. Luego,
ejecutamos el algoritmo empleando como concentracién objetivo. A menos
que se observen efectos toxicos antes del paso, el algoritmo se detiene en este
paso, una vez calculado D. Asi, se requieren mediciones dosis—concentracién,
para alcanzar el rango objetivo (L1, L2) con una probabilidad cercana a la
méxima probabilidad posible (m). As{ D es la dosificacién 6ptima buscada
en el sentido de nuestra definicién.

Un aporte importante desde el punto de vista préactico, son las tablas con
el valor de ¢* para diferentes combinaciones de valores de w, p, y m. Asi en
la planeacién de un ensayo clinico, o en el caso de un paciente particular, el
médico conocers de anternano cuantas veces debera recalcular la dosificacién.
Con esto, por ejemplo, puede anticiparse el tiempo y costos del tratamiento.
También es importante observar que los valores mostrados en la tabla indican
que en la mayoria de los casos se requieren pocos pasos del algoritmo para
conseguir la dosificacién dptima en el sentido de nuestra definicién.

Problemas abiertos

Cémo replantear el algoritmo en forma tal que permita un posible cambio
de concentracién objetivo durante el curso de una aplicacién del algoritmo.

Desarrollar la metodologia propuesta utilizando un modelo lineal generali-
zado mixto.
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Resumen

En la primera etapa de implementacién de un sistema de control multi-
variado, usando la carta T2 de Hotelling con n observaciones histéricas indi-
viduales, la presencia de outliers distorsiona la estimacién de los parametros
del proceso y del limite de control, debido al efecto de enmascaramiento. Se
propone usar los estimadores robustos MVE (Elipsoide de Minimo Volumen)
y los S biponderados para construir el estadistico T en esta primera etapa
para el caso p = 2. Resultados de simulacién sefialan que estos dos proce-
dimientos resultan consistentes en la deteccién de outliers provenientes de
perturbaciones en el vector de medias y en la matriz de covarianzas, conside-
radas individual y conjuntamente, con diferentes niveles de contaminacién.
Adicionalmente, se presentan resultados parciales para p = 3 y 5 y varios ta-
maios de muestra, conforme al desarrollo de la investigacién que se adelanta.

Palabras claves: Control multivariado, T2 de Hotelling, estimadores robus-
tos, outliers multivariados, enmascaramiento.

Abstract

In Phase I, Stage 1 of a multivariate process control, the implementa-
tion of a Hotelling’s T2 chart with » individual observations, outliers cause
difficulties in the estimation of process parameters and control limits due
to masking effects. We propose procedures to construct robust estimators
based upon the MVE (Minimum Volume Ellipsoide) and the biweighted S
estimator, for case p = 2 (bivariate process). Simulation results show the
good perfomance of these estimators, avoiding masking effects, when we
are estimating the mean vector and variance covariance matrix, both indi-
vidually and jontly. We have considered different levels of contamination
affecting the mean vector and variance covariance matrix. Additionally, we
show partial results for p = 3 and 5 and several sample sizes, according to
the development of the investigation in course.

Keywords: Multivariate control, Hotelling’s T2 chart, robust estimator,
masking outliers.
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1. Introduccién

El control estadistico multivariado consiste en el monitoreo simultédneo de dos
o mds caracteristicas de calidad, sobre las cuales generalmente se asume una dis-
tribucién conjunta normal multivariada. Como herramienta de control suele usarse
la carta T2 de Hotelling.

Alt & Smith (1988) definieron dos fases para la implementacién de un sistema
de control multivariado, denominadas simplemente fase I y fase II de control. La
fase I comprende a su vez dos etapas (etapa 1y etapa 2). En la primera etapa los
parametros del proceso normal multivariado pg y g, son estimados a partir de
un conjunto de datos histdricos; considerando el caso cuando estos corresponden
a n observaciones individuales x;, el estadistico de monitoreo corresponde a

T2 = (Xi - )_()tS_l(Xi - )_() ~ M

k]

By/2,(n-p-1)/2 (1)

donde B/ (n—p—1)/2 corresponde a la variable aleatoria con distribucién beta
con los dos pardmetros indicados. X es el vector de la media muestral de las n
observaciones y S es la matriz de varianzas—covarianzas muestrales, estimadores
de los respectivos pardmetros del proceso multivariado.

Usando un nivel de error tipo I (o tasa de falsas alarmas) de «, en la etapa 1
se fija un limite de control que corresponde a:

n—1)2
UCL = (_——n—)Ba,p/2,(n—p—l)/2 (2)

Los valores observados en (1) para cada observacién del conjunto de datos histéri-
cos se comparan con (2}, y aquellos que sobrepasen el respectivo limite de control
corresponden a una senal de fuera de control del proceso en el periodo corres-
pondiente. Estas observaciones pueden catalogarse en una de dos situaciones: con
causa asignable o sin causa asignable o debidas a la aleatoriedad. Si hay causa
asignable del estado de fuera de control y ésta puede removerse del proceso, las
observaciones correspondientes se eliminan del conjunto de datos histéricos, y con
las restantes se recalculan las estimaciones de los parametros y el limite de control.
Lo anterior se repite hasta que no queden observaciones sefialando condicién de
fuera de control.

En la etapa 2 la carta de control se usa con observaciones nuevas con el fin de
detectar posibles desviaciones de los pardmetros estimados en la primera etapa.

Al trabajar en la etapa 1 con n observaciones individuales es bien sabido que
los estimadores muestrales usuales de los parametros del proceso son sensibles a
observaciones outliers, de modo que la carta 72 se desempeiia pobremente cuando
hay varios outliers dentro del conjunto de datos multivariados, es decir, carece de
robustez por el efecto denominado de enmascaramiento, definido como la inhabi-
lidad de un procedimiento de prueba para identificar incluso a un solo outlier en
presencia de varios valores sospechosos (Barnett & Lewis 1998).

En la figura siguiente puede observarse, en la parte izquierda, que un solo
outlier puede ser ficilmente detectado por la carta T?; en la parte derecha, por
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el contrario, cuatro observaciones outlier ubicadas arbitrariamente dentro del con-
junto de datos, no son detectadas. Basicamente los outliers desvian el vector de
medias muestral hacia ellos e inflan la matriz de varianzas—covarianzas, lo cual
finalmente produce el enmascaramiento.

I UCL=10.51

ucL=1051

dist Mahal({cuadrado)
dist Mahal(cuadrado)

2. Trabajos previos

Como solucién al problema de robustez de la carta T2 usual, Sullivan & Woodall
(1996) proponen el uso de estimadores robustos para los pardmetros del proceso
multivariado. Posteriormente Vargas (2003) probé con estimadores MVE (estima-
dor de elipsoide de minimo volumen), MCD (estimador de covarianza de minimo
determinante) y un estimador tipo recortado con respecto a la distancia de Maha-
lanobis, hallando resultados favorables para el uso de los estimadores MVE.

3. Propuesta

En este trabajo se propone robustificar la carta T2 en la etapa 1 de la fase I de
control usando estimadores robustos con “alto punto de ruptura”. Un estimador
cumple con esta tltima caracteristica si el pardmetro de localizacién multivariado
permanece acotado y los valores propios de la matriz de varianzas—covarianzas per-
manecen lejos de cero y de infinito cuando menos de la mitad de las observaciones
son remplazadas por valores arbitrarios (Rousseeuw & Zomeren 1990).

Una versién robusta de la carta T2 en la etapa 1 de la fase I de control consiste
en el uso del siguiente estadistico:

T}, = (x; — mg)'SE' (x; — mg) (3)

donde (mpg) y (Sg) son respectivamente los estimadores robustos del vector de
medias y de la matriz de varianzas—covarianzas, calculados con base en la muestra
de n observaciones de datos histdricos del proceso multivariado. Obviamente la
distribucién del estadistico en (3) ya no corresponde a la sefalada en (1), y de-
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pendera tanto de la dimension p, del tamano de muestra n y del tipo de estimador
robusto empleado.

3.1. Estimadores propuestos

Entre los distintos estimadores robustos que a nivel multivariado se han pro-
puesto, en este trabajo se proponen y comparan a través de simulacién, los esti-
madores S biponderados y los estimadores MV E para la construccién de la carta
T? para observaciones individuales durante la etapa 1 de la fase I de control.

Los estimadores S fueron introducidos en el campo de la regresion por Rous-
seeuw y Yohai (1984) —citados por Rousseeuw & Leroy (1987)— Su generalizacién
al campo de la estimacién multivariada usando la funcién de ponderacién biweight
los define como el vector t y la matriz C tales que minimizan el determinante |k?C]|
sujeto a:

n! Z (Ve =o' T — 1) = bo @)
donde

(5)

2 _ g4 02 6 (,‘4
p(d;c)={‘jz//§ d*/(2¢%) + d®/(6¢4) gify

Para el cédlculo aproximado de este estimador se aplicé el esquema iterativo del
algoritmo propuesto por Woodruff & Rocke (1994); en dicho método, el estimador
S es tomado como el minimo global de la funcién objetivo a minimizar, en el cual
se utilizan como soluciones iniciales t(®, C(© | a los estimadores MCD; los pasos
intermedios del esquema se describen en el apéndice; al final del proceso iterativo
(que finaliza al cabo de j pasos, de acuerdo a un criterio de convergencia) se obtiene
el par t(), CW: sobre estos tltimos se realiza una reponderacién, mediante el
calculo de las distancias

d? = (x; — tOY(CO)~L(x; — D)) (6)

las cuales se comparan con v = (14 15(n — p))*x3 95 med {d7}/x3 5 (Maronna &
Yohai 1995), donde x3 o5 v X3 5 son respectlvamente, los cuantiles 95 y 50 de la
distribucién Ji-cuadrado con p grados de libertad, y med{d?} es la mediana de las
distancias. A las distancias menores o iguales a u se les asigna un peso w; = 1, en
caso contrario, el valor es cero (0). Los estimadores finales se calculan como:

t:(gwi)*(i\;%xi) y cz(gwi_l) zwl )0 (7

Los estimadores MV E multivariados de localizacién y covarianza, corresponden
al par (t,C) tales que |C| es minimo, sujeto a (Rousseeuw & Zomeren 1990):

i (e = 1) C (i~ 6) < xEsf 2 by b= [PFEET] ®)
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Donde [a] denota la parte entera de su argumento a. La anterior definicién apli-
ca cuando se espera que la mayoria de los datos provengan de una distribu-
cién normal p—variada. Para muestras pequenas se aplica el factor de correccién

2
ci’p = (1 +15/(n— p)) .
Para el cédlculo aproximado de este estimador se usé el algoritmo cov.mue,
implementado en SPLU S, basado en un algoritmo genético.

3.2. Esquemas de simulaciones para comparar los métodos

Dado que la distribucién exacta del estadistico en (3) no se conoce bajo el
estado estable del proceso normal multivariado, es necesario recurrir a la simulacién
para el calculo del limite de control, y para comparar los métodos de construccién
de la carta T? robusta frente a la deteccién de outliers provenientes de distintos
esquemas de perturbacién de los pardmetros del proceso multivariado. El caso que
inicialmente se ha estudiado es para un proceso normal bivariado, usando tamarios
de muestra de n=30.

3.2.1. Estimacién de los limites de control o UCL’s

Sin pérdida de generalidad por la propiedad de invarianza del estadistico T2,
se simularon 5000 muestras de una normal bivariada N2(02, I2), con las cuales se
estimé el limite de control o UCL para la carta T2 (con base en los estimadores
usual, MV E y S), con un tasa total de falsa alarma de 0,05, basado en la distribu-
cién empfrica del percentil 95 de la distribucién de los maximos del estadistico T7,.
Los limites obtenidos corresponden a Yéiez, Vargas & Gonzélez (2003): para la
carta con estimadores muestrales usuales es 10,5123, para la carta con estimadores
MVE es 2493355 y para la carta con estimadores S biponderados es 20,24410.

3.2.2. Simulaciones

Mediante 1000 simulaciones de muestras de tamaiio 30 de una normal bivariada,
contaminadas con N = 1,2,3,4,5,6, y 7 outliers ubicados arbitrariamente, se
prueban y se comparan las tres cartas. Las comparaciones se realizan con base en
la proporcién promedio de outliers detectados, definida por:

1000

N
pod(N) = 155 3 [ S 105 = 1)] Q
i=1 =1

donde O; = 1 indica T,%j > UCL que para el j—ésimo outlier en la muestra de
tamano 30, e I es la variable indicadora asociada a este evento. Los escenarios de
contaminacién simulados corresponden a los que se indican en la figura 1.
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Contaminacién con desviacion de la media Contaminaclén simétrica

-+ One Oistnt Ongr

- 0bs Dislnb Comamin

L
X2

s

0 40 50 60 O 80 90 100

X1 x1

(a) Distribucién N3 (4, I3) (b) Distribucién N (0, AI2)
Parametro de no centralidad: Factor de inflacién matriz de
d? =5, 10, 15, 20, 25 covarianzas: A = 1,5, 2, 2,5,

3,5, 4,5, 8, 10, 12, 16

Comaminacion cruzada

(c)Distribucién: Nz (8, A2)
Pardmetro de no centralidad: d2 = 5, 10, 15, 20, 25
Factor de inflacién matriz de covarianzas: A = 1,5, 4,5, 8,5, 12,5

Figura 1. Esquemas de Contaminacién

4. Resultados

Para N = 1,4 y 7 outliers, se presentan los resultados con cada tipo de conta-
minacién:

4.1. Contaminacion con desviacion de la media

En la figura 2, 1a pod de los tres procedimientos con N = 1,2 y 7 outliers. Como
es de esperarse, para N = 1 outlier la carta con base en los estimadores usuales es
la mejor de los tres procedimientos. Para 2 < N < 7 la carta con estimadores S
es la mejor de los tres procedimientos. También se observa que a partir de N =4
la carta usual no detecta en absoluto; y es visible que a medida que N aumenta
el procedimiento con el MV E tiende a aproximarse al S, asi, para N = 7 es poca
la diferencia entre los dos procedimientos. Las curvas de dicha proporciéon poseen
concavidad hacia abajo a diferencia de las curvas en el caso anterior, lo que puede
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indicar una mayor sensibilidad a cambios en este factor.

Prw(}r: uﬂ .Pramcrdlo

1ers p=

08

4 F
Brwe = o - ovova] s

proporciones

02 04

1 1

Ve

L+

N '.

LR
\

o>
t="
a |
e Y T T T T
5 10 15 20 25
Paréametro de no centralidad
Pro orclon T i Proporcidn pr dio
i SEE R

@ | © _]

S e ez o uouatl O |bme e o v ucua]

@ | “ @ |
9w © h w O
g 7 . L
[=] ld (=
o < ] f“/ o = |
5 o 5 o -~
[+3 LN ] [=9 -
=] [=]
a o | ’ "/ & o | . H/

° ..:’/. © /

- » _"__.,... »
TIPY o + O lgart . e e @
@ N T T T T e N T T T T
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
Parémetro de no centralidad Parametro de no centralidad

Figura 2. Resultados con contaminacién con desviacién de la media, p = 2,n = 30

4.2. Contaminacion simétrica

La figura 3 presenta el efecto del nivel de contaminacién y del factor A sobre
el pod.

Para A <4y 1< N <7 los tres procedimientos presentan aproximadamente
el mismo pod; para valores de > 4,5, a medida que N aumenta, se incrementan
las diferencias de manera notoria pero disminuye el porcentaje de deteccién. Por
ejemplo, para N = 1 aunque la carta usual supera a la basada en estimadores Sy
MVE, las dos primeros son muy similareés; para N > 2 la carta con estimadores
S es el procedimiento con mayor proporcién de deteccién en tanto que la usual es
la de menor deteccién, aunque no resulta tan insensible a la presencia de outliers
provenientes de este tipo de contaminacién como en el caso de la contaminacién
con desviacién de la media, pues para N = 7 ain sigue detectando. Por su parte
la carta basada en los estimadores MV E se mantiene por debajo de la basa en los
estimadores S en todos los niveles de contaminacién considerados, y la diferencia
entre ambos procedimientos crece con .
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Figura 3. Resultados con contaminacién simétrica, p = 2, n = 30

4.3. Contaminacion cruzada

En las figuras 4 a 6 de las paginas siguientes se presentan los respectivos resul-
tados. De éstas es claro que para A fijo, las pod vs. d? se comportan tal como se
observé con la contaminacién con desviacién de la media, y de igual forma, con d?
fijo, las pod vs A. presentan un comportamiento similar al visto con la contamina-
cién simétrica. Pero ademads se observa que al aumentar el nimero de outliers, los
procedimientos son méas hédbiles para deteccidon de desviaciones en la direccién A de
que en la direccién de d?, lo cual se refleja en la mayor curvatura en las superficies
en la primera direccién. Cuando N = 1,d2 = 20,25, las curvas correspondientes
en la direccién de A son céncavas hacia arriba. Sin embargo, un mayor niimero de
outliers hace que se pierda esta caracteristica y con mayor rapidez para la carta
usual, al tiempo que disminuye las pod; observar por ejemplo que las curvas en la
direccién de d? con A = 1,5, con las cartas basadas en los estimadores MVE y S,
adoptan una ligera concavidad hacia arriba, en tanto que para la usual ésta corre
casi paralela al eje d? con proporciones casi nulas.
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MVE con N=1 outlier

Figura 4. Resultados con contaminacién cruzada p = 2,n = 30, N = 1 outlier

MVE con N=4 outliers

Figura 5. Resultados con contaminacién cruzada p = 2,n = 30, N = 4 outliers
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MVE con N=7 outliers

S con N=7 outliers

Figura 6. Resultados con contaminacién cruzada p = 2,n = 30, N = 7 outliers

5. Resultados adelantados con otras dimensiones
y tamanos de muestras

Hasta el momento se han obtenido resultados completos para p = 2,3 y 5,
con n = 30,40 y 50, en las contaminaciones con desviacién en la media y la
contaminacién simétrica. Los detalles tabulados pueden obtenerse contactando a
los autores y se presentaran el dfa de la conferencia.

6. Conclusiones hasta las condiciones evaluadas

Hasta el momento, la carta T? construida con base en estimadores S parece
la mejor opcidn, aunque seguida muy de cerca por la carta basada en estimadores
MV E. Por otra parte, los procedimientos son més sensibles a detectar outliers en
los cuales se ha inflado la matriz de varianzas—covarianzas, que aquellos casos en
los cuales s6lo ha ocurrido una desviacién en el vector de medias.
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Resumen

Se presenta una aplicacién de los mapas autoorganizados - SOM- (Self
Organizing Maps) de Kohonen en segmentacién psicografica de mercados con
los datos del estudio MONITOR 2004 (Oswaldo Acevedo Gémez y Cia 2004),
realizado por la compaiiia YANHAAS S.A. Se comparan las clasificaciones
obtenidas por el anglisis cluster tradicional, los mapas autoorganizados de
Kohonen, y el algoritmo LVQ (Learning Vector Quantization). Las variables
ordinales se transforman en cuantitativas mediante escalamiento éptimo. Se
ilustran los procedimientos en R y SAS.
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This paper presents an application of Self Organizing Maps - SOM - of
Kohenen in psycographic market segmentation. The MONITOR 2004 study
data of YANHASS S.A. company are used. A comparison is realized between
the classifications obtained by classical cluster analysis, SOM and the LVQ
algorithm (Learning Vector Quantization). The original variables in ordinal
scale are transformed into quantitative variables by means of the optimal
scaling method. The procedures are shown in R and SAS.

Keywords: LVQ algorithm, Self Organizing Maps, SOM, Market segmen-
tation, MONITOR 2004, Cluster analysis, Optimal scaling.

*Universidad Nacional de Colombia, Departamento de Estadistica.
E-mail: ammontenegrod@unal.edu.co

**Universidad Nacional de Colombia, Departamento de Estadistica.
E-mail: tneira@acimcolombia.com

***Universidad Nacional de Colombia,Departamento de Estadistica.
E-amail: advelasquezg@unal.edu.co

89



90 Del analisis cluster a los mapas autoorganizados de Kohonen
1. Introduccion

La segmentacion de mercados puede considerarse como un conjunto de he-
rramientas ttiles en la toma de decisiones, la cual tiene por objetivo ampliar la
precision de las estrategias de mercadotecnia y su meta es desarrollar programas
de mercadeo que sean efectivos en segmentos especificos. De esta forma, la seg-
mentacién psicografica de mercados es un tipo de segmentacion, la cual se realiza
involucrando variables relacionadas con el estilo de vida, la personalidad y los va-
lores de los individuos. En Colombia la tnica compaiiia que se dedica a realizar
estudios psicograficos es YANHAAS S.A.

Hoy en dia, para las empresas es muy importante hacer procesos de segmen-
tacién de mercados, pues éstos son determinantes en la medida en que permiten
conocer al cliente, lo cual resulta ttil para las empresas, puesto que ademés de
brindarles el conocimiento acerca del cliente, ofrece informacién referente a las
necesidades que éste tiene, con lo cual se puede llegar a satisfacerlas y cautivar a
los clientes emprendiendo, por ejemplo, campanas de lealtad.

En la segmentacién de mercados tradicionalmente se ha utilizado el analisis
cluster, que presenta restricciones con el tipo de relaciones que se detectan. Es-
ta técnica considera unicamente las relaciones de tipo lineal. Adicionalmente se
utilizan representaciones graficas basadas en técnicas factoriales, las cuales no
preservan en general la topologia original de los datos. Los mapas autoorgani-
zados representan una alternativa en dos sentidos: por un lado, combinados con
los algoritmos LVQ permiten obtener clasificaciones que captan adicionalmente
las relaciones no lineales presentes en los datos. Ademads, son capaces de hacer re-
presentaciones bidimensionales de los datos que preservan al méximo la topologia
original. Esta representaciones graficas son llamadas mapas y se obtienen en forma
similar a como se auto organiza el cerebro para representar un determinado tipo
de conocimiento.

El SOM o mapa autoorganizado es una red neuronal artificial - RNA- de tipo
no supervisado, creada por el profesor finlandés Teuvo Kohonen en el afio 1982.
El SOM no necesita conocer a priori las salidas objetivo o conjunto de patrones
para realizar una representacién bidimensional de la topologia de los datos, estas
redes no presentan capas ocultas y consideran las relaciones lineales y no lineales
que se puedan presentar entre los individuos. Su principal aplicacién se basa en la
representacién de patrones (clustering).

LVQ es un algoritmo de clasificacién de patrones de tipo supervisado relacio-
nado con el método de los k vecinos mas cercanos. El algoritmo requiere de un
conjunto de patrones preclasificados que sirven de entrenamiento para el algorit-
mo. La esencia de este algoritmo es la clasificacién de los individuos teniendo en
cuenta el conjunto de vectores prototipo, es decir el conjunto de vectores que ca-
racterizan a una clase. Este algoritmo cuenta con cuatro versiones: LVQ1, LVQ2
y LVQ3 y LVQ éptimo. Ese dltimo se considera una mejora del algoritmo LVQI1.
Cada uno de los algoritmos se diferencian en el numero de vecinos que utiliza la
regla de clasificacién.

Para llevar a cabo la comparacién entre la clasificacién obtenida por el anslisis
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cluster y la obtenida usando SOM se realizaron los siguientes pasos:

= Seleccién de las variables teniendo en cuenta los criterios empleados tra-
dicionalmente. Las variables consideradas para realizar la comparacién son
variables psicogrificas, medidas en escalas de acuerdo, es decir, son varia-
bles categéricas, para este caso con cuatro categorias: Completamente de
Acuerdo, De Acuerdo, En Desacuerdo y Completamente en Desacuerdo,

» Escalamiento de las variables categéricas
» Desarrollo en paralelo de los andlisis cluster y de SOM.

= Comparacién entre las clasificaciones obtenidas por cada uno de los métodos.

# i,

{  Sedeccimdelas variables *?%

L

‘ Analizic Clhusier ,‘ RNA de Kohonen ,

Figura 1: Metodologia para la comparacién

Los softwares utilizados para desarrollar los calculos en este trabajo fueron: el
software estadistico de uso libre llamado R, versién 2.0.1. (De ahora en adelante
solo R), y el software SAS en el cual se ejecuté un procedimiento (Escalamiento
Optimo).

2. Metodologia de segmentacion tradicional:
analisis cluster

Para este andlisis se desarrollaron los siguientes pasos que corresponden a la
metodologfa tradicionalmente utilizada:

1 Se calcularon las correlaciones de Spearman de las 147 variables originales, y se
encontraron sus valores absolutos minimo y maximo. Estos valores estan entre
0y 0,5.De acuerdo con esto se tomé la decisién de trabajar con las variables con
correlaciones absolutas superiores a 0,25.
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2 Se obtuvo el nimero de correlaciones absolutas de cada una de las variables con
el resto superiores al umbral 0,25 definido previamente. Tal nimero varié entre
1y 16. Se decidié continuar con aquellas variables con tres o més correlaciones
absolutas con las demds mayores al umbral establecido. Como consecuencia se
mantuvieron en total 43 variables.

3 Se procedié a efectuar la cuantificacién de las variables para hacer un anélisis
de componentes principales. Para la cuantificacién de las variables, que son de
tipo ordinal, se empled la técnica de escalamiento 6ptimo que se resena més
adelante.

4 Una vez realizada la cuantificacién de las variables, se llevé a cabo un andlisis
de componentes principales (ACP), el cual servird como base para desarrollar
luego el analisis de factores.

5 Con base en el andlisis anterior se realizé una clasificacién automética, obte-
niéndose cuatro grupos sugeridos por el experto de mercados como se describe
mas adelante.

3. Técnica de escalamiento dptimo

Para cuantificar las variables se utilizé el escalonamiento dptimo OS por su
sigla en inglés de Optimal Scaling. Este procedimiento se encuentra implementado
en los software SAS y SPSS vy fue introducido en el ano 1960 por Bock, quien
lo definié como “técnica del andlisis de datos que asigna valores numéricos a las
observaciones categdricas, que mazimiza la relacién entre las observaciones y el
modelo de andlisis de datos, respetando el cardcter de medicion de los datos”.
Esta técnica permite hacer una cuantificacién de datos cualitativos. El principio
del OS consiste en involucrar las observaciones obtenidas como categéricas, pos-
teriormente representa cada una como un parametro, permitiendo de esta forma
definir conjuntos y realiza una optimizacién, la cual consiste en obtener estimado-
res de minimos cuadrados de los pardmetros de un subconjunto, mientras que los
demas se asumen como constantes, por lo que pueden llamarse minimos cuadrados
condicionales, debido a que se encuentran condicionados a los pardmetros de los
demads conjuntos. De esta forma se estiman los parametros del primer conjunto
y se procede de forma andloga para los demads, hasta que converja el algoritmo.
En resumen, el valor asignado al pardmetro de cada observacion categérica es la
guantificacion”de la categoria, una vez determinado el mejor valor del pardmetro,
se tiene el dato ”Optimamente escalado”. Recalcando el objetivo del OS, se deben
considerar las restricciones de medicién de las variables (Young 1981).

A continuacién se muestra el cédigo en SAS para el escalamiento éptimo:

PROC PRINQUAL DATA=DATOS OUT=PRINQUAL REPLACE; *%;
ID IND; *%;
TRANSFORM MONOTONE(X1 X2 X3); *;

RUN; *%;
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en donde,

s DATOS es la matriz de datos
s ID es la variable donde e encuentran los identificadores de los individuos
a X1, X2 y X3 son las variables sobre las cuales se aplicara el procedimiento.

s TRANSFORM hace referencia a la transformacién que se utilizard para eje-
cutar el procedimiento. Esta transformacién depende del tipo de variables
involucradas en el problema.

4. Analisis de componentes principales

El ACP se llev6 a cabo en R, utilizando el paquete ade4, que debe ser agregado
a la instalacién original del sistema. La funcién utilizada es dudi.pca con la sintaxis
siguiente:
ACP <- dudi.pca(DAT0S, scale = TRUE).
en donde,
DATOS es la matriz o archivo de datos con el cual se ejecuta el procedimiento.
SCALE: permite indicar si trabajard con un analisis normado sobre las variables.

La siguiente figura ilustra los valores propios obtenidos en el analisis. El primer
valor propio es muy destacado, los demds descienden suavemente. Este valor propio
representa aproximadamente el 7% de la varianza total de los datos. Entre el
primero y segundo eje se captura aproximadamente el 14 % de la varianza total.
Después del segundo vector propio, la varianza acumulada aumenta lentamente.
Se ha decidié trabajar con 7 factores, debido a que en el irea de investigacién de
mercados se considera que un nimero adecuado de factores es el que acumule por
lo menos 30% de la varianza.

Con base en la informacién anterior se llevé a cabo el andlisis de factores (AF)
en R. Para ello es necesario instalar el paquete stats y la funcién factenal. La
sintaxis utilizada es la siguiente:

ADF <- factanal (DATOS, factors=A).
en donde,

DATOS es la matriz o archivo de datos con el cual se ejecuta el procedimiento,
FACTORS es el parametro que indica el niimero de factores que seran considerados
en el andlisis.

El cuadro 1 muestra el resultado del procedimiento:

5. Analisis cluster

En este punto se procedid a definir las variables asociadas a cada uno de los
factores. Un andlisis cluster jerdrquico inicial, permitié establecer el nimero de
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Figura 2: Valores propios, obtenidos en el ACP sobre las variables seleccionadas

Cuadro 1: Resumen de factores obtenidos por el anilisis de factores

Factor Factor 1 Factor 2 Factor3 Factor4 Factor5 Factor6 Factor 7

Varianza 7.10% 14.10% 19.00% 22.20% 25.30% 28.00 % 30.40%
acumulada

clases. El dendrograma de la figura 3 revela la presencia de tres o cuatro clases.
Por razones de la comparacién se decidié hacer la clasificacién automatica con
cuatro clases.

Para llevar a cabo el anélisis cluster jerdrquico en R se debe instalar el paquete
cluster y puede ser utilizada la funcién hclust con la siguiente sintaxis:

ACJ <- hclust(dist(DATO0S))

Este procedimiento requiere la matriz de distancias de los individuos. La fun-
cién dist de la linea de cédigo anterior calcula las distancias de la matriz original,
en este caso llamada DATOS.

Para obtener la clasificacién se utilizé el procedimiento Clara, abreviatura de
Clustering Large Applications, un método de clasificacién disefiado por Kaufman &
Rousseeuw (1990) que resulta mds robusto que el método k—means, que se basa en
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Figura 3: Dendrograma obtenido del anilisis cluster para todos los individuos

particionar a los individuos alrededor de los medioides que son aquellos individuos
cuya medida de disimilaridad promedio con los demds individuos del cluster es
minimal. Clara es adecuado para grandes cantidades de individuos. Un versién para
una poblacién relativamente pequefia es conocida como pam (partition around
medioids).

El cédigo R para obtener la clasificacién es

ACNJ <- clara(DAT0S,K=4).

en donde

DATOS: es la matriz o archivo de datos con el cual se ejecuta el procedimiento,

K: es el ndmero de clases requerido.

Una vez aplicado el método Clara, se obtuvo la clasificacién de los individuos
con los siguientes tamanos de grupos: 448, 229,354 y 261, respectivamente.

6. Mapas autoorganizados

Una RNA es una estructura disefiada para resolver algunos tipos de proble-
mas, emulando la forma en que lo harfa el cerebro humano. Las RNA se usan
frecuentemente para modelar datos multidimensionales no lineales. Habitualmen-
te, la mayor parte de las RNA son usadas para resolver problemas de pronéstico
de algin sistema o para resolver problemas de clasificacién automatica.

Las RNA de varias capas y de avance directo pueden considerarse mode-
los de regresién multivariables, usados para relacionar p variables predictoras
Xi,X2,...,Xp, con g variables respuesta, Y1,Y2,...Y;. El modelo puede tener
varias capas, cada una formada por las variables originales o algunas variables de-
rivadas. En la estructura méas comiin intervienen tres capas: las entradas, que son
los predictores originales, la capa oculta, formada por un conjunto de variables de-
rivadas, y la capa de salida, formada por las respuestas. Cada variable en una capa
se llama Nodo. La figura 4 ilustra los principales elementos de una RNA, los cuales
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Figura 4: Esquema bésico de funcionamiento de una neurona artificial

se resumen en: la neurona artificial, considerada un procesador elemental, en el
sentido en que procesa el vector de entrada y produce una respuesta o salida tinica.
Estado de activacion hace referencia a qué tanta actividad estd produciendo una
neurona, en algin caso sélo se producen dos estados, activa (excitada) o inactiva
(inhibida o no excitada), segin sea el valor de un determinado umbral. Funcién
de activacidn, que calcula el estado de activacién de una neurona, transformando
la entrada en un valor de activacién, cuyo rango normalmente varia en el intervalo
(0, 1) o en el intervalo (-1,1). La Funcién de salida o transferencia proporciona la
salida actual de la neurona en funcién de su estado de activacién. Las Conexiones
entre neuronas o pesos sindpticos representan la intensidad de interaccién entre
las neuronas. La Funcion de regla o activacion proporciona el estado de activacion
actual de cada neurona en funcién de su estado anterior y de su potencial®.

Teuvo Kohonen? presenté en 1982 un modelo de RNA con capacidad para for-
mar de manera auténoma mapas de caracteristicas similares a como ocurre en el
cerebro. El modelo neuronal propuesto por Kohonen, llamado Redes Neuronales
Autoorganizadas (RNAQ), se basa en la topologia del cerebro humano y se ca-
racteriza porque requiere de un sistema de aprendizaje no supervisado. Esto hace
que el nimero de neuronas que no aprenden desaparezca y ayuda a que se desta-
quen propiedades topoldgicas que aparezcan en el “mapeado” de caracteristicas.
Los mapas autoorganizados bien formados son proyecciones bi o tridimensionales
no lineales de los datos originales que adoptan una topologia en donde individuos
con rasgos similares son vecinos entre si, y entre mas disimiles son dos individuos,

LEl lector interesado en més detalles puede remitirse, por ejemplo, a Montenegro (2004).

2Teuvo Kohonen, de origen finlandés. Profesor de la facultad de Ciencias de la Informacién
(Universidad de Helsinki), continué la linea de desarrollo de las redes competitivas iniciada por
Von Der Malsburg. Kohonen ha trabajado con conceptos de memoria asociativa y con modelos
de actividad neurobioldgica.
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més distantes aparecen en el mapa. Desde el punto de vista estadistico, los ma-
pas autoorganizados pueden ser considerados como una versién no lineal de los
mapas obtenidos mediante las técnicas de escalamiento multidimensional, luego
no son herramientas de clasificacién automatica. Son ante todo herramientas de
tipo grafico. Para el procedimiento de clasificacién Kohonen y su equipo desarro-
Haron las técnicas de LVQ (learning vector quantization), que son algoritmos de
clasificacién de aprendizaje supervisado.

AW =0 (X-W)

W=w+oL(x-w)

Figura 5: Regla de aprendizaje de la red

La figura 5 muestra como funciona al regla de aprendizaje en los mapas autoor-
ganizados y en LVQ. El propésito es encontrar vectores prototipo que representen
a un grupo de individuos proyectados en el mismo punto en el mapa. Si w repre-
senta a un prototipo y & es un nuevo vector que se presenta a la red, entonces
w’ representa al prototipo que tiene en cuenta el nuevo vector. El pardmetro a es
conocido como rata de aprendizaje.

Para la construccién del mapa autoorganizado se partié de las variables cuan-
tificadas utilizando el procedimiento de escalamiento ptimo (SAS/PRINQUAL),
es decir, se utilizé el mismo conjunto de datos que para el andlisis tradicional.

Los pasos para obtener una clasificacién mediante SOM y LVQ fueron los
siguientes:

1. Cuantificar las variables seleccionadas.

2. Construir el mapa autoorganizado bidimensional usando el procedimiento
SOM a la matriz de datos, para obtener la proyeccién no lineal de los in-
dividuos en una matriz de puntos discreta de tamafio cinco por cinco, con
lo cual los individuos se proyectaran en veinticinco puntos sobre un espa-
cio bidimensional, en una rejilla con vértices en los puntos (0,0), (0, 4), (4,0)
y (4,4). Este procedimiento produce un mapa macro con solo 25 posibles
puntos de proyeccién. Los individuos puntos proyectados en cada una de las
esquinas del mapa son los mas diferentes entre si, por lo que pueden ser uti-

lizados en el siguiente paso como prototipos para entrenar el algoritmo de
clasificacién LVQ.

3. Ejecutar el procedimiento de clasificacién LVQ, usando como prototipos para
el aprendizaje a los elementos proyectados en cada una de las esquinas del
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mapa obtenido en el mapa anterior. Esto implica que se obtendrdn cuatro
clases y cada individuo es forzado a pertenecer a una clase.

El procedimiento SOM implementa el siguiente algoritmo:

1 Un nimero de iteraciones es establecido

2 Se inicializan de los pesos de las conexiones o sinapsis, que representan vectores
prototipos. Cada vector prototipo es asociado a un punto de proyeccién en el
mapa. Por facilidad cada prototipo es normado en cada paso.

3 Se presenta un nuevo patrén (un nuevo individuo) a la red.

4 Se calcula la similaridad entre el vector de pesos , es decir el vector de sinapsis,
de cada neurona y el nuevo patrén. Por lo general se usa la distancia euclidiana.
Como el vector de sinapsis es normado, el producto escalar con el nuevo patrén
es justamente la proyeccién del patrén sobre el vector de sinapsis.

5 Se determina la neurona ganadora, que es aquella para la cual se obtiene la
maxima proyeccién. En caso de empate se decide aleatoriamente.

6 Se actualiza el vector de sinapsis de la neurona vencedora tal como se indica en
la figura 5.

7 Una vez alcanzado el numero maximo de iteraciones establecido, entonces el
proceso de aprendizaje finaliza y se obtiene el mapa autoorganizado. En caso
contrario se vuelve al paso 2.

El sistema estadistico R dispone del paquete SOM que implementa los algorit-
mos SOM para mapas autoorganizados y LVQ para clasificacién automatica. El
paquete debe ser anadido a la instalacion por defecto del sistema. Para la cons-
truccién del mapa se requieren las funciones som.init y som. La primera permite
establecer parametros iniciales para la construccién y la segunda hace la construc-
ci6én del mapa. Un cédigo recomendado es el siguiente:

som.init (DATOS, xdim, ydim, init=‘‘linear’’)
som(DATOS,xdim,ydim, init=‘ ‘linear’’,phaType=‘‘inverse’’,
neigh=¢‘gaussian’’,topol=‘‘rect’’,r.radius=1)}

DATOS: Es la matriz que contiene los datos de estudio
s xdim y ydim: son las dimensiones previstas para el mapa.

= init: Especifica el método de inicializacion para el SOM, este parametro
tiene tres opciones: “simple”: selecciona una muestra aleatoria del conjunto
P
de datos, “ramdom”: hace selecciones de una distribucién normal estdndar
)
y finalmente “linear” la cual utiliza una cuadricula sobre las dos primeras
componentes principales.

» Phatype: especifica el tipo de funcion de la tasas de aprendizaje.
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= Neigh: define un tipo de funcién de vecindad.
= Topol: especifica un tipo de topologia empleada.

= err.radius: determina un radio para calcular el promedio de distorsién del
mapa.

Para los detalles constiltese la bibliografia anexa y la documentacion del sistema

R.
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Figura 6: Mapa autoorganizado de 5x5 para todos los individuos

Un mapa autoorganizado tiene varias ventajas. Por un lado, constituye una
proyeccién de los individuos sobre un espacio bidimensional que conserva lo mejor
posible la topologia del espacio original de donde provienen los datos; por otro, La
construccién tiene en cuenta las relaciones de tipo lineal y no lineal que se puedan
presentar. Los mapas autoorganizados, habitualmente son usados para hacer pre-
clasificacién de patrones, andlisis exploratorio y como método de visualizacién. El
aprendizaje no supervisado, se encarga de reconocer generalidades, extraer rasgos
y agrupar patrones segun similitudes que presentan los datos.

La figura 6 muestra el mapa autoorganizado obtenido utilizando los datos del
estudio monitor. Para interpretar la figura se deben tener en cuenta algunas con-
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venciones, el nimero que hay en cada uno de los nodos o puntos del mapa repre-
senta la cantidad de individuos que estén proyectados sobre este. Los individuos
que se encuentran proyectados en puntos opuestos o lejanos no se parecen entre
si, es decir, son bastante disimiles, de forma andloga se interpreta para individuos
que quedan proyectados en nodos cercanos, estos se parecen o son similares.

La figura 6 evidencia que existen dos grupos muy “fuertes” o definidos de una
forma clara, (los proyectados sobre los puntos (0,0) y (4, 4); estos puntos son los
que tienen las frecuencias mas altas, respecto a la cantidad de individuos proyec-
tados, quienes resultan contrastantes o muy disimiles debido a que se encuentran
en posiciones opuestas sobre el mapa y bastante alejados.

En la figura 7, se puede ver la forma de agrupamiento o distribucién de los
individuos en su espacio original, para hacer una buena lectura del mapa es ne-
cesario identificar los puntos con frecuencias mas altas, pues esto indica que estos
nodos posiblemente estan determinando clases, por esta razén se hara la siguiente
lectura, teniendo en cuenta un recorrido por el mapa, con el fin de definir el numero
de clases y la posible forma del modelo de refinamiento.

El mapa revela una acumulacién de individuos sobre las fronteras del mapa.
Obsérvese que en la parte central el nimero de un individuos es muy pequefio y
corresponde a los individuos que no pueden ser clasificados bien. En el caso del
estudio de mercados estos pueden corresponder a individuos indecisos, que no son
faciles de clasificar, y por tanto de interés para el experto. Por otro lado las cuatro
esquinas corresponden a los cuatro grupos de individuos mds contrastantes. A lo
largo de las aristas se ubican individuos de transicién de un extremo al otro. Por
ejemplo a lo largo de la arista y = 0, se proyectan los individuos que tienen mas
en comun con los individuos proyectados en (0,0) y (4,0) que con los individuos
proyectados en las otras dos esquinas. Individuos proyectados en la coordenada
(1,0) se parecen mas a los individuos proyectados en (0,0) que los proyectados en
(4,0). Luego el eje Y = 0 puede ser interpretado como un eje de transicién de los
individuos proyectados en (0,0) a los proyectados en (4,0). El lector puede hacer
las demds interpretaciones.

7. Clasificacion automatica por cuantizacion
vectorial (VQ). Algoritmos LVQ

Cuantizacién vectorial es un método cldsico de aproximacién de sefiales, que
usualmente construye una aproximacién cuantizada para la distribucién de los
vectores de entrada, usando un numero finito de vectores llamados codebook o
vectores codigo. Luego que los vectores cédigo han sido definidos la aproximacion
de un vector patrén z es el vector c6digo mas cercano al patrén. Es usual utilizar
la métrica euclidiana.

Learning Vector Quantization (LVQ) o aprendizaje por cuantizacién vectorial
refiere a un conjunto de algoritmos estrechamente relacionados con SOM y VQ. Los
algoritmos de tipo LVQ tales como LVQ1, LVQ2, LVQ3 y OLVQ1 son algoritmos de
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aprendizaje supervisado a diferencia de los algoritimos de aprendizaje de los mapas
autoorganizados. El propdsito de los algoritmos LVQ es construir clasificaciones
estadisticas, mediante la definicién de regiones clase en el espacio de entrada.
Para lograrlo, se requiere dispone de un conjunto de vectores c6digo — codebook -
similares etiquetados por cada regién.

El algoritmo LVQ1 supone la existencia de varios vectores cédigo asignados
a cada clase. Para determinar a que clase pertenece un patrén x se encuentra
el vector c6digo m; mas cercano a x, y se asigna al patrén la clase a la cual
estd asociado m;. Sea
¢ = arg miin{Hac —mi||}

define el indice del vector m; més cercano a x.

La regla de aprendizaje es implementada como sigue: sea x(t) una muestra
de entrada y sea m;(t) valores secuenciales de m; en los tiempos t= 0, 1, 2,...,.
Entonces

me (£ + 1) = me (t) + a(t)[z(t) — me (2)]

si x v m. pertenecen a la misma clase,
me (t+ 1) = me (t) — a(t)[z(t) — me (¢)]

si x y m, pertenecen a la diferentes clases,
m;(t + 1) = m;(t) para i diferente de c.
0 < a(t) < 1 es la rata de aprendizaje.

Los demaés algoritmos de tipo LVQ son similares. Para los detalles puede con-
sultarse por ejemplo Kohonen (2001).

Para el problema del estudio monitor se decidié trabajar con cuatro clases,
cada una asociada a los puntos extremos del mapa autoorganizado obtenido en
la secci6én anterior, es decir, los nodos o puntos (0,0}, (0,4), (4,0), (4,4), debido a
que los individuos que se encuentran proyectados en estos puntos son los menos
parecidos entre si. Se usan cuatro clase también con propésitos de comparacién.

Antes de determinar el conjunto de entrenamiento, se tiene dos conjuntos,
el primero conformado por los individuos que se encuentran proyectados sobre
los puntos (0,0), (0,4), (4,0), (4,4), dicho conjunto estd conformado por 622 indi-
viduos y se denominara conjunto de entrenamiento, y un segundo conjunto que
est4 conformado por 670, los cuales se encuentran proyectados en puntos diferentes
a los cuatro extremos del mapa. Ahora se procederd definir un tercer el conjunto,
el cual serd un subconjunto del primer conjunto, al que se denominara muestra de
entrenamiento, este conjunto a lo més podra tener el mismo numero de individuos
que tiene el conjunto uno (peor de los casos).

Ahora bien, para definir la mejor muestra de entrenamiento y el modelo que
se empleara, se procedié de la siguiente forma:

Se obtuvieron varias muestras estratificadas del 20%, 30%, 40% y 50 % del
conjunto de entrenamiento. Para cada clase se usaron 4, 5, 6 y 7 vectores cddigo
respectivamente. El resto de vectores del conjunto de entrenamiento se usa como
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vectores test para probar la calidad de los vectores cédigo obtenidos en la fase
de entrenamiento. Se probé ademds con los distintos algoritmos LVQ disponibles.
Un procedimiento de validacién cruzada permiti6 establecer el mejor conjunto de
vectores de entrenamiento.

El sistema estadistico R dispone en el paquete SOM de las funciones lgvinit,
olvql, lvql, lvq2, lvg3 y lvqtest. lvqinit permite definir pardmetros iniciales y
lvgtest calcula la calidad de la clasificacién obtenida. Para los detalles consiltese
la documentacién del sistema R.

Un extracto de la sintaxis utilizada en R es la siguiente:

LVQ = function(Y,X,K) { cl <- factor(Y[,dim(Y)[2]1)
cd <~ lvginit(X, cl, K)
LVQI <- lvqtest(cd, X)
cd0 <- olvql(X, cl, cd)
LVQ0 <- lvgtest(cd0, X)
cdl <- lvql(X, cl, cd0)
LVQl <~ lvqtest(cdl, X)
cd2 <~ 1lvq2(X, cl, cd0)
LVQ2 <- lvqtest(cd2, X)
cd3 <- 1vg3(X, cl, cd0)
LVQ3 <- lvgtest(cd3, X)

En la sintaxis descrita anteriormente, se exponen las clasificaciones para los
diferentes LVQ, en ¢l se encuentran las etiquetas del conjunto de entrenamiento
que seran utilizados como conjunto de entrenamiento y K es el niimero de vectores
referencia que se utilizaran por clase.

La mejor muestra seleccionada fue la correspondiente al 20 % del conjunto uno
con seis vectores cddigo por clase, la cual permitié clasificar bien al 100 % de los
individuos del conjunto de entrenamiento para los cuatro modelos (LVQO, LVQ1,
LVQ2, LVQ3)

En este instante es importante mencionar que si el algoritmo es sobre entrenado,
este tiene la posibilidad de perder la capacidad de generalizar y entonces lo que hace
es particularizar demasiado cada uno de los nuevos casos que se le presente, por
tal razén no es adecuado considerar muestras muy grandes para el entrenamiento.

Se tienen cuatro posibles modelos, en los cuales la clasificacién del conjunto de
entrenamiento es del 100 % por la tanto y sin perdida de generalidad, se opta por
definir un modelo, el cual es:

LVQO (LVQ Optimo), con seis vectores referencia por cada clase, y un conjunto
de entrenamiento con el 20 % del conjunto uno, es decir, con 105 individuos,

Una vez definidos los vectores c¢4digo, se procedié a clasificar, como se acaba de
describir se clasificé a los individuos que no formaron parte del conjunto de entre-
namiento, es decir, los patrones que no se proyectaron originalmente en ninguna
de las esquinas del mapa autoorganizado original.
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La figura 7 presenta el mapa autoorganizado obtenido usando una grilla de
tamatio 20 x 20. Las etiquetas corresponden a cada una de las cuatro clases obte-
nidas.

Y 3 3 4 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 1 2 4 4 4 4 4 4 4 3 4
3 1 1 4 4 4 4 4
3 4 4 4 4 4 4 4 4
15— | 3 4 1 4 4 3 4 4
3 3 1 1 4 4
3 1 1 1 1 4 4 4
3 3 2 1 4 4
11 1 1 1 1 1 4 4
0—1|1 3 3 1 3 1 1 4
11 1 3 3 1 1 4 4
1 1 1 1 1 2 3 1 4
1 1 1 1 1 1 2 2 2 4
1 1 1 1 1 3 1 1 2 2 4
5— 11 1 1 1 1 1 1 4
11 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1 2 4
11 1 1 1 1 1 1 1 4 4
11 1 1 1 1 1 1 1 2

1+ 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 4 2 4 2 3 4 4
0— 11 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 4 2 2 3 4 4

! I | |

0 5 10 15

X

Figura 7: Mapa autoorganizado, en una grilla de 20 x 20, con la numeracién segin las clases
obtenidas por el algoritmo LVQ.

En la figura 7 se observa la existencia de dos clases fuertes y contrastantes (los
puntos etiquetados como 1 y los puntos etiquetados como 4), y otras dos que no
tienen una definicién clara, (los puntos etiquetados como 2 y 3 respectivamente),
por lo que se les puede considerar como clases intermedias con respecto a las
otras dos, ademds se ve que el tamafio de estas dos tltimas clases es pequefio en
comparacion con las otras dos.

Con propdsitos de comparacién se proyectaron en el mismo mapa las etiquetas
segin la clasificacién obtenida en la primera parte por los procedimientos tradi-
cionales, ver la figura 8.

La figura 8 revela, que en la clasificacién obtenida utilizando el analisis cluster,
hay también dos clases totalmente opuestas y las otras dos clases pueden conside-
rarse como clases que no se encuentran muy definidas, esto porque estdn en medio
de las otras dos.



104 Del analisis cluster a los mapas autoorganizados de Kohonen

3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4
Y 3 3 3 4 2 3 2 4 2 4 4 4
3 2 2 2 2 2 4 4
3 2 2 4 3 3 4 4
15— | 3 3 2 4 3 4 4
3 2 3 4 4
1 3 3 2 2 3 3 3 4
3 1 2 3 3 4
1 2 3 3 3 3 3 4
10— |3 3 2 2 2 3 3
1 2 2 3 3 3 4
3 3 2 3 3 2 2 4
3 2 3 2 2 3 3 4
3 1 3 3 2 3 3 3 3 4
5— 11 1 3 3 2 2 4
3 3 1.1 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4
11 3 3 2 3 1 2 3 3 4
11 1 4 1 1 1 4 2 3

11 1 1 1 1 3 3 3 3 2 3 3 4 3 4 4
0— |3 1 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4

| | | |

0 5 10 15

X

Figura 8: Mapa bidimensional de la clasificacién obtenida por el analisis cluster, utilizando el

procedimiento CLARA de R, para todos los individuos, en una grilla de 20 x 20.

Cuadro 2: Comparacién de la clasificacién entre el analisis cluster y LVQO.

Con anilisis cluster

Clasificacién LVQO

1 2 3 4 | Total general

1 427 0 21 0 448

2 106 15 26 82 229

3 188 35 25 106 354

4 2 3 23 233 261

Total general 723 53 95 421 1292

8. Comparacién de las dos clasificaciones

Del cuadro 2 se deduce que las clases 1 y 4 estdn bien identificadas por los dos
métodos. Nétese que el algoritmo LVQ incluye en cada una de estas clases més
individuos provenientes de las otras clases del andlisis cluster, contrariamente a lo
que ocurre con la clasificacién por el método tradicional. Esto puede aducirse a
relaciones latentes de tipo no lineal captadas por los métodos neuronales. Por otro
lado las clases 2 y 3 en cada caso parecen mas difusas, por lo que puede afirmarse
que se evidencian dos clases muy fuertes y bien diferenciadas.
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9. Conclusiones

Observando las figuras 7 y 8, obtenidas por los dos métodos se evidencia que
existen dos clases perfectamente definidas y dos clases no tan definidas, las cuales
pueden considerarse como clases “volatiles” o de transicién entre las dos clases
claramente definidas.

La figura 7 ilustra de forma muy precisa la utilidad de los mapas autoorganiza-
dos. El mapa tiene tres regiones bien determinadas. Las dos regiones contrastantes
etiquetadas con 1 y con 4 y una regién central que tiende a estar vacia. Esta regién
evidencia que las dos clases estdn bien diferenciadas. Un andlisis de la informacién
permite establecer una tipologia bien definida en cada clase. Una clase representa
a personas maduras con opiniones muy bien definidas en la escala en muy en acuer-
do y muy en desacuerdo. La otra clase es bdsicamente jévenes con calificaciones
intermedias en la escala. El mapa autoorganizado obtenido permite establecer que
los individuos proyectados hacia las esquinas son los que mas acentuadas tienen
las caracteristicas de cada clase. En la medida que un individuo esta mas hacia
el centro, menos definido estd en la clase. Asi las cosas, los individuos ubicados
hacia el centro resultan los mas interesantes en el estudio de segmentacién pues
corresponden a individuos parcialmente indecisos.

Finalmente, puede afirmarse que los mapas autoorganizados y los algoritmos
LVQ constituyen una alternativa complementaria muy 1til para el experto en mer-
cados, no sustituye ninguna otra técnica, solo constituyen alternativas de analisis
utiles.
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Suavizacidén y regresion no paramétrica: una
alternativa de modelacion estadistica

JAVIER OLAYA OCHOA™

Resumen

En muchas aplicaciones, algunas de las cuales se presentan en este tra-
bajo, los modelos paramétricos de uso comun, por ejemplo los modelos de
regresion lineal, no son los mas adecuados. La regresiéon no-paramétrica cons-
tituye una alternativa particularmente llamativa dada su flexibilidad en los
supuestos, en especial con respecto a la forma funcional de la respuesta y a
la distribucién de los errores. Se discuten brevemente ambas aproximaciones
al andlisis de regresién y se ilustra el uso de modelos no paramétricos con
algunas aplicaciones. Aunque las aplicaciones que se presentan consideran
lnicamente una respuesta y una variable explicativa, se hard énfasis en la
ampliacién de los resultados a espacios n-dimensionales y en sus implica-
ciones. Se presentan los tipos de estimadores mds comunes, entre otros los
estimadores de series, los estimadores kernel, los estimadores de regresién
local LOESS y los suavizadores esplin. Finalmente se referirdn ejemplos de
aplicaciones tomadas de una extensa revisién bibliogréfica reciente y se in-
troducird el problema de la inferencia en este tipo de modelos.

Palabras claves: Anilisis de regresién, Regresién paramétrica, estimadores
de series, estimadores kernel, LOESS, esplin, maldicién de la dimensionalidad

Abstract

In many applications, some of which we present on this work, the para-
metric models such as the linear regression models are not the most suitable.
Nonparametric regression becomes a particularly attractive alternative given
its flexibility on the assumptions, especially when dealing with the response
functional shape and the error distribution. We briefly present both ap-
proaches to regression analysis along with some applications of the nonpara-
metric models. Even though we present models considering only a single re-
sponse and a single explanatory variable, we emphasize the generalizations
of the main results to the n-dimensional case along with its implications.
We present the most common nonparametric estimators, among others the
series estimators, kernel estimators, local regression estimators, and spline
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smoothers. We finally refer examples of applications taken from an extensive
bibliographic review, while we introduce the problem of statistical inference
on this type of problems.

Keywords: Regression analysis, Parametric regression, Series estimators,
Kernel estimators, Local regression estimators LOESS, Spline, Curse of di-
mensionality

1. Dos aplicaciones

1.1. Estimacién de la demanda de carga
de un transformador

Con el propédsito de cumplir con las exigencias técnicas de los sistemas de distri-
bucién y garantizar la competitividad, las empresas realizan investigaciones para
desarrollar modelos de los diferentes elementos del sistema que sean cada vez mas
exactos y con mayor precisién en los resultados. El modelo de carga o estima-
cién de la demanda en un transformador involucra un gran nimero de variables:
hora del dia, dia de la semana, estrato socioeconémico, tipo de usuario (comer-
cial, industrial o residencial), factor de carga del transformador, temperatura y
voltaje. Monitorear todas estas variables en cada uno de los transformadores de
distribucién resulta muy costoso debido al gran tamaifio del sistema.

El problema de estimacién de la demanda consiste en obtener una metodologia
apropiada para las condiciones técnicas y culturales de cada sistema, de tal forma
que se involucren las variables mas significativas y los procedimientos adecuados
para obtener un modelo de carga preciso.

En Colombia se requiere una metodologia para obtener este modelo a partir
de datos experimentales, considerando que no existen estratos socioecondémicos
bien definidos, que existe un alto porcentaje de usuarios fraudulentos y que los
tipos de usuario estdn mezclados en un mismo transformador. El propésito del
proyecto es proponer un modelo hibrido para el manejo de la mezcla de diferentes
tipos de usuario, que relaciona la variacién de las potencias en funcién del voltaje;
para el manejo de la indeterminacién del estrato, se elegiran criterios técnicos
relacionados con la energia total consumida. Finalmente, los usuarios fraudulentos
se incluyen en el modelo realizando mediciones directas en el lado de baja tensién
del transformador.

Para estudiar la variacién de las potencias en funcién del voltaje, se requiere
estimar las curvas tipicas de carga, las cuales se requieren en estudios de pérdidas,
_ definicién de ofertas en la bolsa de energia, establecimiento de tarifas en diferentes
horas del dia, reduccién del pico de la demanda (Gestién de Carga), mejoramiento
de la operacién del sistema mediante el control en tiempo real y optimizacién de
utilizacién de los transformadores.
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1.2. Estimacion de los niveles horarios
de contaminantes del aire

El mondéxido de Carbono (CO), el diéxido de Nitrégeno (NO3) y el diéxido de
Azufre (SO3), entre otros, son considerados contaminantes criticos con respecto
al impacto potencial en la salud humana y en los ecosistemas naturales. Las con-
centraciones de los contaminantes en el aire dependen de muchos factores como
las fuentes cercanas, las condiciones de clima: lluvias, vientos, luminosidad, etc.,
y de la actividad humana (por ejemplo por el uso de fuentes mdéviles). Este tlti-
mo componente implica que en diferentes horas del dia y en diferentes dias muy
posiblemente se tendran condiciones ambientales diferentes.

Es entonces de capital importancia estudiar el comportamiento de los nive-
les de estos contaminantes criticos, en la medida que debe ser posible intervenir
sobre las fuentes de contaminacién para mantener las concentraciones de los con-
taminantes en los niveles més bajos que sea posible. En este estudio se propone
la construccién de curvas tipicas, mediante métodos que permitan proponer esti-
maciones estadisticamente validas de las concentraciones de los contaminantes a
cualquier hora de un dia dado, en los sitios en los cuales se dispone de mediciones.

1.3. Estimacion de curvas

Para estimar las curvas tipicas de carga y para modelar el comportamiento dia-
rio de los contaminantes se decidié formular modelos de regresién no paramétrica,
aprovechando que esta herramienta asume la existencia de una respuesta que po-
see una forma funcional flexible. El uso de herramientas tales como los modelos
lineales es poco adecuada en estos casos, debido a que la calidad de los estimadores
lineales no es muy buena en presencia de respuestas no lineales (Eubank 1998).

La figura 1 muestra diagramas de dispersién con datos de ambos tipos de
problema. Es evidente la inconveniencia de un modelo lineal para representar ade-
cuadamente estos resultados. Se destaca en el diagrama de arriba en la figura 1 que
se producen dos picos a las 12 del dia y a las 8 de la noche, lo que luce muy natural
para un sector residencial; en el diagrama de abajo se observa un pico cerca de las
10 de la manana y otro cerca de las 3 de la tarde, consecuentes con el hecho de que
la estacién de muestreo estd ubicada en el centro de la ciudad y que en esos ho-
rarios se producen grandes acumulaciones vehiculares que elevan naturalmente las
concentraciones de CO en el aire. Se espera que los modelos que se construyan para
el estudio de estos fendmenos permitan reflejar estas observaciones preliminares.

2. El analisis de regresion

El modelo de regresién se puede describir en la siguiente forma general: Supon-
gamos que se desea producir informacién sobre Y a partir del conocimiento de X.
Se dispone de observaciones de la variable continua Y para n valores predetermi-
nados de p variables continuas X, X,...,X,, las cuales se representan como X.
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Figura 1: Arriba: mediciones de potencia total en kW registrados cada 15 minutos
en el lado de baja de un transformador en el sistema de distribucién de energia en
un sector residencial de Buenaventura. Abajo: mediciones promedio horarias de
concentracién de CO en una estacién de vigilancia del aire en el centro de Cali.

Sean (X;,y:) = (14, T2iy ..+, Tpiy Yi), @ = 1,...,7m, las n observaciones de (X,Y).
Se asume que estas observaciones se relacionan a través del modelo

Yi=f(xi)+e,i=1,...,n (1)

donde E(g;) = 0 y var(e;) = 02 < o0o. Los f(x;) son valores de una funcidén

de regresion desconocida f en los puntos xi,...,%X,. Y se llama cominmente la
respuesta, y X la variable ezplicativa. El modelo (1), tomado de Eubank (1998),
provee un marco adecuado para entender las dos aproximaciones més generales
del andlisis de regresién: la aproximacién paramétrica y la aproximacién no pa-
ramétrica.

En los modelos paramétricos se presume conocida la forma de la funcién de
regresiéon f, aunque f contiene pardmetros desconocidos; v en un modelo (pa-
ramétrico) lineal, f es una funcién lineal de los pardmetros desconocidos. Segin
Graybill (1976), un modelo lineal general podria describirse asf:

Y=f(z)+e¢ (2)

donde Y y € son variables aleatorias y f es una funcién de una variable no aleatoria
X definida en un dominio D. La funcién de regresién f se considera la porcién
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deterministica del modelo. La variable aleatoria ¢ no es observable, pero usual-
mente se asumen algunas caracteristicas de su funcién de densidad. En el caso del
modelo de regresiéon lineal simple, la funcién de regresién f es

f(x) = Bo+ Bz (3)

Aquiz € Dy By y 51 se definen en un espacio paramétrico €. Si utilizamos
la funcidén (3), el modelo (2) se escribe como:

Y =0+ Pzx+e (4)

donde E(g) = 0 y var(e) = o?. En general o2 se desconoce. Como la funcién de
regresién (3) se determina completamente con el conocimiento de Gy y $1, uno
de los propdsitos del andlisis del modelo lineal simple es estimar B9 y ;. Otro
objetivo es estimar o2, porque las inferencias a partir del modelo (4) requieren la
estimacién de la varianza del error.

En resumen, frente a una coleccién de supuestos con una forma conocida de
la funcién de respuesta, el andlisis de regresién se refiere a la estimacién de los
pardametros de la funcién de regresion.

Ejemplo 1. La figura 2 muestra un modelo lineal simple ajustado a un conjunto
de 50 observaciones simuladas (x;,y;). Los valores de x son 50 puntos igualmente
espaciados x; = (2¢—1)/100,7 = 1,...,50 y los valores de Y resultan de afiadir 50
nimeros aleatorios generados de una distribucién normal con media 0 y varianza
0,1 a la “funcién de regresién”:

f(zs) = x5 + 0,2 cos(4z?) i=1,...,50

respectivamente. La linea ajustada por minimos cuadrados es

f(z) = 0,32787 + 0,47135z

la cual no estima muy bien f. Desde luego existen otros modelos paramétricos que
se podrian intentar ajustar a este conjunto de datos, posiblemente obteniendo una
estimacién mads afortunada de f. Por ejemplo se podria intentar un modelo de la
forma

f(@) = Bo + Bz + Boz? + B31°

y estimar los 3. En todo caso, la meta serd estimar un ntimero finito de pardmetros
de una funcién cuya forma se ha establecido previamente.

La generalizacién al caso n-dimensional (con n variables explicativas y una
respuesta) es un problema muy estudiado en la literatura (Draper & Smith 1998,
Searle 1971, Neter, Wasserman & Kutner 1990, Seber 1997) y no se mencio-
nard mas en este trabajo. En todo caso se construirdn inferencias sobre la funcién
de regresion a partir de inferencias sobre sus parametros.



112 Suavizacién y regresién no paramétrica

£

Figura 2: Modelo de regresion lineal simple (linea punteada) ajustado a un con-
junto de puntos obtenidos a partir de una funcién de regresién (linea sélida), a los
que se han anadido errores distribuidos normalmente

2.1. Regresion no paramétrica

Los objetivos del andlisis de regresion no paramétrica son los mismos de su
contraparte paramétrica: estimar y probar las caracteristicas de la funcidn de re-
gresidn. Supdngase que se dispone de una variable explicativa simple X y de una
respuesta Y y que el modelo (1) es aplicable al par (X,Y). Sea f una funcién per-
teneciente a algiin espacio de funciones W. La seleccién de W depende de qué tan
suave es posible asumir f.

Usualmente el espacio W se asume como el conjunto de las funciones f con-
tinuas en un intervalo cerrado [a, b], 0 como el conjunto de las funciones f con k
derivadas continuas en [a, b], para algln entero positivo k. El investigador fija los
limites, pero se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que sona =0y b = 1.
Una eleccién comun del espacio funcional consiste en asumir que W es un espacio
de Sobolev de orden m, denotado W*[0, 1] el cual incluye todas las funciones cuyas
m — 1 primeras derivadas son absolutamente continuas y cuya m-ésima derivada
pertenece al espacio L2[0, 1], de las funciones cuyo cuadrado es integrable en {0, 1].

El procedimiento para estimar la funcién de regresién f en el marco del andlisis
de regresidon no paramétrica se llama suavizacién cuya idea bésica, de acuerdo
con Eubank (1998), es la siguiente: se asume que la funcidén de regresién f es
suave y que se desea estimar f en el punto z. Entonces, debido a la suavidad de
f, las observaciones y; obtenidas en los puntos x; cercanos a x deben contener
informacién acerca del valor de f en el punto z. Por lo tanto, debe ser posible
utilizar algtin tipo de promedio de las respuestas y; en aquellos puntos z; cercanos
a z para estimar f(z).
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Sea f una funcién suave que se desea estimar en el punto x. Se dispone de
observaciones de f afectadas por cierto error aleatorio (nuestras y;) en algunos
puntos x; cercanos a x. Entonces las observaciones y; en esos puntos x; cercanos
a x deben contener informacién acerca de f en el punto z debido a la suavidad
de f. Asi, debe ser posible utilizar algin tipo de promedio de las respuestas y; en
esos puntos x; cercanos a x para obtener una estimacién de f(x). Nétese que en
todo caso se debe decidir sobre una vecindad de z en la cual se procederd con la
estimacién. Esta vecindad estd determinada por una caracteristica del estimador
llamada, curiosamente, pardmetro de suavizacién. Este parametro se denota A y,
como se presenta a continuacién, toma una forma diferente para cada tipo de
estimador.

Un suavizador es una herramienta para resumir el comportamiento de una
respuesta Y como funcién de una variable explicativa X que puede ser un vector
aleatorio. Este trabajo se enfocard en un tipo general de estimadores de la funcién
de regresién, conocidos cominmente como estimadores lineales cuya forma general
se ilustra en la ecuacidn (5), en la cual K (x,z;, A), ¢ = 1,...,n, es una coleccién de
pesos que dependen del disefio (z;, ¢ = 1,...,n), y del pardmetro de suavizacién
A. Aunque f depende de A, esta dependencia no se hace explicita en la notacién
utilizada en este documento. Una notacién que remarcaria esta dependencia seria
escribir fy en lugar de f . A pesar de que aqui no se utilizara esta notacién, que
hace explicita tal dependencia, debe ser claro en el contexto que f depende de
A. Estos estimadores se llaman “lineales” porque para un A dado, resultan ser
funciones lineales de las respuestas Y;. Si los pesos K(z,z;,A), i = 1,...,7n son
no negativos y 3., K(z,z;,A\) = 1, entonces el suavizador (5) es un promedio
ponderado de las respuestas Y;.

fz:ZK(xva:ia)‘)yi (5)

=1

Un ejemplo de un suavizador de este tipo es el estimador de Nadaraya—-Watson
(Nadaraya & Seckler 1964, Watson 1964):

3 K()\_—l(.'L' —_ xi))yi

fl2) ==
; KAz - z;))

2.1.1. Estimadores kernel

El estimador de Nadaraya—Watson pertenece a una clase de estimadores lineales
conocidos como estimadores kernel. Los pesos en un estimador kernel se derivan
de una funcién kernel comin que no depende del conjunto de valores de X que
intervienen en la regresién (a este conjunto de valores de X se le conoce como el
disenio). Se dice entonces que los pesos en un estimador kernel no dependen del
disefio. La funcién kernel se denota usualmente K y en general es una funcién de
densidad de probabilidad simétrica alrededor de cero y cuyo pico ocurre en cero.
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La funcién de asignacién de pesos decae a cero a medida que se aleja del punto de
estimacion z.
En un estimador kernel los pesos toman la forma general que se muestra en la

ecuacion 7. Si la funcién K es simétrica y apuntada en cero, entonces Y; contribuye
més a la estimacién de f(x) en el punto z; asociado con tal Y;.

K(z, 25, \) = %K(m ;w) (7)

Dos ejemplos de funciones kernel son el kernel uniforme

K(u) = %I[—l,l](u)

v el kernel cuadrdtico

K(w) = 5(1 =)l ()

Se espera que las funciones kernel satisfagan las propiedades siguientes:

1 1 1 1
/uK(u)du =0, /K(u)du =1, My = /uzK(u)du #0y V= /K(u)2du < 00
-1 -1 -1 -1

Algunos autores llaman ancho de banda al pardmetro de suavizacién A en (5). Un
estimador lineal que use pesos como los definidos en (7) serfa:

n

f@) =N Y KO @ - )y

=1

El estimador de Nadaraya—Watson (6) es una variacién de esta forma gene-
ral donde se han normalizado los pesos. Otra, es el estimador de Gasser—Miiller
(Gasser & Miiller 1979, Miiller 1988) que aparece en la ecuacién (8), en la cual
s=0,81<;<s;1=1,...,n, s, = 1.

n 84

flz)= Z[)\_l / K()\_l(a:—xi))ds]yi (8)
=1 Si—1

Los estimadores de Nadaraya—Watson y de Gasser—Miiller son consistentes pero

no insesgados de f(z). Por ejemplo, el sesgo y la varianza del estimador de Gasser—

Miiller (8) son, respectivamente,

E[f()] - @) = 5 "(@)Ma + o(32) + O(n™), o
~ 0'2
var[f(z)] = —n)\z +0((nA)7?)

K se escoge tal que V < oco. Por lo tanto, se requiere que n — oo, A = 0y nA — oo
para que el sesgo y la varianza del estimador de Gasser—Miiller converjan a cero.
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2.1.2. Estimadores de series

Aunque no es sencillo mostrar que los estimadores de series pueden representar-
se como la ecuacién (5), éstos contribuyen a verificar la naturaleza lineal de estos
estimadores. Supéngase que la funcién de regresién puede representarse como com-
binacién lineal de funciones conocidas (g;)5°. Entonces, existen coeficientes (3;)72,
tales que f = > | B;g;. Esta forma de f es similar a un modelo lineal, como (4),
excepto porque no considera un nimero finito de coeficientes. Es posible disponer
de un conjunto de coeficientes que eventualmente decaerdn a cero. Asi, parece ra-
zonable asumir que existe un entero A tal que f = ZZ\=1 B:g;- En tal caso, f podria
verse como si siguiera un modelo aproximadamente lineal y las mismas técnicas
empleadas en los modelos lineales serfan aplicables para estimar f.

Un problema interesante que se sigue consiste en determinar el valor mas ade-
cuado para A. Como f no se conoce, y por lo tanto, los §; tampoco, se depende
de los datos para determinar este “mejor valor” de A.

A manera de ejemplo, considérese el estimador de series de cosenos, en el cual

N sij=1
9j (:1:) = \/ECOS((]' - 1)71-1;) sij=2,...

En este caso, los estimadores de los 3; son:

sij=1
S yiv2cos((j — V)wz;) sij=2,...

i=1

b, =

S|

Los b; se obtienen por minimos cuadrados, mostrando la afinidad de este enfoque
con los modelos lineales. El estimador de f resultante luce finalmente asi:

A
f@) = b1+ 3 b;v/2cos((j — 1)mz)
=2
Notese el papel del parametro de suavizacién A en este caso.

2.1.3. Estimadores de los k vecinos mds cercanos y
de regresién local LOESS

Otro tipo de estimador de la funcién de regresién que se usa con frecuencia
es el llamado estimador de los k wvecinos mds cercanos (Hardle 1988), denotados
usualmente estimadores K — NN. Al contrario de los estimadores tipo kernel, los
cuales promedian las respuestas Y; en una vecindad fija, los estimadores K — NN
promedian las respuestas Y; en vecindades variables. Una vecindad se define en
este caso como el conjunto de valores de X que constituyen los k& vecinos mas
cercanos de z. En el caso de disefios igualmente espaciados, los pesos que se usan
en un estimador K — NN coinciden con los pesos de un estimador kernel.
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Un estimador comiin es el estimador de regresién local (Cleveland 1979), po-
pularizado con el nombre de estimador LOESS. Aqui se describe brevemente el
tipo de estimador LOESS maés simple, el cual utiliza los k& vecinos mas cercanos y
estima el valor de la funcién de regresién en el punto z conforme a los siguientes
pasos:

1. Identificar los k vecinos ma&s cercanos de x y denotar este conjunto como
N(z)

2. Encontrar A(z) = méx(,,en(z)} | — zi| (la distancia asociada con el vecino
mas cercano que se encuentra mas alejado de z).

3. Asignar pesos w; a cada punto en N(z) usando la funcién de pesos tri—cubo

w (%%Z—I) donde

W () = (1-u?)?3 para0<u<1
1o en otro caso

4. Ajustar una recta por minimos cuadrados ponderados de Y en X, confinada
al conjunto N(z), utilizando los pesos obtenidos en 3.

La estimacién lineal local LOESS de f(x) en el punto x es el valor ajustado
en z utilizando la recta de regresién resultante. Es decir, la estimacién LOESS
f(z) de la funcién de regresién en el punto « se obtiene en el punto en el cual se
interceptan la recta ajustada con la perpendicular X = x. Asi, si la recta ajustada

es By + Bz, entonces f(a:) = Bo.

2.1.4. Suavizacién esplin

Posiblemente la herramienta para la suavizacidon de mayores desarrollos recien-
tes es la denominada suavizacién esplin. Un esplin es una regleta que se usa para
trazar curvas. Se usard la palabra esplin, aceptada por la Academia Espafiola de
la Lengua, para denominar este tipo de suavizacién.

Siguiendo a Eubank (1998) un esplin de orden r con nudos en los puntos
r—1 . k

£1,...,& es una funcién S de la forma s(t) = 3 0,89 + 3 n;(t — &)5 " para
7=0 j=1

ciertos coeficientes 0g, ..., 01,71, .., Nk.

Un esplin es, en dltimas, un polinomio por piezas cuyos segmentos van de
un nudo al siguiente y que van unidos de manera tal que se garantizan ciertas
condiciones de continuidad.

Sea f una funcién de regresién que se desea estimar. Una medida de “fidelidad
de los datos” a la funcién f es la suma de cuadrados de los residuales, dada por

n
(Y- f (X,»))z. Cualquier curva que una los puntos (z;, ;) reducirs esta medida

1=

a cero para algin f. Sin embargo, esta solucién no es tinica ni éptima pues tiene
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muy alta variabilidad. Para Green & Silverman (1994), la suavizacién esplin busca
producir un buen ajuste con baja variabilidad. Existen varias formas de cuantificar
la variacién local. Una de estas es la integral de la segunda derivada al cuadrado
de f, conocida como penalizacion por aspereza (roughness penalty):

/(f”(w))zdx

Usando estas dos medidas, una de bondad de ajuste y una de variabilidad, se
define la suma ponderada

n
2 2
() = L (- 10) + [ (7)) *do (10)
i=1
donde A representa el pardametro de suavizacién. Si A es pequeio, se permite alta
incidencia de la variabilidad, y viceversa para A grande. Al minimizar sx(f) en
(10), se obtiene como solucién nica, un estimador f llamado un estimador esplin
de f. Es posible probar que f es un promedio ponderado de las respuestas y;, de la
T

forma f(z) = n~! S Wh(z)y,. Esta técnica fue propuesta por Whittaker (1923)
i=1

y Su uso en estadistica se debe principalmente a Wahba (1990).

2.2. Inferencia en el modelo no paramétrico

De acuerdo con la discusién anterior, se dispone de una variedad de opciones
de entre las cuales es posible elegir un estimador f para la funcién de regresién f
en el marco no paramétrico. Naturalmente es preferible escoger un estimador con
base en un criterio de “bondad” y una herramienta para medirla. Un indicador
aceptado ampliamente es el riesgo, definido como R(f) = E [ fz)- f ] 2, Entonces,
lo deseable es obtener un estimador f de f con un riesgo tan bajo como sea posible.

El riesgo se puede separar en dos componentes: R( f ) = BY( f ) 4+ var( f ), donde
B(f) es el sesgo del estimador f y var(f) es su varianza.

Observando el sesgo y la varianza del estimador de Gasser—Miiller (ecuaciones
(9)), se destaca una de las propiedades del pardmetro de suavizacién A en la esti-
macién no paramétrica. Para un n dado y A < 1, si A es pequefio, el sesgo serd pe-
queno, pero la varianza sera grande. En general, anchos de banda pequefnios hacen
que los estimadores lineales tengan varianzas altas junto con sesgos pequenos, y
viceversa. Este hecho impacta en alto grado las estimaciones debido a que anchos
de banda pequenos produciran estimaciones muy variables, mientras que anchos
de banda grandes producirdan estimaciones mas suaves pero muy sesgadas.

Supdngase que se dispone de dos estimadores fl y fz de una funcién de regresién

f; mas alin, que ambos estimadores tienen asociado el mismo riesgo; es decir,

(fl) Bz(fl) + var(fl) Bz(fg) + var(fg) (fg) Entonces, si fi es menos
sesgado que f3, se sigue que fi tiene mayor varianza que fa.

Hasta este momento se ha asumido que la estimacién no paramétrica se basa en

un disefio no aleatorio. Un disefio no aleatorio es un conjunto {z;, ¢ = 1,...,n},
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de valores de X, fijado por anticipado. Se observan las respuestas Y; en estos
puntos de disefio. Es posible definir estimadores no paramétricos para el caso de
variables explicativas aleatorias. De hecho, el estimador de Nadaraya—Watson fue
introducido por sus autores para el caso de variables explicativas aleatorias y fue
extendido luego al caso de disefios no aleatorios por Benedetti (1975).

Puede demostrarse (Eubank 1998, p. 231) que los estimadores de Nadaraya—
Watson y de Gasser—Miiller tienen los mismos términos principales (ecuaciones
(9)) en las expresiones para el sesgo y la varianza, si el disefio no es aleatorio. Esto
no ocurre cuando los z; son aleatorios. Se sabe que el estimador de Gasser—Miiller
tiene el mismo sesgo con disenos aleatorios o no aleatorios; pero su varianza se
multiplica por un factor de 1,5 si el diseno es aleatorio. El estimador de Nadaraya—
Watson tiene igual varianza en ambos casos y su sesgo depende de la densidad de X
en el caso aleatorio. Como los dos estimadores tienen varianzas y sesgos asintéticos
que dependen del tipo de diseno, es importante la pregunta sobre cudl es preferible
cuando los x; son aleatorios. La alta varianza del estimador de Gasser—Miiller
lo hace indeseable, pero al mismo tiempo su sesgo es mds simple y menor para
algunas densidades de X que el del estimador de Nadaraya—Watson. Un estimador
“ideal” deberia tener la varianza del estimador de Nadaraya—Watson y el sesgo del
estimador de Gasser—Miiller. El estimador LOESS posee ambas caracteristicas,
por lo que es recomendable su uso para disenos aleatorios.

4 {4 L2 ] ke =1 L2 [ 4.3 b bk 12 15

Figura 3: En lineas punteadas, estimaciones kernel (izquierda) y LOESS (derecha)
de f(z), en linea continua. {Datos del Ejemplo 1)

La figura 3 muestra una estimacién kernel de f(z) para los datos del ejemplo

1, basado en la funcién kernel uniforme K(u) = 3 I;_13)(u) y un ancho de banda
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de 0,25. También se muestra una estimacién LOESS que utiliza una recta local
y un pardmetro de suavizacién (span) de 0,2. LOESS escoge span X n = k para
escoger los k vecinos mds cercanos.

2.3. El caso p—dimensional

Es posible generalizar la estimacién no paramétrica al caso p—dimensional. La
forma general de un estimador kernel multidimensional es la siguiente:

fr nl 7 2 ZK - 1)) (11)

donde K, : R? — R es la funcién kernel (en general, una funcién de densidad de
probabilidad), L es una matriz p x p de anchos de banda, no singular; y |L| es el
valor absoluto del determinante de la matriz L.

Una técnica comuin para obtener K, a partir de una funcién kernel univariada
K consiste en utilizar un producto de la forma K,(u) = ?:1 K(u;).

La generalizacién del estimador LOESS al caso p—dimensional no es dificil,
porque la estimacién LOESS de la funcién de regresién en el punto zg coincide
con la estimacion de Sy en el modelo p—dimensional ajustado en una vecindad
k — NN alrededor de X = xg. El estimador f(zo) es el elemento [30 del vector

B = (BO, Bl, cee ,Bp) que minimiza
n

> [y = Bo — Buli = z15) — - = Bplap — 2pi)) Kp (L7 @ — 2:))

i=1
donde L y K, se definen como en (11).

En este punto se hace necesario enfatizar tres dificultades que surgen en el
problema de la estimacién no paramétrica multivariante:

1. Los estimadores multivariantes son necesariamente méas complicados que los
univariados. En la practica hay muchas més opciones que elegir y se deben
escoger mas parametros de suavizacion.

2. La visualizacién grafica es dificil en la estimacion multivariante. Para el ca-
so de una variable explicativa bidimensional es atin posible obtener alguna
visualizacién. Pero ciertamente no lo es para variables explicativas en tres o
mas dimensiones.

3. A medida que la dimensién de la variable explicativa se incrementa, los
estimadores son cada vez mas inexactos. Supdngase que se alcanza una
exactitud dada en la estimacién de una funcién de regresién en un espa-
cio k—dimensional. Entonces, en dimensiones mayores que k, se necesitan
muestras mucho més grandes para alcanzar la misma exactitud. Este hecho
se conoce como la maldicién de la dimensionalidad. Como consecuencia de
ello, en dimensiones altas, las vecindades “locales” estan casi todas vacias y
las que no estdn vacias no son, por lo general, “locales”.
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Considérese el siguiente ejemplo tomado de Simonoff (1996). Supéngase que se
tiene una muestra uniforme en el hipercubo [—1,1]. 79% de las observaciones
caeran en el circulo unitario centrado en el origen cuando p = 2, pero solamente
15% sip =5y 0,25% si p = 10. Es decir, vecindades grandes précticamente no
incluyen observaciones, implicando la pérdida del caracter local de la estimacion.

Esta es una dificultad real que no es conveniente soslayar. De hecho gran can-
tidad de investigaciones recientes estan encaminadas a resolver este problema. Los
autores han dado en llamar a este fenémeno la maldicion de la dimensionalidad.

2.3.1. Reduccién de la dimensionalidad

Sin entrar en particularidades, se presentan ahora algunas ideas que han sido
propuestas para resolver el problema de la maldicién de la dimensionalidad, con
el fin de indicar hasta qué punto este problema es importante en el campo del
andlisis de regresiéon no paramétrico.

Un primer ejemplo de una forma eficiente de reducir la dimensionalidad es SIR.
(Sliced Inverse Regression, Li 1991) que reduce la dimensién conservando k < p
combinaciones lineales de todas las p variables explicativas. Es decir, reduce la
dimensién, pero conserva todas las variables originales.

Otro procedimiento para reducir la dimensionalidad es PPR (Projection Pur-
suit Regression) propuesto por (Friedman & Stuetzle 1981) y estudiado exten-
sivamente por (Hall 1989). También conserva k combinaciones lineales de las p
variables explicativas (k < p). Los dos métodos difieren en la forma como cada
uno escoge las combinaciones lineales y como ajustan el modelo final.

Propuesto por (Hardle 1988), SIM (Single Index Models), conserva una y sélo
una combinacién lineal de las p variables explicativas originales y ajusta un modelo
univariado con esta tnica combinacién lineal. SIM obtiene la combinacién lineal
de la misma forma que PPR, pero las dos ideas inician desde supuestos diferentes.

El método IT de Breiman (1991) estima una funcién de regresién en p variables
como una suma de k (k < p) productos de funciones suaves univariadas de las
variables explicativas. Un ajuste de este tipo luce asi:

k p
> I 6:s(x5)
=1 j=1

Aquf las funciones ¢; ;(X;) se obtienen por suavizacién unidimensional. De esta
manera, el modelo final necesita k& productos de p funciones unidimensionales,
pero no se necesita suavizacién multidimensional en ninguna etapa. Los resultados
finales son dificiles de interpretar, lo que hace a este método de poca utilidad
practica.

Otra aproximacion interesante para manejar el problema de la dimensionalidad
es el GAM (Generalized Additive Model) de Hastie & Tibshirani (1990). En este
caso la funcién de regresion se representa como una suma de funciones univariadas
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sencillas, una por cada variable explicativa. La funcién de regresién luce asf:

k
Zgi(Xi) (12)
i=1

Las funciones unidimensionales g; se obtienen a través de un procedimiento itera-
tivo llamado backfitting o “ajuste inverso”. El procedimiento puede describirse de
la manera siguiente: Supéngase que la funcién de regresién puede expresarse como
la suma de dos funciones unidimensionales, por ejemplo: g(X) = g1(X1) + g2(X2).
Se requiere entonces ajustar un modelo de la forma:

Y =g1(X1) + g2(X2) +¢ (13)

para un error aleatorio € que tiene media 0 y varianza finita. Si el modelo (13) es
correcto, entonces, E[Y - gi(Xi)IXj] = g;(X;) i,j = 1,2. Se sigue que, dada una
estimacion §:1(z1) de ¢g1(x1), una manera intuitiva de estimar go(x2) consiste en
suavizar los residuales Y — §; (z1) sobre X3. Con esta estimacién go(z2) es posible
obtener una estimacién mejorada de ¢, (zy) suvizando Y — g (z2) en X;. El proceso
continda hasta que

1. la estimacién gy (z1) resultante de suavizar Y — ga(x2) en Xy es muy cercana
a la estimacién §;(x1) utilizada para estimar go(z2) en la iteracién previa, y

2. la estimacién §o(z2) resultante de suavizar Y — g1 (x1) en X5 es muy cercana
a la estimacién go(z2) utilizada para estimar §;(x1) en la iteracién previa.
En este momento se escoge §; como estimador de g; y g2 como estimador de
ga . Si es posible expresar la funcién de regresién ¢ como una suma del tipo
(12), entonces se espera conservar una funcién §; unidimensional para cada
variable explicativa.

De esta manera, GAM se haria cargo de la suavizaciéon p—dimensional, pero
utilizaria todas las p variables explicativas en el modelo final.

En el andlisis de regresion, la respuesta Y y las variables explicativas X;, ..., X,
se remplazan algunas veces por funciones 8(Y) y ¢;(X;), ¢ = 1,...,p con el fin
de estabilizar las varianzas de los errores y normalizar o hacer simétrica su dis-
tribucién. Otro posible objetivo es hallar las transformaciones més adecuadas que
producen el mejor modelo en términos de los propdsitos del investigador. Dos ideas
cuyo proposito es la busqueda de transformaciones éptimas 6 y g; cuando se ajusta
un modelo aditivo del tipo

0(Y) = g:(Xi) (14)

donde € es una funcién invertible, con el algoritmo de Esperanzas Condicionales
Alternantes (Alternating Conditional Expectations ACE), propuesto por Breiman
& Friedman (1985) y la transformacién para estabilizar la varianza y la aditivi-
dad (Additivity and Variance Stabilizing Transformation AVAS), propuesta por
Tibshirani (1988). ACE selecciona las funciones 6,¢1,...,g, de tal manera que
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se maximice la correlacién entre la variable explicativa XP: gi(X;) v la respuesta
i=p

transformada 6(Y"). AVAS ajusta el modelo (14) pero con el propésito de alcanzar

varianza constante en los residuales cuando 8 es una funcién monétona (Venables &

Ripley 1999). Estas dos ideas, que pueden considerarse generalizaciones del GAM,

manejan exitosamente la maldicién de la dimensionalidad sin reducir el nimero

de variables explicativas.

Como puede verse, la coleccién de intentos por vencer la maldicién de la dimen-
sionalidad es extensa; y sigue creciendo, aunque otros autores prefieren seleccionar
variables para reducir la dimensién en la cual se conduce el analisis.

3. Curvas tipicas no paramétricas

Se presentan dos aplicaciones: una de una suavizacién LOESS en un problema
de contaminacién atmosférica en Cali y otra sobre estimacién del consumo de
potencia en el lado de baja de un transformador en Buenaventura

3.1. Contaminacién por CO y SO, en el centro de Cali
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Figura 4: Modelos para el contaminante CO en la estacién de la Calle 15 en la
temporada seca (izquierda) y lluviosa (derecha).

El CO es un contaminante de cobertura local ya que cuando es expulsado
por las fuentes méviles (vehiculos) presenta temperaturas mayores a la del medio
ambiente lo que hace que este gas tienda a ascender inmediatamente. Por lo tanto,
para tener buenas estimaciones es necesario apoyarse en las mediciones realizadas
por estaciones moéviles, tal como se hace en este estudio.

La figura 4 ilustra las curvas tipicas para CO en la estacién Calle 15, en dias
ordinarios. Se observa un comportamiento similar para ambas temporadas, aunque
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aparentemente un poco mas alto en la temporada lluviosa. Si la curva es o no
significativamente mis alta en la temporada lluviosa que en la seca es un problema
de investigacién abierto.

Se plantea como hipétesis de trabajo que el nivel del contaminante puede ser
mas bajo en la temporada seca debido a que la luminosidad transforma los 6xidos
de Carbono y Nitrégeno en Ozono, lo cual implicaria una m4és alta tasa de conver-
sién en la temporada seca y una més baja contaminacién por CO y NO2 pero a
costo de una més alta contaminacién por Ozono. Los datos de contaminacién por
Ozono no estaban disponibles en la fecha del andlisis.

Haciendo uso de los modelos para el CO, el nivel de concentracién a las 3:30
PM en la Calle 15, se estima de acuerdo con el gréfico, en 4,8 + 0,3 ppm para la
temporada seca y en 5,6 & 0,25 ppm para la temporada lluviosa, con un nivel de
confianza del 95 %. Se confirma la observacién original de picos de contaminacién
por CO cerca de las 10 de la manana y de las 4 de la tarde.
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Figura 5: Modelos para el SOy en la Base Aérea en la temporada seca (curva
superior) y lluviosa (curva inferior) respectivamente.

Como se observa en la figura 5, en la estacién de la base aérea los niveles de
contaminacién por SO2 se encuentran bien diferenciados para las temporadas seca
y Huviosa, siendo mayor en la temporada seca. El hecho de que en ninguna hora
del dia se crucen los limites inferiores de los intervalos de la temporada seca con
los limites superiores de los intervalos para la temporada de lluvias parece indicar
que existen diferencias significativas entre estas curvas, lo que llevaria a concluir
que la contaminacién por SO; es significativamente mds alta en la temporada
seca en esta estacién de monitoreo. Este fendémeno se puede explicar porque en la
temporada lluviosa el SO2 se podria precipitar en forma de lluvia acida.



124 Suavizacién y regresién no paramétrica

3.2. Consumo de Potencia en el lado de baja
de un transformador en Buenaventura

Obtener el modelo de demanda del sistema de distribucién mediante mediciones
en el lado de baja tensién de los transformadores es complejo debido al gran tamano
del sistema, el alto costo de los equipos de medicién, el personal requerido para
su instalacion y la cantidad de datos a manejar. Los procedimientos estadisticos
ayudan en el manejo y tratamiento de los datos, al conocimiento de la tendencia
de los valores de las mediciones y al anélisis de las muestras.

En esta investigacién se utilizé el método kernel de suavizacién para obtener
las curvas tipicas de Potencia activa P(t), Potencia reactiva Q(t) y Voltaje V(t),
para cada uno de los transformadores estudiados. Este método estima el punto
més apropiado de la curva ajustada utilizando un promedio ponderado de las
mediciones alrededor del punto de trabajo, asignando una ponderacién menor a
los puntos més alejados de él, sin descartar ningiin dato medido como lo hacen
otras herramientas estadisticas empleadas en este tipo de estudios.

La Figura 6 ilustra la curva tipica de P(t) obtenida de la suavizacién para
un transformador en el municipio de Buenaventura, la cual representa la curva
diaria para cualquier dia ordinario de la semana —excluyendo sabados, domingos
y festivos— de un usuario residencial en esta zona.
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Figura 6: Suavizamiento de P(t) de un transformador en un sector residencial.

Las cincuenta curvas tipicas de las muestras de acuerdo a la forma de onda y
los intervalos de las potencias se asociaron y se redujeron a 18 curvas residenciales
y 10 comerciales. Los resultados llevan a concluir que se produce un aumento
considerable de la demanda hacia el mediodia y hacia las 8 de la noche, lo que
resulta muy natural para usuarios residenciales en dias ordinarios.
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La aplicacién de estas técnicas requiere del uso de una herramienta compu-
tacional que realice el trabajo de manera eficiente y manteniendo bajos los posi-
bles errores numéricos en el procesamiento de las mediciones. Se eligié el paquete
computacional S-PLUS, versién 6.1, el cual procesa grandes volimenes de medi-
ciones en forma precisa y eficiente. S-PLUS permite ademds variar facilmente el
ancho de banda y el span, para controlar el grado de suavidad de la curva ajustada.

4. Otras aplicaciones

Se presenta a continuacién una seleccién de una extensa revisién bibliografica
sobre aplicaciones de los métodos de suavizacién y regresién no paramétrica, de
la cual puede deducirse la amplia gama de posibilidades de investigacién y de
aplicacién de estas herramientas para la modelacién estadistica. Por limitaciones
de espacio se presentan Unicamente las referencias bibliogréaficas con una breve
referencia al método no paramétrico que se utiliza en cada caso.

4.1. Series de tiempo

Rodriguez & Siado (2003) comparan un modelo no paramétrico con un modelo
ARIMA y con un modelo tipo STAR para el pronéstico de la inflacién colombiana.
El pronéstico no paramétrico utiliza suavizadores kernel para estimar la media
condicional de los cambios de la inflacién dada su propia historia. Los autores
reportan que el prondstico no-parameétrico supera en general los pronésticos de los
otros dos modelos y supera también un modelo estocastico de caminata aleatoria.

4.2. Anailisis de supervivencia

Estévez & Quintela (2001) proponen un modelo no paramétrico para la funcién
de riesgo, mediante el uso de funciones kernel para estimar la funcién de densidad
y la funcidn de supervivencia. Se ilustra mediante un estudio de simulacién la
ventaja del modelo no paramétrico construido al compararlo con el estimador de
la funcién de supervivencia a través de la funcién de distribucién empirica.

4.3. Epidemiologia

Beutels, Shkedy, M., Shargorodskaya, Plotnikova, Molenberghs & Damme (2003)
reportan el uso de un suavizador LOESS para estudiar la infeccién por Hepati-
tis B (HB) en San Petersburgo, Rusia, en los casos de infecciones sintomaéticas,
asintomaéticas y crénicas, por género. La fuerza de la infeccién se estimé a partir
de datos de seroprevalencia, de dos maneras: utilizando un nuevo método no-
paramétrico basado en polinomios locales y un método conocido basado en regre-
sién isoténica y suavizadores kernel. Segin los autores, las estimaciones LOESS
resultan particularmente ttiles en este caso.



126 Suavizacién y regresién no paramétrica

4.4. Diseno experimental

Durban, Hackett, Currie & Newton (1998) extienden los modelos semipa-
ramétricos a modelos que combinan los modelos paramétricos de efectos de trata-
mientos con uno o més términos resultantes de un proceso de suavizacién (modelos
aditivos generalizados -GAM- y LOESS). Para diferenciar sus modelos de los GAM
llaman a sus modelos SAM. Los autores examinan datos provenientes de un ex-
perimento de campo de gran escala, para mostrar que estos modelos proveen una
representacion flexible de tendencias ambientales en experimentos de campo.

4.5. Ciencias del comportamiento

Cifre, Mateu & Salanova (2000) reportan que a pesar de que tradicionalmente
los modelos lineales han sido el instrumento estadistico m4s ampliamente utiliza-
do en ciencias del comportamiento, estos modelos adolecen de buenos ajustes en
aquellos datos en los que las dependencias puedan ser no lineales. En este con-
texto, proponen el uso de modelos no lineales basados en regresiones ponderadas
localmente, desarrollando modelos aditivos que se aplican para intentar validar el
modelo vitaminico de Warr.

4.6. Impacto de politicas oficiales

Aedo & Gonzélez (2002) evalian el "Fondo de Tierras y Aguas Indigenas
(FTAI)” de Chile. Para ello adaptan y aplican una metodologia de evaluacién no
experimental para responder la siguiente pregunta: ;Incrementa el FTAI el ingreso
de sus beneficiarios? Se usan técnicas paramétricas y no paramétricas (Propensity
Scores Matching Estimators), que incluyen estimacién kernel usando la técnica de
los k vecinos maés cercanos, como metodologia basica. Para obtener una medida
del impacto del programa FTAI se utilizan estimadores de corte transversal y de
diferencias en diferencias. Los resultados no paramétricos indican que el impacto
positivo del programa sobre el ingreso total fue estadisticamente significativo sélo
para el estimador de diferencias en diferencias. Este resultado no resulta sensible
al nimero de vecinos cercanos que se utilizan en la estimacion.

4.7. Economia

Lamarche, Porto & Sosa (1996-1997) evaldan algunos aspectos regionales del
desempleo en Argentina. Para ello construyen un modelo de datos en paneles para
explicar las disparidades regionales y estima tendencias utilizando LOESS y datos
faltantes utilizando esplines cibicos. El estudio se supone comparable con uno
similar construido en Europa.
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4.8. Sector eléctrico

Blacond & Abril (2003) postulan un modelo para la estimacién de la demanda
promedio diaria de energia eléctrica en Argentina. Este problema de estimacién,
que ha sido estudiado, por lo general, utilizando modelos de series de tiempo vy,
mas recientemente, de redes neuronales, se enfrenta en este informe utilizando
modelos estructurales de espacio—estado, incluyendo suavizacién con esplines para
el tratamiento de la estacionalidad anual.
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Modelos de evaluacion genética en produccion

animal

CARLOS MANRIQUE P."

Resumen

Se presentan la metodologia para predecir valores genéticos en sistemas
de produccién animal. Se presentan los diferentes modelos de evaluacién con
sus componentes (efectos fijos y efectos aleatorios) y las diferentes estructuras
de (co)varianzas requeridas.

Palabras Claves: Evaluacion genética, modelos miztos, valor de mejora-
miento, diferencias esperadas de progenie.

Abstract

Different methodologies used to predict genetic values in animal produc-
tion systems are presented. Different evaluation models and their compo-
nents (random and fixed effects), are presented as well as the covariance
required structures.

Keywords: Genetic Evaluation, Mized Models.

1. Introduccién

En todo programa de mejoramiento genético que se lleve a cabo en cualquier
sistema de produccién se hace necesario identificar genéticamente los animales que
son candidatos a ser padres de la siguiente generacion por las caracteristicas de
importancia, generalmente econémica, en el sistema y asi obtener un ordenamiento
de estos animales que permita seleccionar los mejores hasta obtener el nimero de
progenitores necesarios para reemplazo, o seleccionar aquellos animales candidatos
para descarte.

Para la obtencidon de los valores genéticos que permiten hacer el ordenamiento
anterior, los mejoradores utilizaban los indices de seleccién, basados en modelos fi-
jos o aleatorios (Henderson 1973). Posteriormente, Henderson (1973) presenté una
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base estadistica completa de las ecuaciones de modelos mixtos para obtener si-
multdneamente los mejores estimadores lineales insesgados (MELI) de efectos fi-
jos no genéticos, y los mejores predictores lineales insesgados (MPLI) de efectos
genéticos aleatorios. En la medida que se incrementé la capacidad de los compu-
tadores, los procedimientos se fueron expandiendo para obtener predicciones méas
seguras para modelos y conjuntos de datos mas complejos. Henderson & Quaas
(1976) extendieron la metodologia MPLI que incluye la prediccién simultdnea de
varios caracteres correlacionados.

El prop6sito del presente trabajo es presentar la metodologia de los modelos
que se vienen aplicando en evaluacién genética para los sistemas de produccién
animal.

2. Marco teodrico

El modelo de evaluacién genética que actualmente se viene implementando en
los sistemas productivos animal se basa en el modelo mixto que puede representarse
de la siguiente manera:

Registro = factores genéticos + factores no genéticos + residual

El registro representa aquellos caracteres de importancia en el sistema pro-
ductivo (peso al nacer, al destete, a seleccién, ganancia de peso, produccién de
leche, intervalo entre parto, etc.). Los factores genéticos se diferencian entre fac-
tores de grupos raciales (tanto de machos como de hembras, e interacciones de
estos grupos) y factores individuales. Los primeros se consideran fijos y los ulti-
mos aleatorios, ya que representan una muestra aleatoria de la expresién de los
“genes” de los individuos. Estos efectos genéticos se conocen como valores de me-
joramiento (VM 6 Breeding Values). Entre los efectos genéticos se tienen: efecto
del animal, efecto del padre, efecto de la madre, efecto del abuelo materno, etc, los
cuales se consideran efectos genéticos aditivos. Como efectos genéticos no aditivos
se tienen las interacciones de padres o interacciones de padres con grupos raciales.
Dependiendo del efecto presente, el modelo se denomina modelo animal, modelo
de padre, modelo de padre y abuelo materno, etc. Henderson (1988) describe los
diferentes modelos utilizados en la evaluacién animal, dependiendo del efecto(s) a
considerar en el modelo.

Los efectos no genéticos tienen en cuenta todos aquellos factores que afectan
la expresién de esos registros. Pueden ser efectos de afio, sexo del animal, manejo
de los animales (nutricional, reproductivo, sanitario, etc.). Estos efectos se con-
sideran fijos en el modelo. En las evaluaciones realizadas en los Estados Unidos
en los sistemas bovines para carne, estos factores se combinan para crear grupos
conternpordneos (BIF 1996).

Todos aquellos factores cuyos efectos no pueden ser controlados o medidos se
tienen como efecto residual dentro de la evaluacién. De aqui la importancia de
tener informacién confiable y valida para llevar a cabo estas evaluaciones.
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En general, los modelos de evaluacién asumen la siguiente estructura de va-
rianza:
G 0

donde G y R son las matrices de (co) varianzas genéticas y residuales.

Dependiendo del efecto aleatorio, la estructura de la matriz de (co)varianzas
genéticas (G) requerida para este andlisis cambia. Sin embargo, esta matriz invo-
lucra la matriz de parentesco de los animales evaluados (Henderson 1976), de la
forma:

G = Ad%

donde A es la matriz de (co)varianzas genéticas de los individuos evaluados y %
es la varianza genética aditiva de la caracteristica a evaluar. Diferentes estructuras
de las matrices de varianzas y covarianzas genéticas aditivas se presentan en Elzo
(1994) y Lo, Fernando & Grossman (1994). Para el caso de evaluaciones multira-
ciales, se pueden presentar diferentes estructuras para las varianzas y covarianzas
genéticas no aditivas (Elzo 1990b); (Elzo 1994).

La matriz de (co)varianzas del residual (R) también presenta una estructu-
ra compleja, dependiendo de la estructura de los datos a analizar y los efectos
genéticos a tener en cuenta.

3. Modelo animal

En las evaluaciones que llevan a cabo las asociaciones de ganado puro de sus
reproductores, los MPLI de los efectos genéticos se expresan como diferencias
esperadas de progenies (BIF 1996, DEP). Las DEP son las diferencias entre los
promedios de los valores genéticos de las progenies de un toro menos el promedio de
los valores genéticos de las progenies de los toros evaluado, que son la base genética
de la evaluacién. Estas DEP representan la mitad del VM de los reproductores.

Para el caso de poblaciones multiraciales, como ocurre en Colombia con la ma-
yoria del ganado en los sistemas doble propésito, los MPLI de los efectos genéticos
se expresan como DEP (Elzo, Manrique, Odenya, McDowell & Wakeman 1990).
Estas DEP son simplemente diferencias entre el promedio de los valores genéticos
de las progenies de un toro cruzado con hembras de un grupo racial especifico
menos el promedio de los valores genéticos de las progenies de un grupo de to-
ros que definen la base genética, las cuales van a reflejar no solamente diferencias
genéticas aditivas sino también diferencias genéticas no aditivas (Elzo, Martinez
& Manrique 1999).

Las diferencias genéticas no aditivas se definen como las resultantes de inter-
acciones entre alelos de toros individuales y alelos de grupos de vacas de varias
composiciones raciales. Estas interacciones toro X grupo de hembras van a ser
Unicas para cada toro, es decir, van a reflejar la habilidad combinatoria de cada
toro cuando se cruza con cada grupo de vacas. Entonces, el valor genético de un
toro expresado como DEP en una poblacién multiracial es igual a:
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Diferencia Multiracial Esperada de la Progenie (DMEP)
Diferencia Aditiva Esperada de la Progenie (DAEP)
+
Diferencia No Aditiva Esperada de la Progenie (DNEP)

Elzo, Manrique, Ossa & Acosta (1996) presentan la metodologia para el uso de
modelos animales multiraciales en la evaluacién genética de bovinos en sistemas e
produccién tropicales. Manrique (1999) presenta los avances en evaluacién genéti-
ca en los sistemas bovinos en Colombia. Este tipo de anélisis genético se utilizé en
las evaluaciones multiraciales y la estimacion de parametros genéticos de las po-
blaciones multiraciales Romosinuano-Cebii (Elzo, Manrique, Ossa & Acosta 1998)
y Sanmartinero-Cebt {Elzo et al. 1999). En estas investigaciones, el modelo usado
fue uno de padre y abuelo materno, cuya forma fue similar al modelo presentado
arriba.

4. Modelo de repetibilidad

En algunas ocaciones, los registros que se analizan son aquellos que se repiten
en el mismo animal durante su vida productiva. En estos casos, la prediccién de
la habilidad real de produccién del animal se define como la suma de su VM y de
efectos ambientales permanentes, por tratarse de medidas repetidas.

Para este caso, el modelo a utilizar asume la siguiente estructura de varianza:

G 0 0
Ey=1]0 P 0
0 0 R

donde G y R son las matrices de (co)varianzas genéticas y residuales descritas ante-
riormente, y P es una matriz de la forma P = Io%, varianza de entorno permanente
comun para todos los registros del animal (Quaas, Anderson & Gilmour 1984).

5. Modelos de miltiples caracteres

En la mayoria de los sistemas de produccidn, las decisiones sobre mejoramiento
se hacen teniendo en cuenta no solo una sino varias caracteristicas (diferentes pesa-
jes de los animales en su vida productiva, caracteres productivos, reproductivos, de
calidad, etc). En general, muchas de estas caracteristicas estan correlacionadas, lo
que hace que su uso sea necesario para mejorar las exactitudes en las predicciones
genéticas (Quaas et al. 1984).

Para este caso, el modelo a utilizar asume la siguiente estructura de varianza:

Gn 0 G2 O

E le _ Ry Ry,
Y, Ga1 Gaz
Ry Ryo
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donde Gj; y R;; son las matrices de (co)varianzas genéticas y residuales de las
caracteristicas i, j evaluadas. En general, debido a los problemas de requerimientos
computacionales, muchas de estas evaluaciones se hacen bivariadas, en donde en
todos los modelos se tiene una caracteristica de referencia. Ejemplo, en el caso
de evaluaciones en ganado de carne, se tiene como cardcter referencial el peso a
destete de los animales.
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Resumen

Se considera un modelo general de una mezcla de g densidades norma-
les multivariadas heteroscedasticas. Los parametros del modelo se estiman
utilizando el algoritmo de Esperanza Mazimizacidn. Se da luego una apli-
cacién que resuelve el problema de asignar probabilidades de pertenencia a
las estrellas de la regién del cimulo galdctico M 67, modelando para ello los
movimientos propios de las estrellas de la regién considerada —cimulo y
campo estelar— mediante la superposicién de dos normales bivariadas he-
terosceddsticas cuyos pardmetros se estiman utilizando el software EMMIX,
desarrollado por McLachlan, Peel, Basford y Adams.

Palabras Claves: Clusters abiertos, pertenencia, M67, algoritmo EM, mo-
delos miztos, Programa EMMIX.

Abstract

A general mixture model that overlaps g heteroscedastic gaussian multi-
variate density functions is considered. Parameter estimates of the mixtures
components are obtained via the expectation maximization algorithm. This
general theoretical approach is then applied to find membership probabilities
in the region of the open cluster M 67 modelling the cluster and the field star
proper motion data, overlaping two normal heteroscedastic components and
applying the McLachlan, Peel, Basford and Adams EMMIX software.

Keywords: Open Clusters, Membership, M67, EM Algorithm, Mizture Mod-
els, EMMIX software.

*Observatorio Astronémico Nacional and Departamento de Estadistica Universidad Nacional
de Colombia. E-mail: jauribeb@unal.edu.co
**Observatorio Astronémico Nacional and Departamento de Estadistica Universidad Nacional
de Colombia . E-mail: rsbarrerar@unal.edu.co

137



138 An Application of the Expectation Maximization Algorithm...
1. Galactic Clusters

Open clusters are star groupings with closer gravitational relation than that
of the surrounding star field; undoubtedly they form physical systems and are
sufficiently rich in stars for statistical investigation. They are young stellar pop-
ulations that are born more or less at the same time, in the same region of space
and have evolved in different ways according to their masses; open clusters rep-
resent according to Lattanzi, Massone & Munari (1991), a powerful laboratory in
which many astrolhysical questions can be addressed. Indeed these objects play
a very important role in the comparison of theories about stellar evolution with
observed results and are a fundamental brick in the construction of the extragalac-
tic distance scale. Lynga (1987), counts some 1200 open clusters in his catalogue;
they lack the central concentration characteristic of globular clusters, show little
symetry in their appearance and are found strongly concentrated toward the plane
of the Milky Way; hence open clusters are also sometimes referred to as galactic
clusters (Binney & Michael 1998).

The difference in density in a region of the sky where an open cluster may
possibly be located may be due to the presence of an open cluster, to an accidental
distribution of the stellar population, to the intervening absorving matter which
depopulates the surroundings, or either to a combination of these three causes.

The determination of those stars considered as cluster members always has a
probabilistic nature. So it is clear that it is very difficult at times to decide whether
a stellar condensation can be considered an open cluster or rather an accidental
grouping. If we have an open cluster in a region of the sky the question to be
answered is: which starts are cluster members?

The first question that arises is, what variables do contain profitable informa-
tion about membership. Two types of variables are the most often used:

a) Photometric variables are the magnitude M;, and the color B; — V;, and

b) kinematic variables are the radial velocities V;.,, the positions z;,y; and he
proper motions pig,, fy,.

To solve the membership problem from those attributes configurates a mul-
tivariate statistical analysis problem, because for each star there is a set X of
observed features:

X = {2, Yi; By Pooyss Vois Bi — Vis M}

This problem can be considered as a cluster analysis problem with a known
number of classes, the field and the cluster, that may be reduced to a discriminant
analysis problem via modeling a distribution function and using an appropiate
segregation criterion between physical members of the cluster and field stars.




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































